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  ΠΡΟΛΟΓΟΣ


  Αυτό το βιβλίο αποτελεί φυσική συνέχεια της μακροχρόνιας ενασχόλησής μου με την επιστημονική περιοχή της μη γραμμικής στατικής συμπεριφοράς και των εφαρμογών της σε θέματα ανάλυσης και σχεδιασμού μεταλλικών κατασκευών. Είχα την πρώτη μου επαφή με το θεωρητικό υπόβαθρο αυτού του αντικειμένου όταν, ως φοιτητής της Σχολής Πολιτικών Μηχανικών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου, παρακολούθησα τα μαθήματα του Επίκουρου Καθηγητή Κωνσταντίνου Βαρκαράκη «Πλαστική Στατική Ανάλυση» και του Καθηγητή Αντώνη Κουνάδη «Ελαστική Ευστάθεια». Τα δύο αυτά μαθήματα, μέσα από την αναλυτική προσέγγιση της απόκρισης απλών στατικών συστημάτων, αποτέλεσαν μια εξαιρετική εισαγωγή στις θεμελιώδεις έννοιες της μη γραμμικότητας υλικού και γεωμετρίας, αντίστοιχα.


  Η πρώτη μου επαφή με αριθμητικές προσεγγίσεις για την επίλυση μη γραμμικών προβλημάτων, και παράλληλα με την έρευνα τέτοιων θεμάτων, έγινε κατά τη διάρκεια εκπόνησης της διπλωματικής μου εργασίας, υπό την επίβλεψη του τότε Λέκτορα Μανόλη Παπαδρακάκη. Στην εργασία αυτή αντιμετωπίστηκαν θέματα γεωμετρικά μη γραμμικής ανάλυσης ραβδωτών φορέων με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων.


  Στα πλαίσια των διδακτορικών μου σπουδών στη Σχολή Πολιτικών Μηχανικών του Μ.Ι.Τ. είχα την ευκαιρία να εφαρμόσω τις παραπάνω γνώσεις μη γραμμικής ανάλυσης για το σχεδιασμό πτυσσόμενων κατασκευών. Γενικότερα, ο επιβλέπων της διδακτορικής μου διατριβής, Καθηγητής Jerry Connor, αποτέλεσε πρότυπο εφαρμογής θεωρητικών γνώσεων για την επίλυση προβλημάτων σχεδιασμού σύνθετων δομικών έργων.


  Επιστρέφοντας στην Ελλάδα και στο Ε.Μ.Π. είχα την τύχη να συνεργαστώ με τους Καθηγητές Γεώργιο Ιωαννίδη και Ιωάννη Βάγια στη διδασκαλία των μαθημάτων σχεδιασμού «Σιδηρές Κατασκευές Ι» και «Σιδηρές Κατασκευές ΙΙ», καθώς και με τον Καθηγητή Αντώνη Κουνάδη στη διδασκαλία του μαθήματος «Ελαστική Ευστάθεια», το οποίο αργότερα εξελίχθηκε και μετονομάστηκε σε «Μη Γραμμική Συμπεριφορά Μεταλλικών Κατασκευών». Παράλληλα, άρχισα να επιβλέπω διπλωματικές εργασίες αρχικά, και στη συνέχεια μεταπτυχιακές εργασίες και διδακτορικές διατριβές, οι περισσότερες από τις οποίες πραγματεύονταν θέματα από αυτή την επιστημονική περιοχή. Αργότερα, είχα την ευκαιρία να εφαρμόσω τις παραπάνω γνώσεις στο σχεδιασμό κάποιων σύνθετων τεχνικών έργων που απαιτούσαν μια εξειδικευμένη προσέγγιση μέσω προχωρημένων αριθμητικών αναλύσεων.


  Μέσα από αυτές τις εκπαιδευτικές, ερευνητικές και μελετητικές δραστηριότητες και εμπειρίες διαμόρφωσα τις απόψεις που προσπαθώ να εκφράσω σε αυτό το βιβλίο. Το επάγγελμα του μηχανικού απαιτεί συνδυασμό θεωρίας και πράξης, κατανόηση σε βάθος των φυσικών φαινομένων, ορθή αλλά όσο γίνεται απλούστερη μαθηματική περιγραφή τους, ευχερή χειρισμό των διαθέσιμων υπολογιστικών μέσων που πηγάζει από καλή γνώση του θεωρητικού τους υποβάθρου, και τελικά συνδυασμό των παραπάνω για το σχεδιασμό ασφαλών, οικονομικών και κατασκευάσιμων έργων.


  Το πρώτο μέρος του βιβλίου είναι αφιερωμένο στην κατανόηση των φαινομένων που εμφανίζονται κατά τη μη γραμμική συμπεριφορά των κατασκευών. Για το σκοπό αυτό οι εφαρμογές αφορούν απλά στατικά συστήματα, για τα οποία είναι εφικτή η διατύπωση σχετικά απλών αναλυτικών λύσεων. Στο δεύτερο μέρος παρουσιάζονται αριθμητικές επιλύσεις με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων για την ανάλυση και το σχεδιασμό συνθετότερων δομικών μελών και φορέων, εμπνευσμένων από συμβατικά αλλά και πιο σύνθετα δομικά έργα, καθώς και από ερευνητική δραστηριότητα που έχει πραγματοποιηθεί τα τελευταία χρόνια στο Εργαστήριο Μεταλλικών Κατασκευών του ΕΜΠ.


  Ευχαριστίες για τη συμβολή τους, άμεση ή έμμεση στην πορεία που οδήγησε σε αυτό το βιβλίο, καθώς και στην τελική του ολοκλήρωση, οφείλονται σε πολλούς ανθρώπους. Για το ρόλο τους στην απόκτηση γνώσεων, αλλά κυρίως στη διαμόρφωση του τρόπου σκέψης μου ως ακαδημαϊκού δασκάλου και μηχανικού αισθάνομαι ευγνωμοσύνη στους παλιούς μου δασκάλους και αργότερα συναδέλφους που προανέφερα. Επίσης ευχαριστώ θερμά τους φοιτητές των μαθημάτων μου όλα τα προηγούμενα χρόνια. Για να εξηγήσεις κάτι πρέπει πριν να το κατανοήσεις σε βάθος, και μέσα από αυτή την προσπάθεια η βελτίωση είναι συνεχής. Το υψηλό επίπεδο των φοιτητών της Σχολής Πολιτικών Μηχανικών του ΕΜΠ δημιουργεί πρόσφορο έδαφος για την εξέλιξη και των διδασκόντων.


  Ιδιαίτερα πρέπει να ευχαριστήσω τους πολλούς φοιτητές και συνεργάτες μου που είχαν άμεση συμβολή στο περιεχόμενο αυτού του βιβλίου, στα πλαίσια διπλωματικών και μεταπτυχιακών εργασιών και διδακτορικών διατριβών, καθώς και μέσα από τη γενικότερη συμμετοχή τους στις δραστηριότητες της ερευνητικής μας ομάδας του Εργαστηρίου Μεταλλικών Κατασκευών ΕΜΠ. Ελπίζοντας να μην ξεχάσω κανέναν, θα ήθελα να αναφέρω τους Κώστα Αδαμάκο, Παναγιώτη Ανδρέου, Ιάσονα Βαρδακούλια, Φανή Βαρουτσή, Ισαβέλλα Βασιλοπούλου, Στέλιο Βερνάρδο, Μαρία Βίλλη, Στέλλα Βλαχογιάννη, Χριστίνα Βλαχιώτη, Έλια Βογιατζάκη, Βάσια Γκεσούλη, Μαρία Γκιόκα, Παναγιώτη Γουργιώτη, Χριστόφορο Δημόπουλο, Δημήτρη Δούρο, Γιώργο Ζησιμάτο, Ηλία Θανάσουλα, Έλενα Θεμιστοκλέους, Κωστή Θεοχάρη, Κωστή Καλοχαιρέτη, Παύλο Καλφαντή, Στέφανο Καραλούλη, Σουσάνα Καρανικόλα, Άγγελο Καρβέλη, Βάσια Καϋμενάκη, Πλουμή Κόκκαλη, Γιώργο Κορακίτη, Ελένη Κοσμίδου, Κωνσταντίνα Κουλάτσου, Γιώργο Κουρετζή, Στέφανο Κουταλιανό, Αντιγόνη Κοψιδά, Σωτήρη Κυριτσά, Αχιλλέα Κυρώζη, Σπύρο Κώτση, Μαρίνα Λεμονάρη, Μηνά Λεμονή, Γιάννη Λεμπέση, Μαρία Λιβανού, Δημήτρη Λιγνό, Γιώργο Μαγείρου, Μιχάλη Μακρυγιάννη, Βαγγέλη Μανιαδή, Παναγιώτη Μανίκα, Νίκο Μαντζώρο, Γεωργία Μαργαρίτη, Ηρώ Μάρκου, Μάριο Μαύρο, Μιχάλη Μαυρογιάννη, Βασίλη Μελισσιανό, Σούλα Μέμτσα, Δώρα Μίντζια, Άκη Μπακή, Γεωργία Μπαχουνζούζη, Ανδρέα Μπέντα, Χάρη Μπούρα, Γιώργο Ναυπακτίτη, Εβελίνα Νικολαΐδου, Αντώνη Νικολαράκη, Ειρήνη Νικολούδη, Κατερίνα Νταϊφώτη, Εύα Ξένου, Βασίλη Πάλλα, Μάριο Παναγιώτου, Κώστα Παπαβασιλείου, Θανάση Παπαγεωργίου, Γεωργία Παπαδάτου, Χρήστο Παπακίτσο, Θωμά Παπακωνσταντίνου, Νίκο Πνευματικό, Γιάννη Προμπονά, Θεοδώρα Ρίζου, Κλειώ Σαμπατακάκη, Ηλία Σταματόπουλο, Μαργαρίτα Τάκου, Μιχάλη Ταρασίου, Αναστάση Τσιάβο, Ηλία Τσολάκο, Απόστολο Τσουβάλα, Δέσποινα Τσουκνάκη, Θόδωρο Φραγκόπουλο, Κώστα Φραγκόπουλο, Μιχάλη Χατζηιωάννου, Άννα Χατζηφώτη, Δημήτρη Χατζηχαρίτου, Χρήστο Χιώνη, Γιώργος Χρυσοβιτσιώτη και Γιάννη Ψαρά.


  Από τους παραπάνω θέλω να κάνω ιδιαίτερη αναφορά σε όσους είχαν συγκεκριμένη καθοριστική συμβολή σε τμήματα του βιβλίου. Ο Γιώργος Χρυσοβιτσιώτης έκανε στη διπλωματική και μεταπτυχιακή του εργασία σύνθεση πολλών από τις ως τότε συναφείς εργασίες της ερευνητικής ομάδας μας, που αποτέλεσαν μια πρώτη μορφή σημειώσεων του μαθήματος «Μη Γραμμική Συμπεριφορά Μεταλλικών Κατασκευών». Στα κεφάλαια 5, 6 και 7 έχουν αξιοποιηθεί πολλά στοιχεία από την ερευνητική δουλειά της Μαρίας Λιβανού. Ο Ηλίας Θανάσουλας ετοίμασε μια αρχική έκδοση του κεφαλαίου 8. Στο κεφάλαιο 9 έχουν χρησιμοποιηθεί τμήματα της διπλωματικής εργασίας της Αντιγόνης Κοψιδά, καθώς και ερευνητικής δουλειάς του Θωμά Παπακωνσταντίνου που αργότερα συνεχίστηκε από τον Κωστή Καλοχαιρέτη. Το κεφάλαιο 10 έχει αντλήσει δεδομένα από τη διπλωματική εργασία της Έλενας Θεμιστοκλέους και του Ηλία Τσολάκου. Το κεφάλαιο 11 προέρχεται σε μεγάλο βαθμό από τη διαδακτορική διατριβή του Γιώργου Μαγείρου. Οι τρεις βασικές ενότητες του κεφαλαίου 12 βασίζονται στη διδακτορική διατριβή του Κωστή Καλοχαιρέτη, σε ερευνητική δουλειά της Γεωργίας Μαργαρίτη και στη διδακτορική διατριβή του Χριστόφορου Δημόπουλου, αντίστοιχα. Τέλος, για τα έργα που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 13 πρέπει να αναγνωριστεί η συμβολή της Κωνσταντίνας Κουλάτσου στις μη γραμμικές αναλύσεις του στεγάστρου του γηπέδου του Παναθηναϊκού και του στεγάστρου του Λυκείου Αριστοτέλους, καθώς και του Βασίλη Μελισσιανού στην ενότητα περί υπόγειων αγωγών που διασχίζουν σεισμικά ρήγματα. Για τη συμβολή τους στη μορφοποίηση κειμένου και σχημάτων ευχαριστώ ιδιαίτερα τους Βάσια Γκεσούλη, Ξένια Ζαράκη, Κωνσταντίνα Κουλάτσου και Γιάννη Ψαρά.


  Η τελική φάση ολοκλήρωσης αυτού του βιβλίου έγινε με χρηματοδότηση από το Πρόγραμμα Κάλλιπος στα πλαίσια της δράσης «Εκπαίδευση και δια Βίου Μάθηση» του ΕΣΠΑ 2007-2013. Στη φάση αυτή έγινε κριτική ανάγνωση του βιβλίου από τον Καθηγητή Γεώργιο Ιωαννίδη και τεχνική επεξεργασία από την Δρ. Ισαβέλλα Βασιλοπούλου. Τα σχόλια και των δύο έχουν ενσωματωθεί στο βιβλίο και η συμβολή τους στο τελικό αποτέλεσμα ήταν καθοριστική.


  Τέλος, θα ήθελα να αφιερώσω το βιβλίο στη Μαρία, το Γιάννη, τη Νατάσα και τον Κωνσταντίνο, για την ανοχή τους για το χρόνο που δεν μπόρεσα να τους αφιερώσω κατά τη διάρκεια της συγγραφής, αλλά κυρίως γιατί δημιουργούν τις συνθήκες και μου δίνουν το κίνητρο, ώστε να είμαι δημιουργικός.


  Αθήνα, Οκτώβριος 2015


  Χάρης Γαντές


  Αφιερώνεται στη Μαρία, το Γιάννη, τη Νατάσα και τον Κωνσταντίνο…


  
    


    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1


    


    ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ


    1.1 Εισαγωγή


    Κύριο μέλημα του μηχανικού είναι ο σχεδιασμός ασφαλών κατασκευών με τη μέγιστη δυνατή εξοικονόμηση υλικού και, κατ’ επέκταση, κόστους. Τα μέσα, ωστόσο, που διαθέτει ο μηχανικός για την επίτευξη αυτού του στόχου συνεχώς εξελίσσονται. Σήμερα, η ύπαρξη δομικών υλικών υψηλής αντοχής και η εξέλιξη των μεθόδων βιομηχανικής κατεργασίας τους, δίνουν τη δυνατότητα παραγωγής δομικών μελών με κάθε επιθυμητό σχήμα και πάχος διατομής. Παράλληλα, η ραγδαία εξέλιξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών και του σχετικού λογισμικού επιτρέπει την εφαρμογή ακριβέστερων και πιο αξιόπιστων μεθόδων ανάλυσης και επομένως τη χρησιμοποίηση μικρότερων συντελεστών ασφαλείας. Τα παραπάνω οδηγούν σε ελαφρύτερα δομικά στοιχεία, με πληρέστερη εκμετάλλευση του υλικού.


    Αποτέλεσμα αυτής της τάσης είναι οι σημερινές κατασκευές να είναι περισσότερο εύκαμπτες, τόσο συνολικά, σε επίπεδο φορέα, όσο και τοπικά, σε επίπεδο μέλους ή ακόμη και διατομής, και επομένως να παραμορφώνονται εντονότερα όταν φορτίζονται. Αυτή η έντονη παραμόρφωση έχει δύο σημαντικές συνέπειες, μία πρωταρχική, στη στατική συμπεριφορά, και μία που προκύπτει από την πρώτη, στις μεθόδους στατικής ανάλυσης. Η πρώτη συνέπεια είναι ότι η κατασκευή ενδέχεται να οδηγηθεί σε μορφές αστοχίας που είναι γνωστές με το γενικό όρο «αστάθεια» ή «λυγισμός» και συνδέονται με απότομη και έντονη αύξηση της παραμόρφωσης για μικρή αύξηση του επιβαλλόμενου φορτίου. Η δεύτερη συνέπεια είναι ότι πλέον η παραμορφωμένη γεωμετρία του φορέα διαφέρει σημαντικά από την αρχική απαραμόρφωτη, επομένως η διατύπωση των εξισώσεων ισορροπίας στην απαραμόρφωτη γεωμετρία, όπως γίνεται στις κλασικές μεθόδους στατικής ανάλυσης, οδηγεί σε σημαντικά σφάλματα και πρέπει να αποφεύγεται. Η ανάγκη διατύπωσης των εξισώσεων ισορροπίας στην παραμορφωμένη γεωμετρία, η οποία δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων, απαιτεί ιδιαίτερες μεθόδους στατικής ανάλυσης, και οδηγεί στην κατάργηση της αναλογίας μεταξύ επιβαλλόμενων φορτίων και αναπτυσσόμενης έντασης και παραμόρφωσης, είναι δε γνωστή στη βιβλιογραφία ως γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά.


    Παλαιότερα, οι έλεγχοι αντοχής των κατασκευών γίνονταν με τη μέθοδο των επιτρεπόμενων τάσεων, δηλαδή οι αναπτυσσόμενες τάσεις σε οποιαδήποτε θέση δεν έπρεπε να υπερβαίνουν κάποιες μέγιστες τιμές, λαμβανόμενες συνήθως ίσες με το όριο διαρροής του υλικού διαιρεμένο με κάποιον κατάλληλο συντελεστή ασφαλείας. Επομένως , στην προσέγγιση αυτή δεν λαμβανόταν υπόψη ενδεχόμενη φόρτιση των κατασκευών σε στάθμη που θα οδηγούσε τα δομικά υλικά σε μετελαστική συμπεριφορά σε οποιαδήποτε θέση. Πλέον, οι έλεγχοι επάρκειας γίνονται με τη μέθοδο της συνολικής αντοχής, στη στάθμη φόρτισης που εξαντλεί την αντοχή της κατασκευής, και για ακραίες περιπτώσεις φόρτισης επιτρέπεται η είσοδος των υλικών στην μετελαστική περιοχή, σε προκαθορισμένες βεβαίως θέσεις και υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις. Αυτή η τοπική υπέρβαση του ορίου διαρροής του δομικού υλικού απαιτεί επίσης ιδιαίτερες μεθόδους στατικής ανάλυσης, και οδηγεί και πάλι σε κατάργηση της αναλογίας μεταξύ επιβαλλόμενων φορτίων και αναπτυσσόμενης έντασης και παραμόρφωσης, που είναι γνωστή ως μη γραμμική συμπεριφορά του υλικού.


    Συμπερασματικά, μία κατασκευή μπορεί να αστοχήσει είτε λόγω μη γραμμικότητας υλικού είτε λόγω μη γραμμικότητας γεωμετρίας. Στο σχεδιασμό πρέπει να λαμβάνονται υπόψη και οι δύο αυτές μορφές μη γραμμικής συμπεριφοράς των κατασκευών, ώστε να προσδιορίζεται η συνολική αντοχή τους. Η μη γραμμικότητα υλικού εμφανίζεται συνήθως σε δύσκαμπτους φορείς, π.χ. κτίρια με συνδέσμους δυσκαμψίας, που δεν είναι επιρρεπείς σε έντονες παραμορφώσεις. Η γεωμετρική μη γραμμικότητα μπορεί να είναι κρίσιμη σε εύκαμπτους φορείς, π.χ. τοξωτούς φορείς στέγασης μεγάλων ανοιγμάτων. Σε φορείς ενδιάμεσης δυσκαμψίας μπορεί να εμφανιστεί συνδυασμένη μη γραμμικότητα υλικού και γεωμετρίας.


    1.2 Βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς


    Εάν δεν υπάρχει, ή αγνοηθεί, η μη γραμμική συμπεριφορά ενός μέλους ή μίας κατασκευής, τότε λέμε ότι η κατασκευή συμπεριφέρεται γραμμικά, και επιτρέπεται να εφαρμόζεται γραμμική ανάλυση. Είναι σκόπιμο να τονιστούν οι προϋποθέσεις υπό τις οποίες η συμπεριφορά είναι γραμμική, που αποτελούν και τις παραδοχές οι οποίες γίνονται στη γραμμική ανάλυση, για να κατανοηθεί το πεδίο εφαρμογής της, αλλά και να αποφευχθούν σφάλματα σε περιπτώσεις που αυτές οι προϋποθέσεις δεν ισχύουν. Οι βασικές λοιπόν προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς και ταυτόχρονα βασικές παραδοχές της γραμμικής ανάλυσης είναι οι εξής δύο:


    i. Το υλικό συμπεριφέρεται ως γραμμικά ελαστικό. Επομένως, οι ανηγμένες παραμορφώσεις ε είναι ανάλογες των τάσεων σ (Σχήμα 1.1). Η κλίση του διαγράμματος τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων είναι το μέτρο ελαστικότητας Ε που εκφράζει τη δυσκαμψία του υλικού, δηλαδή την αντίσταση που προβάλει το υλικό σε παραμόρφωση υπό συγκεκριμένη τάση. Ισχύει δηλαδή ο νόμος του Hooke, που συνδέει γραμμικά τις τάσεις με τις ανηγμένες παραμορφώσεις:


    
      
        	
          σ=E . ε

        

        	
          (1.1)
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    Σχήμα 1.1 Αναλογία τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων


    Για όλα τα συνηθισμένα δομικά υλικά η παραδοχή αυτή ισχύει για το αρχικό μόνον τμήμα του νόμου τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων, ενώ πέραν κάποιου μεγέθους τάσεων η σχέση σ-ε παύει να είναι σχέση γραμμικής αναλογίας και η αντίστοιχη γραφική παράσταση δεν είναι πλέον ευθύγραμμη. Επομένως η παραπάνω παραδοχή ουσιαστικά αναφέρεται στην απαίτηση να είναι το επίπεδο φόρτισης επαρκώς χαμηλό, ώστε σε όλες τις θέσεις του φορέα οι αναπτυσσόμενες τάσεις και ανηγμένες παραμορφώσεις να παραμένουν στην περιοχή γραμμικής αναλογίας.


    ii. Οι πραγματοποιούμενες μετατοπίσεις όλων των σημείων του φορέα είναι πολύ μικρές. Επομένως η γεωμετρία του φορέα στην παραμορφωμένη του κατάσταση μοιάζει πολύ με την αντίστοιχη απαραμόρφωτη, ώστε κατά τους υπολογισμούς να μπορεί να θεωρηθεί ότι αυτές οι δύο γεωμετρίες ταυτίζονται. Έτσι, κατά τη στατική ανάλυση αγνοείται η παραμόρφωση και οι εξισώσεις ισορροπίας γράφονται στην απαραμόρφωτη κατάσταση, αν και στην πραγματικότητα κάθε φορτιζόμενος φορέας παραμορφώνεται και ισορροπεί σε μία παραμορφωμένη κατάσταση.


    Εφόσον ισχύουν και οι δύο αυτές παραδοχές, ισχύει η αρχή της επαλληλίας, δηλαδή οι αναπτυσσόμενες εντάσεις και μετατοπίσεις είναι γραμμικώς ανάλογες των επιβαλλόμενων εξωτερικών φορτίων. Η γραφική παράσταση της επιβαλλόμενης εξωτερικής φόρτισης P και κάποιας χαρακτηριστικής αναπτυσσόμενης μετατόπισης δ είναι ευθεία γραμμή. Μία τέτοια γραφική παράσταση φαίνεται στο Σχήμα 1.2 για το απλό παράδειγμα μίας αμφιέρειστης δοκού με ένα συγκεντρωμένο φορτίο στο μέσον της και ονομάζεται δρόμος ισορροπίας, διότι κάθε σημείο της δείχνει μία κατάσταση ισορροπίας του στατικού συστήματος. Η ισχύς της αρχής της επαλληλίας αποτελεί βασική προϋπόθεση για την εφαρμογή όλων των μεθόδων της κλασικής στατικής ανάλυσης, όπως είναι η μέθοδος των δυνάμεων και η μέθοδος των μετατοπίσεων.
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    Σχήμα 1.2 Δρόμος ισορροπίας αμφιέρειστης δοκού με συγκεντρωμένο φορτίο στο μέσον


    Σε πολλές περιπτώσεις μία ή και οι δύο αυτές παραδοχές δεν ισχύουν. Εφόσον καταλύεται η πρώτη παραδοχή η συμπεριφορά χαρακτηρίζεται από μη γραμμικότητα υλικού. Εφόσον καταλύεται η δεύτερη παρατηρείται μη γραμμικότητα γεωμετρίας. Εάν καταλύονται και οι δύο, υπάρχει ταυτόχρονα μη γραμμικότητα υλικού και μη γραμμικότητα γεωμετρίας. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις οι δρόμοι ισορροπίας δεν είναι πλέον ευθύγραμμοι αλλά καμπύλοι (Σχήμα 1.3), δεν ισχύει η αρχή της επαλληλίας, και απαιτείται η εφαρμογή ειδικών μεθόδων ανάλυσης.
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    Σχήμα 1.3 Μη γραμμικός δρόμος ισορροπίας


    Τα παραπάνω περιγράφονται αναλυτικότερα στα παραδείγματα που ακολουθούν, μέσω των οποίων επιδιώκεται να δοθεί μία αρχική ποιοτική εικόνα διαφόρων περιπτώσεων μη γραμμικής συμπεριφοράς και της σημασίας τους στην ανάλυση και το σχεδιασμό των κατασκευών.


    1.3 Παραδείγματα φορέων με μη γραμμική συμπεριφορά


    1.3.1 Παράδειγμα θλιβόμενου κυλίνδρου


    Εξετάζεται το πρόβλημα θλιβόμενου μέλους μήκους L με διατομή κυκλικού δακτυλίου με εξωτερική ακτίνα R και πάχος t, από όλκιμο υλικό, όπως για παράδειγμα ο χάλυβας. Ο καταστατικός νόμος του υλικού, δηλαδή το διάγραμμα τάσεων σ – ανηγμένων παραμορφώσεων ε, φαίνεται στο Σχήμα 1.4 και χαρακτηρίζεται από ένα αρχικό ευθύγραμμο τμήμα, που αντιπροσωπεύει γραμμική ελαστική συμπεριφορά, ως το λεγόμενο σημείο διαρροής, που αντιστοιχεί σε τάση ίση προς το όριο διαρροής fy και στην λεγόμενη ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εy. Στη συνέχεια ο καταστατικός νόμος αποτελείται από ένα καμπύλο τμήμα που αντιπροσωπεύει μη γραμμική ανελαστική συμπεριφορά μέχρι το σημείο θραύσης, που αντιστοιχεί σε τάση ίση προς το όριο θραύσης fu και στη λεγόμενη ανηγμένη παραμόρφωση θραύσης εu. Αποφόρτιση του δοκιμίου από τάση μικρότερη από το όριο διαρροής fy ακολουθεί την ίδια ευθεία γραμμή όπως η αντίστοιχη φόρτιση, και πλήρης αποφόρτιση μέχρι μηδενική επιβαλλόμενη τάση οδηγεί σε μηδενικές ανηγμένες παραμορφώσεις. Εάν γίνει αποφόρτιση από τάση μεγαλύτερη από το όριο διαρροής ακολουθείται μία ευθεία παράλληλη με την αρχική ευθεία της ελαστικής περιοχής και για πλήρη αποφόρτιση παρατηρούνται παραμένουσες παραμορφώσεις εr. Χάριν απλότητας γίνεται η παραδοχή ότι το σημείο διαρροής, δηλαδή εκείνο πέραν του οποίου η συμπεριφορά γίνεται ανελαστική και πλήρης αποφόρτιση οδηγεί σε παραμένουσες παραμορφώσεις, συμπίπτει με το όριο αναλογίας, που είναι το σημείο όπου παύει να ισχύει ο νόμος του Hooke και να υπάρχει γραμμική σχέση μεταξύ τάσεων και ανηγμένων παραμορφώσεων. Σε πραγματικά δομικά υλικά τα δύο αυτά σημεία είναι μεν κοντά μεταξύ τους, αλλά συνήθως δεν συμπίπτουν. Η διαφορά όμως αυτή μεταξύ ορίου διαρροής και ορίου αναλογίας κατά κανόνα αμελείται στους υπολογισμούς.
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    Σχήμα 1.4 Καταστατικός νόμος του υλικού από το οποίο αποτελείται ο κύλινδρος


    Στη συνέχεια περιγράφεται η συμπεριφορά του θλιβόμενου κυλίνδρου για σταδιακά αυξανόμενο φορτίο, όπως αυτή θα μπορούσε να προκύψει από την εκτέλεση πειραματικών δοκιμών στο εργαστήριο ή από την αριθμητική προσομοίωση του φαινομένου, και την καταγραφή της αναπτυσσόμενης παραμόρφωσης. Θεωρούνται τρεις διαφορετικές περιπτώσεις γεωμετρίας του κυλίνδρου, ανάλογα με τη σχέση μεταξύ των χαρακτηριστικών γεωμετρικών μεγεθών L, R και t:


    1η περίπτωση: Βραχύς κύλινδρος με παχιά τοιχώματα


    Στο Σχήμα 1.5, ο κύλινδρος χαρακτηρίζεται ως βραχύς με παχιά τοιχώματα, διότι τα χαρακτηριστικά γεωμετρικά μεγέθη L, R, t είναι της ίδιας τάξης μεγέθους. Ο κύλινδρος εδράζεται ομοιογενώς στην κάτω επιφάνειά του και υπόκειται σε θλιπτικό φορτίο P που επιβάλλεται ομοιόμορφα στην άνω επιφάνειά του και έχει σταδιακά αυξανόμενο μέγεθος. Οι εγκάρσιες μετακινήσεις στο άνω άκρο του κυλίνδρου θεωρούνται δεσμευμένες, ενώ οι αξονικές είναι ελεύθερες. Η παραμόρφωση περιγράφεται μέσω της αξονικής βράχυνσης του κυλίνδρου δ.
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    Σχήμα 1.5 Βραχύς κύλινδρος με παχιά τοιχώματα


    Η στατική συμπεριφορά του θλιβόμενου κυλινδρικού δοκιμίου περιγράφεται με το διάγραμμα φορτίου P – μετατόπισης δ, που, όπως προαναφέρθηκε, ονομάζεται δρόμος ισορροπίας, γιατί κάθε σημείο του δείχνει μία κατάσταση ισορροπίας του συστήματος (Σχήμα 1.6). Παρατηρούμε ότι ο δρόμος ισορροπίας είναι παρόμοιος με το διάγραμμα τάσεων σ – ανηγμένων παραμορφώσεων ε για θλίψη του υλικού (Σχήμα 1.4). Αρχικά δηλαδή υπάρχει μία γραμμική περιοχή, όπου το δοκίμιο συμπεριφέρεται γραμμικά ελαστικά και οι μετατοπίσεις δ αυξάνονται αναλογικά με την αύξηση του φορτίου P. Αυτό συνεπάγεται παραμονή του υλικού στη γραμμική ελαστική περιοχή, οπότε, αν κάποια στιγμή το φορτίο αρχίσει σταδιακά να μειώνεται, τότε παρατηρείται ότι ακολουθείται κατά την αποφόρτιση ο ίδιος γραμμικός κλάδος με αυτόν της φόρτισης, με αντίθετη φορά. Για μηδενισμό του φορτίου ο φορέας επιστρέφει στην αρχική απαραμόρφωτη κατάστασή του.
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    Σχήμα 1.6 Δρόμος ισορροπίας βραχέως κυλίνδρου με παχιά τοιχώματα


    Από κάποια τιμή Py του φορτίου και άνω παρατηρείται ότι η αύξηση της βράχυνσης δ είναι ταχύτερη από την αύξηση του φορτίου. Αυτό οφείλεται στην υπέρβαση του ορίου διαρροής του υλικού και την είσοδό του στη μετελαστική ή ανελαστική ή πλαστική περιοχή. Η τιμή Py του φορτίου είναι ίση προς το όριο διαρροής fy του υλικού πολλαπλασιασμένη επί το εμβαδόν Α της διατομής του δοκιμίου. Για φορτίο επομένως μεγαλύτερο του Py καταλύεται η πρώτη από τις δύο βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς που αφορά γραμμικά ελαστική συμπεριφορά του υλικού. Το είδος μη γραμμικότητας που χαρακτηρίζει τη συγκεκριμένη περίπτωση είναι μη γραμμικότητα υλικού και η τελική αστοχία του δοκιμίου οφείλεται σε θραύση του υλικού, που θα συμβεί όταν, για περαιτέρω αύξηση του φορτίου, η τάση του υλικού φθάσει το όριο θραύσης fu. Αυτό συμβαίνει για τιμή του φορτίου Pu, ίση προς το όριο θραύσης fu του υλικού πολλαπλασιασμένη επί το εμβαδόν Α της διατομής του δοκιμίου.


    Στην περίπτωση που πριν τη στιγμή της θραύσης το φορτίο αρχίσει σταδιακά να μειώνεται (αποφόρτιση δοκιμίου), τότε παρατηρείται ότι η σχέση μεταξύ τάσεων και παραμορφώσεων είναι και πάλι γραμμική. Μάλιστα, παρατηρείται ότι η γραμμή του κλάδου αποφόρτισης είναι παράλληλη με τη γραμμή της ελαστικής περιοχής του κλάδου φόρτισης. Τέλος, αν αφαιρεθεί πλήρως το φορτίο ενός δοκιμίου, το υλικό του οποίου είχε περάσει στη μετελαστική του περιοχή, θα παρατηρηθεί μία παραμένουσα βράχυνση δr και το δοκίμιο θα διαφέρει σε μήκος από την αρχική απαραμόρφωτη κατάστασή του.


    Παρατηρείται δηλαδή πλήρης αντιστοιχία της συμπεριφοράς του δοκιμίου με τη συμπεριφορά του υλικού από το οποίο είναι κατασκευασμένο. Αυτή η αντιστοιχία είναι χαρακτηριστική μελών με μικρή λυγηρότητα, δηλαδή με γεωμετρία που εμφανίζει ίδιας τάξης μεγέθους χαρακτηριστικές διαστάσεις σε όλες τις διευθύνσεις.


    2η περίπτωση: Μακρύς κύλινδρος με παχιά τοιχώματα


    Στο Σχήμα 1.7, ο κύλινδρος έχει παχιά τοιχώματα, δηλαδή το πάχος των τοιχωμάτων του t και η ακτίνα R είναι της ίδιας τάξης μεγέθους, αλλά είναι επιμήκης, δηλαδή, το μήκος του είναι πολλές φορές μεγαλύτερο από την ακτίνα και το πάχος. Επομένως το δοκίμιο έχει τη μία διάστασή του πολύ μεγαλύτερη από τις άλλες δύο, κάτι που συχνά περιγράφεται λέγοντας ότι το δοκίμιο έχει μεγάλη λυγηρότητα. Και αυτός ο κύλινδρος εδράζεται ομοιογενώς στην κάτω επιφάνειά του και υπόκειται σε θλιπτικό φορτίο P που επιβάλλεται ομοιόμορφα στην άνω επιφάνειά του και έχει σταδιακά αυξανόμενο μέγεθος. Οι εγκάρσιες μετακινήσεις στο άνω άκρο θεωρούνται δεσμευμένες, ενώ οι αξονικές είναι ελεύθερες. Η παραμόρφωση του κυλίνδρου περιγράφεται και πάλι μέσω της αξονικής του βράχυνσης δ.
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    Σχήμα 1.7 Μακρύς κύλινδρος με παχιά τοιχώματα


    Η συμπεριφορά περιγράφεται και πάλι με το δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ένα διάγραμμα που συνδέει το φορτίο P με τη μετατόπιση δ (Σχήμα 1.8). Και σε αυτή την περίπτωση παρατηρείται ότι αρχικά οι μετατοπίσεις δ είναι ανάλογες του φορτίου. Στο διάγραμμα P-δ αυτή η κατάσταση του φορέα περιγράφεται με μία ευθεία γραμμή, η οποία ονομάζεται κύριος ή πρωτεύων δρόμος ισορροπίας. Η μορφή παραμόρφωσης του δοκιμίου που αντιστοιχεί στον κύριο δρόμο ισορροπίας είναι καθαρή αξονική βράχυνση, δηλαδή ο άξονας του δοκιμίου παραμένει ευθύγραμμος. Από κάποια τιμή PΔ του φορτίου, η οποία για επαρκώς λυγηρούς κυλίνδρους είναι μικρότερη από την τιμή που αντιστοιχεί στη διαρροή, παρατηρείται ότι αλλάζει η μορφή παραμόρφωσης του φορέα, ο οποίος απότομα εγκαταλείπει την ευθύγραμμη κατάσταση και αρχίζει να καμπυλώνεται (Σχήμα 1.7), και ότι οι μετατοπίσεις δ παύουν να είναι ανάλογες του φορτίου (Σχήμα 1.8). Για αυτήν την τιμή PΔ του φορτίου, και για αντίστοιχη μετατόπιση δΔ, λέμε ότι συμβαίνει λυγισμός του δοκιμίου, δηλαδή πραγματοποιείται ξαφνική αύξηση των μετατοπίσεων για μικρή αύξηση του φορτίου. Μάλιστα ο λυγισμός αυτός χαρακτηρίζεται ως «καθολικός», διότι αφορά παραμόρφωση ολόκληρου του μέλους.
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    Σχήμα 1.8 Δρόμος ισορροπίας μακρού κυλίνδρου με παχιά τοιχώματα


    Για φορτίο επομένως μεγαλύτερο του PΔ, λόγω της έντονης αύξησης των μετατοπίσεων, η παραμορφωμένη γεωμετρία του δοκιμίου διαφέρει σημαντικά από την απαραμόρφωτη και καταλύεται η δεύτερη από τις δύο βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς. Το είδος μη γραμμικότητας που χαρακτηρίζει τη συγκεκριμένη περίπτωση είναι γεωμετρική μη γραμμικότητα.


    Το υπόλοιπο τμήμα του δρόμου ισορροπίας (μετά το σημείο όπου συνέβη λυγισμός) ονομάζεται δευτερεύων δρόμος ισορροπίας. Η συμπεριφορά του υλικού του δοκιμίου σε αυτήν την περιοχή εξακολουθεί αρχικά να είναι γραμμική ελαστική, διότι δεν έχει ξεπεραστεί ακόμη το όριο διαρροής. Για περαιτέρω αύξηση του φορτίου οι αναπτυσσόμενες τάσεις αυξάνονται, και μάλιστα με γρήγορους ρυθμούς, διότι στις ορθές τάσεις λόγω βράχυνσης προστίθενται και ορθές τάσεις λόγω καμπτικής παραμόρφωσης, και τελικά φθάνουν το όριο διαρροής στο σημείο Β του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Μετά το σημείο Β η συμπεριφορά του υλικού γίνεται πλαστική, ενώ και οι μετατοπίσεις του δοκιμίου παραμένουν μεγάλες και μάλιστα συνεχώς αυξανόμενες. Καταλύονται λοιπόν και οι δύο βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς και εμφανίζεται ταυτόχρονα τόσο γεωμετρική μη γραμμικότητα όσο και μη γραμμικότητα υλικού. Πέραν του σημείου Β παρατηρούμε ότι η κλίση του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας σταδιακά μειώνεται, μέχρι την τελική θραύση του δοκιμίου.


    Το σημείο τομής Δ μεταξύ κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, που αντιστοιχεί και σε απότομη μετάβαση του φορέα από ευθύγραμμη σε καμπυλωμένη μορφή ισορροπίας, ονομάζεται σημείο διακλάδωσης, και ο παρατηρούμενος λυγισμός λέγεται και λυγισμός μέσω σημείου διακλάδωσης. Ο κύριος δρόμος ισορροπίας ονομάζεται και προλυγισμικός κλάδος του δρόμου, ενώ ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας ονομάζεται και μεταλυγισμικός κλάδος. Η ικανότητα του φορέα να παραλάβει μεγαλύτερο φορτίο από εκείνο που προκαλεί λυγισμό λέγεται μεταλυγισμική αντοχή και απεικονίζεται γραφικά από την ανοδική μορφή του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας μετά το σημείο διακλάδωσης.


    Τέλος, παρατηρείται ότι η συμπεριφορά του δοκιμίου σε αποφόρτιση εξαρτάται από το αν οι τάσεις έχουν υπερβεί το όριο διαρροής του υλικού. Έτσι, αν το υλικό έχει παραμείνει στην ελαστική περιοχή, ο κλάδος αποφόρτισης θα είναι ο ίδιος με αυτόν της φόρτισης. Αυτό ισχύει τόσο για το τμήμα ΟΔ (κύριος δρόμος ισορροπίας), όπου η συμπεριφορά του δοκιμίου είναι γραμμική ελαστική, όσο και για το τμήμα ΔΒ του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας, όπου η συμπεριφορά χαρακτηρίζεται ως μη γραμμική ελαστική. Και στις δύο αυτές περιπτώσεις, μετά από πλήρη αποφόρτιση, δηλαδή μηδενισμό του επιβαλλόμενου φορτίου P, το δοκίμιο επιστρέφει στην αρχική ευθύγραμμη κατάστασή του, χωρίς παραμένουσες παραμορφώσεις. Εάν μετά το λυγισμό το φορτίο δεν υπερβεί την τιμή που αντιστοιχεί στο σημείο Β, ο λυγισμός λέγεται ελαστικός. Μετά όμως από το σημείο Β, όταν δηλαδή το υλικό έχει περάσει στην πλαστική του περιοχή, ο κλάδος αποφόρτισης είναι ευθύγραμμος και παράλληλος με τον αρχικό γραμμικό κλάδο φόρτισης. Η συμπεριφορά εδώ είναι μη γραμμική ανελαστική και μετά από πλήρη αποφόρτιση παρατηρείται στο δοκίμιο παραμένουσα μετακίνηση δr (Σχήμα 1.8). Στην περίπτωση αυτή ο λυγισμός λέγεται ανελαστικός.


    3η περίπτωση: Λεπτότοιχος κύλινδρος


    Στο Σχήμα 1.9, ο κύλινδρος έχει μήκος L και ακτίνα R της ίδιας τάξης μεγέθους, αλλά είναι λεπτότοιχος, δηλαδή το πάχος του t είναι πολύ μικρότερο από τα L και R. Επομένως το δοκίμιο έχει μία διάστασή του πολύ μικρότερη από τις άλλες δύο, κάτι που επίσης συχνά περιγράφεται λέγοντας ότι το δοκίμιο έχει μεγάλη λυγηρότητα. Και αυτός ο κύλινδρος εδράζεται ομοιογενώς στην κάτω επιφάνειά του και υπόκειται σε θλιπτικό φορτίο P που επιβάλλεται ομοιόμορφα στην άνω επιφάνειά του και έχει σταδιακά αυξανόμενο μέγεθος. Οι εγκάρσιες μετακινήσεις στο άνω άκρο θεωρούνται δεσμευμένες, ενώ οι αξονικές είναι ελεύθερες. Η παραμόρφωση του κυλίνδρου περιγράφεται μέσω της αξονικής του βράχυνσης δ.
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    Σχήμα 1.9 Λεπτότοιχος κύλινδρος


    Αρχικά, η συμπεριφορά και αυτού του δοκιμίου για μικρές τιμές του φορτίου P είναι η ίδια. Συγκεκριμένα, στο διάγραμμα P-δ καταγράφεται ο ευθύγραμμος κλάδος ΟΔ, όπου οι μετατοπίσεις δ είναι ανάλογες του φορτίου P (Σχήμα 1.10). Αυτός είναι ο κύριος ή πρωτεύων δρόμος ισορροπίας και η μορφή παραμόρφωσης του δοκιμίου που αντιπροσωπεύει είναι καθαρή αξονική βράχυνση, δηλαδή ο άξονας του δοκιμίου παραμένει ευθύγραμμος και το σχήμα του παραμένει κυλινδρικό. Για κάποια τιμή όμως PΔ του φορτίου, διάφορη από την αντίστοιχη τιμή PΔ της δεύτερης περίπτωσης και μικρότερη από το φορτίο διαρροής, και για τιμή δΔ της μετατόπισης, παρατηρείται ότι αλλάζει η μορφή παραμόρφωσης του φορέα, ο οποίος απότομα εμφανίζει τοπική ρυτίδωση των τοιχωμάτων (Σχήμα 1.9), και ότι οι μετατοπίσεις δ παύουν να είναι ανάλογες του φορτίου (Σχήμα 1.10). Για αυτήν δηλαδή την τιμή PΔ του φορτίου συμβαίνει και πάλι λυγισμός του δοκιμίου, δηλαδή αυξάνονται πολύ οι μετατοπίσεις για μικρή αύξηση του φορτίου. Αυτή τη φορά ο λυγισμός χαρακτηρίζεται ως «τοπικός», διότι αφορά τοπική παραμόρφωση μίας περιορισμένης περιοχής του μέλους.
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    (α) Δοκιμή με «έλεγχο του φορτίου»
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    (β) Δοκιμή με «έλεγχο της μετατόπισης»


    Σχήμα 1.10 Δρόμος ισορροπίας λεπτότοιχου κυλίνδρου


    Εφόσον η πειραματική δοκιμή ή η αριθμητική ανάλυση διεξάγονται με «έλεγχο του φορτίου», δηλαδή επιβάλλοντας και προσαυξάνοντας σταδιακά το φορτίο, π.χ. στο εργαστήριο προσθέτοντας σταδιακά μικρά βάρη, και καταγράφοντας την προκύπτουσα μετατόπιση, τότε για μικρή προσαύξηση του φορτίου πέραν της τιμής PΔ ο φορέας αναζητεί θέση ισορροπίας που αντιστοιχεί σε αυτή την τιμή του φορτίου. Τέτοια θέση δεν υπάρχει πλησίον του σημείου Δ, οπότε, χωρίς προειδοποίηση και σε πολύ μικρό χρονικό διάστημα, οι παραμορφώσεις του φορέα αυξάνονται πολύ, και πραγματοποιείται μεταπήδηση στο μακρινό σημείο ισορροπίας Β (Σχήμα 1.10α), το μόνο που υπάρχει για αυτή την τιμή του φορτίου. Η μετάβαση από το Δ στο Β γίνεται μέσω του οριζόντιου κλάδου ΔΒ, που θα μπορούσε να θεωρηθεί ότι αποτελεί τον δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας για την περίπτωση «ελέγχου του φορτίου». Στην πραγματικότητα, όλα τα σημεία του κλάδου ΔΒ, εκτός των άκρων Δ και Β, δεν είναι θέσεις στατικής ισορροπίας, αλλά θέσεις δυναμικής ισορροπίας, από τις οποίες ο φορέας διέρχεται με μεγάλη ταχύτητα αναζητώντας θέση στατικής ισορροπίας, την οποία και βρίσκει στο Β. Λόγω αδράνειας το σύστημα δεν θα σταματήσει στη θέση ισορροπίας Β, αλλά θα την «προσπεράσει», θα εκτελέσει ταλάντωση περί το Β, όπου και τελικά θα ισορροπήσει, λόγω απόσβεσης.


    Αυτό το είδος λυγισμού ονομάζεται ακαριαίος λυγισμός (snap-through buckling), και είναι πολύ επικίνδυνος και καταστροφικός λόγω του δυναμικού του χαρακτήρα. Για μετατοπίσεις μεγαλύτερες της δΔ η παραμορφωμένη γεωμετρία του δοκιμίου διαφέρει σημαντικά από την απαραμόρφωτη, οπότε καταλύεται η δεύτερη από τις δύο βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς. Το είδος μη γραμμικότητας που χαρακτηρίζει τη συγκεκριμένη περίπτωση είναι επομένως γεωμετρική μη γραμμικότητα.


    Η συμπεριφορά του υλικού του δοκιμίου κατά τον ακαριαίο λυγισμό εξακολουθεί αρχικά να είναι γραμμική ελαστική, διότι οι τάσεις και οι ανηγμένες παραμορφώσεις δεν έχουν υπερβεί ακόμη το όριο διαρροής. Για περαιτέρω αύξηση των μετατοπίσεων οι αναπτυσσόμενες τάσεις και παραμορφώσεις αυξάνονται και, συνήθως, φθάνουν το όριο διαρροής πριν το σημείο Β. Τότε η συμπεριφορά του υλικού γίνεται πλαστική, ενώ και οι μετατοπίσεις παραμένουν μεγάλες και μάλιστα συνεχώς αυξάνονται. Καταλύονται λοιπόν και οι δύο βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς και το είδος μη γραμμικότητας που εμφανίζεται είναι ταυτόχρονη γεωμετρική μη γραμμικότητα και μη γραμμικότητα υλικού.


    Χαρακτηριστικό παράδειγμα ακαριαίου λυγισμού από την καθημερινή μας ζωή είναι η αναστροφή που μπορεί να συμβεί σε μια ομπρέλα, όταν αυτή χρησιμοποιείται υπό συνθήκες ισχυρού ανέμου (Σχήμα 1.11α). Το φαινόμενο αυτό παρατηρείται όταν η ομπρέλα στρέφεται έτσι, ώστε να άνεμος να προσβάλει το κοίλο τμήμα της (Σχήμα 1.11β,γ). Συνήθως ο λυγισμός της ομπρέλας είναι ελαστικός, δηλαδή μπορεί ο χρήστης να τραβήξει με το χέρι του τις μπανέλες της ομπρέλας προς τα κάτω, και να την επαναφέρει στη σωστή της θέση, χωρίς να υπάρξουν παραμένουσες παραμορφώσεις. Σε περιπτώσεις όμως βιαιότερης καταπόνησης, είναι πιθανόν κάποιες μπανέλες να στραβώσουν και η ομπρέλα να μην μπορεί πλέον να χρησιμοποιηθεί. Τότε έχει συμβεί ανελαστικός λυγισμός.
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    Σχήμα 1.11 Ακαριαίος λυγισμός ομπρέλας λόγω ισχυρού ανέμου


    Ένα άλλο χαρακτηριστικό παράδειγμα ακαριαίου λυγισμού από την καθημερινή μας ζωή είναι αυτό που συμβαίνει αν συμπιέσουμε κουτάκια αναψυκτικού (Σχήμα 1.12), που άλλωστε από στατική άποψη συμπεριφέρονται ως λεπτότοιχα κυλινδρικά κελύφη. Στην περίπτωση αυτή ο ακαριαίος λυγισμός είναι έντονα ανελαστικός, και εκδηλώνονται εμφανείς παραμένουσες παραμορφώσεις.
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    Σχήμα 1.12 Κουτάκι αναψυκτικού που έχει υποστεί ανελαστικό ακαριαίο λυγισμό


    Επανερχόμενοι στο Σχήμα 1.9 και στην περιγραφή της συμπεριφοράς του λεπτότοιχου κυλίνδρου, εναλλακτικά, η πειραματική δοκιμή ή η αριθμητική ανάλυση μπορούν να διεξαχθούν με «έλεγχο της μετατόπισης», δηλαδή επιβάλλοντας και προσαυξάνοντας σταδιακά τη μετατόπιση δ, π.χ. στο εργαστήριο μέσω ενός γρύλου, και καταγράφοντας την προκύπτουσα αντίδραση που θα ισούται με το φορτίο P. Στην περίπτωση αυτή, για μικρή προσαύξηση της μετατόπισης πέραν της τιμής δΔ ο φορέας αναζητεί θέση ισορροπίας που να αντιστοιχεί σε αυτή την τιμή της μετατόπισης. Τέτοια θέση υπάρχει πλησίον του σημείου Δ, και αντιστοιχεί σε μικρότερη τιμή του φορτίου. Το σύστημα λοιπόν αρχίζει να ακολουθεί τον καθοδικό κλάδο ΔΓ που αντιστοιχεί σε μείωση του φορτίου και σταδιακή, όχι πλέον απότομη, αύξηση των, επιβαλλόμενων τώρα, μετατοπίσεων δ (Σχήμα 1.10β). Από κάποιο σημείο Γ και πέρα ο κλάδος αυτός γίνεται ανοδικός και τελικά καταλήγει στο ίδιο σημείο ισορροπίας Β, όπου είχε οδηγηθεί ο φορέας στην περίπτωση ελεγχόμενου φορτίου, που αντιστοιχεί σε φορτίο PΔ. Η μετάβαση λοιπόν από το Δ στο Β γίνεται μέσω του καμπύλου κλάδου ΔΓΒ, που αποτελεί τον δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας για την περίπτωση «ελέγχου της μετατόπισης». Όλα τα σημεία του κλάδου ΔΓΒ είναι θέσεις στατικής ισορροπίας. Για μετατοπίσεις μεγαλύτερες της δΔ η παραμορφωμένη γεωμετρία του δοκιμίου διαφέρει σημαντικά από την απαραμόρφωτη, οπότε καταλύεται η δεύτερη βασική προϋπόθεση γραμμικής συμπεριφοράς. Το είδος μη γραμμικότητας που χαρακτηρίζει τη συγκεκριμένη περίπτωση είναι επομένως γεωμετρική μη γραμμικότητα.


    Η συμπεριφορά του υλικού του δοκιμίου κατά μήκος του δευτερεύοντος δρόμου ΔΓΒ είναι και πάλι αρχικά γραμμική ελαστική, διότι οι τάσεις και οι ανηγμένες παραμορφώσεις δεν έχουν υπερβεί το όριο διαρροής. Για περαιτέρω αύξηση των επιβαλλόμενων μετατοπίσεων οι αναπτυσσόμενες τάσεις και παραμορφώσεις αυξάνονται και, συνήθως, φθάνουν το όριο διαρροής πριν το σημείο Β. Τότε, η συμπεριφορά του υλικού γίνεται πλαστική, ενώ και οι μετατοπίσεις παραμένουν μεγάλες και μάλιστα συνεχώς αυξανόμενες. Καταλύονται λοιπόν και εδώ οι δύο βασικές προϋποθέσεις γραμμικής συμπεριφοράς και το είδος μη γραμμικότητας που εμφανίζεται είναι ταυτόχρονη γεωμετρική μη γραμμικότητα και μη γραμμικότητα υλικού.


    Το σημείο τομής Δ μεταξύ κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, που αντιστοιχεί και σε απότομη μετάβαση του φορέα από κυλινδρική σε ρυτιδωμένη μορφή ισορροπίας, ονομάζεται και εδώ σημείο διακλάδωσης, και ο παρατηρούμενος λυγισμός είναι και πάλι λυγισμός μέσω σημείου διακλάδωσης. Ο κύριος δρόμος ισορροπίας ονομάζεται και προλυγισμικός κλάδος του δρόμου, ενώ ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας ονομάζεται και μεταλυγισμικός κλάδος. Σε αυτή την περίπτωση ο φορέας δεν είναι ικανός να παραλάβει μεγαλύτερο φορτίο από εκείνο που προκαλεί λυγισμό, όπως προκύπτει γραφικά και από την καθοδική μορφή του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας μετά το σημείο διακλάδωσης, επομένως ο φορέας δεν διαθέτει μεταλυγισμική αντοχή.


    Για περαιτέρω αύξηση του φορτίου πέραν της τιμής PΔ, ανεξαρτήτως εάν το σύστημα έχει φθάσει στο σημείο Β μέσω ακαριαίου λυγισμού ή μέσω σταδιακής επιβολής μετατοπίσεων και του κλάδου ΔΓΒ, ακολουθείται ο ανοδικός κλάδος ΒΕ. Η κλίση αυτού του κλάδου φθίνει σύντομα λόγω εξάπλωσης της πλαστικοποίησης και σύντομα οδηγούμαστε στη θραύση του δοκιμίου.


    Κατά την αποφόρτιση του δοκιμίου, εφόσον αυτή ξεκινήσει από κάποιο σημείο του αρχικού γραμμικού κλάδου ΟΔ, τότε ο κλάδος αποφόρτισης είναι και πάλι ο ΟΔ, με αντίθετη φορά, και για τις δύο περιπτώσεις ελέγχου, είτε φορτίου είτε μετατόπισης. Η συμπεριφορά χαρακτηρίζεται ως γραμμική ελαστική. Η πλήρης αποφόρτιση οδηγεί στον αρχικό, απαραμόρφωτο φορέα. Μετά το σημείο Δ, η επιβολή φορτίου οδηγεί ακαριαία στην πλαστική περιοχή και στο σημείο Β, μετά από το οποίο, αν αφαιρεθεί φορτίο, ο κλάδος αποφόρτισης θα είναι γραμμικός και παράλληλος στον αρχικό γραμμικό κλάδο φόρτισης, με αποτέλεσμα να υπάρξουν πολύ μεγάλες παραμένουσες παραμορφώσεις. Η συμπεριφορά είναι τώρα μη γραμμική ανελαστική. Στην περίπτωση επιβολής μετατόπισης, εάν το υλικό βρίσκεται στην ελαστική περιοχή και γίνει αποφόρτιση (δηλαδή απομείωση της επιβαλλόμενης μετατόπισης), θα ακολουθηθεί ο ίδιος δρόμος ισορροπίας με αυτόν της φόρτισης, και η συμπεριφορά θα είναι μη γραμμική ελαστική. Εάν το υλικό έχει εισέλθει στην πλαστικοποίηση θα παρατηρηθεί ευθύγραμμος δρόμος αποφόρτισης, παράλληλος με εκείνον της αρχικής φόρτισης, και θα υπάρξουν παραμένουσες παραμορφώσεις. Η συμπεριφορά θα είναι μη γραμμική ανελαστική.


    1.3.2 Παράδειγμα αξονικά θλιβόμενης ράβδου


    Στο Σχήμα 1.13α απεικονίζεται μία αμφιέρειστη ράβδος μήκους L στην αφόρτιστη κατάστασή της. Στα Σχήματα 1.13(β,γ,δ) παρουσιάζεται η συμπεριφορά της ράβδου εάν αυτή καταπονηθεί με αξονικό θλιπτικό φορτίο P. Όπως βλέπουμε στο Σχήμα 1.13β, για μικρές τιμές του θλιπτικού φορτίου P η ράβδος παρουσιάζει απλή βράχυνση διατηρώντας την ευθυγραμμία της. Η βράχυνση παραμένει ανάλογη του επιβαλλόμενου φορτίου, μέχρι αυτό να φθάσει μία κρίσιμη τιμή P=Pcr. Πέραν αυτής της τιμής, η ράβδος παρουσιάζει εκτός από αξονικές παραμορφώσεις και καμπύλωση, και για πολύ μικρή αύξηση του φορτίου έχουμε πολύ απότομη αύξηση των παραμορφώσεων. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται καμπτικός λυγισμός και η τιμή Pcr του φορτίου ονομάζεται κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Με τον όρο αυτό συνηθίζεται να εννοούμε το φορτίο που προκαλεί λυγισμό σε έναν ιδεατό ελαστικό φορέα χωρίς ατέλειες. Στην τιμή αυτή του φορτίου αντιστοιχούν δύο μορφές παραμόρφωσης του φορέα, μία ευθύγραμμη και μία καμπυλωμένη, οι οποίες φαίνονται στο Σχήμα 1.13γ και Σχήμα 1.13δ, αντίστοιχα.
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    Σχήμα 1.13 Αμφιέρειστη ράβδος υπό αξονική θλίψη


    Το κρίσιμο φορτίο λυγισμού μπορεί να υπολογιστεί αν διατυπώσουμε τις τρεις βασικές κατηγορίες εξισώσεων που περιγράφουν οποιοδήποτε πρόβλημα της μηχανικής, δηλαδή τις εξισώσεις ισορροπίας, καταστατικού νόμου του υλικού και συμβιβαστού των παραμορφώσεων, στην παραμορφωμένη κατάσταση της ράβδου αμέσως μετά το λυγισμό (Σχήμα 1.14). Αυτό είναι απαραίτητο για την ακρίβεια της λύσης, διότι λόγω της απότομης αύξησης των παραμορφώσεων, η παραμορφωμένη κατάσταση διαφέρει πολύ από την απαραμόρφωτη.
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    Σχήμα 1.14 Διάγραμμα ελευθέρου σώματος αμφιέρειστης ράβδου μετά το λυγισμό


    Η παραμόρφωση κατά μήκος της ράβδου περιγράφεται με τη συνάρτηση w(x) του εγκάρσιου βέλους. Σε μία τυχαία θέση x θα πρέπει να ισορροπούν οι εξωτερικές με τις εσωτερικές ροπές, οπότε προκύπτει η διαφορική εξίσωση ισορροπίας:
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          (1.2)

        
      

    


    όπου κ η καμπυλότητα, Ι η ροπή αδράνειας της διατομής της ράβδου και Ε το μέτρο ελαστικότητας του υλικού της. Η σχέση αυτή προϋποθέτει ότι η συμπεριφορά του υλικού είναι γραμμική ελαστική και ισχύει ο νόμος του Hooke. Η ακριβής σχέση υπολογισμού της καμπυλότητας κ της ράβδου στη θέση x προκύπτει με εφαρμογή των σχέσεων συμβιβαστού των παραμορφώσεων, και είναι:
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          (1.3)

        
      

    


    Με θεώρηση όμως μικρών τιμών των μετατοπίσεων, κάτι που ισχύει με ικανοποιητική ακρίβεια στην κατάσταση αμέσως μετά τον λυγισμό, η καμπυλότητα κ της ράβδου μπορεί να γραφεί προσεγγιστικά ως:
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          (1.4)

        
      

    


    Επομένως, η εξίσωση (1.2) γίνεται:
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          (1.5)

        
      

    


    Διαιρώντας κατά μέλη με EI και θέτοντας k2=P/EI, προκύπτει η εξίσωση ισορροπίας:
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          (1.6)

        
      

    


    Πρόκειται για μία ομογενή γραμμική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης με σταθερούς συντελεστές. Αυτή θα έχει λύση της μορφής:
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          (1.7)

        
      

    


    όπου Α και Β άγνωστες σταθερές ολοκλήρωσης που θα υπολογιστούν με βάση τις συνοριακές συνθήκες:


    
      
        	
          w(0)=0 και w(L)=0

        

        	
          (1.8)

        
      

    


    Από τον συνδυασμό των σχέσεων (1.7) και (1.8) προκύπτουν οι εξισώσεις:
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          (1.9)

        
      

    


    και
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          (1.10)

        
      

    


    Η σχέση αυτή μπορεί να ικανοποιείται αν ο συντελεστής Α είναι ίσος με μηδέν. Δεδομένου ότι και Β=0, σύμφωνα με τη σχέση (1.7) αυτό θα σήμαινε ότι το εγκάρσιο βέλος είναι μηδέν κατά μήκος της ράβδου, δηλαδή βρισκόμαστε στην κατάσταση πριν τον λυγισμό. Πράγματι, αναφέρθηκε ήδη ότι στην τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού αντιστοιχούν δύο καταστάσεις παραμόρφωσης της ράβδου, μία ευθύγραμμη, αμέσως πριν από το λυγισμό, και μία καμπυλωμένη, αμέσως μετά το λυγισμό. Στην καμπυλωμένη μορφή οδηγεί το άλλο ενδεχόμενο ικανοποίησης της σχέσης (1.10):
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          (1.11)

        
      

    


    Δεδομένου ότι ο συντελεστής k είναι μία αδιαστατοποιημένη έκφραση του φορτίου, οι τιμές του φορτίου που ικανοποιούν τις εξισώσεις ισορροπίας της ράβδου στην καμπυλωμένη της κατάσταση αμέσως μετά από το λυγισμό είναι οι εξής:
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          (1.12)

        
      

    


    Τα φορτία αυτά ονομάζονται κρίσιμα φορτία λυγισμού. Από τη σχέση (1.12), και για n=1, προκύπτει το μικρότερο από αυτά τα φορτία, Pcr=π2EI/L2, το οποίο ονομάζεται κρίσιμο φορτίο λυγισμού πρώτης τάξης ή απλώς κρίσιμο φορτίο λυγισμού ή φορτίο Euler PE, από το όνομα του επιστήμονα που το υπολόγισε πρώτος. Αφού προέκυψε Β=0, η εξίσωση (1.7) δίνει:
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          (1.13)

        
      

    


    και με αντικατάσταση του k από την εξίσωση (1.11), προκύπτει το σχήμα παραμόρφωσης της λυγισμένης ράβδου που αντιστοιχεί σε κάθε κρίσιμο φορτίο λυγισμού:
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          (1.14)

        
      

    


    Ο συντελεστής Α δεν μπορεί να προσδιοριστεί, πράγμα που σημαίνει ότι δεν είναι γνωστό το μέγεθος της παραμόρφωσης, αλλά μόνο το σχήμα της, δηλαδή η μορφή που θα πάρει η ράβδος όταν το φορτίο λάβει μία από τις τιμές που δίνονται στην εξίσωση (1.12). Οι μορφές της παραμορφωμένης ράβδου για τις διάφορες τιμές φορτίου Pn ονομάζονται ιδιομορφές λυγισμού, και δίνονται από τη σχέση:
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          (1.15)

        
      

    


    Η ιδιομορφή λυγισμού που αναφέρεται στο φορτίο Euler είναι γνωστή και ως πρώτη ιδιομορφή λυγισμού και δίνεται από τη σχέση:
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          (1.16)

        
      

    


    Για μεγαλύτερες τιμές του n στην εξίσωση (1.15) προκύπτει και η εκάστοτε ιδιομορφή λυγισμού τάξης n. Οι τρεις πρώτες ιδιομορφές λυγισμού (για n=1,2,3) φαίνονται στο Σχήμα 1.15.
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    Σχήμα 1.15 Οι τρεις πρώτες ιδιομορφές λυγισμού της θλιβόμενης ράβδου


    Συνήθως οι ανώτερες ιδιομορφές λυγισμού και τα αντίστοιχα κρίσιμα φορτία είναι μόνον μαθηματικές λύσεις χωρίς πρακτική σημασία, αφού το φορτίο Euler θα είναι το κρίσιμο, ως ελάχιστο. Πράγματι, αυτό συμβαίνει, αν δεν υπάρχουν πλευρικές εξασφαλίσεις, δηλαδή παρεμπόδιση εγκάρσιας μετατόπισης σε κάποιες θέσεις κατά μήκος της ράβδου. Πολλές φορές, όμως, υπάρχει πλευρική εξασφάλιση του μέλους που εμποδίζει την εκδήλωση της πρώτης ή κάποιων από τις πρώτες ιδιομορφές και “οδηγεί” το μέλος σε λυγισμό σύμφωνα με μία από τις ανώτερες ιδιομορφές του. Αυτό σημαίνει ότι τελικά το μέλος θα λυγίσει για μεγαλύτερο φορτίο από ότι αυτό για το οποίο θα λύγιζε χωρίς την πλευρική εξασφάλιση. Επισημαίνεται λοιπόν, και θα αναλυθεί εκτενέστερα στη συνέχεια, η μεγάλη σημασία των ανώτερων ιδιομορφών λυγισμού, και της αξιοποίησής τους κατά το σχεδιασμό με τη δημιουργία πλευρικών εξασφαλίσεων.


    Η παραδοχή (1.4) που έγινε για την καμπυλότητα κ της ράβδου οδήγησε σε σημαντική μαθηματική απλοποίηση της διαφορικής εξίσωσης ισορροπίας, και έτσι επέτρεψε τον υπολογισμό των φορτίων λυγισμού, καθώς και των αντίστοιχων ιδιομορφών λυγισμού. Επισημαίνεται όμως ότι από τη διαδικασία υπολογισμού που ακολουθήθηκε δεν προκύπτουν πληροφορίες για τη συμπεριφορά της ράβδου μετά το λυγισμό. Πράγματι, αν προσπαθήσουμε να περιγράψουμε τη στατική συμπεριφορά της ράβδου, όταν αυτή λυγίζει με την πρώτη ιδιομορφή της, μέσω ενός δρόμου ισορροπίας που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο P με κάποια χαρακτηριστική μετατόπιση, π.χ. την εγκάρσια μετατόπιση wmax=w(L/2), οδηγούμαστε στην εικόνα που φαίνεται στο Σχήμα 1.16.
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    Σχήμα 1.16 Δρόμοι ισορροπίας με την παραδοχή κ=-w’’


    Για φορτία μικρότερα από το φορτίο Euler η ράβδος απλώς βραχύνεται, επομένως το εγκάρσιο βέλος είναι μηδέν και ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι μία κατακόρυφη γραμμή που συμπίπτει με τον άξονα των φορτίων. Για φορτίο ίσο με PE η ράβδος λυγίζει και ξαφνικά αποκτά εγκάρσιο βέλος, το οποίο σύμφωνα με την εξίσωση (1.14) για n=1 και x=L/2 έχει τιμή Α, δηλαδή είναι άγνωστου προσήμου και μεγέθους. Αυτό παριστάνεται γραφικά με μία οριζόντια γραμμή που αποτελεί το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας και σημαίνει ότι από την ανάλυση που προηγήθηκε δεν προκύπτουν πληροφορίες ούτε για τη φορά του λυγισμού ούτε για το μέγεθος των μετατοπίσεων που συνδέονται με αυτόν.


    Το γεγονός αυτό δεν περιγράφει βεβαίως το πραγματικό φυσικό φαινόμενο, αλλά είναι αποτέλεσμα των απλοποιητικών παραδοχών που έγιναν κατά την ανάλυση. Η ανάλυση αυτή που βασίζεται σε διατύπωση των εξισώσεων στην παραμορφωμένη γεωμετρία, αλλά με την παραδοχή ότι οι μετατοπίσεις είναι μικρές, λέγεται γραμμικοποιημένη ανάλυση λυγισμού. Η επίδραση αυτής της παραδοχής στην ακρίβεια των αποτελεσμάτων φαίνεται ποιοτικά στο Σχήμα 1.17. Στο σχήμα αυτό απεικονίζεται επιπλέον η λύση της διαφορικής εξίσωσης ισορροπίας της ράβδου που θα είχε προκύψει με χρήση της ακριβούς έκφρασης της καμπυλότητας της σχέσης (1.3), δηλαδή με χρήση μη γραμμικής ανάλυσης.
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    Σχήμα 1.17 Σύγκριση ακριβούς και προσεγγιστικής λύσης θλιβόμενης ράβδου


    Παρατηρείται ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας ταυτίζεται με αυτόν της γραμμικοποιημένης ανάλυσης λυγισμού που δίνεται στο Σχήμα 1.16, δηλαδή δεν επηρεάζεται από την παραδοχή για την καμπυλότητα. Αυτό είναι αναμενόμενο, αφού ο κύριος δρόμος περιγράφει απλή βράχυνση και όχι καμπύλωση της ράβδου, επομένως περιγράφει μία κατάσταση, κατά την οποία η ακρίβεια της χρησιμοποιούμενης έκφρασης για την καμπυλότητα δεν έχει σημασία. Αντίθετα, ο δευτερεύων δρόμος που αφορά τη φάση μετά το λυγισμό, όπου η ράβδος έχει καμπυλωθεί, εξαρτάται άμεσα από την παραδοχή που γίνεται για την καμπυλότητα. Η ακριβής λύση δείχνει ότι στην πραγματικότητα η ράβδος διαθέτει μεταλυγισμική αντοχή και ο δευτερεύων δρόμος είναι ανοδικός και στρέφει τα κοίλα προς τα άνω. Παρατηρούμε επίσης ότι για μικρές τιμές των μεταλυγισμικών μετατοπίσεων οι λύσεις της μη γραμμικής και της γραμμικοποιημένης ανάλυσης για τον δευτερεύοντα δρόμο είναι παραπλήσιες, κάτι επίσης αναμενόμενο, αφού η προσεγγιστική έκφραση της καμπυλότητας της σχέσης (1.4) είναι ικανοποιητικά ακριβής για μικρές μετατοπίσεις.


    Επισημαίνεται ότι και με την ακριβή λύση δεν προσδιορίζεται η φορά προς την οποία θα λυγίσει η ράβδος. Αυτό οφείλεται στην παραδοχή ότι η ράβδος δεν έχει ατέλειες, δηλαδή είναι απολύτως ευθύγραμμη, με φορτίο απολύτως κεντρικό και αξονικό και από απολύτως ομοιογενές υλικό. Σε κάθε πραγματικό δομικό μέλος όμως θα υπάρχουν κάποιες ατέλειες, οι οποίες θα είναι και εκείνες που θα οδηγήσουν τη ράβδο να λυγίσει προς τη μία ή την άλλη πλευρά.


    Θα διερευνηθεί τέλος η άλλη βασική παραδοχή της ανάλυσης που προηγήθηκε, δηλαδή εκείνη της γραμμικής ελαστικής συμπεριφοράς του υλικού. Για να γίνει αυτό σε ένα αρχικό επίπεδο αξιολόγησης του κινδύνου λυγισμού μίας θλιβόμενης ράβδου σε σύγκριση με τον κίνδυνο αστοχίας του υλικού της, είναι σκόπιμο να συγκρίνουμε την κρίσιμη τάση λυγισμού με το όριο διαρροής του υλικού. Υπολογίζεται λοιπόν αρχικά η τάση σcr που αντιστοιχεί στο κρίσιμο φορτίο Pcr, διαιρώντας το με το εμβαδόν Α της διατομής της ράβδου:
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          (1.17)

        
      

    


    Ο λόγος Ι/Α ισούται με το τετράγωνο της ακτίνας αδράνειας i:
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          (1.18)

        
      

    


    Ο λόγος L/i ονομάζεται λυγηρότητα λ της ράβδου. Επομένως:
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          (1.19)

        
      

    


    Στο Σχήμα 1.18α απεικονίζεται η γραφική παράσταση της εξίσωσης (1.19), που ονομάζεται καμπύλη Euler. Η περιοχή κάτω από αυτή την καμπύλη είναι ασφαλής για λυγισμό. Περιέχει ζεύγη τιμών λυγηροτήτων και τάσεων που δεν οδηγούν σε λυγισμό, δηλαδή ράβδοι με αυτή τη λυγηρότητα που θλίβονται με αυτή την τάση δεν λυγίζουν. Στο Σχήμα 1.18β χαράσσεται αντίστοιχα μία οριζόντια γραμμή στην τιμή του ορίου διαρροής του υλικού της ράβδου. Η περιοχή κάτω από αυτήν τη γραμμή είναι ασφαλής σε διαρροή, δηλαδή ράβδοι θλιβόμενες με τάσεις μικρότερες από fy δεν διαρρέουν. Τέλος, το Σχήμα 1.18γ επισημαίνει την περιοχή που είναι ασφαλής και από τις δύο πιθανές μορφές αστοχίας, λυγισμό και διαρροή.
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    (α) Αστοχία από λυγισμό


    [image: ]


    (β) Αστοχία από διαρροή
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    (γ) Αστοχία από λυγισμό ή διαρροή


    Σχήμα 1.18 Αλληλεπίδραση λυγισμού της ράβδου και διαρροής του υλικού της


    Παρατηρούμε ότι η λυγηρότητα είναι η κρίσιμη παράμετρος για το αν ένα θλιβόμενο μέλος θα είναι πιο επιρρεπές σε λυγισμό, δηλαδή σε μη γραμμικότητα γεωμετρίας, ή σε διαρροή, δηλαδή σε μη γραμμικότητα υλικού. Για μικρή λυγηρότητα, κρίσιμη είναι η διαρροή, ενώ για μεγάλες τιμές της λυγηρότητας ο λυγισμός αποτελεί την κρίσιμη μορφή αστοχίας της ράβδου. Για ενδιάμεσες τιμές της λυγηρότητας και λόγω και της επίδρασης από την παρουσία αναπόφευκτων κατασκευαστικών ή άλλων ατελειών, συμβαίνει μία σύνθετη μορφή αστοχίας, που θα αναλυθεί περισσότερο στη συνέχεια.


    1.3.3 Παράδειγμα απλής τριγωνικής αψίδας


    Θεωρείται τριγωνική αψίδα, ανοίγματος 2L και ύψους H, η οποία αποτελείται από δύο αβαρείς ράβδους με αξονική δυσκαμψία ΕΑ (Σχήμα 1.19). Η αψίδα φορτίζεται από κατακόρυφο συγκεντρωμένο φορτίο P, με σημείο εφαρμογής την αρθρωτή σύνδεση των δύο ράβδων, η οποία θεωρείται εξασφαλισμένη έναντι οριζοντίων μετατοπίσεων. Ο φορέας αυτός είναι γνωστός και ως δικτύωμα von Mises.


    Δρόμος ισορροπίας της αψίδας με παραδοχή γραμμικής ελαστικής συμπεριφοράς υλικού


    Όταν το ύψος H είναι μικρό σε σύγκριση με το άνοιγμα 2L, δηλαδή όταν η αψίδα είναι «ρηχή», η συμπεριφορά της χαρακτηρίζεται από μικρή δυσκαμψία, και επομένως έντονη παραμόρφωση. Δηλαδή στην περίπτωση αυτή υπάρχει έντονη γεωμετρική μη γραμμικότητα που πρέπει να λαμβάνεται υπόψη κατά την ανάλυση. Αυτό γίνεται διατυπώνοντας τις εξισώσεις ισορροπίας στην παραμορφωμένη κατάσταση, που απεικονίζεται στο Σχήμα 1.19 με διακεκομμένη γραμμή.


    [image: ]


    Σχήμα 1.19 Τριγωνική αψίδα


    Αν θεωρηθεί ότι και στις δύο ράβδους αναπτύσσεται ίση, λόγω συμμετρίας, θλιπτική δύναμη Ν, τότε, από την εξίσωση ισορροπίας του ενδιάμεσου κόμβου στην παραμορφωμένη κατάσταση (Σχήμα 1.20), προκύπτει:
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    Η εξίσωση συμβιβαστού των παραμορφώσεων θα δώσει:
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          (1.21)

        
      

    


    Τέλος, ο καταστατικός νόμος του υλικού, υποθέτοντας ότι αυτό παραμένει στη γραμμική ελαστική περιοχή, θα δώσει:
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    Σχήμα 1.20 Ισορροπία ενδιάμεσου κόμβου αψίδας


    Από την σχέση (1.20) και με τη βοήθεια των εξισώσεων (1.21) και (1.22), προκύπτει:
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    που, μετά από απλή μαθηματική επεξεργασία, καταλήγει στην:
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    Παρατηρούμε ότι η σχέση (1.24) συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο P με το αναπτυσσόμενο βέλος δ, δηλαδή είναι η εξίσωση ισορροπίας του φορέα. Από τη μορφή του δεξιού μέλους προκύπτει ότι πρόκειται για μη γραμμική σχέση μεταξύ των δύο μεγεθών. Αυτό επιβεβαιώνεται από τη γραφική παράστασή της, που φαίνεται στο Σχήμα 1.21, και που είναι ο δρόμος ισορροπίας της αψίδας, ο οποίος συνδέει το αδιαστατοποιημένο φορτίο P/EA, στον κατακόρυφο άξονα, με την αδιαστατοποιημένη μετατόπιση δ/H, στον οριζόντιο άξονα. Για το διάγραμμα αυτό μπορούν να γίνουν πολλές ενδιαφέρουσες ποιοτικές παρατηρήσεις.
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    Σχήμα 1.21 Δρόμος ισορροπίας τριγωνικής αψίδας


    Παρατηρούμε καταρχήν ότι δεν υπάρχουν κύριος και δευτερεύων δρόμος ισορροπίας, αλλά ένας ενιαίος δρόμος ισορροπίας ΑΒΓΔΕΖ. Η κλίση του δρόμου ισορροπίας σε τυχόν σημείο αντιπροσωπεύει τη δυσκαμψία που έχει η αψίδα όταν έχει φορτιστεί με το φορτίο και αναπτύξει την παραμόρφωση που αντιστοιχεί στο συγκεκριμένο σημείο. Στο αρχικό τμήμα ΑΒ του δρόμου ισορροπίας η κλίση αυτή μειώνεται σταδιακά καθώς το φορτίο αυξάνεται. Η ποιοτική ερμηνεία είναι ότι για αυξανόμενο φορτίο και επομένως αυξανόμενη μετατόπιση του μεσαίου κόμβου, μειώνεται η κλίση των δύο ράβδων ως προς την οριζόντια, συνεπώς μειώνονται οι κατακόρυφες συνιστώσες των θλιπτικών δυνάμεων των ράβδων, η συνισταμένη των οποίων εξισορροπεί το επιβαλλόμενο κατακόρυφο φορτίο. Δηλαδή ο φορέας γίνεται λιγότερο αποτελεσματικός, με άλλα λόγια λιγότερο δύσκαμπτος.


    Η συνεχώς μειούμενη κλίση του δρόμου ισορροπίας τελικώς μηδενίζεται και στη συνέχεια, στο τμήμα ΒΓΔ, γίνεται αρνητική, δηλαδή ο δρόμος ισορροπίας γίνεται καθοδικός και το φορτίο μειώνεται ενώ η μετατόπιση αυξάνεται. Το κορυφαίο σημείο Β που χαρακτηρίζεται από μηδενική δυσκαμψία λέγεται οριακό σημείο. Εφόσον στην αψίδα επιβάλλουμε και προσαυξάνουμε σταδιακά το φορτίο καταγράφοντας την προκύπτουσα μετατόπιση, τότε για μικρή προσαύξηση του φορτίου πέραν εκείνου που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο, ο φορέας αναζητεί θέση ισορροπίας που να αντιστοιχεί σε αυτή τη νέα τιμή του φορτίου. Τέτοια θέση δεν υπάρχει πλησίον του οριακού σημείου, οπότε και πάλι συμβαίνει ακαριαίος λυγισμός, δηλαδή χωρίς προειδοποίηση και σε πολύ μικρό χρονικό διάστημα, οι παραμορφώσεις του φορέα αυξάνονται πολύ, και πραγματοποιείται μεταπήδηση στο μακρινό σημείο ισορροπίας Ζ, το μόνο που υπάρχει για αυτή την τιμή του φορτίου, το οποίο αντιστοιχεί σε παραμόρφωση της αψίδας κάτω από το οριζόντιο επίπεδο (διακεκομμένη κόκκινη οριζόντια ευθεία γραμμή στο Σχήμα 1.21). Αυτή η μορφή λυγισμού λέγεται ακαριαίος λυγισμός μέσω οριακού σημείου και το φορτίο που τον προκαλεί λέγεται οριακό φορτίο Pορ. Όλα τα σημεία του οριζόντιου κλάδου μετάβασης από το οριακό σημείο Β στην απέναντι θέση Ζ είναι θέσεις δυναμικής ισορροπίας, από τις οποίες ο φορέας διέρχεται με μεγάλη ταχύτητα αναζητώντας θέση στατικής ισορροπίας, την οποία και βρίσκει στο Ζ. Λόγω αδράνειας το σύστημα δεν θα σταματήσει στη θέση ισορροπίας Ζ, αλλά θα την «προσπεράσει», θα εκτελέσει ταλάντωση περί το Ζ, και τελικά θα ισορροπήσει, αφού η ταλάντωση αποσβεστεί.


    Εφόσον στην αψίδα επιβάλλουμε και προσαυξάνουμε σταδιακά τη μετατόπιση και καταγράφουμε το απαιτούμενο φορτίο (έλεγχος μετατοπίσεων), για μικρή προσαύξηση της μετατόπισης πέραν της τιμής δορ, που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο Β, ο φορέας αναζητεί θέση ισορροπίας που να αντιστοιχεί σε αυτή την τιμή της μετατόπισης. Τέτοια θέση υπάρχει πλησίον του οριακού σημείου, και αντιστοιχεί σε μικρότερη τιμή του φορτίου από την τιμή Pορ. Το σύστημα λοιπόν αρχίζει να ακολουθεί τον καθοδικό κλάδο του δρόμου ισορροπίας μετά το οριακό σημείο, που αντιστοιχεί σε μείωση του φορτίου και σταδιακή, όχι πλέον απότομη, αύξηση των, επιβαλλόμενων τώρα, μετατοπίσεων δ (συνεχής μπλε καμπύλη γραμμή στο Σχήμα 1.21). Πέραν του σημείου Γ, που αντιστοιχεί σε δ=H, δηλαδή σε οριζοντιωμένη αψίδα, το πρόσημο του φορτίου αντιστρέφεται, δηλαδή για να ισορροπεί η αψίδα πρέπει να ασκείται στο μεσαίο κόμβο φορτίο προς τα άνω. Από κάποιο κατώτατο σημείο Δ και πέρα ο κλάδος αυτός γίνεται ανοδικός, τέμνει τον οριζόντιο άξονα για δ=2H, και τελικά καταλήγει, για φορτίο P=Pορ, στο ίδιο σημείο ισορροπίας Ζ, όπου είχε οδηγηθεί ο φορέας στην περίπτωση ελεγχόμενου φορτίου. Για την περίπτωση λοιπόν «ελέγχου της μετατόπισης» ακολουθείται ο πλήρης δρόμος ισορροπίας, όλα τα σημεία του οποίου είναι θέσεις στατικής ισορροπίας.


    Η μορφή του δρόμου ισορροπίας που απεικονίζεται στο Σχήμα 1.21 μπορεί να συνδεθεί με την παραμόρφωση που υφίσταται η αψίδα. Στο Σχήμα 1.22 απεικονίζεται η παραμορφωμένη κατάσταση της αψίδας στα χαρακτηριστικά σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ. Το σημείο Α αντιστοιχεί στην απαραμόρφωτη κατάσταση. Το οριακό σημείο Β αντιστοιχεί σε βύθιση δΒ= δορ=0.435Η, τιμή που μπορεί να υπολογιστεί μηδενίζοντας την παράγωγο της εξίσωσης (1.24) του δρόμου ισορροπίας. Στο σημείο Γ η βύθιση είναι δΓ=Η, ο φορέας έχει γίνει οριζόντιος, οι δύο ράβδοι θλίβονται με ίσες και αντίθετες οριζόντιες δυνάμεις, οι οποίες αλληλοαναιρούνται, και επομένως η ισορροπία του μεσαίου κόμβου απαιτεί μηδενικό κατακόρυφο φορτίο P.
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    Σχήμα 1.22 Παραμόρφωση της τριγωνικής αψίδας σε χαρακτηριστικές θέσεις


    Το κατώτατο σημείο Δ του δρόμου ισορροπίας προκύπτει από τη δεύτερη λύση μηδενισμού της παραγώγου της εξίσωσης (1.24) του δρόμου ισορροπίας και αντιστοιχεί σε βύθιση δΔ=1.565Η, δηλαδή σε γεωμετρία κατοπτρική εκείνης του σημείου Β. Στο σημείο Ε η βύθιση είναι δΕ=2Η, δηλαδή η γεωμετρία είναι συμμετρική της αρχικής ως προς τον οριζόντιο άξονα. Από απλή γεωμετρική θεώρηση προκύπτει ότι τα μήκη των δύο ράβδων είναι ίσα με τα αρχικά απαραμόρφωτα μήκη τους, επομένως δεν υπάρχει ένταση στις ράβδους και συνεπώς δεν απαιτείται κατακόρυφο φορτίο για την ισορροπία του μεσαίου κόμβου. Τέλος, στον κλάδο ΕΖ και στον συνεχιζόμενο μετά το Ζ ανοδικό κλάδο του δρόμου ισορροπίας, η βύθιση δ είναι μεγαλύτερη του 2Η και τα μήκη των δύο ράβδων είναι μεγαλύτερα από τα αρχικά απαραμόρφωτα μήκη τους. Συνεπώς οι δύο ράβδοι εφελκύονται και η κλίση τους ως προς την οριζόντια γίνεται συνεχώς εντονότερη. Το αποτέλεσμα είναι πλέον η δυσκαμψία του συστήματος συνεχώς να αυξάνεται, δηλαδή ο δρόμος ισορροπίας να στρέφει τα κοίλα προς τα άνω, σε αντίθεση με το αρχικό τμήμα ΑΒ, όπου οι ράβδοι θλίβονται και η δυσκαμψία μειώνεται, οπότε ο δρόμος ισορροπίας στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω.


    Το χαρακτηριστικό γεωμετρικό μέγεθος που επηρεάζει σημαντικά τη στατική συμπεριφορά της αψίδας είναι ο λόγος ύψους Η προς άνοιγμα 2L. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.23, που απεικονίζει συγκριτικά δρόμους ισορροπίας για διάφορες τιμές αυτού του λόγου, όσο μικρότερος είναι ο λόγος H/2L, δηλαδή όσο πιο «ρηχή» είναι η αψίδα, τόσο πιο εύκαμπτα θα αποκρίνεται, αφού μικρό μόνον μέρος της θλιπτικής δύναμης που αναπτύσσεται στις δύο ράβδους θα χρησιμεύει για την εξισορρόπηση του κατακόρυφου εξωτερικού φορτίου, και τόσο μικρότερο θα είναι το οριακό φορτίο, και επομένως και η φέρουσα ικανότητα του φορέα.
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    Σχήμα 1.23 Επίδραση του λόγου ύψους προς άνοιγμα στο δρόμο ισορροπίας της αψίδας


    Αυτό αποδίδεται ποσοτικά στο Σχήμα 1.24, που δίνει την τιμή του οριακού φορτίου, αδιαστατοποιημένου ως προς την αξονική δυσκαμψία ΕΑ κάθε ράβδου, συναρτήσει του λόγου H/2L. Παρατηρούμε ότι η μείωση της οριακής αντοχής της αψίδας είναι ραγδαία καθώς μειώνεται ο λόγος H/2L, δηλαδή καθώς η αψίδα γίνεται πιο «ρηχή». Παράλληλα, αυτό οδηγεί σε αύξηση της πιθανότητας να είναι κρίσιμος μηχανισμός αστοχίας της αψίδας ο ακαριαίος λυγισμός, έναντι των άλλων πιθανών μορφών αστοχίας που θα εξεταστούν στη συνέχεια.
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    Σχήμα 1.24 Επίδραση του λόγου ύψους προς άνοιγμα στο οριακό φορτίο της αψίδας


    Διαρροή ενός μέλους της αψίδας


    Η προηγούμενη ανάλυση της μη γραμμικής συμπεριφοράς της αψίδας που οδηγεί σε αστοχία της μέσω ακαριαίου λυγισμού βασίστηκε σε παραδοχή γραμμικής ελαστικής απόκρισης του υλικού. Μία δεύτερη όμως πιθανή μορφή αστοχίας της αψίδας είναι η διαρροή ενός από τα μέλη που την αποτελούν, ή μάλλον και των δύο ταυτόχρονα, λόγω συμμετρίας. Υποθέτοντας ελαστική - απολύτως πλαστική συμπεριφορά του υλικού (Σχήμα 1.25), η διαρροή σε ένα μέλος του φορέα εμφανίζεται όταν η αξονική τάση του μέλους γίνει ίση με την τάση διαρροής fy.
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    Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.20), προκύπτει:
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    Λόγω της εξίσωσης (1.21), προκύπτει:
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    Σχήμα 1.25 Καταστατικός νόμος ελαστικού - απολύτως πλαστικού υλικού


    Στο Σχήμα 1.26 έχει σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της εξίσωσης (1.27), για έναν τυπικό χάλυβα με όριο διαρροής fy=235MPa και μέτρο ελαστικότητας Ε=200GPa. Παρατηρούμε πως επηρεάζεται η τιμή του φορτίου που προκαλεί αστοχία μέσω διαρροής του υλικού από τη γεωμετρική μη γραμμικότητα. Η τιμή του φορτίου διαρροής για δ=0 είναι αυτή που προκύπτει αν αγνοήσουμε τις μετατοπίσεις, ενώ εάν αυτές ληφθούν υπόψη προκύπτει μία περίπου γραμμική μείωση.
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    Σχήμα 1.26 Εξάρτηση του φορτίου διαρροής ενός μέλους της αψίδας από τη μετατόπιση


    Μπορούμε επίσης από το Σχήμα 1.27 και σε αυτήν την περίπτωση να παρατηρήσουμε πως ο λόγος ύψους προς άνοιγμα της αψίδας επηρεάζει το φορτίο αστοχίας, δηλαδή όσο πιο ρηχή είναι η αψίδα, τόσο μικρότερη είναι η αντοχή της. Η επίδραση όμως αυτή είναι μικρότερη από την περίπτωση του ακαριαίου λυγισμού, όπως προκύπτει από την περίπου σταθερή απόσταση μεταξύ των τεσσάρων καμπυλών που απεικονίζονται στο Σχήμα 1.27.
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    Σχήμα 1.27 Επίδραση του λόγου ύψους προς άνοιγμα στο φορτίο διαρροής της αψίδας


    Λυγισμός ενός μέλους της αψίδας


    Εκτός από τους δύο μηχανισμούς αστοχίας που έχουν ήδη εξεταστεί, η αψίδα μπορεί να αστοχήσει λόγω λυγισμού, όχι τύπου καθολικού ακαριαίου λυγισμού όλης της αψίδας, αλλά τύπου τοπικού λυγισμού Euler μίας ράβδου ή μάλλον και των δύο ταυτόχρονα λόγω συμμετρίας (Σχήμα 1.28).


    Ως κριτήριο αυτής της μορφής αστοχίας χρησιμοποιείται η εξίσωση της αξονικής δύναμης κάθε ράβδου με το φορτίο λυγισμού Euler, όπου θεωρούμε ότι I είναι η μικρότερη κύρια ροπή αδράνειας της διατομής των ράβδων της αψίδας:
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    Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.20), προκύπτει:
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    Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (1.21), έχουμε:
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    Διαιρώντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης (1.30) με ΕΑ και λαμβάνοντας υπόψη ότι η ακτίνα αδράνειας είναι [image: ], προκύπτει:
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    Μετά από απλοποιήσεις, η σχέση (1.31) καταλήγει στην:
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    Σχήμα 1.28 Αστοχία της αψίδας μέσω λυγισμού Euler των ράβδων της


    Στο Σχήμα 1.29 έχει σχεδιαστεί η γραφική παράσταση της εξίσωσης (1.32), για μία συγκεκριμένη τιμή του λόγου i/H. Παρατηρούμε τον τρόπο με τον οποίο επηρεάζεται η τιμή του φορτίου που προκαλεί αστοχία μέσω λυγισμού Euler των ράβδων από τη γεωμετρική μη γραμμικότητα. Η τιμή του φορτίου λυγισμού Euler για δ=0 είναι αυτή που προκύπτει αν αγνοήσουμε τις μετατοπίσεις, ενώ εάν αυτές ληφθούν υπόψη προκύπτει μία περίπου γραμμική μείωση.
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    Σχήμα 1.29 Εξάρτηση του φορτίου Euler ενός μέλους της αψίδας από τη μετατόπιση


    Μπορούμε επίσης από το Σχήμα 1.30 και σε αυτήν την περίπτωση να παρατηρήσουμε πως ο λόγος ύψους προς άνοιγμα της αψίδας επηρεάζει το φορτίο λυγισμού Euler, δηλαδή και πάλι όσο πιο ρηχή είναι η αψίδα, τόσο μικρότερη είναι η αντοχή της. Η επίδραση αυτή είναι ανάλογης σημασίας όπως στην περίπτωση του ακαριαίου λυγισμού, όπως προκύπτει από την απόσταση μεταξύ των τεσσάρων καμπυλών που δίνονται στο Σχήμα 1.30.
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    Σχήμα 1.30 Επίδραση του λόγου ύψους προς άνοιγμα στο φορτίο Euler της αψίδας


    Σενάρια αστοχίας της αψίδας


    Από την ανάλυση που προηγήθηκε προκύπτει ότι υπάρχουν τρεις μηχανισμοί αστοχίας της αψίδας, ο καθολικός ακαριαίος λυγισμός, η διαρροή του υλικού των ράβδων, και ο τοπικός λυγισμός τύπου Euler των ράβδων, κάθε ένας από τους οποίους μπορεί να είναι ο κρίσιμος, ανάλογα με τη γεωμετρία και τα αδρανειακά χαρακτηριστικά των μελών που την αποτελούν. Τέσσερα πιθανά σενάρια αστοχίας του συστήματος παρουσιάζονται στα παρακάτω Σχήματα.


    Στο Σχήμα 1.31 φαίνεται η περίπτωση όπου ο ελαστικός δρόμος ισορροπίας ακολουθείται μέχρι το οριακό σημείο χωρίς να συμβεί αστοχία υλικού ή λυγισμός Euler. Έτσι, εφόσον γίνεται έλεγχος φορτίου, συμβαίνει ακαριαίος λυγισμός. Η αστοχία του φορέα θα συμβεί όταν κατά τον ακαριαίο λυγισμό ο φορέας συναντήσει την καμπύλη διαρροής του υλικού, οπότε τα μέλη διαρρέουν. Παρόμοια είναι και η περίπτωση αστοχίας που περιγράφεται από το Σχήμα 1.32, όπου όμως μετά τον ακαριαίο λυγισμό η αστοχία λόγω λυγισμού Euler των ράβδων συμβαίνει πριν από την διαρροή. Το Σχήμα 1.33 παρουσιάζει την περίπτωση που η διαρροή ενός μέλους οδηγεί το φορέα σε αστοχία για επιβαλλόμενο φορτίο μικρότερο από το οριακό. Τέλος, το Σχήμα 1.34 δείχνει την περίπτωση που ο λυγισμός Euler ενός μέλους, και συνεπώς η αστοχία του φορέα, προηγείται του ακαριαίου λυγισμού της αψίδας.
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    Σχήμα 1.31 Σενάριο αστοχίας της αψίδας λόγω ακαριαίου λυγισμού και ακολούθως διαρροής μέλους
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    Σχήμα 1.32 Σενάριο αστοχίας της αψίδας λόγω ακαριαίου λυγισμού και ακολούθως λυγισμού Euler μέλους
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    Σχήμα 1.33 Σενάριο αστοχίας της αψίδας λόγω διαρροής μέλους
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    Σχήμα 1.34 Σενάριο αστοχίας της αψίδας λόγω λυγισμού Euler μέλους


    Σημειώνεται βεβαίως ότι η ανωτέρω ανάλυση της αψίδας είναι απλοποιητική, περιέχοντας πολλές προσεγγίσεις και παραδοχές, με στόχο πάντως την επισήμανση της ύπαρξης διαφόρων πιθανών μηχανισμών αστοχίας, της αλληλεπίδρασης μεταξύ τους και της ανάγκης να λαμβάνεται υπόψη σε φορείς αυτής της μορφής η μη γραμμικότητα, τόσο η γεωμετρική όσο και του υλικού, για τον προσδιορισμό της φέρουσας ικανότητας.


    1.3.4 Παράδειγμα δικτυωτής τριγωνικής αψίδας


    Το παράδειγμα αυτό αναφέρεται σε μία τριγωνική αψίδα, τα σκέλη της οποίας είναι δικτυωτά, αποτελούμενα από πέλματα με ράβδους μήκους a και διατομής με εμβαδόν Α και ροπή αδράνειας Ι, τοποθετημένες σε απόσταση b μεταξύ τους, και συνδεόμενες με ορθοστάτες και διαγώνιες (Σχήμα 1.35). Ο φορέας αυτός είναι ένα απλό αλλά αντιπροσωπευτικό παράδειγμα κατασκευών τύπου δικτυωτού θόλου που εφαρμόζονται συχνά για την στέγαση χώρων μεγάλου ανοίγματος. Η αψίδα φορτίζεται με κατακόρυφο συγκεντρωμένο φορτίο στον μεσαίο κόμβο της, οπότε παραμορφώνεται με κατακόρυφη μετατόπιση του μεσαίου κόμβου (Σχήμα 1.36α) και στα μέλη αναπτύσσεται κυρίαρχη θλιπτική ένταση, ιδιαίτερα στα πέλματα των δικτυωμάτων των δύο σκελών, μέσω της οποίας το φορτίο μεταφέρεται στις ακραίες στηρίξεις. Η ένταση αυτή είναι σχεδόν σταθερή κατά μήκος των πελμάτων των δικτυωτών σκελών (Σχήμα 1.36β) και η τιμή της μπορεί να προκύψει κατά προσέγγιση από ισορροπία του μεσαίου κόμβου στην απαραμόρφωτη κατάσταση, ως:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (1.33)

        
      

    


    [image: ]


    Σχήμα 1.35 Τριγωνική δικτυωτή αψίδα
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    (α) Παραμόρφωση
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    (β) Θλιπτική αξονική ένταση πελμάτων δικτυωτών σκελών


    Σχήμα 1.36 Απόκριση δικτυωτής αψίδας υπό κατακόρυφο συγκεντρωμένο φορτίο


    Ένας πιθανός μηχανισμός αστοχίας είναι η αστοχία υλικού μίας ή περισσότερων ράβδων λόγω της αναπτυσσόμενης θλιπτικής έντασης, που θα συμβεί όταν η θλιπτική τάση που αναπτύσσεται στις περισσότερο καταπονούμενες ράβδους υπερβεί το όριο διαρροής fy του υλικού. Συνεπώς μία εκτίμηση της τιμής του φορτίου που θα προκαλέσει αστοχία αυτού του τύπου είναι:
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    Η προσέγγιση αυτή θα είναι καλή για δύσκαμπτες αψίδες, οι οποίες θα αστοχήσουν σε διαρροή πριν αναπτύξουν έντονες παραμορφώσεις, επομένως η σημασία της γεωμετρικής μη γραμμικότητας είναι μικρή και το σφάλμα που εισάγεται διατυπώνοντας τις εξισώσεις ισορροπίας στην απαραμόρφωτη γεωμετρία είναι αποδεκτό.


    Λόγω της αναπτυσσόμενης θλίψης, άλλη δυνατή μορφή αστοχίας είναι να συμβεί λυγισμός Euler μεμονωμένων ράβδων της αψίδας (Σχήμα 1.37). Αυτός ο μηχανισμός αστοχίας θα έχει μεγαλύτερη πιθανότητα να είναι κρίσιμος, αν οι ράβδοι που χρησιμοποιούνται για τα πέλματα των δικτυωτών σκελών έχουν σχετικά μικρή ροπή αδράνειας και επομένως μεγάλη λυγηρότητα.


    [image: ]


    Σχήμα 1.37 Αστοχία δικτυωτής αψίδας μέσω λυγισμού Euler μεμονωμένων ράβδων


    Μία εκτίμηση της τιμής του φορτίου που θα προκαλέσει αστοχία αυτού του τύπου μπορεί να γίνει εξισώνοντας το φορτίο Euler μίας μεμονωμένης ράβδου πέλματος, με μήκος a και ασθενή ροπή αδράνειας Ι, με την αξονική ένταση που έχει υπολογιστεί προσεγγιστικά από τη σχέση (1.33):
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    Μία τρίτη δυνατή περίπτωση είναι να συμβεί λυγισμός Euler του ενός ή και των δύο σκελών της αψίδας (Σχήμα 1.38). Αυτός ο μηχανισμός αστοχίας ενδέχεται να επικρατήσει αν για τα πέλματα των δικτυωτών σκελών χρησιμοποιούνται ισχυρές διατομές σε σχετικά μικρή απόσταση μεταξύ τους, οπότε η συνολική λυγηρότητα του δικτυωτού σκέλους είναι μεγάλη.
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    Σχήμα 1.38 Αστοχία δικτυωτής αψίδας μέσω λυγισμού Euler ενός σκέλους


    Το φορτίο που θα προκαλέσει αστοχία αυτού του τύπου μπορεί να εκτιμηθεί εξισώνοντας το φορτίο Euler ολόκληρου του δικτυωτού σκέλους, με μήκος ίσο με [image: ] και ροπή αδράνειας προσεγγιστικά υπολογιζόμενη μόνον από τους όρους Steiner των πελμάτων, επομένως ίση με Ab2/2, με την αξονική ένταση που υπολογίζεται προσεγγιστικά από τη σχέση (1.33):
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    Τέλος, σε αψίδες με μικρό λόγο ύψους H προς άνοιγμα 2L μπορεί να συμβεί ακαριαίος λυγισμός ολόκληρης της αψίδας (Σχήμα 1.39), ανάλογος με αυτόν που εμφανίζεται στην απλή τριγωνική αψίδα του προηγούμενου παραδείγματος. Ο δρόμος ισορροπίας που περιγράφει αυτή τη συμπεριφορά και συσχετίζει το φορτίο P με την κατακόρυφη μετατόπιση δ του μεσαίου κόμβου, μπορεί να εκτιμηθεί από τη σχέση (1.24), χρησιμοποιώντας ως ισοδύναμο εμβαδόν διατομής για το δικτυωτό σκέλος το άθροισμα των εμβαδών διατομής των δύο πελμάτων:
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    Η γραφική παράσταση αυτού του δρόμου ισορροπίας απεικονίζεται στο Σχήμα 1.40.
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    Σχήμα 1.39 Αστοχία δικτυωτής αψίδας μέσω ακαριαίου λυγισμού
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    Σχήμα 1.40 Δρόμος ισορροπίας δικτυωτής αψίδας


    Διαπιστώθηκαν επομένως τέσσερις διαφορετικοί τρόποι αστοχίας, γνωστοί και ως «μηχανισμοί αστοχίας» για την τριγωνική, δικτυωτή αψίδα: (i) καθολικός ακαριαίος λυγισμός (snap-through) ολόκληρης της αψίδας (Σχήμα 1.39), (ii) λυγισμός τύπου Euler ενός σκέλους της αψίδας (Σχήμα 1.38), (iii) λυγισμός τύπου Euler μεμονωμένων ράβδων ενός σκέλους της αψίδας (Σχήμα 1.37) και (iv) αστοχία υλικού. Στην πραγματικότητα όμως, είναι πολύ πιθανόν να υπάρξει αλληλεπίδραση δύο ή περισσότερων από αυτούς τους μηχανισμούς αστοχίας. Καθώς το εξωτερικό φορτίο αυξάνεται σταδιακά, η αψίδα ακολουθεί τον δρόμο ισορροπίας που απεικονίζεται στο Σχήμα 1.40. Παράλληλα, αυξάνονται οι θλιπτικές εντάσεις των μελών. Αυτό ενδέχεται να έχει ως αποτέλεσμα, κάπου κατά μήκος του δρόμου ισορροπίας η θλιπτική ένταση ενός ή περισσοτέρων ράβδων να αποκτήσει τέτοια τιμή, που να ενεργοποιηθεί κάποιος από τους άλλους μηχανισμούς αστοχίας, οπότε ο φορέας θα εγκαταλείψει τον δρόμο ισορροπίας του (Σχήμα 1.40), και θα ισορροπήσει σε άλλες καταστάσεις παραμόρφωσης και έντασης.


    Αυτό απεικονίζεται χαρακτηριστικά στο Σχήμα 1.41, όπου καταγράφεται (με συνεχή κόκκινη γραμμή) ο δρόμος ισορροπίας της αψίδας που έχει προκύψει από ανάλυση πεπερασμένων στοιχείων λαμβάνοντας υπόψη αλληλεπίδραση μηχανισμών αστοχίας (θεωρώντας πάντως ελαστικό υλικό) και συγκρίνεται με τον αντίστοιχο θεωρητικό δρόμο ισορροπίας χωρίς αλληλεπίδραση μηχανισμών αστοχίας (με διακεκομμένη μπλε γραμμή). Είναι ευκολότερο να κατανοήσει κάποιος αυτόν τον δρόμο ισορροπίας, συσχετίζοντάς τον με την παραμόρφωση σε χαρακτηριστικά σημεία του, που παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.42.
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    Σχήμα 1.41 Δρόμος ισορροπίας δικτυωτής αψίδας με αλληλεπίδραση μηχανισμών αστοχίας


    Ο δρόμος ισορροπίας που δίνεται στο Σχήμα 1.41 αντιστοιχεί σε επιβολή κατακόρυφης μετατόπισης του μεσαίου κόμβου, με παραδοχή γραμμικά ελαστικής συμπεριφοράς του υλικού. Αρχικά λοιπόν ο φορέας ακολουθεί τον δρόμο ισορροπίας που απεικονίζεται στο Σχήμα 1.37, και μάλιστα πιστά, κάτι που επιβεβαιώνει την ακρίβεια που επιτυγχάνεται με χρήση της προσεγγιστικής σχέσης (1.37). Η παραμόρφωση χαρακτηρίζεται από απλή βράχυνση των μελών (Σχήμα 1.42α), ενώ παράλληλα τα πέλματα των δικτυωτών σκελών αναπτύσσουν συνεχώς αυξανόμενη θλιπτική ένταση. Για κάποια όμως τιμή της επιβαλλόμενης μετατόπισης η παραμόρφωση αλλάζει και παρατηρείται λυγισμός τύπου Euler των ράβδων στα κάτω πέλματα των δικτυωτών σκελών (Σχήμα 1.42β). Παράλληλα ο φορέας εγκαταλείπει τον θεωρητικό δρόμο ισορροπίας και αρχίζει να ακολουθεί έναν δευτερεύοντα, καθοδικό δρόμο ισορροπίας. Το σημείο τομής των δύο δρόμων ισορροπίας λέγεται σημείο διακλάδωσης. Λόγω της συνεχώς αυξανόμενης βράχυνσης η θλιπτική ένταση γίνεται εντονότερη, με αποτέλεσμα να εμφανιστεί και καθολική καμπύλωση των σκελών, δηλαδή λυγισμός τους τύπου Euler (Σχήμα 1.42γ) που εκδηλώνεται περισσότερο καθώς ο φορέας περνά από το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από τις στηρίξεις. Για περαιτέρω αύξηση της επιβαλλόμενης μετατόπισης η βράχυνση μειώνεται, με αποτέλεσμα να εξαφανιστούν αρχικά ο καθολικός λυγισμός των σκελών και στη συνέχεια και ο τοπικός λυγισμός των ράβδων (Σχήμα 1.42δ), που άλλωστε ήταν ελαστικοί, επομένως δεν συνδέονταν με παραμένουσες παραμορφώσεις. Τότε ο φορέας, μέσω ενός νέου σημείου διακλάδωσης, επιστρέφει στον αρχικό, θεωρητικό δρόμο ισορροπίας, τον οποίο και ακολουθεί μέχρις ότου φθάσει στην κατοπτρική θέση από την αρχική απαραμόρφωτη κατάστασή του (Σχήμα 1.42ε).


    [image: ]


    (α) Σημείο Α
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    (β) Σημείο Β
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    (γ) Σημείο Γ
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    (δ) Σημείο Δ
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    (ε) Σημείο Ε


    Σχήμα 1.42 Απαραμόρφωτη (με μπλε χρώμα) και παραμορφωμένη (με μαύρο χρώμα) γεωμετρία δικτυωτής αψίδας σε χαρακτηριστικές θέσεις


    Παρατηρείται δηλαδή αλληλεπίδραση των τριών πιθανών μορφών λυγισμού της αψίδας, του καθολικού ακαριαίου λυγισμού ολόκληρης της αψίδας, του λυγισμού τύπου Euler ενός σκέλους της, και του λυγισμού τύπου Euler μεμονωμένων ράβδων. Στη γενικότερη περίπτωση θα εκδηλωθεί και μη γραμμικότητα υλικού, δηλαδή θα υπάρχει συνδυασμένη αστοχία από όλους τους δυνατούς μηχανισμούς. Το παράδειγμα αυτό είναι χαρακτηριστικό του προβλήματος της αλληλεπίδρασης των μηχανισμών αστοχίας, που εκδηλώνεται εντονότερα με την παρουσία αρχικών ατελειών και πρέπει να λαμβάνεται υπόψη για τον ασφαλή σχεδιασμό κατασκευών που είναι επιρρεπείς σε τέτοια φαινόμενα.


    1.4 Βασικές μορφές αστοχίας


    Ανακεφαλαιώνοντας τα συμπεράσματα που προέκυψαν από τα παραπάνω παραδείγματα, μπορούμε να εντοπίσουμε τις επόμενες βασικές μορφές αστοχίας κατασκευών μέσω μη γραμμικής συμπεριφοράς:


    α) Αστοχία με κυρίαρχη μη γραμμικότητα υλικού


    Σε αυτή την περίπτωση ο δρόμος ισορροπίας έχει παρόμοιο σχήμα με τον καταστατικό νόμο του υλικού (Σχήμα 1.43). Αυτή η μορφή αστοχίας χαρακτηρίζει δομικά μέλη και φορείς με σημαντική δυσκαμψία και με μικρή λυγηρότητα, όπως υποδηλώνεται ποιοτικά στο Σχήμα 1.44. Είναι συνήθως η κυρίαρχη μορφή αστοχίας σε κατασκευές από δομικά υλικά σχετικά μικρής αντοχής, δεδομένου ότι τότε απαιτούνται μεγάλες διατομές που οδηγούν σε μικρή λυγηρότητα. Επιθυμητό είναι τότε να έχει το υλικό όλκιμη συμπεριφορά, δηλαδή δυνατότητα μεγάλων παραμορφώσεων μετά τη διαρροή, ώστε να υπάρχει σημαντική απορρόφηση ενέργειας στην πλαστική περιοχή.
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    Σχήμα 1.43 Τυπικός δρόμος ισορροπίας φορέα που αστοχεί λόγω μη γραμμικότητας υλικού
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    Σχήμα 1.44 Τυπικός δύσκαμπτος φορέας μικρής λυγηρότητας που αστοχεί λόγω μη γραμμικότητας υλικού


    β) Αστοχία μέσω ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    Εδώ ο δρόμος ισορροπίας είναι αρχικά ευθύγραμμος και, πριν εκδηλωθεί μη γραμμικότητα υλικού ο φορέας λυγίζει, δηλαδή αλλάζει τον τρόπο παραμόρφωσής του, και ο κύριος δρόμος ισορροπίας διακλαδίζεται, στο λεγόμενο σημείο διακλάδωσης, με άλλον, δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είναι ανοδικός, επομένως ο φορέας διαθέτει μεταλυγισμική αντοχή (Σχήμα 1.45). Η δυσκαμψία όμως μετά το λυγισμό είναι σημαντικά μειωμένη, με αποτέλεσμα οι παραμορφώσεις να αυξάνονται πολύ και τελικά να εκδηλώνεται και μη γραμμικότητα υλικού που οδηγεί σε κατάρρευση. Αυτή η μορφή αστοχίας χαρακτηρίζει δομικά μέλη και φορείς με σημαντική δυσκαμψία και με μεγάλη λυγηρότητα, με χαρακτηριστικά παραδείγματα πλάκες που φορτίζονται εντός του επιπέδου τους καθώς και θλιβόμενα υποστυλώματα (Σχήμα 1.46), αν και στα δεύτερα η ταχεία εκδήλωση μη γραμμικότητας υλικού δεν επιτρέπει συνήθως την αξιοποίηση της μεταλυγισμικής αντοχής.


    [image: ]


    Σχήμα 1.45 Τυπικός δρόμος ισορροπίας φορέα που αστοχεί μέσω ευσταθούς σημείου διακλάδωσης
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    Σχήμα 1.46 Τυπικοί δύσκαμπτοι φορείς μεγάλης λυγηρότητας που αστοχούν μέσω ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    γ) Αστοχία μέσω ασταθούς σημείου διακλάδωσης


    Και εδώ ο δρόμος ισορροπίας είναι αρχικά ευθύγραμμος και, πριν εκδηλωθεί μη γραμμικότητα υλικού ο φορέας λυγίζει, δηλαδή αλλάζει τον τρόπο παραμόρφωσής του, και ο κύριος δρόμος ισορροπίας διακλαδίζεται, στο λεγόμενο σημείο διακλάδωσης, με άλλον, δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που όμως τώρα είναι καθοδικός, επομένως ο φορέας δεν διαθέτει μεταλυγισμική αντοχή (Σχήμα 1.47). Και πάλι μετά το λυγισμό οι παραμορφώσεις αυξάνονται πολύ, και μάλιστα, εφόσον επιβάλλουμε φορτία οι παραμορφώσεις αυξάνονται πολύ πιο απότομα, με δυναμικό χαρακτήρα, και τελικά εκδηλώνεται και μη γραμμικότητα υλικού που οδηγεί σε κατάρρευση. Αυτή η μορφή αστοχίας χαρακτηρίζει επίσης δομικά μέλη και φορείς με σημαντική δυσκαμψία και με μεγάλη λυγηρότητα, με χαρακτηριστικά παραδείγματα λεπτότοιχα κελύφη καθώς θόλους και τόξα με σχετικά μεγάλο λόγο ύψους προς άνοιγμα (Σχήμα 1.48), ώστε η αρχική δυσκαμψία να είναι σημαντική.
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    Σχήμα 1.47 Τυπικός δρόμος ισορροπίας φορέα που αστοχεί μέσω ασταθούς σημείου διακλάδωσης
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    Σχήμα 1.48 Τυπικοί δύσκαμπτοι φορείς μεγάλης λυγηρότητας που αστοχούν μέσω ασταθούς σημείου διακλάδωσης


    δ) Αστοχία μέσω οριακού σημείου


    Στην περίπτωση αυτή ο δρόμος ισορροπίας είναι από την αρχή καμπύλος, με συνεχώς μειούμενη δυσκαμψία που τελικά μηδενίζεται, στο λεγόμενο οριακό σημείο, πριν εκδηλωθεί μη γραμμικότητα υλικού (Σχήμα 1.49). Μετά το λυγισμό οι παραμορφώσεις αυξάνονται πολύ, και μάλιστα, εφόσον επιβάλλουμε φορτία, οι παραμορφώσεις αυξάνονται πολύ απότομα, με δυναμικό χαρακτήρα, και τελικά εκδηλώνεται και μη γραμμικότητα υλικού που οδηγεί σε κατάρρευση. Αυτή η μορφή αστοχίας χαρακτηρίζει φορείς με μικρή δυσκαμψία, με χαρακτηριστικά παραδείγματα θόλους και τόξα με σχετικά μικρό λόγο ύψους προς άνοιγμα (Σχήμα 1.50), ώστε η αρχική δυσκαμψία να είναι μικρή. Η σημαντική ποιοτική διαφορά αυτής της μορφής αστοχίας από τις προηγούμενες είναι ότι η συμπεριφορά είναι γεωμετρικά μη γραμμική και για φορτία μικρότερα του φορτίου λυγισμού, επομένως για την ακριβή πρόβλεψη της απόκρισης είναι απαραίτητο, ακόμη και για μικρά φορτία, να ληφθεί υπόψη η επιρροή αυτής της μη γραμμικότητας.
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    Σχήμα 1.49 Τυπικός δρόμος ισορροπίας φορέα που αστοχεί μέσω οριακού σημείου
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    Σχήμα 1.50 Τυπικοί εύκαμπτοι φορείς που αστοχούν μέσω οριακού σημείου


    1.5 Επιρροή αρχικών ατελειών


    Όλοι οι πραγματικοί φορείς χαρακτηρίζονται από ατέλειες που μπορεί να οφείλονται είτε σε ανομοιογένεια του υλικού, είτε σε αποκλίσεις από την ιδεατή γεωμετρία λόγω κατασκευαστικής ανακρίβειας (π.χ. απόκλιση μελών από την ευθυγραμμία ή από την κατακορυφότητα), είτε να είναι ατέλειες ως προς την εφαρμογή του φορτίου (π.χ. έκκεντρη φόρτιση). Η επίδραση των ατελειών στη μη γραμμική συμπεριφορά των κατασκευών εξαρτάται από το είδος του φορέα και τον κυρίαρχο μηχανισμό αστοχίας του. Στα επόμενα Σχήματα παρουσιάζεται ποιοτικά η επιρροή των ατελειών για τις τέσσερις βασικές μορφές αστοχίας που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα.


    Σε φορείς που αστοχούν λόγω μη γραμμικότητας υλικού, η παρουσία αρχικών ατελειών έχει ως αποτέλεσμα την ελαφρά μείωση της φέρουσας ικανότητας λόγω ταχύτερης τοπικής πλαστικοποίησης τμημάτων των κρίσιμων διατομών από την εισαγωγή δευτερευουσών τάσεων (Σχήμα 1.51). Δεν παρουσιάζεται πάντως ποιοτική μεταβολή της συμπεριφοράς, του τρόπου αστοχίας και της μορφής του δρόμου ισορροπίας, που εξακολουθεί να είναι παρόμοιος με τον καταστατικό νόμο του υλικού.
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    Σχήμα 1.51 Επιρροή αρχικών ατελειών σε φορέα που αστοχεί μέσω ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    Σε φορείς που αστοχούν μέσω ευσταθούς σημείου διακλάδωσης οι αρχικές ατέλειες έχουν ως συνέπεια την κατάργηση του σημείου διακλάδωσης και την ενοποίηση του κύριου και του δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας σε έναν, ενιαίο, καμπύλο δρόμο ισορροπίας που «εγγράφεται» στη γωνία μεταξύ κύριου και δευτερεύοντα δρόμου του αντίστοιχου τέλειου συστήματος και αποκλίνει από αυτούς τόσο περισσότερο, όσο μεγαλύτερη είναι η ατέλεια. Ο λυγισμός δεν εμφανίζεται πλέον απότομα, για μία συγκεκριμένη τιμή του φορτίου, αλλά παίρνει την μορφή σταδιακής, πάντως ταχείας, μείωσης της δυσκαμψίας του φορέα, όταν το φορτίο πάρει τιμές ίσες ή και λίγο μικρότερες από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του αντίστοιχου τέλειου συστήματος (Σχήμα 1.52). Για μικρές ατέλειες υπάρχει και πάλι μεταλυγισμική αντοχή, όμως λόγω ατελειών επέρχεται ταχύτερη τοπική πλαστικοποίηση τμημάτων των κρίσιμων διατομών από την εισαγωγή δευτερευουσών τάσεων και η τελική θραύση εμφανίζεται για μειωμένο φορτίο. Αυτό είναι εντονότερο για μεγάλες αρχικές ατέλειες, οπότε ενδέχεται και να μην υπάρξει μεταλυγισμική αντοχή.
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    Σχήμα 1.52 Επιρροή αρχικών ατελειών σε φορέα που αστοχεί μέσω ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    Σε φορείς που αστοχούν μέσω ασταθούς σημείου διακλάδωσης οι αρχικές ατέλειες έχουν και πάλι ως συνέπεια την κατάργηση του σημείου διακλάδωσης και την ενοποίηση του κύριου και του δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας σε έναν, ενιαίο, καμπύλο δρόμο ισορροπίας που «εγγράφεται» στην γωνία μεταξύ κύριου και δευτερεύοντα δρόμου του αντίστοιχου τέλειου συστήματος και αποκλίνει από αυτούς τόσο περισσότερο, όσο μεγαλύτερη είναι η ατέλεια (Σχήμα 1.53). Λόγω όμως τώρα της καθοδικής μορφής του δευτερεύοντος δρόμου του τέλειου συστήματος, ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του ατελούς συστήματος αποκτά και αυτός καθοδική τροχιά, αφού περάσει από ένα ανώτατο σημείο. Δηλαδή, λόγω των ατελειών, το σημείο διακλάδωσης εκφυλίζεται σε οριακό σημείο, το οποίο μάλιστα εμφανίζεται για αρκετά μικρότερη τιμή φορτίου από εκείνην που αντιστοιχεί στο σημείο διακλάδωσης του τέλειου συστήματος, τόσο μικρότερη όσο μεγαλύτερες είναι οι ατέλειες. Για την τιμή αυτή του φορτίου παρατηρείται και πάλι ακαριαίος λυγισμός, εφόσον η καταπόνηση γίνεται μέσω άσκησης φορτίου. Λόγω ατελειών επέρχεται και πάλι ταχύτερη τοπική πλαστικοποίηση τμημάτων των κρίσιμων διατομών από την εισαγωγή δευτερευουσών τάσεων και η τελική θραύση εμφανίζεται για μειωμένο φορτίο.
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    Σχήμα 1.53 Επιρροή αρχικών ατελειών σε φορέα που αστοχεί μέσω ασταθούς σημείου διακλάδωσης


    Τέλος σε φορείς που αστοχούν μέσω οριακού σημείου η παρουσία αρχικών ατελειών έχει ως αποτέλεσμα την ελαφρά τροποποίηση του δρόμου ισορροπίας, χωρίς πάντως ποιοτική μεταβολή της μορφής του, ούτε της συμπεριφοράς και του τρόπου αστοχίας του φορέα (Σχήμα 1.54).
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    Σχήμα 1.54 Επιρροή αρχικών ατελειών σε φορέα που αστοχεί μέσω οριακού σημείου


    1.6 Στόχος και δομή του βιβλίου


    Μέσω των παραδειγμάτων αυτού του κεφαλαίου επιχειρήθηκε να περιγραφεί ποιοτικά η σημασία της μη γραμμικής συμπεριφοράς στην ορθή εκτίμηση του τρόπου απόκρισης και της φέρουσας ικανότητας των κατασκευών. Στόχος αυτού του βιβλίου είναι να συμβάλει στην κατανόηση των διαφόρων παραμέτρων της μη γραμμικής συμπεριφοράς μελών και κατασκευών, να περιγράψει και να αξιολογήσει μεθόδους στατικής ανάλυσης που είναι κατάλληλες για την αξιόπιστη προσομοίωση αυτής της συμπεριφοράς, κατά περίπτωση, και τέλος να αναδείξει πώς αυτή η συμπεριφορά επηρεάζει τη δυσκαμψία και αντοχή και επομένως το σχεδιασμό. Αν και πολλά από τα θέματα που αντιμετωπίζονται αφορούν όλα τα δομικά υλικά, ο κύριος στόχος από άποψη εφαρμογής είναι ο σχεδιασμός μεταλλικών κατασκευών, επομένως όσα έχουν σχέση με συμπεριφορά υλικού αναφέρονται σε όλκιμα δομικά υλικά, όπως ο δομικός χάλυβας.


    Για την ικανοποίηση αυτού του στόχου το βιβλίο είναι δομημένο σε δύο κύρια μέρη. Στα πρώτα κεφάλαια, έμφαση δίνεται στην παρουσίαση πιθανών τρόπων μη γραμμικής συμπεριφοράς και μεθόδων προσομοίωσης και ανάλυσης. Τα παραδείγματα που χρησιμοποιούνται σε αυτό το μέρος αφορούν κυρίως απλά στατικά συστήματα και όχι πραγματικούς φορείς, ώστε να είναι ευκολότερη η εποπτική παρουσίαση των εννοιών, χωρίς να απαιτείται πολύπλοκη μαθηματική επεξεργασία. Αντίστοιχα, οι μέθοδοι ανάλυσης είναι αρχικά προσανατολισμένες σε αναλυτικές λύσεις, ως περισσότερο εποπτικές. Στη συνέχεια γίνεται μία εκτενής αναφορά και σε αριθμητικές μεθόδους επίλυσης, κυρίως βασισμένες στη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων, ως καταλληλότερες για την προσομοίωση και την κατανόηση της συμπεριφοράς συνθετότερων πραγματικών φορέων. Στα τελευταία κεφάλαια παρουσιάζονται πραγματικά δομικά μέλη και φορείς, όπου η μη γραμμική συμπεριφορά είναι έντονη και επηρεάζει το σχεδιασμό. Ο τρόπος αντιμετώπισης συνήθως περιλαμβάνει αρχικώς την αιτιολόγηση της σημασίας της μη γραμμικής συμπεριφοράς με βάση τις αρχές της μηχανικής. Στη συνέχεια η εκδήλωση της μη γραμμικότητας επιβεβαιώνεται και επιδεικνύεται μέσω αριθμητικών αναλύσεων με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων. Σε κάποιες περιπτώσεις παρουσιάζονται οι σχετικές κανονιστικές διατάξεις σχεδιασμού σύμφωνα με τον Ευρωκώδικα 3 για κατασκευές από χάλυβα, προκειμένου να μπορεί να γίνει σύγκριση της κανονιστικής προσέγγισης και εκείνης μέσω αριθμητικών αναλύσεων. Τέλος, προτείνονται διαδικασίες ασφαλούς και οικονομικού σχεδιασμού μελών και κατασκευών, με χρήση σύγχρονων υπολογιστικών εργαλείων και ταυτόχρονη τήρηση των απαιτούμενων κανονιστικών διατάξεων.


    Κοινό στοιχείο στην αντιμετώπιση όλων των μη γραμμικών προβλημάτων του βιβλίου είναι η παρουσίαση της συμπεριφοράς και της απόκρισής των φορέων μέσω δρόμων ισορροπίας. Οι δρόμοι αυτοί μπορεί π.χ. να είναι διαγράμματα τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων ενός υλικού, ροπών – στροφών μιας διατομής, ή φορτίου – μετατόπισης ενός φορέα. Κοινό χαρακτηριστικό όλων των δρόμων ισορροπίας είναι η μη γραμμική μορφή, συνήθως με σταδιακή μείωση, και συχνά μηδενισμό και ενδεχομένως αντιστροφή, της κλίσης τους, δηλαδή της δυσκαμψίας, καθώς εξελίσσεται η εξωτερική φόρτιση. Αυτή η μη γραμμική μορφή των δρόμων ισορροπίας έχει οδηγήσει και στον χαρακτηρισμό της συμπεριφοράς αυτού του είδους ως μη γραμμικής συμπεριφοράς.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2


    


    ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑ ΥΛΙΚΟΥ


    2.1 Εισαγωγή


    Είναι γνωστό ότι τα δομικά υλικά συμπεριφέρονται γραμμικά και ελαστικά για σχετικά μικρές τιμές των τάσεων και των ανηγμένων παραμορφώσεων που αναπτύσσονται υπό την εξωτερική φόρτιση, δηλαδή ισχύει ο νόμος του Hooke, που συνεπάγεται αναλογία τάσεων σ και ανηγμένων παραμορφώσεων ε. Μετά όμως από κάποιο επίπεδο φόρτισης, οι παραμορφώσεις αρχίζουν να μεγαλώνουν δυσανάλογα με την επιβαλλόμενη φόρτιση.


    Όπως προαναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 1, παλαιότερα οι έλεγχοι αντοχής των κατασκευών γίνονταν με τη μέθοδο των επιτρεπόμενων τάσεων, δηλαδή οι αναπτυσσόμενες τάσεις σε οποιαδήποτε θέση δεν έπρεπε να υπερβαίνουν κάποιες μέγιστες τιμές, λαμβανόμενες συνήθως ίσες με ένα ποσοστό του ορίου διαρροής του υλικού . Στην προσέγγιση αυτή δεν επιτρεπόταν η φόρτιση των κατασκευών σε στάθμη που θα οδηγούσε τα δομικά υλικά σε μετελαστική συμπεριφορά. Πλέον, οι σύγχρονοι κανονισμοί έχουν υιοθετήσει τη μέθοδο συνολικής αντοχής, και για ακραίες περιπτώσεις φόρτισης επιτρέπεται η μετελαστική συμπεριφορά των υλικών, σε προκαθορισμένες βεβαίως θέσεις και υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις, με στόχο να επιτυγχάνεται η μέγιστη δυνατή οικονομία στις κατασκευές. Όπως ήδη αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 1, αυτή η τοπική υπέρβαση του ορίου διαρροής του δομικού υλικού οδηγεί σε κατάργηση της αναλογίας μεταξύ επιβαλλόμενων φορτίων και αναπτυσσόμενης έντασης και παραμόρφωσης, είναι γνωστή ως μη γραμμική συμπεριφορά του υλικού, και απαιτεί ιδιαίτερες μεθόδους στατικής ανάλυσης.


    Επομένως, η άμεση ή έμμεση προσομοίωση της μετελαστικής ή πλαστικής συμπεριφοράς αποτελεί πλέον συχνά μέρος της μελέτης μιας κατασκευής. Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστούν κάποιες θεμελιώδεις έννοιες της μετελαστικής αυτής συμπεριφοράς, με έμφαση σε κατασκευές από δομικό χάλυβα. Αντίστοιχες αναλύσεις και υπολογισμοί μπορούν να γίνονται και για κατασκευές από άλλα δομικά υλικά.


    Γενικά σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται η παραδοχή ότι δεν είναι κρίσιμα, και επομένως αμελούνται, φαινόμενα γεωμετρικής μη γραμμικότητας, όπως καθολικός ή τοπικός λυγισμός, καθώς και δευτερογενείς εντάσεις λόγω μεγάλων μετατοπίσεων. Η μεταβολή της γεωμετρίας λόγω της παραμόρφωσης θεωρείται αμελητέα, και επομένως οι εξισώσεις που περιγράφουν τη συμπεριφορά των εξεταζόμενων φορέων διατυπώνονται στην απαραμόρφωτη γεωμετρία. Σε επόμενα κεφάλαια θα εξεταστούν, κατ’ αντιστοιχία, προβλήματα γεωμετρικής μη γραμμικότητας μόνον, αμελώντας τη μη γραμμικότητα υλικού, και αργότερα και σύνθετα προβλήματα αλληλεπίδρασης των δύο μορφών μη γραμμικότητας.


    2.2 Γενικά για το δομικό χάλυβα


    Ο δομικός χάλυβας είναι ένα κράμα ενός μεταλλικού στοιχείου, του σιδήρου, με ένα μη μεταλλικό στοιχείο, τον άνθρακα, το οποίο αποτελείται από μικροσκοπικούς κρυστάλλους. Οι ιδιότητές του αλλάζουν με τη μεταβολή της ποσοστιαίας αναλογίας του άνθρακα, καθώς και με την προσθήκη κάποιων προσμίξεων, όπως πυριτίου, μαγγανίου, νικελίου, χρωμίου, χαλκού και άλλων. Συγκεκριμένα, στους συνήθεις δομικούς χάλυβες, η περιεκτικότητα σε άνθρακα κυμαίνεται μεταξύ 0.10% έως 0.20%, η περιεκτικότητα σε πυρίτιο και μαγγάνιο αθροιστικά δεν υπερβαίνει το 1.5%, ενώ η περιεκτικότητα σε κάθε μία από τις προσμίξεις νικελίου, χρωμίου και χαλκού δεν υπερβαίνει το 0.30%. Επιπλέον, οι χάλυβες περιέχουν ανεπιθύμητες ακάθαρτες ουσίες, όπως θείο και φώσφορο, οι οποίες δεν πρέπει να υπερβαίνουν ορισμένα ποσοστά, διότι, διαφορετικά, θα έχουν ζημιογόνες επιπτώσεις στη μηχανική συμπεριφορά του χάλυβα, όπως μείωση της ολκιμότητας, για την οποία θα γίνει αναλυτικότερη αναφορά στη συνέχεια, και μείωση της συγκολλησιμότητας.


    Η χημική σύνθεση καθώς και οι διάφορες ιδιότητες του δομικού χάλυβα του εμπορίου καθορίζονται κατά τη διαδικασία της βιομηχανικής παραγωγής του. Οι βιομηχανικά παραγόμενες διατομές κατασκευάζονται συνήθως βάσει των προτύπων της χώρας παραγωγής (εθνικά πρότυπα), τα οποία, για λόγους διεθνούς τεχνικής και οικονομικής συνεργασίας, εναρμονίζονται με τα διεθνή πρότυπα I.S. (International Standards) του Διεθνούς Οργανισμού Προτυποποίησης (International Standards Organization).


    2.3 Μηχανικές ιδιότητες δομικού χάλυβα


    Οι μηχανικές ιδιότητες των δομικών υλικών αφορούν τη συμπεριφορά τους σε εξωτερικά φορτία και εκφράζουν τον τρόπο αντίστασής τους σε αυτά. Η μελέτη της μηχανικής συμπεριφοράς των υλικών, και βεβαίως και των διαφόρων δομικών χαλύβων, γίνεται με βάση το διάγραμμα τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων δοκιμίων υποκείμενων σε καθαρό εφελκυσμό. Το πειραματικό δοκίμιο που χρησιμοποιείται είναι μια ράβδος κυκλικής διατομής, διαμέτρου συνήθως 1.5cm, με πεπλατυσμένα άκρα (Σχήμα 2.1), η οποία υποβάλλεται σε στατικό αξονικό εφελκυσμό, βαθμιαία αυξανόμενο μέχρι τη θραύση. Ο νόμος τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων που προκύπτει από ένα τέτοιο πείραμα, είναι γνωστός και ως καταστατικός νόμος του υλικού.
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    Σχήμα 2.1 Σκαρίφημα κυλινδρικού τυποποιημένου δοκιμίου εφελκυσμού


    Στις περιοχές των κεφαλών του δοκιμίου παρατηρούνται ανομοιόμορφες κατανομές τάσεων, οι οποίες όμως εξομαλύνονται γρήγορα, με τη βοήθεια και των καμπυλών συναρμογής. Τελικά, στις διατομές του ευθύγραμμου τμήματος του δοκιμίου, επί του οποίου γίνονται και μετρήσεις της επιμήκυνσης για τον υπολογισμό των ανηγμένων παραμορφώσεων, έχει επέλθει, σύμφωνα και με την αρχή Saint Venant, ομοιόμορφη κατανομή της αναπτυσσόμενης εφελκυστικής τάσης.


    Αν Ρ είναι η επιβαλλόμενη δύναμη και ΔL η αντίστοιχη επιμήκυνση του δοκιμίου, αρχικού μήκους LO και αρχικού εμβαδού διατομής ΑO, τότε καταγράφοντας σε κάθε στάθμη φόρτισης ζεύγη τιμών τάσης σ=Ρ/ΑO και ανηγμένης παραμόρφωσης ε=ΔL/LO, χαράζεται η καμπύλη τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων. Αυτή η καμπύλη περιγράφει τον καταστατικό νόμο του υλικού, και έχει, για όλκιμα υλικά, όπως ο δομικός χάλυβας, τη μορφή που φαίνεται (χωρίς κλίμακα) στο Σχήμα 2.2, από την οποία προκύπτουν οι σημαντικότερες πληροφορίες για τις μηχανικές ιδιότητες του υλικού.
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    Σχήμα 2.2 Διάγραμμα τάσεων – παραμορφώσεων χάλυβα


    Το αρχικό τμήμα ΟΑ της καμπύλης σ-ε είναι ευθύγραμμο, δηλαδή χαρακτηρίζεται από γραμμική σχέση μεταξύ των τάσεων και των ανηγμένων παραμορφώσεων, σύμφωνα με το νόμο του Hooke, δηλαδή της μορφής σ=Ε.ε. Ο σταθερός λόγος της τάσης σ προς την ανηγμένη μήκυνση ε στο αρχικό αυτό τμήμα του διαγράμματος καλείται μέτρο ελαστικότητας, συχνά απαντώμενο στη διεθνή βιβλιογραφία και ως μέτρο Young, και συμβολίζεται με E. Για τους δομικούς χάλυβες κάθε ποιότητας το μέτρο ελαστικότητας μπορεί με ικανοποιητική ακρίβεια να λαμβάνεται ίσο προς 210GPa.


    Η τάση σΑ που αντιστοιχεί στο σημείο Α του διαγράμματος λέγεται τάση αναλογίας ή όριο αναλογίας, και ισούται με τη μέγιστη τιμή της τάσης, για την οποία ισχύει ακόμη η γραμμική σχέση μεταξύ σ και ε. Δηλαδή, μέχρι την τάση αναλογίας το δοκίμιο συμπεριφέρεται τελείως γραμμικά και ελαστικά. Επειδή πειραματικά δεν είναι σαφής ο προσδιορισμός του ορίου αναλογίας, και εξαρτάται από την ευαισθησία των μετρητικών οργάνων, συμβατικά καθορίζεται για το χάλυβα ως η τάση που αντιστοιχεί σε επιμήκυνση 0.01%.


    Μετά το σημείο Α, και ενώ η κλίση του διαγράμματος μειώνεται, συναντάται το σημείο Ε. Η τάση σΕ που αντιστοιχεί στο σημείο αυτό λέγεται τάση ελαστικότητας ή όριο ελαστικότητας, και ισούται με τη μέγιστη τιμή της τάσης σ, για την οποία το υλικό επανέρχεται στην αρχική του κατάσταση μετά την πλήρη αποφόρτισή του. Στο τμήμα ΑΕ η σχέση που συνδέει τις τάσεις με τις παραμορφώσεις παύει να είναι γραμμική και το υλικό βρίσκεται στην περιοχή της μη γραμμικής ελαστικότητας. Αυτό σημαίνει ότι, όταν η φόρτιση δεν έχει οδηγήσει το δοκίμιο σε υπέρβαση της τιμής σΕ, η αποφόρτιση δίνει ακριβώς το ίδιο διάγραμμα όπως και η φόρτιση, με αντίθετη φορά διαγραφής, οπότε όταν μηδενίζεται η τάση το δοκίμιο επανέρχεται στο αρχικό του μήκος. Επομένως, το όριο ελαστικότητας είναι η ανώτερη τιμή της τάσης που μπορεί να φέρει το υλικό, όταν αυτό βρίσκεται στην ελαστική περιοχή. Αύξηση της φόρτισης πέραν του ορίου ελαστικότητας προκαλεί στο υλικό μόνιμες παραμορφώσεις, και το διάγραμμα παύει να είναι το ίδιο στη φόρτιση και στην αποφόρτιση, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.2 με πράσινη διακεκομμένη γραμμή.


    Μετά το σημείο Ε, η μείωση της κλίσης του διαγράμματος συνεχίζεται εντονότερα, μέχρι ένα σημείο μέγιστης τάσης ΔΑ, όπου η καμπύλη γίνεται οριζόντια και αρχίζει η διαρροή του υλικού. Στη συνέχεια παρατηρείται μια απότομη πτώση του διαγράμματος μέχρι ένα σημείο ΔΚ. Οι τάσεις σΔΑ και σΔΚ ονομάζονται ανώτερη και κατώτερη τάση διαρροής ή ανώτερο και κατώτερο όριο διαρροής του υλικού, αντίστοιχα. Η εμφάνιση των δύο ορίων διαρροής παρατηρείται συνήθως μόνο στα όλκιμα υλικά, και κυρίως στους μαλακούς χάλυβες.


    Στην περιοχή ΔΑΔΚ εμφανίζονται στην κρυσταλλική δομή του υλικού ζώνες ολίσθησης κατά επίπεδα λοξά ως προς τη διεύθυνση της φόρτισης, που σχηματίζουν γωνία περίπου ίση με 45ο με αυτήν. Οι ζώνες αυτές είναι γνωστές με το όνομα «ζώνες Luders» και η εμφάνισή τους είναι αποτέλεσμα της σχετικής ολίσθησης κάποιου κρυσταλλικού πλέγματος ως προς το γειτονικό του, όταν οι διατμητικές τάσεις που ασκούνται πάνω σε αυτά, υπερνικούν τις δυνάμεις συνοχής τους. Η εμφάνιση των πρώτων ζωνών ολίσθησης συμπίπτει με το ανώτερο όριο διαρροής και ολοκληρώνεται στο κατώτερο όριο διαρροής. Αποτέλεσμα της ολίσθησης αυτής των επιπέδων είναι η αύξηση του μήκους του δοκιμίου. Αυτά συμβαίνουν σε μια μικρή περιοχή του δοκιμίου (εκεί όπου αργότερα θα επέλθει η θραύση), η οποία πλαστικοποιείται έντονα, ενώ το υπόλοιπο μέρος του δοκιμίου μπορεί να είναι ακόμη στην ελαστική περιοχή. Έτσι, λόγω αυτής της σημαντικής πλαστικής παραμόρφωσης, το υλικό χαλαρώνει, μειώνεται η δυνατότητά του να φέρει πλέον φορτία, και παρουσιάζεται η απότομη πτώση του διαγράμματος από το σημείο ΔΑ στο σημείο ΔΚ.


    Ως όριο διαρροής λαμβάνεται το κατώτερο (σημείο ΔΚ), επειδή θεωρείται σταθερότερο, δηλαδή εξαρτάται λιγότερο από τη συγκεκριμένη πειραματική διάταξη που χρησιμοποιείται για τη δοκιμή. Επειδή ανώτερο και κατώτερο όριο διαρροής δεν εμφανίζουν όλα τα υλικά, συμβατικά το όριο διαρροής ορίζεται ως η τιμή εκείνη της τάσης για την οποία η ανηγμένη παραμόρφωση είναι από 0.1 έως 0.2%. Μετά από το σημείο ΔΚ παρατηρείται ένα τμήμα του διαγράμματος περίπου σταθερής τάσης, μέχρι ένα σημείο Β, που αντιστοιχεί σε ανηγμένη παραμόρφωση περίπου ίση προς 1.5%. Το τμήμα ΔΚΒ ονομάζεται περιοχή διαρροής ή πλαστικοποίησης. Στη συνέχεια παρουσιάζεται άνοδος του διαγράμματος, μέχρι το σημείο Γ, μετά το οποίο η τάση αρχίζει να ελαττώνεται. Η τάση που αντιστοιχεί στο Γ είναι η μέγιστη τάση την οποία μπορεί να παραλάβει το δοκίμιο, και καθορίζει την αντοχή του σε εφελκυσμό, ισούται δε με το μέγιστο εξωτερικά επιβαλλόμενο φορτίο προς την αρχική διατομή του δοκιμίου ΑO. Η περιοχή από το σημείο Β μέχρι το σημείο Γ μέγιστης τάσης καλείται περιοχή κράτυνσης. Στην περιοχή αυτή παρατηρείται ότι για περαιτέρω παραμόρφωση του δοκιμίου απαιτείται συνεχής αύξηση των τάσεων. Το φαινόμενο αυτό είναι γνωστό ως κράτυνση του υλικού. Η κλίση του διαγράμματος στην περιοχή κράτυνσης, η οποία είναι διαφορετική για κάθε είδος χάλυβα, είναι αρκετά μικρότερη από την κλίση στην ελαστική περιοχή. Συγκεκριμένα, η αρχική κλίση της καμπύλης στην περιοχή κράτυνσης, που είναι γνωστή και ως μέτρο κράτυνσης, είναι περίπου 30 φορές μικρότερη από το μέτρο ελαστικότητας.


    Από το σημείο Γ και μετά παρατηρείται πτώση του διαγράμματος τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων, μέχρι το σημείο Θ, στο οποίο αντιστοιχεί η θραύση του δοκιμίου. Η πτώση αυτή του διαγράμματος είναι φαινομενική, αφού η περιοχή ΓΘ αντιστοιχεί σε σημαντική μείωση της διατομής σε ένα μικρό τμήμα του δοκιμίου, όπου και δημιουργείται στένωση (λαιμός), που γίνεται όλο και μεγαλύτερη όσο προχωρεί ο εφελκυσμός του δοκιμίου. Έτσι η συμβατική τάση είναι σημαντικά μικρότερη από την αντίστοιχη πραγματική, αφού η τελευταία αναφέρεται, για το ίδιο εξωτερικά φορτίο, στην ελάχιστη διατομή του δοκιμίου.


    Η ικανότητα του υλικού να υπόκειται σε μεγάλες πλαστικές παραμορφώσεις πριν τη θραύση καλείται ολκιμότητα και μπορεί να μετρηθεί με το λόγο:
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    όπου εΔ είναι η ανηγμένη παραμόρφωση του δοκιμίου τη στιγμή της διαρροής και εΘ η ανηγμένη παραμόρφωση τη στιγμή της θραύσης. Οι δομικοί χάλυβες όλων των ποιοτήτων χαρακτηρίζονται από πολύ μεγάλη ολκιμότητα, αφού η ανηγμένη παραμόρφωση θραύσης εΘ έχει τιμή περί το 20%, ενώ η ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εΔ έχει τιμή από 0.1% έως 0.2%. Η ιδιότητα αυτή αποτελεί σημαντικό πλεονέκτημα για το χάλυβα ως δομικό υλικό, ιδιαίτερα για τη συμπεριφορά κατασκευών από χάλυβα υπό σεισμική καταπόνηση, λόγω της μεγάλης ικανότητας απορρόφησης ενέργειας μετά τη διαρροή, αλλά πριν τη θραύση. Οι σύγχρονοι κανονισμοί μελετών δομικών έργων προτείνουν την αξιοποίηση αυτής της ιδιότητας, επιτρέποντας την τοπική πλαστικοποίηση κατασκευών από χάλυβα, σε προκαθορισμένες θέσεις και με προκαθορισμένο τρόπο, εξασφαλίζοντας την ανακατανομή της έντασης, αλλά χωρίς σχηματισμό μηχανισμού κατάρρευσης. Γίνεται επομένως αντιληπτό ότι, υπό προϋποθέσεις, επιτρέπεται, για ακραίες περιπτώσεις φόρτισης, η μη γραμμική συμπεριφορά, την οποία συνεπώς ο μηχανικός πρέπει να είναι σε θέση να προβλέψει και να προσομοιώσει.


    2.4 Εξιδανίκευση της συμπεριφοράς του χάλυβα


    Στην καθημερινή πράξη της δουλειάς του μηχανικού, συχνά είναι απαραίτητο να θεωρείται ότι κάποια υλικά συμπεριφέρονται με εξιδανικευμένο τρόπο, ώστε να είναι δυνατή η επίλυση κάποιων σύνθετων προβλημάτων. Η υπόθεση αυτή βεβαίως μπορεί να γίνει μόνο για υλικά που η συμπεριφορά τους πλησιάζει πράγματι προς την εξιδανικευμένη και βασίζεται συχνά σε δύο παραδοχές:


    


    
      	Η ελαστική και η πλαστική περιοχή διαχωρίζονται απόλυτα μεταξύ τους στο όριο διαρροής, δηλαδή τα όρια αναλογίας και ελαστικότητας θεωρείται ότι συμπίπτουν με το όριο διαρροής.



      	Η σχέση τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων υποτίθεται γραμμική, ακόμα και στην πλαστική περιοχή.


    


    Με βάση τις δύο παραπάνω παραδοχές, ορίζονται τα εξιδανικευμένα προσομοιώματα για γραμμικά ελαστικά υλικά, γραμμικά ελαστικά – απολύτως πλαστικά υλικά και τέλος γραμμικά ελαστικά – γραμμικά κρατυνόμενα υλικά.


    2.4.1 Γραμμικά ελαστικά υλικά


    Υλικά στα οποία τα επίπεδα των αναπτυσσόμενων τάσεων και ανηγμένων παραμορφώσεων είναι επαρκώς μικρά, χαρακτηρίζονται από γραμμική συμπεριφορά, δηλαδή οι τάσεις σ συνδέονται με τις ανηγμένες παραμορφώσεις ε με μια σχέση της μορφής σ=Ε.ε, και ελαστική συμπεριφορά, δηλαδή οι κλάδοι φόρτισης και αποφόρτισης συμπίπτουν και μετά από πλήρη αποφόρτιση δεν υπάρχουν παραμένουσες παραμορφώσεις. Τα υλικά αυτά λέγονται γραμμικά ελαστικά και η συμπεριφορά τους περιγράφεται από μια ευθεία γραμμή, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 2.3. Η γραμμική ελαστική συμπεριφορά ορίζεται από το μέτρο ελαστικότητας Ε για μονοαξονική εντατική κατάσταση, ενώ σε περιπτώσεις πολυαξονικής έντασης για την περιγραφή της απαιτείται, εκτός του μέτρου ελαστικότητας και ο λόγος Poisson ν. Ο λόγος Poisson είναι μία σταθερά, η οποία ορίζεται ως ο λόγος της εγκάρσιας ανηγμένης παραμόρφωσης προς την αντίστοιχη διαμήκη, και προσδιορίζεται πειραματικά. Ο λόγος του Poisson του χάλυβα ισούται κατά προσέγγιση με 0.30 για την ελαστική περιοχή και με 0.50 για την πλαστική περιοχή.
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    Σχήμα 2.3 Γραμμική ελαστική συμπεριφορά


    Επίσης, σημαντικό μέγεθος για την περιγραφή μιας πολυαξονικής εντατικής κατάστασης είναι το μέτρο διάτμησης G, που είναι ο λόγος της διατμητικής τάσης προς την αντίστοιχη διατμητική παραμόρφωση. Σύμφωνα με τη θεωρία της ελαστικότητας το μέτρο διάτμησης συνδέεται με το μέτρο ελαστικότητας και με το λόγο Poisson με τη σχέση:
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    2.4.2 Γραμμικά ελαστικά – απολύτως πλαστικά υλικά


    Υλικά που χαρακτηρίζονται από γραμμικά ελαστική συμπεριφορά μέχρι κάποια τιμή των αναπτυσσόμενων τάσεων και ανηγμένων παραμορφώσεων, τα οποία όμως μπορεί να καταπονηθούν εντονότερα, και να υπερβούν το όριο διαρροής, μπορούν απλοποιητικά να περιγραφούν με ένα διάγραμμα τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων που αποτελείται από δύο ευθύγραμμα τμήματα: α) ένα έως την τάση διαρροής fy, που αντιστοιχεί σε γραμμική ελαστική συμπεριφορά, και περιγράφεται με μια σχέση της μορφής σ=E.ε, και β) άλλο ένα, οριζόντιο, από το σημείο διαρροής έως τη θραύση, όπου η παραμόρφωση αυξάνει ενώ η τάση θεωρείται σταθερή (Σχήμα 2.4). Τα υλικά αυτά λέγονται γραμμικά ελαστικά – απολύτως πλαστικά.
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    Σχήμα 2.4 Γραμμικά ελαστική – απολύτως πλαστική συμπεριφορά


    Η αρχική γραμμική περιοχή είναι και ελαστική, δηλαδή οι κλάδοι φόρτισης και αποφόρτισης συμπίπτουν, και μετά από πλήρη αποφόρτιση δεν υπάρχουν παραμένουσες παραμορφώσεις. Στην πλαστική περιοχή η συμπεριφορά είναι ανελαστική και κατά την αποφόρτιση ακολουθείται μια ευθεία γραμμή, παράλληλη με τον αρχικό, ελαστικό κλάδο, ενώ σε περίπτωση πλήρους αποφόρτισης παραμένουν στο δοκίμιο κάποιες παραμορφώσεις, οι λεγόμενες πλαστικές ή μόνιμες ή παραμένουσες παραμορφώσεις. Η πλαστική παραμόρφωση εr σε υλικά με γραμμικά ελαστική – απολύτως πλαστική συμπεριφορά δίνεται από τη σχέση:
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    όπου ε είναι η ανηγμένη παραμόρφωση τη στιγμή έναρξης της αποφόρτισης και εy είναι η ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής. Η γραμμικά ελαστική – απολύτως πλαστική συμπεριφορά περιγράφεται, για μονοαξονική εντατική κατάσταση, από το μέτρο ελαστικότητας Ε, την τάση διαρροής fy (ή την ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εy=fy/E), και την ανηγμένη παραμόρφωση θραύσης εu. Σε περιπτώσεις πολυαξονικής έντασης, για την περιγραφή της συμπεριφοράς απαιτείται επιπλέον και ο λόγος Poisson ν (ή το μέτρο διάτμησης G).


    2.4.3 Γραμμικά ελαστικά – γραμμικά κρατυνόμενα υλικά


    Όπως προέκυψε και από την περιγραφή της μηχανικής συμπεριφοράς του χάλυβα, στην Ενότητα 2.3, πολλά δομικά υλικά χαρακτηρίζονται από δυνατότητα να παραλάβουν μεγαλύτερη τάση μετά τη διαρροή, ιδιότητα που είναι γνωστή ως κράτυνση. Υλικά με ασθενή κράτυνση μπορούν να εξιδανικεύονται ως γραμμικά ελαστικά – τελείως πλαστικά. Για υλικά όμως με ισχυρή κράτυνση, αυτή η προσέγγιση θα ήταν πολύ συντηρητική. Καλύτερη προσέγγιση σε αυτές τις περιπτώσεις δίνει η εξιδανίκευση με ένα διάγραμμα τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων, το οποίο μέχρι τη διαρροή συμπίπτει με εκείνο των γραμμικά ελαστικών – τελείως πλαστικών υλικών, μετά τη διαρροή όμως αποτελείται από μια δεύτερη κεκλιμένη ευθεία, με κλίση σημαντικά μικρότερη από εκείνη της ελαστικής περιοχής, η οποία περιγράφει την κράτυνση του υλικού (Σχήμα 2.5). Στο δεύτερο αυτό τμήμα ισχύει μια αναλογία μεταξύ μεταβολών των τάσεων και μεταβολών των παραμορφώσεων, με συντελεστή αναλογίας μια τιμή Εt που κυμαίνεται μεταξύ 0.005 και 0.05 επί το μέτρο ελαστικότητας Ε. Τα υλικά αυτά λέγονται γραμμικά ελαστικά – γραμμικά κρατυνόμενα.
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    Σχήμα 2.5 Γραμμικά ελαστική – γραμμικά κρατυνόμενη συμπεριφορά


    Και εδώ η γραμμική περιοχή είναι και ελαστική, δηλαδή οι κλάδοι φόρτισης και αποφόρτισης συμπίπτουν και μετά από πλήρη αποφόρτιση δεν υπάρχουν παραμένουσες παραμορφώσεις. Επίσης, στην πλαστική περιοχή η συμπεριφορά είναι ανελαστική, και κατά την αποφόρτιση ακολουθείται μια ευθεία γραμμή, παράλληλη με τον αρχικό, ελαστικό κλάδο, ενώ σε περίπτωση πλήρους αποφόρτισης παραμένουν στο δοκίμιο οι λεγόμενες πλαστικές ή μόνιμες ή παραμένουσες παραμορφώσεις. Η πλαστική παραμόρφωση εr σε υλικά με γραμμικά ελαστική – γραμμικά κρατυνόμενη συμπεριφορά δίνεται από τη σχέση:
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    όπου ε είναι η ανηγμένη παραμόρφωση τη στιγμή έναρξης της αποφόρτισης.


    Η γραμμική ελαστική – γραμμική κρατυνόμενη συμπεριφορά περιγράφεται, για μονοαξονική εντατική κατάσταση, από το μέτρο ελαστικότητας Ε, την τάση διαρροής fy (ή την ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εy=fy/E), το μέτρο κράτυνσης Εt, και την τάση θραύσης fu (ή την ανηγμένη παραμόρφωση θραύσης εu). Σε περιπτώσεις πολυαξονικής έντασης, για την περιγραφή της συμπεριφοράς απαιτείται επιπλέον και ο λόγος Poisson ν (ή το μέτρο διάτμησης G).


    2.4.4 Προσομοίωμα Ramberg - Osgood


    Πέραν των παραπάνω τριών απλών εξιδανικεύσεων υπάρχουν και άλλες, περισσότερο σύνθετες, οι οποίες προσεγγίζουν ακριβέστερα την πραγματική συμπεριφορά του χάλυβα. Τέτοιο προσομοίωμα είναι π.χ. αυτό που έχει προταθεί από τους Ramberg - Osgood, στο οποίο η σχέση τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων είναι μη γραμμική:
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    Σε αυτή τη σχέση οι σταθερές α και n παίρνουν κατάλληλες τιμές, ώστε να προσεγγιστούν με καλύτερη ακρίβεια τυχόν πειραματικά δεδομένα. Στο Σχήμα 2.6 φαίνεται η γραφική παράσταση της εξίσωσης Ramberg - Osgood για α=0.5 και για διάφορες τιμές της σταθεράς n. Παρατηρείται από το σχήμα και επιβεβαιώνεται από την εξίσωση, ότι για όλες τις τιμές του n η καμπύλη διέρχεται από το σημείο (σ=fy, ε=(1+α)·εy). Επίσης παρατηρείται ότι για μεγάλες τιμές του n η καμπύλη προσομοιώνει ικανοποιητικά την ελαστοπλαστική συμπεριφορά του χάλυβα. Το πλεονέκτημα προσομοιωμάτων αυτής της μορφής είναι ότι περιγράφουν τη μη γραμμική συμπεριφορά με μια και μόνον εξίσωση, γεγονός που καθιστά ευκολότερη τη χρησιμοποίησή τους σε κώδικες ηλεκτρονικού υπολογιστή.
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    Σχήμα 2.6 Προσομοίωμα Ramberg - Osgood


    2.5 Σύνθετη καταπόνηση


    2.5.1 Θεωρίες αστοχίας των υλικών


    Στη γενική περίπτωση, σε κάθε σημείο ενός φορέα που καταπονείται από κάποια εξωτερικά φορτία, αναπτύσσεται μια τριαξονική εντατική κατάσταση. Αυτή η εντατική κατάσταση σε ένα τυχόν σημείο του φορέα φαίνεται στο Σχήμα 2.7, ως προς ένα τρισορθογώνιο σύστημα αξόνων x, y, z, και αποτελείται από ορθές τάσεις σxx, σyy, σzz, και διατμητικές τάσεις τxy, τyx, τyz, τzy, τzx, τxz, όπου ο πρώτος δείκτης δηλώνει το επίπεδο επί του οποίου δρα η τάση (επίπεδο κάθετο στον αντίστοιχο άξονα) και ο δεύτερος τη διεύθυνσή της.
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    Σχήμα 2.7 Εντατική κατάσταση σε τυχόν σημείο


    Όταν οι ορθές τάσεις σxx, σyy και σzz είναι κύριες τάσεις, δηλαδή στη διεύθυνση κατά την οποία επενεργούν οι διατμητικές τάσεις είναι μηδενικές, τότε συμβολίζονται με σ11, σ22, σ33 και ισχύει σ11 ≥ σ22 ≥ σ33 (Σχήμα 2.8). Η διεύθυνση των κυρίων τάσεων σ11, σ22, σ33 μεταβάλλεται από σημείο σε σημείο ενός φορέα.
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    Σχήμα 2.8 Κύριες τάσεις σε τυχόν σημείο


    Ο προσδιορισμός του συνδυασμού τάσεων σxx, σyy, σzz, τxy, τyx, τyz, τzy, τzx, τxz, ή κυρίων τάσεων σ11, σ22, σ33 που προκαλεί αστοχία έχει πολύ μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον από πλευράς σχεδιασμού ενός φορέα. Ένα σημείο Σ (σ11, σ22, σ33) σε ένα τρισορθογώνιο σύστημα κυρίων αξόνων 123, στο οποίο επέρχεται αστοχία του υλικού, αποτελεί ένα σημείο αστοχίας. Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Σ, στο χώρο των τάσεων, για τα οποία επέρχεται αστοχία του υλικού καλείται επιφάνεια αστοχίας. Εάν τα σημεία Σ αναφέρονται σε οριακές εντατικές καταστάσεις που δημιουργούν διαρροή ή πλαστική παραμόρφωση, η σχηματιζόμενη επιφάνεια καλείται επιφάνεια διαρροής, ενώ εάν αναφέρονται σε εντατικές καταστάσεις που δημιουργούν θραύση του υλικού λέγεται επιφάνεια θραύσης.


    Η επιφάνεια αστοχίας χωρίζει το χώρο των τάσεων σε δύο περιοχές. Στην εσωτερική, όπου η συμπεριφορά του υλικού είναι ελαστική (για την επιφάνεια διαρροής), ή το υλικό δεν έχει υποστεί θραύση (για την επιφάνεια θραύσης), και στην εξωτερική, όπου το υλικό συμπεριφέρεται πλαστικά ή έχει υποστεί θραύση, αντίστοιχα. Δεδομένου ότι το βιβλίο αυτό ασχολείται κυρίως με το χάλυβα, που είναι ένα κατ’ εξοχήν όλκιμο υλικό, στη συνέχεια θα δοθεί μεγαλύτερη έμφαση σε αστοχία μέσω διαρροής.


    Η επιφάνεια αστοχίας μπορεί να προσδιορίζεται πειραματικά, με διάφορες σύνθετες φορτίσεις που προσαυξάνονται σταδιακά, μέχρι να αστοχήσει το υλικό. Από κάθε μία φόρτιση προσδιορίζεται ένα σημείο της επιφάνειας αστοχίας. Επειδή κάθε σημείο αστοχίας αντιστοιχεί σε μία σύνθετη φόρτιση, η κατασκευή μιας επιφάνειας αστοχίας απαιτεί θεωρητικά άπειρο συνδυασμό φορτίσεων. Η διαδικασία αυτή απλουστεύεται σημαντικά, εάν ληφθούν υπόψη ορισμένες βασικές ιδιότητες του χάλυβα, που είναι γνωστές ως ιδιότητες συμμετρίας του νόμου διαρροής, και είναι:


    


    
      	Η ισοτροπία: Δεχόμαστε ότι το υλικό παρουσιάζει τις ίδιες ιδιότητες προς όλες τις κατευθύνσεις. Συνεπώς το όριο διαρροής fy είναι το ίδιο και για τις τρεις διευθύνσεις του τρισορθογώνιου συστήματος συντεταγμένων.


      	Η ταυτότητα διαρροής σε αντίθετους τανυστές τάσεων: Στην απλή καταπόνηση το όριο διαρροής σε θλίψη –fy είναι το αρνητικό του ορίου διαρροής σε εφελκυσμό +fy. Κατά συνέπεια, αν ένας συνδυασμός τάσεων σij επιφέρει διαρροή, τότε και ο αντίθετος συνδυασμός –σij θα επιφέρει επίσης διαρροή. Αυτό σημαίνει ότι η επιφάνεια διαρροής είναι συμμετρική ως προς την αρχή των αξόνων.


      	Η ανεξαρτησία της διαρροής του σώματος από προσθήκη υδροστατικής πίεσης: Η διαρροή εξαρτάται αποκλειστικά από τις αποκλίνουσες συνιστώσες των τάσεων sij = σij - δij p, όπου
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    και δij το δέλτα του Kronecker με τιμές δij=1 για i=j και δij=0 για i≠j. Αυτό συμβαίνει διότι, όπως έχει προκύψει από πειραματικές κυρίως παρατηρήσεις σε υλικά καταπονούμενα σε σύνθετη καταπόνηση, όλα τα ομοιογενή στερεά σώματα, αποτελούμενα από όλκιμα ή ψαθυρά υλικά, αντιστέκονται στις υδροστατικές πιέσεις χωρίς να υφίστανται πλαστικές παραμορφώσεις ή θραύση, ενώ εάν καταπονούνται σε ομοιόμορφο τριαξονικό εφελκυσμό, θραύονται χωρίς πλαστικές παραμορφώσεις. Επισημαίνεται πάντως ότι τα χρησιμοποιούμενα κριτήρια αστοχίας παραβλέπουν το ενδεχόμενο αστοχίας για την περίπτωση του ομοιόμορφου τριαξονικού εφελκυσμού.


    Ως οριακή εντατική κατάσταση μπορεί, όπως προαναφέρθηκε, να θεωρηθεί είτε η διαρροή, σε όλκιμα υλικά, είτε η θραύση, σε ψαθυρά υλικά. Οι οριακές αυτές καταστάσεις προσδιορίζονται εύκολα στην περίπτωση απλών εντατικών καταστάσεων, όπως του εφελκυσμού, της θλίψης, ή της στρέψης. Για τέτοιες απλές καταπονήσεις, στις οποίες η ένταση περιγράφεται από μόνο μια τιμή τάσης, π.χ. ορθή τάση λόγω εφελκυσμού ή θλίψης, ή διατμητική τάση λόγω στρέψης ή διάτμησης, μπορεί να διατυπωθεί ένα τασικό κριτήριο έναρξης διαρροής, που αφορά τον έλεγχο υπέρβασης μιας οριακής τιμής της εφαρμοσμένης τάσης. Επίσης, με την εξιδανίκευση της συμπεριφοράς των πραγματικών υλικών στις απλές καταπονήσεις με έναν ελαστικό - απολύτως πλαστικό καταστατικό νόμο, μπορεί να διατυπωθεί και ένας νόμος ροής, σύμφωνα με τον οποίο, μετά τη διαρροή, η παραμόρφωση του υλικού αυξάνει απεριόριστα υπό σταθερή τάση.


    Στην περίπτωση όμως που το υλικό υποβάλλεται σε σύνθετη καταπόνηση, δε μπορεί να θεωρηθεί ότι συμβαίνει αστοχία όταν μια απλή τάση, ορθή ή διατμητική, φθάσει την οριακή της τιμή, διαρροής ή θραύσης, διότι οι τάσεις αυτές αλληλεπιδρούν μεταξύ τους. Ανάλογα κριτήρια ελέγχου και νόμοι ροής πρέπει να διατυπωθούν και σε αυτή την περίπτωση. Υπάρχουν λοιπόν διάφορες θεωρίες, και αντίστοιχα κριτήρια αστοχίας, που συσχετίζουν την αντοχή σε κάθε σημείο μιας κατασκευής υπό σύνθετη καταπόνηση, με την αντοχή ενός δοκιμίου από ίδιο υλικό, που υποβάλλεται σε απλό εφελκυσμό ή θλίψη. Σύμφωνα με αυτά τα κριτήρια, η πραγματική, τριαξονική εντατική κατάσταση ανάγεται σε μια ισοδύναμη μονοαξονική εντατική κατάσταση, εξίσου επικίνδυνη.


    Οι θεωρίες αστοχίας θεωρείται ότι ισχύουν για θερμοκρασίες στις οποίες τα ιξωδο-ελαστικά φαινόμενα είναι ασήμαντα, και εφόσον η επίδραση της μεταβολής της θερμοκρασίας είναι αμελητέα. Επίσης, παραλείπονται όλα τα δευτερογενή φαινόμενα παραμόρφωσης, όπως είναι το φαινόμενο Bauschinger, για το οποίο θα γίνει λόγος στη συνέχεια. Ακόμη, το υλικό θεωρείται ομογενές, δηλαδή οι ιδιότητές του σε διάφορα σημεία παραμένουν σταθερές, και αγνοείται η επίδραση του μεγέθους των δοκιμίων. Τέλος, θεωρείται ότι στα όλκιμα υλικά η πλαστική παραμόρφωση εμφανίζεται απότομα, και ότι στα ψαθυρά υλικά δεν προηγείται της θραύσης πλαστική παραμόρφωση. Κάθε κριτήριο αστοχίας είναι ανεξάρτητο από το σύστημα αξόνων, δηλαδή η συνθήκη αστοχίας αποτελεί αναλλοίωτη συνάρτηση των κυρίων τάσεων.


    Τα πιο γνωστά χρησιμοποιούμενα κριτήρια αστοχίας είναι:


    


    
      	Το κριτήριο της μέγιστης ορθής τάσης



      	Το κριτήριο της μέγιστης ορθής παραμόρφωσης



      	Το κριτήριο της ενέργειας παραμόρφωσης



      	Το κριτήριο της μέγιστης διατμητικής τάσης (Tresca)



      	Το κριτήριο της στροφικής ενέργειας (von Mises)



      	Το κριτήριο της εσωτερικής τριβής (Mohr-Coulomb)


    


    Τα συνηθέστερα χρησιμοποιούμενα από αυτά είναι το κριτήριο της μέγιστης διατμητικής τάσης, το κριτήριο της στροφικής ενέργειας και το κριτήριο της εσωτερικής τριβής. Τα δύο πρώτα περιγράφουν ικανοποιητικά, όπως έχει αποδειχθεί πειραματικά, τη συμπεριφορά των όλκιμων υλικών, ενώ το τρίτο τη συμπεριφορά των ψαθυρών υλικών. Ιδιαίτερα για το χάλυβα έχει αποδειχθεί ότι το καταλληλότερο κριτήριο αστοχίας για να περιγραφεί η συμπεριφορά του υπό σύνθετη καταπόνηση είναι το κριτήριο της στροφικής ενέργειας (κριτήριο von Mises), το οποίο και αναλύεται στην επόμενη ενότητα.


    2.5.2 Θεωρία στροφικής ενέργειας ή κριτήριο διαρροής von Mises


    Σύμφωνα με τη θεωρία της στροφικής ενέργειας που είναι γνωστή και ως κριτήριο διαρροής von Mises, ή και ως κριτήριο διαρροής Maxwell – Huber – Hencky - von Mises, «η διαρροή ενός όλκιμου υλικού που βρίσκεται υπό την επίδραση σύνθετης εντατικής κατάστασης αρχίζει, όταν η στροφική ενέργεια, η οποία αναπτύσσεται από αυτή την εντατική κατάσταση, γίνει ίση με την αντίστοιχη στροφική ενέργεια που αναπτύσσεται κατά τη διαρροή του υλικού από καθαρό εφελκυσμό». Ως στροφική ενέργεια ορίζεται εκείνη που οφείλεται σε αλλαγές μόνον του σχήματος του παραμορφωνόμενου σώματος, και όχι του όγκου του.


    Η μαθηματική έκφραση του κριτηρίου von Mises σε όρους κυρίων τάσεων σ11, σ22, σ33 είναι:
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    και αντίστοιχα σε όρους ορθών και διατμητικών τάσεων εκφρασμένων στο καθολικό σύστημα αξόνων xyz:
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    Η σχέση (2.7) παριστάνει κύλινδρο στο χώρο, που έχει ως άξονα την ευθεία σ11=σ22=σ33 και έχει διάμετρο 2fy (Σχήμα 2.9). Η παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου είναι η επιφάνεια διαρροής του κριτηρίου von Mises, δηλαδή για συνδυασμούς τάσεων που ανήκουν εκεί αρχίζει η διαρροή του υλικού. Το εσωτερικό του κυλίνδρου είναι η ασφαλής περιοχή, δηλαδή για συνδυασμούς τάσεων που ανήκουν εκεί, το υλικό παραμένει στην ελαστική περιοχή.
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    Σχήμα 2.9 Γεωμετρική απεικόνιση κριτηρίου von Mises για τρισδιάσταστη εντατική κατάσταση


    Στην περίπτωση της επίπεδης εντατικής κατάστασης με σ33=0 και σ11, σ22 ≠ 0 το κριτήριο von Mises εκφράζεται από την καμπύλη που προκύπτει από την τομή του επιπέδου που ορίζεται από τους άξονες σ11, σ22 και από την κυλινδρική επιφάνεια διαρροής. Η καμπύλη αυτή είναι μια έλλειψη, η έλλειψη von Mises (Σχήμα 2.10), και δίνεται σε όρους κυρίων τάσεων από την εξίσωση:
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    Σχήμα 2.10 Γεωμετρική απεικόνιση κριτηρίου von Mises για διδιάστατη εντατική κατάσταση


    Η έλλειψη von Mises αποτελεί το γεωμετρικό τόπο των συνδυασμών τάσεων για τους οποίους αρχίζει η διαρροή του υλικού. Το εσωτερικό της έλλειψης είναι η ασφαλής περιοχή, δηλαδή για συνδυασμούς τάσεων που ανήκουν εκεί το υλικό παραμένει στην ελαστική περιοχή. Η αντίστοιχη εξίσωση αστοχίας σε όρους ορθών και διατμητικών τάσεων εκφρασμένων στο καθολικό σύστημα αξόνων xy είναι:
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    Στην περίπτωση της καθαρής διάτμησης στο επίπεδο xy, το κριτήριο von Mises γίνεται:
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    που σημαίνει ότι κατά το κριτήριο von Mises η διατμητική τάση διαρροής είναι ίση με:
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    2.6 Το φαινόμενο Bauschinger


    Ενδιαφέρον παρουσιάζει η λεπτομερέστερη περιγραφή της συμπεριφοράς δοκιμίου δομικού χάλυβα, όταν αυτό φορτιστεί πέραν του ορίου διαρροής του, και στη συνέχεια αποφορτιστεί. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, όταν το δοκίμιο αποφορτιστεί πλήρως και επαναφορτιστεί έως την προηγούμενη τάση, τότε η συμπεριφορά θα είναι ελαστική και θα έχει την ίδια δυσκαμψία όπως ο ελαστικός κλάδος (Σχήμα 2.11). Εάν όμως η αποφόρτιση συνεχιστεί μέχρι σ=-fy, τότε δεν παρατηρείται στο δρόμο ισορροπίας απότομη γωνία μεταξύ ελαστικού και πλαστικού κλάδου, αλλά μια σταδιακή απομείωση της δυσκαμψίας και μια ταχύτερη έναρξη της διαρροής από ότι στην περίπτωση μονοτονικής φόρτισης. Αυτή η συμπεριφορά είναι γνωστή ως φαινόμενο Bauschinger. Εάν η εναλλαγή προσήμου της επιβαλλόμενης τάσης γίνει πριν από την κράτυνση, τότε παρατηρείται και στη αντίθετη διεύθυνση φόρτισης οριζόντιος κλάδος διαρροής (Σχήμα 2.11). Εάν όμως η εναλλαγή προσήμου της επιβαλλόμενης τάσης γίνει μετά την κράτυνση, τότε ο οριζόντιος κλάδος διαρροής εξαφανίζεται και στις δύο διευθύνσεις φόρτισης και αντικαθίσταται από μια ομαλή μετάβαση του ελαστικού κλάδου προς έναν κλάδο σημαντικά μειωμένης, αλλά όχι μηδενικής, δυσκαμψίας (Σχήμα 2.12).
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    Σχήμα 2.11 Το φαινόμενο Bauschinger για ανακυκλιζόμενη φόρτιση πριν την κράτυνση
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    Σχήμα 2.12 Το φαινόμενο Bauschinger για ανακυκλιζόμενη φόρτιση μετά την κράτυνση


    Ένα πολύ σημαντικό χαρακτηριστικό του χάλυβα, όταν υπόκειται σε δυναμικές – ανακυκλιζόμενες φορτίσεις, είναι η ικανότητα του να απορροφά υστερητική ενέργεια. Πρόκειται για την ενέργεια που απαιτείται για την πλαστική επιμήκυνση ή βράχυνση ενός δοκιμίου από χάλυβα, και είναι ίση με το γινόμενο της δύναμης πλαστικοποίησης επί την πλαστική μετατόπιση, δηλαδή ισούται με το έργο που παράγεται στην πλαστική περιοχή. Η ενέργεια αυτή προκύπτει γραφικά από το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ του δρόμου ισορροπίας και του άξονα των μετατοπίσεων. Η υστερητική ενέργεια μισού κύκλου φόρτισης – αποφόρτισης απεικονίζεται γραφικά στο Σχήμα 2.13 και η αντίστοιχη ενός πλήρους κύκλου στο Σχήμα 2.14. Η σημασία των φαινομένων αυτών είναι μεγάλη, κυρίως για τη συμπεριφορά κατασκευών από χάλυβα υπό σεισμικές δράσεις.


    [image: ]


    Σχήμα 2.13 Υστερητική ενέργεια μισού κύκλου φόρτισης - αποφόρτισης
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    Σχήμα 2.14 Υστερητική ενέργεια πλήρους κύκλου φόρτισης - αποφόρτισης


    2.7 Ελαστοπλαστική συμπεριφορά καμπτόμενης διατομής


    2.7.1 Ορθογωνική διατομή υπό καθαρή κάμψη


    Για να μελετηθεί η επίδραση της μη γραμμικότητας υλικού στη συμπεριφορά δομικών μελών και φορέων, εξετάζεται αρχικά η απλή περίπτωση δοκού υπό καθαρή κάμψη. Για λόγους απλοποίησης των υπολογισμών θεωρείται ότι η δοκός έχει ορθογωνική διατομή, με πλάτος b και ύψος h (Σχήμα 2.15). Η διατομή της δοκού στην εξεταζόμενη θέση υποβάλλεται σε καμπτική ροπή Μ περί τον κύριο άξονα y, και γίνεται η παραδοχή ότι στη θέση αυτή δεν αναπτύσσεται κανένα άλλο εντατικό μέγεθος. Γίνεται επίσης η παραδοχή ότι η συμπεριφορά του υλικού είναι ελαστική – απολύτως πλαστική, δηλαδή περιγράφεται από το διάγραμμα τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων του Σχήματος 2.4. Τέλος, γίνεται η παραδοχή ότι η συμπεριφορά του υλικού είναι η ίδια σε θλίψη και σε εφελκυσμό, όπως συμβαίνει για πολλά δομικά υλικά, π.χ. για το χάλυβα, αλλά όχι για όλα, με το σκυρόδεμα να αποτελεί χαρακτηριστικό παράδειγμα υλικού που συμπεριφέρεται πολύ διαφορετικά σε θλίψη από ότι σε εφελκυσμό.
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    Σχήμα 2.15 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή στην ελαστική περιοχή


    Σύμφωνα με την παραδοχή επιπεδότητας των διατομών της θεωρίας δοκών υπό καθαρή κάμψη, η ανηγμένη παραμόρφωση μεταβάλλεται γραμμικά καθ’ ύψος της διατομής, σύμφωνα με τη σχέση:
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    όπου ρ είναι η ακτίνα καμπυλότητας της καμπτόμενης δοκού στη θέση της εξεταζόμενης διατομής και κ η καμπυλότητα, ενώ z είναι η απόσταση της εξεταζόμενης ίνας από τη γραμμή μηδενισμού των αναπτυσσόμενων ανηγμένων παραμορφώσεων, που είναι γνωστή ως ουδέτερος άξονας. Η μεταβολή αυτή απεικονίζεται με κίτρινο χρώμα στο Σχήμα 2.15. Στη μισή διατομή η παραμόρφωση είναι θλιπτική και στην άλλη μισή εφελκυστική. Η μέγιστη τιμή εmax της ανηγμένης παραμόρφωσης αναπτύσσεται στις ακραίες ίνες της διατομής, και είναι ίση προς:
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    Εφόσον η αναπτυσσόμενη στη διατομή ροπή είναι επαρκώς μικρή, ώστε η μέγιστη τιμή εmax της ανηγμένης παραμόρφωσης να είναι μικρότερη από την ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εy (Σχήμα 2.4), το υλικό θα παραμένει σε όλη τη διατομή στην ελαστική περιοχή, και θα ισχύει μεταξύ τάσεων και ανηγμένων παραμορφώσεων ο νόμος του Hooke:
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    Το διάγραμμα των ορθών τάσεων σ καθ’ ύψος της διατομής θα είναι και αυτό τριγωνικό, με σημείο μηδενισμού στη θέση του ουδέτερου άξονα, και με μέγιστη τιμή σmax που θα είναι μικρότερη από το όριο διαρροής fy και θα δίνεται από τη σχέση:
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    Από την εξίσωση ισορροπίας δυνάμεων που δρουν στη διατομή κατά τη διαμήκη διεύθυνση x, προκύπτει ότι η συνισταμένη των ορθών τάσεων σ λόγω της ροπής M πρέπει να είναι μηδέν, αφού έχει γίνει η παραδοχή ότι στη διατομή δεν δρα αξονική δύναμη:
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    Το μέγεθος S που ορίζεται στην παραπάνω σχέση (2.17) είναι η στατική ροπή της διατομής περί τον άξονα y. Η απαίτηση μηδενισμού της στατικής ροπής συνιστά και τρόπο υπολογισμού του ουδέτερου άξονα.


    Από την εξίσωση ισορροπίας ροπών περί τον άξονα y προκύπτει:
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    Το μέγεθος Ι που ορίζεται στην παραπάνω σχέση (2.18) είναι η ροπή αδράνειας της διατομής περί τον άξονα y, και εκφράζει την αντίσταση της διατομής στην επιβαλλόμενη ροπή. Διευκρινίζεται ότι από τα μεγέθη της ροπής Μ, της στατικής ροπής S της διατομής και της ροπής αδράνειας I της διατομής, έχουν παραληφθεί οι δείκτες y που εκφράζουν τον άξονα στον οποίο αναφέρονται αυτά τα μεγέθη. Αυτό έχει γίνει για λόγους απλούστευσης των συμβολισμών, δεδομένου ότι εξετάζεται πρόβλημα απλής κάμψης περί τον άξονα y και επομένως δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης των αξόνων.


    Η σχέση (2.18) περιγράφει την εξάρτηση της αναπτυσσόμενης παραμόρφωσης της διατομής, εκφραζόμενης μέσω της καμπυλότητας κ, από την ασκούμενη ροπή Μ. Συνδυάζοντας τη σχέση αυτή με τις (2.13), (2.14), (2.15) και (2.16), προκύπτουν οι επόμενες σχέσεις που περιγράφουν την εξάρτηση των αναπτυσσόμενων ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων των ινών της διατομής, από την ασκούμενη ροπή Μ.
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    Το μέγεθος Wel που ορίζεται στη σχέση (2.20) είναι η ελαστική ροπή αντίστασης της διατομής περί τον άξονα y. Για την ειδική περίπτωση της ορθογωνικής διατομής του Σχήματος 2.15 η ροπή αδράνειας I και η ελαστική ροπή αντίστασης Wel δίνονται από τις σχέσεις:
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    Καθώς τα εξωτερικά φορτία σταδιακά αυξάνονται, η ροπή Μ που αναπτύσσεται στην εξεταζόμενη διατομή αυξάνεται και αυτή αναλογικά, και το ίδιο συμβαίνει για τα μεγέθη της καμπυλότητας κ, σύμφωνα με τη σχέση (2.18), και των ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων, σύμφωνα με τις σχέσεις (2.19) και (2.20), αντίστοιχα. Για κάποια τιμή της ροπής Μ, η μέγιστη ανηγμένη παραμόρφωση εmax και η αντίστοιχη μέγιστη τάση σmax των ακραίων ινών της διατομής, θα φθάσουν αντίστοιχα τις τιμές της ανηγμένης παραμόρφωσης διαρροής εy και της τάσης διαρροής fy (Σχήμα 2.16). Η ροπή που προκαλεί αυτή την ένταση λέγεται ελαστική ροπή αντοχής της διατομής και συμβολίζεται με Μel:
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    Σχήμα 2.16 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί διαρροή των ακραίων ινών


    Η καμπυλότητα που αντιστοιχεί σε αυτή την ένταση συμβολίζεται με κel και υπολογίζεται αν αντικαταστήσουμε την έκφραση της ροπής Μel από την εξίσωση (2.22) στη γενική σχέση ροπής-καμπυλότητας (2.18):
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    Εάν τα εξωτερικά φορτία αυξηθούν περισσότερο, η ροπή Μ που αναπτύσσεται στην εξεταζόμενη διατομή αυξάνεται και αυτή. Τότε, η κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων παραμένει γραμμική καθ’ ύψος της διατομής, με τιμές που στις ακραίες ζώνες υπερβαίνουν την τιμή εy. Η σχέση τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων ακολουθεί το διάγραμμα του Σχήματος 2.4, επομένως όπου η ανηγμένη παραμόρφωση είναι μεγαλύτερη από εy, η τάση είναι ίση με την τάση διαρροής fy. Αυτό οδηγεί στο διάγραμμα τάσεων καθ’ ύψος της διατομής που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.17, με ένα μεσαίο τμήμα της διατομής, ύψους a, να παραμένει στην ελαστική περιοχή, και τις δύο ακραίες ζώνες να έχουν διαρρεύσει.
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    Σχήμα 2.17 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί μερική διαρροή


    Καθώς η ροπή Μ συνεχίζει να αυξάνεται, το εύρος των ζωνών διαρροής μεγαλώνει και το ύψος a της ελαστικής ζώνης τείνει προς το μηδέν. Στη θεωρητική περίπτωση που το a μηδενίζεται, ολόκληρη η διατομή έχει διαρρεύσει, η μισή σε θλίψη και η άλλη μισή σε εφελκυσμό, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 2.18.
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    Σχήμα 2.18 Κατανομή τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί πλήρη διαρροή


    Η ροπή Μ που προκαλεί την κατανομή τάσεων του Σχήματος 2.18 λέγεται ροπή πλήρους διαρροής ή πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής, ή και πλαστική ροπή αντοχής της διατομής και συμβολίζεται με Μpl, είναι δε η μέγιστη ροπή την οποία μπορεί η διατομή να παραλάβει. Η τιμή της Mpl υπολογίζεται ως η ροπή του ζεύγους της συνισταμένης θλιπτικής δύναμης και της συνισταμένης εφελκυστικής δύναμης:
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    Το μέγεθος Wpl που ορίζεται στην παραπάνω σχέση (2.24) είναι η πλαστική ροπή αντίστασης της διατομής περί τον άξονα y. Για την ειδική περίπτωση της ορθογωνικής διατομής, η πλαστική ροπή αντίστασης Wpl δίνεται από τη σχέση:
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    Ο λόγος της πλαστικής ροπής αντίστασης Wpl προς την αντίστοιχη ελαστική Wel εκφράζει την ικανότητα της διατομής να παραλάβει επιπλέον ροπή κάμψης μετά την αρχική διαρροή των ακραίων ινών και ως την πλήρη διαρροή. Ο λόγος αυτός εξαρτάται από το σχήμα και τις διαστάσεις της διατομής και είναι γνωστός και ως συντελεστής σχήματος της διατομής. Για ορθογωνική διατομή ο λόγος αυτός είναι ίσος προς 1.5, δηλαδή η διατομή έχει τη δυνατότητα να παραλάβει ως την πλήρη διαρροή της 1.5 φορά περισσότερη ροπή από εκείνην που προκαλεί αρχική διαρροή των ακραίων ινών της. Επιστρέφοντας στην ενδιάμεση περίπτωση έντασης, μεταξύ εκείνης που προκαλεί αρχική και εκείνης που προκαλεί πλήρη διαρροή της διατομής, όπως περιγράφεται στο Σχήμα 2.17, μπορούμε να εκφράσουμε τη ροπή Μ ως τη ροπή του ζεύγους της συνισταμένης θλιπτικής δύναμης και της συνισταμένης εφελκυστικής δύναμης, όπου τώρα κάθε συνισταμένη αποτελείται από δύο όρους, έναν από το ελαστικό και έναν από το πλαστικό τμήμα της διατομής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.19:
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    Σχήμα 2.19 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί μερική διαρροή


    Η καμπυλότητα καθορίζεται από την κεντρική ελαστική περιοχή της διατομής, αφού πλέον τα ακραία, πλαστικοποιημένα τμήματα δεν αντιστέκονται. Επομένως, η έκφραση της καμπυλότητας προκύπτει, αν στη σχέση (2.23) αντικαταστήσουμε το ύψος h της διατομής με το ύψος a της ελαστικής περιοχής:
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    Επομένως, ο λόγος της καμπυλότητας κ όταν η ελαστική περιοχή έχει ύψος a, προς την καμπυλότητα κel πρώτης διαρροής της διατομής είναι:
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    Αντικαθιστώντας τη σχέση (2.28) στην έκφραση (2.26) της ροπής, προκύπτει η εξίσωση ροπής – καμπυλότητας για τιμές Μ της ροπής μεταξύ της ελαστικής ροπής αντοχής της διατομής Μel και της πλαστικής ροπής αντοχής Mpl:
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    Όπως προκύπτει από τη σχέση (2.29), η σχέση ροπής – καμπυλότητας στην ελαστοπλαστική περιοχή είναι μη γραμμική. Η σχέση εκφράζει το δρόμο ισορροπίας της διατομής, αφού συνδέει το εξωτερικό αίτιο (εδώ τη ροπή Μ) με το αποτέλεσμα – παραμόρφωση (εδώ την καμπυλότητα κ). Η γραφική παράσταση των σχέσεων (2.18), που περιγράφει τη συμπεριφορά στην ελαστική περιοχή, και (2.29), που περιγράφει τη συμπεριφορά στην ελαστοπλαστική περιοχή, απεικονίζεται στο ακόλουθο Σχήμα 2.20.
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    Σχήμα 2.20 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί μερική διαρροή


    Στον οριζόντιο άξονα του Σχήματος 2.20 καταγράφεται η καμπυλότητα κ της διατομής, αδιαστατοποιημένη ως προς την καμπυλότητα αρχικής διαρροής κel, και στον κατακόρυφο άξονα η ροπή M, αδιαστατοποιημένη ως προς την πλαστική ροπή αντοχής Mpl. Η εξίσωση (2.18) της ελαστικής περιοχής έχει σχεδιαστεί με μπλε γραμμή, και η εξίσωση (2.29) της ελαστοπλαστικής περιοχής με κόκκινη γραμμή. Από το Σχήμα 2.20 επιβεβαιώνεται η μη γραμμική συμπεριφορά της διατομής στην ελαστοπλαστική περιοχή.


    Επανερχόμενοι στην εικόνα πλήρους διαρροής του Σχήματος 2.18, πρέπει να επισημανθεί ότι ο πλήρης μηδενισμός του κεντρικού ελαστικού τμήματος της διατομής δεν είναι στην πραγματικότητα εφικτός, δεδομένου ότι θα αντιστοιχούσε σε απειρισμό των ανηγμένων παραμορφώσεων. Στην πραγματικότητα, η αστοχία της διατομής μπορεί να θεωρηθεί ότι θα επέλθει όταν η ανηγμένη παραμόρφωση εmax των ακραίων ινών γίνει ίση με την ανηγμένη παραμόρφωση θραύσης εu του υλικού (Σχήμα 2.4). Τότε, η κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων καθ’ ύψος της διατομής θα είναι όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 2.21.
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    Σχήμα 2.21 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί θραύση των ακραίων ινών


    Το ύψος au της ελαστικής περιοχής κατά τη θραύση των ακραίων ινών, μπορεί να υπολογιστεί βάσει των ομοίων τριγώνων που εμφανίζονται στο Σχήμα 2.21, ως εξής:
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    Η αντίστοιχη καμπυλότητα κu μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (2.28), αν αντικαταστήσουμε την (2.30):
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    Τέλος, η αντίστοιχη ροπή Mu που προκαλεί θραύση των ακραίων ινών προκύπτει από τη σχέση (2.29):
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    Υπενθυμίζεται ότι για το χάλυβα η ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εy έχει τιμή περί το 0.2%, ενώ η ανηγμένη παραμόρφωση θραύσης εu περί το 20%, συνεπώς εu/εy≈100, επομένως h/au≈100, κu/κel≈100 και Μu/Μpl≈1. Για το λόγο αυτό, η ροπή Μpl θεωρείται στην πράξη ως η ροπή που προκαλεί αστοχία σε καμπτόμενες διατομές από χάλυβα.


    2.7.2 Η έννοια της πλαστικής άρθρωσης


    Όταν μια διατομή ενός καμπτόμενου μέλους πλαστικοποιηθεί πλήρως, το μέλος συμπεριφέρεται για επιπλέον φορτία όπως αν είχε στη θέση εκείνη μια εσωτερική άρθρωση. Δηλαδή, στη διατομή που έχει διαρρεύσει είναι δυνατές μεγάλες στροφές, θεωρητικά άπειρες αλλά στην πράξη περιοριζόμενες από τη θραύση των ακραίων ινών, χωρίς μεταβολή στην αναπτυσσόμενη ροπή. Αυτό περιγράφεται ως πλαστική άρθρωση. Στις πλαστικές αρθρώσεις, σε αντίθεση με τις πραγματικές αρθρώσεις στις οποίες δεν αναπτύσσεται καμιά ροπή, οι στροφές πραγματοποιούνται υπό σταθερή ροπή, ίση με την πλαστική ροπή αντοχής της διατομής Μpl.


    Οι πλαστικές αρθρώσεις εμφανίζονται πρώτα σε εκείνες τις διατομές ενός φορέα, όπου αναπτύσσεται η μέγιστη καμπυλότητα, και επομένως και η μέγιστη ροπή κάμψης. Με βάση τα όσα αναπτύχθηκαν στην Ενότητα 2.7.1, γίνεται κατανοητό ότι και στις διατομές εκατέρωθεν εκείνης με τη μέγιστη καμπυλότητα και τη μέγιστη ροπή κάμψης, η ροπή θα έχει επίσης αρκετά μεγάλη τιμή, ώστε να προκαλέσει μερική πλαστικοποίηση. Τα όρια ελαστικής και πλαστικής περιοχής, γνωστά και ως ελαστοπλαστικά σύνορα, μπορούν π.χ. εύκολα να υπολογιστούν για την περίπτωση μιας αμφιέρειστης δοκού ανοίγματος L, που καταπονείται από ένα συγκεντρωμένο εγκάρσιο φορτίο P στο μέσον του ανοίγματος (Σχήμα 2.22α). Για απλοποίηση των υπολογισμών θεωρείται ότι η δοκός έχει ορθογωνική διατομή πλάτους b και ύψους h, και ότι το υλικό είναι ελαστικό – απολύτως πλαστικό, με όριο διαρροής fy. Θεωρώντας ως αρχή μέτρησης της τεταγμένης x το αριστερό άκρο της δοκού, η ροπή κάμψης κατά μήκος της δίνεται από τη σχέση (Σχήμα 2.22β):
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    (α) Γεωμετρία και φορτίο
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    (β) Διάγραμμα ροπών κάμψης
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    (γ) Κατανομή πλαστικοποίησης


    [image: ]


    (δ) Πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης


    Σχήμα 2.22 Δημιουργία πλαστικής άρθρωσης σε αμφιέρειστη δοκό ορθογωνικής διατομής υπό συγκεντρωμένο φορτίο στο μέσον


    Η πλήρης πλαστικοποίηση της διατομής στο μέσον της δοκού θα συμβεί όταν η ροπή στη θέση εκείνη γίνει ίση με την πλαστική ροπή αντοχής Mpl:
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    Το πλήρως ελαστικό τμήμα της διατομής θα είναι αριστερά από τη διατομή εκείνη, στην οποία η ροπή θα είναι ίση με την ελαστική ροπή αντοχής της διατομής Μy:
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    Για την ειδική περίπτωση ορθογωνικής διατομής:
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    Επομένως:
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    Στην περιοχή της δοκού μεταξύ της διατομής στη θέση L/3, όπου οι τάσεις είναι οριακά πλήρως ελαστικές και της διατομής στη θέση L/2, όπου οι τάσεις είναι πλήρως πλαστικές, παρατηρείται ελαστοπλαστική κατανομή τάσεων, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 2.17. Το ύψος a της ελαστικής ζώνης σε κάθε θέση x μπορεί να υπολογιστεί αν εξισωθεί η δρώσα ροπή, που δίνεται από την εξίσωση (2.33) με τη σχέση (2.26):
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    Η σχέση αυτή ισχύει βεβαίως συμμετρικά και για τμήμα της δοκού δεξιά της μεσαίας διατομής, μεταξύ L/2 και 2L/3. Το αποτέλεσμα αυτών των υπολογισμών παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.22γ, όπου η πλαστική περιοχή της δοκού απεικονίζεται με κόκκινο χρώμα. Το ακριβές όμως μήκος και σχήμα της πλαστικοποιημένης ζώνης έχει μικρή επίδραση στην απόκριση της δοκού. Για το λόγο αυτό συνηθίζεται να θεωρούμε την πλαστικοποίηση συγκεντρωμένη σε μια διατομή, τη διατομή με τη μέγιστη ροπή κάμψης, στην οποία λέμε ότι σχηματίζεται πλαστική άρθρωση, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.22δ. Η προσέγγιση αυτή είναι γνωστή και ως θεωρία πλαστικών αρθρώσεων ή συγκεντρωμένης πλαστικότητας, σε αντίθεση με την ακριβέστερη θεωρία πλαστικών ζωνών ή κατανεμημένης πλαστικότητας, στην οποία λαμβάνεται υπόψη η ακριβέστερη κατανομή της διαρροής κατά μήκος των μελών και καθ’ ύψος των διατομών τους. Η χρήση θεωρίας πλαστικών αρθρώσεων είναι υπολογιστικά πολύ ευχερέστερη και συμβατή με ραβδωτά στοιχεία δοκού, ενώ για την εφαρμογή της θεωρίας πλαστικών ζωνών απαιτούνται συνήθως επιφανειακά ή χωρικά πεπερασμένα στοιχεία, με αποτέλεσμα τη σημαντική αύξηση του υπολογιστικού φόρτου.


    Λόγω της ισοστατικότητας της αμφιέρειστης δοκού, μετά το σχηματισμό της πλαστικής άρθρωσης δεν υπάρχει δυνατότητα παραλαβής επιπλέον φορτίου. Ο σχηματισμός τριών αρθρώσεων σε μια ευθεία γραμμή ισοδυναμεί με δημιουργία μηχανισμού κατάρρευσης. Επειδή η μία από αυτές τις τρεις αρθρώσεις είναι πλαστική, ο μηχανισμός κατάρρευσης λέγεται πλαστικός. Σε υπερστατικούς φορείς υπάρχει δυνατότητα ανακατανομής της έντασης μετά το σχηματισμό της πρώτης, και ενδεχομένως και επόμενων πλαστικών αρθρώσεων, μέχρι τελικά να αναπτυχθεί ο πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης, όπως θα δειχθεί στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου.


    2.7.3 Η επιρροή της αξονικής δύναμης


    Στην προηγούμενη ενότητα η μελέτη της εξέλιξης των τάσεων σε μια ορθογωνική διατομή έγινε για την περίπτωση που η διατομή αυτή καταπονείται μόνον από ροπή κάμψης. Σε πλαισιακούς φορείς όμως, των οποίων τα μέλη γενικώς καταπονούνται σε καμπτική ροπή, συνήθως στις ίδιες διατομές αναπτύσσονται επιπλέον και αξονικές καθώς και τέμνουσες δυνάμεις. Οι δυνάμεις αυτές προκαλούν επιπρόσθετες τάσεις στη διατομή, οι μεν αξονικές δυνάμεις ορθές τάσεις, οι δε τέμνουσες διατμητικές, οι οποίες αλληλεπιδρούν με τις ορθές τάσεις λόγω κάμψης και επηρεάζουν την αστοχία του υλικού. Έχει λοιπόν ενδιαφέρον να μελετηθεί πόσο απομειώνεται η πλαστική ροπή αντοχής της διατομής Μpl λόγω της ταυτόχρονης δράσης μιας αξονικής δύναμης N ή μιας τέμνουσας δύναμης V.


    Στο Σχήμα 2.23 απεικονίζεται αρχικά μία προσέγγιση της κατανομής των τάσεων πλήρους πλαστικοποίησης σε μια ορθογωνική διατομή λόγω της ταυτόχρονης δράσης μιας αξονικής δύναμης N και της μέγιστης ροπής κάμψης την οποία μπορεί τώρα να παραλάβει η διατομή, την οποία συμβολίζουμε με Μpl,Ν. Γίνεται η παραδοχή ότι λόγω της δύναμης N πλαστικοποιείται πλήρως ένα κεντρικό τμήμα της διατομής ύψους a. Οι εκατέρωθεν αυτού του κεντρικού τμήματος ζώνες της διατομής πλαστικοποιούνται επίσης, λόγω της ροπής Μpl,Ν, η μία σε θλίψη και η άλλη σε εφελκυσμό, οπότε λόγω συμμετρίας οι συνιστάμενες δυνάμεις τους αλληλοαναιρούνται, παράγουν δε ένα ζεύγος δυνάμεων που ισορροπεί τη ροπή Μpl,Ν. Η κατανομή αυτή έχει υιοθετηθεί με κριτήριο τη μεγιστοποίηση της ροπής που μπορεί να παραληφθεί από τη διατομή όταν σε αυτή δρα και αξονική δύναμη, για το λόγο αυτό οι τάσεις λόγω ροπής έχουν θεωρηθεί σε όσο μεγαλύτερη απόσταση από τον ουδέτερο άξονα της διατομής είναι δυνατόν.
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    Σχήμα 2.23 Κατανομή τάσεων πλήρους πλαστικοποίησης λόγω αξονικής δύναμης και ροπής κάμψης σε ορθογωνική διατομή


    Για ορθογωνική διατομή το ύψος a του κεντρικού τμήματος μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (2.39)

        
      

    


    ενώ η αξονική δύναμη πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής, εάν δεν υπάρχει ροπή, είναι:
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    Συνεπώς ισχύει:
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    Από την εξίσωση ισορροπίας ροπών προκύπτει:
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    και δεδομένου ότι η πλαστική ροπή αντοχής της διατομής Μpl χωρίς ταυτόχρονη δράση αξονικής δύναμης είναι:
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    προκύπτει η ακόλουθη σχέση της απομειωμένης πλαστικής ροπής αντοχής της διατομής Μpl,Ν λόγω της ταυτόχρονης δράσης μιας αξονικής δύναμης N σε σχέση με την πλαστική ροπή αντοχής Μpl σε καθαρή κάμψη:
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    Στο Σχήμα 2.24 που ακολουθεί παρουσιάζεται η γραφική παράσταση της σχέσης (2.44) της απομειωμένης πλαστικής ροπής αντοχής της διατομής Μpl,Ν αδιαστατοποιημένης ως προς Μpl. Παρατηρείται ότι για μικρές τιμές της Ν, έως περίπου 20% της αξονικής δύναμης πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής, η απομείωση είναι μικρή και μάλλον αμελητέα για πρακτικούς σκοπούς. Για μεγαλύτερες τιμές της Ν η επίδραση της αξονικής δύναμης γίνεται σημαντικότερη. Επισημαίνεται ότι αυτό το διάγραμμα ισχύει μόνον για ορθογωνικές διατομές. Για άλλα σχήματα διατομών η επίδραση της αξονικής δύναμης είναι γενικά μικρότερη, και αυτό ισχύει έντονα για διατομές σχήματος διπλού ταυ, πολύ συνηθισμένες σε μεταλλικές κατασκευές, όπως θα διαπιστωθεί σε επόμενο κεφάλαιο.
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    Σχήμα 2.24 Απομειωμένη πλαστική ροπή αντοχής Μpl,Ν ορθογωνικής διατομής λόγω της ταυτόχρονης δράσης αξονικής δύναμης N


    Για υλικά με ίδια συμπεριφορά σε θλίψη και εφελκυσμό η καμπύλη του Σχήματος 2.24 ισχύει τόσο για θετικά όσο και για αρνητικά πρόσημα της ροπής M και της αξονικής δύναμης N. Λαμβάνοντας υπόψη και τη σχέση που ορίζει την πρώτη διαρροή σε μία από τις τέσσερις γωνίες μιας διατομής υπό ροπή M και αξονική δύναμη N:
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    προκύπτει το ακόλουθο διάγραμμα αλληλεπίδρασης (Σχήμα 2.25) με τις αντίστοιχες ελαστικές, ελαστοπλαστικές και πλήρως πλαστικές περιοχές.


    [image: ]


    Σχήμα 2.25 Διάγραμμα αλληλεπίδρασης ροπής M και αξονικής δύναμης N


    Επισημαίνεται ότι μια διατομή που έχει πλαστικοποιηθεί πλήρως λόγω ταυτόχρονης δράσης καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης συμπεριφέρεται και αυτή ως πλαστική άρθρωση. Στο Σχήμα 2.26 παρουσιάζεται η κατανομή της πλαστικοποίησης σε μια τέτοια διατομή και στις γειτονικές της. Στην περίπτωση αυτή το θεωρητικό σημείο περί το οποίο η διατομή είναι ελεύθερη να στρέφεται μετά το σχηματισμό της πλαστικής άρθρωσης είναι η θέση του, μετατοπισμένου πλέον ως προς το μέσον της διατομής λόγω της παρουσίας της αξονικής δύναμης, ουδέτερου άξονα.
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    Σχήμα 2.26 Κατανομή πλαστικοποίησης σε αμφιέρειστη δοκό υπό κάμψη και αξονική δύναμη


    2.7.4 Η επιρροή της τέμνουσας δύναμης


    Στο Σχήμα 2.27 απεικονίζεται μία προσέγγιση της κατανομής των τάσεων πλήρους πλαστικοποίησης σε μια ορθογωνική διατομή, λόγω της ταυτόχρονης δράσης μιας τέμνουσας δύναμης V και της μέγιστης ροπής κάμψης την οποία μπορεί τώρα να παραλάβει η διατομή, την οποία συμβολίζουμε με Μpl,V. Αν και η κατανομή των διατμητικών τάσεων λόγω τέμνουσας δύναμης σε μια ορθογωνική διατομή είναι παραβολική, με μέγιστη τιμή στο μέσον και μηδενικές τιμές στις ακραίες ίνες, γίνεται εδώ απλοποιητικά η παραδοχή ότι σε ολόκληρη τη διατομή αναπτύσσονται λόγω της δύναμης V ομοιόμορφες διατμητικές τάσεις τ, ίσες προς:
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    Σχήμα 2.27 Κατανομή τάσεων πλήρους πλαστικοποίησης λόγω τέμνουσας δύναμης και ροπής κάμψης σε ορθογωνική διατομή


    Για να διατηρηθεί η ισορροπία αξονικών δυνάμεων και ροπών κάμψης, τα εκατέρωθεν του ουδέτερου άξονα τμήματα της διατομής θα καταπονούνται λόγω της ροπής Μpl,V με ομοιόμορφες, ίσες και αντίθετες τάσεις σ, το ένα σε θλίψη και το άλλο σε εφελκυσμό, οπότε λόγω συμμετρίας οι συνιστάμενες δυνάμεις τους αλληλοαναιρούνται, παράγουν δε ένα ζεύγος δυνάμεων που ισορροπεί τη ροπή Μpl,V. Σύμφωνα με το κριτήριο von Mises, και δεδομένου ότι η κατάσταση που εξετάζεται αφορά πλήρη πλαστικοποίηση της διατομής, θα ισχύει:
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    από όπου προκύπτει:
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    και λόγω της σχέσης (2.46):
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    Και πάλι λόγω του κριτηρίου von Mises, το όριο διαρροής του υλικού σε καθαρή διάτμηση είναι [image: ], οπότε ο παρονομαστής του κλάσματος στην παραπάνω σχέση εκφράζει την τέμνουσα δύναμη πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής σε καθαρή τέμνουσα, Vpl:
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    H απομειωμένη πλαστική ροπή αντοχής της διατομής Μpl,V λόγω της ταυτόχρονης δράσης μιας τέμνουσας δύναμης V μπορεί να υπολογιστεί από την ίδια σχέση της πλαστικής ροπής αντοχής Μpl σε καθαρή κάμψη, αν αντικαταστήσουμε το όριο διαρροής fy με την τάση σ:
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    οπότε τελικά:
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    Στη βιβλιογραφία αναφέρεται και ένας εναλλακτικός τρόπος προσέγγισης της αλληλεπίδρασης ροπής κάμψης και τέμνουσας δύναμης στην πλαστική περιοχή. Συγκεκριμένα, γίνεται η παραδοχή ότι η όλη τέμνουσα δύναμη V παραλαμβάνεται από ένα μεσαίο τμήμα της διατομής, ύψους av, στο οποίο μάλιστα η κατανομή των αναπτυσσόμενων διατμητικών τάσεων είναι παραβολική, με μέγιστη τιμή στο μέσον και μηδενικές τιμές στα άκρα (Σχήμα 2.28). Οι εκτός αυτού του μεσαίου τμήματος ακραίες ζώνες της διατομής πλαστικοποιούνται πλήρως από ορθές τάσεις λόγω κάμψης, ενώ η κατανομή των ορθών τάσεων στο μεσαίο τμήμα είναι γραμμική, με μηδενική τιμή στο μέσον. Αυτή η παραδοχή είναι συμβατή με την αυξημένη, λόγω απόστασης από τον ουδέτερο άξονα, καμπτική αντίσταση των ακραίων τμημάτων, και επομένως την τάση τους να ενεργοποιούνται περισσότερο από τα κεντρικά τμήματα της διατομής στην παραλαβή της ροπής.
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    Σχήμα 2.28 Κατανομή τάσεων πλήρους πλαστικοποίησης λόγω τέμνουσας δύναμης και ροπής κάμψης σε ορθογωνική διατομή (εναλλακτική παραδοχή)


    Θεωρώντας ότι η μέγιστη τιμή της διατμητικής τάσης θα είναι ίση με το όριο διαρροής σε διάτμηση [image: ] μπορεί να υπολογιστεί το ύψος av του μεσαίου τμήματος:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (2.53)

        
      

    


    Η ροπή που αντιστοιχεί στην κατάσταση του Σχήματος 2.28 μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (2.26) αντικαθιστώντας a=av:
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    Ο περιορισμός ισχύος της παραπάνω εξίσωσης για τιμές της τέμνουσας δύναμης μικρότερες των δύο τρίτων της Vpl οφείλεται στην παραβολική κατανομή των διατμητικών τάσεων. Στο Σχήμα 2.29 παρουσιάζεται η γραφική παράσταση των παραπάνω δύο εναλλακτικών σχέσεων της απομειωμένης πλαστικής ροπής αντοχής της διατομής Μpl,V αδιαστατοποιημένης ως προς Μpl. Παρατηρείται ότι η απόκλιση μεταξύ των δύο λύσεων είναι σχετικά μικρή, με τη δεύτερη προσέγγιση να είναι πιο συντηρητική. Για μικρές τιμές της V, έως περίπου 30% της τέμνουσας δύναμης πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής, που είναι και η πλειονότητα των πραγματικών περιπτώσεων, η απομείωση είναι μικρή και μάλλον αμελητέα για πρακτικούς σκοπούς, ανεξαρτήτως της εφαρμοζόμενης προσέγγισης. Για μεγαλύτερες τιμές της V η επιρροή της γίνεται σημαντικότερη, και δεν επιτρέπεται να αμελείται. Επισημαίνεται και πάλι ότι αυτό το διάγραμμα ισχύει μόνον για ορθογωνικές διατομές. Για άλλα σχήματα διατομών ισχύουν παρόμοια ποιοτικά συμπεράσματα, με την επιρροή της τέμνουσας δύναμης να είναι γενικά μικρότερη.
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    Σχήμα 2.29 Απομειωμένη πλαστική ροπή αντοχής Μpl,V ορθογωνικής διατομής λόγω της ταυτόχρονης δράσης τέμνουσας δύναμης V


    Συμπερασματικά, με βάση την ανάλυση που προηγήθηκε μπορούμε να δεχθούμε ότι η απομείωση της πλαστικής ροπής αντοχής μιας διατομής λόγω της ταυτόχρονης δράσης μιας αξονικής ή μιας τέμνουσας δύναμης είναι σχετικά μικρή, και συχνά αμελητέα, υπό την προϋπόθεση οι δρώσες δυνάμεις, είτε αξονική είτε τέμνουσα, να είναι αισθητά μικρότερες από τις αντίστοιχες τιμές τους που προκαλούν από μόνες τους πλήρη πλαστικοποίηση της διατομής. Η προϋπόθεση αυτή είναι πραγματικότητα στις περισσότερες περιπτώσεις που απαντώνται στην πράξη. Για το λόγο αυτό συχνά γίνεται η παραδοχή ότι ο σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων οφείλεται αποκλειστικά στις δρώσες καμπτικές ροπές.


    Βεβαίως, επισημαίνεται ότι οι σχέσεις αλληλεπίδρασης ροπών κάμψης, αξονικών δυνάμεων και τεμνουσών δυνάμεων εξαρτώνται από το σχήμα της διατομής. Παρόμοια όμως ποιοτικά συμπεράσματα με αυτά που εξήχθησαν εδώ για ορθογωνικές διατομές ισχύουν και για άλλα σχήματα διατομών, και μάλιστα ακόμη εντονότερα για διατομές σχήματος διπλού ταυ που είναι οι πιο συνηθισμένες σε μεταλλικές κατασκευές.


    2.8 Παραδείγματα επίδρασης μη γραμμικότητας υλικού σε απλούς φορείς


    Στην ενότητα αυτή εξετάζονται κάποια παραδείγματα απλών φορέων με συμπεριφορά που χαρακτηρίζεται από μη γραμμικότητα υλικού. Θεωρείται ότι οι φορείς αυτοί είναι κατασκευασμένοι από χάλυβα, ο οποίος παρουσιάζει ελαστική – απολύτως πλαστική συμπεριφορά (Σχήμα 2.4) και έχει ίδια απόκριση σε θλίψη και σε εφελκυσμό. Γίνεται χρήση θεωρίας πλαστικών αρθρώσεων, δηλαδή η διαρροή θεωρείται συγκεντρωμένη στη διατομή όπου αναπτύσσεται η μέγιστη ροπή κάμψης (Σχήμα 2.22δ) και αμελούνται οι πλαστικές ζώνες των γειτονικών διατομών (όπως φαίνεται π.χ. στο Σχήμα 2.22γ). Επίσης γίνεται η παραδοχή ότι ο σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων επηρεάζεται μόνον από τις αναπτυσσόμενες ροπές κάμψης και όχι από άλλα εντατικά μεγέθη που ενδεχομένως αναπτύσσονται στις ίδιες διατομές.


    2.8.1 Αμφιέρειστη δοκός


    Εξετάζεται αρχικά ένα απλό παράδειγμα ισοστατικού φορέα, αυτό της αμφιέρειστης δοκού του Σχήματος 2.30, ανοίγματος L, κατασκευασμένης από δομικό χάλυβα, με διατομή που έχει πλαστική ροπή αντοχής ίση προς Mpl, η οποία καταπονείται από εγκάρσιο, ομοιόμορφα κατανεμημένο φορτίο q.
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    Σχήμα 2.30 Αμφιέρειστη δοκός υπό ομοιόμορφα κατανεμημένη εγκάρσια φόρτιση


    Το διάγραμμα καμπτικών ροπών της δοκού απεικονίζεται στο Σχήμα 2.31 και έχει παραβολική μορφή με μηδενική τιμή στα άκρα και μέγιστη τιμή θετικής ροπής qL2/8 στο μέσον.
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    Σχήμα 2.31 Διάγραμμα ροπών αμφιέρειστης δοκού


    Θεωρείται ότι η συμπεριφορά της διατομής περιγράφεται από ένα διάγραμμα ροπών – καμπυλοτήτων, όπως το ελαστικό – απολύτως πλαστικό διάγραμμα του Σχήματος 2.20, δηλαδή μπορεί να γίνει πλήρης πλαστικοποίησή της και να παραλαμβάνεται η πλαστική ροπή αντοχής Μpl. Επίσης υποτίθεται ότι μετά την πλήρη πλαστικοποίηση μπορούν να πραγματοποιούνται μεγάλες στροφικές παραμορφώσεις της διατομής, χωρίς την εκδήλωση φαινομένων τοπικού λυγισμού. Καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή q1, για την οποία η ροπή στο μέσον θα γίνει ίση με την πλαστική ροπή αντοχής Μpl. Τότε, το διάγραμμα ροπών θα γίνει σαν αυτό του Σχήματος 2.32, και στο μέσον της δοκού θα σχηματιστεί πλαστική άρθρωση.
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    Σχήμα 2.32 Διάγραμμα ροπών αμφιέρειστης δοκού τη στιγμή σχηματισμού πλαστικής άρθρωσης στο μέσον


    Το φορτίο q1 που προκαλεί αυτή την ένταση μπορεί να υπολογιστεί ως συνάρτηση της πλαστικής ροπής αντοχής Μpl της διατομής και του ανοίγματος L της αμφιέρειστης δοκού, και έχει τιμή:
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    Πλέον, η μεσαία διατομή δεν μπορεί να παραλάβει περισσότερη ροπή, αλλά μπορεί να πραγματοποιεί ελεύθερη στροφή. Το φορτίο q1 είναι το μέγιστο που μπορεί να παραληφθεί από τη δοκό, δεδομένου ότι πλέον έχουν σχηματιστεί τρεις αρθρώσεις επί της ίδιας ευθείας, οι δύο κατασκευαστικές αρθρώσεις στα άκρα, και η μία πλαστική άρθρωση στο μέσον (Σχήμα 2.33). Επομένως, στη δοκό έχει σχηματιστεί μηχανισμός κατάρρευσης, ο οποίος μάλιστα συνηθίζεται να λέγεται πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης, όταν τουλάχιστον η μία από τις αρθρώσεις που περιλαμβάνει είναι πλαστική άρθρωση.
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    Σχήμα 2.33 Πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης λόγω σχηματισμού πλαστικής άρθρωσης στο μέσον


    Για φορτία έως q1 η δοκός παραμορφώνεται ως αμφιέρειστη. Κατά το σχηματισμό της πλαστικής άρθρωσης, το βέλος στο μέσον της δοκού υπολογίζεται από τα γνωστή σχέση δυσκαμψίας αμφιέρειστης δοκού με ελαστική συμπεριφορά, και είναι ίσο με:
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    Στο Σχήμα 2.34 απεικονίζεται η παραμορφωμένη κατάσταση της δοκού για φορτίο q1, δηλαδή τη στιγμή σχηματισμού της πλαστικής άρθρωσης στο μέσον, και πάλι σύμφωνα με τα γνωστά από τη θεωρία δοκού για αμφιέρειστη δοκό με ελαστική συμπεριφορά.
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    Σχήμα 2.34 Παραμορφωμένη κατάσταση της δοκού τη στιγμή σχηματισμού της πλαστικής άρθρωσης στο μέσον


    Η γραφική παράσταση που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο q (δηλαδή το εξωτερικό αίτιο) με το βέλος δ του μέσου της δοκού (δηλαδή το αποτέλεσμα) απεικονίζεται στο αδιασταστοποιημένο διάγραμμα του Σχήματος 2.35 και αποτελεί το δρόμο ισορροπίας της δοκού. Δεδομένου ότι η κλίση αυτού του διαγράμματος αντιπροσωπεύει τη δυσκαμψία της δοκού, είναι εμφανές ότι κατά το σχηματισμό της πλαστικής άρθρωσης στο μέσον η δυσκαμψία μηδενίζεται. Αυτή η μεταβολή της δυσκαμψίας συναρτήσει του φορτίου είναι αποτέλεσμα της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Πέραν αυτού του σημείου, το διάγραμμα συνεχίζεται οριζόντιο, παριστάνοντας την αδυναμία της δοκού να παραλάβει επιπλέον φορτίο, αλλά την ικανότητά της να συνεχίσει να παραμορφώνεται υπό σταθερό φορτίο, λόγω της ολκιμότητας του χάλυβα. Στην πραγματικότητα, η κράτυνση του υλικού, που εδώ αμελήθηκε, θα προσέδιδε στον κλάδο αυτό μικρή ανοδική κλίση.
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    Σχήμα 2.35 Διάγραμμα φορτίου - μετατόπισης του μέσου της δοκού


    2.8.2 Αμφίπακτη δοκός


    Εξετάζεται στη συνέχεια, ως ένα πρώτο απλό παράδειγμα υπερστατικού φορέα, η αμφίπακτη δοκός του Σχήματος 2.36, ανοίγματος L, κατασκευασμένη από δομικό χάλυβα, η οποία καταπονείται από εγκάρσιο, ομοιόμορφα κατανεμημένο φορτίο q και έχει διατομή με πλαστική ροπή αντοχής ίση προς Mpl. Πρόκειται δηλαδή για την ίδια δοκό της Eνότητας 2.8.1, αλλά με διαφορετικές συνοριακές συνθήκες.
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    Σχήμα 2.36 Αμφίπακτη δοκός υπό εγκάρσια φόρτιση


    Το διάγραμμα καμπτικών ροπών της δοκού απεικονίζεται στο Σχήμα 2.37 και έχει μέγιστες τιμές αρνητικής ροπής -qL2/12 στα άκρα και θετικής ροπής qL2/24 στο μέσον.
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    Σχήμα 2.37 Διάγραμμα ροπών αμφίπακτης δοκού


    Θεωρείται ότι η διατομή της δοκού είναι τέτοια, ώστε να μπορεί να γίνει πλήρης πλαστικοποίησή της και να παραλαμβάνεται η πλαστική ροπή αντοχής Μpl, αλλά και να μπορούν, μετά την πλήρη πλαστικοποίηση να πραγματοποιούνται μεγάλες στροφικές παραμορφώσεις της διατομής, χωρίς την παρουσία φαινομένων τοπικού λυγισμού. Δηλαδή, και πάλι η συμπεριφορά της διατομής περιγράφεται από ένα διάγραμμα ροπών – καμπυλοτήτων, όπως το ελαστικό – απολύτως πλαστικό διάγραμμα του Σχήματος 2.20. Καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή q1, για την οποία το διάγραμμα ροπών θα γίνει σαν αυτό του Σχήματος 2.38, οπότε στα δύο άκρα θα σχηματιστούν πλαστικές αρθρώσεις (Σχήμα 2.39). Το φορτίο q1 που προκαλεί αυτή την ένταση προκύπτει από τη συνθήκη πλαστικοποίησης των ακραίων διατομών, και έχει τιμή:
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    Σχήμα 2.38 Διάγραμμα ροπών αμφίπακτης δοκού τη στιγμή σχηματισμού πλαστικών αρθρώσεων στα άκρα
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    Σχήμα 2.39 Σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων στα άκρα της δοκού


    Πλέον, οι ακραίες διατομές δεν μπορούν να παραλάβουν περισσότερη ροπή. Όμως, η δοκός έχει δυνατότητα να παραλάβει μεγαλύτερο φορτίο, με αμφιέρειστη πλέον λειτουργία, όπου οι δύο ακραίες διατομές εξακολουθούν να παραλαμβάνουν ροπή Mpl, αλλά πραγματοποιούν, για το επιπλέον φορτίο q2, ελεύθερες στροφές (Σχήμα 2.40).
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    Σχήμα 2.40 Αμφιέρειστη λειτουργία της δοκού για τα επιπλέον φορτία


    Για αυτό το επιπλέον φορτίο, το διάγραμμα καμπτικών ροπών της δοκού απεικονίζεται στο Σχήμα 2.41.
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    Σχήμα 2.41 Διάγραμμα ροπών για το επιπλέον φορτίο, μετά το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων


    Σε κάθε διατομή η συνολική ροπή θα δίνεται από την επαλληλία του διαγράμματος για αμφίπακτη λειτουργία υπό φορτίο q1 (Σχήμα 2.36) και αυτού για αμφιέρειστη λειτουργία υπό φορτίο q2 (Σχήμα 2.39). Καθώς το φορτίο q2 σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή, για την οποία η επιπλέον ροπή στο μέσον θα γίνει ίση με Mpl/2, οπότε η συνολική ροπή στο μέσον, λόγω q1 και q2, θα γίνει ίση με Mpl, και πλέον θα σχηματιστεί και εκεί μια τρίτη πλαστική άρθρωση. Τότε, το διάγραμμα επιπλέον ροπών λόγω φορτίου q2 θα είναι αυτό του Σχήματος 2.42.
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    Σχήμα 2.42 Διάγραμμα ροπών για το επιπλέον φορτίο, κατά το σχηματισμό της τρίτης πλαστικής άρθρωσης


    Τη στιγμή που θα δημιουργηθεί και η τρίτη πλαστική άρθρωση στο μέσον του φορέα η τιμή του επιπλέον φορτίου q2 θα προκύπτει από την εξίσωση:
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    Το συνολικό φορτίο θα έχει την τιμή:
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    Το φορτίο αυτό είναι το μέγιστο που μπορεί να παραληφθεί από τη δοκό, δεδομένου ότι πλέον έχουν σχηματιστεί τρεις πλαστικές αρθρώσεις επί της ίδιας ευθείας, επομένως στη δοκό έχει αναπτυχθεί πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης (Σχήμα 2.43).
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    Σχήμα 2.43 Πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης λόγω σχηματισμού τριών πλαστικών αρθρώσεων


    Το συνολικό διάγραμμα ροπών για φορτίο qmax προκύπτει από επαλληλία των διαγραμμάτων των Σχημάτων 2.38 και 2.42 και φαίνεται στο ακόλουθο Σχήμα 2.44.
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    Σχήμα 2.44 Συνολικό διάγραμμα ροπών κατά το σχηματισμό της τρίτης πλαστικής άρθρωσης


    Για φορτία μικρότερα του q1 η δοκός παραμορφώνεται ως αμφίπακτη. Το βέλος δ1 στο μέσον της δοκού τη στιγμή που οι ακραίες διατομές πλαστικοποιούνται δίνεται από τη σχέση δυσκαμψίας αμφίπακτης δοκού υπό ομοιόμορφα κατανεμημένο εγκάρσιο φορτίο για ελαστική συμπεριφορά:
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    Μετά τη δημιουργία των δύο ακραίων πλαστικών αρθρώσεων, η δοκός παραμορφώνεται για τα επιπλέον φορτία ως αμφιέρειστη. Κατά το σχηματισμό της τρίτης πλαστικής άρθρωσης, το βέλος στο μέσον της δοκού έχει αυξηθεί κατά:
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    Το συνολικό βέλος δmax κατά το σχηματισμό της τρίτης πλαστικής άρθρωσης είναι:
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    Στο Σχήμα 2.45 απεικονίζονται τρεις διαδοχικές παραμορφωμένες καταστάσεις της δοκού για χαρακτηριστικές τιμές του φορτίου. Η δοκός συμπεριφέρεται ως αμφίπακτη μέχρι το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων στις ακραίες διατομές (Σχήμα 2.45α), και ως αμφιέρειστη για τα επιπλέον φορτία και μέχρι το σχηματισμό και της τρίτης πλαστικής άρθρωσης στο μέσον (Σχήμα 2.45β). Λόγω της πολύ πιο εύκαμπτης συμπεριφοράς κατά τη φάση αμφιέρειστης λειτουργίας, η αντίστοιχη μορφή παραμόρφωσης έχει επικρατήσει κατά τη δημιουργία του μηχανισμού κατάρρευσης και το σχήμα της παραμορφωμένης δοκού (Σχήμα 2.45γ), που είναι το άθροισμα των δύο προηγούμενων, μοιάζει με παραμορφωμένη κατάσταση απλής αμφιέρειστης δοκού.


    [image: ]


    (α) Παραμόρφωση για φορτίο q1 (αμφίπακτη λειτουργία – σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων στα άκρα)
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    (β) Επαυξητική παραμόρφωση για φορτίο q2 (αμφιέρειστη λειτουργία)
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    (γ) Συνολική παραμόρφωση για φορτίο qmax (σχηματισμός και τρίτης πλαστικής άρθρωσης στο μέσον)


    Σχήμα 2.45 Διαδοχικές παραμορφωμένες καταστάσεις της δοκού για χαρακτηριστικές τιμές του φορτίου


    Η γραφική παράσταση που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο q (δηλαδή το εξωτερικό αίτιο) με το βέλος δ του μέσου της δοκού (δηλαδή το αποτέλεσμα) απεικονίζεται στο αδιασταστοποιημένο διάγραμμα του Σχήματος 2.46 και αποτελεί το δρόμο ισορροπίας της δοκού. Δεδομένου ότι η κλίση αυτού του διαγράμματος αντιπροσωπεύει τη δυσκαμψία της δοκού, είναι εμφανές ότι κατά το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων στα άκρα η δυσκαμψία μειώνεται σημαντικά, ενώ κατά το σχηματισμό και της τρίτης μηδενίζεται. Αυτή η μεταβολή της δυσκαμψίας συναρτήσει του φορτίου είναι αποτέλεσμα της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Πέραν του σημείου σχηματισμού της τρίτης πλαστικής άρθρωσης, το διάγραμμα συνεχίζεται οριζόντιο, παριστάνοντας την αδυναμία της δοκού να παραλάβει επιπλέον φορτίο, αλλά την ικανότητά της να συνεχίσει να παραμορφώνεται υπό σταθερό φορτίο, λόγω της ολκιμότητας του χάλυβα. Στην πραγματικότητα, η κράτυνση του υλικού, που και σε αυτό το παράδειγμα αμελήθηκε, θα προσέδιδε επίσης στον κλάδο αυτό μικρή ανοδική κλίση.
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    Σχήμα 2.46 Διάγραμμα φορτίου - μετατόπισης του μέσου της δοκού


    Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει η σύγκριση των ελαστοπλαστικών δρόμων ισορροπίας μιας αμφιέρειστης και μιας αμφίπακτης δοκού, με ίδιο άνοιγμα και ίδια διατομή (Σχήμα 2.47). Είναι εμφανές το μεγάλο πλεονέκτημα της υπερστατικότητας της αμφίπακτης δοκού, από κάθε μια από τις σημαντικές για τη στατική συμπεριφορά απόψεις. Η αρχική δυσκαμψία, δηλαδή η κλίση της καμπύλης φορτίου-μετατόπισης στην ελαστική περιοχή, είναι πενταπλάσια στην αμφίπακτη δοκό. Το φορτίο πρώτης διαρροής είναι μιάμιση φορά μεγαλύτερο. Το τελικό φορτίο που μπορεί να παραλάβει η αμφίπακτη δοκός είναι διπλάσιο αυτού της αμφιέρειστης. Λόγω της σταδιακής πλαστικοποίησης και αντίστοιχης μείωσης της δυσκαμψίας πριν από τον πλήρη μηδενισμό της, στην αμφίπακτη δοκό υπάρχει προειδοποίηση για την επερχόμενη αστοχία. Τέλος, η πλαστιμότητα, η οποία εκφράζεται με το εμβαδόν της περιοχής μεταξύ δρόμου ισορροπίας και οριζόντιου άξονα, είναι πολλές φορές μεγαλύτερη στην αμφίπακτη δοκό.
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    Σχήμα 2.47 Σύγκριση διαγραμμάτων φορτίου - μετατόπισης του μέσου αμφιέρειστης και αμφίπακτης δοκού


    Βεβαίως για τα πλεονεκτήματα αυτά υπάρχει τίμημα, που στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι η ανάγκη διαμόρφωσης πακτώσεων στα άκρα, με όποιες συνέπειες έχει αυτό για τις ακραίες συνδέσεις, αλλά και για τα μέλη στα οποία θα συνδεθεί η δοκός, τα οποία πρέπει να μπορούν να παραλάβουν τις ροπές στήριξης. Πάντως, τα πλεονεκτήματα αυτά είναι πολύ σημαντικά, ιδιαίτερα για την απόκριση σε ασυνήθιστα έντονα φορτία, όπως μια ισχυρή σεισμική δράση, και χαρακτηρίζουν συνήθως τις περισσότερες υπερστατικές κατασκευές.


    2.8.3 Συνεχής δοκός δύο ίσων ανοιγμάτων


    Ένα άλλο απλό παράδειγμα υπερστατικού φορέα, αλλά με μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον, ιδιαίτερα σε μεταλλικές κατασκευές, είναι η συνεχής δοκός δύο ίσων ανοιγμάτων L, του Σχήματος 2.48, η οποία καταπονείται από εγκάρσιο, ομοιόμορφα κατανεμημένο φορτίο q. Θεωρείται και πάλι ότι η δοκός είναι κατασκευασμένη από δομικό χάλυβα, με διατομή που έχει πλαστική ροπή αντοχής ίση προς Mpl. Αυτό το στατικό σύστημα είναι πολύ διαδεδομένο, π.χ. σε τεγίδες και μηκίδες μεταλλικών κτιρίων.
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    Σχήμα 2.48 Συνεχής δοκός δύο ίσων ανοιγμάτων υπό εγκάρσια φόρτιση


    Το διάγραμμα καμπτικών ροπών της δοκού απεικονίζεται στο Σχήμα 2.49 και έχει μέγιστη τιμή αρνητικής ροπής -qL2/8 (-0.125qL2) στη μεσαία στήριξη και θετικής ροπής 0.070qL2 στα ανοίγματα.
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    Σχήμα 2.49 Διάγραμμα ροπών συνεχούς δοκού δύο ίσων ανοιγμάτων


    Θεωρείται ότι η διατομή της δοκού είναι τέτοια, ώστε να μπορεί να γίνει πλήρης πλαστικοποίησή της και να παραλαμβάνεται η πλαστική ροπή αντοχής Μpl, αλλά και να μπορούν, μετά την πλήρη πλαστικοποίηση να πραγματοποιούνται μεγάλες στροφικές παραμορφώσεις της διατομής, χωρίς την εκδήλωση φαινομένων τοπικού λυγισμού. Δηλαδή, η συμπεριφορά της διατομής περιγράφεται από ένα διάγραμμα ροπών – καμπυλοτήτων, όπως το ελαστικό – απολύτως πλαστικό διάγραμμα του Σχήματος 2.20. Καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή q1, για την οποία το διάγραμμα ροπών θα γίνει σαν αυτό του Σχήματος 2.50, οπότε στη μεσαία στήριξη θα σχηματιστεί πλαστική άρθρωση (Σχήμα 2.51).
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    Σχήμα 2.50 Διάγραμμα ροπών συνεχούς δοκού δύο ίσων ανοιγμάτων τη στιγμή σχηματισμού πλαστικής άρθρωσης στη διατομή πάνω από τη μεσαία στήριξη
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    Σχήμα 2.51 Σχηματισμός πρώτης πλαστικής άρθρωσης στη διατομή πάνω από τη μεσαία στήριξη της δοκού


    Το φορτίο q1 που προκαλεί αυτή την ένταση προκύπτει από τη συνθήκη πλαστικοποίησης της διατομής στη μεσαία στήριξη, και έχει τιμή:
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    Πλέον, η διατομή στη μεσαία στήριξη δεν μπορεί να παραλάβει περισσότερη ροπή. Όμως, η δοκός έχει δυνατότητα να παραλάβει μεγαλύτερο φορτίο, με αμφιέρειστη πλέον λειτουργία των δύο ανοιγμάτων, όπου η διατομή στη μεσαία στήριξη εξακολουθεί να παραλαμβάνει ροπή Mpl, αλλά πραγματοποιεί, για το επιπλέον φορτίο q2, ελεύθερη στροφή (Σχήμα 2.52).
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    Σχήμα 2.52 Αμφιέρειστη λειτουργία των δύο ανοιγμάτων της δοκού για το επιπλέον φορτίο, μετά το σχηματισμό της πρώτης πλαστικής άρθρωσης


    Για αυτό το επιπλέον φορτίο, το διάγραμμα καμπτικών ροπών της δοκού απεικονίζεται στο Σχήμα 2.53.
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    Σχήμα 2.53 Διάγραμμα ροπών της δοκού για το επιπλέον φορτίο, μετά το σχηματισμό της πρώτης άρθρωσης


    Σε κάθε διατομή η συνολική ροπή θα δίνεται από την επαλληλία του διαγράμματος για λειτουργία συνεχούς δοκού δύο ανοιγμάτων υπό φορτίο q1 (Σχήμα 2.50) και αυτού για αμφιέρειστη λειτουργία κάθε ανοίγματος υπό φορτίο q2 (Σχήμα 2.53). Καθώς το φορτίο q2 σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή, για την οποία η επιπλέον ροπή στα δύο ανοίγματα θα γίνει τόση, ώστε η συνολική μέγιστη ροπή ανοίγματος, λόγω q1 και q2, να γίνει ίση με Mpl, και πλέον θα σχηματιστούν και εκεί δύο ακόμη πλαστικές αρθρώσεις. Αυτή η μέγιστη τιμή θα είναι κάπου μεταξύ του μέσου του ανοίγματος, όπου έχει μέγιστο το διάγραμμα ροπών της αμφιέρειστης, και της θέσης που απέχει 0.375L από το ακραίο άνοιγμα, όπου γίνεται μέγιστη η ροπή ανοίγματος της συνεχούς δοκού. Μετά από δοκιμές προκύπτει ότι:
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    Τότε, το διάγραμμα επιπλέον ροπών λόγω φορτίου q2 θα είναι αυτό του Σχήματος 2.54.
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    Σχήμα 2.54 Διάγραμμα ροπών για το επιπλέον φορτίο, κατά το σχηματισμό της τρίτης πλαστικής άρθρωσης


    Το συνολικό φορτίο θα έχει την τιμή:
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    Το φορτίο αυτό είναι το μέγιστο που μπορεί να παραληφθεί από τη δοκό, δεδομένου ότι πλέον σε κάθε άνοιγμα έχουν σχηματιστεί τρεις αρθρώσεις επί της ίδιας ευθείας, μία κατασκευαστική, στο άκρο, και δύο πλαστικές, στο άνοιγμα και στη μεσαία στήριξη, επομένως πλέον στη δοκό, και μάλιστα σε κάθε της άνοιγμα, έχει σχηματιστεί πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης (Σχήμα 2.55).
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    Σχήμα 2.55 Πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης λόγω σχηματισμού τριών πλαστικών αρθρώσεων


    Το συνολικό διάγραμμα ροπών για φορτίο qmax προκύπτει από επαλληλία των διαγραμμάτων των Σχημάτων 2.50 και 2.54 και φαίνεται στο Σχήμα 2.56. Η θέση στην οποία αναπτύσσεται η ροπή πλαστικοποίησης κάθε ανοίγματος είναι σε απόσταση 0.41L από την αντίστοιχη ακραία στήριξη.
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    Σχήμα 2.56 Συνολικό διάγραμμα ροπών κατά το σχηματισμό της τρίτης πλαστικής άρθρωσης


    Για φορτία μικρότερα του q1 η δοκός παραμορφώνεται ως συνεχής. Το βέλος δ1 κάθε ανοίγματος, σε απόσταση 0.41L από την αντίστοιχη ακραία στήριξη, τη στιγμή που η διατομή πάνω από τη μεσαία στήριξη πλαστικοποιείται, προκύπτει ίσο με:
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    Μετά τη δημιουργία της πρώτης πλαστικής άρθρωσης στη θέση της μεσαίας στήριξης, τα δύο ανοίγματα της δοκού παραμορφώνονται για τα επιπλέον φορτία ως αμφιέρειστα. Κατά το σχηματισμό των δύο επόμενων πλαστικών αρθρώσεων στα ανοίγματα, τα βέλη σε απόσταση 0.41L από τις ακραίες στηρίξεις έχουν αυξηθεί κατά:
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    Το συνολικό βέλος δmax στην εξεταζόμενη θέση, κατά το σχηματισμό του πλαστικού μηχανισμού κατάρρευσης είναι:
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    Στο Σχήμα 2.57 απεικονίζονται παραμορφωμένες καταστάσεις για χαρακτηριστικές τιμές του φορτίου. Η δοκός συμπεριφέρεται ως συνεχής μέχρι το σχηματισμό της πρώτης πλαστικής άρθρωσης (Σχήμα 2.57α), και ως δύο αμφιέρειστα ανοίγματα για τα επιπλέον φορτία και μέχρι το σχηματισμό και των δύο επόμενων πλαστικών αρθρώσεων (Σχήμα 2.57β). Κατά τη δημιουργία του μηχανισμού κατάρρευσης το σχήμα της παραμορφωμένης δοκού είναι η επαλληλία των δύο προηγούμενων (Σχήμα 2.57γ).
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    (α) Παραμόρφωση για φορτίο q1 (συνεχής λειτουργία – σχηματισμός πλαστικής άρθρωσης στη μεσαία διατομή)


    [image: ]


    (β) Επαυξητική παραμόρφωση για φορτίο q2 (αμφιέρειστη λειτουργία ανοιγμάτων)
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    (γ) Συνολική παραμόρφωση για φορτίο qmax (σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων στα ανοίγματα)


    Σχήμα 2.57 Χαρακτηριστικές παραμορφωμένες καταστάσεις της συνεχούς δοκού


    Η γραφική παράσταση που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο q (δηλαδή το εξωτερικό αίτιο) με το βέλος δ σε απόσταση 0.41L από τις ακραίες στηρίξεις της δοκού (δηλαδή το αποτέλεσμα) απεικονίζεται στο αδιασταστοποιημένο διάγραμμα του Σχήματος 2.58 και αποτελεί το δρόμο ισορροπίας της δοκού.
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    Σχήμα 2.58 Διάγραμμα φορτίου - μετατόπισης του μέσου της δοκού


    Και σε αυτή την περίπτωση είναι εμφανές ότι κατά το σχηματισμό της πρώτης πλαστικής άρθρωσης η δυσκαμψία μειώνεται σημαντικά, ενώ κατά το σχηματισμό και των δύο επόμενων μηδενίζεται. Αυτή η μεταβολή της δυσκαμψίας συναρτήσει του φορτίου είναι αποτέλεσμα της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Μετά το σχηματισμό των πλαστικών αρθρώσεων στα ανοίγματα, το διάγραμμα συνεχίζεται και εδώ οριζόντιο, παριστάνοντας και πάλι την αδυναμία της δοκού να παραλάβει επιπλέον φορτίο, αλλά την ικανότητά της να συνεχίσει να παραμορφώνεται υπό σταθερό φορτίο, λόγω της ολκιμότητας του χάλυβα. Και πάλι επισημαίνεται ότι αμελήθηκε η κράτυνση του υλικού, που προσδίδει στον κλάδο αυτό μικρή ανοδική κλίση.


    Από άποψη μόρφωσης ενός μεταλλικού φορέα, έχει ενδιαφέρον η σύγκριση του ελαστοπλαστικού δρόμου ισορροπίας της συνεχούς δοκού με τους αντίστοιχους μιας αμφιέρειστης και μιας αμφίπακτης δοκού, με ίδιο άνοιγμα και ίδια διατομή (Σχήμα 2.59). Παρατηρείται ότι, αν και η συνεχής δοκός έχει ίδιο φορτίο πρώτης διαρροής με την αμφιέρειστη, η συμπεριφορά της είναι σαφώς καλύτερη από άποψη αρχικής δυσκαμψίας, τελικής αντοχής και πλαστιμότητας. Συγκρινόμενη όμως με την αμφίπακτη, η συνεχής δοκός είναι υποδεέστερη και ως προς τις τρεις παραμέτρους, αρχική δυσκαμψία, τελική αντοχή και πλαστιμότητα. Επιπλέον, λόγω της σταδιακής πλαστικοποίησης και της αντίστοιχης μείωσης της δυσκαμψίας, και στη συνεχή δοκό, όπως και στην αμφίπακτη, υπάρχει προειδοποίηση για την επερχόμενη αστοχία. Επισημαίνεται ότι αυτό επιτυγχάνεται χωρίς την ανάγκη διαμόρφωσης συνδέσεων μεταφοράς ροπής, και χωρίς να απαιτείται να παραλάβουν ροπές στήριξης τα μέλη στα οποία θα συνδεθεί η δοκός. Δηλαδή πρακτικά με χρήση συνεχούς δοκού μπορεί να βελτιωθεί σημαντικά η συμπεριφορά, σε σχέση με εκείνη της αμφιέρειστης, χωρίς ιδιαίτερο κόστος.
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    Σχήμα 2.59 Σύγκριση διαγραμμάτων φορτίου - μετατόπισης του μέσου αμφιέρειστης και αμφίπακτης δοκού


    2.8.4 Αμφιαρθρωτό πλαίσιο


    Το επόμενο παράδειγμα αφορά το αμφιαρθρωτό πλαίσιο του Σχήματος 2.60, ανοίγματος L και ύψους H, το οποίο καταπονείται από συγκεντρωμένο οριζόντιο φορτίο P, που ασκείται στο ζύγωμα. Το πλαίσιο είναι κατασκευασμένο από δομικό χάλυβα, με συμπεριφορά που εξιδανικεύεται ως ελαστική – απολύτως πλαστική. Για λόγους απλούστευσης θεωρείται ότι οι διατομές τόσο των υποστυλωμάτων όσο και του ζυγώματος έχουν την ίδια πλαστική ροπή αντοχής Μpl. Στο Σχήμα 2.60 απεικονίζονται και οι αντιδράσεις στήριξης του πλαισίου για τη συγκεκριμένη φόρτιση. Επίσης, ορίζεται ο λόγος k που έχει καθοριστικό ρόλο για τη στατική συμπεριφορά του πλαισίου, ως:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (2.70)

        
      

    


    όπου Ιζ και Ιυ οι, εντός του επιπέδου του πλαισίου, ροπές αδράνειας των διατομών ζυγώματος και υποστυλωμάτων, αντίστοιχα.
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    Σχήμα 2.60 Αμφιαρθρωτό πλαίσιο υπό συγκεντρωμένο οριζόντιο φορτίο και αντιδράσεις στήριξης


    Το διάγραμμα καμπτικών ροπών του πλαισίου απεικονίζεται στο Σχήμα 2.61 και έχει μέγιστη τιμή ±P·H/2 στους κόμβους.
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    Σχήμα 2.61 Διάγραμμα ροπών αμφιαρθρωτού πλαισίου


    Θεωρείται ότι η συμπεριφορά των διατομών ζυγώματος και υποστυλωμάτων περιγράφεται από ένα διάγραμμα ροπών – καμπυλοτήτων, όπως το ελαστικό – απολύτως πλαστικό διάγραμμα του Σχήματος 2.20, δηλαδή μπορεί να γίνει πλήρης πλαστικοποίησή τους και να παραλαμβάνεται η πλαστική ροπή αντοχής Μpl. Επίσης υποτίθεται ότι μετά την πλήρη πλαστικοποίηση μπορούν να πραγματοποιούνται μεγάλες στροφικές παραμορφώσεις των διατομών, χωρίς την παρουσία φαινομένων τοπικού λυγισμού. Καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή P1, για την οποία οι ροπές στους κόμβους θα γίνουν ίσες με την πλαστική ροπή αντοχής Μpl. Τότε, το διάγραμμα ροπών θα γίνει σαν αυτό του Σχήματος 2.62, και στους κόμβους του πλαισίου θα σχηματιστούν πλαστικές αρθρώσεις.
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    Σχήμα 2.62 Διάγραμμα ροπών αμφιαρθρωτού πλαισίου τη στιγμή σχηματισμού πλαστικών αρθρώσεων στους κόμβους


    Το φορτίο P1 που προκαλεί αυτή την ένταση μπορεί να υπολογιστεί ως συνάρτηση της πλαστικής ροπής αντοχής Μpl της διατομής και του ύψους H του πλαισίου, και έχει τιμή:
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    Πλέον, οι διατομές στους κόμβους δεν μπορούν να παραλάβουν περισσότερη ροπή, αλλά μπορούν να πραγματοποιούν ελεύθερη στροφή. Το φορτίο P1 είναι το μέγιστο που μπορεί να παραληφθεί από τo πλαίσιο, δεδομένου ότι πλέον έχουν σχηματιστεί τέσσερις αρθρώσεις, οι δύο κατασκευαστικές αρθρώσεις στις στηρίξεις, και οι δύο πλαστικές αρθρώσεις στους κόμβους (Σχήμα 2.63). Επομένως, στο πλαίσιο έχει σχηματιστεί μηχανισμός κατάρρευσης τύπου ορόφου, ο οποίος μάλιστα είναι πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης, δεδομένου ότι οι δύο από τις αρθρώσεις που περιλαμβάνει είναι πλαστικές αρθρώσεις.
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    Σχήμα 2.63 Πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης τύπου ορόφου λόγω σχηματισμού πλαστικών αρθρώσεων στους κόμβους


    Για φορτία έως P1 τo πλαίσιο συμπεριφέρεται ελαστικά και ισχύουν τα γνωστά για αμφιαρθρωτά πλαίσια. Κατά το σχηματισμό των δύο πλαστικών αρθρώσεων, η οριζόντια μετακίνηση του ζυγώματος είναι ίση με:
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    Στο Σχήμα 2.64 απεικονίζεται η παραμορφωμένη κατάσταση του πλαισίου για φορτίο P1, δηλαδή τη στιγμή σχηματισμού των δύο πλαστικών αρθρώσεων στους κόμβους.
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    Σχήμα 2.64 Παραμορφωμένη κατάσταση του πλαισίου τη στιγμή σχηματισμού των πλαστικών αρθρώσεων στους κόμβους


    Στο διάγραμμα του Σχήματος 2.65 περιγράφεται η εξάρτηση της οριζόντιας μετακίνησης δ του ζυγώματος για φορτίο P1, δηλαδή τη στιγμή σχηματισμού των δύο πλαστικών αρθρώσεων στους κόμβους, από την παράμετρο σχετικής δυσκαμψίας ζυγώματος – υποστυλώματος, k. Παρατηρείται ότι για μικρές τιμές του k, δηλαδή για πολύ εύκαμπτο ζύγωμα, οι πλευρικές μετατοπίσεις αυξάνονται σημαντικά, και τείνουν να απειριστούν καθώς το k πλησιάζει προς το μηδέν, κάτι αναμενόμενο, λόγω και των αρθρωτών στηρίξεων. Αντιθέτως, για τιμές του k πάνω από κάποιο όριο, π.χ. την τιμή 2, οι πλευρικές μετατοπίσεις, αδιαστατοποιημένες ως προς τη δυσκαμψία των υποστυλωμάτων, φαίνεται σχεδόν να σταθεροποιούνται, δηλαδή εξαρτώνται πλέον κυρίως από τη δυσκαμψία των υποστυλωμάτων, και λιγότερο από αυτή των ζυγωμάτων.
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    Σχήμα 2.65 Γραφική παράσταση της οριζόντιας μετατόπισης του ζυγώματος του πλαισίου συναρτήσει της σχετικής δυσκαμψίας ζυγώματος – υποστυλώματος, k


    Η γραφική παράσταση που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο P (δηλαδή το εξωτερικό αίτιο) με την οριζόντια μετακίνηση δ του ζυγώματος (δηλαδή το αποτέλεσμα) απεικονίζεται στο αδιασταστοποιημένο διάγραμμα του Σχήματος 2.66 και αποτελεί το δρόμο ισορροπίας του πλαισίου. Δεδομένου ότι η κλίση αυτού του διαγράμματος αντιπροσωπεύει τη δυσκαμψία τoυ πλαισίου, είναι εμφανές ότι κατά το σχηματισμό των πλαστικών αρθρώσεων στους κόμβους η δυσκαμψία μηδενίζεται. Αυτή η μεταβολή της δυσκαμψίας συναρτήσει του φορτίου είναι αποτέλεσμα της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Πέραν αυτού του σημείου, το διάγραμμα συνεχίζεται οριζόντιο, παριστάνοντας την αδυναμία του πλαισίου να παραλάβει επιπλέον φορτίο, αλλά την ικανότητά του να συνεχίσει να παραμορφώνεται υπό σταθερό φορτίο, λόγω της ολκιμότητας του χάλυβα. Και εδώ η πραγματική συμπεριφορά περιλαμβάνει την κράτυνση του υλικού, που θα προσέδιδε στον κλάδο αυτό μικρή ανοδική κλίση. Το διάγραμμα έχει σχεδιαστεί για τρεις διαφορετικές τιμές του k, 0.5, 1.0 και 1.5. Παρατηρείται ότι η αντοχή είναι σταθερή, ίση με [image: ], αλλά η δυσκαμψία διαφοροποιείται, καθώς και η τιμή της μετατόπισης κατά τη δημιουργία των πλαστικών αρθρώσεων, με τα πλαίσια με πιο εύκαμπτο ζύγωμα να πλαστικοποιούνται για μεγαλύτερες τιμές της πλευρικής μετατόπισης.
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    Σχήμα 2.66 Διάγραμμα φορτίου – οριζόντιας μετατόπισης του ζυγώματος του πλαισίου


    2.8.5 Αμφίπακτο πλαίσιο


    Το επόμενο παράδειγμα υπερστατικού φορέα είναι το αμφίπακτο πλαίσιο του Σχήματος 2.67, με τα ίδια χαρακτηριστικά όπως το αμφιαρθρωτό πλαίσιο του Σχήματος 2.60, εκτός από τις συνοριακές συνθήκες. Και πάλι θεωρείται ότι οι διατομές τόσο των υποστυλωμάτων όσο και του ζυγώματος έχουν την ίδια πλαστική ροπή αντοχής Mpl. Στο Σχήμα 2.67 απεικονίζονται επίσης οι αντιδράσεις στήριξης του πλαισίου για τη συγκεκριμένη φόρτιση, συναρτήσει της παραμέτρου σχετικής δυσκαμψίας ζυγώματος – υποστυλώματος, k, που έχει οριστεί στην εξίσωση (2.70). Το διάγραμμα καμπτικών ροπών του πλαισίου απεικονίζεται στο Σχήμα 2.68. Παρατηρείται ότι η κατανομή των καμπτικών ροπών εξαρτάται και αυτή από το k, πάντως οι ροπές στους πόδες των υποστυλωμάτων είναι σε κάθε περίπτωση μεγαλύτερες από εκείνες στις κορυφές τους.
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    Σχήμα 2.67 Αμφίπακτο πλαίσιο υπό συγκεντρωμένο οριζόντιο φορτίο και αντιδράσεις στήριξης
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    Σχήμα 2.68 Διάγραμμα ροπών αμφίπακτου πλαισίου


    Θεωρείται και σε αυτό το παράδειγμα ότι οι διατομές τόσο των υποστυλωμάτων όσο και του ζυγώματος του πλαισίου είναι τέτοιες, ώστε να μπορεί να γίνει πλήρης πλαστικοποίησή τους και να παραλαμβάνεται η πλαστική ροπή αντοχής Μpl, αλλά και να μπορούν, μετά την πλήρη πλαστικοποίηση, να πραγματοποιούνται μεγάλες στροφικές παραμορφώσεις της διατομής, χωρίς την παρουσία φαινομένων τοπικού λυγισμού. Δηλαδή, η συμπεριφορά των διατομών περιγράφεται από ένα διάγραμμα ροπών – καμπυλοτήτων, όπως το ελαστικό – απολύτως πλαστικό διάγραμμα του Σχήματος 2.20. Καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή P1, για την οποία το διάγραμμα ροπών θα γίνει σαν αυτό του Σχήματος 2.69, οπότε στις δύο στηρίξεις θα σχηματιστούν πλαστικές αρθρώσεις (Σχήμα 2.70).
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    Σχήμα 2.69 Διάγραμμα ροπών αμφίπακτου πλαισίου τη στιγμή σχηματισμού πλαστικών αρθρώσεων στις στηρίξεις


    [image: ]


    Σχήμα 2.70 Σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων στις στηρίξεις του πλαισίου


    Το φορτίο P1 που προκαλεί αυτή την ένταση προκύπτει από τη συνθήκη πλαστικοποίησης των διατομών στις στηρίξεις, και έχει τιμή:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (2.73)

        
      

    


    Πλέον, οι διατομές στις θέσεις των στηρίξεων δεν μπορούν να παραλάβουν περισσότερη ροπή. Όμως, το πλαίσιο έχει δυνατότητα να παραλάβει μεγαλύτερο φορτίο, με αμφιαρθρωτή πλέον λειτουργία, όπου οι διατομές στις θέσεις των στηρίξεων εξακολουθούν να παραλαμβάνουν ροπή Mpl, αλλά πραγματοποιούν, για το επιπλέον φορτίο P2, ελεύθερες στροφές (Σχήμα 2.71).
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    Σχήμα 2.71 Αμφιαρθρωτή λειτουργία του πλαισίου για τα επιπλέον φορτία


    Για αυτό το επιπλέον φορτίο, το διάγραμμα καμπτικών ροπών του πλαισίου απεικονίζεται στο Σχήμα 2.72. Σε κάθε διατομή η συνολική ροπή θα δίνεται από την επαλληλία του διαγράμματος για αμφίπακτη λειτουργία υπό φορτίο P1 (Σχήμα 2.69) και αυτού για αμφιαρθρωτή λειτουργία υπό φορτίο P2 (Σχήμα 2.72). Καθώς το φορτίο P2 σταδιακά αυξάνεται, θα πάρει κάποια τιμή, για την οποία η επιπλέον ροπή στις κεφαλές των υποστυλωμάτων θα γίνει ίση με Mpl/(3∙k+1), οπότε η συνολική ροπή στις θέσεις αυτές, λόγω P1 και P2, θα γίνει ίση με Mpl, και πλέον θα σχηματιστούν και εκεί πλαστικές αρθρώσεις. Τότε, το διάγραμμα επιπλέον ροπών λόγω φορτίου P2 θα είναι αυτό του Σχήματος 2.73.
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    Σχήμα 2.72 Διάγραμμα ροπών του πλαισίου για το επιπλέον φορτίο, μετά το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων
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    Σχήμα 2.73 Διάγραμμα ροπών του πλαισίου για το επιπλέον φορτίο, κατά το σχηματισμό των πλαστικών αρθρώσεων στις κεφαλές των υποστυλωμάτων


    Τη στιγμή που θα δημιουργηθούν και οι δύο νέες πλαστικές αρθρώσεις στις κεφαλές των υποστυλωμάτων, η τιμή του επιπλέον φορτίου P2 θα προκύπτει από την εξίσωση:
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          (2.74)

        
      

    


    Το συνολικό φορτίο θα έχει την τιμή:
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          (2.75)

        
      

    


    Το φορτίο αυτό είναι το μέγιστο που μπορεί να παραληφθεί από το πλαίσιο, δεδομένου ότι πλέον έχουν σχηματιστεί τέσσερις πλαστικές αρθρώσεις, δύο στις στηρίξεις, και δύο στους κόμβους (Σχήμα 2.74). Επομένως, στο πλαίσιο έχει σχηματιστεί μηχανισμός κατάρρευσης τύπου ορόφου, ο οποίος μάλιστα είναι πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης, δεδομένου ότι και οι τέσσερις αρθρώσεις που περιλαμβάνει είναι πλαστικές αρθρώσεις.
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    Σχήμα 2.74 Πλαστικός μηχανισμός κατάρρευσης τύπου ορόφου λόγω σχηματισμού τεσσάρων πλαστικών αρθρώσεων


    Το συνολικό διάγραμμα ροπών για φορτίο Pmax προκύπτει από επαλληλία των διαγραμμάτων των Σχημάτων 2.69 και 2.73 και φαίνεται στο ακόλουθο Σχήμα 2.75.
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    Σχήμα 2.75 Συνολικό διάγραμμα ροπών κατά το σχηματισμό των πλαστικών αρθρώσεων στις κεφαλές των υποστυλωμάτων


    Για φορτία μικρότερα του P1 το πλαίσιο παραμορφώνεται ως αμφίπακτο. Η οριζόντια μετακίνηση δ του ζυγώματος δίνεται από τη σχέση:
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          (2.76)

        
      

    


    Για φορτίο ίσο με P1 η οριζόντια μετακίνηση δ1 του ζυγώματος είναι:
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          (2.77)

        
      

    


    Μετά τη δημιουργία των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων, το πλαίσιο παραμορφώνεται για τα επιπλέον φορτία ως αμφιαρθρωτό. Η οριζόντια μετακίνηση δ του ζυγώματος δίνεται πλέον από τη σχέση:
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          (2.78)

        
      

    


    Κατά το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων, η οριζόντια μετακίνηση δ του ζυγώματος έχει αυξηθεί κατά:
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          (2.79)

        
      

    


    Η συνολική οριζόντια μετακίνηση δmax κατά το σχηματισμό του πλαστικού μηχανισμού κατάρρευσης είναι:
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          (2.80)

        
      

    


    Στο Σχήμα 2.76 απεικονίζονται τρεις διαδοχικές παραμορφωμένες καταστάσεις του πλαισίου για χαρακτηριστικές τιμές του φορτίου. Το πλαίσιο συμπεριφέρεται ως αμφίπακτο μέχρι το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων στις στηρίξεις (Σχήμα 2.76α), και ως αμφιαρθρωτό για τα επιπλέον φορτία και μέχρι το σχηματισμό και των δύο επόμενων πλαστικών αρθρώσεων στις άνω γωνίες (Σχήμα 2.76β). Στο Σχήμα 2.76γ απεικονίζεται το παραμορφωμένο πλαίσιο κατά τη δημιουργία του μηχανισμού κατάρρευσης, που είναι το άθροισμα των δύο προηγούμενων.
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    (α) Παραμόρφωση για φορτίο P1 (αμφίπακτη λειτουργία – σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων στις στηρίξεις)
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    (β) Επαυξητική παραμόρφωση για φορτίο P2 (αμφιαρθρωτή λειτουργία)
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    (γ) Συνολική παραμόρφωση για φορτίο Pmax (σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων στις άνω γωνίες)


    Σχήμα 2.76 Διαδοχικές παραμορφωμένες καταστάσεις του πλαισίου για χαρακτηριστικές τιμές του φορτίου


    Η γραφική παράσταση που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο P (δηλαδή το εξωτερικό αίτιο) με την οριζόντια μετακίνηση δ του ζυγώματος (δηλαδή το αποτέλεσμα) απεικονίζεται στο αδιασταστοποιημένο διάγραμμα του Σχήματος 2.77 και αποτελεί το δρόμο ισορροπίας του πλαισίου. Το διάγραμμα έχει σχεδιαστεί για τρεις διαφορετικές τιμές του k, 0.5, 1.0 και 1.5. Παρατηρείται ότι η αντοχή είναι σταθερή, ίση με 4Mpl/H, αλλά η δυσκαμψία διαφοροποιείται, με τα πλαίσια με πιο εύκαμπτο ζύγωμα να είναι και συνολικά πιο εύκαμπτα. Επίσης, στα πλαίσια με πιο εύκαμπτο ζύγωμα οι πρώτες πλαστικές αρθρώσεις στις στηρίξεις εμφανίζονται σε ελαφρώς μεγαλύτερες τιμές μετατόπισης και ελαφρώς μικρότερες τιμές φορτίου, ενώ και οι επόμενες πλαστικές αρθρώσεις στις άνω γωνίες πραγματοποιούνται σε ελαφρώς μεγαλύτερες τιμές μετατόπισης.
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    Σχήμα 2.77 Διάγραμμα φορτίου - οριζόντιας μετατόπισης του ζυγώματος του πλαισίου


    Δεδομένου ότι η κλίση αυτού του διαγράμματος αντιπροσωπεύει τη δυσκαμψία του πλαισίου, είναι και σε αυτό το παράδειγμα εμφανές ότι κατά το σχηματισμό των δύο πρώτων πλαστικών αρθρώσεων στις στηρίξεις η δυσκαμψία μειώνεται σημαντικά, ενώ κατά το σχηματισμό και των δύο επόμενων στις άνω γωνίες μηδενίζεται. Αυτή η μεταβολή της δυσκαμψίας συναρτήσει του φορτίου είναι αποτέλεσμα της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Πέραν του σημείου σχηματισμού των δύο τελικών πλαστικών αρθρώσεων, το διάγραμμα συνεχίζεται οριζόντιο, παριστάνοντας την αδυναμία του πλαισίου να παραλάβει επιπλέον φορτίο, λόγω της δημιουργίας πλαστικού μηχανισμού κατάρρευσης τύπου ορόφου, αλλά την ικανότητά του να συνεχίσει να παραμορφώνεται υπό σταθερό φορτίο, λόγω της ολκιμότητας του χάλυβα. Στην πραγματικότητα, ο κλάδος αυτός θα έχει μικρή ανοδική κλίση, λόγω κράτυνσης του υλικού.


    Στο διάγραμμα του Σχήματος 2.78 περιγράφεται η εξάρτηση των χαρακτηριστικών οριζόντιων μετακινήσεων δ1, δ2, δmax του ζυγώματος, από την παράμετρο σχετικής δυσκαμψίας ζυγώματος – υποστυλώματος, k. Παρατηρείται ότι για μικρές τιμές του k, δηλαδή για πολύ εύκαμπτο ζύγωμα, όλες οι χαρακτηριστικές πλευρικές μετατοπίσεις αυξάνονται σημαντικά. Καθώς το k πλησιάζει προς το μηδέν, η μεν μετακίνηση δ1 παραμένει πεπερασμένη, τείνοντας σε εκείνη του προβόλου, ενώ η δ2, και επομένως και η δmax τείνουν να απειριστούν, κάτι αναμενόμενο, αφού πλέον οι στηρίξεις λειτουργούν ως αρθρωτές. Για τιμές του k πάνω από κάποιο όριο, π.χ. την τιμή 2, οι πλευρικές μετατοπίσεις, αδιαστατοποιημένες ως προς τη δυσκαμψία των υποστυλωμάτων, φαίνεται να σταθεροποιούνται, δηλαδή εξαρτώνται πλέον μόνον από τη δυσκαμψία των υποστυλωμάτων, και όχι από αυτή των ζυγωμάτων. Προκύπτει συνεπώς, ότι πλέον τα ζυγώματα είναι επαρκώς δύσκαμπτα, ώστε πρακτικά να δεσμεύουν πλήρως τις στροφές των κεφαλών των υποστυλωμάτων.
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    Σχήμα 2.78 Γραφική παράσταση της οριζόντιας μετατόπισης του ζυγώματος του πλαισίου συναρτήσει της σχετικής δυσκαμψίας ζυγώματος – υποστυλώματος, k


    Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει και εδώ η σύγκριση των ελαστοπλαστικών δρόμων ισορροπίας ενός αμφιαρθρωτού και του αντίστοιχου αμφίπακτου πλαισίου, με ίδιο άνοιγμα και ίδια διατομή (Σχήμα 2.79). Είναι σαφές το μεγάλο πλεονέκτημα της υπερστατικότητας του αμφίπακτου πλαισίου, από κάθε μια από τις σημαντικές για τη στατική συμπεριφορά απόψεις. Η αρχική δυσκαμψία, δηλαδή η κλίση της καμπύλης φορτίου-μετατόπισης στην ελαστική περιοχή, είναι περίπου τετραπλάσια στο αμφίπακτο πλαίσιο. Το φορτίο πρώτης διαρροής είναι περισσότερο από μιάμιση φορά μεγαλύτερο. Το τελικό φορτίο που μπορεί να παραλάβει το αμφίπακτο πλαίσιο είναι διπλάσιο αυτού του αμφιαρθρωτού. Λόγω της σταδιακής πλαστικοποίησης και αντίστοιχης μείωσης της δυσκαμψίας, στο αμφίπακτο πλαίσιο υπάρχει προειδοποίηση για την επερχόμενη αστοχία. Τέλος, η πλαστιμότητα, η οποία εκφράζεται με το εμβαδόν της περιοχής μεταξύ δρόμου ισορροπίας και οριζόντιου άξονα, είναι πολλές φορές μεγαλύτερη στο αμφίπακτο πλαίσιο. Και σε αυτό το παράδειγμα βεβαίως, το τίμημα είναι η ανάγκη διαμόρφωσης πακτώσεων στις στηρίξεις, με τις συνέπειες που αυτό έχει για τις συνδέσεις στους πόδες των υποστυλωμάτων, αλλά και για τα θεμέλια στα οποία εδράζεται το πλαίσιο, τα οποία πρέπει να μπορούν να παραλάβουν τις ροπές στήριξης.
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    Σχήμα 2.79 Σύγκριση διαγραμμάτων φορτίου - οριζόντιας μετατόπισης του ζυγώματος αμφιαρθρωτού και αμφίπακτου πλαισίου


    2.9 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό έγινε μια εισαγωγή στο πρόβλημα της μη γραμμικότητας υλικού, δηλαδή σε περιπτώσεις μετελαστικής ή πλαστικής συμπεριφοράς κατασκευών, με έμφαση σε κατασκευές από δομικό χάλυβα. Η παρουσίαση κάλυψε θέματα μετελαστικής απόκρισης σε επίπεδο, υλικού, διατομής και φορέα.


    Σχετικά με τη μη γραμμική συμπεριφορά σε επίπεδο υλικού, παρουσιάστηκε η απόκριση εφελκυόμενου δοκιμίου από δομικό χάλυβα, καθώς και οι διάφορες συνηθισμένες απλουστευτικές εξιδανικεύσεις της. Τονίστηκε η ολκιμότητα του χάλυβα ως δομικού υλικού, δηλαδή η μεγάλη του ικανότητα για απορρόφηση ενέργειας στην πλαστική περιοχή, με όσα ευεργετικά αυτό συνεπάγεται για τη συμπεριφορά των χαλύβδινων κατασκευών υπό σεισμικές δράσεις. Στη συνέχεια αναλύθηκαν τρόποι αντιμετώπισης προβλημάτων σύνθετης καταπόνησης και παρουσιάστηκαν συνοπτικά οι βασικές θεωρίες αστοχίας υλικών που είναι κατάλληλες για την περιγραφή της μετελαστικής συμπεριφοράς του δομικού χάλυβα. Τέλος, έγινε αναφορά στο φαινόμενο Bauschinger, που επηρεάζει σημαντικά τη συμπεριφορά δομικού χάλυβα σε ανακυκλιζόμενη φόρτιση και επομένως και την απόκριση κατασκευών υπό σεισμική καταπόνηση.


    Κατόπιν μελετήθηκε η επιρροή της μη γραμμικότητας υλικού στη συμπεριφορά ορθογωνικής διατομής υπό καθαρή κάμψη, με την παραδοχή ότι η συμπεριφορά του υλικού είναι ελαστική – απολύτως πλαστική, και η ίδια σε θλίψη και σε εφελκυσμό. Εξηγήθηκε η έννοια της πλαστικής άρθρωσης και διερευνήθηκε η επιρροή από την ταυτόχρονη δράση, εκτός από ροπή, αξονικής ή τέμνουσας δύναμης, η οποία αξιολογήθηκε ως μικρή.


    Στην τελευταία ενότητα του κεφαλαίου εξετάστηκαν κάποια παραδείγματα απλών φορέων με συμπεριφορά που χαρακτηρίζεται από μη γραμμικότητα υλικού. Θεωρήθηκε ότι οι φορείς αυτοί είναι κατασκευασμένοι από χάλυβα, ο οποίος παρουσιάζει ελαστική – απολύτως πλαστική συμπεριφορά και έχει ίδια απόκριση σε θλίψη και σε εφελκυσμό. Επίσης έγινε η παραδοχή ότι ο σχηματισμός πλαστικών αρθρώσεων επηρεάζεται μόνον από τις αναπτυσσόμενες ροπές κάμψης και όχι από άλλα εντατικά μεγέθη που ενδεχομένως αναπτύσσονται στις ίδιες διατομές. Τα παραδείγματα που αναλύθηκαν είναι αυτά της αμφιέρειστης, αμφίπακτης και συνεχούς δοκού δύο ανοιγμάτων, καθώς και ενός αμφιαρθρωτού και του αντίστοιχου αμφίπακτου πλαισίου. Εξηγήθηκε η έννοια του πλαστικού μηχανισμού κατάρρευσης και αξιολογήθηκε το πλεονέκτημα της υπερστατικότητας για τη 2.68 2μετελαστική απόκριση.


    Κοινό στοιχείο στην αντιμετώπιση όλων των παραδειγμάτων του κεφαλαίου ήταν η παρουσίαση της απόκρισής τους μέσω δρόμων ισορροπίας. Οι δρόμοι αυτοί ήταν διαγράμματα τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων, ροπών – στροφών της διατομής, και φορτίου – μετατόπισης, για περιγραφή της συμπεριφοράς σε επίπεδο υλικού, διατομής και φορέα, αντίστοιχα. Κοινό χαρακτηριστικό όλων των δρόμων ισορροπίας είναι η σταδιακή μείωση, και τελικά ο μηδενισμός, της κλίσης τους, δηλαδή της δυσκαμψίας, καθώς εξελίσσεται η πλαστικοποίηση. Αυτή η μη γραμμική μορφή των δρόμων ισορροπίας που οφείλεται στο υλικό έχει οδηγήσει και στον χαρακτηρισμό της συμπεριφοράς αυτού του είδους ως μη γραμμικής συμπεριφοράς του υλικού.


    Γενικά σε αυτό το κεφάλαιο έγινε η παραδοχή ότι δεν είναι κρίσιμα, και επομένως αμελούνται, φαινόμενα γεωμετρικής μη γραμμικότητας, όπως καθολικός ή τοπικός λυγισμός, καθώς και δευτερογενείς εντάσεις λόγω μεγάλων μετατοπίσεων. Η μεταβολή της γεωμετρίας λόγω της παραμόρφωσης θεωρήθηκε αμελητέα, και επομένως οι εξισώσεις που περιγράφουν τη συμπεριφορά των εξεταζόμενων φορέων διατυπώθηκαν στην απαραμόρφωτη γεωμετρία. Σε επόμενα κεφάλαια θα εξεταστούν προβλήματα γεωμετρικής μη γραμμικότητας μόνον, αμελώντας τη μη γραμμικότητα υλικού, και αργότερα και σύνθετα προβλήματα αλληλεπίδρασης των δύο μορφών μη γραμμικότητας.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3


    


    ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΤΗΤΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ


    3.1 Εισαγωγή


    Στο Κεφάλαιο 1 εξηγήθηκε ήδη η έννοια της μη γραμμικότητας γεωμετρίας που συνδέεται με μεγάλες αποκλίσεις της παραμορφωμένης γεωμετρίας του φορέα από την απαραμόρφωτη, και αναφέρθηκαν οι ιδιαιτερότητες των απαιτούμενων μεθόδων στατικής ανάλυσης που προκύπτουν λόγω αυτών των αποκλίσεων, καθώς και η συνδεόμενη με αυτές ανάγκη να διατυπώνονται οι εξισώσεις που περιγράφουν τη συμπεριφορά στην παραμορφωμένη γεωμετρία. Υπάρχουν τρεις κατηγορίες αναλυτικών μεθόδων μελέτης συστημάτων που χαρακτηρίζονται από γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά: η μέθοδος ισορροπίας, η ενεργειακή μέθοδος και η δυναμική μέθοδος.


    Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται συστηματικά η πρώτη από αυτές τις μεθόδους, η μέθοδος ισορροπίας, που είναι γνωστή στη βιβλιογραφία και ως μέθοδος Euler. Κατά την εφαρμογή αυτής της μεθόδου, θεωρείται η παραμορφωμένη κατάσταση ενός στατικού συστήματος, στην οποία διατυπώνονται οι εξισώσεις ισορροπίας και συμβιβαστού παραμορφώσεων και ο καταστατικός νόμος υλικού. Στη συνέχεια γίνεται μαθηματική επεξεργασία αυτών των εξισώσεων και προκύπτουν πληροφορίες για τη συμπεριφορά του συστήματος.


    Μέσω της εφαρμογής της μεθόδου ισορροπίας σε χαρακτηριστικά παραδείγματα απλών μονοβάθμιων συστημάτων, προκύπτει στο κεφάλαιο αυτό η ταξινόμηση των τρόπων απώλειας ευστάθειας φορέων με γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά, υποθέτοντας για την ώρα γραμμικά ελαστική συμπεριφορά του υλικού. Σκοπίμως η ανάλυση αυτή πραγματοποιείται σε μονοβάθμια προσομοιώματα, για τα οποία υπάρχουν απλές αναλυτικές λύσεις, και όχι σε συνθετότερους πραγματικούς φορείς, ώστε να αναδειχθούν, χωρίς υπολογιστική δυσκολία, τόσο ο τρόπος εφαρμογής της μεθόδου ισορροπίας, όσο και τα ποιοτικά χαρακτηριστικά των διαφόρων μορφών αστάθειας. Σε επόμενα κεφάλαια θα δειχθεί πως αυτά τα ίδια ποιοτικά χαρακτηριστικά απαντώνται σε πραγματικούς φορείς, και θα παρουσιαστούν μέθοδοι αριθμητικής ανάλυσης που είναι κατάλληλες για τέτοιους φορείς, όπου πλέον η αναλυτική προσέγγιση είναι ιδιαίτερα επίπονη και χρονοβόρα, συχνά δε και εντελώς ανεφάρμοστη.


    Στην ανάλυση που ακολουθεί θα γίνει διάκριση μεταξύ γραμμικής και μη γραμμικής μελέτης ευστάθειας. Η διάκριση αυτή συνδέεται με το μέγεθος της απόκλισης της παραμορφωμένης γεωμετρίας του φορέα από την απαραμόρφωτη, και επεξηγείται αναλυτικότερα στη συνέχεια.


    3.2 Γραμμική και μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Όπως προαναφέρθηκε, σε προβλήματα γεωμετρικής μη γραμμικότητας θεωρείται η παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, στην οποία διατυπώνονται οι εξισώσεις που περιγράφουν την απόκρισή του, ώστε να προκύψουν συμπεράσματα για τη στατική του συμπεριφορά τόσο πριν το λυγισμό (κύριος ή προλυγισμικός δρόμος ισορροπίας), όσο και μετά (δευτερεύων ή μεταλυγισμικός δρόμος ισορροπίας), καθώς επίσης οι τιμές των εξωτερικών φορτίων που προκαλούν λυγισμό (κρίσιμα φορτία λυγισμού).


    


    
      	Γραμμική θεωρία λυγισμού ή αστάθειας εφαρμόζεται όταν στην ανάλυση θεωρείται ο φορέας στην παραμορφωμένη του κατάσταση, η οποία διαφέρει από την απαραμόρφωτη, αλλά όχι πολύ, ώστε να επιτρέπεται να γίνεται στους υπολογισμούς παραδοχή μικρών μετατοπίσεων.



      	Μη γραμμική θεωρία λυγισμού ή αστάθειας εφαρμόζεται όταν στην ανάλυση θεωρείται ο φορέας και πάλι στην παραμορφωμένη του κατάσταση, η οποία όμως τώρα διαφέρει έντονα από την απαραμόρφωτη, ώστε να μην επιτρέπεται στους υπολογισμούς να λαμβάνονται υπόψη περιορισμοί στο μέγεθος των μετατοπίσεων.


    


    Η γραμμική θεωρία λυγισμού είναι υπολογιστικά αρκετά απλούστερη και συντομότερη, ιδιαίτερα κατά την εφαρμογή αριθμητικών αλγορίθμων ανάλυσης. Για το λόγο αυτό έχει μεγάλη σημασία να γνωρίζουμε σε ποιες περιπτώσεις τα αποτελέσματα γραμμικών αναλύσεων λυγισμού είναι αξιόπιστα και επαρκή, και επομένως δεν υπάρχει λόγος να πραγματοποιηθούν μη γραμμικές αναλύσεις.


    Θα δειχθεί στη συνέχεια, ότι με εφαρμογή γραμμικής θεωρίας λυγισμού μπορούν να προκύψουν πληροφορίες μόνο για τον κύριο δρόμο ισορροπίας και το κρίσιμο φορτίο, ενώ με εφαρμογή μη γραμμικής θεωρίας μπορούν να προκύψουν πληροφορίες και για το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας. Επίσης θα διαπιστωθεί ότι οι πληροφορίες που λαμβάνονται για τον κύριο δρόμο ισορροπίας και το κρίσιμο φορτίο λυγισμού από γραμμική ανάλυση είναι περισσότερο ή λιγότερο ακριβείς και αξιόπιστες, αναλόγως με το μέγεθος των μετατοπίσεων ή παραμορφώσεων του φορέα πριν από το λυγισμό.


    Μια αρχική ποιοτική σύγκριση αποτελεσμάτων γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης λυγισμού έγινε στο παράδειγμα υπολογισμού φορτίου λυγισμού μιας αξονικά θλιβόμενης ράβδου, στην Ενότητα 1.3.2. Εκεί η γραμμικοποίηση υλοποιήθηκε μέσω της προσεγγιστικής έκφρασης (1.4) που χρησιμοποιήθηκε για την καμπυλότητα και έχει ικανοποιητική ακρίβεια για μικρές μετατοπίσεις, αντί της ακριβούς (1.3) που ισχύει ανεξαρτήτως του μεγέθους των μετατοπίσεων. Οι συνέπειες αυτής της προσέγγισης φαίνονται στο Σχήμα 1.17, όπου η τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού προβλέπεται με ακρίβεια τόσο από τη γραμμική όσο και από τη μη γραμμική ανάλυση, ενώ η αδυναμία της γραμμικής ανάλυσης να περιγράψει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας απεικονίζεται μέσω μιας οριζόντιας γραμμής, αντί της καμπύλης γραμμής που περιγράφει τη μεταλυγισμική συμπεριφορά σύμφωνα με την ακριβέστερη μη γραμμική ανάλυση. Αυτά θα γίνουν περισσότερο κατανοητά στα παραδείγματα που ακολουθούν, όπου θα γίνεται παράθεση και σύγκριση αποτελεσμάτων γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης.


    Στα απλά μονοβάθμια συστήματα που εξετάζονται σε αυτό το κεφάλαιο, η παραμορφωμένη κατάσταση εκφράζεται συνήθως μέσω κάποιας γωνίας και η διαφοροποίηση γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης έγκειται στη γραμμικοποίηση ή μη των τριγωνομετρικών συναρτήσεων της γωνίας, δηλαδή στην απλοποίηση των ακριβών τριγωνομετρικών συναρτήσεων με προσεγγιστικές εκφράσεις.


    Υπενθυμίζονται για το σκοπό αυτό κάποιες βασικές τριγωνομετρικές εξισώσεις, που θα χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια. Είναι γνωστό, ότι για μια πολύ μικρή γωνία θ, εκφρασμένη σε rad, ισχύει:
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    Με την εφαρμογή αυτών των σχέσεων γίνεται η γραμμικοποίηση κάποιου προβλήματος. Αν εφαρμόζεται μη γραμμική μέθοδος, τότε δε γίνεται χρήση αυτών των απλοποιήσεων, αλλά χρησιμοποιούνται οι ακριβείς τριγωνομετρικές εκφράσεις.


    Σε πλαισιακούς φορείς που επιλύονται βάσει αναλυτικών σχέσεων η διάκριση μεταξύ γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης γίνεται αναλόγως της έκφρασης που χρησιμοποιείται για την καμπυλότητα, όπως ήδη συζητήθηκε για την περίπτωση της θλιβόμενης ράβδου. Σε συνθετότερους φορείς που αναλύονται αριθμητικά, η διάκριση προκύπτει αναλόγως αν τα μητρώα δυσκαμψίας που χρησιμοποιούνται υπολογίζονται στην αρχική απαραμόρφωτη γεωμετρία ή στην παραμορφωμένη.


    3.3 Παραδείγματα εφαρμογής σε μονοβάθμια συστήματα


    3.3.1 Αστάθεια μέσω συμμετρικού ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    Έστω η ράβδος που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.1 με μαύρη γραμμή, μήκους L, η οποία είναι επαρκώς δύσκαμπτη, ώστε να θεωρείται εντελώς απαραμόρφωτη. Στη βάση της η ράβδος εδράζεται αρθρωτά και η στροφή δεσμεύεται μέσω στροφικού ελατηρίου με σταθερά c, ενώ στην κορυφή, που είναι ελεύθερη να στρέφεται και να μετακινείται, ασκείται ένα εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P, που παραμένει κατακόρυφο ακόμη και αν η ράβδος στραφεί. Το σύστημα έχει ένα βαθμό ελευθερίας κίνησης, αφού επαρκεί μία μεταβλητή για να περιγράψει την παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, η οποία φαίνεται στο Σχήμα 3.1 με μπλε γραμμή. Ως τέτοια μεταβλητή επιλέγεται να χρησιμοποιηθεί η στροφή θ της ράβδου ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 3.1 Παράδειγμα 1 - Ελαστικά πακτωμένη απαραμόρφωτη ράβδος με κατακόρυφο φορτίο


    Θεωρείται η ισορροπία της ράβδου στην παραμορφωμένη της κατάσταση. Από τη γεωμετρία του φορέα, συμπεραίνεται ότι αν η ράβδος στραφεί κατά θ το άνω άκρο της μετακινείται κατά Lsinθ προς τα δεξιά και κατά L(1–cosθ) προς τα κάτω. Η ροπή λόγω του εξωτερικού φορτίου θα εξισορροπείται από την αντίδραση του στροφικού ελατηρίου. Γράφοντας την εξίσωση ισορροπίας ροπών ως προς το κάτω άκρο της ράβδου, προκύπτει:
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    α) Γραμμική θεωρία λυγισμού


    Σύμφωνα με την εξίσωση (3.1), για μικρές τιμές της γωνίας θ η εξίσωση (3.2) γίνεται:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=c/L, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές της γωνίας θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ουσιαστικά δίνει την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού Pcr=c/L.


    


    Στο Σχήμα 3.2 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι δεν προέκυψε καμιά πληροφορία για τον τελευταίο, παρά μόνο η τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού, στο οποίο εμφανίζεται το σημείο διακλάδωσης μεταξύ κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Παρατηρείται επίσης ότι από την ανάλυση δεν προκύπτει καμία πληροφορία για τη διεύθυνση λυγισμού. Στο Σχήμα 3.2 φαίνεται ότι ο φορέας μπορεί να ακολουθήσει τον δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας είτε προς τα δεξιά είτε προς τα αριστερά, δηλαδή λυγίζοντας να στρίψει είτε προς τα δεξιά είτε προς τα αριστερά, αντίστοιχα για θετικές ή για αρνητικές τιμές της γωνίας θ. Μια αρχική ατέλεια θα οδηγούσε τη συμπεριφορά του συστήματος προς τη μία ή την άλλη κατεύθυνση, όπως θα δειχθεί στη συνέχεια. Επιπλέον, παρατηρείται ότι από την ανάλυση δεν προκύπτει καμία πληροφορία ούτε για το μέγεθος των μετατοπίσεων μετά το λυγισμό, αφού στην τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού αντιστοιχούν άπειρες τιμές δυνατών μετατοπίσεων. Ουσιαστικά η έλλειψη όλων αυτών των πληροφοριών για το τι θα συμβεί μετά το λυγισμό παριστάνεται από την οριζόντια γραμμή που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.
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    Σχήμα 3.2 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    β) Μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Εάν δεν περιοριστεί η γωνία θ σε μικρές τιμές, τότε ισχύει η ακριβής εξίσωση ισορροπίας (3.2), η οποία έχει επίσης δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	[image: ], που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    


    Στο Σχήμα 3.3 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ο ίδιος που προέκυψε και από γραμμική ανάλυση λυγισμού, δηλαδή ταυτίζεται με τον κατακόρυφο άξονα. Ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας όμως είναι πλέον καμπύλος, συμμετρικός ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στρέφει τα κοίλα προς τα άνω, δηλαδή για αύξηση του φορτίου αυξάνονται οι μετατοπίσεις. Επομένως, ο φορέας έχει δυνατότητα να παραλάβει φορτίο μεγαλύτερο από το φορτίο λυγισμού, με άλλα λόγια διαθέτει μεταλυγισμική αντοχή. Σε αυτή την περίπτωση ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας λέγεται συμμετρικός και ευσταθής, και το σημείο διακλάδωσης κύριου και δευτερεύοντος δρόμου λέγεται επίσης συμμετρικό και ευσταθές. Και πάλι, η διεύθυνση λυγισμού δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων, αλλά αυτή τη φορά το μέγεθος των μετατοπίσεων μετά το λυγισμό εξαρτάται από την τιμή του επιβαλλόμενου φορτίου.
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    Σχήμα 3.3 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Το φορτίο που αντιστοιχεί στο σημείο διακλάδωσης υπολογίζεται από την τομή του κύριου με τον δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας. Επειδή η έκφραση που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο μηδενίζεται για θ=0, η τιμή του κρίσιμου φορτίου υπολογίζεται ως το όριο αυτής της έκφρασης για θ→0:
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    Είναι (με χρήση του κανόνα L’ Hospital της θεωρίας μαθηματικής ανάλυσης):
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    Άρα από τις εξισώσεις (3.4) και (3.5) προκύπτει το κρίσιμο φορτίο λυγισμού:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (3.6)

        
      

    


    που είναι το ίδιο το οποίο είχε υπολογιστεί και με γραμμική ανάλυση λυγισμού.


    γ) Ατελής φορέας – γραμμική θεωρία λυγισμού


    Όπως προαναφέρθηκε, η κατεύθυνση προς την οποία θα λυγίσει η ράβδος καθορίζεται από αποκλίσεις της από την ιδεατή μορφή του Σχήματος 3.1. Έστω ότι η αρχική θέση του φορέα, για την οποία το στροφικό ελατήριο της βάσης είναι απαραμόρφωτο, δεν είναι η κατακόρυφη, αλλά μία παραπλήσια που σχηματίζει γωνία ε με την κατακόρυφη (Σχήμα 3.4). Αυτή είναι μια πιθανή αρχική ατέλεια. Πλέον, σε παραμορφωμένη κατάσταση του συστήματος που περιγράφεται μέσω της γωνίας θ της ράβδου ως προς την κατακόρυφο, το στροφικό ελατήριο ενεργοποιείται από γωνία παραμόρφωσής του θ–ε, οπότε από την εξίσωση ισορροπίας ροπών ως προς τη βάση της ράβδου έχουμε:
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    Σχήμα 3.4 Παράδειγμα 1 - Ελαστικά πακτωμένη απαραμόρφωτη ράβδος με κατακόρυφο φορτίο και με αρχική ατέλεια


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (3.7), προκύπτει:
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    Παρατηρείται ότι προέκυψε πλέον ένας μόνο ενιαίος δρόμος ισορροπίας, που περιγράφεται από την εξίσωση (3.8), δηλαδή με την παρουσία της ατέλειας χάνονται οι έννοιες του κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, επομένως και του σημείου διακλάδωσής τους, και του κρίσιμου φορτίου. Στο Σχήμα 3.5 φαίνεται αυτός ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας, ο οποίος τείνει ασυμπτωτικά στον (οριζόντιο) δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είχε προκύψει από τη γραμμική ανάλυση για τον τέλειο φορέα. Η έννοια του λυγισμού εκφράζεται πλέον όχι μέσω αιφνίδιας απώλειας της κατακορυφότητας, αλλά μέσω μιας σημαντικής μείωσης της δυσκαμψίας του φορέα, καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο πλησιάζει το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του αντίστοιχου τέλειου φορέα. Σε αυτή την περίπτωση, η αρχική ατέλεια θα καθορίσει και τη διεύθυνση λυγισμού. Θετικές γωνίες ε θα οδηγήσουν τη συμπεριφορά του φορέα σε θετικές γωνίες θ (περίπτωση που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.5), και αντίστοιχα αρνητικές αρχικές ατέλειες ε θα έχουν ως συνέπεια αρνητικές παραμορφώσεις θ του φορτιζόμενου φορέα.
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    Σχήμα 3.5 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    δ) Ατελής φορέας – μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Επιλύοντας την εξίσωση (3.7) ως προς το φορτίο P (χωρίς γραμμικοποίηση), προκύπτει:
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    Η εξίσωση (3.9) δίνει το δρόμο ισορροπίας του ατελούς συστήματος για μη γραμμική ανάλυση, ο οποίος απεικονίζεται γραφικά στο Σχήμα 3.6. Παρατηρείται ότι ο δρόμος ισορροπίας είναι ενιαίος, δηλαδή οι ατέλειες καταργούν τη διάκριση κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας και το σημείο διακλάδωσης, στο οποίο αυτοί συναντώνται και όπου συμβαίνει λυγισμός. Αντί αυτού ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του ατελούς φορέα εμφανίζει πολύ σημαντική μείωση της δυσκαμψίας, και επομένως μεγάλη αύξηση μετατοπίσεων, για φορτία κοντά στο κρίσιμο φορτίο λυγισμού του τέλειου φορέα. Αυτή η μείωση της δυσκαμψίας είναι ο τρόπος με τον οποίο εκδηλώνεται ο λυγισμός σε πραγματικούς (ατελείς) φορείς. Παρατηρείται επίσης ότι για μεγαλύτερες τιμές του φορτίου ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του ατελούς φορέα συγκλίνει ασυμπτωτικά προς τον αντίστοιχο δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που έχει προκύψει από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού του τέλειου φορέα. Και σε αυτή την περίπτωση, η αρχική ατέλεια θα καθορίσει και τη διεύθυνση λυγισμού. Θετικές γωνίες ε θα οδηγήσουν τη συμπεριφορά του φορέα σε θετικές γωνίες θ (περίπτωση που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.6), και αντίστοιχα αρνητικές αρχικές ατέλειες ε θα έχουν ως συνέπεια αρνητικές παραμορφώσεις θ του φορτιζόμενου φορέα. Τέλος, και από αυτή την ανάλυση επιβεβαιώνεται ότι ο φορέας χαρακτηρίζεται από ευστάθεια, αφού ο δρόμος ισορροπίας είναι συνεχώς ανοδικός, δηλαδή αύξηση του επιβαλόμενου φορτίου οδηγεί σε αύξηση των παραμορφώσεων.
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    Σχήμα 3.6 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    Στο Σχήμα 3.7 συγκρίνονται οι δρόμοι ισορροπίας που έχουν προκύψει από όλες τις αναλύσεις που προηγήθηκαν. Παρατηρείται ότι τα αποτελέσματα όλων των αναλύσεων είναι πολύ κοντά μεταξύ τους για φορτία μέχρι περίπου 60% του κρίσιμου φορτίου. Αυτό συμβαίνει, διότι οι αντίστοιχες μετατοπίσεις για αυτό το εύρος φορτίου είναι μικρές, επομένως το σφάλμα που εισάγεται από τη γραμμικοποίηση των εξισώσεων μπορεί να αμεληθεί, και επιπλέον διότι η επίδραση των ατελειών δεν είναι σημαντική μέχρι κάποια τιμή του φορτίου, και γίνεται έντονη για φορτία κοντά στο κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Η γραμμική ανάλυση είναι υπέρ της ασφάλειας σε τέτοιες περιπτώσεις φορέων, που διαθέτουν μεταλυγισμική αντοχή, τουλάχιστον όσον αφορά την εκτίμηση της φέρουσας ικανότητας, και δεν κρίνεται απαραίτητη η εκτέλεση μη γραμμικής ανάλυσης. Πρέπει όμως να λαμβάνεται υπόψη, ότι η παρουσία ατελειών μπορεί να οδηγήσει σε μείωση της δυσκαμψίας, με αποτέλεσμα να σημειωθούν σημαντικές μετατοπίσεις και παραβίαση των ορίων λειτουργικότητας. Αυτό μπορεί να προβλεφθεί και με γραμμική ανάλυση, λαμβάνοντας υπόψη τις αρχικές ατέλειες, και μάλιστα αυτή η ανάλυση είναι υπέρ της ασφαλείας, όσον αφορά τους ελέγχους λειτουργικότητας, αφού οι δρόμοι ισορροπίας με ατέλειες από γραμμική και μη γραμμική ανάλυση πρακτικά συμπίπτουν για φορτία μέχρι περίπου 95% του κρίσιμου φορτίου λυγισμού, ενώ στη συνέχεια η γραμμική ανάλυση οδηγεί σε μεγαλύτερες μετατοπίσεις.
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    Σχήμα 3.7 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από γραμμική και μη γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    3.3.2 Αστάθεια μέσω συμμετρικού ασταθούς σημείου διακλάδωσης


    Έστω η ράβδος που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.8 με μαύρη γραμμή, μήκους L, η οποία είναι επαρκώς δύσκαμπτη, ώστε να θεωρείται εντελώς απαραμόρφωτη. Στη βάση της η ράβδος εδράζεται αρθρωτά ενώ η εγκάρσια μετακίνηση της κορυφής της δεσμεύεται μέσω ελατηρίου μετάθεσης με σταθερά k, που θεωρείται ότι παραμένει πάντα οριζόντιο. Το σύστημα φορτίζεται με ένα εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P, που ασκείται στην κορυφή και παραμένει κατακόρυφο ακόμη και αν η ράβδος στραφεί. Το σύστημα έχει ένα βαθμό ελευθερίας κίνησης, αφού επαρκεί μία μεταβλητή για να περιγράψει την παραμορφωμένη κατάσταση, που φαίνεται στο Σχήμα 3.8 με μπλε γραμμή. Ως τέτοια μεταβλητή χρησιμοποιείται η στροφή θ της ράβδου ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 3.8 Παράδειγμα 2 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στο κάτω άκρο και ελαστική στήριξη στο άνω, υπό κατακόρυφο φορτίο


    Στην παραμορφωμένη κατάσταση το ελατήριο θα έχει επιμηκυνθεί κατά Lsinθ, οπότε η δύναμη που ασκεί στο φορέα θα είναι kLsinθ. Η απόσταση του άνω άκρου της ράβδου από τη βάση της θα είναι Lcosθ. Έτσι, από την εξίσωση ισορροπίας ροπών ως προς τη βάση της ράβδου, προκύπτει:
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    α) Γραμμική θεωρία λυγισμού


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (3.11), προκύπτει:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=kL, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές της γωνίας θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ουσιαστικά δίνει την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού Pcr=kL.


    


    Στο Σχήμα 3.9 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται και πάλι, ότι δεν προέκυψε καμιά πληροφορία για τον τελευταίο, παρά μόνο η τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού, στο οποίο εμφανίζεται το σημείο διακλάδωσης μεταξύ κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Από το σχήμα προκύπτουν και πάλι όλα τα ίδια ποιοτικά συμπεράσματα που είχαν εξαχθεί από τις γραμμικές αναλύσεις λυγισμού των προηγούμενων παραδειγμάτων. Συγκεκριμένα, παρατηρείται ότι από αυτού του τύπου την ανάλυση δεν προκύπτει καμία πληροφορία ούτε για τη διεύθυνση λυγισμού, ούτε για το μέγεθος των μετατοπίσεων μετά το λυγισμό. Η έλλειψη όλων αυτών των πληροφοριών για το τι θα συμβεί μετά το λυγισμό παριστάνεται από την οριζόντια γραμμή που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.
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    Σχήμα 3.9 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    β) Μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Από την ακριβή εξίσωση (3.11), χωρίς γραμμικοποίηση, προκύπτουν δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=kLcosθ, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    


    Στο Σχήμα 3.10 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται και σε αυτό το παράδειγμα, ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ο ίδιος που προέκυψε και από γραμμική ανάλυση λυγισμού, δηλαδή ταυτίζεται με τον κατακόρυφο άξονα. Ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι πλέον καμπύλος και συμμετρικός ως προς τον κατακόρυφο άξονα, στρέφει όμως τώρα τα κοίλα προς τα κάτω, δηλαδή παρατηρείται μείωση του φορτίου ενώ αυξάνονται οι μετατοπίσεις.
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    Σχήμα 3.10 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Επομένως, ο φορέας δεν έχει δυνατότητα να παραλάβει φορτίο μεγαλύτερο από το φορτίο λυγισμού, με άλλα λόγια δε διαθέτει μεταλυγισμική αντοχή. Σε αυτή την περίπτωση ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας λέγεται συμμετρικός και ασταθής, και το σημείο διακλάδωσης κύριου και δευτερεύοντος δρόμου λέγεται επίσης συμμετρικό και ασταθές. Και πάλι, η διεύθυνση λυγισμού δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων, αλλά πλέον το μέγεθος των μετατοπίσεων μετά το λυγισμό εξαρτάται από την τιμή του επιβαλλόμενου φορτίου.


    Το φορτίο που αντιστοιχεί στο σημείο διακλάδωσης υπολογίζεται από την τομή του κύριου με το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας:
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    γ) Ατελής φορέας – γραμμική θεωρία λυγισμού


    Θεωρείται στη συνέχεια ότι η αρχική θέση του φορέα, για την οποία το ελατήριο μετάθεσης της κορυφής είναι απαραμόρφωτο, δεν είναι η κατακόρυφη, αλλά μία παραπλήσια που σχηματίζει γωνία ε με την κατακόρυφη (Σχήμα 3.11). Αυτή είναι μια πιθανή αρχική ατέλεια. Πλέον, σε παραμορφωμένη κατάσταση του συστήματος που περιγράφεται μέσω της γωνίας θ της ράβδου ως προς την κατακόρυφο, το ελατήριο ενεργοποιείται από παραμόρφωσή του (Lsinθ–Lsinε), οπότε από την εξίσωση ισορροπίας ροπών ως προς τη βάση της ράβδου έχουμε:
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    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (3.15), προκύπτει:
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    Σχήμα 3.11 Παράδειγμα 2 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στο κάτω άκρο και ελαστική στήριξη στο άνω, υπό κατακόρυφο φορτίο, με αρχική ατέλεια


    Παρατηρείται ότι προέκυψε και σε αυτό το παράδειγμα ένας μόνον, ενιαίος δρόμος ισορροπίας, που περιγράφεται από την εξίσωση (3.16), δηλαδή επιβεβαιώνεται ότι με την παρουσία της ατέλειας χάνονται οι έννοιες του κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, επομένως και του σημείου διακλάδωσής τους, και του κρίσιμου φορτίου. Στο Σχήμα 3.12 φαίνεται αυτός ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας, ο οποίος τείνει ασυμπτωτικά στον (οριζόντιο) δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είχε προκύψει από τη γραμμική ανάλυση για τον τέλειο φορέα. Η έννοια του λυγισμού εκφράζεται και εδώ όχι μέσω αιφνίδιας απώλειας της κατακορυφότητας, αλλά μέσω μιας σημαντικής μείωσης της δυσκαμψίας του φορέα, καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο πλησιάζει το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του αντίστοιχου τέλειου φορέα. Σε αυτή την περίπτωση, η αρχική ατέλεια καθορίζει και τη διεύθυνση λυγισμού. Θετικές γωνίες ε θα οδηγήσουν τη συμπεριφορά του φορέα σε θετικές γωνίες θ (περίπτωση που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.12), και αντίστοιχα αρνητικές αρχικές ατέλειες ε συνεπάγονται αρνητικές παραμορφώσεις θ του φορτιζόμενου φορέα.
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    Σχήμα 3.12 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    δ) Ατελής φορέας – μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Από την ακριβή εξίσωση (3.15), χωρίς γραμμικοποίηση, προκύπτει:
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    Η εξίσωση (3.17) δίνει το δρόμο ισορροπίας του ατελούς συστήματος για μη γραμμική ανάλυση, ο οποίος απεικονίζεται γραφικά στο Σχήμα 3.13. Ο δρόμος ισορροπίας είναι ενιαίος, δηλαδή οι ατέλειες καταργούν τη διάκριση κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας και το σημείο διακλάδωσης, στο οποίο αυτοί συναντώνται και όπου συμβαίνει λυγισμός. Αντί αυτού ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του ατελούς φορέα εμφανίζει πολύ σημαντική μείωση της δυσκαμψίας, και επομένως μεγάλη αύξηση μετατοπίσεων, για φορτία κοντά στο κρίσιμο φορτίο λυγισμού του τέλειου φορέα. Για περαιτέρω αύξηση του φορτίου η δυσκαμψία τελικά μηδενίζεται και ο δρόμος ισορροπίας παρουσιάζει ένα μέγιστο, που είναι γνωστό ως οριακό σημείο. Το φορτίο που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο είναι πλέον το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του ατελούς συστήματος, και εκφράζει την αντοχή του, δηλαδή το μέγιστο φορτίο που μπορεί αυτό να παραλάβει. Πέραν αυτού ο δρόμος ισορροπίας γίνεται καθοδικός και συγκλίνει ασυμπτωτικά προς τον αντίστοιχο δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που έχει προκύψει από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού του τέλειου φορέα. Ο φορέας πλέον, πέραν του οριακού σημείου, χαρακτηρίζεται από αστάθεια, αφού ο δρόμος ισορροπίας είναι συνεχώς καθοδικός.
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    Σχήμα 3.13 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    Και σε αυτή την περίπτωση, η αρχική ατέλεια θα καθορίσει και τη διεύθυνση λυγισμού. Θετικές γωνίες ε θα οδηγήσουν τη συμπεριφορά του φορέα σε θετικές γωνίες θ (περίπτωση που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.6), και αντίστοιχα αρνητικές αρχικές ατέλειες ε θα έχουν ως συνέπεια αρνητικές παραμορφώσεις θ του φορτιζόμενου φορέα.


    Από άποψη σχεδιασμού, ιδιαίτερη σημασία έχει το γεγονός της μείωσης της φέρουσας ικανότητας του συστήματος λόγω της παρουσίας ατελειών. Η μείωση αυτή εκφράζεται ποσοτικά από τη σύγκριση των κρίσιμων φορτίων λυγισμού τέλειου και ατελούς συστήματος, και εξαρτάται από το μέγεθος της ατέλειας. Το κρίσιμο φορτίο Pορ του ατελούς συστήματος μπορεί να υπολογιστεί από την εξίσωση (3.17), με υπολογισμό και έπειτα μηδενισμό της μερικής παραγώγου ∂P/∂θ.
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          (3.18)
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          (3.19)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας την εξίσωση (3.19) στην (3.17) προκύπτει η τιμή του οριακού φορτίου Pορ συναρτήσει του μεγέθους ε της ατέλειας:
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          (3.20)
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          (3.21)

        
      

    


    Από την εξίσωση (3.21), προκύπτει το διάγραμμα του Σχήματος 3.14 που καταγράφει την επίδραση του μεγέθους της αρχικής ατέλειας στο οριακό φορτίο του ατελούς φορέα. Παρατηρείται ότι η επιρροή της αρχικής ατέλειας στη φέρουσα ικανότητα του συστήματος είναι σημαντική. Για αρχική ατέλεια ίση προς 1ο έχει ήδη απωλεσθεί το 10% της φέρουσας ικανότητας. Για αρχική ατέλεια ίση προς 5ο η φέρουσα ικανότητα έχει μειωθεί στο 72% της αρχικής της τιμής και για 10ο στο 58%.
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    Σχήμα 3.14 Τιμή οριακού φορτίου ατελούς συστήματος παραδείγματος 2 σε σχέση με το μέγεθος της αρχικής ατέλειας


    Στο Σχήμα 3.15 συγκρίνονται οι δρόμοι ισορροπίας που έχουν προκύψει από όλες τις αναλύσεις που προηγήθηκαν. Παρατηρείται ότι τα αποτελέσματα όλων των αναλύσεων είναι πολύ κοντά μεταξύ τους για φορτία μέχρι περίπου 40% του κρίσιμου φορτίου. Αυτό συμβαίνει, διότι οι αντίστοιχες μετατοπίσεις για αυτό το εύρος φορτίου είναι μικρές, επομένως το σφάλμα που εισάγεται από τη γραμμικοποίηση των εξισώσεων μπορεί να αμεληθεί, και επιπλέον διότι η επίδραση των ατελειών δεν είναι σημαντική μέχρι κάποια τιμή του φορτίου, και γίνεται έντονη για φορτία κοντά στο κρίσιμο φορτίο λυγισμού.
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    Σχήμα 3.15 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από γραμμική και μη γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    Η γραμμική ανάλυση είναι κατά της ασφάλειας σε τέτοιες περιπτώσεις φορέων, που δε διαθέτουν μεταλυγισμική αντοχή, και είναι απαραίτητη η εκτέλεση μη γραμμικής ανάλυσης, και μάλιστα λαμβάνοντας υπόψη την πιθανή παρουσία ατελειών, για τον ασφαλή προσδιορισμό της φέρουσας ικανότητας. Βεβαίως, η σημαντική εξάρτηση της φέρουσας ικανότητας από το μέγεθος της ατέλειας, όπως καταδεικνύεται και από το διάγραμμα του Σχήματος 3.14, καθιστά κρίσιμη την επιλογή του μεγέθους ατέλειας που θα χρησιμοποιηθεί στην ανάλυση. Επιπλέον, σε συνθετότερους φορείς με περισσότερους βαθμούς ελευθερίας που συμπεριφέρονται με παρόμοιο τρόπο, καθοριστικής σημασίας είναι και η επιλογή του σχήματος της ατέλειας, που στο συγκεκριμένο παράδειγμα ήταν μονοσήμαντη, αφού ο φορέας έχει ένα μόνο βαθμό ελευθερίας. Για τα θέματα αυτά επιλογής του σχήματος και του μεγέθους των αρχικών ατελειών με στόχο τον ασφαλή σχεδιασμό του εξεταζόμενου φορέα, θα γίνει εκτενής αναφορά σε επόμενα κεφάλαια.


    3.3.3 Αστάθεια μέσω ασύμμετρου σημείου διακλάδωσης


    Έστω η ράβδος που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.16 με μαύρη γραμμή, μήκους L, η οποία είναι επαρκώς δύσκαμπτη, ώστε να θεωρείται εντελώς απαραμόρφωτη. Στη βάση της η ράβδος εδράζεται αρθρωτά ενώ η μετακίνηση της κορυφής της δεσμεύεται μέσω κεκλιμένου ελατηρίου μετάθεσης με σταθερά k. Το σύστημα φορτίζεται με ένα εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P, που ασκείται στην κορυφή και παραμένει κατακόρυφο ακόμη και αν η ράβδος στραφεί. Το σύστημα έχει ένα βαθμό ελευθερίας κίνησης, αφού επαρκεί μία μεταβλητή για να περιγράψει την παραμορφωμένη κατάσταση, που φαίνεται στο Σχήμα 3.16 με μπλε γραμμή. Ως τέτοια μεταβλητή χρησιμοποιείται η στροφή θ της ράβδου ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 3.16 Παράδειγμα 3 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στη βάση και κεκλιμένη ελαστική στήριξη στην κορυφή


    Με εξίσωση ροπών ως προς τη βάση της ράβδου, προκύπτει:
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          (3.22)

        
      

    


    Το δεξιά μέλος της εξίσωσης (3.22) είναι η δύναμη που αναπτύσσεται στο ελατήριο, και προκύπτει πολλαπλασιάζοντας τη σταθερά k του ελατηρίου με την επιμήκυνσή του, επί το μοχλοβραχίονα αυτής της δύναμης από τη βάση της ράβδου, δηλαδή την απόσταση της βάσης από τον άξονα του ελατηρίου στην παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα.


    Η εξίσωση (3.22) με κατάλληλη μαθηματική επεξεργασία γίνεται:
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          (3.24)
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          (3.25)

        
      

    


    α) Γραμμική θεωρία λυγισμού


    Η εξίσωση (3.25) μπορεί να γραμμικοποιηθεί αναπτύσσοντας την έκφραση του δεξιού μέλους κατά Taylor και αμελώντας όλους τους όρους ανώτερης τάξης από τη γραμμική, δηλαδή:
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          (3.26)

        
      

    


    οπότε προκύπτει:
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          (3.27)

        
      

    


    και τελικά:
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          (3.28)

        
      

    


    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=kL/2, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ουσιαστικά δίνει την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού Pcr=kL/2.


    


    Στο Σχήμα 3.17 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται, όπως και στα προηγούμενα παραδείγματα, ότι δεν προέκυψε καμιά πληροφορία για τον τελευταίο, παρά μόνο η τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού, στο οποίο εμφανίζεται το σημείο διακλάδωσης μεταξύ κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Από το σχήμα προκύπτουν και πάλι όλα τα ίδια ποιοτικά συμπεράσματα που είχαν εξαχθεί από τις γραμμικές αναλύσεις λυγισμού των προηγούμενων παραδειγμάτων. Συγκεκριμένα, παρατηρείται ότι από αυτού του τύπου την ανάλυση δεν προκύπτει καμία πληροφορία ούτε για τη διεύθυνση λυγισμού, ούτε για το μέγεθος των μετατοπίσεων μετά το λυγισμό. Η έλλειψη όλων αυτών των πληροφοριών για το τι θα συμβεί μετά το λυγισμό παριστάνεται από την οριζόντια γραμμή που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.
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    Σχήμα 3.17 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    β) Μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Από την εξίσωση (3.25), χωρίς γραμμικοποίηση, προκύπτουν δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	[image: ], που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    


    Στο Σχήμα 3.18 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται και σε αυτό το παράδειγμα, ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ο ίδιος που προέκυψε και από γραμμική ανάλυση λυγισμού, δηλαδή ταυτίζεται με τον κατακόρυφο άξονα. Όμως, ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι ασύμμετρος ως προς τον κατακόρυφο άξονα. Έτσι, ο φορέας μπορεί να χαρακτηρίζεται είτε από ευστάθεια, είτε από αστάθεια, ανάλογα με το τμήμα του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας που τελικά θα ακολουθηθεί. Ποιο θα είναι αυτό καθορίζεται σε έναν πραγματικό φορέα από τη φορά της ατέλειας, όπως θα δειχθεί στη συνέχεια. Ένα τέτοιο σημείο διακλάδωσης λέγεται ασύμμετρο, όπως επίσης ως ασύμμετρος χαρακτηρίζεται και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας. Το φορτίο που αντιστοιχεί στο σημείο διακλάδωσης υπολογίζεται από την τομή του κύριου με τον δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας:
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          (3.29)
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    Σχήμα 3.18 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Με χρήση του κανόνα L’ Hospital προκύπτει:
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          (3.30)
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          (3.31)

        
      

    


    Δηλαδή προκύπτει, όπως ήταν αναμενόμενο, η ίδια τιμή για το κρίσιμο φορτίο λυγισμού, όπως από τη γραμμική ανάλυση.


    γ) Ατελής φορέας – γραμμική θεωρία λυγισμού


    Θεωρείται στη συνέχεια ότι η αρχική θέση του φορέα, για την οποία το ελατήριο μετάθεσης της κορυφής είναι απαραμόρφωτο, δεν είναι η κατακόρυφη, αλλά μία παραπλήσια που σχηματίζει γωνία ε με την κατακόρυφη (Σχήμα 3.19). Με εξίσωση ροπών ως προς τη βάση της ράβδου και ανάλογη μαθηματική επεξεργασία όπως για την περίπτωση του τέλειου συστήματος, σε αντιστοιχία με την εξίσωση (3.24), προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση (3.32).
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          (3.32)

        
      

    


    η οποία απλοποιείται στην:
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          (3.33)
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          (3.34)
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    Σχήμα 3.19 Παράδειγμα 3 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στη βάση και κεκλιμένη ελαστική στήριξη στην κορυφή, με αρχική ατέλεια


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (3.34) προκύπτει:
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          (3.35)

        
      

    


    και αμελώντας τον όρο εθ:
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          (3.36)

        
      

    


    που είναι η εξίσωση του ενιαίου δρόμου ισορροπίας με γραμμική θεωρία. Ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του ατελούς γραμμικού συστήματος φαίνεται γραφικά στο Σχήμα 3.20, για θετική και αρνητική τιμή της αρχικής ατέλειας ε. Παρατηρείται ότι η γραμμική ανάλυση αδυνατεί να περιγράψει την εξάρτηση της ευσταθούς ή ασταθούς μεταλυγισμικής συμπεριφοράς του συστήματος από το πρόσημο της γωνίας ε, δηλαδή από τη φορά της αρχικής ατέλειας.
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    Σχήμα 3.20 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από γραμμική ανάλυση λυγισμού, με ατέλεια


    δ) Ατελής φορέας – μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Από την εξίσωση (3.33), χωρίς γραμμικοποίηση, προκύπτει:
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          (3.37)

        
      

    


    Η εξίσωση (3.37) δίνει τον ενιαίο δρόμο ισορροπίας του ατελούς συστήματος για μη γραμμική ανάλυση. Ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του ατελούς μη γραμμικού συστήματος απεικονίζεται γραφικά στο Σχήμα 3.21, για θετική και αρνητική τιμή της αρχικής ατέλειας ε. Παρατηρείται ότι το ποιος κλάδος θα ακολουθηθεί και κατά πόσον θα είναι ευσταθής ή ασταθής, εξαρτάται από τη φορά της αρχικής ατέλειας. Σε κάθε περίπτωση, ο δρόμος του ατελούς συστήματος προσεγγίζει ασυμπτωτικά τον αντίστοιχο δρόμο του τέλειου συστήματος, όπως αυτός έχει προκύψει από μη γραμμική ανάλυση. Η θέση και η τιμή του οριακού φορτίου του ασταθούς κλάδου του δρόμου ισορροπίας μπορεί να βρεθεί με υπολογισμό και έπειτα μηδενισμό της μερικής παραγώγου ∂P/∂θ της σχέσης (3.37).
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    Σχήμα 3.21 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού, με ατέλεια


    Ιδιαίτερο ενδιαφέρον από άποψη σχεδιασμού έχει το γεγονός της τεράστιας διαφοράς της φέρουσας ικανότητας του συστήματος, ανάλογα με τη φορά της αρχικής ατέλειας. Σε περίπτωση θετικής ατέλειας η φέρουσα ικανότητα προσδιορίζεται από την τιμή του οριακού φορτίου, και είναι μικρότερη από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του αντίστοιχου τέλειου φορέα, ενδεχομένως μάλιστα και έντονα μικρότερη, ανάλογα με το μέγεθος της ατέλειας, με ανάλογη συμπεριφορά, όπως αυτή που απεικονίζεται στο διάγραμμα του Σχήματος 3.14 που καταγράφει την επίδραση του μεγέθους της αρχικής ατέλειας στο οριακό φορτίου του ατελούς φορέα του παραδείγματος 2. Αντίθετα, σε περίπτωση αρνητικής ατέλειας ο φορέας διαθέτει μεταλυσμική αντοχή, και η φέρουσα ικανότητά του είναι μεγαλύτερη από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του αντίστοιχου τέλειου φορέα, περιοριζόμενη μόνον από την αντοχή του υλικού.


    Στο Σχήμα 3.22 συγκρίνονται όλοι οι παραπάνω δρόμοι ισορροπίας. Σε τέτοιου είδους φορείς, οι οποίοι χαρακτηρίζονται από ασύμμετρα σημεία διακλάδωσης και δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας, είναι σαφής η ανάγκη εκτέλεσης μη γραμμικής ανάλυσης με ατέλειες για την αξιόπιστη πρόβλεψη της φέρουσας ικανότητας. Αν και η συμπεριφορά αυτή θα μπορούσε να αποτελεί πειρασμό εισαγωγής στο φορέα μιας αρχικής ηθελημένης ατέλειας κατάλληλης φοράς, η οποία θα οδηγεί προς τον ανοδικό κλάδο του δρόμου ισορροπίας του συστήματος, επιβάλλοντάς του ευσταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά, από πρακτική άποψη κάτι τέτοιο δεν κρίνεται σκόπιμο, δεδομένου ότι μεγάλου μεγέθους τέτοια ατέλεια θα αλλοίωνε τη λειτουργία και αισθητική του φορέα, ενώ αν η ατέλεια ήταν επαρκώς μικρή ώστε να μη δημιουργεί τέτοια προβλήματα, η αβεβαιότητα της συμπεριφοράς θα παρέμενε.
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    Σχήμα 3.22 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από γραμμική και μη γραμμική ανάλυση λυγισμού, με και χωρίς ατέλεια


    3.3.4 Αστάθεια μέσω οριακού σημείου


    Παράδειγμα 4


    Η τριγωνική αψίδα του Σχήματος 3.23 αποτελείται από δύο απαραμόρφωτες ράβδους, AB και ΒC, συνδεόμενες αρθρωτά μεταξύ τους. Ο κόμβος Α είναι αρθρωμένος στο έδαφος, ενώ η κατακόρυφη μετακίνηση του κόμβου C θεωρείται πλήρως δεσμευμένη και η οριζόντια ελαστικώς δεσμευμένη, από οριζόντιο ελατήριο μετάθεσης με σταθερά k. Στον ενδιάμεσο κόμβο Β ασκείται φορτίο P, το οποίο παραμένει συνεχώς κατακόρυφο καθώς εξελίσσεται η παραμόρφωση του συστήματος. Παρατηρώντας την παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, που απεικονίζεται με μπλε γραμμή στο Σχήμα 3.23, προκύπτει ότι η οριζόντια απόσταση μεταξύ των σημείων Α και C' είναι 2Lcos(α–θ), ενώ η αρχική οριζόντια απόσταση μεταξύ των σημείων Α και C ήταν 2Lcosα. Επίσης, η κατακόρυφη απόσταση των σημείων Β' και C' είναι 2Lsin(α–θ). Λόγω της συμμετρίας του φορέα, οι κατακόρυφες αντιδράσεις στις στηρίξεις προκύπτουν ίσες με P/2, ενώ οι οριζόντιες αντιδράσεις H θα είναι ανάλογες της βράχυνσης του ελατηρίου, δηλαδή H=k[2Lcos(α–θ)–2Lcosα].


    [image: ]


    Σχήμα 3.23 Παράδειγμα 4 - Τριγωνική αψίδα με οριζόντιο ελατήριο μετάθεσης


    Με εξίσωση ισορροπίας ροπών του δεξιού σκέλους Β'C' της αψίδας ως προς το σημείο Β', προκύπτει:
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    Για να είναι cos(α–θ)=0, θα έπρεπε να είναι (α–θ)=(2n–1)π/2, δηλαδή για n=1 θα ήταν α–θ=π/2. Παρατηρώντας το Σχήμα 3.23, συμπεραίνουμε ότι αυτό δεν είναι δυνατόν. Επομένως cos(α–θ)≠0, οπότε από την εξίσωση (3.40), προκύπτει:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (3.41)

        
      

    


    που είναι ο δρόμος ισορροπίας για μη γραμμική ανάλυση του φορέα, και ο οποίος απεικονίζεται στο Σχήμα 3.24, για διάφορες τιμές της γωνίας α. Τόσο από την εξίσωση (3.41), όσο και από τη γραφική παράσταση του δρόμου ισορροπίας, προκύπτουν διάφορα ενδιαφέροντα συμπεράσματα για τις ποιοτικές διαφορές της συμπεριφοράς αυτού του στατικού συστήματος από εκείνες των προηγούμενων παραδειγμάτων.
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    Σχήμα 3.24 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 4 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού για διάφορες τιμές της γωνίας α


    Η κυριότερη διαφορά είναι ότι η συμπεριφορά είναι εξαρχής μη γραμμική, ακόμη και για μικρές τιμές του επιβαλλόμενου εξωτερικού φορτίου, και μάλιστα με δυσκαμψία που συνεχώς απομειώνεται, και τελικά οδηγεί σε οριακό σημείο. Η συμπεριφορά αυτή είναι χαρακτηριστική φορέων με τέτοια γεωμετρία και φόρτιση, ώστε να αναπτύσσεται μακροσκοπικά καμπτική ένταση, δηλαδή με διεύθυνση φόρτισης εγκάρσια, ή με σημαντική εγκάρσια συνιστώσα, σε σχέση με την αξονική διεύθυνση του φορέα. Αντίθετα, στα προηγούμενα παραδείγματα το εξωτερικό φορτίο ήταν κατά τη διεύθυνση της κύριας φορτιζόμενης ράβδου, η οποία επομένως ανέπτυσσε αξονική ένταση, οπότε οι αναπτυσσόμενες παραμορφώσεις για φορτίο μικρότερο του φορτίου λυγισμού ήταν μηδενικές, λόγω της παραδοχής απαραμόρφωτης ράβδου. Αυτό εκφραζόταν μέσω του κύριου δρόμου ισορροπίας, ο οποίος μάλιστα ήταν κατακόρυφος. Η παρουσία ατέλειας στα προηγούμενα παραδείγματα εισήγαγε και μικρή εγκάρσια συνιστώσα του φορτίου, επομένως και μικρή καμπτική ένταση, ακόμη και για χαμηλές τιμές του φορτίου, και καταργούσε την ύπαρξη ξεχωριστού κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, αντικαθιστώντας τους με έναν ενιαίο δρόμο ισορροπίας. Αυτού του τύπου, αλλά με εντονότερη τη μη γραμμικότητα, λόγω μεγαλύτερης συμμετοχής της εγκάρσιας συνιστώσας στο σύνολο του φορτίου, είναι η συμπεριφορά που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.24.


    Τα ανοδικά τμήματα αυτού του δρόμου ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια, ενώ το καθοδικό από αστάθεια. Έχει ήδη αναφερθεί η σημασία που έχει για την πραγματική συμπεριφορά φορέων αυτού του τύπου το κατά πόσον επιβάλλονται φορτία και μετρώνται μετατοπίσεις, ή το αντίθετο. Οι δρόμοι πάντως που απεικονίζονται με συνεχή γραμμή στο Σχήμα 3.24 είναι οι μαθηματικές λύσεις της εξίσωσης (3.41), και αντιστοιχούν στην περίπτωση που επιβάλλονται μετατοπίσεις και μετρώνται φορτία. Εάν συμβαίνει το αντίθετο, δηλαδή επιβάλλονται φορτία και μετρώνται μετατοπίσεις, η συμπεριφορά του φορέα θα χαρακτηρίζεται από ακαριαίο λυγισμό, όπως παριστάνεται με διακεκομμένες γραμμές στο Σχήμα 3.24.


    Ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε αυτή την περίπτωση, όπου και για μικρές τιμές του φορτίου η συμπεριφορά είναι έντονα μη γραμμική, έχει η διερεύνηση του σφάλματος που εισάγεται από τη γραμμικοποίηση του προβλήματος. Για το σκοπό αυτό υπολογίζονται, με κατάλληλο λογισμικό συμβολικής επεξεργασίας, τα αναπτύγματα κατά Taylor της σχέσεως (3.41) ως προς τη γωνία θ. Για τα αναπτύγματα πρώτης και δεύτερης τάξης προκύπτουν αντίστοιχα οι σχέσεις:
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    Οι αντίστοιχες σχέσεις των αναπτυγμάτων Taylor μεγαλύτερης τάξης παραλείπονται χάριν συντομίας. Πάντως, οι δρόμοι ισορροπίας των πέντε πρώτων αναπτυγμάτων φαίνονται στο Σχήμα 3.25, μαζί με την ακριβή λύση από την εξίσωση (3.41). Παρατηρείται ότι η γραμμική ανάλυση (ανάπτυγμα 1ης τάξης) οδηγεί σε ευθύγραμμο δρόμο ισορροπίας, ο οποίος εφάπτεται στην καμπύλη της ακριβούς λύσης στην αρχή των αξόνων. Αυτό εκφράζει το γεγονός ότι η γραμμική ανάλυση κάνει χρήση της αρχικής δυσκαμψίας του φορέα, που αντιστοιχεί στην απαραμόρφωτη γεωμετρία του και παριστάνεται από την αρχική κλίση του ακριβούς δρόμου ισορροπίας, και δεν αναπροσαρμόζει τη δυσκαμψία καθώς η γεωμετρία μεταβάλλεται λόγω παραμόρφωσης. Για μεγαλύτερες τιμές της γωνίας θ, η γραμμική ανάλυση οδηγεί σε απόκριση, από πλευράς μετατοπίσεων, πολύ μικρότερη από την ακριβή, αφού υπερεκτιμά τη δυσκαμψία. Επιπλέον, η γραμμική ανάλυση αδυνατεί να ανιχνεύσει το οριακό σημείο, και επομένως οδηγεί σε τιμές φέρουσας ικανότητας πολύ μεγαλύτερες από αυτές που πραγματικά έχει το σύστημα. Αυτό υπογραμμίζει το γεγονός ότι σε τέτοιου είδους φορείς η γραμμική ανάλυση δίνει λανθασμένα αποτελέσματα και μάλιστα κατά της ασφάλειας.
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    Σχήμα 3.25 Ακριβής (από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού) και προσεγγιστικοί (με αναπτύγματα Taylor) δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 4, για γωνία α=15ο


    Από τις καμπύλες που προκύπτουν από τα αναπτύγματα μεγαλύτερης τάξης, παρατηρείται ότι με όρους 2ης τάξης προσεγγίζεται σχετικά ικανοποιητικά το οριακό σημείο, αλλά στη συνέχεια το σφάλμα είναι και πάλι πολύ μεγάλο. Με όρους 3ης ή μεγαλύτερης τάξης, το οριακό σημείο, που παρουσιάζει μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον σε τέτοιου τύπου φορείς, προσεγγίζεται με πολύ μεγάλη ακρίβεια. Μετά από αυτό, προκύπτουν και πάλι σφάλματα, αλλά οι δρόμοι ισορροπίας πλησιάζουν αυτόν της ακριβούς λύσης. Μάλιστα, ο δρόμος ισορροπίας με όρους 5ης τάξης βρίσκεται πολύ κοντά στην ακριβή λύση.


    Στη συνέχεια, μελετάται η επιρροή αρχικών ατελειών. Δεν χρειάζεται να εξαχθεί νέα εξίσωση δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος, όπως στα προηγούμενα παραδείγματα, αλλά αρκεί να χρησιμοποιηθεί μία ελαφρώς διαφορετική γωνία (α+ε) στην εξίσωση (3.41). Με χρήση αρχικής ατέλειας ε=0.01rad προκύπτουν οι δρόμοι ισορροπίας του Σχήματος 3.26. Παρατηρείται ότι οι δρόμοι ισορροπίας βρίσκονται αρκετά κοντά μεταξύ τους, ενώ προκύπτει λίγο μικρότερο οριακό φορτίο για την πιο ρηχή αψίδα. Σε καμία περίπτωση, όμως, δεν αλλάζει η συμπεριφορά του συστήματος, όπως γινόταν σε προηγούμενα παραδείγματα, όπου ένα σημείο διακλάδωσης μετατρεπόταν σε οριακό σημείο, με την εισαγωγή αρχικής ατέλειας. Αυτό είναι ένα γενικό συμπέρασμα για φορείς που εκδηλώνουν έντονη μη γραμμικότητα και για μικρές τιμές των επιβαλλόμενων εξωτερικών φορτίων: η παρουσία αρχικών ατελειών δεν αλλοιώνει τη φύση της συμπεριφοράς, ούτε επηρεάζει σημαντικά τη φέρουσα ικανότητα του συστήματος. Το προτεινόμενο επομένως είδος ανάλυσης είναι μη γραμμική, χωρίς απαραιτήτως να λαμβάνονται υπόψη αρχικές ατέλειες.
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    Σχήμα 3.26 Επιρροή αρχικής ατέλειας στη συμπεριφορά του συστήματος του παραδείγματος 4


    Ένα άλλο ενδιαφέρον συμπέρασμα από το Σχήμα 3.24 είναι ότι όσο πιο ρηχή είναι η αψίδα, δηλαδή όσο μικρότερη είναι η γωνία α, τόσο μικρότερο προκύπτει το οριακό φορτίο, άρα και η φέρουσα ικανότητα του συστήματος, και μάλιστα ο ρυθμός απομείωσης της φέρουσας ικανότητας ως συνάρτηση της γωνίας κλίσης των ράβδων της αψίδας είναι πολύ έντονος. Λαμβάνοντας υπόψη ότι η παρούσα ανάλυση αμελεί τις άλλες δύο πιθανές μορφές αστοχίας φορέων αυτού του τύπου, δηλαδή την αστοχία του υλικού και το λυγισμό τύπου Euler μεμονωμένων ράβδων, υπενθυμίζουμε ότι σε φορείς αυτής της μορφής η μικρή τιμή του λόγου ύψους προς άνοιγμα, δηλαδή η «ρηχή» γεωμετρική διαμόρφωση, ευνοεί την έντονη μη γραμμικότητα και αυξάνει την πιθανότητα αστοχίας μέσω ακαριαίου λυγισμού, έναντι των άλλων πιθανών μορφών αστοχίας. Για να ποσοτικοποιηθεί αυτό το συμπέρασμα, θα γίνει μελέτη της εξάρτησης του οριακού φορτίου, που το συμβολίζουμε με Pορ, από τη γωνία α. Η πρώτη παράγωγος του φορτίου P, από την εξίσωση (3.41), ως προς θ είναι:
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    Με μηδενισμό της πρώτης παραγώγου της σχέσης (3.44), προκύπτουν οι θέσεις των δύο τοπικών ακροτάτων, δηλαδή της μέγιστης και της ελάχιστης τιμής του φορτίου P, που αντιστοιχούν στα οριακά σημεία του δρόμου ισορροπίας (Σχήμα 3.27):
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    Σχήμα 3.27 Οριακά σημεία του δρόμου ισορροπίας του συστήματος του παραδείγματος 4
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    Με αντικατάσταση της σχέσης (3.52) στην (3.41) προκύπτουν οι αντίστοιχες τιμές του φορτίου στα δύο οριακά σημεία:
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    Αφού cos(–θ)=cosθ και tan(–θ)=tanθ, προκύπτει τελικά:
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    Η σχέση (3.55), που δίνει το θετικό οριακό φορτίο, παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήμα 3.28. Από το Σχήμα αυτό επιβεβαιώνεται και ποσοτικά ότι όσο πιο ρηχή είναι η αψίδα, τόσο μικρότερο προκύπτει το οριακό φορτίο. Βέβαια, οι τιμές των γωνιών που καταγράφονται στον οριζόντιο άξονα έχουν πολύ μεγάλο εύρος και οι μεγαλύτερες από αυτές δεν έχουν πρακτική σημασία, αλλά παρουσιάζονται για να τονιστεί η διαφορά.
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    Σχήμα 3.28 Επιρροή της γωνίας α στην τιμή του οριακού φορτίου του παραδείγματος 4


    Παράδειγμα 5


    Η τριγωνική αψίδα του Σχήματος 3.29 αποτελείται από δύο απαραμόρφωτες ράβδους, AB και ΒC, συνδεόμενες αρθρωτά μεταξύ τους. Ο κόμβος Α είναι αρθρωμένος στο έδαφος, ενώ η κατακόρυφη μετακίνηση του κόμβου C θεωρείται πλήρως δεσμευμένη και η οριζόντια ελαστικώς δεσμευμένη, από τον ελκυστήρα AC με αξονική δυσκαμψία ΕΑ. Επίσης, η σχετική στροφή των ράβδων AB και BC περιορίζεται από στροφικό ελατήριο σταθεράς c. Στον ενδιάμεσο κόμβο Β ασκείται φορτίο P, το οποίο παραμένει συνεχώς κατακόρυφο.
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    Σχήμα 3.29 Παράδειγμα 5 - Τριγωνική αψίδα με στροφικό ελατήριο και ελκυστήρα


    Παρατηρώντας την παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, που απεικονίζεται με μπλε γραμμή στο Σχήμα 3.29, προκύπτει ότι η οριζόντια απόσταση μεταξύ των σημείων Α και C' είναι 2Lcos(α–θ), ενώ η αρχική οριζόντια απόσταση μεταξύ των σημείων Α και C ήταν 2Lcosα. Επίσης, η κατακόρυφη απόσταση των σημείων Β' και C' είναι Lsin(α–θ). Λόγω της συμμετρίας του φορέα, οι κατακόρυφες αντιδράσεις στις στηρίξεις προκύπτουν ίσες με P/2, ενώ από ισορροπία οριζοντίων δυνάμεων προκύπτει ότι στη στήριξη Α δεν υπάρχει οριζόντια αντίδραση. Ο ελκυστήρας ΑC ισοδυναμεί με ελατήριο σταθεράς:
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    και εντείνεται με δύναμη H που εξαρτάται από την επιμήκυνσή του:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (3.58)

        
      

    


    Με εξίσωση ροπών του μέλους Β'C' ως προς το σημείο Β', προκύπτει:
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    Παρατηρώντας το Σχήμα 3.29, συμπεραίνεται ότι cos(α–θ)≠0, αφού δεν μπορεί παρά να είναι –π/2<α–θ<π/2. Επομένως:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (3.62)

        
      

    


    Η εξίσωση (3.62) δίνει το δρόμο ισορροπίας για μη γραμμική ανάλυση του φορέα. Στο Σχήμα 3.30 φαίνονται οι δρόμοι ισορροπίας του συστήματος για γωνία α=15ο και για διάφορες τιμές του λόγου c/kL2. Η μπλε γραμμή, που αντιστοιχεί σε λόγο c/kL2=0, δηλαδή περιγράφει την περίπτωση που υπάρχει μόνον ελκυστήρας και όχι στροφικό ελατήριο, οδηγεί στον ίδιο δρόμο ισορροπίας με αυτόν του παραδείγματος 4.
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    Σχήμα 3.30 Δρόμοι ισορροπίας της τριγωνικής αψίδας του παραδείγματος 5 για α=15ο και για διάφορες τιμές του λόγου c/kL2


    Από το Σχήμα 3.30 συμπεραίνεται ότι η συμπεριφορά είναι εξαρχής μη γραμμική, ακόμη και για μικρές τιμές του επιβαλλόμενου εξωτερικού φορτίου, και μάλιστα με δυσκαμψία που συνεχώς απομειώνεται, και τελικά οδηγεί σε οριακό σημείο. Τα ανοδικά τμήματα των δρόμων ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια, ενώ τα καθοδικά από αστάθεια. Οι δρόμοι που απεικονίζονται με συνεχή γραμμή στο Σχήμα 3.30 είναι οι μαθηματικές λύσεις της εξίσωσης (3.62), και αντιστοιχούν στην περίπτωση που επιβάλλονται μετατοπίσεις και μετρώνται φορτία. Εάν συμβαίνει το αντίθετο, δηλαδή επιβάλλονται φορτία και μετρώνται μετατοπίσεις, η συμπεριφορά του φορέα θα χαρακτηρίζεται από ακαριαίο λυγισμό, όπως παριστάνεται με διακεκομμένες γραμμές στο Σχήμα 3.30.


    Παρατηρείται επίσης, ότι όσο μεγαλύτερος γίνεται ο λόγος c/kL2, τόσο πιο δύσκαμπτη, αλλά και πιο ευσταθής προκύπτει η συμπεριφορά της αψίδας. Συγκεκριμένα, για ισχυρότερα στροφικά ελατήρια, η αρχική κλίση του δρόμου ισορροπίας είναι εντονότερη, αφού πλέον στην παραμόρφωση του συστήματος προβάλλεται συνεχώς μεγαλύτερη αντίσταση. Αυτή η συμπεριφορά οδηγεί και σε αύξηση της τιμής του οριακού φορτίου. Επιπλέον όμως, η αύξηση της δυσκαμψίας του στροφικού ελατηρίου συνεπάγεται και μείωση της κλίσης, αλλά και του μήκους του καθοδικού, ασταθούς κλάδου του δρόμου ισορροπίας, και τελικά, από κάποια τιμή λόγου c/kL2 και άνω, δεν εμφανίζεται οριακό σημείο ούτε ακαριαίος λυγισμός, αλλά ένας ενιαίος μη γραμμικός ευσταθής δρόμος ισορροπίας, όπως συμβαίνει ήδη για την καμπύλη της περίπτωσης c/kL2=0.04 του Σχήματος 3.30.


    3.4 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό αναλύθηκαν πέντε απλά μονοβάθμια μη γραμμικά συστήματα με χρήση της μεθόδου ισορροπίας που είναι επίσης γνωστή και ως μέθοδος Euler. Κατά την εφαρμογή αυτής της μεθόδου, θεωρήθηκε η παραμορφωμένη κατάσταση κάθε στατικού συστήματος, στην οποία διατυπώθηκαν οι εξισώσεις ισορροπίας και συμβιβαστού παραμορφώσεων και ο καταστατικός νόμος υλικού. Στη συνέχεια έγινε μαθηματική επεξεργασία αυτών των εξισώσεων και προέκυψαν πληροφορίες για τη συμπεριφορά του συστήματος. Μέσω αυτών των παραδειγμάτων, επιβεβαιώθηκε στο κεφάλαιο αυτό η ταξινόμηση των τρόπων απώλειας ευστάθειας φορέων με γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά που είχε ήδη περιγραφεί στην Ενότητα 1.4, υποθέτοντας γραμμικά ελαστική συμπεριφορά του υλικού.


    Επιπλέον, έγινε διάκριση μεταξύ γραμμικής μελέτης λυγισμού, στην οποία ο φορέας θεωρείται στην παραμορφωμένη του κατάσταση, η οποία διαφέρει μεν από την απαραμόρφωτη, αλλά όχι πολύ, ώστε να επιτρέπεται να γίνεται στους υπολογισμούς παραδοχή μικρών μετατοπίσεων, και μη γραμμικής μελέτης λυγισμού, στην οποία ο φορέας θεωρείται και πάλι στην παραμορφωμένη του κατάσταση, η οποία όμως τώρα διαφέρει έντονα από την απαραμόρφωτη, ώστε να μην επιτρέπεται στους υπολογισμούς να επιβάλλονται περιορισμοί στο μέγεθος των μετατοπίσεων. Αποδείχθηκε, ότι με εφαρμογή γραμμικής θεωρίας λυγισμού, η οποία είναι υπολογιστικά αρκετά απλούστερη και συντομότερη, μπορούν να προκύψουν πληροφορίες μόνο για τον κύριο δρόμο ισορροπίας και το κρίσιμο φορτίο, ενώ με εφαρμογή μη γραμμικής θεωρίας μπορούν να προκύψουν πληροφορίες και για το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    Επίσης διαπιστώθηκε ότι οι πληροφορίες που λαμβάνονται για τον κύριο δρόμο ισορροπίας και το κρίσιμο φορτίο λυγισμού από γραμμική ανάλυση είναι περισσότερο ή λιγότερο ακριβείς και αξιόπιστες, αναλόγως με το μέγεθος των μετατοπίσεων του φορέα πριν από το λυγισμό. Με βάση αυτά καταγράφηκαν οι τύποι συμπεριφοράς, για τους οποίους το σφάλμα που εισάγεται από τις παραδοχές της γραμμικής ανάλυσης είναι κρίσιμο και επηρεάζει τα συμπεράσματα για τη φέρουσα ικανότητα του συστήματος, ώστε να είναι απαραίτητο κατά το σχεδιασμό να πραγματοποιείται μη γραμμική ανάλυση.


    Τέλος, μελετήθηκε η σημαντική επίπτωση στη συμπεριφορά συστημάτων με γεωμετρική μη γραμμικότητα, της ύπαρξης αρχικών ατελειών, και εντοπίστηκαν οι τύποι συμπεριφοράς, για τους οποίους η επίπτωση αυτή είναι εντονότερη και πρέπει να λαμβάνεται υπόψη κατά το σχεδιασμό. Δεδομένου ότι σε πραγματικούς φορείς η ύπαρξη αρχικών ατελειών είναι αναπόφευκτη, η ενδεχόμενη δυσμενής επιρροή τους στη φέρουσα ικανότητα πρέπει απαραιτήτως να λαμβάνεται υπόψη προκειμένου να διασφαλίζεται η ασφάλεια του φορέα.


    Τα παραπάνω παρουσιάζονται επιγραμματικά στον ακόλουθο Πίνακα 3.1, όπου συνδέεται η σημασία που έχει η παρουσία αρχικών ατελειών για τη συμπεριφορά του συστήματος, με τον τρόπο απώλειας της ευστάθειας, και στη συνέχεια προτείνεται το προσφορότερο είδος ανάλυσης για την αξιόπιστη, αλλά παράλληλα οικονομικότερη, από πλευράς υπολογιστικού κόστους, εκτίμηση της φέρουσας ικανότητας. Επισημαίνεται βεβαίως ότι αυτά φορούν την περίπτωση, όπου κρίσιμη για τη συμπεριφορά και τη φέρουσα ικανότητα του συστήματος είναι μόνον η γεωμετρική μη γραμμικότητα, ενώ η συμπεριφορά του υλικού παραμένει γραμμικά ελαστική. Η περίπτωση αυτή είναι μάλλον θεωρητική. Στην πραγματικότητα, η αστοχία είναι συνήθως αποτέλεσμα αλληλεπίδρασης των δύο τύπων μη γραμμικότητας, όπως θα δειχθεί στη συνέχεια.


    Πίνακας 3.1 Σημασία ατελειών και προτεινόμενο είδος στατικής ανάλυσης συστημάτων με γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά, ανάλογα με τον τρόπο λυγισμού
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4


    


    ΕΝΕΡΓΕΙΑΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΜΕΛΕΤΗΣ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ


    4.1 Εισαγωγή


    Η μέθοδος Euler, η οποία παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 3 και εφαρμόστηκε για την παρουσίαση προβλημάτων γεωμετρικά μη γραμμικής συμπεριφοράς, είναι σχετικά απλή στη σύλληψη και την εφαρμογή της, και παρέχει εποπτεία του τρόπου απόκρισης μιας κατασκευής, αλλά παρουσιάζει και κάποια σημαντικά μειονεκτήματα. Το κυριότερο από αυτά είναι ότι η μέθοδος Euler, εφαρμοζόμενη είτε σε τέλεια είτε σε ατελή συστήματα, παρέχει πληροφορίες για τις τιμές των κρίσιμων φορτίων καθώς και για τις θέσεις ισορροπίας, αλλά δεν διαθέτει συστηματικό τρόπο εκτίμησης της ευστάθειας ή αστάθειας αυτών των θέσεων. Αυτό μπορεί να γίνει είτε γραφικά είτε με μαθηματική επεξεργασία των συναρτήσεων των δρόμων ισορροπίας ως προς την αύξουσα ή φθίνουσα μορφή τους, αλλά και οι δύο αυτοί τρόποι είναι μεν σχετικά απλοί στην εφαρμογή τους για τα μονοβάθμια συστήματα του Κεφαλαίου 3, γίνονται όμως αρκετά σύνθετοι για πιο περίπλοκα στατικά συστήματα, και δεν παρέχουν δυνατότητες συστηματικής μαθηματικής τους διατύπωσης, ώστε να μπορούν να ενταχθούν σε κατάλληλα λογισμικά.


    Η ενεργειακή μέθοδος, η οποία παρουσιάζεται στο παρόν κεφάλαιο, παρέχει ενδεχομένως λιγότερη φυσική εποπτεία από τη μέθοδο Euler, όμως αντιμετωπίζει με επιτυχία τα μειονεκτήματα που αναφέρθηκαν. Η μέθοδος μπορεί να εφαρμόζεται μόνον σε συντηρητικά συστήματα, δηλαδή εκείνα στα οποία όλες οι δυνάμεις είναι συντηρητικές, δηλαδή απορρέουν από δυναμικό και παράγουν έργο που εξαρτάται μόνον από την αρχική και τελική θέση του σημείου εφαρμογής τους (στην απαραμόρφωτη και παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, αντίστοιχα), και όχι από τις ενδιάμεσες θέσεις. Αυτά όμως τα συστήματα περιλαμβάνουν τη μεγάλη πλειοψηφία των κατασκευών που απαντώνται στην πράξη, και επομένως αυτός ο περιορισμός δεν θεωρείται ότι περιορίζει σημαντικά την εφαρμοσιμότητα της μεθόδου. Επιπλέον, με την ενεργειακή μέθοδο μπορεί να ανευρεθούν οι θέσεις ισορροπίας ενός φορέα, και να αξιολογηθεί η ευστάθεια ή αστάθεια αυτών των θέσεων με συστηματικό τρόπο, που προσφέρεται για προγραμματισμό. Για το λόγο αυτό η ενεργειακή μέθοδος αποτελεί το θεωρητικό υπόβαθρο των περισσότερων σύγχρονων αριθμητικών μεθόδων γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης των κατασκευών, όπως είναι οι μέθοδοι πεπερασμένων και συνοριακών στοιχείων.


    Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγραφούν αρχικά οι βασικές αρχές της ενεργειακής μεθόδου για ελαστικά συστήματα, με έμφαση όχι τόσο στο μαθηματικό της υπόβαθρο, για το οποίο ο αναγνώστης παραπέμπεται σε πιο εξειδικευμένα συγγράμματα, αλλά στη χρήση της σε προβλήματα φορέων δομικών έργων. Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί η εφαρμογή της μεθόδου σε απλά μονοβάθμια στατικά συστήματα με γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά, τα ίδια που επιλύθηκαν στο Kεφάλαιο 3 με τη μέθοδο Euler.


    4.2 Βασικές αρχές της ενεργειακής μεθόδου


    Η συνολική δυναμική ενέργεια ενός ελαστικού συντηρητικού συστήματος που λόγω της επενέργειας εξωτερικών φορτίων βρίσκεται σε κάποια κατάσταση παραμόρφωσης ορίζεται ως το άθροισμα της δυναμικής ενέργειας U των εσωτερικών δυνάμεων του συστήματος και της δυναμικής ενέργειας W των εξωτερικών δυνάμεων, δηλαδή:
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    όπου θεωρείται ότι τα μεγέθη U, W, Π έχουν μηδενική τιμή στην αρχική απαραμόρφωτη κατάσταση του συστήματος. Η δυναμική ενέργεια U των εσωτερικών δυνάμεων ισούται με την ελαστική ενέργεια ή ενέργεια παραμόρφωσης που αποταμιεύεται στο φορτιζόμενο και παραμορφωνόμενο σύστημα. Η δυναμική ενέργεια W των εξωτερικών δυνάμεων υπολογίζεται από τη σχέση:
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    όπου qi γενικευμένες συντεταγμένες, δηλαδή μετατοπίσεις ή στροφές που περιγράφουν την παραμορφωμένη γεωμετρία του συστήματος και Pi αντίστοιχα εξωτερικά φορτία. Το αρνητικό πρόσημο εκφράζει απώλεια δυναμικής ενέργειας όταν το σημείο εφαρμογής της δύναμης μετακινείται κατά τη φορά εφαρμογής της. Στην περίπτωση σταθερών φορτίων η σχέση (4.2) απλοποιείται στην:
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    Σύμφωνα με τα παραπάνω, στην περίπτωση μονοβαθμίων συστημάτων η συνολική δυναμική ενέργεια Π είναι συνάρτηση των εξωτερικών φορτίων P και της μίας γενικευμένης συντεταγμένης q, μετατόπισης ή στροφής, που περιγράφει την παραμορφωμένη γεωμετρία του συστήματος:
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    Αντίστοιχα, στην περίπτωση πολυβαθμίων συστημάτων η συνολική δυναμική ενέργεια Π είναι συνάρτηση των εξωτερικών φορτίων P και των γενικευμένων συντεταγμένων q1, q2,... ,qn, μετατοπίσεων ή στροφών, ίσων σε πλήθος με το πλήθος n των βαθμών ελευθερίας του συστήματος, που περιγράφουν την παραμορφωμένη του γεωμετρία:
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    Η ενεργειακή μέθοδος βασίζεται σε δύο σημαντικά κριτήρια. Το ένα είναι το κριτήριο ισορροπίας, σύμφωνα με το οποίο ένα συντηρητικό σύστημα που υποβάλλεται σε μια στατική φόρτιση P ισορροπεί σε κάποια παραμορφωμένη θέση q, όταν η συνολική δυναμική ενέργεια Π έχει σε αυτή τη θέση στάσιμη τιμή, δηλαδή παρουσιάζει τοπικό μέγιστο ή τοπικό ελάχιστο σε σχέση με οποιαδήποτε άλλη γειτονική θέση παραμόρφωσης. Το άλλο είναι το κριτήριο ευστάθειας, σύμφωνα με το οποίο μια κατάσταση ισορροπίας οποιουδήποτε συντηρητικού συστήματος είναι ευσταθής για μικρού μεγέθους διαταραχή, όταν η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει σε αυτή τη θέση τοπικό ελάχιστο σε σχέση με οποιαδήποτε άλλη γειτονική θέση παραμόρφωσης, διαφορετικά είναι ασταθής.


    Τα δύο αυτά κριτήρια μπορούν να γίνουν ευκολότερα κατανοητά μέσω του εποπτικού παραδείγματος των πιθανών θέσεων πάνω σε μια επιφάνεια μιας σφαίρας που ευρίσκεται σε πεδίο βαρύτητας (Σχήμα 4.1). Ανάλογα με την κλίση που έχει η επιφάνεια, η σφαίρα μπορεί να έχει ευσταθή (α), ασταθή (β) ή ουδέτερη (γ) ισορροπία. Εάν η επιφάνεια στρέφει, στην εξεταζόμενη θέση qo, τα κοίλα προς τα πάνω (Σχήμα 4.1α), τότε η θέση ισορροπίας είναι στο χαμηλότερο σημείο, όπου η σφαίρα έχει την ελάχιστη δυναμική ενέργεια Π. Εάν από τη θέση αυτή επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή δq, η δυναμική ενέργεια αυξάνεται και η σφαίρα, αν αφεθεί ελεύθερη, εκτελεί ταλάντωση περί την αρχική θέση ισορροπίας, στην οποία και τελικά επιστρέφει, λόγω τριβών, και ισορροπεί και πάλι. Αυτή η θέση ισορροπίας λέγεται ευσταθής. Εάν η επιφάνεια στρέφει, στην εξεταζόμενη θέση qo, τα κοίλα προς τα κάτω (Σχήμα 4.1β), τότε η θέση ισορροπίας είναι στο υψηλότερο σημείο, όπου η σφαίρα έχει τη μέγιστη δυναμική ενέργεια Π. Εάν από τη θέση αυτή επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή δq, η δυναμική ενέργεια μειώνεται και η σφαίρα, αν αφεθεί ελεύθερη, απομακρύνεται περισσότερο από την αρχική θέση ισορροπίας, στην οποία δεν επιστρέφει. Αυτή η θέση ισορροπίας λέγεται ασταθής. Εάν τέλος η επιφάνεια, περί την εξεταζόμενη θέση qo, είναι οριζόντια (Σχήμα 4.1γ), τότε κάθε γειτονική θέση αποτελεί θέση ισορροπίας, και η σφαίρα έχει σε όλες αυτές τις θέσεις ίση δυναμική ενέργεια Π. Εάν από μια τέτοια θέση επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή δq, η δυναμική ενέργεια παραμένει σταθερή και η σφαίρα, αν αφεθεί ελεύθερη, παραμένει ακίνητη στη νέα θέση, που είναι και αυτή θέση ισορροπίας. Αυτή η θέση ισορροπίας λέγεται ουδέτερη, μπορεί όμως να θεωρηθεί για πρακτικούς σκοπούς ως ασταθής, δεδομένου ότι η σφαίρα δεν επιστρέφει ποτέ στην αρχική θέση ισορροπίας.
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    (α) Ευσταθής ισορροπία


    [image: ]


    (β) Ασταθής ισορροπία
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    (γ) Ουδέτερη (ασταθής) ισορροπία


    Σχήμα 4.1 Θέσεις ισορροπίας σφαίρας πάνω σε επιφάνεια


    Αξίζει να σημειωθεί ότι η μεταβολή της δυναμικής ενέργειας, και κατ’ επέκταση το είδος της ισορροπίας, εξαρτώνται από το μέγεθος της επιβαλλόμενης διαταραχής. Ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα τρία παραδείγματα του Σχήματος 4.2, στα οποία το είδος της ισορροπίας μεταβάλλεται με το μέγεθος της διαταραχής. Στο Σχήμα 4.2α η ισορροπία είναι ασταθής για μικρή διαταραχή, αλλά ευσταθής, σε νέα όμως θέση, για μεγαλύτερη. Το αντίθετο συμβαίνει στο Σχήμα 4.2β, όπου η ισορροπία είναι ευσταθής για μικρή διαταραχή, αλλά ασταθής για μεγαλύτερη. Τέλος, στο Σχήμα 4.2γ, η ισορροπία είναι ευσταθής για μικρή διαταραχή, και παρουσιάζει προσωρινή αστάθεια και τελικά ευστάθεια σε νέα θέση για μεγαλύτερη διαταραχή. Στη διεθνή βιβλιογραφία χρησιμοποιούνται για τέτοιες περιπτώσεις οι όροι «stability in the small» και «stability in the large», όπου οι όροι «small» και «large» αναφέρονται στο μέγεθος της επιβαλλόμενης διαταραχής.
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    (α) Αστάθεια για μικρή διαταραχή – ευστάθεια σε νέα θέση για μεγάλη διαταραχή
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    (β) Ευστάθεια για μικρή διαταραχή – αστάθεια για μεγάλη διαταραχή
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    (γ) Ευστάθεια για μικρή διαταραχή – ευστάθεια σε νέα θέση για μεγάλη διαταραχή


    Σχήμα 4.2 Σύνθετες περιπτώσεις θέσεων ισορροπίας σφαίρας πάνω σε επιφάνεια


    Η μαθηματική μελέτη της συνάρτησης της δυναμικής ενέργειας αποτελεί το «υπολογιστικό εργαλείο» της ενεργειακής μεθόδου για την εύρεση των θέσεων ισορροπίας ενός στατικού συστήματος, καθώς και για τον χαρακτηρισμό αυτών των θέσεων ισορροπίας ως ευσταθών ή ασταθών. Συγκεκριμένα, για σύστημα με ένα βαθμό ελευθερίας q που υποβάλλεται σε εξωτερικά φορτία P, για συγκεκριμένη τιμή των εξωτερικών φορτίων η δυναμική ενέργεια Π είναι, από μαθηματική άποψη, συνάρτηση μίας μεταβλητής, της q. H θέση ισορροπίας qo ευρίσκεται με χρήση του κριτηρίου ισορροπίας, του οποίου η μαθηματική διατύπωση προκύπτει από τη θεωρία ακροτάτων τιμών συναρτήσεων μιας μεταβλητής και είναι:
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    Στη συνέχεια, σύμφωνα με το κριτήριο ευστάθειας η θέση ισορροπίας qo είναι ευσταθής εάν η δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση qo τοπικό ελάχιστο, δηλαδή εφόσον η τιμή της δεύτερης παραγώγου της είναι θετική:
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    Αντιθέτως, η θέση ισορροπίας qo είναι ασταθής εάν η δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση qo τοπικό μέγιστο, δηλαδή εφόσον η τιμή της δεύτερης παραγώγου της είναι αρνητική:
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    Εάν η τιμή της δεύτερης παραγώγου της δυναμικής ενέργειας στη θέση ισορροπίας qo είναι μηδενική, τότε σύμφωνα με τη θεωρία ακροτάτων τιμών συναρτήσεων μιας μεταβλητής, υπολογίζονται οι παράγωγοι ανώτερης τάξης και οι τιμές τους στη θέση qo. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται μέχρι εκείνη την τάξη παραγώγου, έστω k, που έχει μη μηδενική τιμή:
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      	Εάν το k είναι περιττός αριθμός, τότε από μαθηματική άποψη η συνάρτηση Π έχει στη θέση qo σημείο καμπής, και από φυσική άποψη το σύστημα έχει ουδέτερη ισορροπία.



      	Εάν το k είναι άρτιος αριθμός, τότε από μαθηματική άποψη η συνάρτηση Π έχει στη θέση qo τοπικό ακρότατο, και μάλιστα:


    


    ― εάν η τιμή της παραγώγου είναι θετική:
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    τότε από μαθηματική άποψη η συνάρτηση Π έχει στη θέση qo τοπικό ελάχιστο, και από φυσική άποψη το σύστημα έχει ευσταθή ισορροπία, ενώ


    ― εάν η τιμή της παραγώγου είναι αρνητική:
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    τότε από μαθηματική άποψη η συνάρτηση Π έχει στη θέση qo τοπικό μέγιστο, και από φυσική άποψη το σύστημα έχει ασταθή ισορροπία.


    Παρατηρούμε δηλαδή ότι με χρήση της ενεργειακής μεθόδου είναι δυνατή η εύρεση των θέσεων ισορροπίας και ο χαρακτηρισμός τους ως ευσταθών ή ασταθών με αυστηρά μαθηματικό τρόπο. Η μέθοδος εφαρμόζεται στη συνέχεια του κεφαλαίου για τη μελέτη ευστάθειας τυπικών μονοβάθμιων ελαστικών συστημάτων με γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά. Τα παραδείγματα που μελετώνται είναι τα ίδια με αυτά που αναλύθηκαν στο Κεφάλαιο 3 με τη μέθοδο Euler, ώστε να μπορεί να γίνει σύγκριση τόσο της διαδικασίας όσο και των αποτελεσμάτων. Για λόγους εποπτείας επαναλαμβάνονται λοιπόν εδώ πολλές από τις εξισώσεις και τα σχήματα του Κεφαλαίου 3.


    4.3 Παραδείγματα εφαρμογής σε μονοβάθμια συστήματα


    4.3.1 Αστάθεια μέσω συμμετρικού ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    Έστω η ράβδος που απεικονίζεται στο Σχήμα 4.3 με μαύρη γραμμή, μήκους L, η οποία είναι επαρκώς δύσκαμπτη, ώστε να θεωρείται εντελώς απαραμόρφωτη. Στη βάση της η ράβδος εδράζεται αρθρωτά και η στροφή δεσμεύεται μέσω στροφικού ελατηρίου με σταθερά c, ενώ στην κορυφή, που είναι ελεύθερη να στρέφεται και να μετακινείται, ασκείται ένα εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P, που παραμένει κατακόρυφο ακόμη και αν η ράβδος στραφεί. Το σύστημα έχει ένα βαθμό ελευθερίας κίνησης, αφού επαρκεί μία μεταβλητή για να περιγράψει την παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, που φαίνεται στο Σχήμα 4.3 με μπλε γραμμή. Ως τέτοια μεταβλητή χρησιμοποιείται η στροφή θ της ράβδου ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 4.3 Παράδειγμα 1 - Ελαστικά πακτωμένη απαραμόρφωτη ράβδος με κατακόρυφο φορτίο


    Η δυναμική ενέργεια U των εσωτερικών δυνάμεων και η δυναμική ενέργεια W των εξωτερικών δυνάμεων του συστήματος είναι αντίστοιχα:
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    Επομένως, η συνολική δυναμική ενέργεια Π του συστήματος είναι:
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    α) Γραμμική θεωρία λυγισμού


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (4.14) προκύπτει:
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    όπου έγινε χρήση των δύο πρώτων όρων του αναπτύγματος Taylor:
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    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ. Από την εξίσωση (4.15) έχουμε:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=c/L, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές της γωνίας θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ουσιαστικά δίνει την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού Pcr=c/L.


    


    Στο Σχήμα 4.4 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι δεν προέκυψε καμιά πληροφορία για τον τελευταίο, παρά μόνο η τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού, στο οποίο εμφανίζεται το σημείο διακλάδωσης μεταξύ κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Παρατηρείται επίσης ότι δεν προκύπτει καμία πληροφορία για τη διεύθυνση λυγισμού. Η έλλειψη πληροφοριών για το τι θα συμβεί μετά το λυγισμό παριστάνεται από την οριζόντια γραμμή που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.
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    Σχήμα 4.4 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Παρατηρείται ότι η τιμή του φορτίου λυγισμού είναι βεβαίως η ίδια με αυτή που είχε προκύψει με τη μέθοδο Euler. Με την ενεργειακή μέθοδο όμως, μπορεί επιπλέον να γίνει μελέτη ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας προκύπτει ίση προς:
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    Για τη μελέτη ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας απαιτείται ο υπολογισμός της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας επί του κύριου δρόμου, δηλαδή για θ=0:
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    Παρατηρείται ότι:


    


    
      	εάν P<Pcr=c/L→c–PL>0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια



      	εάν P>Pcr=c/L→c–PL<0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από αστάθεια



      	εάν P=Pcr=c/L→c–PL=0, δεν προκύπτει συμπέρασμα για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π.


    


    Συμπεραίνεται δηλαδή ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ=0 είναι ευσταθής για τιμές του φορτίου P μικρότερες από το φορτίο λυγισμού, ενώ είναι ασταθής για τιμές φορτίου P μεγαλύτερες από το φορτίο λυγισμού. Για το σημείο διακλάδωσης δεν προκύπτει συμπέρασμα από τη δεύτερη παράγωγο της Π, οπότε απαιτείται περαιτέρω παραγώγιση. Όμως, η παράγωγος της εξίσωσης (4.18) ως προς θ είναι μηδέν, οπότε προκύπτει το συμπέρασμα ότι η γραμμική ανάλυση δεν παρέχει πληροφορίες για την ευστάθεια του σημείου διακλάδωσης.


    Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η λειτουργία της ενεργειακής μεθόδου, υπολογίζεται η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή δύο θέσεων πάνω στον κύριο δρόμο ισορροπίας, για P=0.9Pcr και για P=1.1Pcr, με αντικατάσταση των κατάλληλων τιμών του φορτίου P στην εξίσωση (4.15):
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    Με βάση τις εκφράσεις των εξισώσεων (4.20) και (4.21) χαράσσονται οι γραφικές παραστάσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών -0.1rad και 0.1rad, για P=0.9Pcr και για P=1.1Pcr (Σχήμα 4.5). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι για φορτίο P=0.9Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό ελάχιστο (Σχήμα 4.5α), ενώ για φορτίο P=1.1Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό μέγιστο (Σχήμα 4.5β).
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    (α) για P=0.9Pcr
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    (β) για P=1.1Pcr


    Σχήμα 4.5 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0


    β) Μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Εάν δεν γίνει παραδοχή μικρών τιμών της γωνίας θ, ισχύει η ακριβής εξίσωση (4.14). Παραγωγίζοντάς την ως προς θ και μηδενίζοντας την παράγωγο, προκύπτει:
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    Η εξίσωση αυτή, η οποία έχει επίσης δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	[image: ], που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές της θ και περιγράφει την κατάσταση μετά από το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    


    Στο Σχήμα 4.6 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ο ίδιος που προέκυψε και από γραμμική ανάλυση λυγισμού, δηλαδή ταυτίζεται με τον κατακόρυφο άξονα. Ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας όμως είναι πλέον καμπύλος, συμμετρικός ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στρέφει τα κοίλα προς τα άνω, δηλαδή για αύξηση του φορτίου αυξάνονται οι μετατοπίσεις. Πέραν όμως της εξαγωγής συμπερασμάτων για την απόκριση του συστήματος με βάση τις γραφικές παραστάσεις των δρόμων ισορροπίας, η οποία είναι εύκολη και εποπτική σε απλά συστήματα, αλλά γίνεται δυσχερής σε σύνθετους φορείς, η ενεργειακή μέθοδος παρέχει τη δυνατότητα συστηματικής μελέτης της ευστάθειας του συστήματος με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας.
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    Σχήμα 4.6 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς θ είναι:
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    Για να μελετηθεί η ευστάθεια του κύριου δρόμου ισορροπίας απαιτείται ο υπολογισμός της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας επί του κύριου δρόμου, δηλαδή για θ=0:
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    Παρατηρείται ότι η εξίσωση (4.24) είναι ίδια με την (4.19) που προέκυψε από γραμμική ανάλυση για τον κύριο δρόμο ισορροπίας. Έτσι, και τα συμπεράσματα είναι όμοια:


    


    
      	εάν P<Pcr=c/L→c–PL>0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια



      	εάν P>Pcr=c/L→c–PL<0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από αστάθεια



      	εάν P=Pcr=c/L→c–PL=0, δεν προκύπτει συμπέρασμα για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π.


    


    Συμπεραίνεται δηλαδή ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ=0 είναι ευσταθής για τιμές του φορτίου P μικρότερες από το φορτίο λυγισμού, ενώ είναι ασταθής για τιμές φορτίου P μεγαλύτερες από το φορτίο λυγισμού. Για το σημείο διακλάδωσης κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας δεν προκύπτει συμπέρασμα από τη δεύτερη παράγωγο της Π, οπότε απαιτείται περαιτέρω παραγώγιση.


    Υπολογίζεται η τρίτη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π από την εξίσωση (4.23). Τονίζεται ότι θα ήταν λάθος να χρησιμοποιηθεί για την παραγώγιση η δεύτερη παράγωγος της Π επί του κυρίου δρόμου ισορροπίας (εξίσωση (4.24)), αφού σε αυτή έχει ήδη ληφθεί υπόψη ότι θ=0.
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    Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιμή της τρίτης παραγώγου στη θέση μελέτης ευστάθειας, δηλαδή στο κρίσιμο σημείο:
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    Εφόσον και η τρίτη παράγωγος έχει μηδενική τιμή στην εξεταζόμενη θέση, πάλι δεν προκύπτει συμπέρασμα για την ευστάθεια του φορέα και χρειάζεται υπολογισμός και της τέταρτης παραγώγου:
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    Ακολούθως υπολογίζεται η τιμή της τέταρτης παραγώγου στη θέση μελέτης ευστάθειας, δηλαδή στο κρίσιμο σημείο:
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    Η πρώτη μη μηδενική παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π στη θέση του κρίσιμου σημείου είναι η τέταρτη, δηλαδή άρτιας τάξης, και η τιμή της είναι θετική. Επομένως η Π παρουσιάζει στη θέση αυτή τοπικό ελάχιστο, συνεπώς το εξεταζόμενο σημείο ισορροπίας, δηλαδή το σημείο διακλάδωσης, χαρακτηρίζεται από ευστάθεια. Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται και πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή της θέσης ισορροπίας για P=Pcr, με αντικατάσταση των κατάλληλων τιμών του φορτίου P στην εξίσωση (4.14)
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    και χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών -0.1rad και 0.1rad, για P=Pcr (Σχήμα 4.7). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό ελάχιστο. Παρατηρείται ότι οι τιμές της Π για P=Pcr και μικρές τιμές της γωνίας θ είναι πολύ μικρές. Στη γραμμική ανάλυση οι αντίστοιχες τιμές ήταν μηδενικές, όπως άλλωστε προκύπτει από την εξίσωση (4.15), και για το λόγο αυτό η γραμμική ανάλυση δεν οδηγεί σε συμπεράσματα για την ευστάθεια του κρίσιμου σημείου.
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    Σχήμα 4.7 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0 για P=Pcr


    Τέλος, μελετάται η ευστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας αντικαθιστώντας την έκφρασή του [image: ]στην εξίσωση (4.23):


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.30)

        
      

    


    Από το ανάπτυγμα Taylor της συνάρτησης της εφαπτομένης προκύπτει ότι το δεξιά μέλος της παραπάνω εξίσωσης (4.30) είναι πάντα θετικό. Αυτό επιβεβαιώνεται και από τη γραφική παράσταση του δεξιά μέλους στο Σχήμα 4.8. Επομένως, η συνάρτηση της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο σε κάθε θέση του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας, συνεπώς όλες οι θέσεις ισορροπίας επί του δευτερεύοντος δρόμου είναι ευσταθείς.
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    Σχήμα 4.8 Πρόσημο δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας σε τυχαία θέση επί του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας


    Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται και πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή δύο τυχαίων θέσεων ισορροπίας επί του δευτερεύοντος δρόμου, των θέσεων (P=1.00167c/L, θ=0.1rad) και (P=1.00670c/L, θ=0.2rad), που ικανοποιούν και οι δύο την εξίσωση του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας P=(c/L)(θ/sinθ). Με αντικατάσταση των τιμών του φορτίου στην εξίσωση (4.14) προκύπτουν για την περιοχή των δύο θέσεων οι αντίστοιχες εκφράσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας:
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    Με βάση την εξίσωση (4.31) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0.1rad, για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0 και 0.2rad (Σχήμα 4.9α). Επίσης, με βάση την εξίσωση (4.32) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0.2rad, για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0.1rad και 0.3rad (Σχήμα 4.9β). Από τις δύο αυτές καμπύλες επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει και στις δύο αυτές θέσεις τοπικό ελάχιστο.
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    (α) περί τη θέση ισορροπίας (P=1.00167c/L, θ=0.1rad)
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    (β) περί τη θέση ισορροπίας (P=1.00670c/L, θ=0.2rad)


    Σχήμα 4.9 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας στην περιοχή δύο τυχαίων θέσεων ισορροπίας επί του δευτερεύοντος δρόμου


    Η μορφή της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας σε θέσεις ευσταθούς ισορροπίας απεικονίζεται εποπτικότερα και στο Σχήμα 4.10. Στο Σχήμα αυτό δίνεται ένα τρισδιάστατο γράφημα που περιλαμβάνει στο επίπεδο των αξόνων φόρτισης P και παραμόρφωσης θ τον κύριο και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας του συστήματος, ενώ στον τρίτο άξονα καταγράφεται η συνολική δυναμική ενέργεια Π. Επί του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας σημειώνεται η θέση ισορροπίας (P=1.00670c/L, θ=0.2rad) και στο κατακόρυφο επίπεδο (παράλληλο με τους άξονες θ και Π) που διέρχεται από την εξεταζόμενη θέση ισορροπίας σχεδιάζεται η μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας για σταθερή τιμή του φορτίου (P=1.00670c/L) και για ένα εύρος τιμών της παραμόρφωσης θ εκατέρωθεν της τιμής θ=0.2rad (ίδια καμπύλη όπως στο Σχήμα 4.9β). Επιβεβαιώνεται ότι για αυτή τη συγκεκριμένη τιμή του φορτίου ο φορέας ισορροπεί για εκείνη την τιμή της παραμόρφωσης στην οποία η συνολική δυναμική ενέργεια έχει τοπικό ακρότατο. Στη συγκεκριμένη περίπτωση το τοπικό ακρότατο είναι τοπικό ελάχιστο, το οποίο σημαίνει ότι η εξεταζόμενη θέση ισορροπίας είναι ευσταθής.
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    (α) Γενική άποψη
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    (β) Λεπτομέρεια


    Σχήμα 4.10 Τρισδιάστατο γράφημα των δρόμων ισορροπίας και μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας (P=1.00670c/L, θ=0.2rad)


    Παρόμοια είναι η εικόνα της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας και σε όλες τις άλλες θέσεις κατά μήκος του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Αυτό παρουσιάζεται στη γραφική απεικόνιση του Σχήματος 4.11, όπου έχει σχεδιαστεί με μπλε γραμμή ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ=0, με κόκκινη γραμμή ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας P=(c/L)(θ/sinθ), και με χρωματιστή επιφάνεια η συνολική δυναμική ενέργεια Π (εξίσωση (4.14)) για διάφορες τιμές των P και θ. Επίσης σημειώνεται (με μαύρη γραμμή) η τομή μιας κατακόρυφης (παράλληλης με τον άξονα Π) επιφάνειας που έχει ως γενέτειρα το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας και της επιφάνειας της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π. Παρατηρείται ότι σε κάθε θέση κατά μήκος της γραμμής τομής των δύο επιφανειών η συνολική δυναμική ενέργεια παρουσιάζει, για σταθερή τιμή του φορτίου P, τοπικό ελάχιστο ως προς την παραμόρφωση θ. Στο ίδιο Σχήμα καταγράφεται (με καφέ γραμμή) η τομή ενός κατακόρυφου (παράλληλου με τον άξονα Π) επιπέδου που έχει ως γενέτειρα τον κύριο δρόμο ισορροπίας και της επιφάνειας της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π. Παρατηρείται ότι στις θέσεις κατά μήκος αυτής της γραμμής τομής που αντιστοιχούν σε φορτίο μικρότερο του Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια παρουσιάζει, για σταθερή τιμή του φορτίου, τοπικό ελάχιστο ως προς την παραμόρφωση θ, ενώ στις θέσεις που αντιστοιχούν σε φορτίο μεγαλύτερο του Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια παρουσιάζει, για σταθερή τιμή του φορτίου, τοπικό μέγιστο ως προς θ.
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    Σχήμα 4.11 Τρισδιάστατο γράφημα της συνολικής δυναμικής ενέργειας και τομή της με την κατακόρυφη επιφάνεια που διέρχεται από το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας


    Στο σημείο αυτό κρίνεται απαραίτητο να γίνει το σχόλιο ότι οι γραφικές αυτές παραστάσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας, στο επίπεδο ή στο χώρο, δεν είναι σε καμία περίπτωση απαραίτητες για την εφαρμογή της ενεργειακής μεθόδου. Παρουσιάστηκαν σε αυτή την ενότητα απλώς και μόνον για λόγους καλύτερης εποπτείας και για να περιγραφεί το φυσικό νόημα της μεθόδου, ώστε να γίνει ευκολότερα κατανοητή η μαθηματική διαδικασία. Η διαδικασία πάντως αυτή, όπως περιγράφεται συστηματικά στην Ενότητα 4.2, είναι απολύτως επαρκής για την εύρεση θέσεων ισορροπίας και τον χαρακτηρισμό τους από άποψη ευστάθειας.


    γ) Ατελής φορέας – γραμμική θεωρία λυγισμού


    Στο Σχήμα 4.12 φαίνεται ο φορέας με μια αρχική ατέλεια που εκφράζεται ως απόκλιση της ράβδου από την κατακορυφότητα κατά γωνία ε. Η δυναμική ενέργεια U των εσωτερικών δυνάμεων και η δυναμική ενέργεια W των εξωτερικών δυνάμεων του συστήματος είναι αντίστοιχα:
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    Επομένως, η συνολική δυναμική ενέργεια Π του συστήματος είναι:
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    Σχήμα 4.12 Παράδειγμα 1 - Ελαστικά πακτωμένη απαραμόρφωτη ράβδος με κατακόρυφο φορτίο και με αρχική ατέλεια


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (4.35) προκύπτει:
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    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ. Από την εξίσωση (4.36) έχουμε:
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    από όπου προκύπτει η εξίσωση του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος:
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    Στο Σχήμα 4.13 φαίνεται αυτός ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας, ο οποίος τείνει ασυμπτωτικά στον (οριζόντιο) δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είχε προκύψει από τη γραμμική ανάλυση για τον τέλειο φορέα. Στη συνέχεια γίνεται μελέτη της ευστάθειας του δρόμου ισορροπίας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι ίση με:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.39)

        
      

    


    [image: ]


    Σχήμα 4.13 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από γραμμική ανάλυση λυγισμού, με και χωρίς ατέλεια


    Εισάγοντας την εξίσωση (4.38) του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος, στην εξίσωση (4.39) προκύπτει:
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    Η σταθερά του ελατηρίου c είναι πάντα θετική, ενώ τα ε και θ είναι ομόσημα, επομένως ο λόγος τους είναι και αυτός θετικός. Συμπεραίνεται δηλαδή ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει σε κάθε θέση του δρόμου ισορροπίας τοπικό ελάχιστο ως προς θ, επομένως ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας είναι παντού ευσταθής.


    Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η φυσική σημασία της ενεργειακής μεθόδου, υπολογίζεται για την περίπτωση αρχικής ατέλειας ε=0.01rad η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή μιας τυχαίας θέσης πάνω στο δρόμο ισορροπίας, της θέσης (P=0.9c/L, θ=0.1rad), με αντικατάσταση των παραπάνω τιμών P και ε στην εξίσωση (4.36):
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    Με βάση την εξίσωση (4.41) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0 και 0.2rad (Σχήμα 4.14). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι σε αυτή τη θέση ισορροπίας η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο.
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    Σχήμα 4.14 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας (P=0.9c/L, θ=0.1rad)


    Παρόμοια είναι η εικόνα της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας και σε όλες τις άλλες θέσεις κατά μήκος του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος. Αυτό παρουσιάζεται στη γραφική απεικόνιση του Σχήματος 4.15, όπου φαίνεται (με κόκκινη γραμμή) η τομή μιας κατακόρυφης (παράλληλης με τον άξονα Π) επιφάνειας που έχει ως γενέτειρα τον δρόμο ισορροπίας και της επιφάνειας της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π. Παρατηρείται ότι σε κάθε θέση κατά μήκος της γραμμής τομής των δύο επιφανειών η συνολική δυναμική ενέργεια παρουσιάζει, για σταθερή τιμή του φορτίου P, τοπικό ελάχιστο ως προς την παραμόρφωση θ.
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    Σχήμα 4.15 Τρισδιάστατο γράφημα της συνολικής δυναμικής ενέργειας και τομή της με την κατακόρυφη επιφάνεια που διέρχεται από τον ενιαίο δρόμο ισορροπίας


    δ) Ατελής φορέας – μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Εάν δεν γίνει παραδοχή μικρών τιμών της γωνίας θ, ισχύει η ακριβής εξίσωση (4.35). Παραγωγίζοντάς την ως προς θ και μηδενίζοντας την παράγωγο, προκύπτει:
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    δηλαδή


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.43)

        
      

    


    που είναι ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του συστήματος με μη γραμμική ανάλυση, ο οποίος παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.16.


    Στη συνέχεια, γίνεται μελέτη της ευστάθειας αυτού του δρόμου. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι:
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    Εισάγοντας την εξίσωση του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος (4.43) στην εξίσωση (4.44) προκύπτει η έκφραση της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας επί του δρόμου ισορροπίας:
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    Σχήμα 4.16 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 1 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    Αφού c>0, σύμφωνα και με το Σχήμα 4.8, συμπεραίνεται ότι ο πρώτος όρος του δεξιά μέλους της εξίσωσης (4.45) είναι θετικός. Ακόμα, οι γωνίες ε και θ, καθώς και η tanθ είναι ομόσημες, συνεπώς και ο δεύτερος όρος του δεξιά μέλους της εξίσωσης (4.45) είναι θετικός. Έτσι, συμπεραίνεται ότι σε όλες τις θέσεις επί του μη γραμμικού ενιαίου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος η Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, δηλαδή ο δρόμος ισορροπίας είναι ευσταθής.


    Και σε αυτή την περίπτωση, για να γίνει περισσότερο κατανοητή η λειτουργία της ενεργειακής μεθόδου, υπολογίζεται για την περίπτωση αρχικής ατέλειας ε=0.01rad η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή μιας τυχαίας θέσης πάνω στο δρόμο ισορροπίας, της θέσης (P=0.901502c/L, θ=0.1rad), με αντικατάσταση των παραπάνω τιμών P και ε στην εξίσωση (4.35):
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    Με βάση την εξίσωση (4.46) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0 και 0.2rad (Σχήμα 4.17). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι σε αυτή τη θέση ισορροπίας η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο. Σε αυτό το μέγεθος παραμόρφωσης η διαφορά μεταξύ γραμμικής και μη γραμμικής λύσης είναι ακόμη σχετικά μικρή, επομένως και οι καμπύλες δυναμικής ενέργειας στα Σχήματα 4.14 και 4.17 είναι παρόμοιες.
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    Σχήμα 4.17 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας (P=0.9c/L, θ=0.1rad)


    Παρόμοια είναι η εικόνα της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας και σε όλες τις άλλες θέσεις κατά μήκος του μη γραμμικού ενιαίου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος, όπως παρουσιάζεται στη γραφική απεικόνιση του Σχήματος 4.18. Με κόκκινη γραμμή φαίνεται η τομή μιας κατακόρυφης (παράλληλης με τον άξονα Π) επιφάνειας που έχει ως γενέτειρα το δρόμο ισορροπίας και της επιφάνειας της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π. Παρατηρείται πάλι ότι σε κάθε θέση κατά μήκος της γραμμής τομής των δύο επιφανειών η συνολική δυναμική ενέργεια παρουσιάζει, για σταθερή τιμή του φορτίου P, τοπικό ελάχιστο ως προς την παραμόρφωση θ.
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    Σχήμα 4.18 Τρισδιάστατο γράφημα της συνολικής δυναμικής ενέργειας και τομή της με την κατακόρυφη επιφάνεια που διέρχεται από τον ενιαίο δρόμο ισορροπίας


    Τονίζεται και πάλι ότι σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις οι πληροφορίες και τα συμπεράσματα προέκυψαν εξ ολοκλήρου με μαθηματική επεξεργασία. Τα διαγράμματα των δρόμων ισορροπίας παρατίθενται για την πληρότητα της παρουσίασης των αποτελεσμάτων, καθώς και για να φανεί η ομοιότητά τους με τα αντίστοιχα διαγράμματα της μεθόδου Euler. Οι καμπύλες και τα γραφήματα της συνολικής δυναμικής ενέργειας παρουσιάζονται για την καλύτερη κατανόηση της φυσικής σημασίας της ενεργειακής μεθόδου. Όμως, κανένα διάγραμμα δεν χρειάζεται όταν εφαρμόζεται η ενεργειακή μέθοδος, γεγονός που αποτελεί την κύρια διαφορά της από τη μέθοδο Euler. Αυτό άλλωστε αποτελεί και το κύριο προτέρημα της ενεργειακής μεθόδου, κυρίως σε συστήματα πολλών βαθμών ελευθερίας, όπου η δυνατότητα μαθηματικής αντιμετώπισης επιτρέπει με συστηματικό τρόπο τον εντοπισμό των θέσεων ισορροπίας και τον χαρακτηρισμό τους ως ευσταθών ή ασταθών.


    4.3.2 Αστάθεια μέσω συμμετρικού ασταθούς σημείου διακλάδωσης


    Έστω η ράβδος που απεικονίζεται στο Σχήμα 4.19 με μαύρη γραμμή, μήκους Λ, η οποία είναι επαρκώς δύσκαμπτη, ώστε να θεωρείται εντελώς απαραμόρφωτη. Στη βάση της η ράβδος εδράζεται αρθρωτά, ενώ η εγκάρσια μετακίνηση της κορυφής της δεσμεύεται μέσω ελατηρίου μετάθεσης με σταθερά k, που θεωρείται ότι παραμένει πάντα οριζόντιο. Το σύστημα φορτίζεται με ένα εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P, που ασκείται στην κορυφή και παραμένει συνεχώς κατακόρυφο. Το σύστημα έχει ένα βαθμό ελευθερίας κίνησης, αφού επαρκεί μία μεταβλητή για να περιγράψει την παραμορφωμένη κατάσταση, που φαίνεται στο Σχήμα 4.19 με μπλε γραμμή. Ως τέτοια μεταβλητή χρησιμοποιείται η στροφή θ της ράβδου ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 4.19 Παράδειγμα 2 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στο κάτω άκρο και ελαστική στήριξη στο άνω, υπό κατακόρυφο φορτίο


    Η δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι:
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    α) Γραμμική θεωρία λυγισμού


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (4.49) προκύπτει:
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    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=kL, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ουσιαστικά δίνει την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού Pcr=kL.


    


    Στο Σχήμα 4.20 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι δεν προέκυψε καμιά πληροφορία για τον τελευταίο, παρά μόνο η τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού, στο οποίο εμφανίζεται το σημείο διακλάδωσης μεταξύ κύριου και δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας. Παρατηρείται επίσης ότι δεν προκύπτει καμία πληροφορία για τη διεύθυνση λυγισμού. Η έλλειψη πληροφοριών για το τι θα συμβεί μετά το λυγισμό παριστάνεται από την οριζόντια γραμμή που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.
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    Σχήμα 4.20 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Η τιμή του φορτίου λυγισμού είναι η ίδια με εκείνη που είχε προκύψει με τη μέθοδο Euler. Με την ενεργειακή μέθοδο όμως, μπορεί επιπλέον να γίνει μελέτη ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι:
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    Για τη μελέτη ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας απαιτείται ο υπολογισμός της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας επί του κύριου δρόμου, δηλαδή για θ=0:
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    Παρατηρείται ότι:


    


    
      	εάν P<Pcr=kL→kL2–PL>0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια



      	εάν P>Pcr=kL→kL2–PL<0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από αστάθεια



      	εάν P=Pcr=kL→kL2–PL=0, δεν προκύπτει συμπέρασμα για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π.


    


    Συμπεραίνεται δηλαδή ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ=0 είναι ευσταθής για τιμές του φορτίου P μικρότερες από το φορτίο λυγισμού, ενώ είναι ασταθής για τιμές φορτίου P μεγαλύτερες από το φορτίο λυγισμού. Για το σημείο διακλάδωσης δεν προκύπτει συμπέρασμα από τη δεύτερη παράγωγο της Π, οπότε απαιτείται περαιτέρω παραγώγιση. Όμως, η παράγωγος της εξίσωσης (4.52) ως προς θ είναι μηδέν, επομένως η γραμμική ανάλυση δεν παρέχει πληροφορίες για την ευστάθεια του σημείου διακλάδωσης.


    Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η λειτουργία της ενεργειακής μεθόδου, υπολογίζεται η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή δύο θέσεων πάνω στον κύριο δρόμο ισορροπίας, για P=0.9Pcr και για P=1.1Pcr, με αντικατάσταση των κατάλληλων τιμών του φορτίου P στην εξίσωση (4.50):
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    Με βάση τις εκφράσεις των εξισώσεων (4.54) και (4.55) χαράσσονται οι γραφικές παραστάσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών -0.1rad και 0.1rad, για P=0.9Pcr και για P=1.1Pcr (Σχήμα 4.21). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι για φορτίο P=0.9Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό ελάχιστο (Σχήμα 4.21α), ενώ για φορτίο P=1.1Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό μέγιστο (Σχήμα 4.21β).
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    (α) για P=0.9Pcr


    [image: ]


    (β) για P=1.1Pcr


    Σχήμα 4.21 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0


    β) Μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Εάν δεν γίνει παραδοχή μικρών τιμών της γωνίας θ, ισχύει η ακριβής εξίσωση (4.49). Παραγωγίζοντάς την ως προς θ και μηδενίζοντας την παράγωγο, προκύπτει:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=kcosθ, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    


    Στο Σχήμα 4.22 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ο ίδιος που προέκυψε και από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού, δηλαδή ταυτίζεται με τον κατακόρυφο άξονα. Ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας όμως είναι πλέον καμπύλος, συμμετρικός ως προς τον κατακόρυφο άξονα και στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω, δηλαδή για μείωση του φορτίου αυξάνονται οι μετατοπίσεις.
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    Σχήμα 4.22 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Όπως διαπιστώθηκε και στα προηγούμενα παραδείγματα, η ενεργειακή μέθοδος παρέχει τη δυνατότητα συστηματικής μελέτης της ευστάθειας του συστήματος με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Για το σκοπό αυτό υπολογίζεται η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς θ:
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    Για να μελετηθεί η ευστάθεια του κύριου δρόμου ισορροπίας απαιτείται ο υπολογισμός της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας επί του κύριου δρόμου, δηλαδή για θ=0:
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    Παρατηρείται ότι η εξίσωση (4.58) είναι ίδια με την (4.53) που προέκυψε από γραμμική ανάλυση για τον κύριο δρόμο ισορροπίας. Έτσι, και τα συμπεράσματα είναι όμοια:


    


    
      	εάν P<Pcr=kL→kL2–PL>0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια



      	εάν P>Pcr=kL→kL2–PL<0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από αστάθεια



      	εάν P=Pcr=kL→kL2–PL=0, δεν προκύπτει συμπέρασμα για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π.


    


    Συμπεραίνεται δηλαδή ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ=0 είναι ευσταθής για τιμές του φορτίου P μικρότερες από το φορτίο λυγισμού, ενώ είναι ασταθής για τιμές φορτίου P μεγαλύτερες από το φορτίο λυγισμού. Για το σημείο διακλάδωσης κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας δεν προκύπτει συμπέρασμα από τη δεύτερη παράγωγο της Π, οπότε απαιτείται περαιτέρω παραγώγιση. Υπολογίζεται λοιπόν η τρίτη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας:
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    Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιμή της τρίτης παραγώγου στη θέση μελέτης ευστάθειας, δηλαδή στο κρίσιμο σημείο:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.60)

        
      

    


    Εφόσον και η τρίτη παράγωγος έχει μηδενική τιμή στην εξεταζόμενη θέση, πάλι δεν προκύπτει συμπέρασμα για την ευστάθεια του φορέα και χρειάζεται υπολογισμός και της τέταρτης παραγώγου:
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    Ακολούθως υπολογίζεται η τιμή της τέταρτης παραγώγου στη θέση μελέτης ευστάθειας, δηλαδή στο κρίσιμο σημείο:
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    Η πρώτη μη μηδενική παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π στη θέση του κρίσιμου σημείου είναι η τέταρτη, δηλαδή άρτιας τάξης, και η τιμή της είναι αρνητική. Επομένως η Π παρουσιάζει στη θέση αυτή τοπικό μέγιστο, συνεπώς το εξεταζόμενο σημείο ισορροπίας, δηλαδή το σημείο διακλάδωσης, χαρακτηρίζεται από αστάθεια. Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται και πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή της θέσης ισορροπίας για P=Pcr, με αντικατάσταση των κατάλληλων τιμών του φορτίου P στην εξίσωση (4.49)
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    και χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών -0.1rad και 0.1rad, για P=Pcr (Σχήμα 4.23). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό μέγιστο. Παρατηρείται και εδώ ότι οι τιμές της Π για P=Pcr και μικρές τιμές της γωνίας θ είναι πολύ μικρές. Στη γραμμική ανάλυση οι αντίστοιχες τιμές ήταν μηδενικές, όπως άλλωστε προκύπτει από την εξίσωση (4.50), και για το λόγο αυτό η γραμμική ανάλυση δεν οδήγησε σε συμπεράσματα για την ευστάθεια του κρίσιμου σημείου.
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    Σχήμα 4.23 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0 για P=Pcr


    Στη συνέχεια μελετάται η ευστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας αντικαθιστώντας την έκφρασή του P=kLcosθ στην εξίσωση (4.57):
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    Δηλαδή, η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας θα προκύπτει πάντα αρνητική, που σημαίνει ότι ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του συστήματος χαρακτηρίζεται από αστάθεια. Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται και πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή δύο τυχαίων θέσεων ισορροπίας επί του δευτερεύοντος δρόμου, των θέσεων (P=0.99500kL, θ=0.1rad) και (P=0.98007kL, θ=0.2rad), που ικανοποιούν και οι δύο την εξίσωση του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας P=kLcosθ. Με αντικατάσταση των τιμών του φορτίου στην εξίσωση (4.49) προκύπτουν για την περιοχή των δύο θέσεων οι αντίστοιχες εκφράσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας: [image: ]
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    Με βάση την εξίσωση (4.65) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0.1rad, για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0 και 0.2rad (Σχήμα 4.24α). Επίσης, με βάση την εξίσωση (4.66) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0.2rad, για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0.1rad και 0.3rad (Σχήμα 4.24β). Από τις δύο αυτές καμπύλες επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει και στις δύο αυτές θέσεις τοπικό μέγιστο.
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    (α) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.99500kL, θ=0.1rad)
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    (β) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.98007kL, θ=0.2rad)


    Σχήμα 4.24 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας στην περιοχή δύο τυχαίων θέσεων ισορροπίας επί του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας


    γ) Ατελής φορέας – γραμμική θεωρία λυγισμού


    Θεωρείται στη συνέχεια ότι η αρχική θέση του φορέα, για την οποία το ελατήριο μετάθεσης της κορυφής είναι απαραμόρφωτο, δεν είναι η κατακόρυφη, αλλά μία παραπλήσια που σχηματίζει γωνία ε με την κατακόρυφη (Σχήμα 4.25).
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    Σχήμα 4.25 Παράδειγμα 2 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στο κάτω άκρο και ελαστική στήριξη στο άνω, υπό κατακόρυφο φορτίο, με αρχική ατέλεια


    Η δυναμική ενέργεια U των εσωτερικών δυνάμεων και η δυναμική ενέργεια W των εξωτερικών δυνάμεων του συστήματος είναι αντίστοιχα:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.67)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.68)

        
      

    


    Επομένως, η συνολική δυναμική ενέργεια Π του συστήματος είναι:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.69)

        
      

    


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (4.69) προκύπτει:
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    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.71)

        
      

    


    από όπου προκύπτει η εξίσωση του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος:
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    Στο Σχήμα 4.26 φαίνεται αυτός ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας, ο οποίος τείνει ασυμπτωτικά στον (οριζόντιο) δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είχε προκύψει από τη γραμμική ανάλυση για τον τέλειο φορέα.
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    Σχήμα 4.26 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    Στη συνέχεια γίνεται μελέτη της ευστάθειας του δρόμου ισορροπίας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι ίση με:
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    Εισάγοντας την εξίσωση του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος (4.72) στην εξίσωση (4.73) προκύπτει:
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    Η σταθερά του ελατηρίου k είναι πάντα θετική, ενώ τα ε και θ είναι ομόσημα, επομένως ο λόγος τους είναι και αυτός θετικός. Συμπεραίνεται δηλαδή ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει σε κάθε θέση του δρόμου ισορροπίας τοπικό ελάχιστο ως προς θ, επομένως ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας είναι παντού ευσταθής.


    Για λόγους εποπτείας υπολογίζεται για την περίπτωση αρχικής ατέλειας ε=0.01rad η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή μιας τυχαίας θέσης πάνω στο δρόμο ισορροπίας, της θέσης (P=0.9kL, θ=0.1rad), με αντικατάσταση των παραπάνω τιμών P και ε στην εξίσωση (4.70):
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    Με βάση την εξίσωση (4.75) χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών 0 και 0.2rad (Σχήμα 4.27). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι σε αυτή τη θέση ισορροπίας η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο.
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    Σχήμα 4.27 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας (P=0.9kL, θ=0.1rad)


    Παρόμοια είναι η εικόνα της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας και σε όλες τις άλλες θέσεις κατά μήκος του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του ατελούς συστήματος. Αξίζει επίσης να σημειωθεί ότι οι αδιαστατοποιημένες εκφράσεις της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας των παραδειγμάτων 1 και 2 για γραμμική ανάλυση, όπως δίνονται από τις εξισώσεις (4.36) και (4.70) αντίστοιχα, είναι ταυτόσημες. Αυτό επιβεβαιώνει ότι η γραμμική ανάλυση δεν μπορεί να περιγράψει τη διαφορετική συμπεριφορά των δύο φορέων. Αυτό σημαίνει επίσης ότι θα μπορούσε να έχει παραλειφθεί η λεπτομερής διερεύνηση του δεύτερου παραδείγματος (για την περίπτωση γραμμικής ανάλυσης), παραπέμποντας στο πρώτο παράδειγμα. Κρίθηκε όμως εκπαιδευτικά σκόπιμο να μην γίνει αυτό, ώστε να δειχθεί με πληρότητα ο τρόπος αντιμετώπισης και για τα δύο παραδείγματα.


    δ) Ατελής φορέας – μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Εάν δεν γίνει παραδοχή μικρών τιμών της γωνίας θ, ισχύει η ακριβής εξίσωση (4.69). Παραγωγίζοντάς την ως προς θ και μηδενίζοντας την παράγωγο, προκύπτει:
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    δηλαδή
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    που είναι ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας του συστήματος με μη γραμμική ανάλυση, ο οποίος παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.28.
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    Σχήμα 4.28 Δρόμος ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 2 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού με και χωρίς ατέλεια


    Στη συνέχεια, γίνεται μελέτη της ευστάθειας αυτού του δρόμου. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι:
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    Εισάγοντας την έκφραση του φορτίου P από τη σχέση (4.77) στην εξίσωση (4.78) προκύπτει η δεύτερη παράγωγος της δυναμικής ενέργειας επί του δρόμου ισορροπίας:
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    και μετά από μαθηματική επεξεργασία:
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    Παρατηρείται ότι η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας (4.80) δεν έχει σταθερό πρόσημο. Έστω, για παράδειγμα, ότι η ατέλεια ε και επομένως οι γωνίες θ είναι θετικές (ανάλογα ισχύουν και στην περίπτωση αρνητικών γωνιών). Τότε, το πρόσημο εξαρτάται αποκλειστικά από τον αριθμητή του κλάσματος. Για μικρές τιμές της γωνίας θ, ο όρος sinε είναι μεγαλύτερος από τον όρο sin3θ οπότε η δεύτερη παράγωγος είναι θετική και το σύστημα χαρακτηρίζεται από ευστάθεια. Για τιμές θ μεγαλύτερες από κάποια οριακή τιμή ο όρος sin3θ γίνεται μεγαλύτερος από τον sinε, με αποτέλεσμα η παράγωγος να παίρνει αρνητικές τιμές και το σύστημα να χαρακτηρίζεται από αστάθεια.


    Πράγματι, αυτά είναι εμφανή στο Σχήμα 4.28, όπου απεικονίζεται γραφικά ο δρόμος ισορροπίας του συστήματος για μη γραμμική ανάλυση. Η οριακή τιμή του θ πέραν της οποίας το δεξιά μέλος της εξίσωσης (4.80) γίνεται αρνητικό είναι θορ=sin-1[(sinε)1/3], δηλαδή συμπίπτει με την παραμόρφωση του φορέα που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο, όπως είχε υπολογιστεί και με τη μέθοδο Euler. Σε αυτή τη θέση η δεύτερη παράγωγος αλλάζει πρόσημο (από θετικό σε αρνητικό), και το σύστημα από ευσταθές γίνεται πλέον ασταθές.


    Για να γίνει ο χαρακτηρισμός του οριακού σημείου ως ευσταθούς ή ασταθούς, είναι απαραίτητος ο υπολογισμός παραγώγων ανώτερης τάξης της συνολικής δυναμικής ενέργειας, δεδομένου ότι η δεύτερη παράγωγος σε εκείνη τη θέση έχει μηδενική τιμή. Η τρίτη παράγωγος προκύπτει από παραγώγιση της εξίσωσης (4.78):
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    Εισάγοντας τις τιμές φορτίου και παραμόρφωσης που αντιστοιχούν στο οριακό σημείο στην εξίσωση (4.81) προκύπτει:
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    Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.77) και μετά από μαθηματική επεξεργασία προκύπτει:
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    Η πρώτη μη μηδενική παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π στη θέση του οριακού σημείου είναι η τρίτη, δηλαδή περιττής τάξης. Επομένως η Π παρουσιάζει στη θέση αυτή σημείο καμπής, συνεπώς το εξεταζόμενο σημείο ισορροπίας, δηλαδή το οριακό σημείο, μπορεί να χαρακτηρίζεται είτε από ευστάθεια είτε από αστάθεια, ανάλογα με τη φορά της διαταραχής που θα του ασκηθεί. Από πρακτική άποψη βεβαίως ένα τέτοιο σημείο ισορροπίας θεωρείται ασταθές, δεδομένου ότι η πιθανή επιβαλλόμενη διαταραχή είναι τυχαία και δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων.


    Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για την περίπτωση αρχικής ατέλειας ε=0.01rad και για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή τριών χαρακτηριστικών θέσεων πάνω στο δρόμο ισορροπίας. Η παραμόρφωση που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο είναι θορ=sin-1[(sin0.01rad)1/3]=0.217145rad. Ως χαρακτηριστικές θέσεις επιλέγονται οι (P=0.92261kL, θ=0.15rad), πριν το οριακό σημείο, (P=0.93119kL, θ=0.217145rad), στο οριακό σημείο, και (P=0.92301kL, θ=0.23rad), μετά το οριακό σημείο. Οι αντίστοιχες εκφράσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας προκύπτουν με αντικατάσταση των παραπάνω τιμών P και ε στην εξίσωση (4.69):
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    Με βάση τις εξισώσεις (4.84), (4.85), (4.86), χαράσσονται οι γραφικές παραστάσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολές της γωνίας θ περί τις τρεις προαναφερθείσες θέσεις ισορροπίας (Σχήμα 4.29). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει αντίστοιχα τοπικό ελάχιστο (Σχήμα 4.29α), σημείο καμπής (Σχήμα 4.29β), και τοπικό μέγιστο (Σχήμα 4.29γ).
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    (α) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.92261kL, θ=0.15rad), πριν το οριακό σημείο
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    (β) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.93119kL, θ=0.217145rad), στο οριακό σημείο
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    (γ) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.92301kL, θ=0.23rad), μετά το οριακό σημείο


    Σχήμα 4.29 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας στην περιοχή τριών χαρακτηριστικών θέσεων ισορροπίας


    4.3.3 Αστάθεια μέσω ασύμμετρου σημείου διακλάδωσης


    Ο φορέας του Σχήματος 4.30 αποτελείται από μια απαραμόρφωτη ράβδο με άρθρωση στο ένα άκρο της και ελαστική στήριξη από κεκλιμένο ελατήριο μετάθεσης σταθεράς k στο άλλο. Το φορτίο P εφαρμόζεται στην κορυφή της ράβδου και παραμένει κατακόρυφο.
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    Σχήμα 4.30 Παράδειγμα 3 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στο ένα άκρο και ελαστική στήριξη στο άλλο


    Η δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι:
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    από όπου με μαθηματική επεξεργασία προκύπτει:
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    α) Γραμμική θεωρία λυγισμού


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (4.90) και χρήση όρων των αναπτυγμάτων Taylor, προκύπτει:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.91)

        
      

    


    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	P=kL/2, που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την κατάσταση μετά το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας, δηλαδή ουσιαστικά δίνει την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού Pcr=kL/2.


    


    Στο Σχήμα 4.31 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Όπως και στα προηγούμενα παραδείγματα, η έλλειψη πληροφοριών για το τι θα συμβεί μετά το λυγισμό παριστάνεται από την οριζόντια γραμμή που περιγράφει το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.
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    Σχήμα 4.31 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Η τιμή του φορτίου λυγισμού είναι η ίδια με εκείνη που είχε προκύψει με τη μέθοδο Euler. Με την ενεργειακή μέθοδο όμως, μπορεί επιπλέον να γίνει μελέτη ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι:
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    Για τη μελέτη ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας απαιτείται ο υπολογισμός της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας επί του κύριου δρόμου, δηλαδή για θ=0:
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    Παρατηρείται ότι:


    


    
      	εάν P<Pcr=kL/2→kL2/2–PL>0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια



      	εάν P>Pcr=kL/2→kL2/2–PL<0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από αστάθεια



      	εάν P=Pcr=kL/2→kL2/2–PL=0, δεν προκύπτει συμπέρασμα για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π.


    


    Συμπεραίνεται δηλαδή ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ=0 είναι ευσταθής για τιμές του φορτίου P μικρότερες από το φορτίο λυγισμού, ενώ είναι ασταθής για τιμές φορτίου P μεγαλύτερες από το φορτίο λυγισμού. Για το σημείο διακλάδωσης δεν προκύπτει συμπέρασμα από τη δεύτερη παράγωγο της Π, οπότε απαιτείται περαιτέρω παραγώγιση. Όμως, η παράγωγος της εξίσωσης (4.93) ως προς θ είναι μηδέν, επομένως η γραμμική ανάλυση δεν παρέχει πληροφορίες για την ευστάθεια του σημείου διακλάδωσης.


    Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η λειτουργία της ενεργειακής μεθόδου, υπολογίζεται η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή δύο θέσεων πάνω στον κύριο δρόμο ισορροπίας, για P=0.9Pcr και για P=1.1Pcr, με αντικατάσταση των κατάλληλων τιμών του φορτίου P στην εξίσωση (4.91):
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    Παρατηρείται ότι τα δεξιά μέλη των εξισώσεων (4.95) και (4.96) είναι ακριβώς ανάλογα με εκείνα των εξισώσεων (4.54) και (4.55), πολλαπλασιασμένα με 0.5. Ισχύουν επομένως και για αυτό το παράδειγμα τα συμπεράσματα του Σχήματος 4.21, δηλαδή επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι για φορτίο P=0.9Pcr η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 τοπικό ελάχιστο, ενώ για φορτίο P=1.1Pcr τοπικό μέγιστο.


    β) Μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Από την ακριβή εξίσωση (4.90) προκύπτει:
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    από όπου με μαθηματική επεξεργασία προκύπτει:
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    Η εξίσωση αυτή έχει δύο λύσεις:


    


    
      	θ=0, που αντιστοιχεί σε απαραμόρφωτο φορέα και περιγράφει την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	[image: ], που αντιστοιχεί σε μη μηδενικές τιμές του θ και περιγράφει την παραμορφωμένη κατάσταση μετά το λυγισμό και το δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας.


    


    Στο Σχήμα 4.32 φαίνονται ο κύριος και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του φορέα, όπως προέκυψαν από τη μη γραμμική ανάλυση λυγισμού. Παρατηρείται ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ο ίδιος που προέκυψε και από γραμμική ανάλυση. Ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας όμως είναι πλέον καμπύλος, και μη συμμετρικός ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 4.32 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Στη συνέχεια, γίνεται μελέτη της ευστάθειας του συστήματος, με χρήση των παραγώγων ανώτερης τάξης. Για την πρώτη παράγωγο της συνολικής δυναμικής ενέργειας, με απλοποίηση της σχέσης (4.97), προκύπτει:
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    Ακολούθως υπολογίζεται η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς θ, η οποία είναι:
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          (4.100)

        
      

    


    Μελετάται αρχικά η ευστάθεια του κύριου δρόμου ισορροπίας:
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          (4.101)

        
      

    


    Παρατηρείται ότι η εξίσωση (4.101) είναι ίδια με την (4.94) που προέκυψε από γραμμική ανάλυση για τον κύριο δρόμο ισορροπίας. Έτσι, και τα συμπεράσματα είναι όμοια για γραμμική και μη γραμμική ανάλυση:


    


    
      	εάν P<Pcr=kL/2→kL2/2–PL>0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια



      	εάν P>Pcr=kL/2→kL2/2–PL<0, άρα η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει τοπικό μέγιστο και οι αντίστοιχες θέσεις ισορροπίας χαρακτηρίζονται από αστάθεια



      	εάν P=Pcr=kL/2→kL2/2–PL=0, δεν προκύπτει συμπέρασμα για τη συνολική δυναμική ενέργεια Π, οπότε απαιτείται περαιτέρω παραγώγιση. Υπολογίζεται λοιπόν η τρίτη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας:
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          (4.102)

        
      

    


    Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιμή της τρίτης παραγώγου στη θέση μελέτης ευστάθειας, δηλαδή στο κρίσιμο σημείο:
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          (4.103)

        
      

    


    Η πρώτη μη μηδενική παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας Π στη θέση του κρίσιμου σημείου είναι η τρίτη, δηλαδή περιττής τάξης. Επομένως η Π παρουσιάζει στη θέση αυτή σημείο καμπής και συνεπώς το εξεταζόμενο σημείο ισορροπίας, δηλαδή το σημείο διακλάδωσης, είναι ασύμμετρο, χαρακτηριζόμενο από αστάθεια προς τη μία διεύθυνση και ευστάθεια προς την άλλη. Βεβαίως από πρακτική άποψη τέτοια σημεία ισορροπίας θεωρούνται ασταθή.


    Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται και πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή της θέσης ισορροπίας για P=Pcr, με αντικατάσταση στην εξίσωση (4.90)
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          (4.104)

        
      

    


    και χαράσσεται η γραφική παράσταση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ μεταξύ των τιμών -0.1rad και 0.1rad, για P=Pcr (Σχήμα 4.33). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει στη θέση ισορροπίας θ=0 σημείο καμπής. Παρατηρείται και εδώ ότι οι τιμές της Π για P=Pcr και μικρές τιμές της γωνίας θ είναι πολύ μικρές. Στη γραμμική ανάλυση οι αντίστοιχες τιμές ήταν μηδενικές, όπως άλλωστε προκύπτει από την εξίσωση (4.91), και για το λόγο αυτό η γραμμική ανάλυση δεν οδηγεί σε συμπεράσματα για την ευστάθεια του κρίσιμου σημείου.


    [image: ]


    Σχήμα 4.33 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας περί τη θέση ισορροπίας θ=0 για P=Pcr


    Στη συνέχεια μελετάται η ευστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας αντικαθιστώντας την έκφρασή του [image: ]στην εξίσωση (4.100):
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          (4.105)

        
      

    


    Επειδή η μελέτη του προσήμου της εξίσωσης (4.105) είναι σχετικά επίπονη, προτιμήθηκε να παρουσιαστεί γραφικά το πεδίο τιμών της. Το Σχήμα 4.34 δείχνει το διάγραμμα μεταβολής της δεύτερης παραγώγου του συνολικού δυναμικού επί του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας ως προς τη γωνία θ, όπως προκύπτει από την εξίσωση (4.105). Για θετικές τιμές της γωνίας θ, η δεύτερη παράγωγος παίρνει αρνητικές τιμές, που σημαίνει ότι ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του συστήματος χαρακτηρίζεται από αστάθεια. Αντίθετα, για αρνητικές τιμές της γωνίας θ, η δεύτερη παράγωγος παίρνει θετικές τιμές, που σημαίνει ότι ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του συστήματος είναι ευσταθής.
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    Σχήμα 4.34 Μελέτη ευστάθειας δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας για μη γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλεια


    Για καλύτερη εποπτεία υπολογίζεται και πάλι η έκφραση της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολή της γωνίας θ στην περιοχή δύο χαρακτηριστικών θέσεων πάνω στο δρόμο ισορροπίας. Ως τέτοιες θέσεις επιλέγονται οι (P=0.53815kL, θ=-0.1rad) και (P=0.46310kL, θ=0.1rad). Οι αντίστοιχες εκφράσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας προκύπτουν με αντικατάσταση των παραπάνω τιμών του P στην εξίσωση (4.90):
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          (4.106)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.107)

        
      

    


    Με βάση τις εξισώσεις (4.106), (4.107) χαράσσονται οι γραφικές παραστάσεις της συνολικής δυναμικής ενέργειας για μεταβολές της γωνίας θ περί τις δύο προαναφερθείσες θέσεις ισορροπίας (Σχήμα 4.35). Επιβεβαιώνεται και γραφικά ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει αντίστοιχα τοπικό ελάχιστο (Σχήμα 4.35α) και τοπικό μέγιστο (Σχήμα 4.35β).
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    (α) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.53815kL, θ=-0.1rad)
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    (β) περί τη θέση ισορροπίας (P=0.46310kL, θ=0.1rad)


    Σχήμα 4.35 Μεταβολή της συνολικής δυναμικής ενέργειας στην περιοχή δύο χαρακτηριστικών θέσεων ισορροπίας


    γ) Ατελής φορέας – γραμμική θεωρία λυγισμού


    Στο Σχήμα 4.36 φαίνεται ο φορέας με μια αρχική ατέλεια ε που αντιπροσωπεύει απόκλιση της ράβδου από την κατακόρυφη όταν το κεκλιμένο ελατήριο μετάθεσης είναι απαραμόρφωτο.
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    Σχήμα 4.36 Παράδειγμα 3 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στη βάση και κεκλιμένη ελαστική στήριξη στην κορυφή, με αρχική ατέλεια


    Τροποποιώντας την εξίσωση (4.90) ώστε να λαμβάνεται υπόψη η αρχική ατέλεια, υπολογίζεται η συνολική δυναμική ενέργεια του ατελούς συστήματος:
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          (4.108)

        
      

    


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (4.108) ως προς θ, προκύπτει:
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          (4.109)

        
      

    


    δηλαδή:
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          (4.110)

        
      

    


    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ:
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          (4.111)

        
      

    


    από όπου προκύπτει:
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          (4.112)

        
      

    


    που είναι η εξίσωση του ενιαίου δρόμου ισορροπίας με γραμμική θεωρία. Στο Σχήμα 4.37 φαίνεται αυτός ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας, ο οποίος τείνει ασυμπτωτικά στον (οριζόντιο) δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είχε προκύψει από γραμμική ανάλυση του τέλειου φορέα.
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    Σχήμα 4.37 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από γραμμική ανάλυση λυγισμού, με ατέλεια


    Στη συνέχεια γίνεται μελέτη της ευστάθειας του δρόμου ισορροπίας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι:
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          (4.113)

        
      

    


    Εισάγοντας την εξίσωση (4.112) του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος στην εξίσωση (4.113) προκύπτει:
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          (4.114)

        
      

    


    Η σταθερά του ελατηρίου k είναι πάντα θετική, ενώ τα ε και θ είναι ομόσημα, επομένως ο λόγος τους είναι και αυτός θετικός. Συμπεραίνεται δηλαδή ότι η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει σε κάθε θέση του δρόμου ισορροπίας τοπικό ελάχιστο ως προς θ, επομένως ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας είναι, κατά τη γραμμική ανάλυση, παντού ευσταθής, ανεξαρτήτως του προσήμου της αρχικής ατέλειας.


    δ) Ατελής φορέας – μη γραμμική θεωρία λυγισμού


    Παραγωγίζοντας την ακριβή εξίσωση (4.108) ως προς θ προκύπτει:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (4.115)

        
      

    


    Από τη σχέση αυτή με μαθηματική επεξεργασία καταλήγουμε στον ενιαίο δρόμο ισορροπίας του ατελούς συστήματος για μη γραμμική ανάλυση, που παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.38, τόσο για θετική όσο και για αρνητική αρχική ατέλεια:
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          (4.116)
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    Σχήμα 4.38 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 3 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού, με ατέλεια


    Στη συνέχεια, γίνεται μελέτη της ευστάθειας αυτού του δρόμου. Η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι:
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          (4.117)

        
      

    


    Εισάγοντας την εξίσωση (4.116) του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος στην εξίσωση (4.117) προκύπτει:
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          (4.118)

        
      

    


    Αντί αναλυτικού προσδιορισμού του προσήμου του δεξιά μέλους της εξίσωσης (4.118) προτιμήθηκε να παρουσιαστεί γραφικά το πεδίο τιμών της, που φαίνεται στο Σχήμα 4.39 για διάφορες τιμές της γωνίας θ και για τιμές αρχικής ατέλειας +0.01rad και -0.01rad.
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    Σχήμα 4.39 Μελέτη ευστάθειας δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας για μη γραμμική ανάλυση με ατέλεια ε ίση προς +0.01rad και -0.01rad


    Για ατέλεια ε=-0.01rad, που οδηγεί σε αρνητικές τιμές της γωνίας θ, η δεύτερη παράγωγος παίρνει μόνο θετικές τιμές, που σημαίνει ότι ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας του συστήματος χαρακτηρίζεται από ευστάθεια. Όμως, για ατέλεια ε=0.01rad, που οδηγεί σε θετικές τιμές της γωνίας θ, η δεύτερη παράγωγος παίρνει αρχικά θετικές τιμές, ενώ έπειτα από ένα «οριακό σημείο» οι τιμές της γίνονται αρνητικές. Αυτό σημαίνει ότι ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι αρχικά ευσταθής, ενώ μετά το οριακό σημείο γίνεται ασταθής. Η θέση του οριακού σημείου μπορεί να προσδιοριστεί από τον μηδενισμό της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας. Για τη συμπεριφορά σε περίπτωση αρνητικής αρχικής ατέλειας ισχύει ο σχολιασμός του παραδείγματος 1, ενώ για τη συμπεριφορά σε περίπτωση θετικής αρχικής ατέλειας ισχύει ο σχολιασμός του παραδείγματος 2.


    4.3.4 Αστάθεια μέσω οριακού σημείου


    Παράδειγμα 4


    Η τριγωνική αψίδα του Σχήματος 4.40 αποτελείται από δύο απαραμόρφωτες ράβδους, AB και ΒC, συνδεόμενες αρθρωτά μεταξύ τους. Ο κόμβος Α είναι αρθρωμένος στο έδαφος, ενώ η κατακόρυφη μετακίνηση του κόμβου C θεωρείται πλήρως δεσμευμένη και η οριζόντια ελαστικώς δεσμευμένη, από οριζόντιο ελατήριο μετάθεσης με σταθερά k. Στον ενδιάμεσο κόμβο Β ασκείται φορτίο P, το οποίο παραμένει συνεχώς κατακόρυφο. Δεδομένου ότι το σύστημα αυτό παρουσιάζει έντονα μη γραμμική συμπεριφορά και για μικρές τιμές του φορτίου, και δεν έχει μεγάλη ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες, θα πραγματοποιηθεί μόνον μη γραμμική ανάλυση για τον τέλειο φορέα.
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    Σχήμα 4.40 Παράδειγμα 4 - Τριγωνική αψίδα με οριζόντιο ελατήριο μετάθεσης


    Η δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι:
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          (4.119)
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          (4.120)
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          (4.121)

        
      

    


    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ:
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          (4.122)

        
      

    


    από όπου προκύπτει η εξίσωση του δρόμου ισορροπίας:
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          (4.123)

        
      

    


    του οποίου η γραφική παράσταση απεικονίζεται στο Σχήμα 4.41 για διάφορες τιμές της γωνίας α.
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    Σχήμα 4.41 Δρόμοι ισορροπίας συστήματος παραδείγματος 4 από μη γραμμική ανάλυση λυγισμού για διάφορες τιμές της γωνίας α


    Βεβαίως η εξίσωση του δρόμου ισορροπίας είναι η ίδια με εκείνη που είχε προκύψει με τη μέθοδο Euler. Με την ενεργειακή μέθοδο όμως, μπορεί επιπλέον να γίνει μελέτη ευστάθειας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Για το σκοπό αυτό υπολογίζεται η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας που είναι:
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          (4.124)

        
      

    


    Εισάγοντας την εξίσωση (4.123) του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος στην εξίσωση (4.124) προκύπτει:
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          (4.125)

        
      

    


    και μετά από μαθηματική επεξεργασία:
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          (4.126)

        
      

    


    Η γραφική παράσταση της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γωνία θ, παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.42, για α=15ο. Παρατηρείται η αντιστοιχία αυτού του διαγράμματος με τον αντίστοιχο δρόμο ισορροπίας του Σχήματος 4.41. Τα σημεία μηδενισμού της δεύτερης παραγώγου αντιστοιχούν στα οριακά σημεία, οι περιοχές όπου η δεύτερη παράγωγος είναι θετική στα ευσταθή τμήματα του δρόμου ισορροπίας, και οι περιοχές όπου είναι αρνητική στα ασταθή τμήματα. Στα συμπεράσματα αυτά μπορούμε να οδηγηθούμε και από μαθηματική επεξεργασία της σχέσης (4.126).
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    Σχήμα 4.42 Μελέτη ευστάθειας δρόμου ισορροπίας, για α=15o


    Με μηδενισμό της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας προκύπτουν οι θέσεις των δύο τοπικών ακροτάτων της συνάρτησης δυναμικής ενέργειας, δηλαδή της μέγιστης και της ελάχιστης τιμής του φορτίου P, που αντιστοιχούν στα οριακά σημεία του δρόμου ισορροπίας:
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          (4.127)

        
      

    


    Με αντικατάσταση της σχέσης (4.127) στην (4.123) προκύπτουν οι αντίστοιχες τιμές του φορτίου:
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          (4.129)

        
      

    


    Τόσο οι τιμές των γωνιών θ όσο και των φορτίων P είναι ίσες με τις τιμές που είχαν προκύψει στο Κεφάλαιο 3, με τη μέθοδο Euler. Στη συνέχεια μελετάται η ευστάθεια του δρόμου ισορροπίας βάσει του προσήμου της σχέσης (4.126). Οι όροι 4kL2 και cosα είναι πάντα θετικοί. Παρατηρώντας το Σχήμα 4.40 είναι εμφανές ότι -π/2<α–θ<π/2, άρα και ο όρος cos(α-θ) είναι πάντα θετικός. Επομένως, το πρόσημο της σχέσης (4.126) εξαρτάται αποκλειστικά από τον όρο εντός της παρένθεσης. Έτσι, προκύπτει:
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          (4.130)

        
      

    


    δηλαδή:
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    Αντίστοιχα:
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    δηλαδή:
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          (4.133)

        
      

    


    Επομένως, υπάρχει ένα διάστημα τιμών της γωνίας θ που καθορίζεται από τη σχέση (4.133), στο οποίο η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας είναι αρνητική, και επομένως το σύστημα χαρακτηρίζεται από αστάθεια. Οι ακραίες τιμές αυτού του διαστήματος είναι ακριβώς οι θέσεις των οριακών σημείων, όπως δίνονται από τη σχέση (4.127). Για άλλες τιμές της γωνίας θ η δεύτερη παράγωγος είναι θετική, επομένως το σύστημα είναι ευσταθές.


    Παράδειγμα 5


    Η τριγωνική αψίδα του Σχήματος 4.43 αποτελείται από δύο απαραμόρφωτες ράβδους, AB και ΒC, συνδεόμενες αρθρωτά μεταξύ τους. Ο κόμβος Α είναι αρθρωμένος στο έδαφος, ενώ η κατακόρυφη μετακίνηση του κόμβου C θεωρείται πλήρως δεσμευμένη και η οριζόντια ελαστικώς δεσμευμένη, από τον ελκυστήρα AC με αξονική δυσκαμψία ΕΑ. Επίσης, η σχετική στροφή των ράβδων AB και BC περιορίζεται από στροφικό ελατήριο σταθεράς c. Στον ενδιάμεσο κόμβο Β ασκείται φορτίο P, το οποίο παραμένει συνεχώς κατακόρυφο.


    [image: ]


    Σχήμα 4.43 Παράδειγμα 5 - Τριγωνική αψίδα με στροφικό ελατήριο και ελκυστήρα


    Ο ελκυστήρας ΑC μπορεί να αντικατασταθεί από ισοδύναμο γραμμικό ελατήριο με σταθερά:
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          (4.134)

        
      

    


    Η δυναμική ενέργεια του συστήματος είναι:
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          (4.135)
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          (4.136)
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          (4.137)

        
      

    


    Σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, η θέση ισορροπίας του συστήματος για συγκεκριμένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P προκύπτει από την εξίσωση μηδενισμού της πρώτης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τη γενικευμένη συντεταγμένη θ:
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          (4.138)

        
      

    


    από όπου προκύπτει η εξίσωση του δρόμου ισορροπίας:
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          (4.139)

        
      

    


    Βεβαίως η εξίσωση του δρόμου ισορροπίας είναι η ίδια με εκείνη που είχε προκύψει με τη μέθοδο Euler. Με την ενεργειακή μέθοδο όμως, μπορεί επιπλέον να γίνει μελέτη ευστάθειας με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας. Για το σκοπό αυτό υπολογίζεται η δεύτερη παράγωγος της συνολικής δυναμικής ενέργειας που είναι:
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          (4.140)

        
      

    


    Εισάγοντας την εξίσωση (4.139) του ενιαίου δρόμου ισορροπίας του συστήματος στην εξίσωση (4.140) προκύπτει:
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          (4.141)

        
      

    


    και μετά από μαθηματική επεξεργασία:
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          (4.142)

        
      

    


    Για την μελέτη ευστάθειας του συστήματος πρέπει να προσδιοριστεί το πρόσημο της έκφρασης στο δεξιά μέλος της εξίσωσης (4.142). Για το σκοπό αυτό παρουσιάζεται στο διάγραμμα του Σχήματος 4.44 η μεταβολή της δεύτερης αυτής παραγώγου συναρτήσει της γωνίας θ, για α=15ο και διάφορες τιμές του c/kL2. Από αυτό μπορούν να βρεθούν οι θέσεις των οριακών σημείων, ως τα σημεία μηδενισμού της δεύτερης παραγώγου, και στη συνέχεια τα αντίστοιχα οριακά φορτία, από τη σχέση (4.139). Για τιμές θ μεταξύ των θέσεων των οριακών σημείων, η δεύτερη παράγωγος της Π είναι αρνητική, επομένως τα αντίστοιχα τμήματα των δρόμων ισορροπίας είναι ασταθή. Για άλλες τιμές της θ εκτός αυτού του διαστήματος, η δεύτερη παράγωγος της Π είναι θετική και έτσι τα αντίστοιχα τμήματα των δρόμων ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια.


    [image: ]


    Σχήμα 4.44 Μελέτη ευστάθειας δρόμου ισορροπίας, για α=15ο και διάφορες τιμές c/kL2


    Σημειώνεται ότι η δεύτερη παράγωγος της Π για την περίπτωση c/kL2=0.04 δεν μηδενίζεται για καμία γωνία θ, γεγονός που δηλώνει την απουσία οριακών σημείων στον αντίστοιχο δρόμο ισορροπίας. Δηλαδή στην περίπτωση αυτή το στροφικό ελατήριο είναι επαρκώς ισχυρό, ώστε να καθορίζει τη συνολική συμπεριφορά του συστήματος, καταργώντας τα ασταθή τμήματα του δρόμου ισορροπίας.


    4.4 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε η ενεργειακή μέθοδος για τον υπολογισμό θέσεων ισορροπίας συντηρητικών στατικών συστημάτων και τη μελέτη ευστάθειας αυτών των θέσεων. Τα κύρια βήματα αυτής της μεθόδου είναι τα εξής:


    


    
      	Πρώτο βήμα είναι ο υπολογισμός της συνάρτησης συνολικής δυναμικής ενέργειας Π ενός συστήματος που λόγω της επενέργειας εξωτερικών φορτίων βρίσκεται σε κάποια κατάσταση παραμόρφωσης, ως το άθροισμα της δυναμικής ενέργειας U των εσωτερικών δυνάμεων του συστήματος και της δυναμικής ενέργειας W των εξωτερικών δυνάμεων. Η ενέργεια είναι γενικώς συνάρτηση των εξωτερικών φορτίων και των γενικευμένων συντεταγμένων που περιγράφουν την παραμορφωμένη θέση.



      	Δεύτερο βήμα είναι ο προσδιορισμός, για συγκεκριμένη τιμή των εξωτερικών φορτίων, των παραμορφωμένων θέσεων, δηλαδή των τιμών των γενικευμένων συντεταγμένων, για τις οποίες η συνολική δυναμική ενέργεια Π έχει στάσιμη τιμή και παρουσιάζει επομένως τοπικό μέγιστο ή τοπικό ελάχιστο σε σχέση με οποιαδήποτε άλλη γειτονική θέση παραμόρφωσης. Τότε, σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, οι θέσεις αυτές αποτελούν θέσεις ισορροπίας.



      	Τρίτο βήμα είναι η μελέτη ευστάθειας των θέσεων ισορροπίας. Αυτή πραγματοποιείται με χρήση του κριτηρίου ευστάθειας, σύμφωνα με το οποίο μια κατάσταση ισορροπίας οποιουδήποτε συντηρητικού συστήματος είναι ευσταθής για μικρού μεγέθους διαταραχή, όταν η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει σε αυτή τη θέση τοπικό ελάχιστο σε σχέση με οποιαδήποτε άλλη γειτονική θέση παραμόρφωσης, διαφορετικά είναι ασταθής.


    


    Στη συνέχεια αναλύθηκαν τα ίδια πέντε απλά μονοβάθμια μη γραμμικά συστήματα που είχαν παρουσιαστεί στο Κεφάλαιο 3 με χρήση της μεθόδου ισορροπίας ή μεθόδου Euler. Έγινε και πάλι χρήση τόσο γραμμικής όσο και μη γραμμικής θεωρίας, για τέλειους και ατελείς φορείς. Δεν δόθηκε ιδιαίτερη έμφαση στη φυσική συμπεριφορά των φορέων, η οποία είχε αναλυθεί διεξοδικά στο Κεφάλαιο 3, αλλά στον τρόπο εφαρμογής της ενεργειακής μεθόδου, καθώς και στην κατανόηση της φυσικής της σημασίας. Διαπιστώθηκε ότι η ενεργειακή μέθοδος παρέχει ενδεχομένως λιγότερη φυσική εποπτεία από τη μέθοδο Euler, όμως δίνει τη δυνατότητα συστηματικής μαθηματικής διατύπωσης, ώστε να μπορεί να προγραμματιστεί και να ενσωματωθεί σε κατάλληλο λογισμικό.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5


    


    ΔΥΝΑΜΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ ΜΕΛΕΤΗΣ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ


    5.1 Εισαγωγή


    Η δυναμική ή κινηματική μέθοδος εξετάζει την ευστάθεια ή αστάθεια μιας θέσης ισορροπίας ενός στατικού συστήματος, παρακολουθώντας την ταλάντωση που πραγματοποιεί το σύστημα, εάν του δοθεί μια μικρή διαταραχή από αυτή τη θέση ισορροπίας και στη συνέχεια αφεθεί ελεύθερο. Η διαταραχή μπορεί να έχει τη μορφή επιβαλλόμενης μετακίνησης ή ταχύτητας ή και των δύο. Ένα σημαντικό πλεονέκτημα της δυναμικής μεθόδου είναι ότι εφαρμόζεται τόσο σε συντηρητικά, όσο και σε μη συντηρητικά ελαστικά συστήματα. Υπενθυμίζεται ότι ένα μηχανικό σύστημα ονομάζεται συντηρητικό εάν όλες οι δυνάμεις που ενεργούν επί αυτού είναι συντηρητικές, δηλαδή το έργο τους εξαρτάται αποκλειστικά από την αρχική και την τελική θέση του σημείου εφαρμογής τους και όχι από τη διαδρομή μετάβασης από την αρχική στην τελική θέση.


    Πέραν της χρησιμότητάς της για τη μελέτη της ευστάθειας συστημάτων υπό στατικά φορτία, η δυναμική μέθοδος παρουσιάζει ενδιαφέρον για την κατανόηση της απόκρισης φορέων που υποβάλλονται σε δυναμικά φορτία. Μέσω των παραδειγμάτων που θα παρουσιαστούν σε αυτό το κεφάλαιο επιδιώκεται επομένως και η σύγκριση μεταξύ στατικής και δυναμικής αστάθειας, καθώς ακόμη η αξιολόγηση των παραμέτρων που επηρεάζουν τη δεύτερη. Στην αξιολόγηση αυτή δίνεται έμφαση στο μέγεθος της επιβαλόμενης αρχικής διαταραχής σε συνάρτηση με το μέγεθος των ασκούμενων φορτίων συγκριτικά με εκείνα που θα προκαλούσαν στατική αστάθεια.


    5.2 Βασικές αρχές της δυναμικής μεθόδου


    Θεωρείται ένα μηχανικό σύστημα με n βαθμούς ελευθερίας, του οποίου η θέση στο χώρο προσδιορίζεται από τις γενικευμένες συντεταγμένες qi(i=1,2,3,…,n) που περιλαμβάνουν μετατοπίσεις και στροφές των κόμβων. Η παραμόρφωση του συστήματος σε μία θέση στατικής ισορροπίας που αντιστοιχεί σε κάποια εξωτερικά φορτία θα περιγράφεται από τις αντίστοιχες τιμές, [image: ], των γενικευμένων συντεταγμένων στη θέση αυτή:


    [image: ]


    Για λόγους απλούστευσης της μαθηματικής περιγραφής του προβλήματος μπορεί να γίνει ο μετασχηματισμός αξόνων [image: ], οπότε η θέση ισορροπίας του συστήματος δίνεται από τη σχέση:


    [image: ]


    Δηλαδή, είναι πάντοτε δυνατή η επιλογή κατάλληλου συστήματος συντεταγμένων, ώστε οι τιμές των γενικευμένων συντεταγμένων στην εξεταζόμενη θέση ισορροπίας να είναι μηδενικές, οπότε παραλείποντας τους τόνους, για λόγους απλούστευσης, η παραμόρφωση του συστήματος σε μία θέση στατικής ισορροπίας μπορεί να γραφεί:
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          (5.1)

        
      

    


    Για να ερευνηθεί με βάση τη δυναμική μέθοδο κατά πόσο αυτή η θέση ισορροπίας είναι ασταθής ή ευσταθής, στο σύστημα επιβάλλεται τη χρονική στιγμή q=0 μία αρχική διαταραχή που μπορεί να περιλαμβάνει μετακινήσεις [image: ], ταχύτητες [image: ], ή και τα δύο:
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          (5.2)

        
      

    


    Θεωρείται ότι η επιβαλλόμενη διαταραχή είναι αρκετά μικρού μεγέθους σε σχέση με το μήκος των βασικών διανυσμάτων που περιγράφουν το χώρο στον οποίο μελετάται το σύστημα, δηλαδή υπάρχει «μικρός» θετικός αριθμός η, ώστε:
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          (5.3)

        
      

    


    όπου [image: ] κατάλληλη νόρμα του διανύσματος των αρχικών επιβαλλόμενων μετακινήσεων και των αρχικών επιβαλλόμενων ταχυτήτων, π.χ.:
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          (5.4)

        
      

    


    Στη συνέχεια ο φορέας αφήνεται ελεύθερος, οπότε εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες τις καθοριζόμενες από την εξίσωση (5.2). Η κινηματική κατάσταση του συστήματος οποιαδήποτε χρονική στιγμή t μπορεί να περιγραφεί από τις γενικευμένες μετατοπίσεις qi(t) και τις αντίστοιχες ταχύτητες [image: ]. Για το χαρακτηρισμό της εξεταζόμενης θέσης ισορροπίας ως ευσταθούς ή ασταθούς εξετάζεται κατά πόσο η κίνηση του συστήματος για t>0 είναι φραγμένη, δηλαδή αν υπάρχει θετικός αριθμός ε, τέτοιος ώστε:
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          (5.5)

        
      

    


    Η εξεταζόμενη θέση ισορροπίας χαρακτηρίζεται ως ευσταθής, εάν για οποιονδήποτε αριθμό ε>0 μπορούν να βρεθούν τέτοιες αρχικές συνθήκες n=n(ε) που να ικανοποιούν τη σχέση (5.5), δηλαδή να προκύπτει κινηματικώς φραγμένη κατάσταση του συστήματος. Εάν αυτό δεν συμβαίνει, η εξεταζόμενη θέση ισορροπίας χαρακτηρίζεται ως ασταθής. Δηλαδή, όταν η αρχική θέση ισορροπίας (5.1) είναι ευσταθής, η ταλάντωση που προκύπτει λόγω της επιβαλλόμενης αρχικής διαταραχής έχει φραγμένο εύρος, ενώ αντίθετα αν η θέση ισορροπίας είναι ασταθής, τότε η ταλάντωση έχει συνεχώς αυξανόμενο εύρος.


    Η γεωμετρική ερμηνεία της ευσταθούς ή ασταθούς συμπεριφοράς στα πλαίσια της δυναμικής μεθόδου παρουσιάζεται στα Σχήματα 5.1 και 5.2. Στο Σχήμα 5.1 παρουσιάζεται η εξέλιξη με το χρόνο t μιας γενικευμένης συντεταγμένης qi του συστήματος, όταν αυτό υποβάλλεται σε αρχική διέγερση ([image: ],[image: ], i=1,2,…,n) και στη συνέχεια αφήνεται να εκτελέσει ελεύθερη ταλάντωση. Εάν για ένα δεδομένο εύρος 2ε, εντός του οποίου είναι ανεκτό να περιοριστεί το πλάτος της ταλάντωσης, μπορεί να βρεθεί εύρος 2η, εντός του οποίου εάν ευρίσκεται η αρχική διέγερση, το πλάτος της απόκρισης είναι φραγμένο, τότε η αρχική θέση ισορροπίας (qi=0, i=1,2,…,n) χαρακτηρίζεται από ευστάθεια. Σε διαφορετική περίπτωση η αρχική θέση ισορροπίας (qi=0, i=1,2,…,n) είναι ασταθής. Παρόμοια ισχύουν και για τη γραφική παράσταση της ταχύτητας [image: ] ως προς το χρόνο, καθώς και για τις άλλες γενικευμένες συντεταγμένες του συστήματος.


    Ιδιαίτερα εποπτική είναι η παρακολούθηση της απόκρισης του μονοβαθμίου συστήματος σε μία γραφική παράσταση που είναι γνωστή ως διάγραμμα φάσεων, στην οποία στον οριζόντιο άξονα καταγράφεται η εξέλιξη με το χρόνο t μιας γενικευμένης συντεταγμένης qi(t) και στον κατακόρυφο άξονα της αντίστοιχης ταχύτητας [image: ] του συστήματος, όταν αυτό υποβάλλεται σε αρχική διέγερση ([image: ],[image: ], i=1,2,…,n) και στη συνέχεια αφήνεται να εκτελέσει ελεύθερη ταλάντωση. Η εξεταζόμενη θέση ισορροπίας (qi=0, i=1,2,…,n) είναι ευσταθής εφόσον η απόκριση του συστήματος είναι φραγμένη. Για να συμβαίνει αυτό πρέπει, για δεδομένο ε>0 να υπάρχει n=n(ε)>0, τέτοιο ώστε η κίνηση λόγω αρχικής διαταραχής εντός τετραγώνου με πλευρά 2n, να ευρίσκεται συνεχώς εντός τετραγώνου με πλευρά 2ε. Σε αντίθετη περίπτωση η αρχική θέση ισορροπίας είναι ασταθής.


    [image: ]


    Σχήμα 5.1 Γεωμετρική ερμηνεία της ευστάθειας και αστάθειας


    [image: ]


    Σχήμα 5.2 Διάγραμμα φάσεων


    Η φιλοσοφία της δυναμικής μεθόδου μπορεί επίσης να γίνει ευκολότερα κατανοητή μέσω του εποπτικού παραδείγματος των πιθανών θέσεων πάνω σε μια επιφάνεια μιας σφαίρας που ευρίσκεται σε πεδίο βαρύτητας (Σχήμα 5.3) και της κίνησης που εκτελεί η σφαίρα εάν εκτραπεί από την αρχική θέση ισορροπίας της. Ανάλογα με την κλίση που έχει η επιφάνεια, η σφαίρα μπορεί να έχει ευσταθή (α), ασταθή (β) ή ουδέτερη (γ) ισορροπία, όπως συζητήθηκε ήδη στο Κεφάλαιο 4, όπου δόθηκε έμφαση στη μεταβολή της δυναμικής ενέργειας της σφαίρας καθώς αυτή μετακινείται σε διάφορες θέσεις επί της επιφάνειας.


    [image: ]


    (α) Ευσταθής ισορροπία


    [image: ]


    (β) Ασταθής ισορροπία


    [image: ]


    (γ) Ουδέτερη (ασταθής) ισορροπία


    Σχήμα 5.3 Θέσεις ισορροπίας σφαίρας πάνω σε επιφάνεια


    Εάν η επιφάνεια στρέφει, στην εξεταζόμενη θέση qo, τα κοίλα προς τα πάνω (Σχήμα 5.3α), τότε η θέση ισορροπίας είναι στο χαμηλότερο σημείο, όπου η σφαίρα έχει την ελάχιστη δυναμική ενέργεια Π. Εάν από τη θέση αυτή επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή δq, η δυναμική ενέργεια αυξάνεται και η σφαίρα, αν αφεθεί ελεύθερη, εκτελεί ταλάντωση περί την αρχική θέση ισορροπίας, στην οποία και τελικά επιστρέφει, λόγω τριβών, και ισορροπεί και πάλι. Αυτή η θέση ισορροπίας είναι ευσταθής.


    Εάν η επιφάνεια στρέφει, στην εξεταζόμενη θέση qo, τα κοίλα προς τα κάτω (Σχήμα 5.3β), τότε η θέση ισορροπίας είναι στο υψηλότερο σημείο, όπου η σφαίρα έχει τη μέγιστη δυναμική ενέργεια Π. Εάν από τη θέση αυτή επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή δq, η δυναμική ενέργεια μειώνεται και η σφαίρα, αν αφεθεί ελεύθερη, απομακρύνεται περισσότερο από την αρχική θέση ισορροπίας, στην οποία δεν επιστρέφει. Αυτή η θέση ισορροπίας είναι ασταθής.


    Εάν τέλος η επιφάνεια, περί την εξεταζόμενη θέση qo, είναι οριζόντια (Σχήμα 5.3γ), τότε κάθε γειτονική θέση αποτελεί θέση ισορροπίας, και η σφαίρα έχει σε όλες αυτές τις θέσεις την ίδια δυναμική ενέργεια Π. Εάν από μια τέτοια θέση επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή δq, η δυναμική ενέργεια παραμένει σταθερή και η σφαίρα, αν αφεθεί ελεύθερη, παραμένει ακίνητη στη νέα θέση, που είναι και αυτή θέση ισορροπίας. Εάν πάλι από μια τέτοια θέση επιβληθεί στη σφαίρα μια μικρή διαταραχή [image: ], η δυναμική ενέργεια παραμένει επίσης σταθερή και η σφαίρα εκτελεί διαρκή κίνηση με σταθερή ταχύτητα αν δεν υπάρχει τριβή, ή ισορροπεί σε νέα θέση αν αναπτύσσεται τριβή, που είναι και αυτή θέση ισορροπίας. Η αρχική θέση ισορροπίας λέγεται ουδέτερη, μπορεί όμως να θεωρηθεί για πρακτικούς σκοπούς ως ασταθής, δεδομένου ότι η σφαίρα δεν θα επιστρέψει ποτέ σε αυτήν.


    Όπως ήδη αναφέρθηκε, το είδος της ισορροπίας μπορεί να εξαρτάται από το μέγεθος της επιβαλλόμενης διαταραχής. Στα τρία παραδείγματα του Σχήματος 5.4 παρουσιάζονται περιπτώσεις, στις οποίες το είδος της ισορροπίας μεταβάλλεται ανάλογα με το μέγεθος της διαταραχής. Στο Σχήμα 5.4α η ισορροπία είναι ασταθής για μικρή διαταραχή, αλλά ευσταθής, σε νέα όμως θέση, για μεγαλύτερη. Το αντίθετο συμβαίνει στο Σχήμα 5.4β, όπου η ισορροπία είναι ευσταθής για μικρή διαταραχή, αλλά ασταθής για μεγαλύτερη. Τέλος, στο Σχήμα 5.4γ, η ισορροπία είναι ευσταθής για μικρή διαταραχή, και παρουσιάζει προσωρινή αστάθεια και τελικά ευστάθεια σε νέα θέση για μεγαλύτερη διαταραχή. Όπως αναφέρθηκε και στο Kεφάλαιο 4, στη διεθνή βιβλιογραφία χρησιμοποιούνται για τέτοιες περιπτώσεις οι όροι «stability in the small» και «stability in the large».


    [image: ]


    (α) Αστάθεια για μικρή διαταραχή – ευστάθεια σε νέα θέση για μεγάλη διαταραχή


    [image: ]


    (β) Ευστάθεια για μικρή διαταραχή – αστάθεια για μεγάλη διαταραχή


    [image: ]


    (γ) Ευστάθεια για μικρή διαταραχή – ευστάθεια σε νέα θέση για μεγάλη διαταραχή


    Σχήμα 5.4 Σύνθετες περιπτώσεις θέσεων ισορροπίας σφαίρας πάνω σε επιφάνεια


    5.3 Μαθηματική διατύπωση για μονοβάθμιο σύστημα


    5.3.1 Σύστημα χωρίς απόσβεση


    Θεωρείται σύστημα με ένα βαθμό ελευθερίας q, χωρίς απόσβεση, που ισορροπεί στη θέση q=0. Το σύστημα υποβάλλεται σε μία αρχική διαταραχή ([image: ]) και στη συνέχεια αφήνεται να εκτελέσει ελεύθερη ταλάντωση. Εάν m είναι η μάζα του συστήματος και k η δυσκαμψία του, τότε η διαφορική εξίσωση κίνησης του συστήματος είναι:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (5.6)

        
      

    


    Σύμφωνα με τη δόκιμη διαδικασία για διαφορικές εξισώσεις αυτού του τύπου, αναζητείται λύση της μορφής:
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          (5.7)

        
      

    


    Οπότε, με αντικατάσταση της εξίσωσης (5.7) στην (5.6) προκύπτει:
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          (5.8)

        
      

    


    Όμως eρt≠0 και C≠0, διαφορετικά από την εξίσωση (5.7) θα προέκυπτε ότι η απόκριση είναι συνεχώς μηδενική, οπότε η εξίσωση (5.8) αληθεύει μόνο όταν μηδενίζεται η παράσταση στην παρένθεση στο αριστερά μέλος, δηλαδή όταν:
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          (5.9)

        
      

    


    Η εξίσωση (5.9) ονομάζεται χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής εξίσωσης (5.6). Για τη λύση της, και κατά συνέπεια για τη λύση της (5.6), διακρίνονται οι εξής περιπτώσεις, ανάλογα με το πρόσημο του όρου k/m:


    α) Εάν k/m=ω2>0


    Το μέγεθος ω είναι η ιδιοσυχνότητα του συστήματος, που σε αυτή την περίπτωση είναι πραγματική και θετική. Τότε η διαφορική εξίσωση κίνησης (5.6) γίνεται:
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          (5.10)

        
      

    


    Οι δύο ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.9) είναι:
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          (5.11)

        
      

    


    Η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης (5.6) είναι τότε:
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          (5.12)

        
      

    


    ή ισοδύναμα, αντικαθιστώντας e±iωt=cosωt±isinωt:
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          (5.13)

        
      

    


    όπου C1 και C2 είναι σταθερές ολοκλήρωσης που μπορούν να προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες:
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          (5.14)

        
      

    


    Για να εφαρμοστεί η δεύτερη συνοριακή συνθήκη χρειάζεται να υπολογιστεί η έκφραση της ταχύτητας, δηλαδή της πρώτης παραγώγου της μετακίνησης ως προς το χρόνο:
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          (5.15)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.12) και (5.15) στην (5.14) προκύπτουν οι σταθερές ολοκλήρωσης:
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          (5.16)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας στη συνέχεια τις σχέσεις (5.16) στις (5.12) και (5.15) καταλήγουμε στις εκφράσεις μεταβολής με το χρόνο της μετακίνησης και της ταχύτητας:
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          (5.17)
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          (5.18)

        
      

    


    Από την τριγωνομετρική μορφή των σχέσεων (5.17) και (5.18) προκύπτει ότι η ταλάντωση είναι φραγμένη, και μάλιστα οι μέγιστες δυνατές τιμές της μετακίνησης και της ταχύτητας είναι αντίστοιχα:
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          (5.19)
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          (5.20)

        
      

    


    Στο Σχήμα 5.5 παρουσιάζεται, μέσω αριθμητικής εφαρμογής των παραπάνω εξισώσεων, η απόκριση ενός μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=12, χωρίς απόσβεση, για αρχική διέγερση ([image: ]) από τη στατική θέση ισορροπίας q=0.


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.5 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=12, για διέγερση [image: ] από τη στατική θέση ισορροπίας q=0


    Όπως είναι εμφανές και από τις σχέσεις (5.17) και (5.18) τα διαγράμματα μετακίνησης q – χρόνου t και ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t είναι αρμονικής μορφής, ενώ το διάγραμμα φάσεων είναι κλειστό ελλειπτικής μορφής. Από τις σχέσεις (5.19) και (5.20) προκύπτει αντίστοιχα ότι η μέγιστη τιμή της μετακίνησης είναι 1.30 και η μέγιστη τιμή της ταχύτητας 15.62. Επίσης η ιδιοπερίοδος είναι ίση με Τ=2π/ω=0.52, κάτι που επιβεβαιώνεται και από τα διαγράμματα 5.5α,β. Συμπερασματικά, στην περίπτωση αυτή το σύστημα εκτελεί αρμονική ελεύθερη ταλάντωση περί την αρχική θέση ευσταθούς στατικής ισορροπίας.


    β) Εάν k/m=-ω2=0


    Στην περίπτωση αυτή η ιδιοσυχνότητα του συστήματος μηδενίζεται. Τότε η διαφορική εξίσωση κίνησης (5.6) μπορεί να γραφεί ως εξής:
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          (5.21)

        
      

    


    Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.9) είναι μηδενικές:
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          (5.22)

        
      

    


    και η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης (5.6) είναι:
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          (5.23)

        
      

    


    όπου C1 και C2 σταθερές ολοκλήρωσης που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες:
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          (5.24)

        
      

    


    Για να εφαρμοστεί η δεύτερη συνοριακή συνθήκη υπολογίζεται η έκφραση της ταχύτητας, δηλαδή της πρώτης παραγώγου της μετακίνησης ως προς το χρόνο:
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          (5.25)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.23) και (5.25) στην (5.24) προκύπτουν οι σταθερές ολοκλήρωσης:
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          (5.26)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας στη συνέχεια τις σχέσεις (5.26) στις (5.23) και (5.25) καταλήγουμε στις εκφράσεις μεταβολής με το χρόνο της μετακίνησης και της ταχύτητας:
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          (5.27)
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          (5.28)

        
      

    


    Από τις σχέσεις (5.27) και (5.28) προκύπτει ότι η ταλάντωση δεν είναι φραγμένη, αφού η μετατόπιση αυξάνεται γραμμικά και η ταχύτητα παραμένει σταθερή. Αυτό επιβεβαιώνεται από το Σχήμα 5.6 που ακολουθεί, όπου παρουσιάζεται η απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=0, για διέγερση ([image: ]) από τη στατική θέση ισορροπίας q=0. Στην περίπτωση αυτή η συμπεριφορά του συστήματος χαρακτηρίζεται από απόκλιση από την αρχική θέση στατικής ισορροπίας.


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.6 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=0, για διέγερση [image: ] από τη στατική θέση ισορροπίας q=0


    γ) Εάν k/m=-ω2<0


    Στην περίπτωση αυτή η ιδιοσυχνότητα του συστήματος είναι φανταστικός αριθμός. Τότε η διαφορική εξίσωση κίνησης (5.6) μπορεί να γραφεί ως εξής:
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          (5.29)

        
      

    


    Οι δύο ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.9) είναι πλέον πραγματικές:
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          (5.30)

        
      

    


    Η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης (5.29) είναι τότε:
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          (5.31)

        
      

    


    όπου C1 και C2 σταθερές ολοκλήρωσης που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες:
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          (5.32)

        
      

    


    Για να εφαρμοστεί η δεύτερη συνοριακή συνθήκη υπολογίζεται η έκφραση της ταχύτητας:
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          (5.33)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.31) και (5.33) στην (5.32) προκύπτουν οι σταθερές ολοκλήρωσης:
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          (5.34)

        
      

    


    Με αντικατάσταση στη συνέχεια των σχέσεων (5.34) στις (5.31) και (5.33) καταλήγουμε στις εκφράσεις μεταβολής με το χρόνο της μετακίνησης και της ταχύτητας:
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          (5.35)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (5.36)

        
      

    


    Από τις σχέσεις (5.35) και (5.36) προκύπτει ότι η ταλάντωση δεν είναι φραγμένη, αφού οι όροι με εκθέτη ω∙t αυξάνονται εκθετικά. Αυτό επιβεβαιώνεται από το Σχήμα 5.7 που ακολουθεί, όπου παρουσιάζεται η απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=1∙i, για διέγερση ([image: ]) από τη στατική θέση ισορροπίας q=0. Και στην περίπτωση αυτή η συμπεριφορά του συστήματος χαρακτηρίζεται από απόκλιση από την αρχική θέση στατικής ισορροπίας, και μάλιστα η απόκλιση είναι ταχύτερη από ότι στην περίπτωση ω=0.
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    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.7 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=1∙i, για διέγερση [image: ] από τη στατική θέση ισορροπίας q=0


    Επιρροή του μεγέθους της αρχικής διαταραχής


    Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η εξέταση της επιρροής του μεγέθους της αρχικής διαταραχής στην απόκριση του συστήματος. Για το σκοπό αυτό εξετάζονται για κάθε ένα από τα τρία συστήματα των οποίων η απόκριση παρουσιάστηκε στα Σχήματα 5.5, 5.6 και 5.7, τρεις διαφορετικές περιπτώσεις αρχικών συνθηκών:


    (i) [image: ], (ii) [image: ] και (iii) [image: ].


    Όπως προκύπτει από ποιοτική αξιολόγηση των μαθηματικών σχέσεων που παρουσιάστηκαν και επιβεβαιώνεται από τα Σχήματα 5.8, 5.9 και 5.10 που ακολουθούν, το μέγεθος της αρχικής διαταραχής επηρεάζει το εύρος, αλλά όχι το είδος της απόκρισης του συστήματος. Το είδος της απόκρισης εξαρτάται μόνον από τον τύπο ισορροπίας στη θέση από την οποία εκτρέπεται το σύστημα. Εφόσον η αρχική θέση ισορροπίας είναι ευσταθής, η ελεύθερη ταλάντωση που προκύπτει μετά την επιβολή της διαταραχής είναι φραγμένη, ενώ αν η αρχική θέση είναι ασταθής ή αντιστοιχεί σε οριακό σημείο, στο οποίο συμβαίνει μετάβαση από ευσταθή σε ασταθή κλάδο ισορροπίας, η κίνηση χαρακτηρίζεται από απόκλιση. Εξαίρεση αποτελούν περιπτώσεις όπως αυτές του Σχήματος 5.4, στις οποίες το είδος της ισορροπίας επηρεάζεται από το μέγεθος της διαταραχής, οι οποίες πάντως δεν μπορούν να περιγραφούν από το μονοβάθμιο σύστημα της παρούσας ενότητας.
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    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.8 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=12, για τρεις διαφορετικές αρχικές διεγέρσεις από τη στατική θέση ισορροπίας q=0:

    [image: ] - [image: ] - [image: ]


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.9 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=0, για τρεις διαφορετικές αρχικές διεγέρσεις από τη στατική θέση ισορροπίας q=0:

    [image: ] - [image: ] - [image: ]


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.10 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος χωρίς απόσβεση με ιδιοσυχνότητα ω=1∙i, για τρεις διαφορετικές αρχικές διεγέρσεις από τη στατική θέση ισορροπίας q=0:

    [image: ] - [image: ] - [image: ]


    5.3.2 Σύστημα με απόσβεση


    Θεωρείται τώρα το ίδιο σύστημα ενός βαθμού ελευθερίας q, με απόσβεση, που ισορροπεί στη θέση q=0. Το σύστημα υποβάλλεται και πάλι σε μία αρχική διαταραχή ([image: ]) και στη συνέχεια αφήνεται να εκτελέσει ελεύθερη ταλάντωση. Εάν m είναι η μάζα του συστήματος, c η απόσβεσή του και k η δυσκαμψία του, τότε η διαφορική εξίσωση κίνησης του συστήματος είναι:
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          (5.37)

        
      

    


    Αναζητείται και πάλι λύση της μορφής:
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          (5.38)

        
      

    


    οπότε, με αντικατάσταση της εξίσωσης (5.38) στην (5.37) προκύπτει:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (5.39)

        
      

    


    Η εξίσωση (5.39) αληθεύει μόνο όταν:
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          (5.40)

        
      

    


    Η χαρακτηριστική εξίσωση (5.40) είναι πολυωνυμική δευτέρου βαθμού. Για τη λύση της, και κατά συνέπεια για τη λύση της εξίσωσης (5.37), διακρίνονται οι αντίστοιχες περιπτώσεις όπως στο σύστημα χωρίς απόσβεση, ανάλογα με το πρόσημο του όρου k/m:


    α) Εάν k/m=ω2>0


    Σε αυτή την περίπτωση η ιδιοσυχνότητα ω του συστήματος είναι πραγματική και θετική. Η διακρίνουσα Δ της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.40) είναι:
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          (5.41)

        
      

    


    Το είδος των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.40) εξαρτάται από το πρόσημο της διακρίνουσας, που με τη σειρά του εξαρτάται από την απόσβεση. Για τη συνηθισμένη για δομικά έργα περίπτωση υποκρίσιμης απόσβεσης, όταν δηλαδή η απόσβεση c είναι μικρότερη από την κρίσιμη απόσβεση ccr=2∙m∙ω, για την οποία το σύστημα επιστρέφει στην αρχική του θέση χωρίς να πραγματοποιεί ταλάντωση, η διακρίνουσα Δ είναι αρνητική, οπότε η χαρακτηριστική εξίσωση (5.40) έχει δύο διακεκριμένες μιγαδικές ρίζες:
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          (5.42)

        
      

    


    όπου ζ το ποσοστό απόσβεσης, που ορίζεται από τη σχέση:
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          (5.43)

        
      

    


    Η σχέση (5.42) γράφεται και ως
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          (5.44)

        
      

    


    όπου
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          (5.45)

        
      

    


    Η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης θα έχει τότε τη μορφή:
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          (5.46)

        
      

    


    ή ισοδύναμα (αφού e±iωt=cosωt±isinωt):
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          (5.47)

        
      

    


    Οι σταθερές ολοκλήρωσης C1 και C2 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (5.48)

        
      

    


    Για να εφαρμοστεί η δεύτερη συνοριακή συνθήκη χρειάζεται η έκφραση της ταχύτητας:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (5.49)

        
      

    


    Με αντικατάσταση των σχέσεων (5.47) και (5.49) στην (5.48) προκύπτει:
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          (5.50)

        
      

    


    και αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.50) στις (5.47) και (5.49) καταλήγουμε στις εκφράσεις μεταβολής της μετακίνησης και της ταχύτητας με το χρόνο:
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          (5.51)
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          (5.52)

        
      

    


    Από τις σχέσεις (5.51) και (5.52) προκύπτει ότι η ταλάντωση είναι φραγμένη, και μάλιστα οι μέγιστες δυνατές τιμές της μετακίνησης και της ταχύτητας είναι αντίστοιχα:
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          (5.53)
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          (5.54)

        
      

    


    Στο Σχήμα 5.11 που ακολουθεί παρουσιάζεται η απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=12 και με ποσοστό απόσβεσης ζ=5%, για διέγερση ([image: ]) από τη στατική θέση ισορροπίας q=0.


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.11 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=12 και με ποσοστό απόσβεσης ζ=5%, για διέγερση [image: ] από τη στατική θέση ισορροπίας q=0


    Όπως είναι εμφανές και από τις σχέσεις (5.51) και (5.52) τα διαγράμματα μετακίνησης q – χρόνου t και ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t είναι αρμονικής μορφής, ενώ το διάγραμμα φάσεων είναι φθείνον σπειροειδούς μορφής. Από τις σχέσεις (5.53) και (5.54) προκύπτει αντίστοιχα ότι η μέγιστη τιμή της μετακίνησης είναι 1.29 και η μέγιστη τιμή της ταχύτητας 14.32. Επίσης η ιδιοπερίοδος είναι ίση με Τ=2π/ω=0.52. Συμπερασματικά, στην περίπτωση αυτή το σύστημα εκτελεί φθίνουσα αρμονική ελεύθερη ταλάντωση περί την αρχική θέση ευσταθούς στατικής ισορροπίας.


    β) Εάν k/m=-ω2=0


    Στην περίπτωση αυτή η ιδιοσυχνότητα του συστήματος μηδενίζεται. Τότε η διαφορική εξίσωση κίνησης (5.37) μπορεί να γραφεί ως εξής:
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          (5.55)

        
      

    


    Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.55) είναι οι εξής:
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          (5.56)

        
      

    


    και η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης (5.55) είναι:
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          (5.57)

        
      

    


    όπου C1 και C2 σταθερές ολοκλήρωσης που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες:
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          (5.58)

        
      

    


    Για να εφαρμοστεί η δεύτερη συνοριακή συνθήκη υπολογίζεται η έκφραση της ταχύτητας, δηλαδή της πρώτης παραγώγου της μετακίνησης ως προς το χρόνο:
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          (5.59)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.58) στις (5.57) και (5.59) προκύπτουν οι σταθερές ολοκλήρωσης:
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          (5.60)

        
      

    


    οπότε από τις σχέσεις (5.57), (5.59) και (5.60) καταλήγουμε στις εκφράσεις μεταβολής με το χρόνο της μετακίνησης και της ταχύτητας:
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          (5.61)
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          (5.62)

        
      

    


    Από τις σχέσεις (5.61) και (5.62) προκύπτει ότι η ταλάντωση δεν είναι φραγμένη. Αυτό επιβεβαιώνεται από το Σχήμα 5.12, όπου παρουσιάζεται η απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=0 και με συντελεστή απόσβεσης c=1, για διέγερση ([image: ]) από τη στατική θέση ισορροπίας q=0. Η συμπεριφορά του συστήματος χαρακτηρίζεται από απόκλιση από την αρχική θέση στατικής ισορροπίας.


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.12 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=0 και με συντελεστή απόσβεσης c=1, για διέγερση [image: ] από τη στατική θέση ισορροπίας q=0


    γ) Εάν k/m=-ω2<0


    Στην περίπτωση αυτή η ιδιοσυχνότητα του συστήματος είναι φανταστικός αριθμός και η διαφορική εξίσωση κίνησης (5.37) μπορεί να γραφεί ως εξής:
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          (5.63)

        
      

    


    Οι δύο ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (5.40) είναι πλέον πραγματικοί αριθμοί:
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          (5.64)

        
      

    


    Η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης (5.37) είναι τότε:
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          (5.65)

        
      

    


    όπου C1 και C2 σταθερές ολοκλήρωσης που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες:
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          (5.66)

        
      

    


    Για να εφαρμοστεί η δεύτερη συνοριακή συνθήκη υπολογίζεται η έκφραση της ταχύτητας με παραγώγιση της μετακίνησης:
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          (5.67)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (5.66) στις (5.65) και (5.67) προκύπτουν οι σταθερές ολοκλήρωσης C1 και C2:
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          (5.68)

        
      

    


    Με αντικατάσταση των σχέσεων (5.68) στις (5.65) και (5.67) καταλήγουμε στις εκφράσεις μεταβολής με το χρόνο της μετακίνησης και της ταχύτητας:
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          (5.69)
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          (5.70)

        
      

    


    Από τις σχέσεις (5.69) και (5.70) προκύπτει ότι η ταλάντωση δεν είναι φραγμένη. Αυτό επιβεβαιώνεται από το Σχήμα 5.13 που ακολουθεί, όπου παρουσιάζεται η απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=1∙i και με ποσοστό απόσβεσης ζ=5%, για διέγερση ([image: ]) από τη στατική θέση ισορροπίας q=0. Και στην περίπτωση αυτή η συμπεριφορά του συστήματος χαρακτηρίζεται από απόκλιση από την αρχική θέση στατικής ισορροπίας, και μάλιστα η απόκλιση είναι ταχύτερη από ότι στην περίπτωση ω=0.


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.13 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=1·i και με ποσοστό απόσβεσης ζ=5%, για διέγερση [image: ] από τη στατική θέση ισορροπίας q=0


    Επιρροή του μεγέθους της αρχικής διαταραχής


    Και σε αυτή την περίπτωση διερευνάται η επιρροή του μεγέθους της αρχικής διαταραχής στην απόκριση του συστήματος. Για το σκοπό αυτό εξετάζονται για κάθε ένα από τα τρία συστήματα των οποίων η απόκριση παρουσιάστηκε στα Σχήματα 5.11, 5.12 και 5.13, οι ίδιες τρεις διαφορετικές περιπτώσεις επιβαλλόμενης αρχικής διαταραχής:


    (i) [image: ], (ii) [image: ] και (iii) [image: ].


    Όπως προκύπτει από τη μαθηματική επεξεργασία που παρουσιάστηκε και επιβεβαιώνεται από τα Σχήματα 5.14, 5.15 και 5.16 που ακολουθούν, το μέγεθος της αρχικής διαταραχής επηρεάζει το εύρος, αλλά όχι το είδος της απόκρισης του συστήματος.


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.14 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=12 και με ποσοστό απόσβεσης ζ=5%, για τρεις διαφορετικές αρχικές διεγέρσεις από τη στατική θέση ισορροπίας q=0:

    [image: ] - [image: ] - [image: ]


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.15 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=0 και με συντελεστή απόσβεσης c=1, για τρεις διαφορετικές αρχικές διεγέρσεις από τη στατική θέση ισορροπίας q=0:

    [image: ] - [image: ] - [image: ]


    [image: ]


    (α) Διάγραμμα μετακίνησης q – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας ∂q/∂t – χρόνου t


    [image: ]


    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης q – ταχύτητας ∂q/∂t


    Σχήμα 5.16 Απόκριση μονοβαθμίου συστήματος με ιδιοσυχνότητα ω=-i και με ποσοστό απόσβεσης ζ=5%, για τρεις διαφορετικές αρχικές διεγέρσεις από τη στατική θέση ισορροπίας q=0:

    [image: ] - [image: ] - [image: ]


    5.4 Παραδείγματα εφαρμογής σε μονοβάθμια συστήματα


    Στην ενότητα αυτή τα κριτήρια ευστάθειας που παρουσιάστηκαν στην Ενότητα 5.3.1 εφαρμόζονται στα απλά μονοβάθμια συστήματα που παρουσιάστηκαν ήδη στα Κεφάλαια 3 και 4 για την περίπτωση χωρίς αρχικές ατέλειες. Επισημαίνεται ότι σε όλα τα παραδείγματα θεωρείται ότι οι εξισώσεις κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας έχουν ήδη υπολογιστεί με κάποια άλλη μέθοδο, π.χ. με τη μέθοδο ισορροπίας.


    5.4.1 Αστάθεια μέσω συμμετρικού ευσταθούς σημείου διακλάδωσης


    Θεωρείται η ράβδος που απεικονίζεται στο Σχήμα 5.17 με μαύρη γραμμή, μήκους L, η οποία θεωρείται εντελώς απαραμόρφωτη, εδραζόμενη στη βάση της αρθρωτά, ενώ η στροφή δεσμεύεται μέσω στροφικού ελατηρίου σταθεράς c. Στην κορυφή, που είναι ελεύθερη να μετακινείται και να στρέφεται, ασκείται εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P που παραμένει συνεχώς κατακόρυφο, ακόμη και αν η ράβδος στραφεί. Για την περιγραφή της παραμορφωμένης κατάστασης του μονοβάθμιου φορέα, η οποία απεικονίζεται στο Σχήμα 5.17 με μπλε γραμμή, επιλέγεται η στροφή θ της ράβδου ως προς τον κατακόρυφο άξονα.


    [image: ]


    Σχήμα 5.17 Παράδειγμα 1 - Ελαστικά πακτωμένη απαραμόρφωτη ράβδος με κατακόρυφο φορτίο


    Η μελέτη της ευστάθειας του συστήματος με τη δυναμική μέθοδο θα γίνει αρχικά για μικρές γωνίες εκτροπής (γραμμική θεωρία), και στη συνέχεια με τη μη γραμμική θεωρία. Το σύστημα εκτρέπεται κατά γωνία θ από τη θέση ισορροπίας. Σύμφωνα με το δεύτερο νόμο του Newton ισχύει:
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          (5.71)

        
      

    


    όπου I είναι η στροφική ροπή αδράνειας της ράβδου περί την αρθρωμένη βάση της και Μ η ροπή περί αυτό το σημείο. Με ισορροπία ροπών ως προς την άρθρωση προκύπτει:
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          (5.72)

        
      

    


    Συνεπώς η διαφορική εξίσωση κίνησης γίνεται:
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          (5.73)

        
      

    


    α) Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Για μικρές γωνίες ισχύει sinθ≈θ, οπότε η εξίσωση κίνησης απλοποιείται ως εξής:
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    Η γραμμική διαφορική εξίσωση (5.74) λύνεται αν τεθεί θ=Ceλt, οπότε με αντικαταστάσεις προκύπτει η χαρακτηριστική εξίσωση:
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          (5.75)

        
      

    


    Με βάση το κριτήριο που αναφέρθηκε στην Ενότητα 5.3.1, αν (PL-c)<0 τότε η κίνηση είναι αρμονική και άρα φραγμένη, δηλαδή η αρχική θέση ισορροπίας είναι θέση ευσταθούς ισορροπίας. Αν (PL-c)>0, η κίνηση είναι απεριοδική και επομένως δεν υπάρχει ευστάθεια. Τέλος, αν P=c/L, το σύστημα θα εξακολουθήσει να κινείται ή θα παραμείνει στη θέση της αρχικής του ισορροπίας.


    Δεν είναι δυνατόν με τη γραμμική θεωρία να διαπιστωθεί κατά πόσον ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι ευσταθής ή ασταθής. Υπολογίζεται πάντως το κρίσιμο φορτίο λυγισμού Pcr=c/L, το οποίο αντιστοιχεί σε μηδενισμό της ιδιοσυχνότητας του συστήματος.


    β) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Η μη γραμμική διαφορική εξίσωση (5.73) μπορεί να λυθεί εφαρμόζοντας την τεχνική της διαταραχής κατά θ* από μια αρχική θέση ισορροπίας θ0. Για την απείρως γειτονική της θ0 θέση θ=θ*+θ0 από τη διαφορική εξίσωση κίνησης προκύπτει:
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          (5.76)

        
      

    


    Αναπτύσσοντας τον όρο sin(θ*+θ0) σε σειρά Taylor περί το θ0 λαμβάνεται:
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          (5.77)

        
      

    


    όπου O(θ2) είναι το σφάλμα που περιλαμβάνει όρους δεύτερης ή ανώτερης τάξης.


    Με αντικατάσταση στην εξίσωση (5.76) προκύπτει:
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    Η θέση θ0, ως θέση ισορροπίας του συστήματος, ικανοποιεί την εξίσωση (5.73), οπότε από την προηγούμενη εξίσωση (5.78) προκύπτει:
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    και τελικά
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          (5.80)

        
      

    


    Επί του κύριου δρόμου ισορροπίας θ0=0 και cosθ0=1, επομένως:
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          (5.81)

        
      

    


    Συνεπώς ο κύριος δρόμος ισορροπίας είναι ευσταθής στην περίπτωση που (PL-c)<0, ασταθής αν (PL-c)>0, ενώ το κρίσιμο φορτίο ισούται με Pcr=c/L. Για να μελετηθεί η ευστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας για τυχαία γωνία θ0 εξετάζεται το πρόσημο του όρου (PLcosθ0-c). Η έκφραση αυτής της παράστασης επί του δευτερεύοντος δρόμου προκύπτει αν αντικαταστήσουμε στην (5.81) την εξίσωση (3.2):
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    Από το ανάπτυγμα του όρου σε παρένθεση κατά Taylor προκύπτει ότι ο όρος αυτός είναι πάντα αρνητικός για γωνίες |θ0|<π/2, επομένως σύμφωνα με την Ενότητα 5.3.1 ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι ευσταθής, όπως άλλωστε είχε διαπιστωθεί στην Ενότητα 3.3.1 μέσω επισκόπησης της γραφικής του παράστασης και στην Ενότητα 4.3.1 μέσω μελέτης της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας.


    5.4.2 Αστάθεια μέσω συμμετρικού ασταθούς σημείου διακλάδωσης


    Ως επόμενο παράδειγμα, θεωρείται η απαραμόρφωτη ράβδος μήκους L που απεικονίζεται στο Σχήμα 5.18 με μαύρη γραμμή. Στη βάση της η ράβδος εδράζεται αρθρωτά, ενώ η εγκάρσια μετακίνηση της κορυφής της δεσμεύεται μέσω ελατηρίου μετάθεσης με σταθερά k, που θεωρείται ότι παραμένει πάντα οριζόντιο. Το σύστημα φορτίζεται με ένα εξωτερικό κατακόρυφο φορτίο P, που ασκείται στην κορυφή και παραμένει συνεχώς κατακόρυφο ακόμη και αν η ράβδος στραφεί. Η παραμορφωμένη κατάσταση της ράβδου, που φαίνεται στο Σχήμα 5.18 με μπλε γραμμή, περιγράφεται μέσω της στροφής θ ως προς τον κατακόρυφο άξονα.
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    Σχήμα 5.18 Παράδειγμα 3 - Απαραμόρφωτη ράβδος με άρθρωση στο κάτω άκρο και ελαστική στήριξη στο άνω, υπό κατακόρυφο φορτίο


    Αρχικά υπολογίζεται η δύναμη του ελατηρίου που αναπτύσσεται για εκτροπή του συστήματος από τη θέση ισορροπίας του κατά θ. Από τη γεωμετρία του φορέα στην παραμορφωμένη του κατάσταση προκύπτει:
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          (5.83)

        
      

    


    οπότε η διαφορική εξίσωση κίνησης είναι:
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          (5.84)

        
      

    


    α) Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Με γραμμικοποίηση, η διαφορική εξίσωση (5.84) γίνεται:
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          (5.85)

        
      

    


    Η αρχική θέση ισορροπίας θ=0 είναι ευσταθής αν ισχύει (PL-c)<0. Αν (PL-c)>0, η κίνηση είναι απεριοδική και επομένως ασταθής. Το κρίσιμο φορτίο είναι Pcr=kL. Όπως αναμενόταν, με τη γραμμική μέθοδο δεν μπορούμε να αποφανθούμε αν η κρίσιμη θέση ισορροπίας είναι ευσταθής ή ασταθής.


    β) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Η ακριβής μη γραμμική διαφορική εξίσωση κίνησης (5.84) επιλύεται εφαρμόζοντας την τεχνική της διαταραχής κατά θ* από μια αρχική θέση ισορροπίας θ0. Για την απείρως γειτονική θέση θ=θ*+θ0 προκύπτει από τη διαφορική εξίσωση κίνησης:
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          (5.86)

        
      

    


    Αναπτύσσοντας τους όρους cos(θ*+θ0) και sin(θ*+θ0) σε σειρά Taylor περί το θ0 και αμελώντας όρους θ*2 δεύτερης ή ανώτερης τάξης, η εξίσωση (5.86) γίνεται:
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          (5.87)

        
      

    


    Η θ0 είναι θέση ισορροπίας του συστήματος, άρα ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση (5.84):
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          (5.88)

        
      

    


    και επομένως προκύπτει:
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          (5.89)

        
      

    


    Επί του κύριου δρόμου ισορροπίας θ0=0, επομένως, η εξίσωση (5.89) γράφεται:
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          (5.90)

        
      

    


    Στην περίπτωση αυτή ισχύουν όσα αναφέρθηκαν και στη γραμμική θεωρία. Για να μελετηθεί η ευστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας για τυχαία γωνία θ0 εξετάζεται το πρόσημο του όρου [image: ]. Η έκφραση αυτής της παράστασης επί του δευτερεύοντος δρόμου προκύπτει αν αντικαταστήσουμε την εξίσωση (3.11):
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    Από το ανάπτυγμα του όρου σε παρένθεση κατά Taylor προκύπτει ότι ο όρος αυτός είναι πάντα θετικός για γωνίες |θ0|<π/2, επομένως σύμφωνα με την Ενότητα 5.3.1 ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας είναι ασταθής, όπως ήδη είχε διαπιστωθεί στην Ενότητα 3.3.2 μέσω επισκόπησης της γραφικής του παράστασης και στην Ενότητα 4.3.2 μέσω μελέτης της δεύτερης παραγώγου της συνολικής δυναμικής ενέργειας.


    5.5 Παραδείγματα αριθμητικών αναλύσεων


    Αν και εκτενής αναφορά σε αριθμητικές αναλύσεις για την αξιολόγηση της μη γραμμικής συμπεριφοράς κατασκευών θα γίνει σε επόμενα κεφάλαια, κρίνεται σκόπιμο να παρουσιαστούν στην παρούσα ενότητα κάποια αποτελέσματα χαρακτηριστικών μη γραμμικών δυναμικών αναλύσεων, με έμφαση όχι στον τρόπο εκτέλεσης των αναλύσεων αλλά στην ποιοτική αξιολόγηση των αποτελεσμάτων τους. Οι αναλύσεις έχουν πραγματοποιηθεί με το λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων ADINA. Κοινό χαρακτηριστικό όλων των αναλύσεων είναι ότι οι φορείς υποβάλλονται αρχικά σε στατικά φορτία, τα οποία αυξάνονται σταδιακά μέχρι κάποια τιμή. Αυτή η πρώτη φάση φόρτισης προσομοιώνεται μέσω μη γραμμικής στατικής ανάλυσης. Στη συνέχεια, από την τελική θέση ισορροπίας της στατικής φόρτισης, ο φορέας υποβάλλεται σε αρχική διαταραχή και αφήνεται ελεύθερος να πραγματοποιήσει ταλάντωση. Αυτή η δεύτερη φάση φόρτισης προσομοιώνεται μέσω μη γραμμικής δυναμικής ανάλυσης. Παρακολουθώντας την απόκριση κατά τη δυναμική ανάλυση, εξάγονται συμπεράσματα για την ευστάθεια της θέσης ισορροπίας που αντιστοιχεί στο τέλος της στατικής ανάλυσης. Σε όλες τις αναλύσεις η συμπεριφορά του υλικού θεωρείται απλοποιητικά ελαστική.


    5.5.1 Δύσκαμπτη ράβδος με στροφικό ελατήριο στη βάση


    Ως πρώτο παράδειγμα επιλύεται αριθμητικά το σύστημα του Σχήματος 5.17, αποτελούμενο από ράβδο που στηρίζεται αρθρωτά στη βάση της μέσω στροφικού ελατηρίου, το οποίο συμπεριφέρεται γραμμικά. Το παράδειγμα είναι παρόμοιο με εκείνο του οποίου η αναλυτική λύση παρουσιάστηκε στην Ενότητα 5.4.1 για την περίπτωση λυγισμού μέσω συμμετρικού ευσταθούς σημείου διακλάδωσης, πλέον όμως η ράβδος είναι μεν δύσκαμπτη σε σύγκριση με το ελατήριο της βάσης της, δεν είναι όμως εντελώς άκαμπτη. Για το αριθμητικό παράδειγμα θεωρείται μήκος ράβδου L=3.00m, σταθερά ελατηρίου c=300kNm/rad και διατομή ράβδου επαρκώς ισχυρή, ώστε το κρίσιμο φορτίο που προκύπτει από την αριθμητική ανάλυση να είναι ίσο με εκείνο που υπολογίστηκε αναλυτικά για την άκαμπτη ράβδο, δηλαδή Pcr=c/L=100kN.


    Κατά την πρώτη φάση ανάλυσης, στην κορυφή της ράβδου ασκείται φορτίο P, το οποίο παραμένει συνεχώς κατακόρυφο. Στο φορτίο αυτό δίνονται διαδοχικά αυξανόμενες τιμές, μικρότερες πάντως από το αναμενόμενο κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Συνεπώς, στο τέλος κάθε στατικής ανάλυσης η ράβδος έχει υποστεί πολύ μικρή βράχυνση, παραμένει όμως κατακόρυφη. Από αυτή την κατακόρυφη θέση και διατηρώντας σταθερή την τιμή του επιβαλόμενου φορτίου P, επιβάλεται στη συνέχεια στη ράβδο διαταραχή αποτελούμενη από οριζόντια μετακίνηση της κορυφής ίση με 5cm και μηδενική αρχική ταχύτητα. Θεωρείται απόσβεση του συστήματος ίση με ζ=1% και εκτελείται μη γραμμική δυναμική ανάλυση χρονοϊστορίας. Τα αποτελέσματα για διάφορες τιμές του φορτίου P παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.19.
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    Σχήμα 5.19 Χρονοϊστορίες οριζόντιας μετατόπισης κορυφής της ράβδου με στροφικό ελατήριο στη βάση της για διάφορες τιμές του φορτίου P


    Από τις χρονοϊστορίες οριζόντιας μετακίνησης της κορυφής της ράβδου επιβεβαιώνεται ότι για Ρ<Pcr το σύστημα είναι ευσταθές. Παρατηρείται ότι η ταλάντωση φθίνει λόγω απόσβεσης και συγκλίνει προς τη θέση αρχικής στατικής ισορροπίας, η οποία αντιστοιχεί σε μηδενική οριζόντια μετακίνηση της κορυφής της ράβδου. Καθώς το θλιπτικό φορτίο πλησιάζει το κρίσιμο φορτίο λυγισμού, η ιδιοπερίοδος του συστήματος αυξάνεται, υποδηλώνοντας μείωση της δυσκαμψίας. Για θλιπτικό φορτίο P=95kN το πλάτος ταλάντωσης έχει αυξηθεί τόσο που δεν παρατηρείται πλήρης κύκλος κατά τη διάρκεια των πρώτων 20sec, ενώ για φορτίο P=Pcr=95kN εμφανίζεται επιπλέον απόκλιση της ράβδου από την κατακόρυφη θέση, η οποία είναι ενδεικτική ασταθούς συμπεριφοράς.


    Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η διερεύνηση της επιρροής του μεγέθους της αρχικής διαταραχής στην ταλάντωση του συστήματος. Προκειμένου να αξιολογηθεί αυτή η επιρροή παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.20 τα αποτελέσματα αριθμητικών αναλύσεων για φορτίο P=99kN, δηλαδή ελάχιστα μικρότερο από το φορτίο λυγισμού, χωρίς απόσβεση του συστήματος, για διάφορα μεγέθη της αρχικής διαταραχής. Παρατηρείται ότι όσο αυξάνεται το μέγεθος της επιβαλόμενης διαταραχής, τόσο μειώνεται η ιδιοπερίοδος της ταλάντωσης, η οποία είναι πάντως σε όλες τις περιπτώσεις αρμονική περί την αρχική θέση στατικής ισορροπίας, επιβεβαιώνοντας έτσι την ευστάθεια αυτής της θέσης.
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    Σχήμα 5.20 Χρονοϊστορίες οριζόντιας μετατόπισης κορυφής της ράβδου με στροφικό ελατήριο στη βάση της για φορτίο P=99kN και για διάφορα μεγέθη αρχικής διαταραχής


    5.5.2 Δύσκαμπτη ράβδος με ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή


    Στη συνέχεια επιλύεται αριθμητικά το σύστημα του Σχήματος 5.18, αποτελούμενο από ράβδο που στηρίζεται αρθρωτά στη βάση της, ενώ η πλευρική μετακίνηση της κορυφής της δεσμεύεται από οριζόντιο γραμμικό ελατήριο μετάθεσης, σταθεράς k. Το παράδειγμα είναι παρόμοιο με εκείνο του οποίου η αναλυτική λύση παρουσιάστηκε στην Ενότητα 5.4.2 για την περίπτωση λυγισμού μέσω συμμετρικού ασταθούς σημείου διακλάδωσης, όμως τώρα η ράβδος είναι μεν δύσκαμπτη σε σύγκριση με το ελατήριο της κορυφής της, δεν είναι όμως εντελώς άκαμπτη. Θεωρείται μήκος ράβδου L=6.00m, σταθερά ελατηρίου k=81.67kN/m και διατομή ράβδου επαρκώς ισχυρή ώστε το κρίσιμο φορτίο λυγισμού που προκύπτει από αριθμητική ανάλυση να είναι ίσο με εκείνο που υπολογίστηκε αναλυτικά για την άκαμπτη ράβδο, δηλαδή Pcr=kL=490kN.


    Όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, κατά την πρώτη φάση ανάλυσης, στην κορυφή της ράβδου ασκείται φορτίο P, το οποίο παραμένει συνεχώς κατακόρυφο και λαμβάνει διαδοχικά αυξανόμενες τιμές, μικρότερες πάντως από το αναμενόμενο κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Στο τέλος κάθε στατικής ανάλυσης η ράβδος έχει υποστεί πολύ μικρή βράχυνση, παραμένει όμως κατακόρυφη. Από αυτή την κατακόρυφη θέση και διατηρώντας σταθερή την τιμή του επιβαλόμενου φορτίου P, επιβάλλεται στη συνέχεια στη ράβδο διαταραχή αποτελούμενη από οριζόντια μετακίνηση της κορυφής ίση με 6cm και μηδενική αρχική ταχύτητα. Θεωρείται απόσβεση του συστήματος ίση με ζ=1% και εκτελείται μη γραμμική δυναμική ανάλυση χρονοϊστορίας. Τα αποτελέσματα για διάφορες τιμές του φορτίου P παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.21.
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    Σχήμα 5.21 Χρονοϊστορίες οριζόντιας μετατόπισης κορυφής της ράβδου με ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της για διάφορες τιμές του φορτίου P


    Από τις χρονοϊστορίες οριζόντιας μετακίνησης της κορυφής της ράβδου εξάγονται παρόμοια συμπεράσματα όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. Συγκεκριμένα, επιβεβαιώνεται και σε αυτή την περίπτωση ότι για Ρ<Pcr το σύστημα είναι ευσταθές. Η ταλάντωση φθίνει λόγω απόσβεσης και συγκλίνει προς τη θέση αρχικής στατικής ισορροπίας, η οποία αντιστοιχεί σε μηδενική οριζόντια μετακίνηση της κορυφής της ράβδου. Καθώς το θλιπτικό φορτίο πλησιάζει το κρίσιμο φορτίο λυγισμού, το πλήθος κύκλων εντός των πρώτων 12sec μειώνεται, δηλαδή η ιδιοπερίοδος του συστήματος αυξάνεται, υποδηλώνοντας μείωση της δυσκαμψίας. Για φορτίο P=Pcr=490kN εμφανίζεται επιπλέον απόκλιση της ράβδου από την κατακόρυφη θέση, η οποία είναι ενδεικτική ασταθούς συμπεριφοράς.


    Η αύξηση της ιδιοπεριόδου του συστήματος ή ισοδύναμα η μείωση της ιδιοσυχνότητάς του καθώς αυξάνεται το ασκούμενο θλιπτικό φορτίο επιβεβαιώνεται και από αριθμητικό υπολογισμό της ιδιοσυχνότητας του προσομοιώματος πεπερασμένων στοιχείων, τα αποτελέσματα του οποίου παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.22 για απόσβεση ζ=1%. Παρατηρείται ότι η ιδιοσυχνότητα τείνει στο μηδέν όταν το θλιπτικό φορτίο προσεγγίζει την κρίσιμη τιμή του.
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    Σχήμα 5.22 Ιδιοσυχνότητα της ράβδου με ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της για διάφορες τιμές του φορτίου P


    Προκειμένου να αξιολογηθεί η επιρροή του μεγέθους της αρχικής διαταραχής στην ταλάντωση του συστήματος παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.23 τα αποτελέσματα αριθμητικών αναλύσεων για φορτίο P=489kN, δηλαδή ελάχιστα μικρότερο από το φορτίο λυγισμού, για την περίπτωση χωρίς απόσβεση και για διάφορα μεγέθη της αρχικής διαταραχής. Παρατηρείται ότι όσο αυξάνεται το μέγεθος της επιβαλλόμενης διαταραχής, μέχρι κάποιο όριο, τόσο αυξάνεται η ιδιοπερίοδος της ταλάντωσης, με τάση πάντως επιστροφής στην αρχική θέση στατικής ισορροπίας, επιβεβαιώνοντας έτσι την ευστάθεια αυτής της θέσης.
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    (α) Χρονοϊστορίες οριζόντιας μετατόπισης της κορυφής της ράβδου
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    (β) Διαγράμματα φάσεων της κορυφής της ράβδου


    Σχήμα 5.23 Απόκριση της ράβδου με ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της για φορτίο P=489kN και για διάφορα μεγέθη αρχικής διαταραχής


    Σε αντίθεση όμως με το προηγούμενο παράδειγμα, υπάρχει κάποια τιμή της επιβαλλόμενης διαταραχής, πέραν της οποίας το σύστημα αποκλίνει και δεν επιστρέφει στην αρχική θέση ισορροπίας, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.23 για διαταραχή ίση με 0.40m. Αυτό οφείλεται στον ασταθή μεταλυγισμικό δρόμο του συστήματος (Σχήμα 3.10), ο οποίος παρασύρει τον φορέα προς την αστάθεια, αν η διαταραχή είναι τόσο μεγάλη, ώστε το σύστημα να υπερβεί την ασταθή θέση ισορροπίας επί του καθοδικού δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας, η οποία αντιστοιχεί σε φορτίο P=489kN. Αυτό φαίνεται στο Σχήμα 5.24, όπου απεικονίζεται μια λεπτομέρεια περί το σημείο διακλάδωσης του δρόμου ισορροπίας του συστήματος, από την οποία προκύπτει ότι η αρχική διαταραχή 0.40m είναι δεξιότερα από τον ασταθή δευτερεύοντα δρόμο. Πρόκειται δηλαδή για περίπτωση ευστάθειας για μικρή διαταραχή αλλά αστάθειας για μεγάλη, ανάλογη με εκείνη του Σχήματος 5.4β.
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    Σχήμα 5.24 Λεπτομέρεια δρόμου ισορροπίας της ράβδου με ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της με τη θέση αρχικής στατικής ισορροπίας και τις διαδοχικές θέσεις επιβαλόμενης αρχικής διαταραχής


    Τέλος, έγιναν παραμετρικές αναλύσεις για να αξιολογηθεί η επιρροή της απόσβεσης στην ταλάντωση του συστήματος για τιμή θλιπτικού φορτίου ίση με το κρίσιμο, δηλαδή ίση με 490kN. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.25 για απόσβεση ζ=1%, 2%, 5%, 10% και 20%. Παρατηρείται ότι η συμπεριφορά είναι ασταθής ανεξάρτητα από το μέγεθος της απόσβεσης, ενώ το μέγεθος της παρατηρούμενης απόκλισης μειώνεται όσο αυξάνεται η απόσβεση, όχι πάντως σημαντικά.
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    Σχήμα 5.25 Χρονοϊστορίες οριζόντιας μετατόπισης κορυφής της ράβδου με ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της για φορτίο P=490kN και για διάφορες τιμές της απόσβεσης


    5.5.3 Τριγωνική αψίδα


    Ως τελευταίο παράδειγμα επιλέγεται να επιλυθεί αριθμητικά η τριγωνική αψίδα του Σχήματος 5.26, γνωστή και ως δικτύωμα von Mises, της οποίας η αναλυτική λύση είχε παρουσιαστεί στην Ενότητα 1.3.3. Θεωρείται άνοιγμα της αψίδας ίσο προς 40m και ύψος της 4m. Επισημαίνεται ότι για λόγους ευκρίνειας του Σχήματος 5.26, η κατακόρυφη κλίμακα σχεδίασης είναι μεγαλύτερη από την οριζόντια, δηλαδή στην πραγματικότητα η αψίδα είναι αρκετά πιο «ρηχή» από όσο φαίνεται στο σχήμα.
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    Σχήμα 5.26 Τριγωνική αψίδα υπό κατακόρυφο συγκεντρωμένο φορτίο


    Πρόκειται για χαρακτηριστικό παράδειγμα λυγισμού μέσω οριακού σημείου διακλάδωσης, στο οποίο η μη γραμμικότητα εκδηλώνεται εξ αρχής μέσω σταδιακής μείωσης της δυσκαμψίας για αυξανόμενο φορτίο. Ο μη γραμμικός δρόμος ισορροπίας της αψίδας που προκύπτει από τη μη γραμμική, ελαστική στατική ανάλυση φαίνεται στο Σχήμα 5.27.
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    Σχήμα 5.27 Δρόμος ισορροπίας τριγωνικής αψίδας υπό κατακόρυφο φορτίο


    Στο σχήμα αυτό σημειώνονται 6 χαρακτηριστικά σημεία πάνω στο δρόμο ισορροπίας, τα οποία επιλέγονται για τη διερεύνηση που ακολουθεί:


    


    
      	Σημείο Α, στον ανοδικό και ευσταθή κλάδο του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=300MN, δ=0.45m)



      	Σημείο Β, που συμπίπτει με το οριακό σημείο του δρόμου ισορροπίας, και έχει συντεταγμένες (P=621.7MN, δ=1.70m)



      	Σημείο Γ, στον καθοδικό και ασταθή κλάδο του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=37.7MN, δ=3.91m)



      	Σημείο Δ, στον καθοδικό και ασταθή κλάδο του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=-382.2MN, δ=5.00m)



      	Σημείο Ε, λίγο πριν από την κατοπτρική θέση της απαραμόρφωτης αψίδας, με συντεταγμένες (P=-137.3MN, δ=7.815m)



      	Σημείο Ζ, στον ανοδικό και ευσταθή κλάδο του δρόμου ισορροπίας, λίγο πριν από το οριακό σημείο, με συντεταγμένες (P=615.0MN, δ=1.51m)


    


    Στις αριθμητικές αναλύσεις της αψίδας ακολουθείται παρόμοια διαδικασία όπως στα δύο προηγούμενα παραδείγματα. Εκτελείται αρχικά μη γραμμική στατική ανάλυση υπό το κατακόρυφο φορτίο του κεντρικού κόμβου. Η ανάλυση πραγματοποιείται με επιβολή εξαναγκαζόμενης βύθισης του κεντρικού κόμβου και έλεγχο μετατόπισης, προκειμένου να είναι δυνατή η υπέρβαση του οριακού σημείου, και σταματά κάθε φορά σε ένα από τα 6 χαρακτηριστικά σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ. Ξεκινώντας από τη θέση ισορροπίας στο τέλος της κάθε στατικής ανάλυσης, και διατηρώντας σταθερό το κατακόρυφο φορτίο P, επιβάλλεται στη συνέχεια μικρή διαταραχή υπό τη μορφή επιπλέον κατακόρυφης μετακίνησης του κεντρικού κόμβου, χωρίς αρχική ταχύτητα, και η αψίδα αφήνεται ελεύθερη να εκτελέσει ταλάντωση, θεωρώντας ότι το σύστημα έχει απόσβεση ζ=5%. Η προσομοίωση της ταλάντωσης μέσω μη γραμμικής δυναμικής ανάλυσης δίνει ενδιαφέρουσες πληροφορίες για τη συμπεριφορά της αψίδας, οι οποίες παρουσιάζονται και σχολιάζονται ακολούθως. Επισημαίνεται ότι σε όλες τις αναλύσεις το υλικό θεωρείται απλοποιητικά απείρως ελαστικό.


    Σημείο Α


    Αρχικά εκτελείται μη γραμμική στατική ανάλυση μέχρι το σημείο Α με συντεταγμένες (P=300MN, δ=0.45m), το οποίο ανήκει στον αρχικό, ανοδικό και ευσταθή κλάδο του δρόμου ισορροπίας. Στη συνέχεια, υπό σταθερό φορτίο P=300MN, επιβάλεται μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 5cm και το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.28. Η αρχή της κίνησης αντιστοιχεί σε μετατόπιση 0.50m (=0.45m+0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Όπως αναμένεται για αυτή την ευσταθή θέση ισορροπίας, το σύστημα εκτελεί ταλάντωση περί αυτή τη θέση, με μειούμενο εύρος λόγω απόσβεσης, και τείνει να επιστρέψει στην αρχική θέση. Κατόπιν επαναλαμβάνεται η ίδια διαδικασία, δίνοντας όμως τώρα διαταραχή του κεντρικού κόμβου κατά -5cm, δηλαδή προς τα πάνω σε σχέση με την αρχική θέση ισορροπίας Α. Η χρονοϊστορία της μετατόπισης και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.29. Η αρχή της κίνησης είναι αυτή τη φορά για μετατόπιση 0.40m (=0.45m-0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Παρατηρείται ανάλογη συμπεριφορά, δηλαδή λόγω της ευστάθειας της αρχικής θέσης ισορροπίας ο φορέας τείνει να επιστρέψει εκεί, ανεξάρτητα από τη φορά της διαταραχής.
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    Σχήμα 5.28 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 5cm από το σημείο ισορροπίας Α, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων
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    Σχήμα 5.29 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -5cm από το σημείο ισορροπίας Α, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Σημείο Β


    Στην περίπτωση αυτή εκτελείται αρχικά μη γραμμική στατική ανάλυση μέχρι το οριακό σημείο Β με συντεταγμένες (P=621.7MN, δ=1.70m), ενώ μετά, υπό σταθερό φορτίο P=621.7MN, δίδεται μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 5cm και το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.30. Η αρχή της κίνησης είναι για μετατόπιση 1.75m (=1.70m+0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Το σύστημα αναζητεί θέση ισορροπίας για αυτή την τιμή του φορτίου, την οποία βρίσκει για μετατόπιση ίση προς 8.63m, επί του ανοδικού και ευσταθούς πλέον σκέλους του δρόμου ισορροπίας, μετά τον ακαριαίο λυγισμό. Περί αυτή τη θέση πραγματοποιείται ταλάντωση με σταδιακά μειωνόμενο εύρος λόγω απόσβεσης. Μέρος της ταλάντωσης αυτής έχει προσομοιωθεί και απεικονίζεται στη χρονοϊστορία μετατόπισης και στο διάγραμμα φάσεων του κεντρικού κόμβου της αψίδας, που παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.30.
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    Σχήμα 5.30 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 5cm από το σημείο ισορροπίας B, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται αν στο σύστημα, από τη θέση ισορροπίας του οριακού σημείου Β, δοθεί διαταραχή του κεντρικού κόμβου κατά -5cm. Η χρονοϊστορία της μετατόπισης και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.31. Η αρχή της κίνησης είναι αυτή τη φορά για μετατόπιση 1.65m (=1.70m-0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Το σύστημα αδυνατεί να ισορροπήσει στο σημείο Β και το ξεπερνά, αναζητώντας άλλη θέση ισορροπίας για αυτή την τιμή του φορτίου, την οποία βρίσκει επίσης για μετατόπιση ίση προς 8.63m. Περί αυτή τη θέση πραγματοποιείται και πάλι ταλάντωση με σταδιακά μειωνόμενο εύρος λόγω απόσβεσης, ώστε τελικά η αψίδα να ισορροπήσει εκεί.
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    Σχήμα 5.31 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -5cm από το σημείο ισορροπίας Β, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Σημείο Γ


    Η επόμενη εξεταζόμενη θέση ισορροπίας είναι στο σημείο Γ, επί του καθοδικού και ασταθούς κλάδου του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=37.7MN, δ=3.91m). Προκειμένου η μη γραμμική στατική ανάλυση να φθάσει ως το σημείο αυτό, υποχρεωτικά εκτελείται με έλεγχο μετατόπισης, δηλαδή με επιβολή ελεγχόμενης κατακόρυφης βύθισης στον κεντρικό κόμβο. Στη συνέχεια, υπό σταθερό φορτίο P=37.7MN, επιβάλλεται μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 5cm και το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.32. Η αρχή της κίνησης είναι για μετατόπιση 3.96m (=3.91m+0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Λόγω της αστάθειας της ισορροπίας στο σημείο Γ, το σύστημα δεν επιστρέφει εκεί, αλλά αναζητεί άλλη, ευσταθή, θέση ισορροπίας για αυτή την τιμή του φορτίου, την οποία βρίσκει για μετατόπιση ίση προς 8.05m, επί του ανοδικού και ευσταθούς επόμενου σκέλους του δρόμου ισορροπίας. Περί τη θέση αυτή πραγματοποιείται ταλάντωση με σταδιακά μειωνόμενο εύρος λόγω απόσβεσης, όπως καταγράφεται από τη χρονοϊστορία μετατόπισης και το διάγραμμα φάσεων του κεντρικού κόμβου της αψίδας, που παρουσιάζονται στο Σχήμα 5.32.


    [image: ]


    [image: ][image: ]


    Σχήμα 5.32 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 5cm από το σημείο ισορροπίας Γ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Ανάλογη συμπεριφορά καταγράφεται αν στο σύστημα, από τη θέση ισορροπίας Γ, δοθεί διαταραχή του κεντρικού κόμβου κατά -5cm. Η αρχή της κίνησης είναι για μετατόπιση 3.86m (=3.91m-0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Τώρα όμως η αψίδα, αναζητώντας άλλη ευσταθή θέση ισορροπίας για φορτίο 37.7MN, βρίσκει ως πλησιέστερη εκείνη επί του αρχικού ευσταθούς κλάδου ισορροπίας που αντιστοιχεί σε μετατόπιση ίση προς 0.05m. Περί αυτή τη θέση ο φορέας πραγματοποιεί ταλάντωση με σταδιακά μειούμενο εύρος λόγω απόσβεσης, και τελικά ισορροπεί εκεί. Η χρονοϊστορία της μετατόπισης και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.33.
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    Σχήμα 5.33 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -5cm από το σημείο ισορροπίας Γ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Σημείο Δ


    Εξεταζόμενη στη συνέχεια η θέση ισορροπίας στο σημείο Δ, επί του καθοδικού και ασταθούς κλάδου του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=-382.2MN, δ=5.00m). Και πάλι η μη γραμμική στατική ανάλυση εκτελείται με έλεγχο μετατόπισης. Κατόπιν, υπό σταθερό φορτίο P==-382.2MN, επιβάλλεται μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 5cm και το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.34. Η αρχή της κίνησης αντιστοιχεί σε μετατόπιση 5.05m (=5.00m+0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Όπως και στο σημείο Γ, λόγω της ασταθούς ισορροπίας, το σύστημα αναζητεί άλλη, ευσταθή, θέση ισορροπίας για αυτή την τιμή του φορτίου, την οποία βρίσκει για μετατόπιση ίση προς 7.39m, περί την οποία πραγματοποιεί ταλάντωση με σταδιακά μειούμενο εύρος λόγω απόσβεσης.
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    Σχήμα 5.34 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 5cm από το σημείο ισορροπίας Δ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση κατά την οποία στο σύστημα επιβάλλεται, από τη θέση ισορροπίας Δ, διαταραχή του κεντρικού κόμβου κατά -5cm. Η αρχή της κίνησης είναι δηλαδή για μετατόπιση 4.95m (=5.00m-0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Και πάλι η αψίδα αναζητεί ευσταθή θέση ισορροπίας για φορτίο -382.2MN, την οποία βρίσκει τώρα για θέση ανώτερη της αρχικής απαραμόρφωτης, που αντιστοιχεί σε μετατόπιση ίση προς -0.42m. Προκύπτει έτσι η ανάγκη σχεδίασης του δρόμου ισορροπίας και για αρνητικές τιμές μετατόπισης του κεντρικού κόμβου, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.35, όπου επίσης παρουσιάζονται η χρονοϊστορία της μετατόπισης και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων.
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    Σχήμα 5.35 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -5cm από το σημείο ισορροπίας Δ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Σημείο Ε


    Η επόμενη εξεταζόμενη θέση ισορροπίας αφορά το σημείο Ε, επί του δεύτερου ανοδικού ευσταθούς κλάδου του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=-137.3MN, δ=7.815m). Εφόσον έχει προηγηθεί ασταθής κλάδος, είναι και σε αυτή την περίπτωση απαραίτητο η μη γραμμική στατική ανάλυση να γίνει με έλεγχο μετατόπισης. Κατόπιν, υπό σταθερό φορτίο P=-137.3MN, επιβάλλεται μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 5cm και το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.36. Η αρχή της κίνησης αντιστοιχεί σε μετατόπιση 7.86m (=7.81m+0.05m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Λόγω της ευσταθούς ισορροπίας, το σύστημα πραγματοποιεί ταλάντωση περί τη θέση αυτή, με σταδιακά μειούμενο εύρος λόγω απόσβεσης, και τελικά ισορροπεί εκεί. Παρόμοια είναι η συμπεριφορά και για αρνητική αρχική διαταραχή -5cm, όπως προκύπτει από τα διαγράμματα του Σχήματος 5.37.
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    Σχήμα 5.36 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 5cm από το σημείο ισορροπίας Ε, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων
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    Σχήμα 5.37 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -5cm από το σημείο ισορροπίας Ε, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Σημείο Ζ


    Η τελευταία εξεταζόμενη θέση ισορροπίας αφορά το σημείο Ζ, επί του αρχικού ανοδικού ευσταθούς κλάδου του δρόμου ισορροπίας, με συντεταγμένες (P=615.0MN, δ=1.51m), δηλαδή λίγο πριν από το οριακό σημείο. Μετά από μη γραμμική στατική ανάλυση ως το σημείο Ζ, υπό σταθερό φορτίο P=615.0MN, επιβάλεται στην αψίδα μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 9cm και το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.38. Η αρχή της κίνησης αντιστοιχεί σε μετατόπιση 1.60m (=1.51m+0.09m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Λόγω της ευσταθούς ισορροπίας, το σύστημα πραγματοποιεί ταλάντωση περί τη θέση αυτή, με σταδιακά απομειούμενο εύρος λόγω απόσβεσης, και τελικά ισορροπεί εκεί. Παρόμοια είναι η συμπεριφορά και για αρνητική αρχική διαταραχή -11cm, όπως προκύπτει από τα διαγράμματα του Σχήματος 5.39. Στην περίπτωση αυτή η αρχή της κίνησης αντιστοιχεί σε μετατόπιση 1.40m (=1.51m+0.11m) και μηδενική αρχική ταχύτητα, η κίνηση δε συγκλίνει και πάλι στην αρχική θέση ισορροπίας.
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    Σχήμα 5.38 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 9cm από το σημείο ισορροπίας Ζ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων
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    Σχήμα 5.39 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -11cm από το σημείο ισορροπίας Ζ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Λόγω όμως της γειτνίασης του σημείου ισορροπίας Ζ με το οριακό σημείο και τον καθοδικό κλάδο που το ακολουθεί, η συμπεριφορά επηρεάζεται από το μέγεθος της επιβαλόμενης αρχικής διαταραχής. Πράγματι, αν από το σημείο Ζ δοθεί μια επιπλέον κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου κατά 49cm, με αρχή της κίνησης για μετατόπιση 2.00m (=1.51m+0.49m) και μηδενική αρχική ταχύτητα, και το σύστημα αφεθεί ελεύθερο να ταλαντωθεί, παρατηρείται απόκλιση από την αρχική θέση ισορροπίας και ισορροπεί σε απομακρυσμένη νέα θέση επί του επόμενου ευσταθούς δρόμου ισορροπίας με μετατόπιση κατά 8.63μ. Η χρονοϊστορία της κατακόρυφης μετατόπισης του κεντρικού κόμβου και το αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων φαίνονται στο Σχήμα 5.40. Παρόμοια είναι η συμπεριφορά για κατακόρυφη μετακίνηση του κεντρικού κόμβου προς τα πάνω, κατά -51cm, με αρχή της κίνησης σε μετατόπιση 1.00m (=1.51m-0.51m) και μηδενική αρχική ταχύτητα. Το σύστημα δείχνει μία τάση να συγκλίνει στην αρχική θέση ισορροπίας, η οποία εκδηλώνεται μέσω στιγμιαίας επιβράδυνσής του, τελικά όμως αποκλίνει από αυτή και εκτελεί αποσβενόμενη ταλάντωση περί την ίδια απομακρυσμένη θέση (8.63μ), στην οποία τελικά ισορροπεί (Σχήμα 5.41).
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    Σχήμα 5.40 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά 49cm από το σημείο ισορροπίας Ζ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων
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    Σχήμα 5.41 Αρχική διαταραχή τριγωνικής αψίδας κατά -51cm από το σημείο ισορροπίας Ζ, χρονοϊστορία μετατόπισης και διάγραμμα φάσεων


    Προκειμένου να γίνει καλύτερα κατανοητή η παραπάνω συμπεριφορά, απεικονίζεται στο Σχήμα 5.42 μια λεπτομέρεια του δρόμου ισορροπίας της τριγωνικής αψίδας περί το οριακό της σημείο. Φαίνεται η αρχική θέση στατικής ισορροπίας και οι εναλλακτικές θέσεις επιβαλλόμενης αρχικής διαταραχής που παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα σχήματα. Είναι φανερό ότι οι διαταραχές κατά 9cm και -11cm οδηγούν σε αρχικές θέσεις ταλάντωσης που είναι αρκετά κοντά στη θέση στατικής ισορροπίας, οπότε τελικά το σύστημα επιστρέφει σε αυτήν. Η διαταραχή κατά 49cm οδηγεί το σύστημα πέραν του ασταθούς καθοδικού κλάδου του δρόμου ισορροπίας, οπότε το σύστημα αποκλίνει. Τέλος, η διαταραχή κατά -51cm προκαλεί ταλάντωση κατά την οποία το σύστημα διέρχεται από τη θέση στατικής ισορροπίας, οπότε επιβραδύνει την κίνησή του, όμως ήδη από τον πρώτο κύκλο υπερβαίνει τον ασταθή καθοδικό κλάδου του δρόμου ισορροπίας, οπότε και πάλι αποκλίνει, αναζητώντας άλλη ευσταθή θέση ισορροπίας για την ίδια τιμή του φορτίου (615ΜΝ). Πρόκειται δηλαδή για περίπτωση ευστάθειας για μικρή διαταραχή αλλά αστάθειας για μεγάλη, ανάλογη με εκείνη του Σχήματος 5.4β.
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    Σχήμα 5.42 Λεπτομέρεια δρόμου ισορροπίας τριγωνικής αψίδας περί το οριακό σημείο, αρχική θέση στατικής ισορροπίας και εναλλακτικές θέσεις επιβαλόμενης αρχικής διαταραχής


    5.6 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε η δυναμική μέθοδος για την εξέταση της ευστάθειας ή αστάθειας μιας θέσης ισορροπίας ενός στατικού συστήματος, παρακολουθώντας την ταλάντωση που πραγματοποιεί το σύστημα, εάν του δοθεί από αυτή τη θέση ισορροπίας μια μικρή διαταραχή υπό τη μορφή επιβαλλόμενης μετακίνησης ή ταχύτητας ή και των δύο, και στη συνέχεια αφεθεί ελεύθερο. Για το σκοπό αυτό, στο πρώτο μέρος του κεφαλαίου εξετάστηκαν αναλυτικές λύσεις μονοβάθμιων συστημάτων και διατυπώθηκαν δυναμικά κριτήρια ευστάθειας, ενώ στο δεύτερο μέρος παρουσιάστηκαν αποτελέσματα αριθμητικών αναλύσεων, προκειμένου να αποκτηθεί καλύτερη εποπτεία της δυναμικής απόκρισης στατικών συστημάτων όταν διαταράσσονται από ευσταθείς ή ασταθείς αρχικές θέσεις στατικής ισορροπίας.


    Διαπιστώθηκε ότι η επιβολή μιας αρχικής διαταραχής σε μια θέση ευσταθούς ισορροπίας, οδηγεί σε φραγμένη, και μάλιστα - σε μονοβάθμια συστήματα - αρμονική ταλάντωση του συστήματος γύρω από αυτή τη θέση, με απομειούμενο εύρος εάν το σύστημα διαθέτει απόσβεση. Όσο αυξάνεται το μέγεθος της αρχικής διαταραχής, αυξάνεται και το πλάτος της ταλάντωσης, η οποία πάντως παραμένει εν γένει φραγμένη εφόσον η αρχική θέση ισορροπίας είναι ευσταθής. Η επιρροή του μεγέθους της απόσβεσης είναι σχετικά μικρή, και δεν καθορίζει τη φραγμένη ή μη μορφή της απόκρισης, παρά μόνον το πλάτος των διαδοχικών κύκλων. Εάν πάλι επιβληθεί αρχική διαταραχή από θέση ασταθούς ισορροπίας, τότε η κίνηση αποκλίνει και το σύστημα δεν επιστρέφει στην αρχική θέση, ανεξάρτητα από την ύπαρξη ή μη απόσβεσης, καθώς και από το μέγεθός της.


    Υπάρχουν επίσης κάποιες περιπτώσεις, όταν η εξεταζόμενη θέση ισορροπίας είναι μεν ευσταθής αλλά γειτνιάζει με άλλη ασταθή, στις οποίες το μέγεθος της αρχικής διαταραχής επηρεάζει το είδος της ισορροπίας, και συγκεκριμένα παρατηρείται ευστάθεια για μικρή διαταραχή αλλά αστάθεια για μεγάλη. Παρατηρείται βεβαίως και το αντίθετο, δηλαδή αστάθεια του συστήματος, το οποίο δεν επιστρέφει ποτέ στην αρχική του θέση ισορροπίας, ισορροπεί όμως σε άλλη, απομακρυσμένη, ευσταθή θέση, για την ίδια τιμή του επιβαλλόμενου φορτίου. Σε τέτοιες περιπτώσεις ενδέχεται επίσης η φορά της αρχικής διέγερσης να επηρεάζει την απόκριση του συστήματος.


    Εντυπωσιακό είναι το γεγονός ότι για όλες τις ασταθείς θέσεις ισορροπίας που μελετήθηκαν, η αναπτυσσόμενη ταχύτητα της αποκλίνουσας ταλάντωσης ήταν πολύ μεγάλη σε σχέση με τις ταχύτητες που αναπτύχθηκαν στις ευσταθείς θέσεις ισορροπίας (διαφορά κατά περίπου δύο τάξεις μεγέθους). Επομένως, η κίνηση του συστήματος σε τέτοιες περιπτώσεις είναι ταχύτατη, γεγονός που δικαιολογεί και την ονομασία αυτών των φαινομένων με τον όρο «ακαριαίος λυγισμός».
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6


    


    ΜΕΛΕΤΗ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ ΠΟΛΥΒΑΘΜΙΩΝ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ


    6.1 Εισαγωγή


    Στα προηγούμενα κεφάλαια εξετάστηκαν περιπτώσεις απλών φορέων, οι οποίοι είναι δυνατόν να προσομοιωθούν με ένα μονοβάθμιο σύστημα, γεγονός που διευκολύνει πολύ τους απαραίτητους υπολογισμούς και απλοποιεί την απαιτούμενη μαθηματική διαδικασία. Ως αποτέλεσμα, οι αναλυτικές λύσεις είναι εφικτές, αλλά και σχετικά απλές, ώστε η προσοχή να αφιερώνεται στα ποιοτικά χαρακτηριστικά της συμπεριφοράς του φορέα καθώς και στη «φιλοσοφία» των μεθόδων ανάλυσης. Στις περισσότερες όμως περιπτώσεις, η προσομοίωση μιας κατασκευής με ένα μονοβάθμιο σύστημα είναι ανεπαρκής και μπορεί να οδηγήσει σε σοβαρά σφάλματα, λόγω της αδυναμίας περιγραφής ορισμένων πιθανών μηχανισμών αστοχίας ή και διαφορετικών φαινομένων από αυτά που έχουν περιγραφεί στα προηγούμενα κεφάλαια, όπως για παράδειγμα η αλληλεπίδραση μεταξύ μορφών αστοχίας, ιδιαίτερα λόγω παρουσίας αρχικών ατελειών.


    Από την τελευταία παρατήρηση προκύπτει ότι, σε τέτοιες περιπτώσεις, είναι αναγκαίο να χρησιμοποιούνται προσομοιώματα με πολλούς βαθμούς ελευθερίας. Τότε, εξακολουθούν μεν να έχουν εφαρμογή οι τρεις βασικές μέθοδοι μελέτης ευστάθειας που περιγράφηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια, δηλαδή η μέθοδος ισορροπίας, η ενεργειακή και η δυναμική, αλλάζουν όμως η μαθηματική διατύπωση και η επεξεργασία του προβλήματος, δεδομένου ότι οι απλές εξισώσεις αντικαθίστανται από συστήματα εξισώσεων. Το γεγονός αυτό οδηγεί σε σημαντική αύξηση του υπολογιστικού φόρτου καθώς και, συχνά, σε αδυναμία αναλυτικών λύσεων, εκτός αν το πλήθος των βαθμών ελευθερίας είναι πολύ μικρό. Για το λόγο αυτό, οι εξισώσεις ισορροπίας διατυπώνονται συνήθως σε μητρωϊκή μορφή και επιλύονται αριθμητικά, π.χ. με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων.


    Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται αρχικά η μαθηματική διατύπωση του ελέγχου ευστάθειας πολυβάθμιων συστημάτων με τις τρεις παραπάνω μεθόδους. Στη συνέχεια επιλύονται λεπτομερώς παραδείγματα συστημάτων με δύο βαθμούς ελευθερίας, προκειμένου να γίνουν περισσότερο κατανοητές οι εφαρμοζόμενες μέθοδοι, αλλά και να αναδειχθούν οι ποιοτικές διαφορές στη συμπεριφορά των πολυβάθμιων συστημάτων σε σύγκριση με τα μονοβάθμια.


    6.2 Γραμμική και μη γραμμική ανάλυση – Ιδιομορφές


    Όσα παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια για τη διαφοροποίηση μεταξύ γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης μονοβάθμιων φορέων ισχύουν και για τους πολυβάθμιους. Δηλαδή, στη γραμμική ανάλυση οι μετατοπίσεις και οι στροφές θεωρούνται πολύ μικρές, ώστε να ισχύουν κάποιες απλοποιητικές παραδοχές στη διατύπωση των εξισώσεων, είτε για αναλυτική είτε για αριθμητική επίλυση. Αντίθετα, στη μη γραμμική ανάλυση δεν τίθεται κανένας περιορισμός στο μέγεθος των μετατοπίσεων και οι εξισώσεις διατυπώνονται στην ακριβή τους μορφή.


    Όπως προαναφέρθηκε, αυτό που αλλάζει σε σχέση με τους μονοβάθμιους φορείς είναι ο αριθμός των εξισώσεων που απαιτούνται για την περιγραφή της απόκρισης. Στην περίπτωση των μονοβάθμιων φορέων, μία εξίσωση ως προς τον έναν αυτόν βαθμό ελευθερίας ήταν αρκετή για να γίνει πλήρης περιγραφή του προβλήματος. Σε έναν πολυβάθμιο φορέα χρειάζονται περισσότερες από μία εξισώσεις, και συγκεκριμένα τόσες όσοι είναι οι βαθμοί ελευθερίας του φορέα, με αντίστοιχους αγνώστους τις μετακινήσεις και στροφές που αντιστοιχούν στους βαθμούς ελευθερίας. Δηλαδή, σε ένα φορέα δύο βαθμών ελευθερίας η συμπεριφορά περιγράφεται από ένα σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, ενώ γενικότερα η απόκριση ενός φορέα Ν βαθμών ελευθερίας απαιτεί τη διατύπωση και μαθηματική επεξεργασία ενός συστήματος Ν εξισώσεων με Ν αγνώστους. Τα συστήματα εξισώσεων είναι γραμμικά ή μη γραμμικά, αναλόγως αν εκτελείται γραμμική ή μη γραμμική ανάλυση, αντίστοιχα.


    Στην περίπτωση γραμμικής ανάλυσης, η μαθηματική διατύπωση είναι αυτή ενός προβλήματος ιδιοτιμών, όπου οι ιδιοτιμές είναι τα κρίσιμα φορτία λυγισμού και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα είναι οι ιδιομορφές λυγισμού. Για ένα φορέα με Ν βαθμούς ελευθερίας θα υπάρχουν αντίστοιχα Ν λύσεις του γραμμικού συστήματος εξισώσεων που περιγράφουν την απόκριση. Επομένως, υπάρχουν τόσα κρίσιμα φορτία και ιδιομορφές λυγισμού, όσοι είναι οι βαθμοί ελευθερίας του φορέα. Όπως συμβαίνει πάντα σε προβλήματα ιδιοτιμών, οι ιδιομορφές δεν έχουν συγκεκριμένο μέγεθος, αλλά εκφράζουν το σχετικό μέγεθος μεταξύ των μετακινήσεων των βαθμών ελευθερίας του φορέα, συνήθως δε κανονικοποιούνται ως προς τη μεγαλύτερη τιμή μετακίνησης, οπότε εκφράζονται ως διανύσματα με τιμές μεταξύ -1 και 1.


    Στην περίπτωση μη γραμμικής ανάλυσης, η λύση του μη γραμμικού συστήματος εξισώσεων για κάθε τιμή των επιβαλλόμενων φορτίων εκφράζει τις μετακινήσεις και στροφές του φορέα για αυτά τα φορτία. Συνηθίζεται όλα τα φορτία να προσαυξάνονται σταδιακά κατά το ίδιο ποσοστό και να παρακολουθείται μέσω των αποτελεσμάτων της μη γραμμικής ανάλυσης η αντίστοιχη μεταβολή των παραμορφώσεων και εντάσεων του φορέα. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται και πάλι μέσω δρόμων ισορροπίας, στους οποίους πλέον στον κατακόρυφο άξονα καταγράφεται ο συντελεστής προσαύξησης των φορτίων και στον οριζόντιο άξονα ένας χαρακτηριστικός βαθμός ελευθερίας. Γίνεται επομένως κατανοητό ότι κάθε μη γραμμική ανάλυση ενός φορέα μπορεί να περιγραφεί με περισσότερους από έναν δρόμους ισορροπίας. Μάλιστα, είναι πιθανόν να είναι απαραίτητη η χρήση πολλών δρόμων ισορροπίας για να αξιολογηθεί πλήρως η απόκριση, όπως π.χ. συμβαίνει σε περιπτώσεις όπου η τοπική απόκριση ενός τμήματος του φορέα είναι διαφορετική από την καθολική του συμπεριφορά.


    6.3 Μέθοδοι μελέτης ευστάθειας πολυβάθμιων φορέων


    6.3.1 Μέθοδος Euler


    Όπως και σε φορείς ενός βαθμού ελευθερίας, έτσι και σε πολυβάθμιους φορείς, κατά την εφαρμογή της μεθόδου Euler, θεωρείται η παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, στην οποία διατυπώνονται οι εξισώσεις ισορροπίας και συμβιβαστού των παραμορφώσεων, καθώς επίσης και ο καταστατικός νόμος του υλικού. Στη συνέχεια γίνεται μαθηματική επεξεργασία αυτών των εξισώσεων προκειμένου να προκύψουν πληροφορίες για τη συμπεριφορά του φορέα σε διάφορες στάθμες των επιβαλλόμενων εξωτερικών φορτίων.


    Αν εφαρμόζεται γραμμική θεωρία, προκύπτει ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων, το οποίο από μαθηματικής πλευράς ανάγεται, όπως προαναφέρθηκε, σε ένα πρόβλημα ιδιοτιμών. Από φυσική άποψη ερευνάται κατά πόσον είναι δυνατό να υπάρξει επί του κύριου δρόμου ισορροπίας, για κάποιες τιμές του φορτίου, και άλλη παραμορφωσιακή κατάσταση, απείρως γειτονική της πρώτης. Δηλαδή εξετάζεται αν υπάρχουν δύο ή περισσότεροι σχηματισμοί ισορροπίας του φορέα που αντιστοιχούν στην ίδια τιμή του φορτίου. Αν συμβαίνει αυτό, τότε το συγκεκριμένο φορτίο αποτελεί κρίσιμο φορτίο λυγισμού, ενώ από μαθηματική άποψη είναι ιδιοτιμή του προβλήματος ιδιοτιμών. Σε κάθε ιδιοτιμή αντιστοιχεί ένα ιδιοδιάνυσμα, το οποίο εκφράζει την παραμόρφωση του φορέα στην προαναφερθείσα απείρως γειτονική θέση, που συνηθίζεται να λέγεται ιδιομορφή ή κανονική μορφή λυγισμού. Η μικρότερη ιδιοτιμή, που έχει συνήθως το μεγαλύτερο πρακτικό ενδιαφέρον, αντιστοιχεί στο χαμηλότερο κρίσιμο φορτίο, και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα αντιστοιχεί στην πρώτη ιδιομορφή.


    Αν εφαρμόζεται μη γραμμική θεωρία, προκύπτει ένα μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων, το οποίο επιλύεται, συνήθως αριθμητικά, για σταδιακά αυξανόμενες τιμές των επιβαλλόμενων φορτίων. Ο ρυθμός εξέλιξης των παραμορφώσεων, ο οποίος συνήθως παρακολουθείται μέσω δρόμων ισορροπίας, εκφράζει τη δυσκαμψία του φορέα και χαρακτηρίζει την απόκριση του συστήματος ως γραμμική ή μη γραμμική. Η φύση της απόκρισης εξαρτάται από το μέγεθος των φορτίων, με τους περισσότερους φορείς να συμπεριφέρονται γραμμικά για μικρά μεγέθη φορτίων, να μειώνουν σταδιακά τη δυσκαμψία τους καθώς τα επιβαλλόμενα φορτία αυξάνονται, και τελικά να μηδενίζουν τη δυσκαμψία τους και να αστοχούν.


    6.3.2 Ενεργειακή Μέθοδος


    Όπως ήδη αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 4, στην ενεργειακή μέθοδο η ευστάθεια ενός φορέα εξετάζεται μελετώντας τη συνάρτηση του συνολικού δυναμικού Π που ισούται με το άθροισμα της ενέργειας των εσωτερικών δυνάμεων U, η οποία καλείται και ελαστική ενέργεια ή ενέργεια παραμόρφωσης, και του έργου των εξωτερικών δυνάμεων W. Το συνολικό δυναμικό Π στην περίπτωση ενός φορέα με Ν βαθμούς ελευθερίας είναι συνάρτηση των γενικευμένων συντεταγμένων q1,q2,…,qΝ, μέσω των οποίων περιγράφεται η κατάσταση παραμόρφωσης του φορέα, και των εξωτερικών φορτίων P:
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    Όπως ήδη παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 4 για μονοβάθμια συστήματα, η μαθηματική μελέτη της συνάρτησης της δυναμικής ενέργειας αποτελεί το «υπολογιστικό εργαλείο» της ενεργειακής μεθόδου για την εύρεση των θέσεων ισορροπίας ενός στατικού συστήματος, καθώς και για τον χαρακτηρισμό αυτών των θέσεων ισορροπίας ως ευσταθών ή ασταθών. Οι αρχές της ενεργειακές μεθόδου και τα δύο βασικά κριτήρια ισορροπίας και ευστάθειας ισχύουν και για πολυβάθμιους φορείς, πλέον όμως για τη μαθηματική επεξεργασία χρησιμοποιείται η θεωρία ακροτάτων τιμών των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών.


    Υπενθυμίζεται ότι σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας ένα συντηρητικό σύστημα που υποβάλλεται σε μια στατική φόρτιση P ισορροπεί σε κάποια παραμορφωμένη θέση qοi (i=1,2,…,N), όταν η συνολική δυναμική ενέργεια Π έχει σε αυτή τη θέση στάσιμη τιμή, δηλαδή παρουσιάζει τοπικό μέγιστο ή τοπικό ελάχιστο σε σχέση με οποιαδήποτε άλλη γειτονική θέση παραμόρφωσης. Εφαρμόζοντας αυτό το κριτήριο, γνωστό και ως αρχή της στάσιμης τιμής της δυναμικής ενέργειας, για ένα φορέα με Ν βαθμούς ελευθερίας, του οποίου το συνολικό δυναμικό δίνεται από την εξίσωση (6.1), μπορούμε να καταλήξουμε στις Ν εξισώσεις ισορροπίας του συστήματος:
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    Υπενθυμίζεται επίσης το κριτήριο ευστάθειας, σύμφωνα με το οποίο μια κατάσταση ισορροπίας qοi (i=1,2,…,N) οποιουδήποτε συντηρητικού συστήματος είναι ευσταθής για μικρού μεγέθους διαταραχή, όταν η συνολική δυναμική ενέργεια Π παρουσιάζει σε αυτή τη θέση τοπικό ελάχιστο σε σχέση με οποιαδήποτε άλλη γειτονική θέση παραμόρφωσης. Για να συμβεί αυτό εξετάζεται η ορίζουσα των δεύτερων μερικών παραγώγων της συνάρτησης Π, που ονομάζεται και ενεργειακή ορίζουσα ή ορίζουσα ευστάθειας:
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    Η θέση ισορροπίας qοi (i=1,2,…,N) είναι ευσταθής, εφόσον η ορίζουσα ευστάθειας είναι στη θέση αυτή θετικά ορισμένη, δηλαδή τόσο η ίδια όσο και οι κύριες ελάσσονες ορίζουσές της είναι θετικοί αριθμοί, δηλαδή:
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    6.3.3 Δυναμική Μέθοδος


    Ισχύουν και για πολυβάθμια συστήματα τα βασικά στοιχεία της δυναμικής μεθόδου που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 5. Εξετάζεται δηλαδή η ευστάθεια ή αστάθεια μιας θέσης ισορροπίας ενός στατικού συστήματος, παρακολουθώντας την ταλάντωση που πραγματοποιεί το σύστημα, εάν του δοθεί μια μικρή διαταραχή από αυτή τη θέση ισορροπίας και στη συνέχεια αφεθεί ελεύθερο. Η διαταραχή μπορεί να έχει τη μορφή επιβαλλόμενης μετακίνησης ή ταχύτητας ή και των δύο. Η βασική διαφορική εξίσωση που περιγράφει την ελεύθερη ταλάντωση ενός συστήματος με πολλούς βαθμούς ελευθερίας είναι:
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    όπου [Mij], [Cij] και [Kij] είναι τα μητρώα μάζας, απόσβεσης και δυσκαμψίας του συστήματος, αντίστοιχα.


    6.4 Παραδείγματα εφαρμογής σε πολυβάθμια συστήματα


    Προκειμένου να γίνουν κατανοητές οι ιδιαιτερότητες των πολυβάθμιων φορέων σε σχέση με τη μελέτη ευστάθειάς τους, παρουσιάζονται στη συνέχεια δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα, το ένα με ασταθή και το άλλο με ευσταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά, τα οποία θα επιλύονται με εφαρμογή των τριών μεθόδων ανάλυσης που αναφέρθηκαν παραπάνω.


    6.4.1 Διβάθμιο σύστημα με ασταθή σημεία διακλάδωσης


    Ο φορέας του Σχήματος 6.1 αποτελείται από τρεις απαραμόρφωτες ράβδους μήκους L, οι οποίες συνδέονται αρθρωτά μεταξύ τους στα σημεία Γ και Δ. Στα σημεία Α και Β υπάρχουν κυλίσεις που δεσμεύουν τις κατακόρυφες μετακινήσεις αλλά επιτρέπουν τις οριζόντιες, ενώ τα σημεία Γ και Δ συνδέονται με ακλόνητες στηρίξεις μέσω γραμμικών ελατηρίων μετάθεσης σταθεράς k, τα οποία θεωρείται ότι παραμένουν συνεχώς κατακόρυφα. Η παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, η οποία απεικονίζεται στο Σχήμα 6.1 με διακεκομμένη γραμμή, μπορεί να περιγραφεί πλήρως με δύο βαθμούς ελευθερίας. Ως τέτοιοι επιλέγεται να χρησιμοποιηθούν οι γωνίες θ1 και θ2 μεταξύ της παραμορφωμένης και της απαραμόρφωτης κατάστασης των δύο ακραίων ράβδων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα.
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    Σχήμα 6.1 Διβάθμιο σύστημα αποτελούμενο από τρεις απαραμόρφωτες ράβδους και δύο ελατήρια μετάθεσης


    Μέθοδος Euler


    Για τη μελέτη της συμπεριφοράς του συστήματος εφαρμόζεται αρχικά η μέθοδος Euler. Θεωρείται τυχαία παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, στην οποία διατυπώνονται οι εξισώσεις ισορροπίας, συμβιβαστού παραμορφώσεων και οι καταστατικές εξισώσεις. Οι υποχωρήσεις των σημείων Γ και Δ είναι:
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    Με εξίσωση ισορροπίας του φορέα ροπών ως προς το σημείο Α’ προκύπτει:
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    Αντίστοιχη είναι η εξίσωση ισορροπίας ροπών ως προς το σημείο Β’:
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    Επιπλέον διατυπώνονται η εξίσωση ισορροπίας ροπών του μέλους Β’Δ’ ως προς το σημείο Δ’,
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    και η εξίσωση ισορροπίας ροπών του μέλους Α’Γ’ ως προς το σημείο Γ’,
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    Η γωνία κλίσης θ της μεσαίας ράβδου στην παραμορφωμένη κατάσταση μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των γωνιών θ1 και θ2 ως εξής:
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    α) Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Αν οι γωνίες θ1 και θ2 θεωρηθούν μικρές, δηλαδή εξεταστεί μια παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα που δεν διαφέρει αισθητά από την απαραμόρφωτη, τότε από γραμμικοποίηση των παραπάνω εξισώσεων προκύπτει:
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    Από τις εξισώσεις (6.14) και (6.16) προκύπτει:
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    Αντίστοιχα, από τις εξισώσεις (6.15) και (6.17) προκύπτει:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.19)

        
      

    


    Οι εξισώσεις (6.18) και (6.19) μπορούν να γραφούν και σε μητρωική μορφή ως εξής:
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    Το σύστημα (6.20) είναι γραμμικό, δηλαδή το αριστερό μέλος περιλαμβάνει γραμμικές εκφράσεις των αγνώστων θ1 και θ2, και ομογενές, δηλαδή το δεξιό μέλος είναι μηδέν. Σύμφωνα με τη θεωρία γραμμικών συστημάτων, για τη λύση του υπάρχουν δύο περιπτώσεις:


    


    
      	θ1=θ2=0, που είναι η λεγόμενη τετριμμένη λύση, η οποία αντιστοιχεί από φυσική άποψη στην αρχική κατάσταση ισορροπίας πριν από το λυγισμό και περιγράφει τον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	θ1,θ2≠0, που αντιστοιχεί στην κατάσταση μετά το λυγισμό και στους δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας. Προκειμένου να υπάρχει λύση διαφορετική από την τετριμμένη, πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να είναι ίση με μηδέν:
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    Αναπτύσσοντας την ορίζουσα προκύπτει:
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    Επομένως, οι λύσεις του συστήματος που αντιστοιχούν στα κρίσιμα φορτία λυγισμού του φορέα είναι:
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    Αντικαθιστώντας την τιμή του πρώτου κρίσιμου φορτίου Pcr1 στην πρώτη εξίσωση ισορροπίας (6.18) προκύπτει η πρώτη ιδιομορφή λυγισμού:
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    Όπως ήταν αναμενόμενο για ένα πρόβλημα ιδιοτιμών, ακριβώς η ίδια εξίσωση προκύπτει για την πρώτη ιδιομορφή αν αντικατασταθεί η τιμή του πρώτου κρίσιμου φορτίου Pcr1 στη δεύτερη εξίσωση ισορροπίας (6.19). Η γραφική παράσταση της πρώτης ιδιομορφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.2, από το οποίο είναι εμφανής ο αντισυμμετρικός της χαρακτήρας ως προς τον κατακόρυφο άξονα συμμετρίας του φορέα, ο οποίος διέρχεται από το μέσον της ράβδου ΓΔ.
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    Σχήμα 6.2 1η ιδιομορφή λυγισμού συστήματος (αντισυμμετρική)


    Με ανάλογο τρόπο, αν αντικατασταθεί η τιμή του δεύτερου κρίσιμου φορτίου Pcr2 στην πρώτη εξίσωση ισορροπίας (6.18) προκύπτει η δεύτερη ιδιομορφή λυγισμού:
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    Και πάλι, ακριβώς η ίδια εξίσωση θα προκύψει για τη δεύτερη ιδιομορφή αν αντικατασταθεί η τιμή του δεύτερου κρίσιμου φορτίου Pcr2 στη δεύτερη εξίσωση ισορροπίας (6.19). Η γραφική παράσταση της δεύτερης ιδιομορφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.3, όπου αναδεικνύεται ο συμμετρικός της χαρακτήρας.
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    Σχήμα 6.3 2η ιδιομορφή λυγισμού συστήματος (συμμετρική)


    Τα αποτελέσματα της γραμμικής ανάλυσης λυγισμού χωρίς ατέλειες παρουσιάζονται γραφικά σε χώρο τριών διαστάσεων στο Σχήμα 6.4. Το οριζόντιο επίπεδο των αξόνων θ1 και θ2 παριστάνει την κατάσταση παραμόρφωσης του διβαθμίου φορέα, ενώ στον κατακόρυφο άξονα καταγράφεται το φορτίο P, αδιαστατοποιημένο ως προς το δεύτερο κρίσιμο φορτίο Pcr2.
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    Σχήμα 6.4 Δρόμοι ισορροπίας για γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλειες


    Στο Σχήμα 6.4 ο κύριος δρόμος ισορροπίας θ1=θ2=0 παριστάνεται με παχιά μαύρη γραμμή πάνω στον κατακόρυφο άξονα. Ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας που αντιστοιχεί στην πρώτη αντισυμμετρική ιδιομορφή, ανήκει στο κατακόρυφο επίπεδο θ2=-θ1 και εκφράζεται από μια οριζόντια ευθεία γραμμή που αντιστοιχεί σε φορτίο P=Pcr1=kL/3, όπως απεικονίζεται με παχιά μπλε γραμμή στο Σχήμα 6.4. Τέλος, ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας που αντιστοιχεί στη δεύτερη συμμετρική ιδιομορφή, ανήκει στο κατακόρυφο επίπεδο θ2=θ1 και εκφράζεται από μια οριζόντια ευθεία γραμμή που αντιστοιχεί σε φορτίο P=Pcr2=kL, όπως απεικονίζεται με παχιά κόκκινη γραμμή στο Σχήμα 6.4.


    Παρατηρείται ότι, όπως και στα μονοβάθμια συστήματα, από τη γραμμική ανάλυση λυγισμού δεν προκύπτει καμιά πληροφορία για τους δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας, παρά μόνο οι τιμές των κρίσιμων φορτίων λυγισμού, στα οποία εμφανίζονται τα σημεία διακλάδωσης μεταξύ κύριου και δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας. Αυτή ακριβώς η έλλειψη πληροφόρησης εκφράζεται από τις οριζόντιες ευθείες γραμμές που αναπαριστούν τους δευτερεύοντες δρόμους στο Σχήμα 6.4. Παρατηρείται επίσης ότι από την ανάλυση δεν προκύπτει καμία πληροφορία για τη διεύθυνση λυγισμού. Στο Σχήμα 6.4 φαίνεται ότι ο φορέας μπορεί να ακολουθήσει τον πρώτο ή δεύτερο δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας είτε προς τη μία είτε προς την άλλη κατεύθυνση, με αντίστοιχα διαφορετικά πρόσημα των γωνιών θ1 και θ2.


    Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι, αν και πρόκειται για ένα συμμετρικό φορέα με συμμετρικά φορτία, η πρώτη κρίσιμη ιδιομορφή λυγισμού είναι αντισυμμετρική, και μάλιστα συμβαίνει για πολύ μικρότερη τιμή του φορτίου από ότι η συμμετρική δεύτερη. Γενικεύοντας αυτή την παρατήρηση, συχνά σε προβλήματα λυγισμού δεν ισχύει η αρχή της στατικής πρώτης τάξης, σύμφωνα με την οποία συμμετρικοί φορείς υπό συμμετρικά φορτία παραμορφώνονται συμμετρικά.


    Επίσης έχει ενδιαφέρον να σχολιαστεί η φυσική σημασία της δεύτερης ιδιομορφής λυγισμού. Δεδομένου ότι αυτή εκδηλώνεται σε τριπλάσια τιμή φορτίου από ότι η πρώτη, είναι μεν μαθηματικώς ορθή, αλλά δεν θα εκδηλωθεί ποτέ στην πράξη, αφού ο φορέας θα έχει ήδη λυγίσει αντισυμμετρικά για μικρότερο φορτίο. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση να παρεμποδίζεται η εκδήλωση της χαμηλότερης ιδιομορφής μέσω κατάλληλων συνοριακών συνθηκών, π.χ. στην περίπτωση αυτή αν δεν επιτρέπεται η μετακίνηση των δύο εσωτερικών αρθρώσεων του φορέα προς τη μία ή προς την άλλη κατεύθυνση (προς τα άνω ή κάτω). Αυτό μπορεί επίσης να γενικευθεί για άλλους φορείς και αποτελεί συχνά μέσον επαύξησης της αντοχής φορέων, κατά το σχεδιασμό τους, όπου επιδιώκεται η διαμόρφωση π.χ. πλευρικών εξασφαλίσεων μελών, προκειμένου οι φορείς να οδηγηθούν σε ανώτερες ιδιομορφές λυγισμού και με τον τρόπο αυτό να αυξηθεί η αντοχή τους.


    β) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Για την ανάλυση του φορέα του Σχήματος 6.1 με μη γραμμική θεωρία, θα χρησιμοποιηθούν οι εξισώσεις (6.8) ως (6.11) όπως είναι, χωρίς δηλαδή να προηγηθεί γραμμικοποίησή τους. Με αντικατάσταση των (6.10) και (6.11) στις (6.8) και (6.9) αντίστοιχα, προκύπτουν οι εξισώσεις ισορροπίας:
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    Λαμβάνοντας υπόψη ότι η γωνία θ εκφράζεται συναρτήσει των γωνιών θ1 και θ2 από τη σχέση (6.12), για δεδομένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P οι εξισώσεις (6.26) και (6.27) αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα με αγνώστους τις γωνίες θ1 και θ2, που εκφράζουν την παραμορφωσιακή κατάσταση του συστήματος. Παρατηρείται ότι η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0 ικανοποιεί τις εξισώσεις ισορροπίας (6.26) και (6.27), περιγράφοντας την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας, ο οποίος συμπίπτει με αυτόν που είχε υπολογιστεί σύμφωνα με τη γραμμική θεωρία. Για λύσεις διαφορετικές από την τετριμμένη, δηλαδή για θ1,θ2≠0, οι εξισώσεις (6.26) και (6.27) μπορούν να επιλυθούν ως προς P:
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    Προκειμένου να διερευνηθεί η ευστάθεια των δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας των δύο ιδιομορφών λυγισμού, επιλύονται οι εξισώσεις (6.28) και (6.29) επί των επιπέδων εντός των οποίων ευρίσκονται αυτοί οι δύο δρόμοι ισορροπίας. Αρχικά θεωρείται η περίπτωση θ2=-θ1, δηλαδή λυγισμός σύμφωνα με την 1η ιδιομορφή. Τότε, από τη σχέση (6.12) προκύπτει:
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    Επομένως:
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    Αντικαθιστώντας την εξίσωση (6.24) της 1ης ιδιομορφής καθώς και τη σχέση (6.31) είτε στην εξίσωση (6.28) είτε στην (6.29), προκύπτει ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας στο επίπεδο της 1ης ιδιομορφής:
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    Η γραφική παράσταση της εξίσωσης (6.32) παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.5, από το οποίο αναδεικνύεται η αστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας που αντιστοιχεί στην 1η ιδιομορφή. Παρατηρείται ότι, όπως ήταν αναμενόμενο, ο δευτερεύων δρόμος τέμνει τον κατακόρυφο κύριο δρόμο σε τιμή φορτίου P=Pcr1=kL/3. Η επιπλέον πληροφορία που παρέχεται από τη μη γραμμική ανάλυση αφορά, όπως και στα μονοβάθμια συστήματα, την ευστάθεια ή αστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου και του σημείου διακλάδωσης.
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    Σχήμα 6.5 Ασταθής δευτερεύων δρόμος ισορροπίας 1ης ιδιομορφής από μη γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλειες


    Στη συνέχεια θεωρείται η περίπτωση θ2=θ1, δηλαδή λυγισμός σύμφωνα με την 2η ιδιομορφή. Τότε, από τη σχέση (6.12):
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    Αντικαθιστώντας την εξίσωση (6.25) της 2ης ιδιομορφής καθώς και τη σχέση (6.33) είτε στην εξίσωση (6.28) είτε στην (6.29), προκύπτει ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας στο επίπεδο της 2ης ιδιομορφής:
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    Η γραφική παράσταση της εξίσωσης (6.34) παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.6, από το οποίο προκύπτει ότι και ο δευτερεύων δρόμος ισορροπίας που αντιστοιχεί στην 2η ιδιομορφή είναι επίσης ασταθής. Και πάλι, ο δευτερεύων δρόμος τέμνει τον κατακόρυφο κύριο δρόμο σε τιμή φορτίου P=Pcr2=kL. Τα συνολικά αποτελέσματα της μη γραμμικής ανάλυσης του τέλειου συστήματος παρουσιάζονται σε χώρο τριών διαστάσεων στο Σχήμα 6.7.
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    Σχήμα 6.6 Ασταθής δευτερεύων δρόμος ισορροπίας 2ης ιδιομορφής από μη γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλειες
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    Σχήμα 6.7 Κύριος και δευτερεύοντες δρόμοι ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλειες


    γ) Γραμμική θεωρία ευστάθειας - Ατελής φορέας


    Σε πολυβάθμιους φορείς η μελέτη της επιρροής αρχικών ατελειών σε προβλήματα λυγισμού παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Συχνά η συμπεριφορά ενός φορέα καθώς και η αντοχή του καθορίζονται σε μεγάλο βαθμό από τις αρχικές ατέλειες. Επομένως, και δεδομένου ότι η παρουσία ατελειών σε πραγματικές κατασκευές είναι αναπόφευκτη, κατά το σχεδιασμό πρέπει να λαμβάνονται υπόψη κατάλληλες ατέλειες ώστε να προβλέπεται με ασφάλεια η ελάχιστη αναμενόμενη φέρουσα ικανότητα. Κατά την επιλογή ατελειών σε φάση σχεδιασμού, όταν δεν είναι φυσικά γνωστές και μετρήσιμες, τον μελετητή απασχολούν δύο θέματα: το σχήμα των ατελειών και το μέγεθός τους. Για τους παραπάνω λόγους εξετάζεται σε αυτό το κεφάλαιο η συμπεριφορά ατελών διβάθμιων συστημάτων, προκειμένου να τεθούν οι βάσεις για συστηματική αντιμετώπιση της επιρροής αρχικών ατελειών σε επόμενα κεφάλαια.


    Στο Σχήμα 6.8 απεικονίζεται με συνεχή γραμμή η απαραμόρφωτη κατάσταση του φορέα του Σχήματος 6.1 με αποκλίσεις των ράβδων του από την οριζόντια θέση. Ως απαραμόρφωτη κατάσταση ορίζεται εκείνη στην οποία τα δύο ελατήρια μετάθεσης είναι απαραμόρφωτα. Οι αρχικές ατέλειες εκφράζονται μέσω των γωνιών ε1 και ε2 που σχηματίζουν οι ράβδοι ΑΓ και ΒΔ με το οριζόντιο επίπεδο. Οι γωνίες ε1 και ε2 είναι σχεδιασμένες στο Σχήμα 6.8 προς τα κάτω, ορίζοντας τη θετική τους φορά, ενώ αν μία ή και οι δύο είναι προς τα πάνω λογίζονται ως αρνητικές. Στο Σχήμα 6.8 απεικονίζεται επίσης με διακεκομμένη γραμμή η παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα για κάποια τυχαία τιμή του εξωτερικού φορτίου P, η οποία περιγράφεται μέσω των γωνιών θ1 και θ2 που σχηματίζουν οι ράβδοι ΑΓ και ΒΔ με το οριζόντιο επίπεδο.
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    Σχήμα 6.8 Διβάθμιο σύστημα αποτελούμενο από τρεις απαραμόρφωτες ράβδους και δύο ελατήρια μετάθεσης, με ατέλειες


    Λαμβάνοντας υπόψη τις αρχικές ατέλειες οι εξισώσεις (6.18) και (6.19) τροποποιούνται ως εξής:
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    Έτσι, προκύπτει το μη ομογενές σύστημα γραμμικών εξισώσεων


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.37)
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    το οποίο γράφεται σε μητρωική μορφή ως:
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    Παρατηρείται ότι το αριστερό μέλος του συστήματος (6.39) είναι ακριβώς το ίδιο με εκείνο του συστήματος (6.20). Η διαφορά μεταξύ των δύο συστημάτων εντοπίζεται στα δεξιά τους μέλη. Στο μεν σύστημα (6.20) που περιγράφει τον τέλειο φορέα, το δεξιό μέλος είναι μηδενικό, επομένως το σύστημα εξισώσεων είναι ομογενές, ενώ στο σύστημα (6.39) που περιγράφει τον ατελή φορέα το δεξιό μέλος είναι μη μηδενικό, επομένως το σύστημα εξισώσεων είναι μη ομογενές. Παρατηρείται επίσης ότι όταν ε1=ε2=0, δηλαδή δεν υπάρχουν ατέλειες, τότε το δεξιό μέλος του συστήματος (6.39) εκφυλίζεται σε εκείνο του τέλειου συστήματος, όπως ήταν αναμενόμενο.


    Για δεδομένη τιμή του φορτίου P παρατηρείται αρχικά ότι η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0 δεν αποτελεί λύση του μη ομογενούς συστήματος εξισώσεων (6.39). Σύμφωνα με τη θεωρία γραμμικών συστημάτων η λύση δίνεται από το νόμο του Cramer:
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    Προϋπόθεση για να είναι οι τιμές θ1 και θ2, που προκύπτουν από τις εξισώσεις (6.40), πεπερασμένες, είναι να μη μηδενίζεται ο παρανομαστής. Εάν η ορίζουσα του παρονομαστή μηδενιστεί, τότε οι γωνίες θ1 και θ2 απειρίζονται. Υπενθυμίζοντας τον ποιοτικό ορισμό του λυγισμού ως εκείνη την κατάσταση, στην οποία η παραμόρφωση του φορέα απειρίζεται, οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι ο μηδενισμός της ορίζουσας του παρονομαστή των κλασμάτων στις εξισώσεις (6.40) είναι η εξίσωση λυγισμού του φορέα, και οι τιμές του φορτίου P που μηδενίζουν αυτή την ορίζουσα είναι τα φορτία λυγισμού. Συγκρίνοντας όμως τις εξισώσεις (6.40) και (6.21) διαπιστώνεται ότι οι εξισώσεις λυγισμού του τέλειου και του αντίστοιχου ατελή φορέα ταυτίζονται. Επομένως θα ταυτίζονται και τα κρίσιμα φορτία.


    Το παραπάνω συμπέρασμα μπορεί να γενικευθεί. Εφόσον για τον προσδιορισμό των κρίσιμων φορτίων πραγματοποιείται γραμμική ανάλυση λυγισμού, οι εξισώσεις λυγισμού και τα αντίστοιχα κρίσιμα φορτία είναι ανεξάρτητα από τη θεώρηση ή μη αρχικών ατελειών, καθώς επίσης από το σχήμα και το μέγεθος των ατελειών αυτών. Οι ατέλειες επηρεάζουν τη συμπεριφορά του φορέα πριν τον λυγισμό, όχι όμως την τιμή του φορτίου για την οποία η απόκριση του φορέα απειρίζεται, δηλαδή ο φορέας λυγίζει.


    Προκειμένου να διαπιστωθεί η επίδραση των ατελειών στη συμπεριφορά του φορέα του Σχήματος 6.8, οι εξισώσεις (6.40) εφαρμόζονται σε τρεις διαφορετικές περιπτώσεις. Στις δύο πρώτες θεωρούνται ατέλειες που έχουν το σχήμα της πρώτης και δεύτερης ιδιομορφής λυγισμού, αντίστοιχα, ενώ στην τρίτη θεωρείται τυχαίο σχήμα ατελειών. Έστω λοιπόν αρχικά ότι οι ατέλειες έχουν το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής, δηλαδή ε2=-ε1. Τότε μέσω κατάλληλης μαθηματικής επεξεργασίας των σχέσεων (6.40) προκύπτει:
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    Από τις δύο εξισώσεις (6.41) προκύπτει ότι θ2=-θ1, δηλαδή ο φορέας έχει αντισυμμετρική μορφή. Συμπεραίνεται δηλαδή ότι, αν η αρχική ατέλεια έχει το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής, η παραμόρφωση του φορέα εξελίσσεται καθώς αυξάνεται το ασκούμενο φορτίο P, διατηρεί όμως συνεχώς το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής. Παρατηρείται επίσης ότι οι γωνίες θ1 και θ2 διατηρούν, για φορτία μικρότερα του πρώτου κρίσιμου φορτίου Pcr1=kL/3, τα πρόσημα των αντίστοιχων αρχικών ατελειών ε1 και ε2, ενώ καθώς το φορτίο P τείνει να πλησιάσει το πρώτο κρίσιμο φορτίο Pcr1, η απόκριση του φορέα τείνει να απειριστεί, όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.9 για διάφορες τιμές των αρχικών ατελειών, πάντοτε όμως με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής, δηλαδή ε2=-ε1. Παρατηρείται ότι το πρόσημο των ατελειών επηρεάζει τη φορά της παραμόρφωσης, ενώ το μέγεθος των ατελειών επηρεάζει το μέγεθος των παραμορφώσεων για δεδομένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P. Σε κάθε περίπτωση όμως οι δρόμοι ισορροπίας τείνουν ασυμπτωτικά στην τιμή φορτίου P=Pcr1=kL/3.
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    Σχήμα 6.9 Ενιαίος δρόμος ισορροπίας από γραμμική ανάλυση για ατέλεια σύμφωνα με την 1η ιδιομορφή


    Έστω στη συνέχεια ότι οι ατέλειες έχουν το σχήμα της δεύτερης ιδιομορφής, δηλαδή ε2=ε1. Τότε και πάλι μέσω κατάλληλης μαθηματικής επεξεργασίας των σχέσεων (6.40) προκύπτει:
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    Επομένως στην περίπτωση αυτή θ2=θ1, δηλαδή ο φορέας παραμορφώνεται συμμετρικά. Συμπεραίνεται δηλαδή ότι, αν η αρχική ατέλεια έχει το σχήμα της δεύτερης ιδιομορφής, η παραμόρφωση του φορέα επίσης εξελίσσεται, καθώς αυξάνεται το ασκούμενο φορτίο P, διατηρεί όμως συνεχώς το σχήμα της δεύτερης ιδιομορφής. Και πάλι οι γωνίες θ1 και θ2 διατηρούν, για φορτία μικρότερα του δεύτερου πλέον κρίσιμου φορτίου Pcr2=kL, τα πρόσημα των αντίστοιχων αρχικών ατελειών ε1 και ε2, ενώ καθώς το φορτίο P τείνει να πλησιάσει το δεύτερο κρίσιμο φορτίο Pcr2, η απόκριση του φορέα τείνει να απειριστεί. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται σε γραφική μορφή στο Σχήμα 6.10 για διάφορες τιμές των αρχικών ατελειών, με ανάλογα συμπεράσματα όπως στην περίπτωση της αντισυμμετρικής ατέλειας, τώρα όμως οι δρόμοι ισορροπίας τείνουν ασυμπτωτικά στην τιμή φορτίου P=Pcr2=kL. Γενικότερα, στην ιδανική περίπτωση που ένας φορέας έχει ατέλειες οι οποίες τυχαίνει να συμπίπτουν με κάποια ιδιομορφή του, η απόκριση του φορέα υπό εξωτερική φόρτιση «έλκεται» από αυτή την ιδιομορφή, επομένως η μορφή της παραμόρφωσής του συμπίπτει με το σχήμα της ιδιομορφής, ακόμα και αν αυτή δεν είναι η χαμηλότερη. Αυτή η συμπεριφορά βέβαια αποτελεί μαθηματική λύση, όμως δε θα εμφανιστεί ποτέ στην πράξη, δεδομένου ότι στατιστικά αποκλείεται οι πραγματικές ατέλειες να έχουν ακριβώς το σχήμα μιας ιδιομορφής.
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    Σχήμα 6.10 Ενιαίος δρόμος ισορροπίας από γραμμική ανάλυση για ατέλεια σύμφωνα με την 2η ιδιομορφή


    Για την περίπτωση τυχαίων αρχικών ατελειών η απόκριση του φορέα υπολογίζεται από τις εξισώσεις (6.40), οι οποίες μετά από αλγεβρική επεξεργασία απλοποιούνται στις:
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    Εάν οι εξισώσεις (6.43) επιλυθούν για οποιονδήποτε συνδυασμό αρχικών ατελειών ε1 και ε2 εκτός από απολύτως συμμετρικές ατέλειες (ε1=ε2), προκύπτει ότι η απόκριση του συστήματος «έλκεται» από τη χαμηλότερη ιδιομορφή. Από άποψη παραμορφώσεων αυτό σημαίνει ότι ο φορέας τείνει να παραμορφωθεί αντισυμμετρικά, όπως φαίνεται από το Σχήμα 6.11, στο οποίο παρουσιάζονται οι καμπύλες παραμόρφωσης θ1-θ2 που έχουν προκύψει από επίλυση των εξισώσεων (6.43). Ακόμα και αν οι αρχικές ατέλειες είναι «σχεδόν» συμμετρικές, αλλά όχι απολύτως, όπως συμβαίνει στην περίπτωση ε1=0.010rad και ε2=0.011rad, η τελική παραμόρφωση του συστήματος τείνει προς την αντισυμμετρική. Παρατηρείται επίσης ότι, αναλόγως αν οι αρχικές ατέλειες τοποθετούν την αρχική κατάσταση του φορέα άνω ή κάτω της ευθείας θ1=θ2, προκύπτει και η φορά της απόκρισης και η τελική παραμορφωμένη θέση. Είναι τέλος σαφές ότι εφόσον ο λόγος ε1/ ε2 των αρχικών ατελειών είναι τυχαίος και δεν αντιστοιχεί σε κάποια ιδιομορφή του φορέα, τότε η απόκριση του συστήματος δεν χαρακτηρίζεται πλέον από αυτό το λόγο, δηλαδή θ1/θ2≠ε1/ε2. Από άποψη μέγιστου φορτίου που μπορεί να παραληφθεί από το φορέα, αυτό δεν μπορεί να υπερβεί το κρίσιμο φορτίο της χαμηλότερης ιδιομορφής Pcr1=kL/3 για οποιονδήποτε άλλον συνδυασμό αρχικών ατελειών, εκτός από εκείνον που είναι σύμφωνος με τη δεύτερη ιδιομορφή λυγισμού. Τα παραπάνω ευρήματα συνοψίζονται στο Σχήμα 6.12, όπου απεικονίζεται η απόκριση του φορέα για διάφορες περιπτώσεις αρχικών ατελειών σε χώρο τριών διαστάσεων.
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    Σχήμα 6.11 Παραμόρφωση διβαθμίου συστήματος στο χώρο θ1-θ2 από γραμμική ανάλυση για διάφορες τιμές αρχικών ατελειών
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    Σχήμα 6.12 Δρόμοι ισορροπίας από γραμμική ανάλυση για διάφορες μορφές αρχικών ατελειών


    δ) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας - Ατελής φορέας


    Από το Σχήμα 6.8, με εξίσωση ροπών ως προς το σημείο Α’ προκύπτει:
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    Με εξίσωση ροπών ως προς το σημείο Β’ προκύπτει:
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    Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (6.10), (6.11) στις (6.44), (6.45) και επιλύοντας ως προς P, προκύπτει:
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    Για δεδομένες τιμές του φορτίου P και των αρχικών ατελειών ε1 και ε2 οι εξισώσεις (6.46) και (6.47) αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους θ1 και θ2, το οποίο μπορεί να επιλυθεί αριθμητικά. Ενδεικτικά αποτελέσματα παρουσιάζονται στο Σχήμα 6.13 για τρεις διαφορετικές περιπτώσεις αρχικών ατελειών, από μία σύμφωνα με κάθε ιδιομορφή, και μία τυχαία.
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    Σχήμα 6.13 Δρόμοι ισορροπίας για μη γραμμική ανάλυση με ατέλειες


    Παρατηρείται ότι σε όλες τις περιπτώσεις η απόκριση του συστήματος περιγράφεται από έναν ενιαίο μη γραμμικό δρόμο ισορροπίας, με σταδιακά μειούμενη δυσκαμψία, οριακό σημείο και ασταθή μεταλυγισμικό δρόμο. Για αρχικές ατέλειες σύμφωνα με την αντισυμμετρική 1η ιδιομορφή η ανάλυση οδηγεί σε συμπεριφορά που παραμένει αντισυμμετρική και σε οριακό φορτίο λίγο μικρότερο του κρίσιμου φορτίου της 1ης ιδιομορφής Pcr1=kL/3. Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται και για τυχαίες αρχικές ατέλειες, γεγονός που είναι συμβατό με τα συμπεράσματα που προέκυψαν από τις γραμμικές αναλύσεις του ατελούς φορέα. Ενδιαφέρον προκαλεί το γεγονός ότι ανάλογη συμπεριφορά και οριακό φορτίο μικρότερο του Pcr1 παρατηρείται και για συμμετρικές αρχικές ατέλειες. Αυτό αποδίδεται στο ότι, κατά την αριθμητική επίλυση του συστήματος των εξισώσεων (6.46) και (6.47) εισάγεται, λόγω της πεπερασμένης ακρίβειας των υπολογισμών, μικρή ασυμμετρία της απόκρισης του συστήματος σε κάποιο βήμα της επίλυσης, η οποία στη συνέχεια εκλαμβάνεται ως μη συμμετρικές αρχικές συνθήκες για τα επόμενα βήματα, με αποτέλεσμα ο φορέας να αναζητεί θέση ισορροπίας εκτός του επιπέδου θ1=θ2 και τελικά να οδηγείται σε παραμόρφωση που πλησιάζει την αντισυμμετρική και σε αστοχία με οριακό φορτίο μικρότερο του Pcr1. Η μετάβαση του φορέα από συμμετρική σε (περίπου) αντισυμμετρική παραμόρφωση είναι εμφανής στον αντίστοιχο δρόμο ισορροπίας μέσω απότομης αλλαγής της κλίσης του που προσομοιάζει σε σημείο διακλάδωσης. Παρατηρείται, λοιπόν, ότι μπορεί να συμβεί μια αλληλεπίδραση των μορφών αστοχίας, που για να μελετηθεί χρειάζεται μη γραμμική ανάλυση με αρχικές ατέλειες. Αυτό το φαινόμενο είναι εξαιρετικά πολύπλοκο και αναλύεται περισσότερο στο Κεφάλαιο 7. Τα παραπάνω απεικονίζονται και στο Σχήμα 6.14, που δείχνει τις προβολές των δρόμων ισορροπίας στο επίπεδο θ1-θ2.
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    Σχήμα 6.14 Προβολή δρόμων ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση με ατέλειες στο επίπεδο θ1-θ2


    Ενεργειακή μέθοδος


    Στη συνέχεια θα αναλυθεί ο φορέας του Σχήματος 6.1 με την ενεργειακή μέθοδο. Για το σκοπό αυτό υπολογίζεται η συνολική δυναμική ενέργεια του φορέα στην παραμορφωμένη κατάσταση, ως εξής:
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    α) Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Θα χρησιμοποιηθούν οι γνωστές προσεγγίσεις:
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    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (6.50) προκύπτει:
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    Ακόμα, από την εξίσωση (6.13) έχουμε θ≈θ1-θ2, οπότε η (6.52) τελικά γίνεται:
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    Οι δρόμοι ισορροπίας του φορέα προκύπτουν με μηδενισμό του συστήματος των πρώτων παραγώγων της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τις γωνίες θ1 και θ2, σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας,
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    οπότε, προκύπτει:
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    Για το ομογενές σύστημα των εξισώσεων (6.55) υπάρχουν δύο περιπτώσεις:


    


    
      	Η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0, που αντιστοιχεί στην κατάσταση πριν από το λυγισμό και στον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	θ1,θ2≠0, που αντιστοιχεί στην κατάσταση μετά το λυγισμό και στους δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας. Προκειμένου να υπάρχει μη τετριμμένη λύση, η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων πρέπει να έχει μηδενική τιμή:


    


    
      
        	
          [image: ][image: ]

        

        	
          (6.56)

        
      

    


    Επομένως, οι λύσεις του συστήματος, δηλαδή τα κρίσιμα φορτία του φορέα είναι:
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    Αντικαθιστώντας το Pcr1 σε μια από τις δύο εξισώσεις του συστήματος (6.55):
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    που δίνει την 1η ιδιομορφή λυγισμού του φορέα, ίδια με εκείνη που είχε προκύψει από τη μέθοδο Euler και απεικονίζεται στο Σχήμα 6.2.


    Όμοια, αντικαθιστώντας το Pcr2 σε μια από τις εξισώσεις του συστήματος (6.55):
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    που δίνει την 2η ιδιομορφή λυγισμού του φορέα, ίδια με εκείνη που είχε προκύψει από τη μέθοδο Euler και απεικονίζεται στο Σχήμα 6.3.


    Προκειμένου να γίνει μελέτη της ευστάθειας του κύριου δρόμου ισορροπίας του φορέα, υπολογίζεται η ορίζουσα των δεύτερων μερικών παραγώγων του συνολικού δυναμικού, γνωστή και ως ενεργειακή ορίζουσα ή ορίζουσα ευστάθειας:
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    Σύμφωνα με το κριτήριο ευστάθειας για να είναι μια θέση ισορροπίας ευσταθής πρέπει στη θέση αυτή η ενεργειακή ορίζουσα να είναι θετικώς ορισμένη, δηλαδή πρέπει οι κύριες ελάσσονες ορίζουσές της να είναι θετικοί αριθμοί:
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    Το μήκος L είναι θετικός αριθμός και μπορεί να απλοποιηθεί από τις ανισότητες. Μετά από απλή αλγεβρική επεξεργασία προκύπτει:
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    Όπως απεικονίζεται και στο Σχήμα 6.15, οι εξισώσεις (6.63) συναληθεύουν για:
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    Επομένως, πάνω στον κύριο δρόμο ισορροπίας και για P<kL/3, ο φορέας είναι ευσταθής.
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    Σχήμα 6.15 Περιοχές συναλήθευσης ανισοτήτων ευστάθειας επί του κύριου δρόμου ισορροπίας


    β) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Παραγωγίζοντας απευθείας τη μη γραμμική σχέση (6.50) του συνολικού δυναμικού ως προς θ1 και θ2 και στη συνέχεια μηδενίζοντας τις δύο παραγώγους, προκύπτουν οι εξισώσεις ισορροπίας του συστήματος με τη μη γραμμική θεωρία:
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    Με αντικατάσταση επαληθεύεται ότι η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0 ικανοποιεί τις εξισώσεις (6.65) και (6.66). Για θ1,θ2≠0, λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς το φορτίο P, προκύπτουν οι σχέσεις:
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    Μέσω απλών τριγωνομετρικών μετασχηματισμών μπορεί να επιβεβαιωθεί ότι οι εξισώσεις (6.67) είναι ακριβώς οι ίδιες με τις (6.28), (6.29) που προέκυψαν με τη μέθοδο Euler. Εφαρμόζοντας στη συνέχεια το κριτήριο ευστάθειας τεκμηριώνεται υπολογιστικά η αστάθεια του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας.


    γ) Γραμμική θεωρία ευστάθειας - Ατελής φορέας


    Για τον ατελή φορέα του Σχήματος 6.8 η συνολική δυναμική ενέργεια γράφεται:
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    Με γραμμικοποίηση της (6.68) προκύπτει:
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    και αφού για μικρές γωνίες ισχύει θ≈θ1-θ2:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.70)

        
      

    


    Για την εφαρμογή του κριτηρίου ισορροπίας υπολογίζονται οι μερικές παράγωγοι ως προς θ1, θ2 και στη συνέχεια μηδενίζονται:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.71)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.72)

        
      

    


    Το σύστημα (6.72) γράφεται σε μητρωική μορφή:
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    Η ορίζουσα του πίνακα συντελεστών των αγνώστων του συστήματος (6.94) ταυτίζεται με εκείνην του τέλειου φορέα. Δεδομένου ότι ο μηδενισμός αυτής της ορίζουσας αποτελεί την εξίσωση λυγισμού, επαληθεύεται η ταυτότητα κρίσιμων φορτίων τέλειου και ατελή φορέα. Εφαρμόζοντας στη συνέχεια το νόμο του Cramer το παραπάνω σύστημα επιλύεται ως προς θ1, θ2 για δεδομένες τιμές του εξωτερικού φορτίου P και των αρχικών ατελειών ε1, ε2, οδηγώντας στα ίδια συμπεράσματα όπως προέκυψαν και από τη μέθοδο Euler. Εφαρμόζοντας στη συνέχεια το κριτήριο ευστάθειας μπορεί να τεκμηριωθεί υπολογιστικά η ευστάθεια του ενιαίου πλέον δρόμου ισορροπίας.


    δ) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας - Ατελής φορέας


    Παραγωγίζεται ως προς θ1 και θ2 το συνολικό δυναμικό Π που δίνεται από την εξίσωση (6.68) χωρίς γραμμικοποίηση και οι μερικές παράγωγοι τίθενται ίσες με μηδέν:
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    Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς το φορτίο P, προκύπτουν οι σχέσεις:
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    Για δεδομένες τιμές του εξωτερικού φορτίου P και των αρχικών ατελειών ε1 και ε2, οι εξισώσεις (6.76) και (6.77) αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους θ1 και θ2, το οποίο μπορεί να επιλυθεί αριθμητικά. Η αριθμητική επίλυση οδηγεί σε μη γραμμικούς δρόμους ισορροπίας που ταυτίζονται με αυτούς που παρουσιάστηκαν στο Σχήμα 6.13 με τη μέθοδο Euler, γεγονός που επιβεβαιώνει την ταυτότητα των εξισώσεων (6.76) και (6.77) με τις (6.46) και (6.47). Εφαρμόζοντας στη συνέχεια το κριτήριο ευστάθειας μπορεί να προκύψει το οριακό σημείο του μη γραμμικού δρόμου ισορροπίας και να αποδειχθεί η ευστάθειά του πριν το οριακό σημείο και η αστάθειά του μετά από αυτό.


    Δυναμική μέθοδος


    Προκειμένου να εξεταστεί η συμπεριφορά του φορέα του Σχήματος 6.1 με τη δυναμική μέθοδο, ακολουθείται τόσο αναλυτική όσο και αριθμητική προσέγγιση. Στην αναλυτική διαδικασία εφαρμόζεται μόνον γραμμική θεωρία, δεδομένου ότι η μη γραμμικότητα εισάγει πολύπλοκες μαθηματικές παραστάσεις, οι οποίες δεν είναι εύκολα διαχειρίσιμες με αναλυτικό τρόπο. Στην αριθμητική διαδικασία, η οποία γίνεται με χρήση του λογισμικού πεπερασμένων στοιχείων ADINA, εφαρμόζεται απευθείας μη γραμμική θεωρία.


    α) Αναλυτική προσέγγιση – Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Θεωρείται ο φορέας του Σχήματος 6.1, χωρίς ατέλειες, με κατανεμημένη μάζα m κάθε ράβδου ανά μονάδα μήκους της, και με δύο δυναμικούς βαθμούς ελευθερίας που περιγράφονται είτε μέσω των εγκαρσίων μετακινήσεων δ1 και δ2 στις θέσεις των εσωτερικών αρθρώσεων, είτε μέσω των γωνιών θ1 και θ2 των ακραίων ράβδων ως προς την οριζόντια θέση. Από τις εξισώσεις ισορροπίας ροπών ως προς τα σημεία Α’ και Β’, στην παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, προκύπτει:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.78)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.79)

        
      

    


    Από τις εξισώσεις ισορροπίας ροπών ως προς τα σημεία Γ’ και Δ’ για την αριστερή και τη δεξιά ράβδο του φορέα, αντίστοιχα, έχουμε:
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    Λόγω εφαρμογής γραμμικής θεωρίας, θεωρείται ότι δ1≈Lθ1, δ2≈Lθ2. Από συνδυασμό των παραπάνω εξισώσεων, προκύπτει το συζευγμένο σύστημα διαφορικών εξισώσεων:
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    όπου
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    Για να λυθεί το σύστημα θεωρείται ότι θ1=C1eiωt, θ2=C2eiωt, όπου ω η ιδιοσυχνότητα του φορέα και C1, C2 σταθερές ολοκλήρωσης. Με αντικατάσταση στο σύστημα των εξισώσεων (6.82) και (6.83) προκύπτει σε μητρωική μορφή:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.85)

        
      

    


    Επειδή το σύστημα (6.85) είναι ομογενές, για να εκτελεί ο φορέας ταλάντωση θα πρέπει το σύστημα να έχει άπειρες λύσεις, δηλαδή πρέπει η ορίζουσα του τετραγωνικού πίνακα να είναι μηδενική:
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    Δηλαδή, προκύπτει:
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    Σύμφωνα με τη θεωρία της δυναμικής μεθόδου που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 5, ο μηδενισμός των ιδιοσυχνοτήτων οδηγεί στον υπολογισμό των κρίσιμων φορτίων, τα οποία υπολογίζονται, όπως ήταν αναμενόμενο από την εφαρμογή των προηγούμενων μεθόδων, ίσα προς Pcr1=kL/3, Pcr2=kL. Επιπλέον, αν από μία αρχική θέση στατικής ισορροπίας δοθεί στο φορέα μια διαταραχή, για να είναι η ταλάντωση που θα ακολουθήσει φραγμένη, θα πρέπει οι ιδιοσυχνότητες να είναι θετικές, δηλαδή θα πρέπει να ισχύει:
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    Σε αυτή την περίπτωση, η αρχική θέση ισορροπίας είναι ευσταθής. Επαληθεύεται επομένως ότι ο κύριος δρόμος ισορροπίας του φορέα είναι ευσταθής για P<kL/3. Αν P>kL/3 οι ιδιοσυχνότητες του φορέα είναι μιγαδικές, με συνέπεια η κίνηση να μην είναι φραγμένη οπότε η αρχική θέση ισορροπίας είναι ασταθής.


    β) Αριθμητική προσέγγιση – Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Στη συνέχεια πραγματοποιούνται δυναμικές αναλύσεις του φορέα του Σχήματος 6.1 με χρήση του λογισμικού πεπερασμένων στοιχείων ADINA και θεώρηση μεγάλων μετακινήσεων, δηλαδή μη γραμμικής θεωρίας. Για το αριθμητικό προσομοίωμα επιλέγονται ράβδοι μήκους L=3m, από χάλυβα με μέτρο ελαστικότητας Ε=210000MPa, με συμπαγή τετραγωνική διατομή 100mm×100mm. Η σταθερά των ελατηρίων μετάθεσης λαμβάνεται ίση προς k=100kN/m. Συνεπώς, σύμφωνα με την αναλυτική λύση, και εφόσον οι ράβδοι είναι επαρκώς δύσκαμπτες σε σύγκριση με τα ελατήρια ώστε να συμπεριφέρονται πρακτικά ως άκαμπτες, αναμένεται κρίσιμο φορτίο λυγισμού ίσο με Pcr1=kL/3=100kN. Στο φορέα πραγματοποιείται αρχικά στατική ανάλυση για κάποια επιλεγμένη τιμή του φορτίου P, μικρότερη ή ίση με 100kN. Στη συνέχεια επιβάλλεται αρχική μετατόπιση του σημείου Γ ίση με 60mm και ο φορέας αφήνεται ελεύθερος να ταλαντωθεί χωρίς αρχική ταχύτητα. Για την παρακολούθηση της ταλάντωσης εκτελείται μη γραμμική δυναμική ανάλυση θεωρώντας απόσβεση ίση με ζ=5%. Στα Σχήματα 6.16 και 6.17, παρουσιάζονται οι χρονοϊστορίες και τα διαγράμματα φάσης του φορέα για στατικό φορτίο Ρ=50kN και Ρ=100kN αντίστοιχα. Όπως ήταν αναμενόμενο, η κίνηση είναι φραγμένη στην περίπτωση που το φορτίο είναι μικρότερο του φορτίου λυγισμού Pcr1, ενώ για φορτίο ίσο με Pcr1 το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται συνεχώς.
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    (α) Διάγραμμα κατακόρυφης μετακίνησης κόμβου Γ – χρόνου t
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    (β) Διάγραμμα ταχύτητας κόμβου Γ – χρόνου t
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    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης – ταχύτητας κόμβου Γ


    Σχήμα 6.16 Απόκριση διβαθμίου συστήματος υπό στατικό φορτίο P=50kN για αρχική διαταραχή ίση με 60mm
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    (α) Διάγραμμα κατακόρυφης μετακίνησης κόμβου Γ – χρόνου t
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    (β) Διάγραμμα ταχύτητας κόμβου Γ – χρόνου t
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    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης – ταχύτητας κόμβου Γ


    Σχήμα 6.17 Απόκριση διβαθμίου συστήματος υπό στατικό φορτίο P=100kN για αρχική διαταραχή ίση με 60mm


    Επίσης, προκειμένου να διερευνηθεί η επιρροή του μεγέθους της αρχικής διαταραχής στην ταλάντωση του συστήματος, παρουσιάζονται στο επόμενο Σχήμα 6.18 οι χρονοϊστορίες κατακόρυφης μετατόπισης και ταχύτητας καθώς και τα διαγράμματα φάσεων του κόμβου Γ για φορτίο P=99kN, δηλαδή λίγο μικρότερο από το θεωρητικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού και για διάφορα μεγέθη αρχικής διαταραχής. Παρατηρείται ότι όσο αυξάνεται το μέγεθος της αρχικής διαταραχής, αυξάνεται η ιδιοπερίοδος και το πλάτος της ταλάντωσης. Για αρχική διαταραχή ίση με 300mm η ταλάντωση δεν είναι πλέον φραγμένη και η αρχική θέση ισορροπίας του φορέα παύει να είναι ευσταθής. Αυτό είναι αναμενόμενο αφού στον αναλυτικό στατικό δρόμο ισορροπίας του συστήματος, για φορτίο ίσο με 99kN, η αντίστοιχη μετατόπιση είναι 0.25m. Πρόκειται δηλαδή για περίπτωση ευστάθειας για μικρή διαταραχή αλλά αστάθειας για μεγάλη, όπως επεξηγήθηκε στο Κεφάλαιο 5.
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    (α) Χρονοϊστορίες κατακόρυφης μετατόπισης κόμβου Γ
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    (β) Χρονοϊστορίες ταχύτητας κόμβου Γ
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    (γ) Διαγράμματα φάσεων κόμβου Γ


    Σχήμα 6.18 Απόκριση διβαθμίου συστήματος υπό στατικό φορτίο P=99kN για διάφορα μεγέθη αρχικής διαταραχής


    6.4.2 Διβάθμιο σύστημα με ευσταθή σημεία διακλάδωσης


    Ο φορέας του Σχήματος 6.19 αποτελείται από τρεις απαραμόρφωτες ράβδους μήκους L, οι οποίες συνδέονται αρθρωτά μεταξύ τους στα σημεία Γ και Δ. Στα σημεία Α και Β ο φορέας εδράζεται με άρθρωση και κύλιση αντίστοιχα, ενώ στις θέσεις Γ και Δ των εσωτερικών αρθρώσεων οι ράβδοι συνδέονται μεταξύ τους με στροφικά ελατήρια σταθεράς c. Η παραμορφωμένη κατάσταση του φορέα, η οποία απεικονίζεται στο Σχήμα 6.19 με διακεκομμένη γραμμή, μπορεί να περιγραφεί πλήρως με δύο βαθμούς ελευθερίας. Ως τέτοιοι επιλέγεται να χρησιμοποιηθούν οι γωνίες θ1 και θ2, μεταξύ της παραμορφωμένης και της απαραμόρφωτης κατάστασης των δύο ακραίων ράβδων ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα.
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    Σχήμα 6.19 Διβάθμιο σύστημα αποτελούμενο από τρεις απαραμόρφωτες ράβδους και δύο στροφικά ελατήρια


    Μέθοδος Euler


    Από τις εξισώσεις ισορροπίας ροπών των ράβδων ΑΓ’ και Β’Δ’ ως προς τα σημείο Γ’ και Δ’ αντίστοιχα, προκύπτει:
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          (6.89)
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          (6.90)

        
      

    


    Για τη γωνία θ ισχύει η εξίσωση (6.12), δεδομένου ότι από άποψη γεωμετρίας των ράβδων το παράδειγμα αυτό δε διαφέρει από εκείνο του Σχήματος 6.1.


    α) Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Από γραμμικοποίηση των εξισώσεων (6.89) και (6.90) και με χρήση της (6.13) προκύπτει το γραμμικό και ομογενές σύστημα εξισώσεων:
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          (6.91)
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          (6.92)

        
      

    


    Ισχύουν ανάλογα όπως στο παράδειγμα του Σχήματος 6.1:


    


    
      	Υπάρχει η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0, που αντιστοιχεί στην κατάσταση πριν το λυγισμό και στον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	Προκειμένου να υπάρχει μη τετριμμένη λύση θ1,θ2≠0, που θα αντιστοιχεί στην κατάσταση μετά το λυγισμό και στους δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας, πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να μηδενίζεται:
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          (6.93)

        
      

    


    Με αλγεβρικούς μετασχηματισμούς προκύπτει:
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          (6.94)

        
      

    


    Οι λύσεις του συστήματος, δηλαδή τα κρίσιμα φορτία του φορέα, είναι:
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          (6.95)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας το πρώτο κρίσιμο φορτίο Pcr1 στη σχέση (6.91) ή την (6.92) προκύπτει η 1η ιδιομορφή λυγισμού, η οποία απεικονίζεται στο Σχήμα 6.20 και είναι συμμετρική:
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          (6.96)
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    Σχήμα 6.20 1η ιδιομορφή λυγισμού συστήματος (συμμετρική)


    Αντικαθιστώντας στη συνέχεια το δεύτερο κρίσιμο φορτίο Pcr2 στη σχέση (6.91) ή την (6.92) προκύπτει η 2η ιδιομορφή λυγισμού, η οποία απεικονίζεται στο Σχήμα 6.21 και είναι αντισυμμετρική:
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          (6.97)
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    Σχήμα 6.21 2η ιδιομορφή λυγισμού συστήματος (αντισυμμετρική)


    Τα αποτελέσματα της γραμμικής ανάλυσης χωρίς ατέλειες παρουσιάζονται στο Σχήμα 6.22 σε χώρο τριών διαστάσεων.
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    Σχήμα 6.22 Δρόμοι ισορροπίας για γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλειες


    β) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Οι ακριβείς, μη γραμμικοποιημένες εξισώσεις που περιγράφουν τη συμπεριφορά του φορέα είναι οι (6.89) και (6.90), με τη γωνία θ να υπολογίζεται συναρτήσει των θ1 και θ2 από την εξίσωση (6.12). Για δεδομένη τιμή του εξωτερικού φορτίου P οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα με αγνώστους τις γωνίες θ1 και θ2. Η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0 ικανοποιεί τις εξισώσεις ισορροπίας, περιγράφοντας την κατάσταση πριν το λυγισμό και τον κύριο δρόμο ισορροπίας, ο οποίος συμπίπτει με αυτόν που είχε υπολογιστεί σύμφωνα με τη γραμμική θεωρία. Για λύσεις διαφορετικές από την τετριμμένη, δηλαδή για θ1,θ2≠0, οι εξισώσεις (6.89) και (6.90) μπορούν να επιλυθούν ως προς P:
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          (6.98)
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          (6.99)

        
      

    


    Προκειμένου να διερευνηθεί η ευστάθεια των δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας των δύο ιδιομορφών λυγισμού, επιλύονται οι εξισώσεις (6.98) και (6.99) επί των επιπέδων εντός των οποίων ευρίσκονται αυτοί οι δύο δρόμοι ισορροπίας. Αρχικά θεωρείται η περίπτωση θ2=θ1, δηλαδή λυγισμός σύμφωνα με την 1η ιδιομορφή. Τότε, από τη σχέση (6.12) προκύπτει θ=0, επομένως:
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          (6.100)

        
      

    


    Στη συνέχεια εξετάζεται η περίπτωση θ2=-θ1, δηλαδή λυγισμός σύμφωνα με την 2η ιδιομορφή. Τότε, από τη σχέση (6.12) προκύπτει:
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          (6.101)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας την εξίσωση (6.101) στην (6.98) προκύπτει η εξίσωση του δευτερεύοντος δρόμου ισορροπίας στο επίπεδο της 2ης ιδιομορφής:
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          (6.102)

        
      

    


    Τα αποτελέσματα της μη γραμμικής ανάλυσης του τέλειου συστήματος απεικονίζονται σε χώρο τριών διαστάσεων στο Σχήμα 6.23. Παρατηρείται ότι ο φορέας χαρακτηρίζεται από σημεία διακλάδωσης και συμμετρικά ευσταθείς δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας. Όπως ήταν αναμενόμενο, οι δευτερεύοντες δρόμοι τέμνουν τον κατακόρυφο κύριο δρόμο σε τιμές φορτίου P=Pcr1=c/L και P=Pcr2=3c/L. Η επιπλέον πληροφορία που παρέχεται από τη μη γραμμική ανάλυση αφορά την ευστάθεια ή αστάθεια των δευτερευόντων δρόμων και των σημείων διακλάδωσης.
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    Σχήμα 6.23 Κύριος και δευτερεύοντες δρόμοι ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση χωρίς ατέλειες


    γ) Γραμμική θεωρία ευστάθειας – Ατελής φορέας


    Στο Σχήμα 6.24 φαίνεται με συνεχή γραμμή η απαραμόρφωτη κατάσταση του φορέα του Σχήματος 6.19 με αρχικές ατέλειες ε1 και ε2, ενώ με διακεκομμένη γραμμή παριστάνεται η παραμορφωμένη κατάσταση.
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    Σχήμα 6.24 Διβάθμιο σύστημα αποτελούμενο από τρεις απαραμόρφωτες ράβδους και δύο στροφικά ελατήρια, με ατέλειες


    Οι εξισώσεις ισορροπίας ροπών των ράβδων ΑΓ’ και Β’Δ’ ως προς τα σημεία Γ’ και Δ’ αντίστοιχα, είναι:
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          (6.103)
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          (6.104)

        
      

    


    Με γραμμικοποίηση αυτών των δύο εξισώσεων προκύπτει:
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          (6.105)
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          (6.106)

        
      

    


    ή σε μητρωική μορφή:
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          (6.107)

        
      

    


    Σύμφωνα με το νόμο του Cramer, για μη μηδενικές τιμές της ορίζουσας των συντελεστών του αριστερού μέλους, η λύση του συστήματος είναι:
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          (6.108)
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          (6.109)

        
      

    


    Ο μηδενισμός της ορίζουσας των παρονομαστών αποτελεί την εξίσωση λυγισμού που οδηγεί σε απειρισμό της απόκρισης και σε υπολογισμό των κρίσιμων φορτίων. Όπως ήταν αναμενόμενο, η εξίσωση λυγισμού και τα κρίσιμα φορτία συμπίπτουν με εκείνα του τέλειου φορέα. Για άλλες τιμές του φορτίου P η απόκριση του φορέα υπολογίζεται από επεξεργασία των εξισώσεων (6.108) και (6.109):
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          (6.110)

        
      

    


    Αν θεωρηθούν αρχικές ατέλειες σύμφωνα με την 1η ιδιομορφή, δηλαδή ε2=ε1, από τις εξισώσεις (6.110) προκύπτει ότι θ2=θ1, δηλαδή ο φορέας παραμορφώνεται σύμφωνα με την 1η ιδιομορφή. Αντίστοιχα, για αρχικές ατέλειες σύμφωνα με τη 2η ιδιομορφή, δηλαδή ε2=-ε1, ο φορέας διατηρεί το σχήμα αυτής της ιδιομορφής. Στη γενική περίπτωση, όμως, τυχαίων αρχικών ατελειών, ο φορέας μεταβάλλει το σχήμα παραμόρφωσής του καθώς αυξάνεται το επιβαλλόμενο φορτίο, τείνοντας προς παραμόρφωση σύμφωνα με τη χαμηλότερη ιδιομορφή. Ενδεικτικά αποτελέσματα γραμμικών αναλύσεων του ατελούς φορέα παρουσιάζονται στο Σχήμα 6.25 για διάφορες περιπτώσεις αρχικών ατελειών.
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    Σχήμα 6.25 Δρόμοι ισορροπίας από γραμμική ανάλυση για διάφορες μορφές αρχικών ατελειών


    δ) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας – Ατελής φορέας


    Επιλύοντας τις ακριβείς μη γραμμικές εξισώσεις (6.103), (6.104) ως προς P προκύπτει:
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          (6.111)
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          (6.112)

        
      

    


    Για γνωστές τιμές αρχικών ατελειών και για δεδομένη τιμή του φορτίου P, αυτές οι δύο εξισώσεις αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τις γωνίες θ1 και θ2, το οποίο μπορεί να επιλυθεί αριθμητικά. Ενδεικτικοί μη γραμμικοί δρόμοι ισορροπίας του φορέα για τρεις περιπτώσεις ατελειών παρουσιάζονται στο Σχήμα 6.26.
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    Σχήμα 6.26 Δρόμοι ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση για διάφορες μορφές αρχικών ατελειών


    Παρατηρείται ότι οι δρόμοι ισορροπίας χαρακτηρίζονται από ευστάθεια, αν και η μεταλυγισμική αντοχή τους είναι πολύ μικρή. Όπως συνέβη και στο προηγούμενο παράδειγμα, όλοι οι δρόμοι ισορροπίας κινούνται στο επίπεδο της χαμηλότερης 1ης ιδιομορφής ή πολύ κοντά σε αυτό. Αυτό ισχύει ακόμα και για την περίπτωση αρχικών ατελειών σύμφωνα με τη 2η ιδιομορφή, το οποίο αποδίδεται και πάλι σε αριθμητική ανακρίβεια που συνεπάγεται απώλεια της πλήρους αντισυμμετρίας.


    Ενεργειακή μέθοδος


    Για να αναλυθεί ο φορέας του Σχήματος 6.19 με την ενεργειακή μέθοδο, υπολογίζεται η συνολική δυναμική ενέργεια ως εξής:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.113)
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          (6.114)
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          (6.115)

        
      

    


    α) Γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Με γραμμικοποίηση της εξίσωσης (6.115) προκύπτει:
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          (6.116)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τη γραμμικοποιημένη έκφραση της γωνίας θ (θ=θ1-θ2) λαμβάνεται:
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          (6.117)

        
      

    


    Οι δρόμοι ισορροπίας του φορέα προκύπτουν με μηδενισμό του συστήματος των πρώτων παραγώγων της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τις γωνίες θ1 και θ2, σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας:
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          (6.118)

        
      

    


    Με μαθηματική επεξεργασία, το σύστημα γίνεται:
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          (6.119)

        
      

    


    Για το ομογενές σύστημα των εξισώσεων (6.119) υπάρχουν δύο περιπτώσεις:


    


    
      	θ1=θ2=0, που αντιστοιχεί στην κατάσταση πριν το λυγισμό και στον κύριο δρόμο ισορροπίας.



      	θ1,θ2≠0, που αντιστοιχεί στην κατάσταση μετά το λυγισμό και τους δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας. Σε αυτή την περίπτωση, η ορίζουσα του συστήματος θα έχει μηδενική τιμή.
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          (6.120)

        
      

    


    Τα κρίσιμα φορτία του φορέα είναι:
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          (6.121)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τα Pcr1 και Pcr2 σε μια από τις δύο εξισώσεις του συστήματος (6.119) υπολογίζονται η 1η και 2η ιδιομορφή λυγισμού του φορέα, αντίστοιχα:
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          (6.123)

        
      

    


    Όπως ήταν αναμενόμενο, τα αποτελέσματα, τόσο για τα φορτία λυγισμού όσο και για τις αντίστοιχες ιδιομορφές λυγισμού, προέκυψαν ίδια με αυτά της μεθόδου Euler. Επιπλέον όμως, με την ενεργειακή μέθοδο είναι εφικτή η συστηματική μελέτη ευστάθειας των θέσεων ισορροπίας. Προκειμένου να διερευνηθεί η ευστάθεια του φορέα επί του κύριου δρόμου ισορροπίας θ1=θ2=0, υπολογίζονται οι δεύτερες μερικές παράγωγοι της συνολικής δυναμικής ενέργειας:
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          (6.124)

        
      

    


    Επομένως η ενεργειακή ορίζουσα είναι:
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          (6.125)

        
      

    


    Ευσταθείς θέσεις ισορροπίας είναι εκείνες στις οποίες η ενεργειακή ορίζουσα είναι θετικώς ορισμένη, δηλαδή οι κύριες ελάσσονες ορίζουσές της είναι θετικοί αριθμοί:
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          (6.126)

        
      

    


    Μετά από απλή αλγεβρική επεξεργασία προκύπτουν οι ισοδύναμες ανισότητες:
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          (6.127)

        
      

    


    Όπως απεικονίζεται και στο Σχήμα 6.27, οι εξισώσεις (6.127) συναληθεύουν για P<c/L. Επομένως, πάνω στον κύριο δρόμο ισορροπίας και για P<c/L, ο φορέας είναι ευσταθής.
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    Σχήμα 6.27 Περιοχές συναλήθευσης ανισοτήτων ευστάθειας επί του κύριου δρόμου ισορροπίας


    β) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας


    Παραγωγίζοντας απευθείας την ακριβή μη γραμμική εξίσωση (6.115) της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς θ1 και θ2 και στη συνέχεια μηδενίζοντας τις δύο μερικές παραγώγους, προκύπτουν μετά από μαθηματική επεξεργασία οι θέσεις ισορροπίας του συστήματος:
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          (6.128)
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          (6.129)

        
      

    


    Και πάλι η τετριμμένη λύση θ1=θ2=0 ικανοποιεί τις εξισώσεις ισορροπίας. Για θ1,θ2≠0, λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς το φορτίο P, προκύπτουν οι σχέσεις:
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          (6.130)
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          (6.131)

        
      

    


    Οι εξισώσεις (6.130), (6.131) είναι ακριβώς οι ίδιες με αυτές που προέκυψαν με τη μέθοδο Euler, αν και η σύγκριση δεν είναι προφανής μεταξύ τους σε αυτή τη μορφή. Πάντως, οι νέες εξισώσεις χρησιμοποιήθηκαν για τη σχεδίαση δρόμων ισορροπίας σε χώρο τριών διαστάσεων και προέκυψε ακριβώς το ίδιο διάγραμμα με αυτό που παρουσιάστηκε στο Σχήμα 6.23.


    γ) Γραμμική θεωρία ευστάθειας - Ατελής φορέας


    Για το φορέα με αρχικές ατέλειες ε1 και ε2 που παρουσιάστηκε στο Σχήμα 6.24, η συνολική δυναμική ενέργεια γράφεται:
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          (6.132)

        
      

    


    Με γραμμικοποίηση της (6.132) και λαμβάνοντας υπόψη ότι θ≈θ1-θ2, προκύπτει:
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          (6.133)

        
      

    


    Υπολογίζονται οι μερικές παράγωγοι ως προς θ1, θ2 και στη συνέχεια μηδενίζονται:
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    Μετά από απλή αλγεβρική επεξεργασία, το σύστημα των γραμμικών εξισώσεων (6.134) γράφεται σε μητρωική μορφή:
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    Για γνωστές αρχικές ατέλειες και για δεδομένη τιμή του φορτίου, το μη ομογενές σύστημα (6.135) έχει (για μη μηδενική ορίζουσα συντελεστών) τη μοναδική λύση,


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.136)

        
      

    


    η οποία απλοποιείται στις σχέσεις:
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          (6.137)

        
      

    


    Οι σχέσεις (6.137) συμπίπτουν με τις (6.110) που είχαν εξαχθεί με τη μέθοδο Euler.


    δ) Μη γραμμική θεωρία ευστάθειας - Ατελής φορέας


    Για τη μη γραμμική μελέτη ευστάθειας του ατελούς φορέα του Σχήματος 6.24 με την ενεργειακή μέθοδο, παραγωγίζεται ως προς θ1 και θ2 η ακριβής έκφραση της συνολικής δυναμικής, που δίνεται από την εξίσωση (6.132) και στη συνέχεια οι παράγωγοι μηδενίζονται.
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          (6.139)

        
      

    


    Λύνοντας αυτές τις εξισώσεις ως προς το φορτίο P, προκύπτουν οι σχέσεις:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (6.140)
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          (6.141)

        
      

    


    Για γνωστές τιμές αρχικών ατελειών και για δεδομένη τιμή του φορτίου P, οι σχέσεις (6.140) και (6.141) αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, που οδηγεί στα ίδια ακριβώς αποτελέσματα όπως οι σχέσεις (6.111) και (6.112) που προέκυψαν με τη μέθοδο Euler.


    Δυναμική μέθοδος


    Προκειμένου να εξεταστεί η συμπεριφορά του φορέα του Σχήματος 6.19 με τη δυναμική μέθοδο, ακολουθείται αριθμητική προσέγγιση με χρήση του λογισμικού πεπερασμένων στοιχείων ADINA, και με εφαρμογή μη γραμμικής θεωρίας. Για το αριθμητικό προσομοίωμα επιλέγονται ράβδοι μήκους L=3m, από χάλυβα με μέτρο ελαστικότητας Ε=210000MPa, με συμπαγή τετραγωνική διατομή αρχικά 1000mm×1000mm και στη συνέχεια 100mm×100mm. Η σταθερά των ελατηρίων μετάθεσης λαμβάνεται ίση προς c=300kNm/rad. Σύμφωνα με την αναλυτική λύση, και εφόσον οι ράβδοι είναι επαρκώς δύσκαμπτες σε σύγκριση με τα ελατήρια ώστε να συμπεριφέρονται πρακτικά ως άκαμπτες, αναμένεται κρίσιμο φορτίο λυγισμού ίσο με Pcr1=c/L=100kN. Στο φορέα πραγματοποιείται αρχικά στατική ανάλυση για κάποια επιλεγμένη τιμή του φορτίου P, μικρότερη ή ίση με 100kN. Στη συνέχεια επιβάλλεται αρχική μετατόπιση του κόμβου Γ ίση με -60mm και ο φορέας αφήνεται ελεύθερος να ταλαντωθεί χωρίς αρχική ταχύτητα. Για την παρακολούθηση της ταλάντωσης εκτελείται μη γραμμική δυναμική ανάλυση θεωρώντας απόσβεση ίση με ζ=5%. Στα Σχήματα 6.28 και 6.29, παρουσιάζονται οι χρονοϊστορίες και τα διαγράμματα φάσης του συστήματος με διατομή ράβδων 1000mm×1000mm για αρχικό στατικό φορτίο Ρ=50kN και Ρ=100kN αντίστοιχα. Όπως ήταν αναμενόμενο, η κίνηση είναι φραγμένη στην πρώτη περίπτωση που το φορτίο είναι μικρότερο του φορτίου λυγισμού Pcr1, ενώ για φορτίο ίσο με Pcr1 το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται συνεχώς.
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    (α) Διάγραμμα κατακόρυφης μετακίνησης κόμβου Γ – χρόνου t
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    (β) Διάγραμμα ταχύτητας κόμβου Γ – χρόνου t
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    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης – ταχύτητας κόμβου Γ


    Σχήμα 6.28 Απόκριση διβαθμίου συστήματος με διατομή ράβδων 1000mm×1000mm υπό στατικό φορτίο P=50kN για αρχική διαταραχή ίση με 60mm
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    (α) Διάγραμμα κατακόρυφης μετακίνησης κόμβου Γ – χρόνου t
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    (β) Διάγραμμα ταχύτητας κόμβου Γ – χρόνου t
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    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης – ταχύτητας κόμβου Γ


    Σχήμα 6.29 Απόκριση διβαθμίου συστήματος με διατομή ράβδων 1000mm×1000mm υπό στατικό φορτίο P=100kN για αρχική διαταραχή ίση με 60mm


    Στη συνέχεια μελετάται η απόκριση του συστήματος με διατομή ράβδων 100mm×100mm. Προκειμένου να εξεταστεί η ισχύς της αναλυτικής λύσης πραγματοποιείται στο λογισμικό ADINA γραμμική ανάλυση λυγισμού, από την οποία εξάγεται ότι τα σχήματα μεν των ιδιομορφών είναι ίδια με αυτά της αναλυτικής λύσης με θεώρηση άκαμπτων ράβδων, τα κρίσιμα φορτία όμως διαφέρουν και είναι Pcr1=70kN, Pcr2=235.5kN, από όπου συμπεραίνεται ότι οι ράβδοι πλέον συμπεριφέρονται ως παραμορφώσιμες σε σύγκριση με τα ελατήρια. Με γνώμονα αυτή την ανάλυση πραγματοποιήθηκαν στη συνέχεια μη γραμμικές δυναμικές αναλύσεις του φορέα με στατική προφόρτιση για φορτίο Ρ=35kN και Ρ=70kN. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στα Σχήματα 6.30 και 6.31. Όπως ήταν αναμενόμενο, η κίνηση είναι φραγμένη για φορτίο μικρότερο του φορτίου λυγισμού, ενώ για το φορτίο λυγισμού το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνεται συνεχώς.
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    (α) Διάγραμμα κατακόρυφης μετακίνησης κόμβου Γ – χρόνου t
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    (β) Διάγραμμα ταχύτητας κόμβου Γ – χρόνου t
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    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης – ταχύτητας κόμβου Γ


    Σχήμα 6.30 Απόκριση διβαθμίου συστήματος με διατομή ράβδων 100mm×100mm υπό στατικό φορτίο P=35kN για αρχική διαταραχή ίση με 60mm
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    (α) Διάγραμμα κατακόρυφης μετακίνησης κόμβου Γ – χρόνου t


    [image: ]


    (β) Διάγραμμα ταχύτητας κόμβου Γ – χρόνου t
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    (γ) Διάγραμμα φάσεων μετακίνησης – ταχύτητας κόμβου Γ


    Σχήμα 6.31 Απόκριση διβαθμίου συστήματος με διατομή ράβδων 100mm×100mm υπό στατικό φορτίο P=70kN για αρχική διαταραχή ίση με 60mm


    6.5 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκαν μέθοδοι μελέτης της ευστάθειας πολυβάθμιων συστημάτων. Οι τρεις μέθοδοι που είχαν ήδη αναλυθεί στα προηγούμενα κεφάλαια για τη μελέτη ευστάθειας μονοβάθμιων συστημάτων, δηλαδή η μέθοδος Euler, η ενεργειακή και η δυναμική μέθοδος, επεκτάθηκαν για πολυβάθμια συστήματα. Επεξηγήθηκε ότι η φυσική σημασία και ο μηχανισμός των μεθόδων παραμένουν ίδια, αλλά τα μαθηματικά εργαλεία που χρησιμοποιούνται για την εφαρμογή τους προσαρμόζονται στους προς επίλυση φορείς, οδηγώντας σε συστήματα εξισώσεων με πλήθος των αγνώστων μεγεθών ίσο με το πλήθος των βαθμών ελευθερίας του εκάστοτε φορέα.


    Η γενική παρουσίαση των τριών μεθόδων ακολουθήθηκε από αναλυτική επίλυση δύο διβάθμιων παραδειγμάτων, εκ των οποίων το πρώτο χαρακτηρίζεται από ασταθείς και το δεύτερο από ευσταθείς δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας. Η επιλογή των διβάθμιων παραδειγμάτων έγινε με κριτήριο να είναι σχετικά απλή η απαιτούμενη μαθηματική επεξεργασία, καθώς και η γραφική παρουσίαση των αποτελεσμάτων, χωρίς όμως να αλλάζει κάτι στη διαδικασία επίλυσης σε σύγκριση με πιο σύνθετους φορείς με περισσότερους βαθμούς ελευθερίας.


    Αρχικά έγιναν γραμμικές αναλύσεις λυγισμού, στις οποίες οι μετατοπίσεις θεωρούνται πολύ μικρές, ώστε να ισχύουν κάποιες απλοποιητικές παραδοχές στη διατύπωση των εξισώσεων. Οι αναλύσεις αυτές οδηγούν σε γραμμικά συστήματα εξισώσεων, από τα οποία προκύπτουν τα κρίσιμα φορτία λυγισμού του φορέα και οι αντίστοιχες ιδιομορφές λυγισμού. Επισημαίνεται ότι οι ιδιομορφές εκφράζουν το παραμορφωμένο σχήμα του φορέα εάν αυτός λυγίσει με το αντίστοιχο κρίσιμο φορτίο, δεν δηλώνουν όμως το μέγεθος και ούτε καν τη φορά των παραμορφώσεων. Επίσης, οι γραμμικές αναλύσεις δεν παρέχουν πληροφορίες σχετικά με την ευσταθή ή ασταθή φύση της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς.


    Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης το γεγονός ότι τα κρίσιμα φορτία δεν επηρεάζονται από τις αρχικές ατέλειες. Ο τέλειος και ο αντίστοιχος ατελής φορέας έχουν τα ίδια κρίσιμα φορτία, αυτό όμως που διαφέρει είναι η παραμόρφωση του φορέα καθώς τα ασκούμενα φορτία αυξάνονται σταδιακά, προσεγγίζοντας τις κρίσιμες τιμές. Ο τέλειος φορέας παραμένει απαραμόρφωτος για φορτία μικρότερα του κρίσιμου και εκδηλώνει πολύ μεγάλες παραμορφώσεις ξαφνικά, όταν το φορτίο γίνει ίσο με το κρίσιμο. Ο ατελής φορέας παραμορφώνεται και για μικρές τιμές του φορτίου. Το σχήμα της παραμόρφωσης επηρεάζεται από τη μορφή των ατελειών. Μάλιστα, αν οι αρχικές ατέλειες έχουν το σχήμα κάποιας ιδιομορφής λυγισμού, ο φορέας διατηρεί αυτό το σχήμα παραμόρφωσης για αυξανόμενο εξωτερικό φορτίο. Για τυχαίο σχήμα αρχικών ατελειών, η παραμόρφωση του φορέα υπό εξωτερικά φορτία «έλκεται» από τη χαμηλότερη ιδιομορφή λυγισμού. Το μέγεθος της παραμόρφωσης αυξάνεται σταδιακά καθώς αυξάνεται το επιβαλλόμενο φορτίο, και θεωρητικά απειρίζεται όταν το φορτίο γίνει ίσο με το κρίσιμο φορτίο που αντιστοιχεί στο παραμορφωμένο σχήμα, οι δε δρόμοι ισορροπίας του ατελούς φορέα από γραμμικές αναλύσεις λυγισμού τείνουν ασυμπτωτικά σε αυτά τα κρίσιμα φορτία.


    Στη συνέχεια έγιναν μη γραμμικές αναλύσεις λυγισμού, στις οποίες δεν τίθεται κανένας περιορισμός ως προς το μέγεθος των μετατοπίσεων και οι εξισώσεις διατυπώνονται στην ακριβή τους μορφή. Τα συστήματα εξισώσεων που προκύπτουν είναι μη γραμμικά, και τα αποτελέσματα περιλαμβάνουν επιπλέον πληροφορίες σχετικά με την ευσταθή ή ασταθή φύση της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς του φορέα. Δεδομένου ότι για τα μη γραμμικά συστήματα εξισώσεων απαιτείται αριθμητική επίλυση μέσω επαναληπτικής διαδικασίας, συνήθως η εισαγόμενη λόγω των επαναλήψεων αριθμητική ανακρίβεια αλλοιώνει το σχήμα της εξελισσόμενης παραμόρφωσης, με αποτέλεσμα η απόκριση να έλκεται από τη χαμηλότερη ιδιομορφή, ακόμα και αν οι αρχικές ατέλειες έχουν το σχήμα άλλης, ανώτερης ιδιομορφής.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7


    


    ΑΛΛΗΛΕΠΙΔΡΑΣΗ ΙΔΙΟΜΟΡΦΩΝ ΛΥΓΙΣΜΟΥ


    7.1 Εισαγωγή


    Στο παρόν κεφάλαιο εξετάζεται περαιτέρω η γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά τριών διβάθμιων στατικών συστημάτων. Όπως ήδη αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 6, η προσομοίωση μιας κατασκευής με ένα μονοβάθμιο σύστημα μπορεί να οδηγήσει σε σοβαρά σφάλματα λόγω αδυναμίας περιγραφής ορισμένων φαινομένων. Πράγματι, πέραν των μαθηματικών δυσχερειών που απορρέουν από την επίλυση των συστημάτων εξισώσεων, τα πολυβάθμια συστήματα παρουσιάζουν και φαινόμενα τα οποία δεν εμφανίζονται στα μονοβάθμια. Τέτοια είναι οι νέοι τύποι σημείων διακλάδωσης, η πολυκλαδική συμπεριφορά ιδιομορφών λόγω πολλαπλών κρίσιμων φορτίων, πολύπλοκες συνθήκες ευστάθειας ισορροπίας και η αλληλεπίδραση ιδιομορφών λυγισμού, που είναι κυρίως το θέμα που θίγεται σε αυτό το κεφάλαιο λόγω της μεγάλης πρακτικής του σημασίας.


    Οι σύγχρονες κατασκευές, λόγω των ακριβέστερων μεθόδων ανάλυσης που είναι πλέον εύκολα διαθέσιμες μέσω ισχυρών και εύχρηστων υπολογιστικών μέσων, διαστασιολογούνται συχνά οριακά με στόχο την εξοικονόμηση υλικού. Αυτή η τάση πολλές φορές οδηγεί σε ένα σχεδιασμό, για τον οποίο δύο ή περισσότερα κρίσιμα φορτία λυγισμού του φορέα συμπίπτουν. Είναι ευρέως γνωστό ότι αν τα κρίσιμα φορτία λυγισμού, τα οποία αντιστοιχούν σε τουλάχιστον δύο ιδιομορφές είναι ίσα ή παραπλήσια, τότε κατά την ελαστική προλυγισμική και μεταλυγισμική απόκριση του φορέα, εμφανίζεται το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών λυγισμού, το οποίο οδηγεί σε έντονη ευαισθησία στις αρχικές ατέλειες και σε σημαντική απομείωση του οριακού φορτίου. Το φαινόμενο αυτό παρουσιάστηκε ήδη ποιοτικά στο Κεφάλαιο 6, όπου λόγω της δυσκολίας επίλυσης των εξισώσεων ισορροπίας συστημάτων με πολλούς βαθμούς ελευθερίας, επιλέχθηκαν αρχικά για μελέτη διβάθμια συστήματα. Τα συστήματα αυτά δεν απαιτούν περίπλοκη μαθηματική επεξεργασία των εξισώσεων ισορροπίας τους, ενώ παράλληλα εμφανίζουν φαινόμενα αλληλεπίδρασης, τα οποία δεν είναι δυνατόν να περιγραφούν από μονοβάθμια μοντέλα.


    Στόχος του παρόντος κεφαλαίου είναι η εμβάθυνση στην έννοια της αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών λυγισμού και της επιρροής της στην απόκριση των κατασκευών. Ιδιαίτερα, επιδιώκεται να διερευνηθεί η εξάρτηση της έντασης της αλληλεπίδρασης αυτής από την ευσταθή ή ασταθή φύση των μεταλυγισμικών δρόμων ισορροπίας του τέλειου φορέα, από την εγγύτητα μεταξύ των κρίσιμων φορτίων λυγισμού, καθώς ακόμη από το σχήμα και το μέγεθος των αρχικών ατελειών. Για τη διερεύνηση αυτή επιλέγονται και πάλι συστήματα δύο βαθμών ελευθερίας, λόγω των προαναφερθέντων πλεονεκτημάτων τους.


    Δεδομένου ότι τα διβάθμια συστήματα έχουν δύο κρίσιμα φορτία και δύο αντίστοιχες ιδιομορφές λυγισμού, υπάρχουν τρεις δυνατές περιπτώσεις από την άποψη της ευστάθειας των δύο σημείων διακλάδωσης μεταξύ του κύριου και των δύο δευτερευόντων δρόμων ισορροπίας που ξεκινούν από αυτά. Στον πρώτο τύπο διβάθμιων συστημάτων και τα δύο σημεία διακλάδωσης είναι ευσταθή, στο δεύτερο και τα δύο είναι ασταθή και στον τρίτο το ένα σημείο είναι ευσταθές και το άλλο ασταθές. Κάθε ένα από τα τρία διβάθμια συστήματα που διερευνώνται στη συνέχεια του κεφαλαίου αντιστοιχεί σε μία από τις παραπάνω χαρακτηριστικές περιπτώσεις.


    Σε κάθε παράδειγμα οι εξισώσεις ισορροπίας διατυπώνονται μέσω της ενεργειακής μεθόδου, χωρίς να γίνει καμία απλοποιητική παραδοχή ως προς το μέγεθος των μετακινήσεων και παραμορφώσεων. Στη συνέχεια, οι εξισώσεις ισορροπίας επιλύονται αριθμητικά για διάφορες τιμές των κρίσιμων φορτίων λυγισμού και των αρχικών ατελειών. Πραγματοποιείται μεγάλος αριθμός παραμετρικών αναλύσεων και τα αποτελέσματα παρουσιάζονται σε γραφική μορφή, με στόχο να εξαχθούν χρήσιμα συμπεράσματα για την επιρροή του φαινομένου της αλληλεπίδρασης. Τα συμπεράσματα αυτά μπορούν να αποτελέσουν οδηγό ώστε να λαμβάνονται κατάλληλα υπόψη τέτοια φαινόμενα στο σχεδιασμό συνθετότερων φορέων.


    Επισημαίνεται ότι στο παρόν κεφάλαιο η συμπεριφορά των υλικών θεωρείται γραμμική και ελαστική, δηλαδή αμελείται η μη γραμμικότητα υλικού, η οποία βεβαίως υπάρχει σε πραγματικούς φορείς και ενδέχεται να συμμετέχει και να επηρεάζει την αλληλεπίδραση των ιδιομορφών λυγισμού. Στην περίπτωση αυτή συνηθίζεται να αναφερόμαστε σε αλληλεπίδραση μορφών αστοχίας. Τέτοια παραδείγματα αλληλεπίδρασης θα αναφερθούν στα δύο τελευταία κεφάλαια του βιβλίου, όπου παρουσιάζονται εφαρμογές σε πραγματικές κατασκευές.


    7.2 Σύστημα με δύο ευσταθή σημεία διακλάδωσης


    Το πρώτο διβάθμιο σύστημα που εξετάζεται, γνωστό στη βιβλιογραφία και ως μοντέλο Augusti, απεικονίζεται στο Σχήμα 7.1. Ο φορέας αποτελείται από μία θεωρητικά κατακόρυφη (κατά τον άξονα z), αλλά λόγω ατελειών με μικρή απόκλιση από την κατακόρυφο, απαραμόρφωτη ράβδο ΟΑ μήκους L. Η ράβδος είναι ελεύθερη στην κορυφή της Α, ενώ στη βάση της Ο είναι αρθρωτά εδραζόμενη, με δύο γραμμικώς ελαστικά στροφικά ελατήρια, τα οποία παρεμποδίζουν την παραμόρφωση κατά τις δύο κύριες διευθύνσεις x και y. Στην κορυφή ασκείται ένα συγκεντρωμένο φορτίο P το οποίο παραμένει κατακόρυφο κατά την εξέλιξη της φόρτισης.
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    Σχήμα 7.1 Απαραμόρφωτη διβάθμια θλιβόμενη ράβδος με δύο στροφικά ελατήρια στη βάση της


    Η συνολική παραμόρφωση του φορέα μπορεί να εκφραστεί ως προς τους δύο στροφικούς βαθμούς ελευθερίας θx και θy στο καθολικό σύστημα συντεταγμένων. Η στροφή θx αποτελεί τη γωνία ΑOD που σχηματίζει η παραμορφωμένη ράβδος με την προβολή της στο επίπεδο y-z και παρεμποδίζεται από το ελατήριο με σταθερά cx. Η στροφή θy είναι ίση με τη γωνία ΑOC που σχηματίζει η παραμορφωμένη ράβδος με την προβολή της στο επίπεδο x-z και παρεμποδίζεται από το ελατήριο με σταθερά cy.


    Η συμπεριφορά του διβάθμιου αυτού συστήματος σε κάθε ένα από τα δύο κύρια επίπεδα x-z και y-z περιγράφεται από το μονοβάθμιο σύστημα που παρουσιάστηκε εκτενώς στην Ενότητα 3.3.1, καθώς και σε επόμενα κεφάλαια. Όπως διαπιστώθηκε εκεί, απαραμόρφωτη ράβδος με στροφικό ελατήριο στη βάση της παρουσιάζει ευσταθή μεταλυγισμικό δρόμο ισορροπίας. Συνεπώς, στο διβάθμιο σύστημα του Σχήματος 7.1 χωρίς αρχικές ατέλειες, αναμένεται οι δύο ανεξάρτητες ιδιομορφές λυγισμού να έχουν ευσταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.2. Τα δύο κρίσιμα φορτία λυγισμού είναι:
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    Σχήμα 7.2 Ανεξάρτητοι μεταλυγισμικοί δρόμοι ισορροπίας της απαραμόρφωτης διβάθμιας θλιβόμενης ράβδου με δύο στροφικά ελατήρια στη βάση της


    7.2.1 Διατύπωση εξισώσεων ισορροπίας ατελούς συστήματος


    Ως αρχικές ατέλειες του συστήματος εισάγονται γωνίες εx και εy που εκφράζουν την αρχική απόκλιση της ράβδου από την κατακόρυφο, κατ’ αντιστοιχία με τις γωνίες παραμόρφωσης θx και θy. Η γωνία ΑΟΒ που σχηματίζει ο άξονας της ράβδου με τον κατακόρυφο άξονα z συμβολίζεται με θ και η αντίστοιχη αρχική ατέλεια με ε. Με κατάλληλες τριγωνομετρικές θεωρήσεις, και χωρίς να γίνει καμία απλοποιητική παραδοχή ως προς το μέγεθος των γωνιών, προκύπτει:
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    Στην αρχική ατελή κατάσταση (εx,εy) θεωρείται ότι τα ελατήρια δεν έχουν ενεργοποιηθεί και συνεπώς, σε τυχαία παραμορφωμένη θέση (θx,θy) του φορέα, τα ελατήρια παραμορφώνονται κατά γωνίες (θx-εx) και (θy-εy). Η συνολική δυναμική ενέργεια του συστήματος, η οποία είναι άθροισμα της δυναμικής ενέργειας των εσωτερικών και εξωτερικών δυνάμεων, μπορεί τότε να εκφραστεί ως:
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    Θέτοντας ίσες με μηδέν τις παραγώγους της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τους βαθμούς ελευθερίας θx και θy, προκύπτουν, σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, οι εξισώσεις ισορροπίας του συστήματος:
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    όπου λ είναι το εξωτερικό φορτίο, αδιαστατοποιημένο ως προς το φορτίο λυγισμού Pcr,y:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (7.6)

        
      

    


    Κάθε τριάδα (θx,θy,λ) που ικανοποιεί τις εξισώσεις (7.4) και (7.5) αποτελεί θέση ισορροπίας του συστήματος.


    7.2.2 Αριθμητική επίλυση εξισώσεων ισορροπίας


    Η αριθμητική επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας έγινε με τη βοήθεια του λογισμικού MATLAB. Συγκεκριμένα, προγραμματίστηκε και εφαρμόστηκε μια απλοποιημένη εκδοχή της μεθόδου μήκους τόξου (“arc-length”), η οποία θα παρουσιαστεί αναλυτικά στο επόμενο Κεφάλαιο 8, αναζητώντας λύση στην επιφάνεια μιας καταλλήλως επιλεγμένης σφαίρας, με στόχο να είναι δυνατόν να ανιχνευθούν και καθοδικοί κλάδοι των δρόμων ισορροπίας. Σε κάθε βήμα της αριθμητικής διαδικασίας επιλύονται τρεις εξισώσεις, και συγκεκριμένα οι δύο εξισώσεις ισορροπίας (7.4) και (7.5) και η γεωμετρική εξίσωση μίας σφαίρας, ως προς τις μεταβλητές θx, θy, λ. Σε κάθε βήμα, η προηγούμενη τριάδα λύσεων αποτελεί το νέο κέντρο της σφαίρας, ενώ ως ακτίνα επιλέγεται ένας μικρός θετικός αριθμός. Το μέγεθος της ακτίνας προσδιορίζει την απόσταση μεταξύ διαδοχικών θέσεων ισορροπίας, με μικρές ακτίνες να οδηγούν σε ευκολότερη σύγκλιση και ομαλότερη καμπύλη, αλλά να απαιτούν μεγαλύτερο υπολογιστικό φόρτο. Το μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων επιλύθηκε για διάφορες τιμές των παραμέτρων ελέγχου, οι οποίες επιλέχθηκε να είναι:


    


    
      	Ο λόγος των δύο ελαστικών κρίσιμων φορτίων λυγισμού:
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      	Ο λόγος των αρχικών ατελειών στις δύο διευθύνσεις:
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      	Η τιμή της αρχικής ατέλειας στη διεύθυνση x: εx


    


    Πραγματοποιώντας αριθμητικές αναλύσεις για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων RP, Rε και εx, προκύπτουν τα γραφήματα των Σχημάτων 7.3 έως 7.8, για έξι διαφορετικές περιπτώσεις:


    i. RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.001rad


    ii. RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.01rad


    iii. RP=1.00, Rε=0.25, εx=0.01rad


    iv. RP=1.00, Rε=50, εx=0.01rad


    v. RP=0.25, Rε=0.25, εx=0.01rad


    vi. RP=0.25, Rε=50, εx=0.01rad


    Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται μέσω δρόμων ισορροπίας, σε τρισδιάστατη μορφή, αλλά και σε δισδιάστατες προβολές στα επίπεδα (θx,θy), (θx,λ), (θy,λ), για καλύτερη εποπτεία της απόκρισης του φορέα. Σε όλες τις περιπτώσεις οι δρόμοι ισορροπίας εμφανίζουν οριακό σημείο και ασταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά, παρά την ευστάθεια των δύο ανεξάρτητων ιδιομορφών λυγισμού του φορέα. Ως ποσοτικό κριτήριο αξιολόγησης της επιρροής της αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών χρησιμοποιείται η τιμή του αδιαστατοποιημένου οριακού φορτίου λmax που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο του δρόμου ισορροπίας. Όσο μικρότερο από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού προκύπτει το οριακό φορτίο, τόσο ισχυρότερη είναι η επιρροή της αλληλεπίδρασης.


    Στην πρώτη περίπτωση (Σχήμα 7.3), η συμπεριφορά είναι τελείως συμμετρική, όπως ήταν αναμενόμενο λόγω συμμετρίας τόσο της δυσκαμψίας όσο και των ατελειών του φορέα. Η αλληλεπίδραση των ιδιομορφών λυγισμού εμφανίζεται ήδη και για τις συγκεκριμένες μικρές τιμές ατελειών, καθιστώντας την απόκριση εμφανώς ασταθή. Παρόλα αυτά, το οριακό φορτίο λmax προκύπτει ίσο με 0.9868, ελάχιστα μικρότερο από τη μονάδα, λόγω της μικρής τιμής των αρχικών ατελειών, εx=εy=0.001rad. Αυτό επιβεβαιώνεται συγκρίνοντας τα αποτελέσματα με αυτά του Σχήματος 7.4, όπου οι αρχικές ατέλειες εξακολουθούν να είναι συμμετρικές, αλλά έχουν 10 φορές μεγαλύτερη τιμή, εx=εy=0.01rad, οπότε το οριακό φορτίο είναι λmax=0.9382.
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    Σχήμα 7.3 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.001rad
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    Σχήμα 7.4 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.01rad


    Στο Σχήμα 7.5, τα δύο ελατήρια, επομένως και τα δύο κρίσιμα φορτία λυγισμού, είναι ίσα, αλλά η αρχική ατέλεια στη διεύθυνση x είναι 4 φορές μεγαλύτερη από αυτή στη διεύθυνση y. Η παραμόρφωση κατά x αρχικά κυριαρχεί, λόγω της μεγάλης ατέλειας σε αυτή τη διεύθυνση, αλλά στη συνέχεια η συμμετρία του φορέα υπερισχύει και η παραμόρφωση τείνει να γίνει συμμετρική, όπως φαίνεται χαρακτηριστικά από το διάγραμμα (θx,θy). Ομοίως, στην περίπτωση του Σχήματος 7.6 ο φορέας είναι συμμετρικός ως προς τη δυσκαμψία, αλλά η ατέλεια εy είναι 50 φορές μεγαλύτερη από την εx, οπότε η παραμόρφωση είναι αρχικά πολύ εντονότερη κατά τη διεύθυνση y, ενώ στη συνέχεια τείνει να επιστρέψει προς τη συμμετρική. Στο παράδειγμα αυτό εμφανίζεται πολύ μεγάλη πτώση στην αντοχή λόγω της υπερβολικά υψηλής τιμής της ατέλειας εy, η οποία είναι ίση προς 0.5rad (σχεδόν 30ο), δηλαδή στην ουσία πρόκειται για μία όχι κατακόρυφη ράβδο, με οριακό φορτίο ίσο προς το 53% περίπου του κρίσιμου φορτίου λυγισμού.
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    Σχήμα 7.5 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=0.25, εx=0.01rad
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    Σχήμα 7.6 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=50, εx=0.01rad


    Στην περίπτωση του Σχήματος 7.7, ο φορέας έχει αισθητά μικρότερο φορτίο λυγισμού κατά τη διεύθυνση y, αλλά μεγάλη αρχική ατέλεια εx. Η αρχική απόκριση χαρακτηρίζεται από έντονη παραμόρφωση κατά τη διεύθυνση x, λόγω της ατέλειας, αλλά σύντομα επικρατεί η παραμόρφωση κατά τη διεύθυνση y, η οποία και σχετίζεται με το μικρότερο φορτίο λυγισμού. Είναι αξιοσημείωτο, ότι η αλληλεπίδραση παρατηρείται για μεγάλες τιμές της γωνίας θy. Η συμπεριφορά του συστήματος είναι ευσταθής μέχρι το σημείο αυτό, όπως θα ήταν για ένα μονοβάθμιο σύστημα με στροφικό ελατήριο στη βάση του. Μάλιστα, η ράβδος παραλαμβάνει φορτίο που είναι μεγαλύτερο από το μικρότερο εκ των δύο κρίσιμων φορτίων λυγισμού και συγκεκριμένα ίσο με 125%. Η ατέλεια όμως στη διεύθυνση y αρκεί για να οδηγήσει τελικά το σύστημα σε ασταθή λυγισμό λόγω αλληλεπίδρασης. Επισημαίνεται ότι σε έναν ελαστοπλαστικό φορέα η αστοχία θα είχε πιθανώς προηγηθεί λόγω διαρροής υλικού.
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    Σχήμα 7.7 Δρόμοι ισορροπίας για RP=0.25, Rε=0.25, εx=0.01rad


    Στο γράφημα, τέλος, του Σχήματος 7.8 η παραμόρφωση κατά τη διεύθυνση y, στην οποία αντιστοιχεί το μικρότερο φορτίο λυγισμού, κυριαρχεί από την αρχή λόγω της μεγάλης τιμής της αρχικής ατέλειας εy. Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, το οριακό φορτίο εμφανίζεται για υψηλές τιμές της γωνίας θy, σε αυτό το παράδειγμα όμως είναι ίσο με ποσοστό περίπου 82% του μικρότερου κρίσιμου φορτίου λυγισμού.
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    Σχήμα 7.8 Δρόμοι ισορροπίας για RP=0.25, Rε=50, εx=0.01rad


    Με τα παραδείγματα που παρουσιάστηκαν επιχειρήθηκε η ποιοτική κατανόηση του φαινομένου της αλληλεπίδρασης μεταξύ δύο ευσταθών ιδιομορφών για διάφορες περιπτώσεις λόγων κρίσιμων φορτίων και αρχικών ατελειών. Στη συνέχεια πραγματοποιήθηκε μια σειρά παραμετρικών αναλύσεων, με στόχο την ποσοτική πλέον αξιολόγηση της επίδρασης των συζευγμένων φαινομένων και των αρχικών ατελειών στην απόκριση του φορέα. Οι τιμές των παραμέτρων ελέγχου, για τις οποίες έγιναν οι αναλύσεις είναι:


    


    
      	RP: 0.25, 0.30, 0.40, 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 0.95, 1.00



      	Rε: 0.25, 0.50, 1.00, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50



      	εx: 0.001rad, 0.005rad, 0.01rad


    


    Για όλες τις παραπάνω τιμές επιβεβαιώθηκαν τα ποιοτικά συμπεράσματα που παρατηρήθηκαν στα Σχήματα 7.3 έως 7.8. Στο τρισδιάστατο γράφημα του Σχήματος 7.9 παρουσιάζεται η μεταβολή του οριακού αδιαστατοποιημένου φορτίου λmax συναρτήσει των λόγων των φορτίων λυγισμού RP και των αρχικών ατελειών Rε. Κάθε επιφάνεια αντιστοιχεί και σε μια σταθερή τιμή της αρχικής ατέλειας εx.
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    Σχήμα 7.9 Μεταβολή οριακού φορτίου λmax συναρτήσει των RP και Rε


    Στα Σχήματα 7.10 και 7.11 παρουσιάζονται κατακόρυφες τομές του παραπάνω γραφήματος, ώστε να είναι δυνατή η ποσοτική αξιολόγηση της επιρροής των διαφόρων παραμέτρων. Συγκεκριμένα, στο Σχήμα 7.10 παρουσιάζεται η μεταβολή του οριακού φορτίου λmax συναρτήσει του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP για δύο διαφορετικές τιμές του λόγου αρχικών ατελειών Rε. Αντίθετα, στο Σχήμα 7.11 παρουσιάζεται η μεταβολή του οριακού φορτίου λmax συναρτήσει του λόγου ατελειών Rε, ενώ ο λόγος των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP παραμένει αμετάβλητος.
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    Σχήμα 7.10 Μεταβολή οριακού φορτίου λmax συναρτήσει του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP για δύο σταθερές τιμές του λόγου ατελειών Rε
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    Σχήμα 7.11 Μεταβολή οριακού φορτίου λmax συναρτήσει του λόγου ατελειών Rε για δύο σταθερές τιμές του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP


    Καθώς ο λόγος RP των κρίσιμων φορτίων λυγισμού πλησιάζει τη μονάδα, παρατηρείται σημαντική πτώση του οριακού φορτίου του ατελούς φορέα, η οποία οφείλεται στην αλληλεπίδραση των ιδιομορφών λυγισμού. Το φαινόμενο αυτό γίνεται εντονότερο καθώς οι αρχικές ατέλειες αυξάνονται. Όπως ήδη παρατηρήθηκε στα Σχήματα 7.6 και 7.8, όταν RP=1.00, Rε=50, εx=0.01rad, το αδιαστατοποιημένο οριακό φορτίο ισούται με 0.53, ενώ όταν RP=0.25, Rε=50, εx=0.01rad, με 0.82. Ανάλογη ευαισθησία της έντασης της αλληλεπίδρασης στην εγγύτητα των κρίσιμων φορτίων παρατηρείται και για άλλες τιμές και αναλογίες αρχικών ατελειών. Επιβεβαιώνεται δηλαδή και ποσοτικά για αυτό το παράδειγμα ότι η «αφελής βελτιστοποίηση» που οδηγεί σε παραπλήσια φορτία λυγισμού είναι δυνατόν να έχει διπλή επιβλαβή επίδραση, τόσο λόγω μείωσης του οριακού φορτίου όσο και εξαιτίας της μετατροπής της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς σε ασταθή.


    7.3 Σύστημα με ένα ευσταθές και ένα ασταθές σημείο διακλάδωσης


    Το δεύτερο διβάθμιο σύστημα που εξετάζεται, είναι μία παραλλαγή του πρώτου και απεικονίζεται στο Σχήμα 7.12. Και αυτό αποτελείται από μία θεωρητικά κατακόρυφη (κατά τον άξονα z) απαραμόρφωτη ράβδο ΟΑ μήκους L, η οποία είναι αρθρωτά εδραζόμενη στη βάση της Ο. Η πλευρική ευστάθεια εξασφαλίζεται κατά τον κύριο άξονα x με ένα γραμμικά ελαστικό στροφικό ελατήριο με σταθερά c στη βάση O της ράβδου, ενώ κατά τον κύριο άξονα y με ένα γραμμικό ελαστικό ελατήριο μετάθεσης με σταθερά k στην κορυφή της A. Και ο φορέας αυτός καταπονείται από ένα φορτίο P το οποίο ασκείται στην κορυφή και παραμένει κατακόρυφο κατά την εξέλιξη της φόρτισης.
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    Σχήμα 7.12 Απαραμόρφωτη διβάθμια θλιβόμενη ράβδος με ένα στροφικό ελατήριο στη βάση της και ένα ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της


    Η συνολική παραμόρφωση του φορέα μπορεί και σε αυτή την περίπτωση να εκφραστεί ως προς τους δύο στροφικούς βαθμούς ελευθερίας θx και θy στο καθολικό σύστημα συντεταγμένων. Η στροφή θx αποτελεί τη γωνία AOD που σχηματίζει η παραμορφωμένη ράβδος με την προβολή της στο επίπεδο y-z και παρεμποδίζεται από το στροφικό ελατήριο με σταθερά c. Η στροφή θy είναι ίση με τη γωνία AOC που σχηματίζει η παραμορφωμένη ράβδος με την προβολή της στο επίπεδο x-z και παρεμποδίζεται από το ελατήριο μετάθεσης με σταθερά k.


    Η συμπεριφορά του διβάθμιου αυτού συστήματος στο κύριο επίπεδο x-z περιγράφεται και πάλι από το μονοβάθμιο σύστημα της Ενότητας 3.3.1, και παρουσιάζει ευσταθή μεταλυγισμικό δρόμο ισορροπίας. Η συμπεριφορά όμως στο κύριο επίπεδο y-z περιγράφεται από το μονοβάθμιο σύστημα που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 3.3.2, και χαρακτηρίζεται από ασταθή μεταλυγισμικό δρόμο ισορροπίας. Συνεπώς, στο διβάθμιο σύστημα του Σχήματος 7.12 χωρίς αρχικές ατέλειες, αναμένεται οι δύο ανεξάρτητες ιδιομορφές λυγισμού να έχουν η μία ευσταθή και η άλλη ασταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.13. Τα δύο αντίστοιχα κρίσιμα φορτία λυγισμού είναι:
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    Σχήμα 7.13 Ανεξάρτητοι μεταλυγισμικοί δρόμοι ισορροπίας της απαραμόρφωτης διβάθμιας θλιβόμενης ράβδου με ένα στροφικό ελατήριο στη βάση της και ένα ελατήριο μετάθεσης στην κορυφή της


    7.3.1 Διατύπωση εξισώσεων ισορροπίας ατελούς συστήματος


    Ως αρχικές ατέλειες του συστήματος εισάγονται και πάλι οι γωνίες εx και εy που εκφράζουν την αρχική απόκλιση της ράβδου από την κατακόρυφο κατ’ αντιστοιχία με τις γωνίες παραμόρφωσης θx και θy. Διατηρούνται επίσης οι συμβολισμοί θ για τη γωνία που σχηματίζει ο άξονας της ράβδου με τον κατακόρυφο άξονα z και ε για την αντίστοιχη αρχική ατέλεια. Η γωνία θ συνδέεται με τις θx και θy με τη σχέση (7.2).


    Στην αρχική ατελή κατάσταση (εx,εy) θεωρείται ότι τα ελατήρια δεν έχουν ενεργοποιηθεί και συνεπώς, σε τυχαία παραμορφωμένη θέση (θx,θy) του φορέα, το μεν στροφικό ελατήριο παραμορφώνεται κατά γωνία (θx-εx), το δε ελατήριο μετάθεσης κατά μετακίνηση L(sinθy-sinεy). Η συνολική δυναμική ενέργεια του συστήματος μπορεί τότε να εκφραστεί ως:
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    Θέτοντας ίσες με μηδέν τις παραγώγους της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τους βαθμούς ελευθερίας θx και θy, προκύπτουν, σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, οι εξισώσεις ισορροπίας του συστήματος:
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    Κάθε τριάδα (θx,θy,P) που ικανοποιεί τις εξισώσεις (7.11) και (7.12) αποτελεί θέση ισορροπίας του συστήματος. Λόγω της μορφής των εξισώσεων η επίλυσή τους γίνεται αριθμητικά.


    7.3.2 Αριθμητική επίλυση εξισώσεων ισορροπίας


    Η αριθμητική επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας γίνεται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, ο οποίος περιγράφηκε στην Ενότητα 7.2.2. Οι παράμετροι ελέγχου, για διάφορες τιμές των οποίων επιλύεται το μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων, είναι και πάλι:


    


    
      	Ο λόγος των δύο ελαστικών κρίσιμων φορτίων λυγισμού:
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      	Ο λόγος των αρχικών ατελειών στις δύο διευθύνσεις, όπως ορίστηκε στη σχέση (7.8).



      	Η τιμή εx της αρχικής ατέλειας στη διεύθυνση x.


    


    Για την καλύτερη ποιοτική κατανόηση της συμπεριφοράς του φορέα, οι εξισώσεις ισορροπίας (7.11), (7.12) διερευνώνται για δύο περιπτώσεις του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP. Στην πρώτη περίπτωση το φορτίο λυγισμού που συνδέεεται με τον ασταθή δρόμο ισορροπίας (ελατήριο μετάθεσης) είναι κρίσιμο (RP≥1), ενώ στη δεύτερη η ιδιομορφή λυγισμού με την ευσταθή συμπεριφορά (στροφικό ελατήριο) είναι κρίσιμη (RP<1). Και στις δύο περιπτώσεις, το εξωτερικό φορτίο P αδιαστατοποιείται με το μικρότερο από τα δύο κρίσιμα φορτία λυγισμού.


    α) Κυρίαρχη ασταθής συμπεριφορά (RP≥1)


    Όταν κρίσιμη είναι η ασταθής ιδιομορφή λυγισμού, αδιαστατοποιούμε το επιβαλλόμενο φορτίο με το αντίστοιχο φορτίο λυγισμού Pcr,y
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    όπου ο δείκτης “u” υποδηλώνει αδιαστατοποίηση του φορτίου με το ασταθές (unstable) κρίσιμο φορτίο. Τότε οι εξισώσεις ισορροπίας (7.11) και (7.12) του συστήματος τροποποιούνται ως εξής:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (7.15)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (7.16)

        
      

    


    Και σε αυτή την περίπτωση η συμπεριφορά του φορέα αποδεικνύεται ασταθής για όλες τις τιμές των παραμέτρων ελέγχου, όπως άλλωστε ήταν αναμενόμενο. Στο Σχήμα 7.14 παρουσιάζονται οι δρόμοι ισορροπίας του συστήματος για RP=1.00, Rε=0.25, εx=0.01rad. Αρχικά, η παραμόρφωση είναι κυρίως κατά τη διεύθυνση x λόγω της μεγάλης αρχικής ατέλειας εx, ενώ στη συνέχεια κυριαρχεί η παραμόρφωση κατά τη διεύθυνση y, η οποία συνδέεται με την ασταθή συμπεριφορά.
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    Σχήμα 7.14 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=0.25, εx=0.01rad


    Στη συνέχεια, πραγματοποιείται μια σειρά από παραμετρικές αναλύσεις με στόχο να εξετασθεί η επιρροή των συζευγμένων φαινομένων και των αρχικών ατελειών στη συμπεριφορά του φορέα. Το εύρος των τιμών των παραμέτρων ελέγχου, για το οποίο πραγματοποιούνται οι αναλύσεις είναι το παρακάτω:


    


    
      	RP: 1.00, 1.05, 1.10, 1.20, 1.50, 1.70, 2.00, 3.00, 4.00



      	Rε: 0.25, 0.50, 1.00, 2.00, 3.00, 5.00, 7.00, 10.00



      	εx: 0.001rad, 0.005rad, 0.01rad


    


    Στο Σχήμα 7.15 παρουσιάζεται η μεταβολή του οριακού φορτίου λumax συναρτήσει του λόγου των αρχικών ατελειών και του λόγου των δύο φορτίων λυγισμού. Κάθε επιφάνεια αντιστοιχεί και σε μια σταθερή τιμή της ατέλειας εx.
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    Σχήμα 7.15 Μεταβολή οριακού φορτίου λumax συναρτήσει των RP και Rε


    Στα Σχήματα 7.16 και 7.17 παρουσιάζονται κατακόρυφες τομές του παραπάνω τρισδιάστατου γραφήματος, ώστε να είναι εφικτή η ποσοτική αξιολόγηση της επιρροής των παραμέτρων. Συγκεκριμένα, στο Σχήμα 7.16 ο λόγος των αρχικών ατελειών Rε παραμένει σταθερός και η αντοχή μεταβάλλεται συναρτήσει του λόγου κρίσιμων φορτίων RP. Αντίθετα, στο Σχήμα 7.17 ο λόγος των φορτίων λυγισμού RP παραμένει αμετάβλητος. Καθώς ο λόγος των φορτίων λυγισμού πλησιάζει προς τη μονάδα, εμφανίζεται μικρή πτώση του οριακού φορτίου λόγω αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών λυγισμού. Αυτή η αλληλεπίδραση γίνεται εντονότερη καθώς αυξάνεται η αρχική ατέλεια εx. Η αύξηση του λόγου Rε εξαλείφει το παραπάνω φαινόμενο. Τέλος, η αύξηση των αρχικών ατελειών σε μεγάλες τιμές οδηγεί σε σημαντική μείωση της αντοχής του φορέα.
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    Σχήμα 7.16 Μεταβολή οριακού φορτίου λumax συναρτήσει του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP για δύο σταθερές τιμές του λόγου ατελειών Rε
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    Σχήμα 7.17 Μεταβολή οριακού φορτίου λumax συναρτήσει του λόγου ατελειών Rε για δύο σταθερές τιμές του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP


    β) Κυρίαρχη ευσταθής συμπεριφορά (RP<1)


    Όταν κρίσιμη είναι η ευσταθής ιδιομορφή λυγισμού, το επιβαλλόμενο φορτίο αδιαστατοποιείται με το αντίστοιχο φορτίο λυγισμού Pcr,x
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    όπου ο δείκτης “s” υποδηλώνει αδιαστατοποίηση του φορτίου με το ευσταθές (stable) κρίσιμο φορτίο. Τότε οι εξισώσεις ισορροπίας (7.11) και (7.12) του συστήματος γίνονται:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (7.18)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (7.19)

        
      

    


    Η συμπεριφορά του φορέα αποδεικνύεται και πάλι ασταθής για όλες τις τιμές των παραμέτρων ελέγχου, παρόλο που κρίσιμη είναι πλέον η ευσταθής ιδιομορφή λυγισμού. Στο Σχήμα 7.18 παρουσιάζονται οι δρόμοι ισορροπίας του συστήματος για RP=0.25, Rε=1.00, εx=0.01rad. Κυριαρχεί η παραμόρφωση κατά τη διεύθυνση x, η οποία αντιστοιχεί και στην κρίσιμη ιδιομορφή λυγισμού. Αξίζει να σημειωθεί ότι το οριακό φορτίο είναι μεγαλύτερο από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Το γεγονός ότι η αστοχία εμφανίζεται για μεγάλες τιμές της γωνίας θx, οδηγεί στο συμπέρασμα ότι αν είχε ληφθεί υπόψη η μη γραμμικότητα υλικού, ο φορέας θα είχε αστοχήσει για μικρότερο φορτίο λόγω διαρροής.
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    Σχήμα 7.18 Δρόμοι ισορροπίας για RP=0.25, Rε=1.00, εx=0.01rad


    Όπως και στην προηγούμενη ενότητα, πραγματοποιείται μια σειρά από παραμετρικές αναλύσεις με στόχο να εξετασθεί η επιρροή της αλληλεπίδρασης και των αρχικών ατελειών στη συμπεριφορά του φορέα. Το εύρος των τιμών των παραμέτρων ελέγχου, για το οποίο πραγματοποιούνται οι αναλύσεις είναι:


    


    
      	RP: 0.25, 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 0.95, 0.99



      	Rε: 0.25, 0.50, 1.00, 2.00, 3.00, 4.00, 5.00, 6.00, 7.00, 10.00



      	εx: 0.001rad, 0.005rad, 0.01rad


    


    Στο Σχήμα 7.19 παρουσιάζεται η εξάρτηση του οριακού φορτίου λsmax από τους λόγους RP και Rε. Κάθε επιφάνεια αντιστοιχεί σε μια σταθερή τιμή της ατέλειας εx.


    [image: MATLAB Handle Graphics]


    Σχήμα 7.19 Μεταβολή οριακού φορτίου λsmax συναρτήσει των RP και Rε


    Στα Σχήματα 7.20 και 7.21 απεικονίζεται σε δισδιάστατη μορφή η μεταβολή του οριακού φορτίου λsmax συναρτήσει των λόγων RP και Rε. Καθώς ο λόγος των φορτίων λυγισμού πλησιάζει τη μονάδα, εμφανίζεται σημαντική πτώση της αντοχής του συστήματος λόγω των φαινομένων σύζευξης. Η αλληλεπίδραση των ιδιομορφών γίνεται εντονότερη καθώς το Rε αυξάνεται, σε αντίθεση με την περίπτωση όπου κρίσιμη είναι η ασταθής ιδιομορφή λυγισμού. Η αύξηση των αρχικών ατελειών προκαλεί μεγάλη μείωση του οριακού φορτίου, ενώ κατά την αλληλεπίδραση παρουσιάζεται εντονότερη ευαισθησία στις ατέλειες.
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    Σχήμα 7.20 Μεταβολή οριακού φορτίου λsmax συναρτήσει του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP για δύο σταθερές τιμές του λόγου ατελειών Rε
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    Σχήμα 7.21 Μεταβολή οριακού φορτίου λumax συναρτήσει του λόγου ατελειών Rε για δύο σταθερές τιμές του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP


    7.4 Σύστημα με δύο ασταθή σημεία διακλάδωσης


    Το τρίτο διβάθμιο σύστημα που εξετάζεται, είναι επίσης μία παραλλαγή του πρώτου και απεικονίζεται στο Σχήμα 7.22. Αποτελείται επίσης από μία θεωρητικά κατακόρυφη (κατά τον άξονα z) απαραμόρφωτη ράβδο μήκους L, η οποία στη βάση της είναι Ο αρθρωτά εδραζόμενη. Η πλευρική ευστάθεια εξασφαλίζεται και κατά τους δύο κύριους άξονες x και y με γραμμικά ελαστικά ελατήρια μετάθεσης στην κορυφή Α της ράβδου με σταθερές kx και ky αντίστοιχα. Και ο φορέας αυτός καταπονείται από ένα φορτίο P το οποίο ασκείται στην κορυφή και παραμένει κατακόρυφο κατά την εξέλιξη της φόρτισης.
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    Σχήμα 7.22 Απαραμόρφωτη διβάθμια θλιβόμενη ράβδος με δύο ελατήρια μετάθεσης στην κορυφή της


    Η συνολική παραμόρφωση του φορέα εκφράζεται και πάλι ως προς τους δύο στροφικούς βαθμούς ελευθερίας θx και θy στο καθολικό σύστημα συντεταγμένων. Η στροφή θx ισούται με τη γωνία AOD που σχηματίζει η παραμορφωμένη ράβδος με την προβολή της στο επίπεδο y-z και παρεμποδίζεται από το ελατήριο μετάθεσης με σταθερά kx. Η στροφή θy είναι ίση με τη γωνία AOC που σχηματίζει η παραμορφωμένη ράβδος με την προβολή της στο επίπεδο x-z και παρεμποδίζεται από το ελατήριο μετάθεσης με σταθερά ky.


    Η συμπεριφορά του διβάθμιου αυτού συστήματος σε κάθε ένα από τα δύο κύρια επίπεδα x-z και y-z περιγράφεται από το μονοβάθμιο μοντέλο που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 3.3.2, και χαρακτηρίζεται από ασταθή μεταλυγισμικό δρόμο ισορροπίας. Επομένως, στο διβάθμιο σύστημα του Σχήματος 7.22 χωρίς αρχικές ατέλειες, αναμένεται και οι δύο ανεξάρτητες ιδιομορφές λυγισμού να έχουν ασταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 7.23. Τα δύο αντίστοιχα κρίσιμα φορτία λυγισμού είναι:
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    Σχήμα 7.23 Ανεξάρτητοι μεταλυγισμικοί δρόμοι ισορροπίας της απαραμόρφωτης διβάθμιας θλιβόμενης ράβδου με δύο ελατήρια μετάθεσης στην κορυφή της


    7.4.1 Διατύπωση εξισώσεων ισορροπίας ατελούς συστήματος


    Ως αρχικές ατέλειες του συστήματος εισάγονται και σε αυτό το παράδειγμα οι γωνίες εx και εy που εκφράζουν την αρχική απόκλιση της ράβδου από την κατακόρυφο σε αντιστοιχία με τις γωνίες παραμόρφωσης θx και θy. Με θ συμβολίζεται η γωνία που σχηματίζει ο άξονας της ράβδου με τον κατακόρυφο άξονα z και με ε η αντίστοιχη αρχική ατέλεια. Η γωνία θ συνδέεται με τις θx και θy με τη σχέση (7.2) και αναλόγως η ε με τις εx και εy.


    Στην αρχική ατελή κατάσταση (εx,εy) θεωρείται ότι τα ελατήρια δεν έχουν ενεργοποιηθεί και συνεπώς, σε τυχαία παραμορφωμένη θέση (θx,θy) του φορέα, παραμορφώνονται κατά L(sinθx-sinεx) και L(sinθy-sinεy) αντίστοιχα. Η συνολική δυναμική ενέργεια του συστήματος μπορεί τότε να εκφραστεί ως:
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    Θέτοντας ίσες με μηδέν τις παραγώγους της συνολικής δυναμικής ενέργειας ως προς τους βαθμούς ελευθερίας θx και θy, και αδιαστατοποιώντας το εξωτερικό φορτίο P με το κρίσιμο φορτίο λυγισμού Pcr,y
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    προκύπτουν, σύμφωνα με το κριτήριο ισορροπίας, οι εξισώσεις ισορροπίας:
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    Κάθε τριάδα (θx,θy,λ) που ικανοποιεί τις εξισώσεις (7.23) και (7.24) αποτελεί θέση ισορροπίας του συστήματος.


    7.4.2 Αριθμητική επίλυση εξισώσεων ισορροπίας


    Η αριθμητική επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας γίνεται και πάλι με τη μέθοδο που περιγράφηκε στην Ενότητα 7.2.2. Οι παράμετροι ελέγχου, για διάφορες τιμές των οποίων επιλύεται το μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων, είναι:


    


    
      	Ο λόγος των δύο ελαστικών κρίσιμων φορτίων λυγισμού:
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      	Ο λόγος των αρχικών ατελειών στις δύο διευθύνσεις, όπως ορίστηκε στη σχέση (7.8).



      	Η τιμή εx της αρχικής ατέλειας στη διεύθυνση x.


    


    Αντικαθιστώντας τιμές στις παραμέτρους RP, Rε και εx, προκύπτουν τα γραφήματα των Σχημάτων 7.24 έως 7.26, για τρεις διαφορετικές περιπτώσεις:


    i. RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.001rad


    ii. RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.01rad


    iii. RP=1.20, Rε=0.25, εx=0.01rad


    Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται μέσω δρόμων ισορροπίας, σε τρισδιάστατη μορφή, αλλά και σε δισδιάστατες προβολές στα επίπεδα (θx,θy), (θx,λ), (θy,λ) για καλύτερη εποπτεία της απόκρισης του φορέα. Η μεταλυγισμική συμπεριφορά του φορέα αποδεικνύεται ασταθής για όλες τις περιπτώσεις, όπως ήταν εξάλλου αναμενόμενο λόγω της αστάθειας των δύο ανεξάρτητων ιδιομορφών λυγισμού. Στην πρώτη περίπτωση (Σχήμα 7.24), η συμπεριφορά είναι τελείως συμμετρική, αφού τα φορτία λυγισμού και οι αρχικές ατέλειες είναι τα ίδια και κατά τις δύο διευθύνσεις. Το οριακό φορτίο λmax είναι σχεδόν ίσο με τη μονάδα, λόγω της μικρής τιμής των αρχικών ατελειών. Αυτό επιβεβαιώνεται, συγκρίνοντας τα αποτελέσματα με αυτά του Σχήματος 7.25, όπου οι αρχικές ατέλειες έχουν 10 φορές μεγαλύτερη τιμή. Η αντοχή του φορέα όταν εx=εy=0.001rad είναι ίση με λmax=0.9811, ενώ όταν εx=εy=0.01rad το οριακό φορτίο είναι λmax=0.9136.
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    Σχήμα 7.24 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.001rad
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    Σχήμα 7.25 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.00, Rε=1.00, εx=0.01rad


    Στο επόμενο διάγραμμα (Σχήμα 7.26) παρουσιάζεται η απόκριση του συστήματος για την περίπτωση που κρίσιμο είναι το φορτίο λυγισμού Pcr,y, ενώ η ατέλεια κατά τη διεύθυνση x είναι τετραπλάσια από την αντίστοιχη στη διεύθυνση y. Παρατηρείται ότι αρχικά κυριαρχεί η παραμόρφωση κατά x, λόγω της μεγάλης αρχικής ατέλειας εx, αλλά τελικά επικρατεί αυτή κατά τη διεύθυνση y, η οποία συνδέεται με το μικρότερο φορτίο λυγισμού.
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    Σχήμα 7.26 Δρόμοι ισορροπίας για RP=1.20, Rε=0.25, εx=0.01rad


    Στη συνέχεια, όπως και στα προηγούμενα παραδείγματα, πραγματοποιείται μια σειρά από παραμετρικές αναλύσεις με στόχο να εξετασθεί η επιρροή της αλληλεπίδρασης ιδιομορφών και των αρχικών ατελειών στη συμπεριφορά του φορέα. Το εύρος των τιμών των παραμέτρων ελέγχου, για τις οποίες πραγματοποιούνται οι αριθμητικές αναλύσεις, είναι το παρακάτω:


    


    
      	RP: 1.00, 1.01, 1.05, 1.10, 1.20, 1.50, 2.00, 3.00, 5.00



      	Rε: 0.25, 0.50, 1.00, 2.00, 3.00, 5.00, 7.00, 10.00



      	εx: 0.001rad, 0.005rad, 0.01rad


    


    Στο Σχήμα 7.27 παρουσιάζεται η μεταβολή του οριακού φορτίου λmax συναρτήσει του λόγου των αρχικών ατελειών Rε και του λόγου των δύο κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP. Κάθε επιφάνεια αντιστοιχεί και σε μια σταθερή τιμή της ατέλειας εx. Το φορτίο λmax αντιπροσωπεύει το φορτίο στο οριακό σημείο του δρόμου ισορροπίας, αδιαστατοποιημένο με το κρίσιμο φορτίο λυγισμού Pcr,y.
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    Σχήμα 7.27 Μεταβολή οριακού φορτίου λmax συναρτήσει των RP και Rε


    Στα Σχήματα 7.28 και 7.29 παρουσιάζονται κατακόρυφες τομές του παραπάνω γραφήματος, με σκοπό την ευκολότερη εξαγωγή ποσοτικών συμπερασμάτων. Συγκεκριμένα, στο Σχήμα 7.28 ο λόγος των αρχικών ατελειών Rε παραμένει σταθερός και η αντοχή μεταβάλλεται συναρτήσει του λόγου RP. Αντίθετα, στο Σχήμα 7.29 ο λόγος των φορτίων λυγισμού RP παραμένει αμετάβλητος.
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    Σχήμα 7.28 Μεταβολή οριακού φορτίου λsmax συναρτήσει του λόγου των κρίσιμων φορτίων λυγισμού RP για δύο σταθερές τιμές του λόγου ατελειών Rε
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    Σχήμα 7.29 Μεταβολή λmax συναρτήσει του Rε


    Από τα Σχήματα 7.27 έως 7.29 παρατηρείται ότι, καθώς ο λόγος των κρίσιμων φορτίων λυγισμού πλησιάζει προς τη μονάδα, εμφανίζεται μικρή πτώση του οριακού φορτίου λόγω αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών λυγισμού. Αυτή η αλληλεπίδραση γίνεται εντονότερη καθώς αυξάνεται η αρχική ατέλεια εx, αλλά δεν προκαλεί πτώση της αντοχής του φορέα μεγαλύτερη από 5%. Η αύξηση του λόγου Rε εξαλείφει το παραπάνω φαινόμενο. Βέβαια, η αύξηση των αρχικών ατελειών οδηγεί σε σημαντική μείωση της αντοχής του φορέα, που φθάνει, ως τάξη μεγέθους, μέχρι το 30% για τις υψηλότερες από τις επιλεγμένες τιμές ατελειών.


    7.5 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό εξετάστηκε λεπτομερώς η γεωμετρικά μη γραμμική συμπεριφορά τριών διβάθμιων στατικών συστημάτων, με στόχο να εξαχθούν ποιοτικά και ποσοτικά συμπεράσματα σχετικά με το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης ιδιομορφών λυγισμού υπό την παρουσία αρχικών ατελειών. Διερευνήθηκε η εξάρτηση της έντασης της αλληλεπίδρασης από την ευσταθή ή ασταθή φύση των μεταλυγισμικών δρόμων ισορροπίας του τέλειου φορέα, από την εγγύτητα μεταξύ των κρίσιμων φορτίων λυγισμού, και από το σχήμα και το μέγεθος των αρχικών ατελειών. Το πρώτο από τα τρία διβάθμια συστήματα που μελετήθηκαν έχει δύο ευσταθείς ιδιομορφές, το δεύτερο μία ευσταθή και μία ασταθή και το τρίτο δύο ασταθείς. Σε κάθε παράδειγμα οι εξισώσεις ισορροπίας διατυπώθηκαν μέσω της ενεργειακής μεθόδου, χωρίς να γίνει καμία απλοποιητική παραδοχή ως προς το μέγεθος των μετακινήσεων και παραμορφώσεων και στη συνέχεια οι εξισώσεις ισορροπίας επιλύθηκαν αριθμητικά για διάφορες τιμές των κρίσιμων φορτίων λυγισμού και για διάφορα σχήματα και μεγέθη αρχικών ατελειών. Τα κύρια συμπεράσματα που εξήχθησαν είναι τα εξής:


    


    
      	Ανεξαρτήτως του τύπου των ιδιομορφών λυγισμού, η μεταλυγισμική συμπεριφορά του συστήματος είναι σε κάθε περίπτωση ασταθής λόγω αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών.



      	Κατά την αλληλεπίδραση των ιδιομορφών λυγισμού, εμφανίζεται ιδιαίτερη ευαισθησία του οριακού φορτίου στο σχήμα και το μέγεθος των επιβαλλόμενων αρχικών ατελειών.



      	Όταν τα δύο κρίσιμα φορτία λυγισμού πλησιάζουν μεταξύ τους, τότε το φαινόμενο αλληλεπίδρασης των ιδιομορφών είναι εντονότερο. Αυτό φαίνεται να έχει μεγαλύτερη επίδραση μείωσης του οριακού φορτίου του συστήματος, όταν το σύστημα έχει δύο ευσταθείς ιδιομορφές.



      	Σε συστήματα με μία ευσταθή και μία ασταθή ιδιομορφή λυγισμού, όταν κρίσιμη είναι η ευσταθής ιδιομορφή, το οριακό φορτίο μπορεί να ξεπεράσει αρκετά το κρίσιμο φορτίο λυγισμού, αναλόγως και του σχήματος των ατελειών. Αντιθέτως, όταν κρίσιμη είναι η ασταθής ιδιομορφή, το οριακό φορτίο είναι πάντα μικρότερο του κρίσιμου φορτίου λυγισμού.



      	Σε κάθε περίπτωση, η αύξηση του μεγέθους των αρχικών ατελειών προκαλεί σημαντική πτώση στο οριακό φορτίο του συστήματος.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8


    


    ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ


    8.1 Εισαγωγή


    Παρακολουθώντας τη γρήγορη ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών και των αριθμητικών μεθόδων, οι μη γραμμικές αναλύσεις εξελίσσονται συνεχώς και αποτελούν ένα συνεχώς χρησιμότερο μέσο για κάθε μηχανικό που καλείται να μελετήσει καινοτόμες, μη συμβατικές κατασκευές. Σε αντίθεση με τη γραμμική ανάλυση που παρέχει μια γρήγορη εκτίμηση της απόκρισης του φορέα για κάποια συγκεκριμένη στάθμη επιβαλλόμενων φορτίων, η μη γραμμική ανάλυση μπορεί να παρακολουθήσει τη συμπεριφορά του φορέα από την αρχή της επιβολής των φορτίων, μέσα από τη σταδιακή τους προσαύξηση, ως την κατάρρευση, να παρουσιάσει την ανακατανομή της έντασης καθ’ όλη τη διάρκεια της φόρτισης και να αναδείξει το μηχανισμό αστοχίας. Ακόμα, σε περιπτώσεις υφιστάμενων κατασκευών, η μη γραμμική ανάλυση αποτελεί πολύτιμο μέσο για τον έλεγχο επάρκειας, καθώς και την αξιολόγηση της αποδοτικότητας μιας επιλεγείσας επέμβασης με στόχο την ενίσχυση της κατασκευής. Επισημαίνεται βέβαια ότι μια μη γραμμική ανάλυση χρειάζεται σημαντικά περισσότερους υπολογιστικούς πόρους από μια γραμμική για τον αντίστοιχο φορέα και απαιτεί από το μηχανικό βαθύτερη κατανόηση της θεωρίας της μηχανικής και στατικής, της συμπεριφοράς των υλικών και των εφαρμοζόμενων αριθμητικών μεθόδων και αλγορίθμων επίλυσης.


    Οι σύγχρονοι κανονισμοί πλέον επιτρέπουν τη χρήση προχωρημένων αριθμητικών προσομοιωμάτων για την εκτίμηση του οριακού φορτίου αστοχίας κατασκευών που δεν καλύπτονται άμεσα από τις διατάξεις τους, με στόχο το σχεδιασμό τους σύμφωνα με τις αρχές της μεθόδου συνολικής αντοχής. Η μη γραμμική διατύπωση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων έχει τη δυνατότητα να προσφέρει αξιόπιστα προσομοιώματα, ικανά να προβλέψουν τη συμπεριφορά οποιασδήποτε κατασκευής υπό στατική ή δυναμική φόρτιση. Όταν πρόκειται για εύκαμπτες κατασκευές ή κατασκευές όπου η αστάθεια του φορέα είναι κρίσιμη στο σχεδιασμό, τότε χρησιμοποιούνται αλγόριθμοι που επιλύουν τις εξισώσεις ισορροπίας του φορέα στην παραμορφωμένη γεωμετρία, λαμβάνοντας έτσι υπόψη τα φαινόμενα δεύτερης τάξης. Όταν οι τάσεις που αναπτύσσονται σε μια κατασκευή, πριν από την οποιαδήποτε αστάθεια ή κατά την εξέλιξη της, είναι μεγαλύτερες από το όριο διαρροής του υλικού, τότε είναι αναγκαία κατά την προσομοίωση η χρησιμοποίηση ειδικών αλγορίθμων, οι οποίοι να λαμβάνουν υπόψη και την ανελαστική φύση του υλικού. Η ανίχνευση των μηχανισμών αστοχίας συνήθως δεν είναι εύκολη, και απαιτεί σημαντική εμπειρία και κρίση μηχανικού, καθώς συχνά κάποια μορφή αστάθειας αλληλοεπιδρά με την ανελαστική απόκριση του υλικού, οπότε συνδυάζονται τα δύο είδη μη γραμμικοτήτων.


    Όπως στη γραμμική, έτσι και στη μη γραμμική ανάλυση μιας κατασκευής με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων ακολουθούνται τα εξής στάδια:


    i. Μετάβαση από το φυσικό πρόβλημα που είναι η κατασκευή στο μαθηματικό προσομοίωμα που λέγεται φορέας.


    ii. Μετάβαση από το φορέα στο αριθμητικό προσομοίωμα που είναι το πλέγμα πεπερασμένων στοιχείων.


    iii. Μετάβαση από το αριθμητικό προσομοίωμα στο υπολογιστικό που περιλαμβάνει τη μόρφωση και επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας.


    iv. Πιστοποίηση των προσομοιωμάτων ελέγχοντας τα αποτελέσματα που προέκυψαν με ανάλογα αποτελέσματα παρόμοιων κατασκευών ή με παραδείγματα αναφοράς (benchmark tests) που υπάρχουν στη διεθνή βιβλιογραφία.


    v. Αξιοποίηση των αποτελεσμάτων για να αξιολογηθεί η αναμενόμενη συμπεριφορά της κατασκευής.


    Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται συνοπτική αναφορά στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων για την επίλυση μη γραμμικών προβλημάτων πολιτικού μηχανικού και παρουσιάζονται οι σημαντικότεροι αλγόριθμοι επίλυσης που χρησιμοποιούνται από τα σύγχρονα λογισμικά πεπερασμένων στοιχείων. Επιπλέον, παρουσιάζεται η αριθμητική μορφή της γραμμικής ανάλυσης λυγισμού και αποτιμώνται τα οφέλη μιας τέτοιας ανάλυσης. Κατόπιν περιγράφεται αναλυτικά η προτεινόμενη μεθοδολογία σχεδιασμού μεταλλικών κατασκευών μέσω μη γραμμικών αναλύσεων και παρουσιάζεται ο τρόπος ερμηνείας των αποτελεσμάτων μέσω της ανάγνωσης δρόμων ισορροπίας, συνοδευόμενων από εικόνες παραμορφώσεων και εντάσεων σε χαρακτηριστικά σημεία των δρόμων αυτών.


    Διευκρινίζεται ότι στόχος του κεφαλαίου δεν είναι να παρουσιαστεί σε βάθος η θεωρία μη γραμμικών πεπερασμένων στοιχείων, κάτι το οποίο απαιτεί πολύ περισσότερο χώρο και καλύπτεται από εξειδικευμένη ελληνική και διεθνή βιβλιογραφία, όπου και παραπέμπεται ο αναγνώστης για να κατανοήσει σε βάθος τη θεωρία μη γραμμικών πεπερασμένων στοιχείων. Στο παρόν κεφάλαιο θεωρείται δεδομένη η καλή γνώση του θεωρητικού υποβάθρου της μεθόδου και επιδιώκεται να δοθούν πρακτικές οδηγίες εφαρμογής της για το σχεδιασμό μη συμβατικών μεταλλικών κατασκευών.


    8.2 Διατύπωση της μη γραμμικής μεθόδου πεπερασμένων στοιχείων


    Σε μια μη γραμμική ανάλυση η ισορροπία του φορέα σε κάθε φάση φόρτισης εκφράζεται στην τρέχουσα παραμορφωμένη θέση. Σε αυτή την ανάλυση είναι πολύ χρήσιμη η υιοθέτηση μιας χρονικής μεταβλητής, μέσω της οποίας περιγράφεται η φόρτιση, η παραμόρφωση και η ένταση του φορέα. Ο σκοπός μιας μη γραμμικής ανάλυσης είναι να υπολογιστεί η θέση ισορροπίας σε διακριτές χρονικές στιγμές 0, Δt, 2Δt, 3Δt, … όπου Δt είναι το βήμα επαύξησης του χρόνου. Επισημαίνεται ότι η χρονική μεταβλητή στην πραγματικότητα εκφράζει ένα επίπεδο επιβαλλόμενων φορτίων και ότι τα εξεταζόμενα προβλήματα είναι στατικά και όχι δυναμικά. Θεωρείται ότι όλες οι στατικές και κινηματικές μεταβλητές του προβλήματος από το χρόνο 0 (αρχική θέση ισορροπίας) ως το χρόνο t έχουν υπολογιστεί και αναζητείται η θέση ισορροπίας για το χρόνο t+Δt. Κατά την ανάλυση ακολουθείται η κίνηση όλων των τμημάτων του φορέα από την αρχική ως την τελική θέση του, υιοθετώντας τη διατύπωση του προβλήματος κατά Lagrange. Η διατύπωση αυτή μπορεί να πάρει δυο μορφές, την ολική διατύπωση (Total Lagrangian Formulation ή TL) και την επαυξητική διατύπωση (Updated Lagrangian Formulation ή UL). Στην ολική διατύπωση κατά Lagrange η αρχή των δυνατών έργων παίρνει τη μορφή:
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    όπου [image: ] είναι ο δεύτερος τανυστής τάσεων Piola-Kirchoff, ο οποίος αφορά τη θέση ισορροπίας στη χρονική στιγμή t+Δt και εκφράζεται ως προς την αρχική θέση ισορροπίας 0 στην απαραμόρφωτη κατάσταση του φορέα.
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    Στη σχέση (8.1) [image: ]είναι η μεταβολή του τανυστή παραμορφώσεων Green-Lagrange, ο οποίος αφορά τη θέση ισορροπίας στη χρονική στιγμή t+Δt και εκφράζεται επίσης ως προς την αρχική θέση ισορροπίας 0.
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    Επίσης, στη σχέση (8.1), 0V είναι ο όγκος του φορέα στο χρόνο 0, t+ΔtR είναι το διάνυσμα των εξωτερικών δράσεων στο χρόνο t+Δt, t+ΔtTmin είναι οι καρτεσιανές συνιστώσες του τανυστή τάσεων Cauchy στην παραμορφωμένη γεωμετρία στο χρόνο t+Δt, t+Δtρ είναι η πυκνότητα του σώματος στο χρόνο t+Δt και [image: ] είναι οι συνιστώσες του διανύσματος μετατοπίσεων στη θέση ισορροπίας κατά το χρόνο t+Δt.


    Σε κάθε ποσότητα ο αριστερός εκθέτης δείχνει σε ποια θέση ισορροπίας εμφανίζεται η ποσότητα και ο αριστερός δείκτης δείχνει τη θέση ισορροπίας στην οποία μετράται η ποσότητα. Στην ολική διατύπωση κατά Lagrange ο αριστερός δείκτης είναι ίσος με 0. Επιπλέον, το κόμμα που συναντάται στο δεξιό δείκτη κάποιων ποσοτήτων σημαίνει παραγώγιση ως προς τη συντεταγμένη που ακολουθεί.


    Για την επαυξητική διατύπωση κατά Lagrange η αρχή των δυνατών έργων παίρνει τη μορφή:
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    Το πρώτο βήμα για τη γραμμικοποίηση της μη γραμμικής εξίσωσης ισορροπίας (8.4) είναι η επαυξητική ανάλυση των τάσεων και των παραμορφώσεων. Οι τάσεις Piola-Kirchhoff δεύτερης τάξης [image: ] αναλύονται σε:
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    Με τον ίδιο τρόπο, οι παραμορφώσεις Green-Lagrange μπορούν να αναλυθούν με τον ακόλουθο τρόπο:
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    όπου 0Sij είναι οι συνιστώσες των επαυξητικών τάσεων Piola-Kirchhoff δεύτερης τάξης και 0εij είναι οι συνιστώσες των επαυξητικών παραμορφώσεων Green-Lagrange.


    Ακολούθως, οι μη γραμμικές εξισώσεις ισορροπίας διατυπώνονται λαμβάνοντας υπόψη την επαυξητική ανάλυση των τάσεων και των παραμορφώσεων. Δεδομένου ότι [image: ], οι εξισώσεις ισορροπίας γράφονται:
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    Το τελικό βήμα είναι η γραμμικοποίηση της εξίσωσης (8.10). Χρησιμοποιώντας τις προσεγγιστικές σχέσεις 0Sij=0Cijrs 0ers και δ0eij=δ0eij, προκύπτει η ακόλουθη προσεγγιστική εξίσωση ισορροπίας:
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    όπου 0Cijrs είναι ο επαυξητικός τανυστής τάσεων-παραμορφώσεων στο χρόνο t ως προς τη θέση ισορροπίας 0.


    Η εξίσωση (8.11) είναι η γραμμικοποιημένη εξίσωση ισορροπίας της ολικής διατύπωσης Lagrange. Το συνολικό μητρώο δυσκαμψίας της κατασκευής μπορεί να ληφθεί αφού εισαχθεί στη διακριτοποίηση πεπερασμένων στοιχείων ένα κατάλληλο πεδίο μετατοπίσεων. Από το πρώτο ολοκλήρωμα του αριστερού μέρους της εξίσωσης (8.11), προκύπτουν δυο μητρώα δυσκαμψίας, το γραμμικό ελαστικό μητρώο [image: ] και το μητρώο αρχικών μετατοπίσεων [image: ], που οφείλεται στην επίδραση των αρχικών μετατοπίσεων της σχέσης (8.8).


    Από το δεύτερο ολοκλήρωμα του αριστερού τμήματος της εξίσωσης (8.11) προκύπτει το μητρώο αρχικών τάσεων [image: ] που είναι γνωστό και ως γεωμετρικό μητρώο. Τελικά, το ολοκλήρωμα στο δεξιό μέρος της (8.11) δίνει το διάνυσμα των εσωτερικών δράσεων της θέσης ισορροπίας t, το οποίο συμβολίζεται ως [image: ]. Συνεπώς, η εξίσωση (8.11) μπορεί να γραφεί σε μητρωική γραφή ως εξής:
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    8.3 Αριθμητική μορφή γραμμικής ανάλυσης λυγισμού


    Στο σημείο κατάρρευσης μιας κατασκευής, το εφαπτομενικό μητρώο δυσκαμψίας είναι αόριστο. Η συνθήκη ευστάθειας της κατασκευής τότε είναι:
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    Στη βιβλιογραφία αναφέρονται δυο παραλλαγές του προβλήματος λυγισμού:
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    Τα προβλήματα λυγισμού που ορίζονται με τις σχέσεις (8.14) και (8.15) διαφέρουν μεταξύ τους ως προς τον τρόπο με τον οποίο η παράμετρος tλ του φορτίου λυγισμού tλtR συνδέεται με τα στοιχεία του εφαπτομενικού μητρώου δυσκαμψίας. Στις πιο πάνω εξισώσεις με φi συμβολίζεται η ιδιομορφή λυγισμού τάξης i.


    Εάν το μητρώο αρχικών μετατοπίσεων [image: ] παραλειφθεί από τα δυο μη γραμμικά προβλήματα λυγισμού, τότε προκύπτει το κλασσικό πρόβλημα λυγισμού:
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    Η επίλυση αυτού του προβλήματος αντιστοιχεί στη γραμμική θεωρία λυγισμού που εφαρμόστηκε στα μονοβάθμια και διβάθμια συστήματα των Κεφαλαίων 3 ως 6, όπου η διατύπωση των εξισώσεων ισορροπίας έγινε στην παραμορφωμένη γεωμετρία, κάνοντας όμως την παραδοχή ότι η γεωμετρία αυτή διαφέρει λίγο από την απαραμόρφωτη. Η ανάλυση αυτή είναι γνωστή ως γραμμική ανάλυση λυγισμού (Linear Buckling Analysis – LBA) και τα αποτελέσματά της περιλαμβάνουν τα κρίσιμα φορτία λυγισμού και τις αντίστοιχες ιδιομορφές λυγισμού του φορέα, όχι όμως πληροφορίες για την απόκριση του φορέα μετά το λυγισμό. Ο ρόλος αυτής της ανάλυσης στην προτεινόμενη μεθοδολογία προσδιορισμού της απόκρισης μέσω μη γραμμικών αναλύσεων θα περιγραφεί στη συνέχεια.


    8.4 Αλγόριθμοι αριθμητικής επίλυσης μη γραμμικών προβλημάτων πεπερασμένων στοιχείων


    Ας υποθέσουμε ότι για την περιγραφή ενός εξεταζόμενου φυσικού προβλήματος έχει υιοθετηθεί ένα προσομοίωμα πεπερασμένων στοιχείων, του οποίου η συνθήκη ισορροπίας εκφράζεται από τη σχέση:
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    όπου το διάνυσμα tR είναι οι εξωτερικές επικόμβιες δράσεις στο χρόνο t και το διάνυσμα tF οι επικόμβιες δυνάμεις που αντιστοιχούν στις αναπτυσσόμενες τάσεις των στοιχείων στην ίδια θέση παραμόρφωσης.


    Στη μη γραμμική ανάλυση το φορτίο επιβάλλεται σταδιακά, σε μικρά βήματα, ώστε η απόκριση να μπορεί να προσεγγιστεί ως γραμμική σε κάθε βήμα φόρτισης. Σε αυτή τη μέθοδο επίλυσης των μη γραμμικών εξισώσεων, που καλείται επαυξητική βήμα προς βήμα επίλυση, θεωρείται γνωστή η λύση στο χρόνο t και αναζητείται η λύση το χρονική στιγμή t+Δt, όπου Δt είναι μια επαύξηση του χρόνου, στην οποία αντιστοιχεί μια κατάλληλα επιλεγόμενη επαύξηση του φορτίου. Επομένως, θεωρώντας την εξίσωση (8.17) για χρόνο t+Δt η συνθήκη ισορροπίας είναι:
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    όπου t+ΔtR είναι το διάνυσμα των εξωτερικών δράσεων και t+ΔtF το διάνυσμα των εσωτερικών δυνάμεων που αντιστοιχούν στις εσωτερικές τάσεις των στοιχείων στο χρόνο t+Δt, το οποίο εκφράζεται ως επαύξηση του αντίστοιχου διανύσματος στο χρόνο t:
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    F είναι η επαύξηση των επικόμβιων δράσεων που αντιστοιχούν στην επαύξηση των μετατοπίσεων και των τάσεων από το χρόνο t στο χρόνο t+Δt. Αυτό το διάνυσμα μπορεί να προσεγγιστεί από το εφαπτομενικό μητρώο δυσκαμψίας tK, το οποίο αντιστοιχεί στις γεωμετρικές συνθήκες και στις συνθήκες του υλικού στο χρόνο t:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (8.20)

        
      

    


    Στην εξίσωση (8.20), U είναι ένα διάνυσμα επαυξητικών επικόμβιων μετατοπίσεων μεταξύ των χρονικών στιγμών t και t+Δt, και το εφαπτομενικό μητρώο δυσκαμψίας tK αντιστοιχεί στην παράγωγο των εσωτερικών επικόμβιων δράσεων tF ως προς τις επικόμβιες μετατοπίσεις tU:
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    Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (8.19) και (8.20) στην εξίσωση (8.18), προκύπτει:
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    Επιλύοντας την πιο πάνω εξίσωση ως προς U μπορεί να υπολογιστεί μια προσεγγιστική έκφραση των μετατοπίσεων στο χρόνο t+Δt:
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    Επισημαίνεται ότι οι ακριβείς μετατοπίσεις στο χρόνο t+Δt είναι εκείνες που αντιστοιχούν στα εφαρμοζόμενα εξωτερικά φορτία tR, ενώ στην εξίσωση (8.23) εισάγεται η προσέγγιση λόγω χρήσης της εξίσωσης (8.20).


    Έχοντας υπολογίσει προσεγγιστικά τις μετατοπίσεις που αντιστοιχούν στο χρόνο t+Δt, μπορούν να υπολογιστούν, επίσης προσεγγιστικά, οι τάσεις και οι αντίστοιχες εσωτερικές επικόμβιες δράσεις στο χρόνο t+Δt και να συνεχιστεί η διαδικασία αυτή για το επόμενο χρονικό βήμα. Όμως, λόγω της παραδοχής που γίνεται στην εξίσωση (8.20), μια τέτοια λύση μπορεί να επιφέρει σημαντικά σφάλματα και ανάλογα με τα μεγέθη των χρονικών βημάτων ενδέχεται να είναι ασταθής ως προς τη σύγκλισή της. Έτσι, απαιτείται να γίνουν επαναλήψεις μέχρι η λύση της εξίσωσης (8.18) να επιτευχθεί με ικανοποιητική ακρίβεια.


    Οι πιο γνωστές επαναληπτικές μέθοδοι στις αναλύσεις πεπερασμένων στοιχείων αποτελούν παραλλαγές της μεθόδου Newton-Raphson. Αυτή η μέθοδος είναι επέκταση της απλής επαυξητικής μεθόδου των εξισώσεων (8.22) και (8.23). Οι βασικές εξισώσεις της επαναληπτικής μεθόδου Newton-Raphson είναι:
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    όπου i είναι ο αριθμός της τρέχουσας επανάληψης, τK(i-1) είναι το εφαπτομενικό μητρώο δυσκαμψίας και ΔU(i) είναι μια επαύξηση του τρέχοντος διανύσματος μετατοπίσεων από το χρόνο t στο χρόνο t+Δt:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (8.25)

        
      

    


    με τις αρχικές συνθήκες:
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    Στις πιο πάνω εξισώσεις δεν αναγράφεται στα διανύσματα και τα μητρώα ο κάτω αριστερός δείκτης, έτσι ώστε να μη γίνει διάκριση μεταξύ των δυο διατυπώσεων επίλυσης που αναφέρονται στην προηγούμενη παράγραφο, της ολικής διατύπωσης (Total Lagrangian Formulation ή TL) και της επαυξητικής διατύπωσης κατά Lagrange (Updated Lagrangian Formulation ή UL).


    8.4.1 Πλήρης μέθοδος Newton-Raphson


    Η πλέον χρησιμοποιούμενη μέθοδος επίλυσης των μη γραμμικών εξισώσεων ισορροπίας προσομοιωμάτων πεπερασμένων στοιχείων είναι η πλήρης μέθοδος Newton-Raphson που απεικονίζεται στο Σχήμα 8.1 και περιγράφεται στη συνέχεια.


    [image: Newton-Raphson's method_with_zoom] [image: Newton-Raphson's method_with_zoom]


    Σχήμα 8.1 Η μέθοδος Full Newton-Raphson και μεγέθυνση στο τρέχον βήμα


    Η απαίτηση για ισορροπία του προσομοιώματος πεπερασμένων στοιχείων απαιτεί την εύρεση της λύσης του ακόλουθου συστήματος εξισώσεων:
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    όπου [image: ] είναι το διάνυσμα της λύσης, το οποίο περιέχει μετατοπίσεις και στροφές. Δεδομένου ότι το πρόβλημα επιλύεται επαναληπτικά και ότι έχει υπολογιστεί στην επανάληψη i-1 το διάνυσμα t+ΔtU(i-1), αναπτύσσοντας την εξίσωση ισορροπίας (8.27) σε σειρά Taylor λαμβάνεται:
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    Αν αντικατασταθεί η εξίσωση (8.27) στην (8.28) προκύπτει:
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    όπου έχει θεωρηθεί ότι τα εξωτερικά φορτία είναι ανεξάρτητα της παραμόρφωσης. Αν στην εξίσωση (8.29) αμεληθούν οι όροι ανώτερης τάξης προκύπτει:
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    όπου t+ΔtK(i-1) είναι το τρέχον εφαπτομενικό μητρώο της κατασκευής.
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    Τότε η βελτιωμένη λύση στην επόμενη επανάληψη είναι:
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    Οι σχέσεις (8.30) και (8.32) αποτελούν τα βασικά βήματα της διαδικασίας επίλυσης Full Newton-Raphson. Επειδή η επίλυση γίνεται επαναληπτικά με βήμα Δt, οι αρχικές συνθήκες αυτής της επανάληψης είναι t+ΔtK0=tK, t+ΔtU(0)=tU και ΔtF(0)=tF. Οι επαναλήψεις συνεχίζονται μέχρι να ικανοποιηθούν κάποια κατάλληλα κριτήρια σύγκλισης, τα βασικότερα από τα οποία είναι τα ακόλουθα:


    


    
      	Κριτήριο μετατοπίσεων
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    όπου σαν t+ΔtU χρησιμοποιείται η τελευταία υπολογιζόμενη τιμή t+ΔtU(i) και [image: ] είναι κάποια κατάλληλη νόρμα, όπως η τετραγωνική ρίζα του αθροίσματος των τετραγώνων ή το άθροισμα των απολύτων τιμών.


    


    
      	Κριτήριο δυνάμεων
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      	Κριτήριο ενέργειας
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    Στα παραπάνω τρία κριτήρια οι σταθερές εD, εF και εE είναι οι ανοχές σύγκλισης και η επιλογή τους προκύπτει από την ανάγκη συμβιβασμού μεταξύ της ακρίβειας της λύσης και της οικονομίας του χρόνου ή της εφικτότητας της λύσης.


    8.4.2 Παραλλαγές της πλήρους μεθόδου Newton-Raphson


    Το πιο χρονοβόρο μέρος σε κάθε επανάληψη της διαδικασίας Full Newton-Raphson είναι ο υπολογισμός και η παραγοντοποίηση του εφαπτομενικού μητρώου δυσκαμψίας. Προκειμένου να βελτιωθεί η ταχύτητα της μεθόδου έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία διάφορες παραλλαγές της, από τις οποίες εδώ αναφέρονται δυο: η μέθοδος αρχικής τάσης (initial stress method) και η τροποποιημένη μέθοδος Newton-Raphson (modified Newton Raphson). Σχηματικά οι δυο αυτές μέθοδοι παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.2 και 8.3.


    [image: Initial stress and modified Newton-Raphson's methods_with_zoom][image: Initial stress and modified Newton-Raphson's methods_with_zoom]


    Σχήμα 8.2 Η μέθοδος αρχικής τάσης και μεγέθυνση στο τρέχον βήμα


    [image: Initial stress and modified Newton-Raphson's methods_with_zoom] [image: Initial stress and modified Newton-Raphson's methods_with_zoom]


    Σχήμα 8.3 Η μέθοδος Modified Newton-Raphson και μεγέθυνση στο τρέχον βήμα


    Σύμφωνα με τη μέθοδο «αρχικής τάσης», το μητρώο δυσκαμψίας υπολογίζεται μόνο μια φορά, στην αρχική θέση του συστήματος πεπερασμένων στοιχείων. Το σύστημα εξισώσεων που πρέπει να επιλυθεί είναι:
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    με αρχικές συνθήκες t+ΔtF(0)=tF, t+ΔtU(0)=tU.


    Η τροποποιημένη μέθοδος Newton-Raphson αποτελεί συμβιβασμό μεταξύ της πλήρους Newton-Raphson και της μεθόδου αρχικής τάσης. Επιλύεται το σύστημα:
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    με αρχικές συνθήκες t+ΔtF(0)=tF, t+ΔtU(0)=tU και τα, που αντιστοιχεί σε μια από τις αποδεκτές θέσεις ισορροπίας στους χρόνους 0, Δt, 2Δt, …, ή t. Στην τροποποιημένη μέθοδο Newton-Raphson πραγματοποιούνται λιγότεροι ανασχηματισμοί του εφαπτομενικού μητρώου δυσκαμψίας από ότι στην πλήρη Newton-Raphson. Για την ικανοποίηση των κριτηρίων σύγκλισης απατείται μεγαλύτερο πλήθος επαναλήψεων, αλλά το υπολογιστικό κόστος ανά επανάληψη είναι αισθητά μικρότερο, με αποτέλεσμα ο συνολικός χρόνος επίλυσης να είναι συνήθως μικρότερος. Η επιλογή της συχνότητας ανασχηματισμού του μητρώου δυσκαμψίας εξαρτάται από το βαθμό της μη γραμμικότητας του προβλήματος. Όσο πιο έντονα μη γραμμική γίνεται η συμπεριφορά, τόσο πιο συχνά θα πρέπει να εκτελείται ο ανασχηματισμός. Στη συνηθισμένη μορφή εφαρμογής της μεθόδου, ο ανασχηματισμός πραγματοποιείται μία φορά σε κάθε χρονικό βήμα, κατά την πρώτη επανάληψη.


    8.4.3 Οι μέθοδοι μήκους τόξου (arc-length)


    Οι μέθοδοι επίλυσης με περιορισμό στο μέγεθος του επιβαλλόμενου φορτίου, που συνήθως αναφέρονται ως μέθοδοι τύπου μήκους τόξου (arc-length methods), έχουν στόχο την υπερπήδηση οριακών σημείων ισορροπίας, δηλαδή θέσεων στις οποίες αντιστοιχούν τοπικά μέγιστα ή τοπικά ελάχιστα φορτία, όπως αυτά που απεικονίζονται στο Σχήμα 8.4. Θέσεις ισορροπίας τύπου snap-through δεν μπορούν να υπερπηδηθούν με επαναληπτικές μεθόδους στις οποίες προσαυξάνεται σταδιακά το φορτίο, παρά μόνον μέσω σταδιακής προσαύξησης των μετατοπίσεων. Και αυτή όμως η διαδικασία δεν προσφέρεται στις περισσότερες περιπτώσεις, δεδομένου ότι απαιτεί να προ-αποφασιστεί το σήμα παραμόρφωσης του φορέα. Θέσεις ισορροπίας τύπου snap-through και στη συνέχεια snap-back δεν μπορούν να υπερπηδηθούν μέσω σταδιακής προσαύξησης ούτε των φορτίων ούτε των μετατοπίσεων.
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    Σχήμα 8.4 Τυπικοί μη γραμμικοί δρόμοι ισορροπίας τύπου snap-through (α) και snap-through με snap-back (β)


    Πριν από την επινόηση των μεθόδων τύπου arc-length οι αναλυτές χρησιμοποιούσαν σε κάποιες περιπτώσεις τεχνητά ελατήρια για αύξηση της δυσκαμψίας, ώστε να αποφεύγονται τα οριακά σημεία, αλλά και αυτή η λύση μπορεί να είναι αποτελεσματική μόνον σε πολύ απλούς φορείς, στους οποίους η θέση και διεύθυνση του κατάλληλου ελατηρίου είναι σχετικά προφανής. Σε συνθετότερους φορείς, όπως λεπτότοιχα κελύφη, όπου τα φαινόμενα τοπικού λυγισμού είναι συνηθισμένα και ακολουθούνται από ασταθείς μεταλυγισμικούς κλάδους, τα απαιτούμενα ελατήρια θα ήταν πάρα πολλά, όσες και οι πιθανές θέσεις εκδήλωσης τοπικού λυγισμού.


    Δύο αρχικές παραλλαγές της μεθόδου τύπου μήκους τόξου αναπτύχθηκαν περί το 1990 παράλληλα και ανεξάρτητα από τους Crisfield και Riks, ενώ αργότερα προτάθηκαν από άλλους ερευνητές και άλλες παραλλαγές, με στόχο τη βελτιστοποίηση της σύγκλισης και της ταχύτητας. Σχηματικά η μέθοδος του σφαιρικού μήκους τόξου που προτάθηκε από τον Crisfield απεικονίζεται στο Σχήμα 8.5. Αφετηρία της μεθόδου αυτής αποτελούν οι μη γραμμικές εξισώσεις ισορροπίας, οι οποίες γράφονται υπό τη μορφή:
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    Στην εξίσωση (8.38) R είναι το διάνυσμα της εξωτερικής φόρτισης, t+Δtλ είναι ένας πολλαπλασιαστικός συντελεστής της φόρτισης τη χρονική στιγμή t+Δt, t+ΔtF είναι το διάνυσμα των ισοδύναμων εσωτερικών δράσεων και t+ΔtU είναι το διάνυσμα των μετατοπίσεων.


    [image: Crisfield's method]


    Σχήμα 8.5 Η μέθοδος σφαιρικού τόξου του Crisfield για μη γραμμικά προβλήματα


    Σε μια μη γραμμική ανάλυση με σταδιακή αύξηση του φορτίου, η ανάλυση θα συναντούσε δυσκολίες κοντά στο οριακό σημείο, αφού σε αυτή την περιοχή δεν θα υπήρχε θέση ισορροπίας που να αντιστοιχεί στο επόμενο επίπεδο φόρτισης. Με τη μέθοδο μήκους τόξου επιδιώκεται η εύρεση της διασταύρωσης των εξισώσεων ισορροπίας (8.38) με ένα τόξο σταθερού μήκους S, το οποίο ορίζεται ως:
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    όπου dU είναι η διαφορική μεταβολή των μετατοπίσεων, dλ είναι η διαφορική μεταβολή του συντελεστή φόρτισης και ψ είναι ένας συντελεστής κλίμακας. Σε μια επαυξητική μορφή επίλυσης του μη γραμμικού προβλήματος, η διαφορική εξίσωση (8.40) μπορεί να αντικατασταθεί από μια επαυξητική εξίσωση της μορφής:
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    όπου Δl είναι μια σταθερή «ακτίνα» της επιθυμητής διασταύρωσης με το δρόμο ισορροπίας, η οποία αποτελεί μια προσέγγιση του επαυξητικού μήκους τόξου, U(i)=t+ΔtU(i)-tU είναι η επαυξητική μεταβολή της μετατόπισης στην επανάληψη i του τρέχοντος βήματος και Δλ(i) είναι η μεταβολή του συντελεστή φόρτισης στην επανάληψη i του τρέχοντος βήματος.


    Με την εισαγωγή της εξίσωσης (8.41), ο αριθμός των Ν άγνωστων μετατοπίσεων αυξάνεται σε N+1, όπου ο επιπρόσθετος άγνωστος είναι η μεταβολή του συντελεστή φόρτισης Δλ(i). Αν αναπτύξουμε τις εξισώσεις (8.38) και (8.41) σε σειρά Taylor ως προς την θέση ισορροπίας της προηγούμενης επανάληψης i-1 και κρατήσουμε μόνον όρους μέχρι πρώτης τάξης, έχουμε:
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    Οι εξισώσεις (8.42) και (8.43) μπορούν να συνδυαστούν και να δώσουν τη λύση για τα ΔU(i) και Δλ(i):
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    Αξίζει να σημειωθεί ότι το επαυξημένο μητρώο δυσκαμψίας της εξίσωσης (8.44), σε αντίθεση με το μητρώο Kt, δεν είναι ούτε συμμετρικό ούτε καλά δομημένο, με αποτέλεσμα ο απαιτούμενος για την επίλυση υπολογιστικός φόρτος να είναι μεγαλύτερος.


    ‘Όπως προαναφέρθηκε, παραλλαγές της παραπάνω διαδικασίας έχουν προταθεί από διάφορους ερευνητές. Μεταξύ αυτών ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι μέθοδοι αυτόματης μεταβολής του φορτίου, με στόχο η πυκνότητα των υπολογιζόμενων σημείων ισορροπίας να προσαρμόζεται στη μη γραμμικότητα του προβλήματος. Αυτό συνήθως επιτυγχάνεται μέσω συσχέτισης του μεγέθους της μεταβολής με την καμπυλότητα του μη γραμμικού δρόμου ισορροπίας ή με το πλήθος των επαναλήψεων που απαιτήθηκαν στο προηγούμενο βήμα.


    8.5 Μεθοδολογία σχεδιασμού μεταλλικών κατασκευών μέσω μη γραμμικών αριθμητικών αναλύσεων


    Ο σχεδιασμός των μεταλλικών κατασκευών σύμφωνα με τους σύγχρονους κανονισμούς γίνεται με χρήση οριακών καταστάσεων σχεδιασμού και της θεωρίας συνολικής αντοχής και όχι με τη θεωρία της μέγιστης επιτρεπόμενης τάσης, όπως γινόταν παλαιότερα. Οι οριακές καταστάσεις είναι καταστάσεις πέραν των οποίων ο φορέας ή κάποιο τμήμα του δεν ικανοποιεί τα κριτήρια σχεδιασμού του. Οι οριακές καταστάσεις που σχετίζονται με την ασφάλεια των ανθρώπων και/ή την ασφάλεια του ίδιου του φορέα θεωρείται ότι ανήκουν στις Οριακές Καταστάσεις Αστοχίας (ΟΚΑ). Οι οριακές καταστάσεις οι οποίες αφορούν τη λειτουργία ενός φορέα ή ενός δομικού μέλους υπό συνθήκες φυσιολογικής χρήσης, την ενδεχόμενη αίσθηση ανασφάλειας των χρηστών ή την αστοχία μη φερόντων στοιχείων θεωρείται ότι ανήκουν στις Οριακές Καταστάσεις Λειτουργικότητας (ΟΚΛ). Οι έλεγχοι επάρκειας και στους δύο τύπους οριακών καταστάσεων βασίζονται στη χρήση κατάλληλων προσομοιωμάτων του φορέα και της φόρτισης. Σε κάθε περίπτωση, οι έλεγχοι πραγματοποιούνται μέσω ανισώσεων ασφάλειας. Στις οριακές καταστάσεις αστοχίας η σύγκριση αφορά δράση με αντίστοιχη αντοχή, ενώ στις οριακές καταστάσεις λειτουργικότητας συνήθως συγκρίνεται μια αναπτυσσόμενη παραμόρφωση με μια αντίστοιχη επιτρεπόμενη τιμή.


    Σε οριακές καταστάσεις λειτουργικότητας η συμπεριφορά των κατασκευών συνήθως παραμένει γραμμική. Σε οριακές καταστάσεις αστοχίας όμως, όπου ο φορέας προσεγγίζει την οριακή του αντοχή, εκδηλώνεται μη γραμμικότητα, είτε γεωμετρίας, είτε υλικού, είτε συνήθως και των δύο τύπων. Για τον προσδιορισμό επομένως της οριακής αντοχής είναι απαραίτητο να ληφθούν υπόψη και τα δύο είδη μη γραμμικής συμπεριφοράς.


    Για συνήθη δομικά στοιχεία αυτό συνήθως είναι εφικτό μέσω εφαρμογής τύπων υπολογισμού της οριακής αντοχής για διάφορα είδη καταπόνησης, οι οποίοι προβλέπονται από τις κανονιστικές διατάξεις. Η μεν μη γραμμικότητα υλικού προβλέπεται μέσω της υπόθεσης πλήρους διαρροής της διατομής, ενώ η επιρροή της μη γραμμικότητας γεωμετρίας και των αρχικών ατελειών ενσωματώνεται με τη χρήση μειωτικών συντελεστών που υπολογίζονται με τη χρήση καμπυλών λυγισμού και συντελεστών αλληλεπίδρασης. Αυτές οι καμπύλες και οι συντελεστές έχουν προκύψει από μεγάλο αριθμό πειραματικών δοκιμών και μη γραμμικών αριθμητικών προσομοιώσεων, με αποτέλεσμα ο μηχανικός να μη χρειάζεται να πραγματοποιήσει ο ίδιος μη γραμμικές αναλύσεις, αλλά να είναι επαρκές να υπολογίσει δράσεις μέσω γραμμικών αναλύσεων και να τις συγκρίνει με τις κανονιστικά υπολογιζόμενες αντοχές.


    Όμως, σε δομικά στοιχεία ή φορείς με μη συμβατική γεωμετρία, οι παραπάνω τύποι υπολογισμού της αντοχής, καθώς και οι καμπύλες λυγισμού και συντελεστές αλληλεπίδρασης δεν έχουν άμεση εφαρμογή. Η προσπάθεια προσαρμογής αυτών των προβλημάτων σε «ισοδύναμα» με συμβατική γεωμετρία, ώστε να εφαρμοστούν οι κανονιστικές διατάξεις υπολογισμού της οριακής αντοχής, εμπεριέχει πολλές αβεβαιότητες, με αποτέλεσμα αυτή η διαδικασία να είναι σε κάποιες περιπτώσεις κατά της ασφαλείας και σε άλλες κατά της οικονομίας. Τότε, και ανάλογα με το βαθμό πολυπλοκότητας του φορέα, η χρήση μη γραμμικής ανάλυσης μπορεί να είναι σκόπιμη ή και απαραίτητη.


    Ιδιαίτερα για το σχεδιασμό μεταλλικών κατασκευών, η υψηλή αντοχή του χάλυβα ως δομικού υλικού και η δυνατότητα βιομηχανικής μόρφωσης βελτιστοποιημένων δομικών μελών με στόχο την εξοικονόμηση υλικού, οδηγεί συνήθως σε μέλη και φορείς με μεγάλη καθολική και τοπική λυγηρότητα, επομένως επιρρεπή σε μη γραμμικότητα γεωμετρίας κυρίως, αλλά και υλικού. Επιπλέον, η διαδικασία βιομηχανικής παραγωγής συνδέεται με σημαντικές παραμένουσες τάσεις, οι οποίες αποτελούν μορφή αρχικών ατελειών. Μια μεγάλη κατηγορία μη συμβατικών μεταλλικών κατασκευών δεν καλύπτεται από τις κανονιστικές διατάξεις, καθιστώντας επιτακτική την εκτέλεση μη γραμμικών αριθμητικών αναλύσεων για το σχεδιασμό τους. Χαρακτηριστικά παραδείγματα τέτοιων κατασκευών περιλαμβάνουν κελυφωτούς φορείς, ή φορείς με μη ευθύγραμμα μέλη, όπως με καμπυλότητα στο επίπεδο ή στο χώρο, ή μέλη με μεταβαλλόμενη κατά το μήκος τους διατομή. Μια κατάλληλη μη γραμμική ανάλυση μπορεί να παρακολουθήσει αξιόπιστα τη συμπεριφορά οποιουδήποτε φορέα από χάλυβα ως την κατάρρευση και να διαφωτίσει το μηχανικό για την ανακατανομή της έντασης καθ’ όλη τη διάρκεια της φόρτισης και για το μηχανισμό αστοχίας. Έτσι, ο μελετητής μηχανικός μπορεί να πάρει κατάλληλες αποφάσεις για το σχεδιασμό της κατασκευής, σε επίπεδο τοπολογίας και διατομών των μελών.


    Για την ανάλυση μιας κατασκευής με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων, πρώτο μέλημα του μηχανικού είναι η μόρφωση του μαθηματικού προσομοιώματος, από το φυσικό πρόβλημα που είναι η κατασκευή. Κατά το στάδιο αυτό ταξινομούνται τα μέλη σε ράβδους δικτυώματος ή δοκού, σε δισδιάστατα μέλη δίσκων ή πλακών, σε κελύφη και σε τρισδιάστατα μέλη. Ακόμα καθορίζονται οι ιδιότητες των υλικών, προσδιορίζονται τα φορτία που καταπονούν την κατασκευή και οι συνοριακές συνθήκες. Σε αυτή τη διαδικασία μπορεί να εμφανιστούν σφάλματα προσομοίωσης που σχετίζονται με το βαθμό πιστότητας του φορέα προς την κατασκευή. Για το λόγο αυτό είναι απαραίτητη η κατανόηση της δομητικής λειτουργίας της κατασκευής και ο τελικός έλεγχος των μετατοπίσεων με σύγκριση της γεωμετρίας του παραμορφωμένου φορέα με την αναμενόμενη εξαιτίας της συγκεκριμένης φόρτισης και των συνθηκών στήριξης. Πριν την οποιαδήποτε μη γραμμική ανάλυση θα πρέπει να προηγηθεί μια γραμμική ανάλυση η οποία θα βοηθήσει να αποκαλυφθούν ως ένα βαθμό το είδος των μη γραμμικοτήτων που θα εμφανιστούν κατά τη φόρτιση και ο τρόπος που θα αντιμετωπιστούν.


    Έχοντας καταλήξει στο φορέα, η μεθοδολογία σχεδιασμού μεταλλικών κατασκευών μέσω μη γραμμικών αριθμητικών αναλύσεων περιλαμβάνει τα εξής βασικά στάδια:


    i. Δημιουργία αριθμητικού προσομοιώματος με δίκτυο πεπερασμένων στοιχείων.


    ii. Εκτέλεση γραμμικής ανάλυσης λυγισμού


    iii. Εκτέλεση μη γραμμικής ανάλυσης


    Και στα τρία παραπάνω βήματα είναι απαραίτητη η αξιολόγηση των αποτελεσμάτων.


    Δημιουργία αριθμητικού προσομοιώματος με δίκτυο πεπερασμένων στοιχείων


    Κατά το στάδιο αυτό γίνεται η επιλογή του τύπου των πεπερασμένων στοιχείων που θα χρησιμοποιηθούν και η δημιουργία του δικτύου με κατάλληλο τρόπο, ώστε να αποτυπωθούν όλα τα είδη μη γραμμικοτήτων που αναμένεται να εμφανίσουν τα μέλη του φορέα. Το αριθμητικό προσομοίωμα πρέπει να έχει τη δυνατότητα να καταγράψει όλους τους πιθανούς μηχανισμούς αστοχίας που οφείλονται είτε σε μη γραμμικότητα υλικού ή γεωμετρίας είτε σε συνδυασμό και των δύο.


    Στα σύγχρονα λογισμικά ο χρήστης έχει τη δυνατότητα να επιλέξει μεταξύ πολλών μοντέλων υλικού με γραμμική ή μη γραμμική συμπεριφορά, τα οποία συνδυάζονται με τους περισσότερους τύπους πεπερασμένων στοιχείων. Ο τύπος πεπερασμένων στοιχείων που θα επιλεγεί πρέπει να προσφέρεται για να καταγράψει τις πιθανές μορφές αστάθειας, από τις οποίες κινδυνεύει ο φορέας. Για παράδειγμα, τα στοιχεία δοκού είναι κατάλληλα για την αξιόπιστη καταγραφή του καμπτικού λυγισμού. Αντίθετα, μέλη που είναι πιθανόν να εμφανίσουν τοπικό ή στρεπτοκαμπτικό λυγισμό θα πρέπει να προσομοιωθούν με στοιχεία πλάκας ή κελύφους ή τρισδιάστατα πεπερασμένα στοιχεία. Χαρακτηριστικό παράδειγμα επίπεδης θλιβόμενης πλάκας με εγκάρσιες νευρώσεις που προσομοιώνεται στο λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων Adina με επιφανειακά στοιχεία απεικονίζεται στο Σχήμα 8.6.
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    Σχήμα 8.6 Αριθμητικό προσομοίωμα θλιβόμενης πλάκας με νευρώσεις, με επιφανειακά στοιχεία


    Επιπλέον, θα πρέπει να αποφεύγονται στοιχεία με κακή γεωμετρία (π.χ. επιφανειακά στοιχεία με οξείες γωνίες ή με λόγο πλευρών μεγαλύτερο του 2), τα οποία συχνά παρουσιάζουν δυσκολίες σύγκλισης, ή στοιχεία μεγάλου μεγέθους, τα όποια αδυνατούν να καταγράψουν απότομες μεταβολές των εντατικών μεγεθών στην κατασκευή. Η πυκνότητα του δικτύου πεπερασμένων στοιχείων θα πρέπει να είναι επαρκής, ώστε το προσομοίωμα να μπορεί να παρακολουθήσει την καμπυλότητα στις θέσεις όπου θα συμβεί λυγισμός. Στοιχεία με κανονικά γεωμετρικά σχήματα (ισόπλευρο τριγωνικό στοιχείο, τετράγωνο τετραπλευρικό στοιχείο) δίνουν γενικά μεγαλύτερη ακρίβεια, ενώ αποκλίσεις από τις κανονικές γεωμετρίες μειώνουν την ακρίβεια των αποτελεσμάτων.


    Ταυτόχρονα όμως, θα πρέπει να αποφευχθεί η άσκοπη πύκνωση του δικτύου, η οποία έχει σημαντικό υπολογιστικό κόστος χωρίς να προσφέρει μεγαλύτερη ακρίβεια. Συνήθως ο έλεγχος της πυκνότητας του δικτύου πεπερασμένων στοιχείων γίνεται μέσω αναλύσεων ευαισθησίας. Ξεκινώντας από σχετικά αραιό δίκτυο και με διαδοχικές πυκνώσεις, στις οποίες υποδιπλασιάζεται το μέγεθος των στοιχείων κάθε φορά, εξετάζεται η σύγκλιση κάποιου μεγέθους απόκρισης του φορέα. Να σημειωθεί ότι, αν για κάποιον τύπο ανάλυσης συγκλίνουν τα αποτελέσματα ενός μεγέθους απόκρισης, είναι πολύ πιθανόν για κάποιο άλλο μέγεθος απόκρισης ή για διαφορετικό τύπο ανάλυσης να μη συμβαίνει το ίδιο. Έτσι η ανάλυση ευαισθησίας θα πρέπει να εφαρμόζεται για το μέγεθος της απόκρισης και τον τύπο ανάλυσης που μας ενδιαφέρει.


    Ο τελικός έλεγχος των αριθμητικών αποτελεσμάτων είναι απαραίτητος, καθώς πάντα ελλοχεύει ο κίνδυνος σφάλματος διακριτοποίησης κατά το στάδιο αυτό. Μια κατανομή τάσεων με σημαντική ασυνέχεια μεταξύ των στοιχείων είναι δηλωτική της ανεπάρκειας του δικτύου. Η επιλογή του κατάλληλου λογισμικού, το είδος των πεπερασμένων στοιχείων που θα χρησιμοποιηθούν, καθώς και ο αλγόριθμος επίλυσης που θα επιλεγεί, ενδέχεται να επηρεάσουν τα αποτελέσματα της ανάλυσης. Ένας δόκιμος τρόπος ελέγχου της αποτελεσματικότητας των στοιχείων αλλά και της ορθότητας του κώδικα που διαθέτουμε είναι η δοκιμαστική εφαρμογή σε απλά προβλήματα με γνωστή λύση. Ένας άλλος έλεγχος μπορεί να πραγματοποιηθεί με την εκτέλεση ιδιομορφικής ανάλυσης στο φορέα για τον υπολογισμό των ιδιομορφών και ιδιοσυχνοτήτων και τη σύγκρισή τους με τις αναμενόμενες τιμές, ώστε να βρεθούν πιθανά λάθη στη μάζα ή τη δυσκαμψία. Τέλος η πιστοποίηση των προσομοιωμάτων που υιοθετήθηκαν πρέπει πάντα να γίνεται με τη σύγκριση των αποτελεσμάτων που προέκυψαν με αναλυτικές σχέσεις, εφόσον υπάρχουν, ή με παραδείγματα αναφοράς (bench mark tests) από τη διεθνή βιβλιογραφία.


    Εκτέλεση Γραμμικής Ανάλυσης Λυγισμού (LBA)


    Το επόμενο βήμα κατά το σχεδιασμό μιας μεταλλικής κατασκευής με χρήση μη γραμμικών μεθόδων αποτελεί η εκτέλεση γραμμικής ανάλυσης λυγισμού του φορέα, Πρόκειται για σχετικά απλή ανάλυση από πλευράς υπολογιστικού φόρτου, η οποία δεν είναι σε καμία περίπτωση επαρκής για την πρόβλεψη της οριακής αντοχής, αλλά αποτελεί πολύ χρήσιμο ενδιάμεσο στάδιο.


    Συγκεκριμένα, τα κρίσιμα φορτία λυγισμού τα οποία λαμβάνονται ως αποτέλεσμα μιας τέτοιας ανάλυσης, δεν είναι στις περισσότερες περιπτώσεις ασφαλείς προβλέψεις της αντοχής. Παρόλα αυτά, τέτοιου είδους ανάλυση προηγείται μιας πιο ακριβούς μη γραμμικής ανάλυσης για τους εξής λόγους: (i) Τα κρίσιμα φορτία λυγισμού αποτελούν μια πρώτη ένδειξη, και συνήθως ένα άνω όριο, της πραγματικής αντοχής. Λαμβάνοντας υπόψη ότι η συγκεκριμένη ανάλυση είναι πολύ γρήγορη, μπορεί να αποτελέσει ένα χρήσιμο εργαλείο για την αξιολόγηση διάφορων εναλλακτικών λύσεων σε προκαταρκτικό στάδιο προμελέτης, πριν χρησιμοποιηθούν πιο χρονοβόρες μη γραμμικές αναλύσεις. (ii) Τα κρίσιμα φορτία λυγισμού συνήθως χρειάζονται για τον υπολογισμό αδιάστατων λυγηροτήτων, οι οποίες απαιτούνται σε συνάρτηση με τις καμπύλες λυγισμού που δίνονται σε κανονισμούς σχεδιασμού. (iii) Οι ιδιομορφές που προκύπτουν από γραμμικές αναλύσεις λυγισμού συνηθίζεται να χρησιμοποιούνται σαν σχήματα αρχικών ατελειών σε πλήρως μη γραμμικές αναλύσεις γεωμετρίας και υλικού. Στο Σχήμα 8.7 απεικονίζεται η 1η ιδιομορφή λυγισμού του φορέα του Σχήματος 8.6, όπως προέκυψε από γραμμική ανάλυση λυγισμού με το λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων Adina.
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    Σχήμα 8.7: 1η ιδιομορφή θλιβόμενης πλάκας με νευρώσεις


    Σημειώνεται ότι οι πραγματικές αρχικές ατέλειες μιας κατασκευής δεν είναι εκ των προτέρων γνωστές, ώστε να ορισθούν μονοσήμαντα στο προσομοίωμα του φορέα για να πραγματοποιηθεί μη γραμμική ανάλυση. Σε μεταλλικές κατασκευές, αυτές συνήθως περιλαμβάνουν παραμένουσες τάσεις από τη διαδικασία έλασης αλλά και κατασκευαστικές γεωμετρικές ατέλειες, όπως είναι η έλλειψη ευθυγραμμίας ραβδωτών και επιπεδότητας επιφανειακών δομικών στοιχείων, η εκκεντρότητα φορτίων κτλ. Το μέγεθος και η μορφή τους ποικίλουν και χαρακτηριστικό στοιχείο των μελών που αστοχούν σε λυγισμό αποτελεί η μεγάλη απόκλιση μεταξύ θεωρητικών και πειραματικών φορτίων λυγισμού. Χαρακτηριστική επίσης είναι η μεγάλη διασπορά που παρουσιάζουν τα πειραματικά φορτία αστοχίας, ακόμα και σε κελύφη με ίδια ονομαστικά χαρακτηριστικά. Η ιδιαιτερότητα αυτή των κελυφών οφείλεται στην ευαισθησία των φορτίων λυγισμού τους κυρίως στις αρχικές γεωμετρικές ατέλειες, αλλά και στη μεταβλητότητα του πάχους τους, των μηχανικών ιδιοτήτων του υλικού τους και των ατελειών στις συνοριακές συνθήκες.


    Οι αρχικές ατέλειες σε μια μη γραμμική ανάλυση είναι χρήσιμες για να διεγείρουν όλους τους πιθανούς μηχανισμούς αστοχίας, ώστε να διασφαλιστεί ότι ο κρίσιμος μηχανισμός αστοχίας εντοπίζεται από τον αλγόριθμο αριθμητικής ανάλυσης. Η χρήση των σχημάτων των ιδιομορφών για τις αρχικές ατέλειες αναφέρεται στη διεθνή βιβλιογραφία ως η καλύτερη δυνατή επιλογή, δεδομένου ότι δεν έχουμε ακριβή γνώση της πραγματικής μορφής και του μεγέθους τους, όπως προαναφέρθηκε. Ο αριθμός και τα σχήματα των ιδιομορφών που θα χρησιμοποιηθούν πρέπει να εξετάζονται μέσω παραμετρικών αναλύσεων. Για παράδειγμα, η επιλογή μιας ιδιομορφής με ασταθή δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας μπορεί να αποδειχθεί πιο κρίσιμη για την αντοχή του φορέα σε σχέση με κάποια άλλη ιδιομορφή με μικρότερο κρίσιμο φορτίο αλλά με ευσταθή δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας. Ακόμα, σε περιπτώσεις που δύο ιδιομορφές με ευσταθείς δευτερεύοντες δρόμους ισορροπίας και παραπλήσια κρίσιμα φορτία αλληλεπιδρούν λόγω της ύπαρξης ατελειών, ο φορέας πιθανώς θα παρουσιάσει ασταθή μεταλυγισμική συμπεριφορά. Με βάση τα παραπάνω, προτείνεται να λαμβάνεται ως αρχική ατέλεια ένας γραμμικός συνδυασμός όλων των ιδιομορφών με κρίσιμα φορτία μικρότερα από το διπλάσιο του κρίσιμου φορτίου της πρώτης ιδιομορφής.


    Εκτέλεση Μη Γραμμικής Ανάλυσης με Ατέλειες


    Το επόμενο βήμα μετά τη γραμμική ανάλυση λυγισμού αποτελεί η εκτέλεση μη γραμμικής ανάλυσης του φορέα. Όπως προαναφέρθηκε, ο μηχανισμός αστοχίας συνήθως περιλαμβάνει συνδυασμό μη γραμμικότητας υλικού και γεωμετρίας. Για να ανιχνευθούν τα είδη των μη γραμμικοτήτων που καθορίζουν το μηχανισμό αστοχίας στον υπό μελέτη φορέα μέσω της μη γραμμικής ανάλυσης, προτείνεται στην αρχή οι μη γραμμικότητες να λαμβάνονται υπόψη ξεχωριστά, επιλέγοντας κατάλληλες μη γραμμικές διατυπώσεις και μοντέλα του υλικού. Η ανάλυση με μη γραμμικότητα γεωμετρίας μόνον και αρχικές ατέλειες είναι γνωστή ως Geometrically Nonlinear Imperfection Analysis (GNIA), ενώ αν λαμβάνεται υπόψη μόνον η μη γραμμικότητα υλικού και οι αρχικές ατέλειες αναφερόμαστε σε Material Nonlinear Imperfection Analysis (MNIA). Ωστόσο, το τελικό φορτίο αστοχίας του φορέα θα πρέπει να υπολογίζεται πάντα μέσω μη γραμμικής ανάλυσης γεωμετρίας και υλικού με αρχικές ατέλειες, η οποία ονομάζεται Geometrically and Material Nonlinear Imperfection Analysis (GMNIA).


    Όπως προαναφέρθηκε, το σχήμα και το μέγεθος των ατελειών δεν είναι εκ των προτέρων γνωστά, και έτσι πρέπει να πραγματοποιούνται παραμετρικές αναλύσεις για την αναζήτηση του δυσμενέστερου συνδυασμού τους. Στα σύγχρονα λογισμικά υπάρχει η δυνατότητα να γίνει εισαγωγή ενός γραμμικού συνδυασμού των σχημάτων των ιδιομορφών που επιθυμεί ο χρήστης να ληφθούν υπόψη ως αρχικές ατέλειες. Προτείνεται, όπως και προηγουμένως αναφέρθηκε, ο γραμμικός συνδυασμός να περιλαμβάνει ισοβαρώς όλες τις ιδιομορφές με κρίσιμα φορτία μικρότερα από το διπλάσιο του φορτίου της πρώτης. Για ορισμένους τύπους φορέων ο Ευρωκώδικας 3 προβλέπει τις τιμές που πρέπει να λαμβάνονται ως μεγέθη ατελειών. Επιπλέον όμως, μπορούν να αναζητηθούν μέγιστες τιμές ανοχών στα κατασκευαστικά πρότυπα, με τα οποία εναρμονίζονται οι βιομηχανίες χάλυβα και κατασκευών, και οι οποίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως μέγιστες τιμές ατελειών.


    Ανάλογα με το πόσο έντονη είναι η μη γραμμικότητα σε ένα πρόβλημα, οι αλγόριθμοι επίλυσης μη γραμμικών εξισώσεων βασίζονται στην επιβολή φορτίων σε μικρά ή μεγαλύτερα βήματα, ώστε να διευκολύνεται η σύγκλιση των επαναλήψεων που πραγματοποιούνται σε κάθε βήμα. Με την ύπαρξη σύγκλισης ο αλγόριθμος προχωρεί στο επόμενο βήμα και έτσι διαδοχικά και βήμα προς βήμα συντίθεται ο δρόμος του φορέα. Οι πιο συνηθισμένες μέθοδοι επίλυσης μη γραμμικών εξισώσεων είναι η μέθοδος Newton Raphson (NR) και η τροποποιημένη μέθοδος Newton Raphson (MNR), οι οποίες παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα. Όπως προαναφέρθηκε, η ΜNR απαιτεί περισσότερες επαναλήψεις σε κάθε βήμα για να επιτύχει τη σύγκλιση σε σχέση με τη NR, καθώς διατηρεί σταθερό το μητρώο δυσκαμψίας σε κάθε βήμα. Υπολογιστικά όμως είναι πιο απλή από τη NR και ενδείκνυται να χρησιμοποιείται για προβλήματα που δεν παρουσιάζουν έντονη μη γραμμικότητα.


    Η μέθοδος του μήκους τόξου (arc-length) είναι η πλέον διαδεδομένη για την υπερπήδηση οριακών σημείων και την παρακολούθηση ασταθών κλάδων και ο αλγόριθμος της έχει ενσωματωθεί στα περισσότερα σύγχρονα λογισμικά πεπερασμένων στοιχείων. Στις μεταλλικές κατασκευές είναι πολύ συνηθισμένη η ύπαρξη φθίνοντα μεταλυγισμικού κλάδου. Για το λόγο αυτό η επιλογή της arc-length προκρίνεται για την εκτέλεση μη γραμμικών αναλύσεων υλικού και γεωμετρίας (GMNIA) έναντι των συμβατικών μεθόδων Newton Raphson και τροποποιημένης Newton Raphson.


    Η ανάγνωση και ερμηνεία των αποτελεσμάτων μιας μη γραμμικής ανάλυσης πραγματοποιείται με τη δημιουργία δρόμων ισορροπίας κάποιων χαρακτηριστικών μεγεθών απόκρισης της κατασκευής. Στον οριζόντιο άξονα του διαγράμματος καταγράφεται συνήθως η μετακίνηση ενός κόμβου που συνδέεται με την αστοχία του φορέα, ενώ στον κατακόρυφο άξονα η εξωτερικά επιβαλλόμενη δράση. Σε περιπτώσεις που ασκούνται περισσότερα του ενός φορτία, στον κατακόρυφο άξονα συνηθίζεται να απεικονίζεται ένας μεγεθυντικός συντελεστής λ που πολλαπλασιάζει αναλογικά όλα τα φορτία μέχρι την κατάρρευση. Για την πλήρη κατανόηση της δομητικής συμπεριφοράς μιας κατασκευής είναι πιθανόν να απαιτείται η δημιουργία και αξιολόγηση περισσότερων του ενός χαρακτηριστικών δρόμων ισορροπίας.


    Οι δρόμοι ισορροπίας κρίνεται σκόπιμο να συνοδεύονται από εικόνες παραμόρφωσης του φορέα και εικόνες τάσεων που αφορούν τα χαρακτηριστικά σημεία ισορροπίας. Τέτοια σημεία είναι πριν και μετά τα σημεία αλλαγής κλίσης στην καμπύλη, το οριακό σημείο όπου η καμπύλη παρουσιάζει μέγιστο και το σημείο στο οποίο ολοκληρώνεται η ανάλυση. Οι σημαντικότερες πληροφορίες που παρέχει ένας δρόμος ισορροπίας στο μελετητή είναι: (α) η κλίση του αρχικά γραμμικού κλάδου της καμπύλης που αντιπροσωπεύει την αρχική δυσκαμψία της κατασκευής πριν την εκδήλωση οποιασδήποτε μη γραμμικότητας, (β) η μέγιστη τιμή των εξωτερικά επιβαλλόμενων δράσεων που υποδεικνύει την οριακή αντοχή της κατασκευής για τη συγκεκριμένη μορφή φόρτισης, (γ) οι μετατοπίσεις του φορέα την στιγμή του μέγιστου επιβαλλόμενου φορτίου που καταδεικνύουν αν πιθανόν δεν πληρούνται τα κριτήρια λειτουργικότητας πριν το οριακό φορτίο κατάρρευσης και (δ) οι μετατοπίσεις στο σημείο της κατάρρευσης που καταδεικνύουν την πλαστιμότητα που μπορεί μεταλυγισμικά να αναπτύξει ο φορέας.


    Στο Σχήμα 8.8 παρουσιάζεται ο δρόμος ισορροπίας της θλιβόμενης πλάκας με νευρώσεις του Σχήματος 8.6 από ανάλυση τύπου GMNIA. Για λόγους σύγκρισης, στο ίδιο Σχήμα παρουσιάζεται ο αντίστοιχος δρόμος ισορροπίας της ίδιας πλάκας χωρίς νευρώσεις. Τα οριακά σημεία των δύο δρόμων ισορροπίας επισημαίνονται με κόκκινες κουκίδες. Ο ευεργετικός ρόλος των νευρώσεων σε όρους οριακής αντοχής και πλαστιμότητας είναι εμφανής, ενώ η αρχική δυσκαμψία, δηλαδή η κλίση του δρόμου ισορροπίας για μικρές τιμές του φορτίου, δεν επηρεάζεται.


    Στο Σχήμα απεικονίζονται επίσης τα κρίσιμα φορτία λυγισμού των δύο περιπτώσεων από ανάλυση τύπου LBA. Συγκρίνοντας τις τιμές των κρίσιμων φορτίων με τις αντίστοιχες οριακές τιμές από τα μέγιστα των δρόμων ισορροπίας των μη γραμμικών αναλύσεων GMNIA, αναδεικνύεται η μεγάλη μεταλυγισμική αντοχή των πλακών, η οποία είναι αρκετά εντονότερη στην πλάκα χωρίς νευρώσεις. Αυτή η συμπεριφορά μετά το λυγισμό αποτελεί χαρακτηριστικό γνώρισμα των θλιβόμενων πλακών, οφειλόμενο στην ικανότητα των πλακών να ανακατανέμουν την ένταση από τις λυγισμένες περιοχές σε εκείνες που διατηρούν σημαντική δυσκαμψία, π.χ. λόγω γειτνίασης με τις στηρίξεις. Στα Σχήματα 8.9 και 8.10 παρουσιάζονται τυπικά στιγμιότυπα της παραμόρφωσης του φορέα και των αναπτυσσόμενων τάσεων von Mises αντίστοιχα, στο τέλος της μη γραμμικής ανάλυσης για την πλάκα με νευρώσεις.
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    Σχήμα 8.8: Δρόμοι ισορροπίας θλιβόμενης πλάκας με και χωρίς νευρώσεις από αναλύσεις τύπου GMNIA και σύγκριση με κρίσιμα φορτία από αναλύσεις τύπου LBA
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    Σχήμα 8.9: Παραμορφωμένη εικόνα θλιβόμενης πλάκας με νευρώσεις στο τέλος της ανάλυσης
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    Σχήμα 8.10: Τάσεις von Mises θλιβόμενης πλάκας με νευρώσεις στο τέλος της ανάλυσης


    8.6 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό έγινε συνοπτική αναφορά στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων για την επίλυση μη γραμμικών προβλημάτων πολιτικού μηχανικού και παρουσιάστηκαν τα βασικά στοιχεία των σημαντικότερων αλγορίθμων επίλυσης που χρησιμοποιούνται από τα σύγχρονα λογισμικά πεπερασμένων στοιχείων. Στόχος του κεφαλαίου δεν ήταν βεβαίως να παρουσιαστεί σε βάθος η θεωρία μη γραμμικών πεπερασμένων στοιχείων, κάτι το οποίο θα μπορούσε να αποτελέσει αντικείμενο ενός ολόκληρου βιβλίου ή και περισσότερων. Θεωρήθηκε ότι ο αναγνώστης έχει ήδη διδαχθεί θεωρία μη γραμμικών πεπερασμένων στοιχείων και ότι για περισσότερες λεπτομέρειες μπορεί να συμβουλευθεί εξειδικευμένα βιβλία από την ελληνική και διεθνή βιβλιογραφία, κάποια από τα οποία αναφέρονται στις βιβλιογραφικές πηγές που παρατίθενται στο τέλος του κεφαλαίου. Στόχος του κεφαλαίου ήταν να αποτελέσει ένα πρακτικό οδηγό για κάποιον που έχει ήδη διδαχθεί το θεωρητικό υπόβαθρο της μεθόδου μη γραμμικών πεπερασμένων στοιχείων, προκειμένου να μπορεί να την εφαρμόσει μέσω διαθέσιμου εξειδικευμένου λογισμικού για το σχεδιασμό μη συμβατικών μεταλλικών κατασκευών.


    Για το σκοπό αυτό περιγράφηκε μια προτεινόμενη μεθοδολογία, της οποίας τα βασικά βήματα είναι: (i) δημιουργία αριθμητικού προσομοιώματος με δίκτυο πεπερασμένων στοιχείων, (ii) εκτέλεση γραμμικής ανάλυσης λυγισμού και (iii) εκτέλεση μη γραμμικής ανάλυσης. Οι ιδιομορφές από το βήμα (ii) παρέχουν σχήματα αρχικών ατελειών για το βήμα (iii), στο οποίο λαμβάνονται υπόψη μη γραμμικότητα τόσο γεωμετρίας όσο και υλικού. Τα αποτελέσματα των μη γραμμικών αναλύσεων παρουσιάζονται και αξιολογούνται μέσω δρόμων ισορροπίας, συνοδευόμενων από εικόνες παραμορφώσεων και εντάσεων σε χαρακτηριστικά σημεία.


    Μέσω αυτής της διαδικασίας ο μελετητής αποκτά πληροφορίες που περιλαμβάνουν την αρχική δυσκαμψία και την οριακή αντοχή της κατασκευής, την πλαστιμότητα που μπορεί να αναπτυχθεί, αλλά και τους κρίσιμους μηχανισμούς αστοχίας καθώς και τα ασθενή δομικά στοιχεία. Έτσι είναι δυνατή η ορθολογιστική επέμβαση σε κατάλληλες θέσεις και με στοχευμένο τρόπο, ώστε να ενισχυθεί ο φορέας με στόχο την αύξηση της αντοχής του ή να εξοικονομηθεί υλικό χωρίς δυσμενείς επιπτώσεις στη φέρουσα ικανότητα.


    Η εφαρμογή αυτής της μεθοδολογίας προτείνεται για το σχεδιασμό μη συμβατικών μεταλλικών κατασκευών, οι οποίες δεν καλύπτονται από τις κανονιστικές διατάξεις. Παραδείγματα είναι δομικά στοιχεία με διατομές που μεταβάλλονται κατά μήκος του μέλους, ή φορείς με ακανόνιστη γεωμετρία, καθώς και πολύ εύκαμπτοι φορείς, όπως είναι οι καλωδιωτοί, στους οποίους για τα φορτία σχεδιασμού εκδηλώνονται μεγάλες μετατοπίσεις. Σε συμβατικούς φορείς και μέλη με κανονική γεωμετρία οι επιρροές μη γραμμικότητας γεωμετρίας και υλικού καθώς και αρχικών ατελειών μπορούν να ληφθούν υπόψη μέσω κατάλληλων τύπων υπολογισμού της αντοχής που προτείνονται από τις κανονιστικές διατάξεις. Επομένως, για τέτοιους φορείς, η πραγματοποίηση γραμμικών αναλύσεων για τον υπολογισμό των δράσεων και η μετέπειτα σύγκριση αυτών των δράσεων με τις κανονιστικά υπολογιζόμενες αντοχές, κρίνεται ως επαρκής για το σχεδιασμό.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9


    


    ΑΝΕΛΑΣΤΙΚΗ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ ΔΙΑΤΟΜΩΝ ΥΠΟ ΑΞΟΝΙΚΗ ΔΥΝΑΜΗ ΚΑΙ ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ ΡΟΠΕΣ


    9.1 Εισαγωγή


    Η ελαστοπλαστική συμπεριφορά συμπαγούς ορθογωνικής διατομής που ανήκει σε καμπτόμενη δοκό από ελαστικό – απολύτως πλαστικό υλικό παρουσιάστηκε στην Ενότητα 2.7. Εκεί εξηγήθηκε επίσης η έννοια της πλαστικής άρθρωσης και διερευνήθηκε η επιρροή της ταυτόχρονης δράσης αξονικής ή τέμνουσας δύναμης στην πλαστική καμπτική αντοχή της διατομής. Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ επίκαιρη, δεδομένου ότι πλέον οι σύγχρονοι κανονισμοί μεταλλικών κατασκευών υιοθετούν τη μέθοδο συνολικής αντοχής, κατά την οποία επιτρέπεται η φόρτιση των κατασκευών μέχρι επίπεδα δημιουργίας πλαστικών αρθρώσεων, δηλαδή εξάντλησης της πλαστικής αντοχής κάποιων διατομών σε επιλεγμένες θέσεις, υπό την προϋπόθεση ότι αποφεύγεται η ανάπτυξη μηχανισμού κατάρρευσης του φορέα και ότι οι διατομές στις θέσεις αυτές είναι τέτοιες, ώστε να μην εκδηλώνονται φαινόμενα τοπικού λυγισμού. Η επιλογή ορθογωνικής διατομής στην Ενότητα 2.7 έγινε για λόγους υπολογιστικής ευκολίας, προκειμένου να εισαχθούν οι έννοιες της ελαστοπλαστικής συμπεριφοράς με απλές αναλυτικές σχέσεις. Είναι όμως γεγονός ότι η σχετική ανάλυση έχει περιορισμένη πρακτική εφαρμογή, διότι οι συμπαγείς ορθογωνικές διατομές σπανίως χρησιμοποιούνται σε μεταλλικά δομικά έργα.


    Στο παρόν κεφάλαιο μελετάται η ελαστοπλαστική συμπεριφορά διατομών που χρησιμοποιούνται συχνά σε μεταλλικές κατασκευές για τρία είδη καταπονήσεων, δηλαδή καθαρή κάμψη περί τον ισχυρό άξονα αδρανείας, συνδυασμό καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης, καθώς και διαξονική κάμψη περί τους κύριους άξονες αδρανείας. Η συμπεριφορά του υλικού θεωρείται και πάλι ελαστική – απολύτως πλαστική, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 9.1, αμελώντας υπέρ της ασφαλείας την κράτυνση του χάλυβα, και γίνεται η εύλογη για δομικό χάλυβα παραδοχή ότι είναι ίδια σε θλίψη και σε εφελκυσμό.
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    Σχήμα 9.1 Γραμμικά ελαστική – απολύτως πλαστική συμπεριφορά υλικού


    Η συμπεριφορά των διατομών περιγράφεται με αναλυτικές σχέσεις και τα αποτελέσματα συγκρίνονται με τις σχέσεις υπολογισμού της πλαστικής αντοχής διατομών που προτείνονται στον Ευρωκώδικα 3. Η διερεύνηση γίνεται σε επίπεδο διατομής και όχι μέλους, δηλαδή αμελούνται φαινόμενα καμπτικού και στρεπτοκαμπτικού λυγισμού. Επιπλέον, οι διατομές θεωρούνται κατηγορίας 1 κατά τον Ευρωκώδικα 3, δηλαδή τα σκέλη τους έχουν επαρκές πάχος, ώστε να αποφεύγεται πλήρως ο τοπικός λυγισμός και να είναι έτσι εφικτή η εξάντληση της πλαστικής τους αντοχής. Επομένως, λαμβάνεται υπόψη μόνον η μη γραμμικότητα υλικού και όχι η μη γραμμικότητα γεωμετρίας.


    9.2 Ανελαστική συμπεριφορά διατομής υπό απλή κάμψη


    9.2.1 Διατομή διπλού ταυ υπό κάμψη περί τον ισχυρό της άξονα


    Αρχικά εξετάζεται η απόκριση της διατομής μορφής συμμετρικού διπλού ταυ του Σχήματος 9.2, με ύψος h, πλάτος πελμάτων b, πάχος κορμού tw και πάχος πελμάτων tf υπό τη δράση καμπτικής ροπής My περί τον ισχυρό άξονα y. Κατά τους υπολογισμούς δε λαμβάνονται υπόψη οι ακτίνες συναρμογής μεταξύ κορμού και πελμάτων που συνήθως υπάρχουν σε πρότυπες διατομές διπλού ταυ θερμής έλασης. Το συνολικό εμβαδόν της διατομής συμβολίζεται με Α, το εμβαδόν των πελμάτων με Af=2btf και το εμβαδόν του κορμού με Aw=(h-2tf)tw. Επισημαίνεται ότι στους υπολογισμούς που ακολουθούν, ο δείκτης y στην τάση διαρροής fy η οποία ορίζεται στο Σχήμα 9.1 συμβολίζει τη διαρροή (yield), ενώ σε όλα τα υπόλοιπα μεγέθη που αφορούν τη διατομή και τα εντατικά μεγέθη συμβολίζει την κάμψη περί τον ισχυρό άξονα y της διατομής.
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    Σχήμα 9.2 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή διπλού ταυ στην ελαστική περιοχή


    Σύμφωνα με την παραδοχή επιπεδότητας των διατομών της θεωρίας δοκών υπό κάμψη, η ανηγμένη παραμόρφωση ε μεταβάλλεται γραμμικά καθ’ ύψος της διατομής:
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    όπου ρy είναι η ακτίνα καμπυλότητας της καμπτόμενης περί τον άξονα y δοκού στη θέση της εξεταζόμενης διατομής και κy η αντίστοιχη καμπυλότητα, ενώ z είναι η απόσταση της εξεταζόμενης ίνας από τη θέση μηδενισμού των αναπτυσσόμενων ανηγμένων παραμορφώσεων, που είναι γνωστή ως ουδέτερος άξονας, ο οποίος σε διπλά συμμετρικές διατομές διέρχεται από το κέντρο βάρους της διατομής και συμπίπτει με τον κύριο άξονα αδράνειας. Η μεταβολή των ανηγμένων παραμορφώσεων καθ’ ύψος της διατομής απεικονίζεται με κίτρινο χρώμα στο Σχήμα 9.2. Στη μισή διατομή η παραμόρφωση είναι βράχυνση και στην άλλη μισή μήκυνση. Η μέγιστη τιμή εmax της ανηγμένης παραμόρφωσης αναπτύσσεται στις ακραίες ίνες της διατομής, και είναι ίση προς:
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    Εφόσον η αναπτυσσόμενη στη διατομή ροπή είναι επαρκώς μικρή, ώστε η μέγιστη παραμόρφωση εmax να είναι μικρότερη από την ανηγμένη παραμόρφωση διαρροής εel, το υλικό θα παραμένει σε όλη τη διατομή στην ελαστική περιοχή, και θα ισχύει μεταξύ τάσεων και ανηγμένων παραμορφώσεων ο νόμος του Hooke:
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    Το διάγραμμα των ορθών τάσεων σ καθ’ ύψος της διατομής θα είναι επομένως και αυτό γραμμικό, με σημείο μηδενισμού στη θέση του ουδέτερου άξονα, και με μέγιστη τιμή σmax που είναι μικρότερη από το όριο διαρροής fy και δίνεται από τη σχέση:
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    Η συνισταμένη των ορθών τάσεων σ που αναπτύσσονται στη διατομή κατά τη διαμήκη διεύθυνση x λόγω της ροπής My πρέπει να είναι μηδέν, αφού στη διατομή δεν δρα εξωτερική αξονική δύναμη:
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    Το μέγεθος Sy που ορίζεται στην παραπάνω σχέση (9.5) είναι η στατική ροπή της διατομής περί τον άξονα y. Η απαίτηση μηδενισμού της στατικής ροπής συνιστά και τρόπο υπολογισμού του ουδέτερου άξονα.


    Από την εξίσωση ισορροπίας ροπών περί τον άξονα y προκύπτει:
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    Το μέγεθος Iy που ορίζεται στην παραπάνω σχέση (9.6) είναι η ροπή αδράνειας της διατομής περί τον άξονα y, και εκφράζει την αντίσταση που προβάλει η διατομή στην επιβαλλόμενη ροπή. Συγκεκριμένα, η σχέση (9.6) περιγράφει την εξάρτηση της αναπτυσσόμενης παραμόρφωσης της διατομής, εκφραζόμενης μέσω της καμπυλότητας κy, λόγω της ασκούμενης ροπής My. Συνδυάζοντας τη σχέση αυτή με τις εξισώσεις (9.1), (9.2), (9.3) και (9.4), προκύπτουν οι επόμενες σχέσεις που εκφράζουν τις αναπτυσσόμενες ανηγμένες παραμορφώσεις ε και τάσεις σ των ινών της διατομής λόγω της ασκούμενης ροπής My:
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    Το μέγεθος Wel,y που ορίζεται στη σχέση (9.8) ονομάζεται ελαστική ροπή αντίστασης της διατομής περί τον άξονα y. Για την ειδική περίπτωση της διατομής διπλού ταυ του Σχήματος 9.2, τα μεγέθη Iy και Wel,y δίνονται από τις σχέσεις:
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    Καθώς τα εξωτερικά φορτία σταδιακά αυξάνονται, η ροπή My που αναπτύσσεται στην εξεταζόμενη διατομή αυξάνεται και αυτή αναλογικά, το ίδιο δε συμβαίνει με τα μεγέθη της καμπυλότητας κy, σύμφωνα με τη σχέση (9.6), και των ανηγμένων παραμορφώσεων ε και τάσεων σ, σύμφωνα με τις σχέσεις (9.7) και (9.8), αντίστοιχα. Για κάποια τιμή της ροπής My, η μέγιστη ανηγμένη παραμόρφωση εmax και η αντίστοιχη μέγιστη τάση σmax των ακραίων ινών της διατομής, θα φθάσουν αντίστοιχα τις τιμές της ανηγμένης παραμόρφωσης διαρροής εel και της τάσης διαρροής fy. Η κατάσταση αυτή απεικονίζεται στο Σχήμα 9.3 και η ροπή που προκαλεί αυτή την ένταση ονομάζεται ροπή πρώτης διαρροής ή και ελαστική ροπή αντοχής της διατομής, συμβολίζεται δε με Mel,y και υπολογίζεται ως το γινόμενο της ελαστικής ροπής αντίστασης επί το όριο διαρροής:
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    Σχήμα 9.3 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή διπλού ταυ για ροπή που προκαλεί έναρξη διαρροής στις ακραίες ίνες


    Η καμπυλότητα που αντιστοιχεί σε αυτή την ένταση συμβολίζεται με κel,y και υπολογίζεται αν αντικαταστήσουμε την έκφραση της ροπής από την εξίσωση (9.10) στη γενική σχέση ροπής-καμπυλότητας (9.6):
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    Εάν τα εξωτερικά φορτία αυξηθούν περισσότερο, η ροπή Μy που αναπτύσσεται στην εξεταζόμενη διατομή αυξάνεται και αυτή. Τότε, η κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων παραμένει γραμμική καθ’ ύψος της διατομής, με τιμές που στις ακραίες ζώνες υπερβαίνουν την τιμή εel. Σύμφωνα με το Σχήμα 9.1 και την ελαστική-απολύτως πλαστική σχέση τάσεων – ανηγμένων παραμορφώσεων, όπου η ανηγμένη παραμόρφωση είναι μεγαλύτερη από εel, η τάση είναι ίση με την τάση διαρροής fy. Αυτό οδηγεί στο διάγραμμα τάσεων καθ’ ύψος της διατομής που απεικονίζεται στο Σχήμα 9.4, με ένα μεσαίο τμήμα της διατομής, ύψους a, να παραμένει στην ελαστική περιοχή, και τις δύο ακραίες ζώνες να έχουν διαρρεύσει.
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    Σχήμα 9.4 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη διατομή διπλού ταυ στην ελαστοπλαστική περιοχή


    Καθώς η ροπή Μy συνεχίζει να αυξάνεται, το εύρος των ζωνών διαρροής μεγαλώνει και το ύψος a της ελαστικής ζώνης μειώνεται, τείνοντας να μηδενιστεί. Στη θεωρητική περίπτωση που το a μηδενίζεται, ολόκληρη η διατομή έχει διαρρεύσει, η μισή σε θλίψη και η άλλη μισή σε εφελκυσμό, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 9.5. Στην πραγματικότητα βέβαια, ο μηδενισμός του a δεν είναι εφικτός, διότι θα αντιστοιχούσε με απειρισμό των ανηγμένων παραμορφώσεων των ακραίων ινών της διατομής. Η πραγματική οριακή κατάσταση τάσεων είναι εκείνη που συνδέεται με παραμόρφωση των ακραίων ινών ίση προς την τιμή εpl που ορίζεται στο Σχήμα 9.1. Λόγω όμως της μεγάλης ολκιμότητας του χάλυβα και της μεγάλης τιμής του λόγου εpl/εel≈15, οι δύο κατανομές είναι πολύ κοντά μεταξύ τους και οι προκύπτουσες ροπές είναι πρακτικά ίσες.
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    Σχήμα 9.5 Κατανομή τάσεων σε καμπτόμενη διατομή διπλού ταυ για ροπή που προκαλεί πλήρη διαρροή


    Η ροπή που προκαλεί την κατανομή τάσεων του Σχήματος 9.5 λέγεται ροπή πλήρους διαρροής ή πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής, ή και πλαστική ροπή αντοχής της διατομής και συμβολίζεται με Mpl,y, είναι δε η μέγιστη ροπή την οποία μπορεί να παραλάβει η διατομή, εάν αμεληθεί η κράτυνση και υπό την προϋπόθεση ότι δεν εκδηλώνεται τοπικός λυγισμός. Η τιμή της υπολογίζεται ως η ροπή του ζεύγους της συνισταμένης θλιπτικής δύναμης και της συνισταμένης εφελκυστικής δύναμης των τάσεων του Σχήματος 9.5:
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    Το μέγεθος Wpl,y που ορίζεται στην παραπάνω σχέση (9.12) ονομάζεται πλαστική ροπή αντίστασης της διατομής περί τον άξονα y, και για την ειδική περίπτωση της διατομής σχήματος διπλού ταυ δίνεται από τη σχέση:
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    Ο λόγος της πλαστικής ροπής αντίστασης Wpl,y προς την αντίστοιχη ελαστική Wel,y εκφράζει την ικανότητα της διατομής να παραλάβει επιπλέον ροπή κάμψης μετά την αρχική διαρροή των ακραίων ινών και ως την πλήρη διαρροή και αναφέρεται συχνά και ως συντελεστής σχήματος της διατομής. Ο λόγος αυτός εξαρτάται από το σχήμα και τις διαστάσεις της διατομής. Σε συμπαγείς ορθογωνικές διατομές ο συντελεστής σχήματος είναι ίσος προς 1.5. ενώ για συνηθισμένες πρότυπες διατομές σχήματος διπλού ταυ κυμαίνεται μεταξύ 1.11 και 1.18.


    Επιστρέφοντας στην ενδιάμεση περίπτωση έντασης, μεταξύ εκείνης που προκαλεί αρχική και εκείνης που προκαλεί πλήρη διαρροή της διατομής, όπως περιγράφεται στο Σχήμα 9.4, για τον υπολογισμό της σχέσης μεταξύ ροπής My και καμπυλότητας κy διακρίνονται δύο περιπτώσεις. Η πρώτη περίπτωση αντιστοιχεί σε τιμές του a για τις οποίες ισχύει a>h-2tf, δηλαδή ο ελαστικός πυρήνας καταλαμβάνει ολόκληρο τον κορμό της διατομής και εισχωρεί και στα πέλματα. Η δεύτερη περίπτωση αντιστοιχεί σε a<h-2tf, δηλαδή ο ελαστικός πυρήνας βρίσκεται αποκλειστικά εντός του κορμού της διατομής.


    Η κατανομή τάσεων για την πρώτη περίπτωση φαίνεται στο Σχήμα 9.6 που ακολουθεί. Η ροπή My υπολογίζεται από το ζεύγος της συνισταμένης θλιπτικής και της συνισταμένης εφελκυστικής δύναμης, όπου πλέον κάθε συνισταμένη αποτελείται από δύο όρους, έναν από το ελαστικό και έναν από το πλαστικό τμήμα της διατομής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.6. Με hw συμβολίζεται το ύψος του κορμού και είναι hw=h-2tf.
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    Σχήμα 9.6 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων σε καμπτόμενη διατομή διπλού ταυ για ροπή που προκαλεί μερική διαρροή μόνον στα πέλματα


    Για τον υπολογισμό της ροπής θεωρούνται τα τρία ζεύγη δυνάμεων F1, F2 και F3 που σημειώνονται στο Σχήμα 9.6 και αποτελούν τις συνιστώσες του τριγωνικού διαγράμματος τάσεων στον κορμό της διατομής, του τραπεζοειδούς διαγράμματος στο εσωτερικό τμήμα των πελμάτων και του ορθογωνικού διαγράμματος στο εξωτερικό τμήμα των πελμάτων, αντίστοιχα. Οι δυνάμεις και οι αντίστοιχες ροπές είναι:
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    Η συνολική ροπή υπολογίζεται ως το άθροισμα των επιμέρους όρων Μ1, Μ2 και Μ3:
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    Η καμπυλότητα καθορίζεται από την κεντρική ελαστική περιοχή της διατομής, αφού πλέον τα ακραία, πλαστικοποιημένα τμήματα δεν αντιστέκονται. Επομένως, η έκφραση της καμπυλότητας προκύπτει, αν στη σχέση (9.11) αντικαταστήσουμε το ύψος h της διατομής με το ύψος a της ελαστικής περιοχής:
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    Διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (9.21) και (9.11) λαμβάνεται:
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    Διαιρώντας τη ροπή My από τη σχέση (9.20) με τη ροπή πλήρους πλαστικοποίησης Mpl,y από τη σχέση (9.12) και την εξίσωση (9.22) για την καμπυλότητα, προκύπτει η αδιαστατοποιημένη σχέση ροπής–καμπυλότητας:
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    Για τη δεύτερη περίπτωση που ο ελαστικός πυρήνας βρίσκεται αποκλειστικά εντός του κορμού της διατομής, δηλαδή για τιμές του a για τις οποίες ισχύει a<h-2tf, η κατανομή των τάσεων φαίνεται στο Σχήμα 9.7. Θεωρώντας και πάλι τις επιμέρους συνεισφορές των τριγωνικών και ορθογωνικών τμημάτων του διαγράμματος τάσεων του Σχήματος 9.7, η ροπή My είναι:
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    Σχήμα 9.7 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων σε καμπτόμενη διατομή διπλού ταυ για ροπή που προκαλεί πλήρη διαρροή των πελμάτων και μερική διαρροή του κορμού


    Αντικαθιστώντας την αδιαστατοποιημένη έκφραση (9.22) της καμπυλότητας προκύπτει η σχέση ροπής–καμπυλότητας:
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    Η γραφική απεικόνιση της αδιαστατοποιημένης σχέσης ροπής – καμπυλότητας απεικονίζεται στο ακόλουθο Σχήμα 9.8 και περιλαμβάνει τρία διακριτά τμήματα. Στο πρώτο η απόκριση είναι γραμμικώς ελαστική σύμφωνα με τη σχέση (9.6), κατάλληλα αδιαστατοποιημένη βάσει των εξισώσεων (9.11) και (9.12):
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    Στο δεύτερο σκέλος η απόκριση είναι ελαστοπλαστική λόγω μερικής διαρροής των πελμάτων και περιγράφεται από την εξίσωση (9.23). Τέλος, στο τρίτο σκέλος η απόκριση είναι επίσης ελαστοπλαστική λόγω πλήρους διαρροής των πελμάτων και μερικής διαρροής του κορμού και περιγράφεται από την εξίσωση (9.25). Η γραφική παράσταση του Σχήματος 9.8 έχει γίνει για μια συγκολλητή διατομή με τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της πρότυπης διατομής IPE200, αλλά χωρίς τις καμπύλες συναρμογής μεταξύ κορμού και πελμάτων. Tα αριθμητικά δεδομένα που έχουν χρησιμοποιηθεί είναι h=200mm, b=100mm, tf=8.5mm, tw=5.6mm, hw=h-2tf=183mm.
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    Σχήμα 9.8 Διάγραμμα ροπής-καμπυλότητας διατομής ΙΡΕ200 υπό κάμψη περί τον ισχυρό άξονα y


    Παρατηρείται ότι ο λόγος της ελαστικής προς την πλαστική ροπή αντοχής της διατομής είναι περί το 0.85, δηλαδή εμφανώς μεγαλύτερος από τον αντίστοιχο λόγο σε ορθογωνικές διατομές, ο οποίος προέκυψε στην Ενότητα 2.7.1 ίσος προς 0.667. Ο συντελεστής σχήματος της διατομής, δηλαδή το αντίστροφο του παραπάνω λόγου είναι 1.176 έναντι 1.5 σε ορθογωνικές διατομές. Παρατηρείται επίσης ότι η διατομή έχει πρακτικά αναπτύξει ροπή ίση με την πλαστική της αντοχή για καμπυλότητα κy περίπου πενταπλάσια της κel,y, σε σύγκριση με περίπου δεκαπλάσια σε ορθογωνικές διατομές. Μετά τη διαρροή των πελμάτων η μείωση της δυσκαμψίας είναι ραγδαία, επιβεβαιώνοντας τον καθοριστικό ρόλο των πελμάτων στην καμπτική απόκριση διατομών διπλού ταυ.


    9.2.2 Κοίλη ορθογωνική διατομή υπό κάμψη περί κύριο άξονα


    Στη συνέχεια εξετάζεται η κοίλη ορθογωνική διατομή του Σχήματος 9.9 με πλάτος b, ύψος h, πάχος κορμών tw/2 και πάχος πελμάτων tf υπό καμπτική ροπή My περί τον ισχυρό άξονα y. Στην περίπτωση αυτή ισχύουν τα ίδια όπως σε διατομές διπλού ταυ και η σχέση ροπής-καμπυλότητας περιγράφεται και πάλι από τις εξισώσεις (9.26), (9.23) και (9.25).
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    Σχήμα 9.9 Γεωμετρικά χαρακτηριστικά διατομής κοίλου ορθογωνικού σχήματος


    9.2.3 Κοίλη κυκλική διατομή υπό κάμψη


    Εξετάζεται στη συνέχεια η κοίλη κυκλική διατομή του Σχήματος 9.10 με εξωτερική διάμετρο D και πάχος t. Η εξωτερική ακτίνα είναι Rεξ=D/2 και η εσωτερική Rεσ=D/2-t. Η διατομή υποβάλλεται σε καμπτική ροπή My περί τον κεντροβαρικό άξονα y.
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    Σχήμα 9.10 Κατανομή ανηγμένων παραμορφώσεων και τάσεων σε καμπτόμενη κοίλη κυκλική διατομή στην ελαστική περιοχή


    Η συμπεριφορά της διατομής στην ελαστική περιοχή περιγράφεται από τις σχέσεις (9.1) ως (9.8). Η ροπή αδρανείας συμπαγούς κυκλικής διατομής με ακτίνα R υπολογίζεται ως:
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    Η ροπή αδράνειας της κοίλης διατομής που προκύπτει από την αντίστοιχη της συμπαγούς κυκλικής διατομής αφαιρώντας την περιοχή του κενού είναι
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    και η αντίστοιχη ροπή αντίστασης:
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    Για λεπτότοιχες κυκλικές διατομές, στις οποίες το πάχος t είναι πολύ μικρότερο της διαμέτρου D μπορούν να χρησιμοποιούνται και οι επόμενες προσεγγιστικές σχέσεις, οι οποίες προκύπτουν αν αμεληθούν οι τετραγωνικής και ανώτερης τάξης όροι του t:
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    Η ελαστική ροπή αντοχής της διατομής Mel για την οποία η μέγιστη ανηγμένη παραμόρφωση εmax και η αντίστοιχη μέγιστη τάση σmax των πλέον απομακρυσμένων από τον ουδέτερο άξονα ινών της διατομής, θα φθάσουν αντίστοιχα τις τιμές της ανηγμένης παραμόρφωσης διαρροής εel και της τάσης διαρροής fy είναι ίση προς:
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    Στο Σχήμα 9.11 απεικονίζεται η κατανομή τάσεων της πλήρως πλαστικοποιημένης κοίλης κυκλικής διατομής υπό καθαρή κάμψη. Η πλαστική ροπή αντοχής Mpl της διατομής, η οποία προκαλεί αυτή την κατανομή τάσεων, υπολογίζεται ως το ζεύγος της εφελκυστικής και της θλιπτικής συνισταμένης δύναμης των αντίστοιχων τμημάτων της διατομής. Για συμπαγή διατομή ακτίνας R ο υπολογισμός γίνεται με κατάλληλη ολοκλήρωση στη μισή διατομή και διπλασιασμό λόγω συμμετρίας:
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    Για την αντίστοιχη κοίλη κυκλική διατομή έχουμε:
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    Οπότε τελικά:
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    Σχήμα 9.11 Κατανομή τάσεων σε καμπτόμενη διατομή για ροπή που προκαλεί πλήρη διαρροή


    Η προσεγγιστική έκφραση της πλαστικής ροπής αντίστασης, αν αμεληθούν οι τετραγωνικής και ανώτερης τάξης όροι του t, είναι:
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    Επομένως, ο συντελεστής σχήματος λεπτότοιχων κοίλων κυκλικών διατομών προκύπτει, χρησιμοποιώντας τις προσεγγιστικές σχέσεις (9.30) και (9.35), της ελαστικής και πλαστικής ροπής αντίστασης αντίστοιχα, ίσος προς:
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    Δηλαδή, ο συντελεστής σχήματος λεπτότοιχων κοίλων κυκλικών διατομών είναι μικρότερος από εκείνον της συμπαγούς ορθογωνικής διατομής αλλά μεγαλύτερος από αυτόν των διατομών διπλού ταυ και των κοίλων ορθογωνικών.


    9.3 Πλαστική αντοχή διατομής υπό κάμψη και αξονική δύναμη


    Ο συνδυασμός καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης απαντάται συχνά στα δομικά μέλη μεταλλικών πλαισίων. Επειδή κατά το συνδυασμό των εντατικών αυτών μεγεθών ένα μέρος της διατομής παραλαμβάνει την αξονική δύναμη, η αντοχή της διατομής σε κάμψη μειώνεται. Στις επόμενες ενότητες υπολογίζεται αυτή η απομειωμένη καμπτική αντοχή για συνήθη σχήματα διατομών.


    9.3.1 Πλαστική αντοχή διατομής διπλού ταυ υπό κάμψη περί τον ισχυρό άξονα και αξονική δύναμη


    Αρχικά εξετάζεται η συμπεριφορά διατομής διπλού ταυ διπλής συμμετρίας για συνδυασμό καμπτικής ροπής My περί τον ισχυρό άξονα και αξονικής δύναμης Ν. Τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της διατομής είναι τα ίδια όπως στο παράδειγμα της Ενότητας 9.2.1 (Σχήμα 9.12).
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    Σχήμα 9.12 Κατανομή τάσεων κατά την πλήρη πλαστικοποίηση διατομής διπλού ταυ υπό κάμψη περί τον ισχυρό άξονα και αξονική δύναμη (περίπτωση 1)


    Θεωρείται η διατομή υπό αξονική δύναμη Ν και ταυτόχρονη καμπτική ροπή που προκαλεί πλήρη πλαστικοποίηση. Η ροπή αυτή ονομάζεται απομειωμένη πλαστική αντοχή της διατομής λόγω ταυτόχρονης δράσης αξονικής δύναμης και συμβολίζεται με MN,y. Για να υπολογιστεί η MN,y γίνεται η παραδοχή ότι ένα κεντρικό τμήμα της διατομής ύψους 2e, συμμετρικό περί τον κεντροβαρικό της άξονα, παραλαμβάνει την αξονική δύναμη, ενώ τα δύο εκατέρωθεν τμήματα αναπτύσσουν τάσεις που εξισορροπούν τη ροπή. Η παραδοχή αυτή γίνεται ώστε ο μοχλοβραχίονας του ζεύγους των συνιστωσών εφελκυστικών και θλιπτικών τάσεων να μεγιστοποιείται και να οδηγεί σε μέγιστη τιμή της ροπής. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.12, ο ουδέτερος άξονας της διατομής μετατοπίζεται παράλληλα προς τον άξονα συμμετρίας y σε απόσταση e. Υποθέτοντας αρχικά ότι η αξονική δύναμη είναι επαρκώς μικρή, ώστε να παραλαμβάνεται εξ ολοκλήρου από τον κορμό της διατομής, από ισορροπία δυνάμεων και ροπών προκύπτει:
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    Αδιαστατοποιώντας τη δρώσα αξονική δύναμη Ν με την πλαστική αντοχή της διατομής έναντι αξονικής δύναμης Npl προκύπτει:
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    Ορίζοντας την αδιαστατοποιημένη δρώσα αξονική δύναμη ως
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    υπολογίζεται το μέγεθος e ως:
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    Η τροποποιημένη ροπή πλήρους πλαστικοποίησης MN,y υπολογίζεται στη συνέχεια αφαιρώντας από την πλαστική ροπή αντίστασης της διατομής διπλού ταυ την αντίστοιχη ορθογωνικής διατομής με πλάτος tw και ύψος 2e:
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    Σε περίπτωση που η αξονική δύναμη είναι αρκετά μεγάλη, ώστε ο ουδέτερος άξονας να τέμνει το πέλμα της διατομής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.13, η τροποποιημένη ροπή πλήρους πλαστικοποίησης MN,y υπολογίζεται με τη διαδικασία που ακολουθεί.
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    Σχήμα 9.13 Κατανομή τάσεων κατά την πλήρη πλαστικοποίηση διατομής διπλού ταυ υπό κάμψη περί τον ισχυρό άξονα και αξονική δύναμη (περίπτωση 2)


    Στην περίπτωση αυτή η εκκεντρότητα e υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση:
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    όπου Aw το εμβαδόν του κορμού της διατομής:
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    Η τροποποιημένη ροπή πλήρους πλαστικοποίησης MN,y υπολογίζεται στη συνέχεια αφαιρώντας από την πλαστική ροπή αντίστασης της διατομής διπλού ταυ τις αντίστοιχες των τμημάτων που παραλαμβάνουν την αξονική δύναμη:
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    Μετά από αντικατάσταση της (9.42) στην (9.44) και αλγεβρική επεξεργασία προκύπτει:
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    Η γραφική παράσταση των εξισώσεων (9.41) και (9.45) για διατομή διπλού ταυ με τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της ΙPE200, αλλά χωρίς τις ακτίνες συναρμογής μεταξύ κορμού και πελμάτων, απεικονίζεται στο Σχήμα 9.14, με κόκκινο και μπλε χρώμα, αντίστοιχα. Η καμπύλη αυτή ονομάζεται πλαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης μεταξύ αξονικής δύναμης και καμπτικής ροπής. Τα ζεύγη τιμών καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης που αποτελούν την καμπύλη αποτελούν εντατικά μεγέθη που πλαστικοποιούν πλήρως τη διατομή. Τα ζεύγη στο εσωτερικό της καμπύλης αντιπροσωπεύουν ασφαλή εντατική κατάσταση, ενώ εκείνα στο εξωτερικό της καμπύλης αντιστοιχούν σε μη αποδεκτές εντατικές καταστάσεις. Στην πραγματικότητα βέβαια η κράτυνση του χάλυβα, η οποία στην ανάλυση που προηγήθηκε έχει αμεληθεί, παρέχει ένα επιπλέον περιθώριο ασφάλειας. Παρατηρείται ότι η καμπύλη αλληλεπίδρασης τέμνει τόσο τον οριζόντιο όσο και τον κατακόρυφο άξονα σε μοναδιαίες τιμές, υποδηλώνοντας ότι εφόσον η διατομή καταπονείται σε καθαρή κάμψη χωρίς αξονική δύναμη, μπορεί να εξαντλήσει την πλαστική καμπτική της αντοχή, ενώ αν υποβάλλεται μόνον σε αξονική δύναμη χωρίς κάμψη, έχει τη δυνατότητα να εξαντλήσει την αξονική της αντοχή.
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    Σχήμα 9.14 Ελαστική και πλαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης ροπής My και αξονικής δύναμης Ν για διατομή IPE200


    Η ευθεία γραμμή που απεικονίζεται με πράσινο χρώμα στο Σχήμα 9.14 αποτελεί το όριο της ελαστικής περιοχής. Η γραμμή αυτή τέμνει τον άξονα της αξονικής δύναμης στη μονάδα, δεδομένου ότι για αμιγώς αξονική καταπόνηση η πρώτη και η πλήρως διαρροή συμβαίνουν ταυτόχρονα. Για αμιγώς καμπτική καταπόνηση η έναρξη της διαρροής συμβαίνει στις ακραίες ίνες της διατομής για ροπή ίση με την ελαστική ροπή αντοχής, επομένως η ευθεία τέμνει τον άξονα των ροπών περίπου σε τιμή 0.85. Για συνδυασμό αξονικής δύναμης και καμπτικής ροπής, η έναρξη της διαρροής συμβαίνει όταν:
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    Η εξίσωση (9.46) έχει ως γραφική παράσταση την πράσινη ευθεία γραμμή ελαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης. Τα ζεύγη τιμών κάτω από αυτή τη ευθεία προκαλούν ελαστική κατανομή τάσεων στη διατομή, ενώ τα ζεύγη μεταξύ ελαστικής και πλαστικής καμπύλης προκαλούν ελαστοπλαστική κατανομή τάσεων.


    Οι πλαστικές σχέσεις αλληλεπίδρασης (9.41) και (9.45) συγκρίνονται στη συνέχεια με τις αντίστοιχες διατάξεις του Ευρωκώδικα 3. Σύμφωνα με αυτές, για διατομές διπλού ταυ κατηγορίας 1 ή 2 δεν απαιτείται να γίνεται απομείωση της πλαστικής ροπής αντοχής περί τον άξονα y λόγω της επίδρασης αξονικής δύναμης, όταν η δρώσα αξονική δύναμη είναι μικρότερη από το 25% της αξονικής αντοχής της διατομής και από το 50% της αξονικής αντοχής του κορμού, δηλαδή όταν ικανοποιούνται και τα δύο παρακάτω κριτήρια:
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    Σε περιπτώσεις που η δρώσα αξονική δύναμη είναι τόσο μεγάλη, ώστε να παραβιάζεται ένα ή και τα δύο από τα κριτήρια (9.47) και (9.48), η προτεινόμενη σχέση απομείωσης της καμπτικής αντοχής περί τον ισχυρό άξονα y είναι:
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    Όπου a ο λόγος του εμβαδού του κορμού Aw προς το συνολικό εμβαδόν A της διατομής:
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    Στο Σχήμα 9.15 συγκρίνεται για το παράδειγμα διατομής IPE200 η πλαστική σχέση αλληλεπίδρασης που προέκυψε αναλυτικά και περιγράφεται με τις εξισώσεις (9.41) και (9.45) με την κανονιστική σχέση των εξισώσεων (9.47) ως (9.50). Η θεωρητική καμπύλη έχει μη γραμμική μορφή, ενώ η σχέση αλληλεπίδρασης του Ευρωκώδικα 3 είναι διγραμμική. Παρατηρείται ότι η προσεγγιστική σχέση του Ευρωκώδικα προβλέπει πολύ καλά την ακριβέστερη αναλυτική λύση για τιμές της ανηγμένης αξονικής δύναμης n μεγαλύτερες του 0.25, ενώ για μικρότερες τιμές του n οι κανονιστικές διατάξεις είναι κατά της ασφαλείας. Υπενθυμίζεται βέβαια το επιπλέον περιθώριο ασφάλειας που παρέχεται από την κράτυνση του χάλυβα, η οποία έχει αγνοηθεί στην αναλυτική λύση. Οι διαφορές που παρατηρούνται στο Σχήμα 9.15 οφείλονται σε απλοποιήσεις που έχουν γίνει αναπτύσσοντας τις θεωρητικές σχέσεις σε σειρά Taylor ως προς n και αμελώντας τους όρους τετραγωνικής και ανώτερης τάξης, προκειμένου να προκύψουν οι αντίστοιχες σχέσεις του Ευρωκώδικα 3 σε μορφή εύχρηστη για τους μηχανικούς της πράξης.
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    Σχήμα 9.15 Σύγκριση καμπύλης αλληλεπίδρασης ροπής και αξονικής δύναμης κατά τον Ευρωκώδικα 3 με τις αντίστοιχες θεωρητικές για διατομή διπλού ταυ IPE200


    Ανάλογες σχέσεις αλληλεπίδρασης όπως για διατομές διπλού ταυ ισχύουν για κοίλες ορθογωνικές διατομές, όπως αυτή του Σχήματος 9.9, υπό συνδυασμό αξονικής δύναμης Ν και καμπτικής ροπής My περί τον ισχυρό άξονα y.


    9.3.2 Πλαστική αντοχή κοίλης κυκλικής διατομής υπό κάμψη και αξονική δύναμη


    Στη παράγραφο αυτή υπολογίζεται η σχέση αλληλεπίδρασης καμπτικής ροπής – αξονικής δύναμης για διατομή κοίλου κυκλικού σχήματος. Η κατανομή των τάσεων για την κατάσταση πλήρους πλαστικοποίησης φαίνεται στο Σχήμα 9.16 που ακολουθεί.
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    Σχήμα 9.16 Κατανομή τάσεων για πλήρη πλαστικοποίηση κοίλης κυκλικής διατομής υπό συνδυασμό καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης


    Για να υπολογιστεί η απομειωμένη αντοχή σε ροπή, MN, λόγω ταυτόχρονης δράσης αξονικής δύναμης γίνεται και πάλι η παραδοχή ότι ένα κεντρικό τμήμα της διατομής ύψους 2e, συμμετρικό περί τον κεντροβαρικό της άξονα, παραλαμβάνει την αξονική δύναμη, ενώ τα δύο εκατέρωθεν τμήματα αναπτύσσουν τάσεις που εξισορροπούν τη ροπή. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.16, ο ουδέτερος άξονας της διατομής μετατοπίζεται παράλληλα προς τον άξονα συμμετρίας y σε απόσταση e. Λόγω διπλής συμμετρίας της διατομής, οι υπολογισμοί γίνονται για ένα τεταρτοκύκλιο, αξιοποιώντας τις γραμμοσκιασμένες περιοχές που σημειώνονται στο Σχήμα 9.17. Για τις γωνίες φ1 και φ2 ισχύει:
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    Σημειώνεται ότι για τιμές του e μεγαλύτερες του Rεσ η τιμή της γωνίας φ2 δεν υπολογίζεται σύμφωνα με τη σχέση (9.51), αλλά ισούται με π/2.
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    Σχήμα 9.17 Περιοχές κοίλης κυκλικής διατομής για τον υπολογισμό της πλαστικής ροπής αντοχής, μειωμένης λόγω αξονικής δύναμης


    Η αξονική δύναμη Ν υπολογίζεται με ολοκλήρωση στις περιοχές 3 και 4:
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    Τότε ο λόγος n είναι:
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    Από τη σχέση (9.53) υπολογίζεται η τιμή του e:
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    Στη συνέχεια η ροπή MN υπολογίζεται με ολοκλήρωση στις περιοχές 1 και 2:
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    Με αλγεβρική επεξεργασία και αδιαστατοποίηση προκύπτει:
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    Η γραφική παράσταση της εξίσωσης (9.56) για κοίλη κυκλική διατομή με διάμετρο 219.1mm και πάχος 8mm απεικονίζεται στο Σχήμα 9.18 και αποτελεί την πλαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης. Στο ίδιο Σχήμα φαίνεται και η αντίστοιχη ελαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης, η οποία προέκυψε με ανάλογη διαδικασία όπως και για τις διατομές διπλού ταυ της προηγούμενης ενότητας.
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    Σχήμα 9.18 Καμπύλη αλληλεπίδρασης ροπής και αξονικής δύναμης για κοίλη κυκλική διατομή Φ219.1/8


    Η πλαστική σχέση αλληλεπίδρασης (9.56) συγκρίνεται στη συνέχεια με την αντίστοιχη, πολύ απλούστερη, σχέση που προτείνεται από τον Ευρωκώδικα 3 για τον υπολογισμό της απομειωμένης πλαστικής αντοχής σε ροπή κοίλης κυκλικής διατομής, λόγω ταυτόχρονης δράσης αξονικής δύναμης:
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    Η σχέση (9.57) έχει προκύψει με διαδικασία παρεμβολής από την ακριβή σχέση (9.56) και την προσεγγίζει εξαιρετικά ικανοποιητικά, όπως φαίνεται από τη σύγκριση των δύο καμπυλών, για κοίλη κυκλική διατομή με διάμετρο 219.1mm και πάχος 8mm, που απεικονίζονται στο Σχήμα 9.19.
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    Σχήμα 9.19 Σύγκριση καμπύλης αλληλεπίδρασης ροπής και αξονικής δύναμης κατά τον Ευρωκώδικα 3 με τις αντίστοιχες θεωρητικές για κοίλη κυκλική διατομή Φ219.1/8


    9.4 Πλαστική αντοχή διατομής υπό διαξονική κάμψη


    Διατομές που υπόκεινται σε διαξονική κάμψη παρουσιάζουν πλαστικό ουδέτερο άξονα που είναι κεκλιμένος ως προς το κύριο ορθογωνικό σύστημα αξόνων της διατομής. Η γωνία κλίσης του εξαρτάται από το λόγο των ροπών My και Mz που δρουν περί τους δύο κύριους άξονες και από τη γεωμετρία της διατομής. Για τον προσδιορισμό της σχέσης αλληλεπίδρασης είναι και πάλι απαραίτητο να γίνουν κάποιες παραδοχές ως προς τον καταμερισμό των αναπτυσσόμενων τάσεων σε κατάσταση πλήρους πλαστικοποίησης, μεταξύ εκείνων που οφείλονται στη ροπή My και εκείνων που οφείλονται στη ροπή Mz. Ως κριτήριο για τις παραδοχές αυτές χρησιμοποιείται η μεγιστοποίηση του μοχλοβραχίονα των συνισταμένων δυνάμεων και επομένως η μεγιστοποίηση των δύο ροπών. Στη συνέχεια, για τον προσδιορισμό των σχέσεων αλληλεπίδρασης χρησιμοποιούνται εξισώσεις ισορροπίας και καταστατικού νόμου υλικού, όπως και στις προηγούμενες ενότητες του παρόντος κεφαλαίου.


    9.4.1 Πλαστική αντοχή διατομής διπλού ταυ υπό διαξονική κάμψη


    Για τη διπλά συμμετρική διατομή διπλού ταυ του Σχήματος 9.20 που καταπονείται ταυτόχρονα σε καμπτικές ροπές περί τον ισχυρό και περί τον ασθενή άξονα, η κατανομή ορθών τάσεων σε κατάσταση πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής που θεωρείται για τον προσδιορισμό της σχέσης αλληλεπίδρασης, φαίνεται επίσης στο Σχήμα 9.20. Με γαλάζιο χρώμα απεικονίζονται οι τάσεις που οφείλονται στη ροπή My περί τον ισχυρό άξονα y και με κόκκινο χρώμα το ζεύγος των αντίστοιχων συνισταμένων δυνάμεων. Με μωβ χρώμα απεικονίζονται οι τάσεις που οφείλονται στη ροπή Mz περί τον ασθενή άξονα z και με μαύρο χρώμα το ζεύγος των αντίστοιχων συνισταμένων δυνάμεων. Γίνεται η υπόθεση ότι ο κορμός και τα κεντρικά τμήματα των πελμάτων πλαστικοποιούνται λόγω της ροπής My και ότι τα ακραία τμήματα των πελμάτων πλαστικοποιούνται λόγω της ροπής Mz. Γίνεται η εύλογη παραδοχή ότι η ροπή My θα είναι αρκετά μεγαλύτερη από τη Mz, ώστε ο κορμός της διατομής να μην επαρκεί για να παραλάβει μόνος του τη ροπή My και να χρειάζεται και η συμβολή των πελμάτων.
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    Σχήμα 9.20 Κατανομή τάσεων για πλήρη πλαστικοποίηση συμμετρικής διατομής διπλού ταυ υπό διαξονική κάμψη περί τους κύριους άξονες


    Θεωρώντας τον κορμό ως μία ορθογωνική διατομή υπό καθαρή κάμψη, το μέρος της ροπής My που παραλαμβάνεται από τον κορμό υπολογίζεται με εφαρμογή της σχέσης (2.24):
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          (9.58)

        
      

    


    Θεωρώντας στη συνέχεια κάθε πέλμα ως μία ορθογωνική διατομή υπό ροπή κάμψης Mz/2 και αξονική δύναμη (My-Mpl,y,w)/(h-tf), με κατάλληλη προσαρμογή της σχέσης (2.44) προκύπτει:
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          (9.59)

        
      

    


    Για την πλαστική ροπή αντίστασης Wpl,y περί τον ισχυρό άξονα y χρησιμοποιείται η σχέση (9.13), ενώ για την αντίστοιχη περί τον ασθενή άξονα z, αν αμεληθεί η συνεισφορά του κορμού, γίνεται η προσέγγιση:
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          (9.60)

        
      

    


    Με αντικατάσταση των σχέσεων (9.58), (9.13) και (9.60) στην (9.59) και μαθηματική επεξεργασία καταλήγουμε στη σχέση αλληλεπίδρασης My και Mz:
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          (9.61)

        
      

    


    Η σχέση (9.61) ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι η ροπή My θα είναι αρκετά μεγάλη ώστε να πλαστικοποιεί πλήρως τον κορμό, δηλαδή:
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          (9.62)

        
      

    


    Με ανάλογο τρόπο θα μπορούσε να εξαχθεί η σχέση αλληλεπίδρασης για περιπτώσεις που η σχέση (9.61) δεν ισχύει. Δεδομένου όμως ότι τα μέλη με διατομή διπλού ταυ προσανατολίζονται έτσι ώστε να παραλαμβάνουν τις ισχυρές ροπές μέσω κάμψης περί τον ισχυρό τους άξονα, η περίπτωση αυτή δεν απαντάται στην πράξη, και για το λόγο αυτό η εξαγωγή της αντίστοιχης σχέσης αλληλεπίδρασης παραλείπεται.


    Η πλαστική σχέση αλληλεπίδρασης της εξίσωσης (9.61) παρουσιάζεται στο Σχήμα 9.21 για διατομή IPE200. Στον κατακόρυφο άξονα καταγράφεται η καμπτική ροπή περί τον ισχυρό άξονα y που ασκείται στη διατομή αδιαστατοποιημένη ως προς την πλαστική ροπή αντοχής περί τον άξονα αυτό. Ομοίως, ο οριζόντιος άξονας παριστάνει την καμπτική ροπή περί τον ασθενή άξονα z αδιαστατοποιημένη ως προς την αντίστοιχη πλαστική ροπή αντοχής. Η καμπύλη αλληλεπίδρασης έχει σχεδιαστεί μόνον για My≥Mpl,y,w που για τη διατομή αυτή αντιστοιχεί σε My/Mpl,y≥0.22 και παρατηρείται ότι τότε η διατομή έχει δυνατότητα παραλαβής ροπής Mz περί τον ασθενή άξονα πρακτικά ίση με την πλαστική ροπή αντοχής Mpl,z. Αυτό οφείλεται στην παραδοχή ότι ο κορμός της διατομής δεν συμβάλει στην ικανότητά της να παραλαμβάνει ροπές περί τον ασθενή άξονα. Το τέλος λοιπόν της καμπύλης αλληλεπίδρασης περιγράφει την κατάσταση κατά την οποία τα πέλματα έχουν πλαστικοποιηθεί πλήρως λόγω ροπής Mz περί τον ασθενή άξονα και ο κορμός έχει επίσης πλαστικοποιηθεί πλήρως, αλλά λόγω ροπής My περί τον ισχυρό άξονα.


    Στο Σχήμα 9.21 απεικονίζεται επίσης η ελαστική σχέση αλληλεπίδρασης ροπής My και ροπής Mz. Η σχέση αυτή είναι γραμμική, σύμφωνα με την εξίσωση
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          (9.63)

        
      

    


    η δε αντίστοιχη ευθεία ελαστικής αλληλεπίδρασης τέμνει τον οριζόντιο άξονα στην τιμή Wel,z/Wpl,z=0.667 και τον κατακόρυφο άξονα στην τιμή Wel,y/Wpl,y=0.88.
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    Σχήμα 9.21 Ελαστική και πλαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης ροπής My και ροπής Mz για διατομή IPE200


    Το κριτήριο αλληλεπίδρασης για διατομές διπλού ταυ υπό διαξονική κάμψη το οποίο προτείνεται στον Ευρωκώδικα 3 είναι:
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          (9.64)

        
      

    


    Η σύγκριση της θεωρητικής καμπύλης αλληλεπίδρασης που προκύπτει από τη σχέση (9.61) με την καμπύλη του Ευρωκώδικα 3 που προκύπτει από τη σχέση (9.63) παρουσιάζεται στο Σχήμα 9.22. Παρατηρείται ότι οι δύο καμπύλες είναι παρόμοιες, αλλά η κανονιστική σχέση είναι εμφανώς συντηρητική και τέμνει τον οριζόντιο άξονα στη θέση Wz/Wpl,z=1, το οποίο έχει εύλογη φυσική σημασία. Για μικρές τιμές του λόγου Mz/Mpl,z που είναι άλλωστε αυτές που απαντώνται στην πράξη, η κανονιστική και η θεωρητική καμπύλη είναι πολύ κοντά μεταξύ τους, με την κανονιστική να είναι ελαφρώς συντηρητική.
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    Σχήμα 9.22 Σύγκριση αναλυτικής πλαστικής καμπύλης αλληλεπίδρασης ροπής My και ροπής Mz και αντίστοιχης καμπύλης κατά τον Ευρωκώδικα 3 για διατομή IPE200


    9.4.2 Πλαστική αντοχή κοίλης ορθογωνικής διατομής υπό διαξονική κάμψη


    Για τον υπολογισμό της σχέσης αλληλεπίδρασης ροπών που ασκούνται περί τον ισχυρό και τον ασθενή άξονα σε κοίλη ορθογωνική διατομή διακρίνονται δύο περιπτώσεις, αναλόγως αν κυρίαρχη είναι η ροπή My περί τον ισχυρό άξονα y ή η ροπή Mz περί τον ασθενή άξονα z της διατομής. Η πρώτη περίπτωση είναι συνηθέστερη στην πράξη, δεν αποκλείεται όμως κάποιες φορές να εμφανίζεται και η δεύτερη για κατασκευαστικούς λόγους. Οι κατανομές τάσεων στις δύο περιπτώσεις για κατάσταση πλήρους πλαστικοποίησης απεικονίζονται στα Σχήματα 9.23 και 9.24, υιοθετώντας τις ίδιες παραδοχές που αναφέρθηκαν στις προηγούμενες ενότητες, και επιδιώκοντας να μεγιστοποιηθούν οι μοχλοβραχίονες των συνισταμένων δυνάμεων, ώστε να παραληφθούν οι μέγιστες δυνατές ροπές περί τους δύο άξονες. Στα Σχήματα 9.23 και 9.24 χρησιμοποιούνται οι ίδιες συμβάσεις όπως στην περίπτωση της διατομής διπλού ταυ της προηγούμενης ενότητας, δηλαδή με γαλάζιο χρώμα απεικονίζονται οι τάσεις που οφείλονται στη ροπή My και με κόκκινο χρώμα το ζεύγος των αντίστοιχων συνισταμένων δυνάμεων, ενώ με μωβ χρώμα απεικονίζονται οι τάσεις που οφείλονται στη ροπή Mz και με μαύρο χρώμα το ζεύγος των αντίστοιχων συνισταμένων δυνάμεων.
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    Σχήμα 9.23 Κατανομή τάσεων για πλήρη πλαστικοποίηση κοίλης ορθογωνικής διατομής υπό διαξονική κάμψη περί τους κύριους άξονες, για κυρίαρχη ροπή My


    Στην πρώτη περίπτωση, όπου κυρίαρχη είναι η ροπή My, ισχύει η ανίσωση
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          (9.65)

        
      

    


    Η καμπύλη αλληλεπίδρασης προκύπτει από το Σχήμα 9.23, θεωρώντας κάθε κορμό ως ορθογωνική διατομή πλάτους tw και ύψους hw που υπόκειται σε ροπή (My-Mpl,y,f)/2 και αξονική δύναμη Mz/(b-tw), και εφαρμόζοντας τη σχέση (2.44):
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          (9.66)

        
      

    


    Η παραπάνω σχέση αλληλεπίδρασης γράφεται σε αδιάστατη μορφή ως:
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          (9.67)
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    Σχήμα 9.24 Κατανομή τάσεων για πλήρη πλαστικοποίηση κοίλης ορθογωνικής διατομής υπό διαξονική κάμψη περί τους κύριους άξονες, για κυρίαρχη ροπή Mz


    Στη δεύτερη περίπτωση, όπου κυρίαρχη είναι η ροπή Mz, δεν ισχύει η ανίσωση (9.65). Η σχέση αλληλεπίδρασης προκύπτει τώρα από το Σχήμα 9.24, θεωρώντας κάθε πέλμα ως ορθογωνική διατομή πλάτους tf και ύψους b υπό ροπή (Mz-Mpl,z,w)/2 και αξονική δύναμη My/(h-tf), και εφαρμόζοντας και πάλι τη σχέση (2.44):
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          (9.68)

        
      

    


    ή, σε αδιάστατη μορφή:
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          (9.69)

        
      

    


    Η πλαστική σχέση αλληλεπίδρασης παρουσιάζεται στο Σχήμα 9.25 για κοίλη ορθογωνική διατομή RHS200/100/8, δηλαδή με γεωμετρικά χαρακτηριστικά h=200mm, b=100mm, tf=tw=8mm. Στον κατακόρυφο άξονα καταγράφεται η καμπτική ροπή περί τον ισχυρό άξονα y που ασκείται στη διατομή, αδιαστατοποιημένη ως προς την πλαστική ροπή αντοχής περί τον άξονα αυτό, και στον οριζόντιο ο αντίστοιχος λόγος για τον ασθενή άξονα z. Με κόκκινο χρώμα απεικονίζεται η γραφική παράσταση της εξίσωσης (9.66) και με μπλε χρώμα εκείνη της εξίσωσης (9.68). Παρατηρείται ομαλή συνέχεια μεταξύ των δύο τμημάτων και, όπως ήταν αναμενόμενο, η καμπύλη τέμνει τους δύο άξονες για μοναδιαίες τιμές των λόγων των αντίστοιχων ροπών.
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    Σχήμα 9.25 Ελαστική και πλαστική καμπύλη αλληλεπίδρασης ροπής My και ροπής Mz για διατομή RHS200/100/8


    Στο Σχήμα 9.25 απεικονίζεται επίσης η ελαστική σχέση αλληλεπίδρασης ροπής My και ροπής Mz για τη διατομή RHS200/100/8. Η σχέση αυτή είναι και πάλι γραμμική, όπως και για άλλα σχήματα διατομής και περιγράφεται από την εξίσωση:
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          (9.70)

        
      

    


    Η ευθεία γραμμή ελαστικής αλληλεπίδρασης τέμνει τον οριζόντιο άξονα του διαγράμματος του Σχήματος 9.25 στην τιμή Mz/Mpl,z=Wel,z/Wpl,z=0.864 και τον κατακόρυφο άξονα στην τιμή My/Mpl,y=Wel,y/Wpl,y=0.798. Τα ζεύγη τιμών ροπών που είναι κάτω από αυτή την ευθεία προκαλούν ελαστική κατανομή τάσεων, όσα είναι επί της ευθείας προκαλούν έναρξη διαρροής σε μία γωνία, ενώ εκείνα μεταξύ ελαστικής και πλαστικής καμπύλης αλληλεπίδρασης προκαλούν μερική πλαστικοποίηση της διατομής.


    Το κριτήριο αλληλεπίδρασης για κοίλες ορθογωνικές διατομές υπό διαξονική κάμψη που προτείνεται στον Ευρωκώδικα 3 είναι:
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          (9.71)

        
      

    


    Η σύγκριση της θεωρητικής καμπύλης αλληλεπίδρασης που προκύπτει από τις σχέσεις (9.66) και (9.68) με την καμπύλη του Ευρωκώδικα 3 που προκύπτει από τη σχέση (9.71) παρουσιάζεται στο Σχήμα 9.26. Παρατηρείται εξαιρετική εγγύτητα μεταξύ των δύο καμπυλών, παρά την πολύ απλούστερη μορφή της κανονιστικής σχέσης.
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    Σχήμα 9.26 Σύγκριση αναλυτικής πλαστικής καμπύλης αλληλεπίδρασης ροπής My και ροπής Mz και αντίστοιχης καμπύλης κατά τον Ευρωκώδικα 3 για διατομή RHS200/100/8


    9.5 Σχέσεις ροπής-καμπυλότητας-αξονικής δύναμης διατομών διπλού ταυ


    Ως τελευταίο παράδειγμα εξετάζεται και πάλι η περίπτωση συμμετρικών διατομών σχήματος διπλού ταυ υπό συνδυασμό ροπής κάμψης My περί τον ισχυρό άξονα και αξονικής δύναμης Ν, με στόχο τον υπολογισμό της πλήρους σχέσης ροπών-καμπυλοτήτων της διατομής για διάφορα επίπεδα αξονικής δύναμης, από τη φάση της ελαστικής συμπεριφοράς μέχρι τη φάση της πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής. Προκειμένου να περιγραφεί η απόκριση της διατομής διακρίνονται τέσσερις χαρακτηριστικές τιμές της καμπυλότητας, οι οποίες διαχωρίζουν αντίστοιχες φάσεις της απόκρισης που περιγράφονται στο Σχήμα 9.27.
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    Σχήμα 9.27 Εξέλιξη κατανομής τάσεων διατομής διπλού ταυ υπό ροπή κάμψης My και αξονική δύναμη Ν και χαρακτηριστικές καμπυλότητες κ1, κ2, κ3, κ4 (ουδέτερος άξονας εντός του κορμού της διατομής)


    Η καμπυλότητα κ1 αντιστοιχεί στην πρώτη διαρροή της διατομής στην εξωτερική ίνα του ενός εκ των δύο πελμάτων, η καμπυλότητα κ2 στη διαρροή της εσωτερικής ίνας του ίδιου πέλματος, η καμπυλότητα κ3 στη διαρροή της εξωτερικής ίνας του άλλου πέλματος, και η καμπυλότητα κ4 αντιστοιχεί στην πλήρη πλαστικοποίηση και του άλλου πέλματος. Έτσι προκύπτει δρόμος ισορροπίας πέντε φάσεων. Η τελική φάση της πλήρους πλαστικοποίησης της διατομής έχει ήδη περιγραφεί στην Ενότητα 9.3.1. Επισημαίνεται ότι για πολύ μικρές τιμές της αξονικής δύναμης υπάρχει και η περίπτωση μετά τη διαρροή της εξωτερικής ίνας του πρώτου πέλματος να διαρρεύσει πριν από την εσωτερική ίνα του ίδιου πέλματος η εξωτερική ίνα του άλλου πέλματος. Η περίπτωση αυτή παραλείπεται από την παρούσα διερεύνηση.


    Φάση 1


    Στην πρώτη φάση κατά την οποία κy<κ1 η διατομή συμπεριφέρεται ελαστικά και η σχέση ροπών-καμπυλοτήτων δίνεται από την εξίσωση:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (9.72)

        
      

    


    Αυτή η φάση ολοκληρώνεται για κy=κ1, οπότε η χαρακτηριστική καμπυλότητα κ1 υπολογίζεται θέτοντας την τάση στην ακραία ίνα που πλαστικοποιείται πρώτη ίση με την τάση διαρροής:
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          (9.73)

        
      

    


    Η αντίστοιχη ροπή είναι:
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          (9.74)

        
      

    


    Φάση 2


    Στη δεύτερη φάση κατά την οποία κ1<κy<κ2 μία εκ των δύο ακραίων ινών έχει διαρρεύσει και η συμπεριφορά δεν είναι πλέον ελαστική. Το διάγραμμα τάσεων μπορεί να προκύψει από επαλληλία δύο τμημάτων, του τμήματος 2a όπου η κατανομή των τάσεων είναι ομοιόμορφη σε όλο το ύψος της διατομής και του 2b όπου η κατανομή είναι τριγωνική σε ύψος a, όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.28.
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    Σχήμα 9.28 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων της διατομής στη δεύτερη φάση


    Εξ ορισμού η καμπυλότητα δίνεται από την εξίσωση:
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          (9.75)

        
      

    


    Από ισορροπία δυνάμεων σε όλη τη διατομή προκύπτει:
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          (9.76)

        
      

    


    Από ισορροπία δυνάμεων στο διάγραμμα 2b έχουμε:
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          (9.77)

        
      

    


    Με αντικατάσταση των σχέσεων (9.75) και (9.76) στην (9.77) προκύπτει η δευτεροβάθμια εξίσωση:
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          (9.78)

        
      

    


    Το a υπολογίζεται ως η θετική λύση της εξίσωσης:
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          (9.79)

        
      

    


    Η ροπή του διαγράμματος b, η οποία εξισορροπεί τη ροπή σε όλη τη διατομή δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση:
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          (9.80)

        
      

    


    Με αντικατάσταση του σ2 στην εξίσωση (9.80), προκύπτει η σχέση ροπής-καμπυλότητας της δεύτερης φάσης:
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          (9.81)

        
      

    


    Η δεύτερη φάση ολοκληρώνεται όταν διαρρεύσει και η άνω ίνα του κάτω πέλματος. Τότε, η καμπυλότητα κ2 υπολογίζεται θέτοντας στην εξίσωση (9.79) a=h-tf:
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          (9.82)

        
      

    


    Φάση 3


    Στην τρίτη φάση κατά την οποία κ2<κy<κ3 με την ίδια διαδικασία που ακολουθήθηκε στη δεύτερη φάση προκύπτουν τα ακόλουθα (Σχήμα 9.29):
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    Σχήμα 9.29 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων της διατομής στην τρίτη φάση


    Από την ισορροπία δυνάμεων στο διάγραμμα 3b προκύπτει:
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          (9.83)

        
      

    


    Όπου, σε αντιστοιχία με τη φάση 2,
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          (9.84)

        
      

    


    και
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          (9.85)

        
      

    


    Με αντικατάσταση των σ3, Nb από τις εξισώσεις (9.84) και (9.85) στην εξίσωση (9.83), προκύπτει η δευτεροβάθμια εξίσωση:
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          (9.86)

        
      

    


    Το a υπολογίζεται ως η θετική λύση της εξίσωσης (9.86):
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          (9.87)

        
      

    


    Η ροπή του διαγράμματος 3b η οποία εξισορροπεί τη συνολική ροπή της διατομής είναι:
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          (9.88)

        
      

    


    Με αντικατάσταση του σ3 από την εξίσωση (9.84) στην (9.88) και αναδιάταξη των όρων, προκύπτει η σχέση ροπής-καμπυλότητας της τρίτης φάσης:
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          (9.89)

        
      

    


    Η τρίτη φάση ολοκληρώνεται όταν είτε η άνω είτε η κάτω ίνα του άνω πέλματος πλαστικοποιηθεί. Στο κάτω πέλμα διαρρέει πρώτα η εξωτερική και εν συνεχεία η εσωτερική ίνα. Στο άνω πέλμα, η ίνα που θα φθάσει πρώτη στη διαρροή καθορίζεται από τη θέση του πλαστικού ουδέτερου άξονα, όπως επεξηγείται στο Σχήμα 9.30, όπου με yΟΑ συμβολίζεται η απόσταση της άνω ίνας από τον ουδέτερο άξονα της διατομής. Αν ο ουδέτερος άξονας είναι στο μέσον του πέλματος οι δύο ίνες θα διαρρεύσουν ταυτόχρονα (Σχήμα 9.30α), αν ευρίσκεται στο εσωτερικό του πέλματος και πιο κοντά στην εξωτερική ίνα θα διαρρεύσει πρώτα η εσωτερική ίνα, ενώ το αντίθετο θα συμβεί στην περίπτωση που ευρίσκεται πιο κοντά στην εσωτερική ίνα (Σχήματα 9.30β και 9.30γ αντίστοιχα). Τέλος, αν ο ουδέτερος άξονας είναι εντός του κορμού της διατομής, που είναι και η πιο συνηθισμένη περίπτωση στην πράξη, για εύλογες τιμές αξονικής δύναμης, πρώτη θα φθάσει στη διαρροή η εξωτερική ίνα (Σχήμα 9.30δ).


    Στην περίπτωση που N≤(A-2btf)fy, οπότε ο ουδέτερος άξονας είναι μέσα στον κορμό και επομένως η εξωτερική παρειά του άνω πέλματος πλαστικοποιείται πρώτη, η καμπυλότητα κ3 υπολογίζεται θέτοντας σ3=2fy στην εξίσωση (9.84)
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          (9.90)

        
      

    


    όπου το a υπολογίζεται από την εξίσωση (9.87).
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    Σχήμα 9.30 Κατανομή τάσεων στο άνω τμήμα της διατομής για την περίπτωση κ=κy.4 για πιθανές θέσεις του πλαστικού ουδέτερου άξονα


    Στην περίπτωση που N>(A-2btf)fy, ο ουδέτερος άξονας βρίσκεται εντός του άνω πέλματος, οπότε διακρίνονται δύο υποπεριπτώσεις: αν N>(A-btf)fy ο ουδέτερος άξονας είναι πιο κοντά στην εσωτερική ίνα του άνω πέλματος και επομένως η εξωτερική ίνα πλαστικοποιείται πρώτα και η καμπυλότητα κ3 προκύπτει από την εξίσωση (9.90), ενώ στην αντίθετη περίπτωση πλαστικοποιείται πρώτα η εσωτερική ίνα και η καμπυλότητα κ3 υπολογίζεται θέτοντας a=tf στην εξίσωση (9.86) και λύνοντας ως προς κy:
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          (9.91)

        
      

    


    Φάση 4


    Στην τέταρτη φάση κατά την οποία κ3<κy<κ4 πραγματοποιείται πλαστικοποίηση όλου του άνω πέλματος. Οι δύο παρειές του άνω πέλματος πλαστικοποιούνται με αντίθετο ή ίδιο πρόσημο, αναλόγως της θέσης του πλαστικού ουδέτερου άξονα. Στην περίπτωση που N≤(A-2btf)fy ο ουδέτερος άξονας βρίσκεται εντός του κορμού, και η εξωτερική παρειά του πέλματος πλαστικοποιείται πρώτη. Τότε, η κατανομή των τάσεων φαίνεται στο Σχήμα 9.31, και μπορεί να αντικατασταθεί από μία ομοιόμορφη κατανομή τάσεων με σ=fy (τμήμα 4a) και μία τραπεζοειδή κατανομή (τμήμα 4b). Με τη μεταβλητή a συμβολίζεται όπως και στις προηγούμενες φάσεις το ύψος της ελαστικής περιοχής της διατομής, ενώ με d το ύψος του μέρους του άνω πέλματος που έχει πλαστικοποιηθεί. Ακολουθώντας ανάλογη διαδικασία όπως στις προηγούμενες φάσεις, προκύπτει η ακόλουθη σχέση μεταξύ των κy και a:
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    Σχήμα 9.31 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων της διατομής στην τέταρτη φάση


    Από ισορροπία δυνάμεων σε ολόκληρη τη διατομή προκύπτει:
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    Αντίστοιχα, από ισορροπία δυνάμεων στο τμήμα 4b:
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    Με αντικατάσταση του a και Nb από τις εξισώσεις (9.92) και (9.94) στην (9.93) και με αναδιάταξη των όρων προκύπτει η ακόλουθη δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς d:
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    Η έκφραση του d δίνεται από τη θετική λύση της εξίσωσης (9.95):
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    Η ροπή του τμήματος 4b και επομένως όλης της διατομής είναι
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          (9.97)

        
      

    


    ή, με αντικατάσταση του a από την εξίσωση (9.92):
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    όπου το d υπολογίζεται από την εξίσωση (9.96). Η φάση ολοκληρώνεται όταν η εσωτερική ίνα του πέλματος διαρρέει στην ίδια κατεύθυνση με την άλλη ίνα. Η αντίστοιχη καμπυλότητα υπολογίζεται τότε από την επίλυση της εξίσωσης (9.95) ως προς κy και για d=tf:
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    Στην περίπτωση που N>(A-2btf)fy ο ουδέτερος άξονας βρίσκεται εντός του πέλματος και διακρίνονται οι ακόλουθες δύο υποπεριπτώσεις. Στην υποπερίπτωση που N<(A-btf)fy ο ουδέτερος άξονας είναι πιο κοντά στην εσωτερική ίνα του πέλματος και η εξωτερική ίνα πλαστικοποιείται πρώτη, επομένως η σχέση ροπών-καμπυλοτήτων δίνεται και πάλι από την εξίσωση (9.98). Αυτό που αλλάζει είναι η έκφραση της καμπυλότητας κ4, γιατί σε αυτή την περίπτωση η φάση ολοκληρώνεται με διαρροή των δύο ινών του πέλματος με αντίθετο πρόσημο. Από το Σχήμα 9.32 προκύπτει:
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    Σχήμα 9.32 Κατανομή των τάσεων στην τέταρτη φάση για (A-2btf)fy<N<(A-btf)fy


    Με αντικατάσταση του d-tf με a στην εξίσωση (9.95) προκύπτει:
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          (9.101)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (9.101) το a της εξίσωσης (9.92) προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για την καμπυλότητα.
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    Στην υποπερίπτωση που N≥(A-btf)fy, ο ουδέτερος άξονας είναι πιο κοντά στην εξωτερική ίνα και η εσωτερική ίνα πλαστικοποιείται πρώτη (Σχήμα 9.33). Για την καμπυλότητα ισχύει:
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    Σχήμα 9.33 Κατανομή των τάσεων στην τέταρτη φάση για N≥(A-btf)fy


    Από ισορροπία δυνάμεων υπολογίζεται το a:
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    Η ροπή του τμήματος 4b* υπολογίζεται ως:
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    Η καμπυλότητα κ4 υπολογίζεται, στην περίπτωση αυτή, θέτοντας σ4=2fy στην εξίσωση (9.103) και επιλύοντας ως προς κy:
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    Φάση 5


    Στην πέμπτη φάση, κατά την οποία κ4<κy, η ροπή υπολογίζεται αφαιρώντας από την πλαστική ροπή της διατομής (διάγραμμα τάσεων 5a) την κατανομή των τάσεων του διαγράμματος 5b (Σχήμα 9.34).
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    Σχήμα 9.34 Επεξεργασία διαγράμματος τάσεων της διατομής στην πέμπτη φάση για ουδέτερο άξονα εντός του κορμού


    Για την περίπτωση που N≤(A-2btf)fy ο ουδέτερος άξονας είναι εντός του κορμού Οι ροπές που προκαλούνται από τα τμήματα 5a και 5b υπολογίζονται ως:
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    Η εξίσωση υπολογισμού της MN,y για διατομή διπλού ταυ με ουδέτερο άξονα εντός του κορμού δίνεται από την εξίσωση (9.41) και επομένως με αντικατάσταση στην εξίσωση (9.107), προκύπτει:
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    Για την περίπτωση που N>(A-2btf)fy, ο ουδέτερος άξονας βρίσκεται εντός του πέλματος. Ακολουθείται η ίδια διαδικασία όπως προηγουμένως, με τη διαφορά ότι η έκφραση της MN,y όταν ο ουδέτερος άξονας βρίσκεται εντός του πέλματος είναι η (9.45), και επιπλέον αλλάζει η έκφραση της My,5b διότι η κατανομή των τάσεων του διαγράμματος 5b αντιστοιχεί πλέον στο πέλμα και όχι στον κορμό. Επομένως, στις αντίστοιχες σχέσεις χρησιμοποιείται το b στη θέση του tw, οπότε προκύπτει:
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    Στο Σχήμα 9.35 παρουσιάζονται με διαφορετικά χρώματα τα πέντε διακριτά τμήματα της σχέσης ροπών-καμπυλοτήτων για διατομή IPE300 χωρίς τις ακτίνες συναρμογής μεταξύ πελμάτων και κορμού, για λόγο n=0.4, ενώ στο Σχήμα 9.36 παρουσιάζονται συγκριτικά οι καμπύλες για λόγους n=0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 για την ίδια διατομή. Από τα δύο Σχήματα προκύπτει πως όλες οι καμπύλες, όπως αναμενόταν, είναι αρχικά γραμμικές και γίνονται μη γραμμικές πέραν κάποιας τιμής της ροπής, η οποία είναι μικρότερη όσο μεγαλύτερος είναι ο λόγος n.


    Τα σημεία στα οποία παρατηρείται απότομη αλλαγή στις κλίσεις των καμπυλών αντιστοιχούν στη φάση που τα πέλματα έχουν διαρρεύσει πλήρως και επομένως αντιστέκεται καμπτικά μόνο ο κορμός. Για μεγαλύτερες τιμές του n η αλλαγή κλίσης των καμπυλών στις θέσεις αυτές είναι ομαλότερη, διότι τα πέλματα δε διαρρέουν ταυτόχρονα, όπως συμβαίνει στην περίπτωση καθαρής κάμψης.


    [image: ]


    Σχήμα 9.35 Καμπύλη ροπών - καμπυλοτήτων διατομής διπλού ταυ ΙPE300 υπό αξονική δύναμη και καμπτική ροπή για n=0.4
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    Σχήμα 9.36 Καμπύλες ροπών-καμπυλοτήτων διατομής διπλού ταυ IPE300 υπό καμπτική ροπή και αξονική δύναμη για διάφορα επίπεδα αξονικής δύναμης


    9.6 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό μελετήθηκε η ελαστοπλαστική συμπεριφορά διατομών διπλού ταυ, καθώς και κοίλων ορθογωνικών και κυκλικών διατομών υπό καθαρή κάμψη, συνδυασμό καμπτικής ροπής και αξονικής δύναμης και διαξονική κάμψη περί τους κύριους άξονες αδρανείας. Η συμπεριφορά του υλικού θεωρήθηκε ελαστική – απολύτως πλαστική, αμελώντας υπέρ της ασφαλείας την κράτυνση του χάλυβα, και κάνοντας την εύλογη για δομικό χάλυβα παραδοχή ότι η απόκριση είναι ίδια σε θλίψη και σε εφελκυσμό.


    Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ επίκαιρη, δεδομένου ότι πλέον οι σύγχρονοι κανονισμοί μεταλλικών κατασκευών υιοθετούν τη μέθοδο συνολικής αντοχής, κατά την οποία επιτρέπεται η φόρτιση των κατασκευών μέχρι επίπεδα δημιουργίας πλαστικών αρθρώσεων, δηλαδή εξάντλησης της πλαστικής αντοχής κάποιων διατομών σε επιλεγμένες θέσεις, υπό την προϋπόθεση ότι αποφεύγεται η ανάπτυξη μηχανισμού κατάρρευσης του φορέα. Η διερεύνηση έγινε σε επίπεδο διατομής και όχι μέλους, δηλαδή αμελήθηκαν φαινόμενα καμπτικού και στρεπτοκαμπτικού λυγισμού. Επιπλέον, θεωρήθηκε ότι οι διατομές έχουν σκέλη με επαρκές πάχος, ώστε να αποφεύγεται ο τοπικός λυγισμός και να είναι έτσι εφικτή η εξάντληση της πλαστικής τους αντοχής. Επομένως, στο κεφάλαιο αυτό λήφθηκε υπόψη μόνον η μη γραμμικότητα του υλικού και όχι η μη γραμμικότητα της γεωμετρίας.


    Η συμπεριφορά των διατομών περιγράφηκε με αναλυτικές σχέσεις, θεωρώντας ότι σε κατάσταση πλήρους πλαστικοποίησης τα τμήματα της διατομής τα οποία αντιστέκονται σε κάθε εντατικό μέγεθος είναι τέτοια, ώστε να μεγιστοποιούνται οι μοχλοβραχίονες των συνισταμένων δυνάμεων, των οποίων τα ζεύγη εξισορροπούν τις ασκούμενες εξωτερικές ροπές. Τα αποτελέσματα παρουσιάστηκαν υπό τη μορφή ελαστικών και πλαστικών καμπυλών αλληλεπίδρασης. Οι ελαστικές καμπύλες δηλώνουν συνδυασμένες τιμές εντατικών μεγεθών που προκαλούν έναρξη διαρροής σε ένα σημείο της διατομής, ενώ οι πλαστικές καμπύλες τιμές που προκαλούν πλήρη διαρροή. Κάτω από τις ελαστικές καμπύλες η συμπεριφορά είναι πλήρως ελαστική, μεταξύ ελαστικών και πλαστικών καμπυλών τα εντατικά μεγέθη οδηγούν σε μερική διαρροή, ενώ εντατικά μεγέθη εκτός των πλαστικών καμπυλών υποδηλώνουν αστοχία της διατομής.


    Οι αναλυτικές λύσεις συγκρίθηκαν με τις σχέσεις υπολογισμού της πλαστικής αντοχής διατομών που προτείνονται στον Ευρωκώδικα 3. Διαπιστώθηκε πολύ καλή συμφωνία μεταξύ τους και επεξηγήθηκε πως οι κανονιστικές σχέσεις προκύπτουν από τις αναλυτικές με εύλογες απλοποιητικές παραδοχές. Με παρόμοιο τρόπο μπορούν να εξαχθούν σχέσεις αλληλεπίδρασης για όλους τους δυνατούς συνδυασμούς εντατικών μεγεθών ραβδωτών φορέων.


    Τέλος, για συμμετρικές διατομές διπλού ταυ υπό συνδυασμό ροπής κάμψης και αξονικής δύναμης, εξήχθησαν οι αναλυτικές σχέσεις ροπής-καμπυλότητας, για διάφορα επίπεδα αξονικής δύναμης. Οι σχέσεις αυτές είναι χρήσιμες όταν για ελαστοπλαστική ανάλυση πλαισιακών φορέων χρησιμοποιείται λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων δοκού, στο οποίο δεν υπάρχει δυνατότητα παρακολούθησης της σταδιακής εξάπλωσης της διαρροής εντός της διατομής, αλλά η απόκριση της διατομής μπορεί να περιγραφεί με διαγράμματα ροπής-καμπυλότητας-αξονικής δύναμης. Πέραν των αναλυτικών λύσεων υπάρχει δυνατότητα αριθμητικής προσέγγισης τέτοιων διαγραμμάτων με κατάλληλα λογισμικά, τα οποία εφαρμόζονται και για συνθετότερα σχήματα διατομής.


    Επισημαίνεται τέλος, ότι οι σχέσεις αλληλεπίδρασης αξονικών δυνάμεων και ροπών κάμψης που παρουσιάστηκαν σε αυτό το κεφάλαιο ισχύουν και για την περίπτωση ταυτόχρονης δράσης τεμνουσών δυνάμεων. Η επίδραση σχετικά μικρών τεμνουσών δυνάμεων στην καμπτική αντοχή ορθογωνικών διατομών αποδείχθηκε ήδη στο Κεφάλαιο 2 μικρής σημασίας. Αυτό ισχύει ακόμη περισσότερο σε διατομές σχήματος διπλού ταυ, καθώς και σε κοίλες ορθογωνικές διατομές, όπου οι τέμνουσες δυνάμεις παραλαμβάνονται κυρίως από τους κορμούς, ενώ οι ροπές από τα πέλματα, με αποτέλεσμα η μεταξύ τους αλληλεπίδραση να είναι περιορισμένη. Το όριο τέμνουσας δύναμης, μέχρι το οποίο η επιρροή της στην καμπτική αντοχή τέτοιων διατομών επιτρέπεται να αμεληθεί, ορίζεται από τον Ευρωκώδικα 3 σε 50% της αντοχής σε τέμνουσα.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10


    


    ΕΛΑΣΤΙΚΟΣ ΚΑΙ ΑΝΕΛΑΣΤΙΚΟΣ ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΘΛΙΒΟΜΕΝΩΝ ΡΑΒΔΩΝ


    10.1 Εισαγωγή


    Το πρόβλημα του λυγισμού αξονικά θλιβόμενης ράβδου αποτελεί το πλέον χαρακτηριστικό παράδειγμα λυγισμού και χρησιμοποιείται για την εισαγωγική διδασκαλία της έννοιας του λυγισμού, λόγω και της ευχερούς παρουσίασης της φυσικής του σημασίας. Παράλληλα, στην απλή του μορφή του ελαστικού λυγισμού τέλειων ευθύγραμμων ράβδων, χαρακτηρίζεται από απλή μαθηματική διατύπωση. Υπό τη μορφή αυτή, η επίλυση του προβλήματος παρουσιάστηκε ήδη για αμφιέρειστες ράβδους στο Κεφάλαιο 1.


    Όταν όμως το πρόβλημα αυτό απαντάται στη φύση ή σε μέλη πραγματικών δομικών έργων, υπεισέρχονται και άλλες παράμετροι, κύριες από τις οποίες είναι η μη γραμμικότητα υλικού, οι αρχικές ατέλειες, τόσο γεωμετρικές όσο και λόγω παραμενουσών τάσεων και ανομοιογένειας του υλικού, οι συνοριακές συνθήκες και η ενδεχόμενη επιρροή μεγάλων μετακινήσεων. Οι παράμετροι αυτές αμελήθηκαν στην αναλυτική λύση που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 1.3.2, όπου η επίδραση κάποιων από αυτές αναφέρθηκε απλώς ποιοτικά, και συγκεκριμένα των μεγάλων μετακινήσεων στο Σχήμα 1.17 και της μη γραμμικότητας υλικού στο Σχήμα 1.18. Στην πραγματικότητα όμως αυτές οι παράμετροι επηρεάζουν σημαντικά την απόκριση μιας θλιβόμενης ράβδου, και για το λόγο αυτό το φαινομενικά απλό πρόβλημα του λυγισμού υπό αξονική θλίψη έχει απασχολήσει πολλούς ερευνητές επί μακρό χρονικό διάστημα.


    Στο πρώτο μέρος του παρόντος κεφαλαίου εξετάζεται με αναλυτικό και αριθμητικό τρόπο η επιρροή των αρχικών ατελειών, των μεγάλων μετακινήσεων και της μη γραμμικότητας υλικού σε αμφιέρειστες ράβδους υπό αξονική θλίψη. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η σύνδεση αυτών των αποτελεσμάτων με τις κανονιστικές διατάξεις ελέγχου τέτοιων ράβδων. Τέλος, παρουσιάζεται η επιρροή των συνοριακών συνθηκών και εισάγεται η έννοια του ισοδύναμου μήκους λυγισμού.


    10.2 Αμφιέρειστη αξονικά θλιβόμενη ράβδος


    Στο Σχήμα 10.1(α) απεικονίζεται μία αμφιέρειστη ράβδος μήκους L στην αφόρτιστη κατάστασή της. Στα Σχήματα 10.1(β,γ,δ) παρουσιάζεται η συμπεριφορά της ράβδου εάν αυτή καταπονηθεί με αξονικό θλιπτικό φορτίο Ν, όπως ήδη επεξηγήθηκε στην Ενότητα 1.3.2. Το τελευταίο από αυτά τα Σχήματα παρουσιάζει τη ράβδο στην καμπυλωμένη μορφή της μετά το λυγισμό.


    [image: ]


    Σχήμα 10.1 Αμφιέρειστη ράβδος υπό αξονική θλίψη


    Για την επίλυση του προβλήματος του λυγισμού αυτής της ράβδου διατυπώνονται οι εξισώσεις ισορροπίας, καταστατικού νόμου του υλικού και συμβιβαστού των παραμορφώσεων. Δεδομένου ότι η παραμορφωμένη κατάσταση της ράβδου, μετά το λυγισμό, διαφέρει πολύ από την απαραμόρφωτη, είναι απαραίτητο οι εξισώσεις να διατυπωθούν στην παραμορφωμένη κατάσταση. Αναλόγως των παραδοχών που γίνονται για το μέγεθος των παραμορφώσεων, η επίλυση γίνεται με γραμμική ή μη γραμμική θεωρία λυγισμού και τα αποτελέσματα που λαμβάνονται περιλαμβάνουν στη μεν πρώτη περίπτωση τα κρίσιμα φορτία λυγισμού και τις αντίστοιχες ιδιομορφές, στη δε δεύτερη παρέχουν επιπλέον πληροφορίες για τη μεταλυγισμική συμπεριφορά της ράβδου.


    10.2.1 Γραμμικός ελαστικός λυγισμός τέλειας ράβδου


    Για λόγους πληρότητας επαναλαμβάνεται εδώ συνοπτικά η λύση που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 1.3.2 για τον υπολογισμό του ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού μιας απολύτως ευθύγραμμης θλιβόμενης ράβδου με γραμμική θεωρία. Διατυπώνοντας τις εξισώσεις στην παραμορφωμένη κατάσταση και εφαρμόζοντας την απλοποιημένη έκφραση της καμπυλότητας, που αποτελεί ικανοποιητική προσέγγιση για μικρές ως μέτριες παραμορφώσεις, προκύπτει η διαφορική εξίσωση ισορροπίας:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (10.1)

        
      

    


    όπου w οι εγκάρσιες μετακινήσεις, k2=N/EI, Ι η ροπή αδράνειας της διατομής της ράβδου και Ε το μέτρο ελαστικότητας του υλικού της. Διατυπώνοντας τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης και εφαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης w στα δύο άκρα, προκύπτουν τα κρίσιμα φορτία λυγισμού και οι αντίστοιχες ιδιομορφές:
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    Στις σχέσεις (10.2) και (10.3) n είναι τυχαίος ακέραιος θετικός αριθμός, του οποίου η τιμή καθορίζει την τάξη του κρίσιμου φορτίου. Για n=1 προκύπτει το μικρότερο ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού Ncr=Ncr,1 που είναι γνωστό και ως φορτίο Euler ΝΕ, και η αντίστοιχη πρώτη ιδιομορφή λυγισμού:
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    Για μεγαλύτερες τιμές του n προκύπτουν μεγαλύτερα κρίσιμα φορτία που αντιστοιχούν σε ανώτερες ιδιομορφές (Σχήμα 1.15). Αυτές οι ιδιομορφές αποκτούν φυσική σημασία, εάν κατά μήκος της ράβδου εφαρμοστούν σε κατάλληλες θέσεις πλευρικές εξασφαλίσεις, οι οποίες παρεμποδίζουν την εκδήλωση χαμηλότερων ιδιομορφών, οπότε η ράβδος οδηγείται σε λυγισμό με ανώτερη ιδιομορφή, για αρκετά υψηλότερη τιμή του αξονικού φορτίου.


    Η παραπάνω διαδικασία αποτελεί γραμμική ανάλυση λυγισμού, λόγω της χρήσης της απλοποιημένης έκφρασης για την καμπυλότητα, τέλειας ράβδου από ελαστικό υλικό, λόγω της εφαρμογής σταθερού μέτρου ελαστικότητας. Από την ανάλυση αυτή δεν προκύπτουν πληροφορίες για τη συμπεριφορά της ράβδου μετά το λυγισμό, όπως φαίνεται και από το δρόμο ισορροπίας της ράβδου (Σχήμα 10.2) που συνδέει το επιβαλλόμενο φορτίο N με την εγκάρσια μετατόπιση wmax στο μέσον της δοκού (wmax= w(L/2)).
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    Σχήμα 10.2 Δρόμοι ισορροπίας απολύτως ευθύγραμμης αξονικά θλιβόμενης ράβδου από γραμμική ανάλυση λυγισμού


    Για λόγους σύγκρισης πραγματοποιείται στη συνέχεια γραμμική ανάλυση λυγισμού (LBA) με το πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων ADINA. Θεωρείται προσομοίωμα υποστυλώματος με ύψος 3.0m, σωληνωτή διατομή διαμέτρου 120mm και πάχους τοιχωμάτων 7.5mm, αρθρωμένο στο κάτω άκρο και κυλιόμενο κατά την αξονική διεύθυνση στο άνω, από ελαστικό υλικό με μέτρο ελαστικότητας 210GPa (Σχήμα 10.3).
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    Σχήμα 10.3 Προσομοίωμα αξονικά θλιβόμενου υποστυλώματος


    Στο Σχήμα 10.4 παρουσιάζονται οι ιδιομορφές που προέκυψαν από γραμμική ανάλυση λυγισμού. Όπως ήταν αναμενόμενο, οι ιδιομορφές που εξάγονται από την αριθμητική ανάλυση είναι ίδιας μορφής με αυτές που προέκυψαν από την αναλυτική θεώρηση.
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    Σχήμα 10.4 Οι τρεις πρώτες ιδιομορφές του θλιβόμενου υποστυλώματος και τα αντίστοιχα κρίσιμα φορτία


    Επίσης, οι αποκλίσεις μεταξύ των αριθμητικά υπολογιζόμενων κρίσιμων φορτίων [image: ] (Σχήμα 10.4) και των αντίστοιχων αναλυτικών λύσεων [image: ] που υπολογίζονται από τη σχέση (10.2) είναι αμελητέες:
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    10.2.2 Γραμμικός ελαστικός λυγισμός ατελούς ράβδου


    Προκειμένου να αξιολογηθεί η επίδραση αρχικών ατελειών στη συμπεριφορά της αξονικά θλιβόμενης αμφιέρειστης ράβδου, γίνεται η θεώρηση πως αυτή έχει μια αρχική γεωμετρική απόκλιση από την ευθυγραμμία. Σύμφωνα με τη συνήθη θεώρηση να λαμβάνονται ατέλειες με το σχήμα ιδιομορφών λυγισμού, θεωρείται ατέλεια wo(x) ημιτονοειδούς μορφής, με μέγιστη τιμή eo στο μέσον του ανοίγματος (Σχήμα 10.5):
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    Σχήμα 10.5 Αμφιέρειστη ράβδος με αρχική ατέλεια w0 και επιπλέον βέλη w λόγω επιβαλλόμενου αξονικού φορτίου Ν


    Όπως έχει συζητηθεί στο Κεφάλαιο 6, όταν η αρχική ατέλεια έχει το σχήμα μίας ιδιομορφής, ο φορέας διατηρεί αυτή τη μορφή παραμόρφωσης, αυξάνοντας βέβαια το μέγεθός της, όταν φορτιστεί. Επομένως, όταν εφαρμοστεί στη ράβδο αξονική δύναμη N, εμφανίζεται μια πρόσθετη απόκλιση w(x), η οποία μπορεί να γραφτεί ως:
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    όπου Α είναι η μέγιστη τιμή της επιπρόσθετης απόκλισης στο μέσον του ανοίγματος.


    Στην περίπτωση αυτή η διαφορική εξίσωση ισορροπίας της ράβδου αποκτά την ακόλουθη μορφή:
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    Οι δύο πρώτες παράγωγοι της εξίσωσης (10.8) υπολογίζονται ως:
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    Με αντικατάσταση των (10.7), (10.8) και (10.10) στην (10.9) υπολογίζεται η τιμή του Α:
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    Το συνολικό βέλος στο μέσον του ανοίγματος μπορεί τότε να εκφραστεί ως άθροισμα της ατέλειας και της επιπλέον παραμόρφωσης:
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    Με αναδιάταξη των όρων, προκύπτει η εξίσωση του αδιαστατοποιημένου δρόμου ισορροπίας της αξονικά θλιβόμενης ράβδου με αρχική ατέλεια:
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    Η γραφική παράσταση της σχέσης (10.13) φαίνεται στο Σχήμα 10.6.


    [image: ]


    Σχήμα 10.6 Δρόμος ισορροπίας ατελούς αξονικά θλιβόμενης ράβδου από γραμμική ανάλυση λυγισμού με αναλυτική θεώρηση


    Παρατηρείται ότι προέκυψε ένας ενιαίος δρόμος ισορροπίας, δηλαδή λόγω ατέλειας χάνονται οι έννοιες του κύριου και δευτερεύοντα δρόμου ισορροπίας, επομένως και του σημείου διακλάδωσής τους, καθώς και του κρίσιμου φορτίου. Ο ενιαίος δρόμος ισορροπίας τείνει ασυμπτωτικά στον οριζόντιο δευτερεύοντα δρόμο ισορροπίας που είχε προκύψει από τη γραμμική ανάλυση για τον τέλειο φορέα. Ο λυγισμός εκφράζεται πλέον όχι μέσω αιφνίδιας απώλειας της ευθυγραμμίας της ράβδου, αλλά μέσω μιας σημαντικής μείωσης της δυσκαμψίας καθώς το επιβαλλόμενο φορτίο πλησιάζει το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του αντίστοιχου τέλειου φορέα. Η φορά του λυγισμού καθορίζεται από τη φορά της αρχικής ατέλειας. Το μέγεθος της αρχικής ατέλειας επηρεάζει το δρόμο ισορροπίας και κυρίως το ρυθμό μείωσης της δυσκαμψίας, όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.7.
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    Σχήμα 10.7 Σύγκριση δρόμων ισορροπίας ατελούς αξονικά θλιβόμενης ράβδου από γραμμική ανάλυση λυγισμού με αναλυτική θεώρηση για διάφορες τιμές αρχικής ατέλειας


    Για λόγους σύγκρισης πραγματοποιείται στη συνέχεια με το πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων ADINA γραμμική στατική ανάλυση του ίδιου προσομοιώματος που είχε παρουσιαστεί στο Σχήμα 10.3, λαμβάνοντας υπόψη αρχική ατέλεια με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος eo=1cm κατά την εγκάρσια έννοια στο μέσο του υποστυλώματος, δηλαδή eo/L=1/300. Το υλικό θεωρείται και πάλι γραμμικά ελαστικό, ενώ προκειμένου να μη ληφθεί υπόψη μη γραμμικότητα γεωμετρίας δεν ενεργοποιείται η επιλογή του λογισμικού περί «μεγάλων μετακινήσεων». Ο αδιαστατοποιημένος δρόμος ισορροπίας που εξάγεται από την ανάλυση παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.8, συγκρινόμενος παράλληλα με τα αναλυτικά αποτελέσματα, όπου παρατηρείται αμελητέα απόκλιση μεταξύ τους.
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    Σχήμα 10.8 Συγκριτική απεικόνιση δρόμων ισορροπίας γραμμικής ανάλυσης με ατέλειες θλιβόμενης ράβδου βάσει αναλυτικών και αριθμητικών υπολογισμών


    10.2.3 Μη γραμμικός ελαστικός λυγισμός ατελούς ράβδου


    Στη συνέχεια θα αξιολογηθεί η επίδραση των μεγάλων μετακινήσεων στη μεταλυγισμική απόκριση της ράβδου. Υπενθυμίζεται ότι στην αναλυτική προσέγγιση, η παραδοχή μικρών ως μετρίων μετακινήσεων περιέχεται στη χρήση απλοποιημένης έκφρασης της καμπυλότητας. Από την Ενότητα 1.3.2 υπενθυμίζεται ότι η ακριβής σχέση υπολογισμού της καμπυλότητας κ της ράβδου στη θέση x είναι:
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    Με θεώρηση όμως μικρών τιμών των μετακινήσεων, κάτι που ισχύει με ικανοποιητική ακρίβεια στην κατάσταση αμέσως μετά το λυγισμό, η καμπυλότητα κ της ράβδου μπορεί να γραφεί προσεγγιστικά ως:
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    Η σχέση (10.15) οδήγησε στις διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας (10.1) για την τέλεια ράβδο και (10.9) για την ατελή, οι οποίες έχουν απλές αναλυτικές λύσεις. Αντιθέτως, αν χρησιμοποιηθεί η ακριβής έκφραση (10.14) της καμπυλότητας οδηγούμαστε για μεν την τέλεια ράβδο στην εξίσωση
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    για δε την ατελή στην
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    Οι διαφορικές εξισώσεις (10.16) και (10.17) δεν έχουν αναλυτική λύση και μπορούν να επιλυθούν μόνον αριθμητικά, μέσω κάποιας επαναληπτικής διαδικασίας, για συγκεκριμένες αριθμητικές τιμές των παραμέτρων του προβλήματος. Αντί αυτού, πραγματοποιούνται μη γραμμικές αναλύσεις με το λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων ADINA, ενεργοποιώντας πλέον την επιλογή περί «μεγάλων μετακινήσεων» (GNIA). Τα αποτελέσματα μίας τέτοιας ανάλυσης του προσομοιώματος του Σχήματος 10.3 με αρχική ατέλεια με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος ίσο με eo=1cm, δηλαδή eo/L=1/300, παρουσιάζονται στο Σχήμα 10.9, συγκρινόμενα με τα αντίστοιχα της γραμμικής ανάλυσης λυγισμού. Παρατηρείται ότι οι δύο καμπύλες σχεδόν συμπίπτουν για τιμές παραμόρφωσης μέχρι περίπου wmax/L=0.2, ενώ στη συνέχεια ο δρόμος ισορροπίας της μη γραμμικής ανάλυσης υπερβαίνει το κρίσιμο φορτίο, αναδεικνύοντας τη μεταλυγισμική αντοχή της ελαστικής ράβδου.
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    Σχήμα 10.9 Συγκριτική απεικόνιση δρόμων ισορροπίας γραμμικής και μη γραμμικής ανάλυσης με ατέλειες θλιβόμενης ράβδου βάσει αριθμητικών υπολογισμών


    Στο Σχήμα 10.10 παρουσιάζονται οι αδιαστατοποιημένοι δρόμοι ισορροπίας της ράβδου από μη γραμμικές ελαστικές αριθμητικές αναλύσεις για διαφορετικές τιμές αρχικών ατελειών. Παρατηρείται και πάλι ότι όσο πιο μεγάλο είναι το μέγεθος της ατέλειας τόσο ταχύτερα μειώνεται η δυσκαμψία του φορέα.
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    Σχήμα 10.10 Συγκριτική απεικόνιση δρόμων ισορροπίας θλιβόμενης ράβδου από μη γραμμικές ελαστικές αριθμητικές αναλύσεις για διαφορετικές τιμές αρχικής ατέλειας


    10.2.4 Γραμμικός ανελαστικός λυγισμός τέλειας ράβδου


    Στη διερεύνηση που παρουσιάστηκε στις προηγούμενες ενότητες μια βασική παραδοχή ήταν εκείνη της γραμμικά ελαστικής συμπεριφοράς του υλικού. Στα πλαίσια μιας αρχικής προσπάθειας αξιολόγησης της σημασίας αυτής της παραδοχής, στο Κεφάλαιο 1, μέσω σύγκρισης της κρίσιμης τάσης λυγισμού και του ορίου διαρροής του υλικού, οριοθετήθηκε, για την περίπτωση τέλειας ράβδου και γραμμικά ελαστικής-απολύτως πλαστικής συμπεριφοράς του υλικού, η ασφαλής περιοχή από τις δύο πιθανές μορφές αστοχίας της θλιβόμενης ράβδου, το λυγισμό και τη διαρροή. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται σε όρους λυγηρότητας της ράβδου και επιβαλλόμενης θλιπτικής τάσης στο Σχήμα 10.11. Υπενθυμίζεται από το Κεφάλαιο 1 ότι η λυγηρότητα ορίζεται ως ο λόγος του μήκους L της αμφιέρειστης ράβδου προς την ακτίνα αδράνειας i της διατομής της.
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    Σχήμα 10.11 Διάγραμμα αλληλεπίδρασης λυγισμού και διαρροής σε αξονικά θλιβόμενη ράβδο


    Όπως διαπιστώθηκε και στην Ενότητα 1.3.2, παρατηρείται ότι για μικρή λυγηρότητα κρίσιμη είναι η διαρροή, ενώ για μεγάλες τιμές της λυγηρότητας ο λυγισμός αποτελεί την κρίσιμη μορφή αστοχίας της ράβδου. Επιπλέον, υπάρχει μια χαρακτηριστική τιμή λυγηρότητας λ1 για την οποία λυγισμός και διαρροή συμβαίνουν ταυτόχρονα. Η λυγηρότητα αυτή αντιστοιχεί στο σημείο τομής της οριζόντιας ευθείας γραμμής σ=fy και της καμπύλης Euler και έχει την τιμή:
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    Προκειμένου το διάγραμμα αυτό να μπορεί να χρησιμοποιηθεί για όλες τις ποιότητες δομικού χάλυβα, παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.12 σε αδιαστατοποιημένη μορφή, όπου ο οριζόντιος άξονας αντιστοιχεί στην ανηγμένη λυγηρότητα [image: ] και ο κατακόρυφος στο λόγο χ επιβαλλόμενης ορθής τάσης προς όριο διαρροής:
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    Σχήμα 10.12 Αδιαστατοποιημένο διάγραμμα αλληλεπίδρασης λυγισμού και διαρροής σε αξονικά θλιβόμενη ράβδο


    10.2.5 Γραμμικός ανελαστικός λυγισμός ατελούς ράβδου


    Τα διαγράμματα αλληλεπίδρασης που παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα αφορούν θλιβόμενες ράβδους χωρίς ατέλειες. Δεδομένης όμως της σημασίας των αρχικών ατελειών σε προβλήματα λυγισμού, και προκειμένου να προσεγγιστεί ακριβέστερα το πρόβλημα αλληλεπίδρασης λυγισμού και διαρροής θα εξεταστεί στη συνέχεια η αμφιέρειστη ράβδος του Σχήματος 10.5 με αρχική ατέλεια ημιτονοειδούς μορφής, δηλαδή με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής.


    Αναλυτική προσέγγιση και διατάξεις Ευρωκώδικα 3


    Κατά μήκος της παραμορφωμένης ράβδου του Σχήματος 10.5 αναπτύσσονται λόγω εκκεντρότητας της αξονικής δύναμης κάποιες ροπές, συχνά ονομαζόμενες και ροπές δεύτερης τάξης, διότι για τον υπολογισμό τους είναι απαραίτητη η εξέταση της ράβδου στην παραμορφωμένη της γεωμετρία. Στο μέσον της ράβδου η ροπή αυτή είναι ίση προς την αξονική δύναμη Ν επί το συνολικό βέλος wmax που δίνεται από τη σχέση (10.12). Η αντίστοιχη μέγιστη αναπτυσσόμενη ορθή τάση προκύπτει ως το άθροισμα ενός όρου που οφείλεται στην αξονική δύναμη και ενός που οφείλεται στη ροπή:
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    όπου Α είναι το εμβαδόν και Wel η ελαστική ροπή αντίστασης της διατομής της ράβδου.


    Για να προσδιοριστεί η αντοχή της ράβδου γίνεται η θεώρηση ότι αστοχία επέρχεται όταν η αξονική δύναμη αυξηθεί τόσο, ώστε η μέγιστη αναπτυσσόμενη τάση της ράβδου να γίνει ίση με την τάση διαρροής του υλικού της. Η θεώρηση αυτή είναι σχετικά συντηρητική, αφού αγνοείται το περιθώριο διαρροής της υπόλοιπης διατομής, καθώς και η κράτυνση.
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    Τότε, η επιβαλλόμενη αξονική θλιπτική δύναμη γίνεται ίση με την αντοχή της ράβδου σε θλίψη, η οποία θεωρείται ίση με την αντοχή Afy της διατομής σε διαρροή επί ένα μειωτικό συντελεστή χ, ο οποίος εμπεριέχει τις συνδυασμένες επιδράσεις του λυγισμού και των αρχικών ατελειών και του οποίου ο υπολογισμός είναι το ζητούμενο:
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    Συνδυάζοντας τις σχέσεις (10.23), (10.4) και (10.18) και λαμβάνοντας υπόψη ότι ο λόγος Ι/Α ισούται με το τετράγωνο της ακτίνας αδράνειας i, προκύπτει:
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    Με αντικατάσταση των εξισώσεων (10.22), (10.23) και (10.24) στη σχέση (10.21) οδηγούμαστε στην ακόλουθη εξίσωση:
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    Παρατηρείται ότι για μια αμφιέρειστη ράβδο με γνωστό μήκος και διατομή καθώς και με γνωστό μέγεθος ημιτονοειδών ατελειών, ο μειωτικός συντελεστής χ μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (10.25). Για λόγους αδιαστατοποίησης και ομαδοποίησης των αποτελεσμάτων, θέτουμε:
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    οπότε η σχέση (10.25) παίρνει τη μορφή:
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    Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή στη διεθνή βιβλιογραφία ως εξίσωση Ayrton-Perry και αποτελεί δευτεροβάθμια πολυωνυμική εξίσωση υπολογισμού του μειωτικού συντελεστή χ αμφιέρειστων ράβδων υπό καθαρή αξονική θλίψη συναρτήσει της ανηγμένης λυγηρότητας [image: ] και της αδιάστατης παραμέτρου η που εξαρτάται από τη διατομή και το μέγεθος των ατελειών. Αφού υπολογιστεί ο συντελεστής χ, η αντοχή της ράβδου προκύπτει ευχερώς από τη σχέση (10.23). Η παράμετρος η ονομάζεται γενικευμένη αρχική ατέλεια και χρησιμοποιείται για να ληφθεί εμμέσως υπόψη κάθε μορφής αρχική ατέλεια, όπως είναι η αρχική έκκεντρη φόρτιση και οι παραμένουσες τάσεις. Λόγω του ότι η επιρροή μερικών αρχικών ατελειών συσχετίζεται με το μήκος του μέλους έχει καθιερωθεί το η να εκφράζεται ως:
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    όπου α είναι ο συντελεστής ατελειών, εξαρτώμενος από το σχήμα της διατομής, τα πάχη των ελασμάτων της και τον άξονα λυγισμού, ενώ 0.2 είναι η μέγιστη τιμή ανηγμένης λυγηρότητας για την οποία η αστοχία οφείλεται αποκλειστικά σε διαρροή.


    Τελικώς λοιπόν, λόγω της σχέσης (10.28), η εξίσωση (10.27) υπολογισμού του μειωτικού συντελεστή χ γράφεται:
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    Εάν ορίσουμε ως συντελεστή Φ το μέγεθος:
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    τότε η εξίσωση (10.29) γίνεται:
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    Οι παραπάνω εξισώσεις προτείνονται για τον υπολογισμό της αντοχής θλιβόμενων ράβδων από τον Ευρωκώδικα 3, ενώ παρόμοια μορφή έχουν και οι αντίστοιχες διατάξεις άλλων διεθνών κανονισμών. Για διευκόλυνση των μηχανικών έχουν υπολογιστεί τιμές του μειωτικού συντελεστή χ για όλο το εύρος ανηγμένων λυγηροτήτων που απαντώνται στην πράξη και για διάφορες τιμές του συντελεστή ατελειών α, τέτοιων ώστε οι υπολογιζόμενες αντοχές να συμφωνούν ικανοποιητικά με πειραματικά αποτελέσματα. Οι τιμές αυτές του χ είναι διαθέσιμες υπό μορφή πινάκων και διαγραμμάτων, που είναι γνωστά ως καμπύλες λυγισμού. Στο μέρος 1-1 του Ευρωκώδικα 3 (ΕΝ1993-1-1) προτείνονται πέντε καμπύλες λυγισμού που αντιστοιχούν στις τιμές συντελεστή ατελειών α του Πίνακα 10.1.


    Πίνακας 10.1 Συντελεστές ατελειών για καμπύλες λυγισμού Ευρωκώδικα 3
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    Οι καμπύλες αυτές δίνονται σε γραφική μορφή στο Σχήμα 10.13 και σε πινακοποιημένη μορφή στον Πίνακα 10.2. Για λόγους εποπτείας, στο Σχήμα 10.13 απεικονίζονται με κόκκινη διακεκομμένη γραμμή τα θεωρητικά όρια της αστοχίας του Σχήματος 10.12, χωρίς δηλαδή να λαμβάνεται υπόψη η επιρροή των ατελειών. Παρατηρείται ότι για πολύ μικρές τιμές της ανηγμένης λυγηρότητας, οπότε κυριαρχεί η διαρροή, καθώς και για πολύ μεγάλες, οπότε κυριαρχεί ο λυγισμός, οι καμπύλες λυγισμού προσεγγίζουν πολύ καλά τα θεωρητικά όρια αστοχίας. Για ενδιάμεσες τιμές όμως, όπου η αστοχία οφείλεται σε αλληλεπίδραση διαρροής και λυγισμού, φαινόμενο που αναφέρεται και ως ανελαστικός λυγισμός, τα θεωρητικά όρια υπερεκτιμούν την πραγματική αντοχή, και οι καμπύλες λυγισμού είναι αισθητά χαμηλότερα. Η απόκλιση αυτή γίνεται μέγιστη για ανηγμένη λυγηρότητα ίση με 1.
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    Σχήμα 10.13 Καμπύλες λυγισμού Ευρωκώδικα 3


    Πίνακας 10.2 Καμπύλες λυγισμού Ευρωκώδικα 3 σε πινακοποιημένη μορφή (για ενδιάμεσες τιμές λυγηροτήτων μπορεί να γίνεται γραμμική παρεμβολή)
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            0.1211

          

          	
            0.1153

          

          	
            0.1062

          
        


        
          	
            2.8

          

          	
            0.1216

          

          	
            0.1182

          

          	
            0.1132

          

          	
            0.1079

          

          	
            0.0997

          
        


        
          	
            2.9

          

          	
            0.1136

          

          	
            0.1105

          

          	
            0.1060

          

          	
            0.1012

          

          	
            0.0937

          
        


        
          	
            3.0

          

          	
            0.1063

          

          	
            0.1036

          

          	
            0.0994

          

          	
            0.0951

          

          	
            0.0882

          
        

      

    


    Οι διαφορές μεταξύ των πέντε καμπυλών λυγισμού αποτυπώνουν την διαφορετική ευπάθεια που έχει παρατηρηθεί σε πειραματικές δοκιμές να έχουν διάφορες θλιβόμενες ράβδοι στην αλληλεπίδραση διαρροής και λυγισμού υπό την παρουσία ατελειών. Παράμετροι που επηρεάζουν αυτή την ευπάθεια είναι το είδος και το σχήμα της διατομής, τα πάχη των ελασμάτων της, η ποιότητα του χάλυβα και ο άξονας περί τον οποίο εξετάζεται ο λυγισμός. Η επιλογή της κατάλληλης καμπύλης λυγισμού γίνεται βάσει του Πίνακα 10.3 του ΕΝ1993-1-1, με κριτήριο τη συμφωνία με πειραματικά αποτελέσματα.


    Πίνακας 10.3 Επιλογή καμπύλης λυγισμού για έλεγχο αξονικά θλιβόμενων ράβδων σύμφωνα με τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3


    [image: ]


    Σημειώνεται ότι οι διαβαθμίσεις στις διάφορες καμπύλες λυγισμού συνδέονται κυρίως με τις παραμένουσες τάσεις, οι οποίες αποτελούν μια πολύ σημαντική μορφή ατέλειας στα χαλύβδινα μέλη. Συγκεκριμένα, η μορφή της διατομής και ο τρόπος κατασκευής της, δηλαδή αν είναι ελατή η συγκολλητή, επηρεάζουν το μέγεθος και την κατανομή των παραμενουσών τάσεων, οι οποίες με τη σειρά τους επηρεάζουν σημαντικά το φορτίο λυγισμού και την αντοχή σε θλίψη. Η επιρροή είναι πολύ εντονότερη για περίπτωση λυγισμού περί τον ασθενή κύριο άξονα αδρανείας της διατομής σε σχέση προς τον ισχυρό. Το πάχος της διατομής, λόγω της διαδικασίας έλασης, επηρεάζει την τιμή της τάσης διαρροής του υλικού. Επισημαίνεται πάντως ότι, κανονιστικά, το σύνολο των ατελειών λαμβάνεται υπόψη στον υπολογισμό της αντοχής ως μία «ισοδύναμη» αρχική καμπυλότητα, όπως έχει ήδη αναφερθεί κατά τον ορισμό της γενικευμένης αρχικής ατέλειας η.


    Αριθμητική προσέγγιση


    Στη συνέχεια πραγματοποιούνται με το λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων ADINA μη γραμμικές αναλύσεις υλικού μόνον, με αδρανή δηλαδή την επιλογή περί «μεγάλων μετακινήσεων» (αναλύσεις τύπου ΜNIA). Τα αποτελέσματα μίας τέτοιας ανάλυσης του προσομοιώματος του Σχήματος 10.3 με αρχική ατέλεια με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος ίσο με eo=1cm, δηλαδή eo/L=1/300, παρουσιάζονται στο Σχήμα 10.14. Το υλικό έχει θεωρηθεί ως ελαστικό-πλήρως πλαστικό με τάση διαρροής 23.5kN/cm2. Παρατηρείται σχετικά γραμμική συμπεριφορά μέχρι τη διαρροή, ακολουθούμενη από ένα περίπου οριζόντιο κλάδο αύξησης των παραμορφώσεων για περίπου σταθερή τιμή του φορτίου.


    [image: ]


    Σχήμα 10.14 Δρόμος ισορροπίας μη γραμμικής ανάλυσης τύπου ΜΝΙΑ


    10.2.6 Μη γραμμικός ανελαστικός λυγισμός ατελούς ράβδου


    Για να ληφθούν υπόψη όλες οι παράμετροι που επηρεάζουν την αστοχία της ράβδου, εκτελούνται τελικώς αναλύσεις τύπου GMNIA, στις οποίες λαμβάνεται υπόψη μη γραμμικότητα τόσο υλικού όσο και γεωμετρίας, καθώς και αρχικές ατέλειες. Και πάλι αναλύεται το ίδιο προσομοίωμα του Σχήματος 10.3 με αρχική ατέλεια με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος ίσο με eo=1cm=L/300, και ο δρόμος ισορροπίας που προκύπτει παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.15. Και πάλι παρατηρείται αρχικά σχετικά γραμμική συμπεριφορά μέχρι ένα οριακό σημείο, ακολουθούμενη από έναν έντονα καθοδικό κλάδο. Επισημαίνεται δηλαδή ότι η αλληλεπίδραση διαρροής και λυγισμού υπό την παρουσία αρχικών ατελειών καταργεί τη μεταλυγισμική αντοχή που χαρακτηρίζει τις ελαστικές θλιβόμενες ράβδους και οδηγεί σε μία συμπεριφορά χαρακτηριζόμενη από οριακό σημείο. Το οριακό σημείο εμφανίζεται για μικρότερη τιμή του φορτίου από εκείνη στην οποία είχε φθάσει ο δρόμος ισορροπίας της προηγούμενης ανάλυσης τύπου ΜΝΙΑ (Σχήμα 10.14).


    [image: ]


    Σχήμα 10.15 Δρόμος ισορροπίας μη γραμμικής ανάλυσης τύπου GΜΝΙΑ


    10.2.7 Σύγκριση όλων των μεθόδων ανάλυσης


    Έχοντας πλέον ολοκληρώσει την παρουσίαση όλων των δυνατών μεθόδων αναλυτικής και αριθμητικής αντιμετώπισης του προβλήματος, παρουσιάζεται στην ενότητα αυτή μία σύγκριση των αποτελεσμάτων. Μια τέτοια σύγκριση έχει διπλή αξία, αναδεικνύοντας τις δυνατότητες κάθε τύπου ανάλυσης, αλλά και τον τρόπο με τον οποίο κάθε παράμετρος επηρεάζει την απόκριση της θλιβόμενης ράβδου και την οριακή της αντοχή.


    Προκειμένου η σύγκριση να περιλαμβάνει και τις θεωρητικές και κανονιστικές τιμές φορτίων που αφορούν το συγκεκριμένο υποστύλωμα του Σχήματος 10.3, υπολογίζεται το φορτίο διαρροής της διατομής του [image: ], ενώ το φορτίο Euler έχει ήδη υπολογιστεί στη σχέση (10.6) ως 970.0kN. Η διαδικασία υπολογισμού της θλιπτικής αντοχής κατά τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3 που παρουσιάστηκε στις προηγούμενες σελίδες οδηγεί σε τιμή ανηγμένης λυγηρότητας [image: ], οπότε με χρήση της καμπύλης λυγισμού a για κοίλες διατομές θερμής έλασης προκύπτει η τιμή του μειωτικού συντελεστή χ=0.79 και η θλιπτική αντοχή [image: ]. Παρατηρείται δηλαδή ότι η κανονιστική αντοχή είναι μικρότερη από τις δύο θεωρητικές τιμές, τόσο από το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού, όσο και από το φορτίο θεωρητικής διαρροής της διατομής, όπως άλλωστε ήταν αναμενόμενο λόγω της αλληλεπίδρασης των δύο μορφών αστοχίας αλλά και της δυσμενούς επίδρασης των ατελειών.


    Στο Σχήμα 10.16 παρουσιάζονται τα τρία ανωτέρω φορτία καθώς και οι δρόμοι ισορροπίας από τα τέσσερα είδη αναλύσεων που προηγήθηκαν: γραμμική ανάλυση με ατέλειες (LIA), μη γραμμική ανάλυση γεωμετρίας με ελαστικό υλικό (GNIA), μη γραμμική ανάλυση υλικού μόνον (MNIA) και μη γραμμική ανάλυση γεωμετρίας και υλικού (GMNIA).


    [image: ]


    Σχήμα 10.16 Δρόμοι ισορροπίας αξονικά θλιβόμενης αμφιέρειστης ράβδου με αρχική ατέλεια εύρους L/300 για διαφορετικές αναλύσεις


    Παρατηρείται ότι η τιμή οριακού φορτίου της ανάλυσης τύπου GMNIA είναι αρκετά χαμηλότερη από την κανονιστική οριακή αντοχή. Αυτό αποδίδεται στο ότι οι δύο τρόποι υπολογισμού δεν έχουν εκτελεστεί για ίσες τιμές ατελειών. Οι καμπύλες λυγισμού βάσει των οποίων υπολογίζονται οι κανονιστικές αντοχές έχουν συνταχθεί για τα μεγέθη ατελειών που δίνονται από τις εξισώσεις (10.26) και (10.28), οι οποίες επιλυόμενες ως προς eo δίνουν:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (10.32)

        
      

    


    Η σχέση αυτή εφαρμοζόμενη για το υποστύλωμα του Σχήματος 10.3 οδηγεί σε eo=0.333cm=L/1000, δηλαδή αρκετά μικρότερη από L/300 που έχει χρησιμοποιηθεί στις αριθμητικές αναλύσεις. Δικαιολογείται επομένως η χαμηλότερη οριακή τιμή της ανάλυσης GMNIA. Προς επιβεβαίωση επαναλαμβάνεται η ανάλυση τύπου GMNIA για eo=0.333cm από όπου προκύπτει οριακή αντοχή 514.2kN, επιτυγχάνοντας πολύ καλύτερη προσέγγιση της κανονιστικής αντοχής, από την οποία πλέον απέχει μόνον 3%.


    Προκειμένου να γενικευθεί αυτό το συμπέρασμα, στο Σχήμα 10.17 παρουσιάζονται, για διάφορες τιμές ανηγμένης λυγηρότητας, οι τιμές του μειωτικού συντελεστή χ από αριθμητικές αναλύσεις τύπου GMNIA συγκρινόμενες με την καμπύλη λυγισμού a. Οι αναλύσεις πραγματοποιήθηκαν για αμφιέρειστες ράβδους κοίλης κυκλικής διατομής και μήκους 300cm, των οποίων οι λυγηρότητες καθορίζονταν από τη διάμετρο και το πάχος της κάθε διατομής. Η επιβαλλόμενη ατέλεια είχε το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος υπολογιζόμενο από την εξίσωση (10.32). Παρατηρείται εξαιρετική συμφωνία. Ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η σύγκριση των δρόμων ισορροπίας μη γραμμικών αναλύσεων MNIA και GMNIA για διάφορες τιμές της ανηγμένης λυγηρότητας. Χαρακτηριστικά αποτελέσματα παρουσιάζονται στο επόμενο Σχήμα 10.18 για τιμές ανηγμένης λυγηρότητας [image: ], σε σύγκριση και με τα αντίστοιχα ελαστικά κρίσιμα φορτία λυγισμού και τα φορτία διαρροής της διατομής. Όπως είναι αναμενόμενο, ο λόγος των δύο αυτών φορτίων μειώνεται καθώς αυξάνεται η ανηγμένη λυγηρότητα, η δε μέγιστη αλληλεπίδραση και ανάλογη πτώση του οριακού φορτίου εκδηλώνεται όταν τα δύο αυτά φορτία είναι ίσα μεταξύ τους. Για μικρές τιμές λυγηρότητας η οριακή αντοχή προσεγγίζει το φορτίο διαρροής, ενώ για μεγάλες το κρίσιμο φορτίο λυγισμού.


    [image: ]


    Σχήμα 10.17 Σύγκριση καμπύλης λυγισμού a και τιμών μειωτικού συντελεστή χ που έχουν προκύψει από το οριακό φορτίο αναλύσεων GMNIA για διάφορες τιμές λυγηρότητας
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            (α) [image: ]

          

          	
            (β) [image: ]
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            (γ) [image: ]

          

          	
            (δ) [image: ]

          
        

      

    


    Σχήμα 10.18 Σύγκριση δρόμων ισορροπίας αναλύσεων MNIA και GMNIA αμφιέρειστων ατελών θλιβόμενων ράβδων με διάφορες τιμές ανηγμένης λυγηρότητας


    10.2.8 Επιρροή μεγέθους αρχικών ατελειών


    Δεδομένης της σημαντικής επίδρασης του μεγέθους των αρχικών ατελειών στην τιμή του οριακού φορτίου των αναλύσεων GMNIA, που παρατηρήθηκε στην προηγούμενη ενότητα, κρίνεται σκόπιμη η περαιτέρω διερεύνηση αυτού του θέματος. Για το λόγο αυτό, στο Σχήμα 10.19 παρουσιάζονται οι δρόμοι ισορροπίας που έχουν προκύψει από αναλύσεις GMNIA υποστυλωμάτων με τρεις διαφορετικές τιμές ανηγμένης λυγηρότητας, [image: ], και για τρεις περιπτώσεις ατελειών: για μία τιμή ατέλειας ίση προς την προτεινόμενη από την εξίσωση (10.32), για μία μικρότερη και μία μεγαλύτερη. Τα αποτελέσματα συγκρίνονται με την οριακή αντοχή που υπολογίζεται με χρήση των καμπυλών λυγισμού.
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            (β) [image: ]
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            (γ) [image: ]

          
        

      

    


    Σχήμα 10.19 Σύγκριση δρόμων ισορροπίας αναλύσεων GMNIA αμφιέρειστων ατελών θλιβόμενων ράβδων για διάφορα μεγέθη ατελειών


    Στο Σχήμα 10.20 οι υπολογιζόμενες οριακές αντοχές παρουσιάζονται συγκεντρωτικά σε όρους μειωτικού συντελεστή χ σε σύγκριση με την καμπύλη λυγισμού a, όπου για κάθε τιμή λυγηρότητας η μεσαία κουκίδα αντιπροσωπεύει την τιμή ατέλειας από την εξίσωση (10.32), ενώ η ανώτερη κουκίδα μικρότερη τιμή ατέλειας και η κάτω μεγαλύτερη. Παρατηρούμε ότι για ατέλεια ίση με την υπολογιζόμενη από την εξίσωση (10.32), δηλαδή συμβατή με τις καμπύλες λυγισμού, παρατηρείται ελάχιστη απόκλιση μεταξύ κανονιστικών και αριθμητικών αποτελεσμάτων.


    [image: ]


    Σχήμα 10.20 Σύγκριση καμπύλης λυγισμού a και τιμών μειωτικού συντελεστή χ που έχουν προκύψει από το οριακό φορτίο αναλύσεων GMNIA για διάφορες τιμές ατέλειας


    10.2.9 Επιρροή της κράτυνσης του υλικού


    Σε όλες τις προηγούμενες αναλύσεις θεωρήθηκε είτε ελαστικό είτε ελαστικό-τελείως πλαστικό υλικό, δηλαδή αμελήθηκε η κράτυνση η οποία ως γνωστό χαρακτηρίζει το δομικό χάλυβα. Αν και αναμένεται η επιρροή της κράτυνσης να είναι σχετικά μικρή και υπέρ της ασφαλείας, προκειμένου αυτή να ποσοτικοποιηθεί αναλύονται στην παρούσα ενότητα ράβδοι που αποτελούνται από ελαστικό-γραμμικά κρατυνόμενο υλικό. Για το σκοπό αυτό υιοθετούνται τα τρία επίπεδα κράτυνσης που φαίνονται στο Σχήμα 10.21 και πραγματοποιούνται αναλύσεις τύπου GMNIA.


    [image: ]


    Σχήμα 10.21 Καταστατικοί νόμοι υλικού για αναλύσεις GMNIA διερεύνησης επιρροής της κράτυνσης


    Η επιβαλλόμενη ατέλεια έχει το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος που προκύπτει από την εξίσωση (10.32). Εξετάζονται διάφορες τιμές λυγηρότητας, ενώ οι διατομές κατατάσσονται στην καμπύλη λυγισμού a. Συγκεντρωτικά τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στο Σχήμα 10.22, όπου οι κουκίδες αντιπροσωπεύουν τιμές μειωτικού συντελεστή χ που αντιστοιχούν στα οριακά φορτία των αναλύσεων GMNIA. Για κάθε τιμή λυγηρότητας απεικονίζονται αποτελέσματα για τα τρία επίπεδα κράτυνσης του Σχήματος 10.21, καθώς και για ελαστικό-απολύτως πλαστικό υλικό. Διαπιστώνεται ότι η κράτυνση έχει σημαντική ευεργετική επιρροή για ράβδους μικρής λυγηρότητας, όπου κυριαρχεί ως κρίσιμος μηχανισμός αστοχίας η μη γραμμικότητα υλικού. Για ανηγμένη λυγηρότητα [image: ] η κράτυνση οδηγεί σε μικρή αύξηση της οριακής αντοχής. Για τιμές ανηγμένης λυγηρότητας μεγαλύτερες του 1, όπου κρίσιμος μηχανισμός αστοχίας είναι ο λυγισμός, η επιρροή της κράτυνσης είναι μικρή, όπως ήταν αναμενόμενο. Ενδιαφέρον παρουσιάζει ακόμα η διαπίστωση ότι η οριακή αντοχή δεν επηρεάζεται σημαντικά από το επίπεδο κράτυνσης, ακόμα και για μικρές λυγηρότητες.
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    Σχήμα 10.22 Σύγκριση καμπύλης λυγισμού a και τιμών μειωτικού συντελεστή χ που έχουν προκύψει από το οριακό φορτίο αναλύσεων GMNIA για διάφορα επίπεδα κράτυνσης


    10.3 Επιρροή Συνοριακών Συνθηκών


    Στις προηγούμενες ενότητες εξετάστηκαν λεπτομερώς οι παράμετροι που επηρεάζουν το λυγισμό μιας αμφιέρειστης ράβδου υπό αξονική θλίψη. Στην παρούσα ενότητα η παραπάνω προσέγγιση επεκτείνεται σε θλιβόμενα μέλη με άλλες συνοριακές συνθήκες. Επισημαίνεται ότι η διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης (10.1) με βάση την οποία προέκυψαν τα κρίσιμα φορτία λυγισμού και οι ιδιομορφές αμφιέρειστων ράβδων, ισχύει μόνον για τις συγκεκριμένες μορφές στήριξης της ράβδου. Για ράβδους με τυχαίες συνοριακές συνθήκες πρέπει να εφαρμόζεται η γενικότερη διαφορική εξίσωση τέταρτης τάξης, η οποία προκύπτει αν θεωρηθεί ένα στοιχειώδες τμήμα της ράβδου στην παραμορφωμένη του κατάσταση και διατυπωθούν οι συνθήκες ισορροπίας:
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    με γενική λύση:
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    Οι σταθερές ολοκλήρωσης Α, Β, Γ, Δ προσδιορίζονται από τέσσερις συνοριακές συνθήκες, δύο σε κάθε άκρο της ράβδου. Οι συνοριακές συνθήκες είναι είτε κινηματικές ή γεωμετρικές, οι οποίες αναφέρονται σε μετατοπίσεις w και στροφές w', είτε φυσικές που αφορούν εντατικά μεγέθη, δηλαδή τέμνουσες δυνάμεις V ή καμπτικές ροπές Μ. Για τους συνηθισμένους τύπους στηρίξεων ραβδωτών φορέων, δηλαδή άρθρωση ή κύλιση, πάκτωση, κυλιόμενη πάκτωση και ελεύθερο άκρο, μηδενίζονται δύο από τα παραπάνω τέσσερα μεγέθη, όπως προσδιορίζεται στον ακόλουθο Πίνακα 10.4.


    Πίνακας 10.4 Συνοριακές συνθήκες για διάφορους τύπους στηρίξεων
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            Ροπή M

          

          	
            Τέμνουσα V

          
        


        
          	
            Άρθρωση / Κύλιση
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    Με βάση αυτά παρουσιάζεται στη συνέχεια ο υπολογισμός του ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού για παραδείγματα ράβδων με συνήθεις στηρίξεις.


    10.3.1 Αμφίπακτη ράβδος


    Στο Σχήμα 10.23 απεικονίζεται αμφίπακτη ράβδος ΑΒ μήκους L υπό αξονικό φορτίο Ν που ασκείται στο δεξιό άκρο Β. Στο άκρο της Β η ράβδος θεωρείται ελεύθερη να μετακινηθεί αξονικά, έτσι ώστε το φορτίο να προκαλέσει κατά μήκος της ράβδου σταθερή αξονική δύναμη Ν.
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    Σχήμα 10.23 Αμφίπακτη ράβδος


    Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος είναι:
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    Μέσω μαθηματικής επεξεργασίας οι σχέσεις (10.35) οδηγούν σε ένα γραμμικό ομογενές σύστημα δύο εξισώσεων ως προς Α και Β. Το σύστημα αυτό έχει την τετριμμένη μηδενική λύση, η οποία αντιστοιχεί στην ευθύγραμμη θέση ισορροπίας της ράβδου πριν το λυγισμό, καθώς και μη τετριμμένες λύσεις που περιγράφουν την κατάσταση αμέσως μετά το λυγισμό και προκύπτουν από το μηδενισμό της ορίζουσας των συντελεστών των αγνώστων:
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    Αναπτύσσοντας την ορίζουσα οδηγούμαστε στην εξίσωση:
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    Η εξίσωση (10.37) έχει δύο λύσεις:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (10.38)

        
      

    


    ή


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (10.39)

        
      

    


    Η εξίσωση αυτή επιλύεται αριθμητικά και έχει μικρότερη θετική λύση kL=8.9868. Λαμβάνοντας υπόψη ότι k2=N/EI, προκύπτει κρίσιμο φορτίο:
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    Τελικά, το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού αμφίπακτης ράβδου είναι το ελάχιστο από τα δύο των σχέσεων (10.38) και (10.40), δηλαδή:
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    Η αντίστοιχη ιδιομορφή λυγισμού προκύπτει αν αντικαταστήσουμε στη γενική λύση (10.34) τις σχέσεις μεταξύ των σταθερών ολοκλήρωσης που προέκυψαν κατά την επεξεργασία του συστήματος (10.35) και την τιμή του kL που αντιστοιχεί στο κρίσιμο φορτίο, δηλαδή kL=π/2:
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    Η γραφική απεικόνιση της ιδιομορφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.24. Όπως ήταν αναμενόμενο, παρατηρείται ότι τηρούνται οι συνοριακές συνθήκες μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης και μηδενικής στροφής στα δύο άκρα. Παρατηρείται επίσης ότι η ελαστική γραμμή της λυγισμένης ράβδου έχει δύο σημεία καμπής, τα οποία σημειώνονται με κουκίδες και ευρίσκονται στα τέταρτα του ανοίγματος. Ο ακριβής προσδιορισμός των σημείων αυτών μπορεί να γίνει με βάση την απαίτηση μηδενισμού της καμπυλότητας της ιδιομορφής, δηλαδή μηδενισμού της δεύτερης παραγώγου ως προς x της εξίσωσης (10.42). Μεταξύ αυτών των δύο σημείων η λυγισμένη ράβδος στρέφει το κοίλα προς την απαραμόρφωτη θέση της, ενώ εκατέρωθεν των δύο σημείων καμπής τα στρέφει προς την άλλη πλευρά. Η απόσταση μεταξύ των δύο διαδοχικών σημείων καμπής της ιδιομορφής ονομάζεται ισοδύναμο μήκος λυγισμού. Παρατηρείται ότι το μήκος αυτό εμφανίζεται και στον παρονομαστή της σχέσης (10.41) υπολογισμού του κρίσιμου φορτίου. Η φυσική σημασία του ισοδύναμου μήκους λυγισμού είναι ότι μία αμφιέρειστη ράβδος με αυτό το μήκος εμφανίζει τα ίδια χαρακτηριστικά ως προς το λυγισμό της και την οριακή της αντοχή έναντι θλίψης, όπως η εξεταζόμενη ράβδος με το πραγματικό μήκος και τις πραγματικές συνοριακές συνθήκες.
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    Σχήμα 10.24 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού αμφίπακτης ράβδου


    Όπως θα διαπιστωθεί και από τα επόμενα παραδείγματα, η έννοια του ισοδύναμου μήκους λυγισμού υφίσταται για θλιβόμενες ράβδους με οποιεσδήποτε συνοριακές συνθήκες, με διαφορετική όμως κάθε φορά τιμή του συντελεστή με τον οποίο πρέπει να πολλαπλασιαστεί το πραγματικό μήκος της ράβδου για να προκύψει το ισοδύναμο μήκος λυγισμού της. Ο συντελεστής αυτός συμβολίζεται στη βιβλιογραφία με Κ και ονομάζεται συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού. Επομένως, αν η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων καμπής της ιδιομορφής είναι ΚL, το αντίστοιχο κρίσιμο φορτίο είναι ίσο προς:
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    10.3.2 Μονόπακτη ράβδος


    Ανάλογη διαδικασία ακολουθείται για τον προσδιορισμό του κρίσιμου φορτίου λυγισμού της μονόπακτης ράβδου του Σχήματος 10.25.
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    Σχήμα 10.25 Μονόπακτη ράβδος


    Οι τρεις πρώτες συνοριακές συνθήκες της σχέσης (10.35) ισχύουν και σε αυτή την περίπτωση, ενώ η τέταρτη συνθήκη μηδενισμού της στροφής στο άκρο Β αντικαθίσταται από την εξίσωση μηδενισμού της ροπής στο ίδιο άκρο. Αξιοποιώντας τη σχέση μεταξύ ροπής και καμπυλότητας από τη θεωρία δοκού, προκύπτει:
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    Μετά από μαθηματική επεξεργασία των συνοριακών συνθηκών καταλήγουμε στο γραμμικό ομογενές σύστημα:
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    Για να έχει το σύστημα αυτό λύση διάφορη της μηδενικής, θα πρέπει η ορίζουσά του να είναι μηδέν. Δηλαδή:
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    Αναπτύσσοντας την ορίζουσα οδηγούμαστε στην εξίσωση λυγισμού:
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    της οποίας η μικρότερη ρίζα προκύπτει αριθμητικά ως kL=4.493 οδηγώντας σε κρίσιμο φορτίο:
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    Δηλαδή, το κρίσιμο μήκος λυγισμού ισούται με 0.7L. Πράγματι, αντικαθιστώντας στη γενική λύση (10.34) τις σχέσεις μεταξύ των σταθερών ολοκλήρωσης που προέκυψαν κατά την επεξεργασία του συστήματος εξισώσεων των συνοριακών συνθηκών και την τιμή kL=4.488 προκύπτει η θεμελιώδης ιδιομορφή λυγισμού:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (10.49)

        
      

    


    Η γραφική απεικόνιση της ιδιομορφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.26. Επιβεβαιώνεται ότι τηρούνται οι συνοριακές συνθήκες μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης και μηδενικής στροφής στο αριστερό άκρο και μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης και ελεύθερης στροφής στο δεξιό. Τα δύο σημεία καμπής, τα οποία σημειώνονται με κουκίδες, ευρίσκονται στις θέσεις x=0.3L και x=L και απέχουν μεταξύ τους 0.7L.
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    Σχήμα 10.26 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού μονόπακτης ράβδου


    10.3.3 Πρόβολος


    Το επόμενο παράδειγμα που εξετάζεται είναι ο πρόβολος του Σχήματος 10.27.
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    Σχήμα 10.27 Πρόβολος


    Οι δύο πρώτες συνοριακές συνθήκες της σχέσης (10.35) που αφορούν το πακτωμένο άκρο Α, δηλαδή ο μηδενισμός της εγκάρσιας μετακίνησης w και της στροφής w', ισχύουν και πάλι, ενώ οι δύο συνθήκες στο άκρο Β προκύπτουν από την απαίτηση μηδενισμού της ροπής και της τέμνουσας:
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    Με ανάλογη διαδικασία προκύπτει η εξίσωση λυγισμού:
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    με ρίζες:
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    Το κρίσιμο φορτίο λυγισμού προκύπτει για n=1:
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    Από τη σχέση (10.53) προκύπτει ότι το ισοδύναμο μήκος λυγισμού του προβόλου είναι ίσο με 2L. Για να επιβεβαιωθεί ότι αυτή είναι και η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων καμπής της λυγισμένης ράβδου, εξάγεται μέσω αντικατάστασης στις συνοριακές συνθήκες της μικρότερης ιδιοτιμής της σχέσης (10.52) η εξίσωση της θεμελιώδους ιδιομορφής λυγισμού ως:
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    Η γραφική απεικόνιση της ιδιομορφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.28. Επιβεβαιώνεται ότι τηρούνται οι συνοριακές συνθήκες μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης και μηδενικής στροφής στο αριστερό άκρο και ελεύθερης εγκάρσιας μετακίνησης και στροφής στο δεξιό. Με διακεκομμένη γραμμή εμφανίζεται επίσης η ιδεατή επέκταση της ιδιομορφής στο διάστημα τιμών του x μεταξύ –L και 0, σύμφωνα με την εξίσωση (10.54). Από μηδενισμό της καμπυλότητας, δηλαδή της δεύτερης παραγώγου της έκφρασης (10.54), προσδιορίζονται τα δύο σημεία καμπής της λυγισμένης ράβδου, στις θέσεις x=–L και x=L. Τα σημεία καμπής σημειώνονται με κουκίδες στο Σχήμα 10.28 και απέχουν μεταξύ τους απόσταση 2L.
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    Σχήμα 10.28 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού προβόλου


    10.3.4 Ράβδος με πάκτωση και κυλιόμενη πάκτωση


    Στο Σχήμα 10.29 απεικονίζεται θλιβόμενη ράβδος ΑΒ, πακτωμένη στο αριστερό της άκρο Α και στηριζόμενη με κυλιόμενη πάκτωση στο δεξιό άκρο Β.
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    Σχήμα 10.29 Ράβδος με πάκτωση στο ένα άκρο και κυλιόμενη πάκτωση στο άλλο


    Οι δύο πρώτες συνοριακές συνθήκες της σχέσης (10.35) που αφορούν το πακτωμένο άκρο Α ισχύουν και πάλι, ενώ οι δύο συνθήκες στο άκρο Β προκύπτουν από την απαίτηση μηδενισμού της στροφής και της τέμνουσας:
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    Με παρόμοια μαθηματική επεξεργασία όπως στα προηγούμενα παραδείγματα, προκύπτει η εξίσωση λυγισμού:
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    με λύσεις:
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    Το κρίσιμο φορτίο λυγισμού υπολογίζεται για n=1:
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    Από την εξίσωση (10.58) προκύπτει ότι το κρίσιμο μήκος λυγισμού είναι ίσο προς L. Η θεμελιώδης ιδιομορφή λυγισμού δίνεται από τη σχέση:
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    Η γραφική απεικόνιση της ιδιομορφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 10.30. Οι συνοριακές συνθήκες μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης και μηδενικής στροφής στο αριστερό άκρο και ελεύθερης εγκάρσιας μετακίνησης και μηδενικής στροφής στο δεξιό επιβεβαιώνονται. Με διακεκομμένη γραμμή εμφανίζεται επίσης η ιδεατή επέκταση της ιδομορφής στο διάστημα τιμών του x μεταξύ –L/2 και 0, σύμφωνα με την εξίσωση (10.59). Από μηδενισμό της καμπυλότητας προσδιορίζονται τα δύο σημεία καμπής στις θέσεις x=–L/2 και x=L/2. Τα σημεία καμπής σημειώνονται με κουκίδες στο Σχήμα 10.30 και απέχουν μεταξύ τους απόσταση L.
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    Σχήμα 10.30 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού ράβδου με πάκτωση στο ένα άκρο και κυλιόμενη πάκτωση στο άλλο


    10.3.5 Ράβδος με άρθρωση και κυλιόμενη πάκτωση


    Το τελευταίο εξεταζόμενο παράδειγμα είναι η δοκός του Σχήματος 10.31 στηριζόμενη με άρθρωση στο αριστερό της άκρο Α και κυλιόμενη πάκτωση στο δεξιό άκρο Β. Οι συνοριακές συνθήκες είναι ίδιες όπως στην Ενότητα 10.3.4, εκτός από τη συνθήκη μηδενικής στροφής για x=0, η οποία αντικαθίσταται από την εξίσωση μηδενισμού της ροπής στην ίδια θέση:
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    Σχήμα 10.31 Ράβδος με άρθρωση στο ένα άκρο και κυλιόμενη πάκτωση στο άλλο
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    Η εξίσωση λυγισμού προκύπτει:
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    και έχει λύσεις:
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    επομένως το κρίσιμο φορτίο λυγισμού είναι:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (10.63)

        
      

    


    Από την εξίσωση (10.63) προκύπτει το κρίσιμο μήκος λυγισμού ίσο προς 2L. Η θεμελιώδης ιδιομορφή λυγισμού προκύπτει:
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    και απεικονίζεται στο Σχήμα 10.32. Οι συνοριακές συνθήκες μηδενικής εγκάρσιας μετακίνησης και ελεύθερης στροφής στο αριστερό άκρο και ελεύθερης εγκάρσιας μετακίνησης και μηδενικής στροφής στο δεξιό επιβεβαιώνονται. Με διακεκομμένη γραμμή εμφανίζεται επίσης η ιδεατή επέκταση της ιδομορφής στο διάστημα τιμών του x μεταξύ L και 2L, σύμφωνα με την εξίσωση (10.64). Τα δύο σημεία καμπής εμφανίζονται στις θέσεις x=0 και x=2L και απέχουν μεταξύ τους απόσταση 2L.
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    Σχήμα 10.32 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού ράβδου με άρθρωση στο ένα άκρο και κυλιόμενη πάκτωση στο άλλο


    10.3.6 Οριακή αντοχή


    Στις προηγούμενες ενότητες παρουσιάστηκε ο υπολογισμός του ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ και του αντίστοιχου ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού θλιβόμενων ράβδων με διάφορες συνοριακές συνθήκες. Τα αποτελέσματα για το συντελεστή Κ συνοψίζονται στον Πίνακα 10.5. Όπως προαναφέρθηκε, το κρίσιμο φορτίο λυγισμού υπολογίζεται στη συνέχεια από τη σχέση (10.43). Το φορτίο αυτό χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της οριακής αντοχής, με την ίδια διαδικασία που παρουσιάστηκε στην Ενότητα 10.2.5. Όπως αναλύθηκε στην Ενότητα 10.2, η οριακή αντοχή θλιβόμενης ράβδου επηρεάζεται από διάφορες παραμέτρους, με σημαντικότερες τη μη γραμμικότητα υλικού, τις παραμένουσες τάσεις και τις αρχικές ατέλειες. Για θλιβόμενες ράβδους με τυχαίες συνοριακές συνθήκες, οι παράμετροι αυτές λαμβάνονται υπόψη ανάγοντας τη ράβδο σε μία ισοδύναμη αμφιαρθρωτή, με μήκος KL. Στη συνέχεια υπολογίζεται η λυγηρότητα, διαιρώντας το ισοδύναμο μήκος λυγισμού με την ακτίνα αδράνειας i της διατομής της ράβδου:
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    Κατόπιν υπολογίζεται η ανηγμένη λυγηρότητα [image: ] από τη σχέση (10.19), ο μειωτικός συντελεστής χ από την κατάλληλη καμπύλη λυγισμού, και τελικά η οριακή αντοχή από τη σχέση (10.23).


    Πίνακας 10.5 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ για ράβδους με διάφορες συνθήκες στήριξης
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    10.4 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό μελετήθηκε σε βάθος το πρόβλημα του ελαστικού και ανελαστικού λυγισμού θλιβόμενων ράβδων. Στο πρώτο μέρος διερευνήθηκε η επιρροή της μη γραμμικότητας υλικού και γεωμετρίας καθώς και των αρχικών ατελειών στην οριακή θλιπτική αντοχή αμφιέρειστης ράβδου υπό θλίψη, με αναλυτικό και αριθμητικό τρόπο. Η αναλυτική προσέγγιση συσχετίστηκε με τη μεθοδολογία υπολογισμού της οριακής αντοχής που προτείνεται και από τις κανονιστικές διατάξεις του Ευρωκώδικα 3, καθώς και με την έννοια των καμπυλών λυγισμού. Οι αριθμητικές αναλύσεις πεπερασμένων στοιχείων που παρουσιάστηκαν είχαν ως σκοπό τη σύγκριση με τις αναλυτικές και κανονιστικές λύσεις, η οποία αποδείχθηκε πολύ ικανοποιητική, επιβεβαιώνοντας ότι για απλά μέλη αυτού του τύπου η κανονιστική αντιμετώπιση είναι απολύτως επαρκής. Επιπλέον, μέσω των αριθμητικών αναλύσεων διερευνήθηκε η επιρροή του μεγέθους των αρχικών ατελειών, η οποία αποδείχθηκε σημαντική, ιδιαίτερα σε εύρη λυγηρότητας για τα οποία ελαστικός λυγισμός και διαρροή συμβαίνουν θεωρητικά για κοντινές τιμές του φορτίου. Εξετάστηκε επίσης η επιρροή της κράτυνσης του υλικού, για την οποία προέκυψε ότι είναι σημαντική μόνον για ράβδους μικρής λυγηρότητας και ότι η αμέλειά της οδηγεί σε συντηρητικά αποτελέσματα.


    Στο δεύτερο μέρος του κεφαλαίου παρουσιάστηκε η επιρροή των συνοριακών συνθηκών. Όσον αφορά το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού, επεξηγήθηκε η έννοια του ισοδύναμου μήκους λυγισμού και υπολογίστηκαν οι συντελεστές ισοδύναμου μήκους λυγισμού για ράβδους με διάφορες συνήθεις συνοριακές συνθήκες. Επίσης σχολιάστηκε ο υπολογισμός της οριακής θλιπτικής αντοχής τέτοιων ράβδων μέσω αναγωγής τους σε ισοδύναμες αμφιέρειστες και εφαρμογή στη συνέχεια της ίδιας αναλυτικής μεθοδολογίας που παρουσιάστηκε για αμφιέρειστες ράβδους. Ο υπολογισμός του ισοδύναμου μήκους λυγισμού μελών που ανήκουν σε πλαίσια παρουσιάζεται στο επόμενο Κεφάλαιο 11.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11


    


    ΛΥΓΙΣΜΟΣ ΠΛΑΙΣΙΩΝ


    11.1 Εισαγωγή


    Τα επίπεδα η χωρικά πλαίσια αποτελούν το συνηθέστερο στατικό σύστημα κτιριακών και άλλων κατασκευών, και παραλαμβάνουν τα επιβαλλόμενα φορτία αναπτύσσοντας στα μέλη τους κυρίως καμπτικές ροπές. Συνήθως τα μέλη ενός πλαισίου χαρακτηρίζονται, ανάλογα με τη θέση τους και το είδος της φόρτισης στο οποίο υπόκεινται, ως δοκοί ή υποστυλώματα. Δοκοί είναι τα οριζόντια (ή περίπου οριζόντια) μέλη στα οποία κυριαρχεί η καμπτική ένταση, συχνά συνοδευόμενη από αξονικές και τέμνουσες δυνάμεις. Τα υποστυλώματα είναι τα κατακόρυφα (ή περίπου κατακόρυφα) μέλη με σημαντική θλιπτική καταπόνηση, συνήθως όμως και αυτή συνοδευόμενη από τέμνουσες δυνάμεις και καμπτικές ροπές.


    Η πλευρική ευστάθεια των πλαισίων εξασφαλίζεται είτε μέσω συνδέσμων δυσκαμψίας (Σχήμα 11.1) είτε μέσω της λεγόμενης πλαισιακής λειτουργίας (Σχήμα 11.2). Οι σύνδεσμοι δυσκαμψίας τοποθετούνται σε κάποια από τα φατνώματα του πλαισίου και έχουν συχνά μορφή διπλών διαγωνίων που ονομάζονται και «χιαστί» σύνδεσμοι. Όταν τα ζυγώματα ενός πλαισίου με συνδέσμους δυσκαμψίας τείνουν να μετατοπιστούν πλευρικά, είτε λόγω οριζόντιων φορτίων είτε λόγω λυγισμού υπό κατακόρυφα φορτία, τα μέλη των συνδέσμων αντιστέκονται, αναπτύσσοντας αξονικές δυνάμεις. Λόγω της μεγάλης αξονικής δυσκαμψίας ΕΑ/L των ράβδων με συνήθη μήκη L και συνήθη εμβαδά διατομής Α, οι αναπτυσσόμενες πλευρικές μετακινήσεις είναι πολύ μικρές, πρακτικά αμελητέες. Για το λόγο αυτό τα πλαίσια με συνδέσμους δυσκαμψίας συχνά χαρακτηρίζονται και ως αμετάθετα και στις ιδιομορφές λυγισμού τους τα ζυγώματα θεωρείται ότι δεν μετατίθενται πλευρικά.
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    Σχήμα 11.1 Πλαίσια με συνδέσμους δυσκαμψίας και πρώτη ιδιομορφή λυγισμού χωρίς πλευρική μετάθεση των ζυγωμάτων
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    Σχήμα 11.2 Πλαίσια χωρίς συνδέσμους δυσκαμψίας και πρώτη ιδιομορφή λυγισμού με πλευρική μετάθεση των ζυγωμάτων


    Αντίθετα, όταν τα ζυγώματα ενός πλαισίου χωρίς συνδέσμους δυσκαμψίας τείνουν να μετατοπιστούν πλευρικά, τα υποστυλώματα και οι δοκοί αντιστέκονται, αναπτύσσοντας κυρίως καμπτικές ροπές. Λόγω της σχετικά μικρής καμπτικής δυσκαμψίας ΕΙ/L3 των ράβδων με συνήθη μήκη L και συνήθη ροπή αδράνειας διατομής Ι, οι αναπτυσσόμενες πλευρικές μετακινήσεις είναι μη αμελητέες. Για το λόγο αυτό τα πλαίσια χωρίς συνδέσμους δυσκαμψίας συχνά χαρακτηρίζονται ως μεταθετά και στις ιδιομορφές λυγισμού τους τα ζυγώματα μετατίθενται πλευρικά.


    Προϋπόθεση για την ύπαρξη πλαισιακής λειτουργίας είναι οι συνδέσεις μεταξύ δοκών και υποστυλωμάτων να έχουν δυνατότητα μεταφοράς ροπής, χαρακτηριζόμενες είτε ως άκαμπτες, όταν δεν επιτρέπουν ή επιτρέπουν πολύ περιορισμένα τη σχετική στροφή μεταξύ των δύο συνδεόμενων μελών, είτε ως ημι-άκαμπτες, όταν παρεμποδίζουν τη σχετική στροφή, χωρίς όμως να την περιορίζουν σημαντικά. Οι συνδέσεις αυτές συχνά ονομάζονται συνδέσεις ροπής, από την ικανότητά τους να μεταφέρουν ροπή μεταξύ των δύο μελών. Αντίθετα, σε πλαίσια με συνδέσμους δυσκαμψίας οι συνδέσεις μπορούν να επιτρέπουν τη σχετική στροφή μεταξύ των συνδεόμενων μελών, χαρακτηριζόμενες συνήθως ως πρακτικά αρθρωτές ή συνδέσεις τέμνουσας, από τη δυνατότητά τους να μεταφέρουν τέμνουσα δύναμη αλλά όχι καμπτική ροπή.


    Τα πλαίσια με συνδέσμους υπερτερούν από στατική και κατασκευαστική άποψη εκείνων που δεν διαθέτουν τέτοιους συνδέσμους, διότι (α) παραμορφώνονται πλευρικά πολύ λιγότερο υπό τη δράση οριζόντιων φορτίων, (β) διαθέτουν αρκετά υψηλότερη αντοχή έναντι καμπτικού λυγισμού των υποστυλωμάτων τους και (γ) οι συνδέσεις τέμνουσας είναι αρκετά απλούστερες και οικονομικότερες των συνδέσεων ροπής. Όμως, η παρουσία των συνδέσμων δυσκαμψίας είναι πολλές φορές αρχιτεκτονικά ανεπιθύμητη και δημιουργεί λειτουργικά προβλήματα. Η μόρφωση επομένως πλαισιακών κατασκευών συχνά χαρακτηρίζεται από την προσπάθεια εξεύρεσης φατνωμάτων για τοποθέτηση συνδέσμων δυσκαμψίας, που να είναι αποδεκτοί από αρχιτεκτονική και λειτουργική άποψη.


    Το παρόν κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στον υπολογισμό των κρίσιμων φορτίων λυγισμού των υποστυλωμάτων πλαισιακών φορέων με και χωρίς συνδέσμους δυσκαμψίας. Όπως ήδη αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 10, η αστοχία ενός μέλους υπό καθαρή θλίψη μπορεί να είναι αποτέλεσμα της επιρροής της μη γραμμικότητας υλικού λόγω υπέρβασης της τάσης διαρροής σε κάποια διατομή του υποστυλώματος, ή της μη γραμμικότητας γεωμετρίας λόγω υπέρβασης της τιμής του κρίσιμου φορτίου λυγισμού του μέλους (ελαστικός λυγισμός). Συνήθως όμως η αστοχία οφείλεται σε συνδυασμό της επιρροής των δύο παραπάνω μη γραμμικοτήτων, οπότε αναφερόμαστε σε πλαστικό λυγισμό. Για τον υπολογισμό της αντοχής του θλιβόμενου μέλους σύμφωνα με τον Ευρωκώδικα 3 απαιτείται ο προσδιορισμός του μειωτικού συντελεστή χ που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 10, μέσω του οποίου λαμβάνονται υπόψη και οι δύο προανεφερθέντες μηχανισμοί αστοχίας, καθώς και η δυσμενής επίδραση των αρχικών ατελειών. Όπως ήδη παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο, ο μειωτικός συντελεστής χ προκύπτει από την κατάλληλη καμπύλη λυγισμού βάσει της λυγηρότητας του μέλους. Για τον υπολογισμό του χ είναι επομένως απαραίτητη η γνώση του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού του μέλους, προκειμένου να υπολογιστεί η λυγηρότητα ως ο λόγος αυτού του μήκους προς την ακτίνα αδράνειας της διατομής του μέλους.


    Το ίδιο όμως συμβαίνει και για την περίπτωση μελών που καταπονούνται σε συνδυασμό θλιπτικής αξονικής δύναμης και καμπτικής ροπής περί τον έναν ή και τους δύο κύριους άξονες. Στην περίπτωση αυτή η επάρκεια του μέλους ελέγχεται μέσω των ανισοτήτων των σχέσεων αλληλεπίδρασης:
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    Στις παραπάνω ανισότητες οι αριθμητές των κλασμάτων αντιπροσωπεύουν δράσεις και οι παρονομαστές αντοχές. Σε κάθε ανισότητα το πρώτο κλάσμα αφορά αξονικές δυνάμεις N, το δεύτερο ροπές My περί τον ισχυρό άξονα y της διατομής και το τρίτο ροπές Mz περί τον ασθενή άξονα z. Οι μειωτικοί συντελεστές χy και χz αφορούν καμπτικό λυγισμό περί τους άξονες y και z αντίστοιχα και ο συντελεστής χLT στρεπτοκαμπτικό λυγισμό. Οι συντελεστές kyy, kyz, kzy και kzz είναι οι λεγόμενοι συντελεστές αλληλεπίδρασης μεταξύ αξονικής δύναμης και καμπτικών ροπών. Αναδεικνύεται λοιπόν και πάλι η αναγκαιότητα γνώσης του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού του μέλους σε κάθε κύριο άξονα, προκειμένου να υπολογιστούν οι λυγηρότητες ως οι λόγοι αυτών των μηκών προς τις αντίστοιχες ακτίνες αδράνειας της διατομής του μέλους και εν συνεχεία να προκύψουν, από τις κατάλληλες καμπύλες λυγισμού, οι μειωτικοί συντελεστές χy και χz.


    Από τα παραπάνω γίνεται εμφανής η σημασία του υπολογισμού των κρίσιμων φορτίων λυγισμού, ή των ισοδύναμων μηκών λυγισμού των υποστυλωμάτων πλαισιακών φορέων, για τον υπολογισμό της αντοχής τους κατά τις διατάξεις του Ευρωκώδικα 3. Ανάλογες διατάξεις ισχύουν και σε όλους τους σύγχρονους κανονισμούς σχεδιασμού μεταλλικών κατασκευών.


    11.2 Κρίσιμο φορτίο λυγισμού υποστυλωμάτων πλαισίων


    Το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού Pcr ενός θλιβόμενου υποστυλώματος είναι ανάλογο με το πηλίκο της καμπτικής αντίστασης EIc της διατομής και αντιστρόφως ανάλογο προς το τετράγωνο του ισοδύναμου μήκους λυγισμού Kh:
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    Στη σχέση (11.2) Ε είναι το μέτρο ελαστικότητας του υλικού και Ic η ροπή αδράνειας της διατομής περί τον εξεταζόμενο άξονα λυγισμού, όπου ο δείκτης c συμβολίζει το εξεταζόμενο υποστύλωμα. Το ισοδύναμο μήκος λυγισμού ορίζεται ως η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων καμπής της ελαστικής γραμμής του λυγισμένου μέλους και καθορίζεται ως ένα ποσοστό Κ του ύψους h του υποστυλώματος. Η τιμή του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού K εξαρτάται από τις συνοριακές συνθήκες στα άκρα του υποστυλώματος και συγκεκριμένα από τη δυνατότητα στροφής και σχετικής εγκάρσιας μετάθεσης των άκρων του. Στις περιπτώσεις σαφών συνοριακών συνθηκών, όπως είναι άρθρωση, πάκτωση, κύλιση ή ελεύθερο άκρο, ο προσδιορισμός του συντελεστή K γίνεται όπως παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 10. Στα άκρα όμως των υποστυλωμάτων πλαισίων, και ιδιαιτέρως πλαισίων χωρίς συνδέσμους δυσκαμψίας, οι συνοριακές συνθήκες δεν είναι σαφείς. Τα υποστυλώματα σε πλαισιακούς φορείς δεν μπορούν να αντιμετωπιστούν ως μεμονωμένα, αφού αποτελούν αναπόσπαστο τμήμα των πλαισίων και αλληλεπιδρούν με τα υπόλοιπα μέλη. Για κάθε υποστύλωμα ενός μονώροφου ή πολυώροφου πλαισίου, τα υποστυλώματα και οι δοκοί του ορόφου στον οποίον ανήκει το υποστύλωμα, καθώς και των υπερκείμενων και υποκείμενων ορόφων προσδίδουν στα άκρα του στροφική δέσμευση, ενώ το συνολικό στατικό σύστημα είναι υπεύθυνο για την παρεμπόδιση των πλευρικών μετακινήσεων.


    Σε κάποιες περιπτώσεις, πηγή αβεβαιότητας κατά τον υπολογισμό του ισοδύναμου μήκους λυγισμού είναι η εκτίμηση της δυνατότητας σχετικής εγκάρσιας μετάθεσης των άκρων. Στον Ευρωκώδικα 3, όπως και σε άλλες αντίστοιχες προδιαγραφές, τα πλαίσια διαχωρίζονται σε μεταθετά και αμετάθετα και αναλόγως προτείνονται κατάλληλα διαγράμματα για τον υπολογισμό του μήκους λυγισμού. Στα πρώτα δεν υπάρχει κανένα σύστημα δυσκαμψίας, με συνέπεια την ανεμπόδιστη οριζόντια μετατόπιση του φορέα, ενώ στα δεύτερα θεωρείται ότι το σύστημα δυσκαμψίας εμποδίζει την οριζόντια μετάθεση. Ως σύστημα δυσκαμψίας εννοείται ένα φέρον σύστημα που προσδίδει αντίσταση στην πλευρική μετάθεση της κατασκευής. Τέτοια συστήματα μπορεί να είναι διαγώνιοι μεταλλικοί σύνδεσμοι, τοιχώματα από οπλισμένο σκυρόδεμα κ.λπ. Η διάκριση αυτή όμως δεν είναι πάντοτε απολύτως σωστή, μια και σε κάποιες περιπτώσεις τα πλαίσια μπορεί να χαρακτηρίζονται από μία μερικώς μεταθετή συμπεριφορά. Μερικώς μεταθετή χαρακτηρίζεται η συμπεριφορά ενός φορέα εφοδιασμένου μεν με σύστημα δυσκαμψίας, το οποίο όμως δεν είναι επαρκώς δύσκαμπτο για να το καταστήσει πλήρως αμετάθετο, οπότε κατά το λυγισμό του το πλαίσιο υφίσταται κάποιες οριζόντιες μετατοπίσεις. Τα μεταθετά και αμετάθετα πλαίσια είναι οι ακραίες κατηγορίες της γενικότερης κατηγορίας των μερικώς μεταθετών πλαισίων. Η μείωση του βαθμού μεταθετότητας συνεπάγεται μείωση του ισοδύναμου μήκους λυγισμού και κατ’ επέκταση αύξηση της αντοχής σε λυγισμό του υποστυλώματος. Στον Ευρωκώδικα 3 η δυσκαμψία του συστήματος παρεμπόδισης της οριζόντιας μετάθεσης λαμβάνεται εμμέσως υπόψη, χαρακτηρίζοντας ένα πλαίσιο ως αμετάθετο εάν το σύστημα δυσκαμψίας του μειώνει την οριζόντια μετακίνηση τουλάχιστον κατά 80% έναντι της μετακίνησης του πλαισίου χωρίς σύστημα δυσκαμψίας και ως μεταθετό στην αντίθετη περίπτωση. Το κριτήριο όμως αυτό σε αρκετές περιπτώσεις δεν οδηγεί σε ορθά αποτελέσματα.


    Η κύρια δυσκολία στον υπολογισμό του ισοδύναμου μήκους λυγισμού υποστυλωμάτων πλαισίων έγκειται στην δυσχέρεια ακριβούς υπολογισμού των στροφικών συνοριακών συνθηκών στα άκρα. Αυτές οι συνθήκες εξαρτώνται από τις δεσμεύσεις που επιβάλλουν στις στροφές των ακραίων κόμβων του υπό εξέταση υποστυλώματος τα άλλα μέλη τα οποία συντρέχουν στους κόμβους αυτούς. Οι παραπάνω δεσμεύσεις, με τη σειρά τους, εξαρτώνται από τη διατομή και το μήκος κάθε συντρέχοντος μέλους, αλλά και από τον τρόπο στήριξης αυτού του μέλους στο άλλο άκρο του, καθώς επίσης από την εφελκυστική ή θλιπτική αξονική δύναμη που τυχόν αναπτύσσεται σε αυτό. Οι κανονιστικές διατάξεις του Load and Resistance Factor Design Specification for structural steel buildings (LRFD 1999) δεν κάνουν αναφορά στην επίδραση των στροφικών δυσκαμψιών των μελών που συντρέχουν στα άκρα του υπό εξέταση υποστυλώματος ούτε και στην επιρροή της αξονικής τους δύναμης. Το παράρτημα Ε της προηγούμενης έκδοσης του Ευρωκώδικα 3 (ENV 1993-1-1:1992) είναι περισσότερο λεπτομερές, όσον αφορά τις στροφικές δυσκαμψίες των μελών που συντρέχουν στους ακραίους κόμβους του υποστυλώματος, αλλά δεν περιέχει προβλέψεις για αρκετές περιπτώσεις που συναντώνται στην πράξη, των οποίων η επίδραση αποδεικνύεται σημαντική για τον υπολογισμό του φορτίου λυγισμού.


    Κατά τον υπολογισμό του ισοδύναμου μήκους λυγισμού τα υποστυλώματα πολυώροφων πλαισίων θεωρούνται συνήθως, για λόγους απλούστευσης, ως μεμονωμένα και η συμβολή των υπόλοιπων μελών του φορέα λαμβάνεται υπόψη προσεγγιστικά. Επιδιώκεται λοιπόν από το υποστύλωμα ΑΒ του Σχήματος 11.3(α) να μεταπηδήσουμε στο απλό προσομοίωμα του Σχήματος 11.3(γ) στο οποίο θα λαμβάνεται υπόψη με αξιόπιστο τρόπο η επιρροή των υπόλοιπων μελών του φορέα, τουλάχιστον των άμεσα γειτονικών που απεικονίζονται στο Σχήμα 11.3(β).
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            (α) Θέση υποστυλώματος ΑΒ στο συνολικό πλαίσιο

          

          	
            (β) Υποστύλωμα ΑΒ και γειτονικά του μέλη

          

          	
            (γ) Ισοδύναμο προσομοίωμα υποστυλώματος ΑΒ

          
        

      

    


    Σχήμα 11.3 Διαδικασία αντικατάστασης γειτονικών μελών από ισοδύναμα ελατήρια για τον υπολογισμό του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού του εξεταζόμενου υποστυλώματος ΑΒ


    Στο προσομοίωμα μεμονωμένου υποστυλώματος του Σχήματος 11.3(γ) περιλαμβάνονται δύο στροφικά ελατήρια, ένα σε κάθε άκρο του, που προσομοιώνουν τη στροφική δέσμευση που προσδίδουν τα συντρέχοντα μέλη στον αντίστοιχο κόμβο και ένα ελατήριο μετάθεσης στον άνω (ή κάτω) κόμβο που προσομοιώνει την αντίσταση στη σχετική μετάθεση των δύο άκρων. Η στροφική δυσκαμψία των ελατηρίων στη βάση και την κορυφή, cb και ct αντίστοιχα, δίνεται από την ακόλουθη σχέση (11.3), αθροίζοντας τη συμβολή των στροφικών δυσκαμψιών των μελών που συντρέχουν στον άνω και κάτω κόμβο του υπό εξέταση υποστυλώματος, αντίστοιχα.
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    όπου cb,i, ct,j η στροφική δυσκαμψία μέλους i ή j που συντρέχει στον κάτω ή άνω κόμβο, λαμβάνοντας υπόψη τις συνοριακές συνθήκες στο απέναντι άκρο αυτού του μέλους, καθώς και την αξονική του δύναμη. Το ελατήριο μετάθεσης προέρχεται από σύστημα δυσκαμψίας που παρεμποδίζει τη σχετική εγκάρσια μετακίνηση των δύο άκρων του υποστυλώματος, όπως παραδείγματος χάριν χιαστί συνδέσμους, ή από ενδεχόμενη επαφή με άλλες κατασκευές.


    Συνεπώς ο υπολογισμός του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού του τυπικού εξεταζόμενου υποστυλώματος ΑΒ αποτελείται από δύο επιμέρους βήματα: (i) υπολογισμός των συντελεστών στροφικής δυσκαμψίας των μελών που συνδέονται στα άκρα του εξεταζόμενου υποστυλώματος, δηλαδή των σταθερών των ελατηρίων του Σχήματος 11.3(γ), και (ii) υπολογισμός του ισοδύναμου μήκους λυγισμού του προσομοιώματος του Σχήματος 11.3(γ). Η διαδικασία αυτή θα παρουσιαστεί στη συνέχεια του κεφαλαίου.


    11.3 Μέθοδοι υπολογισμού κρίσιμου φορτίου λυγισμού


    Κύριο χαρακτηριστικό της ανάλυσης σε ευστάθεια ή λυγισμό ενός φορέα είναι ότι οι εξισώσεις ισορροπίας λαμβάνονται στην παραμορφωμένη κατάσταση. Για μια ράβδο με σταθερή διατομή, γραμμικά ελαστικό υλικό, υπό αξονικό φορτίο P και εγκάρσιο κατανεμημένο φορτίο q(x), η διαφορική εξίσωση λυγισμού, ανεξάρτητα από τον τρόπο στήριξης στα άκρα, είναι:
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    Η εξίσωση (11.4) είναι μη ομογενής συνήθης διαφορική εξίσωση 4ης τάξης με σταθερούς συντελεστές. Αν η εγκάρσια φόρτιση είναι μηδέν, q(x)=0, και συμβολίζοντας την παραγώγιση ως προς την κατά μήκος συντεταγμένη x με ’, η διαφορική εξίσωση λυγισμού γράφεται:
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    Η λύση της διαφορικής εξίσωσης λυγισμού (11.5) δίνεται από τη σχέση:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.7)

        
      

    


    όπου Α, Β, Γ και Δ τέσσερις σταθερές ολοκλήρωσης προσδιοριζόμενες από ισάριθμες συνοριακές συνθήκες στήριξης, δύο σε κάθε άκρο της ράβδου. Η εφαρμογή των συνοριακών συνθηκών οδηγεί στην εξίσωση λυγισμού, από την οποία προκύπτουν τα ελαστικά κρίσιμα φορτία λυγισμού και οι αντίστοιχες ιδιομορφές λυγισμού. Για λόγους υπολογιστικής ευκολίας έχουν αναπτυχθεί δύο μέθοδοι απευθείας κατάστρωσης της εξίσωσης λυγισμού, οι οποίες παρουσιάζονται στη συνέχεια.


    11.3.1 Μέθοδος γωνιών-στροφής


    Στη μέθοδο γωνιών στροφής διατυπώνονται σχέσεις που συνδέουν τις ροπές στα άκρα μιας ράβδου με τις γωνίες στροφής σε κάθε άκρο της και τη σχετική εγκάρσια μετατόπιση των άκρων αυτών (Σχήμα 11.4). Οι σχέσεις διαφοροποιούνται αναλόγως αν στο μέλος ασκείται αξονική δύναμη ή όχι και αναλόγως αν αυτή είναι εφελκυστική ή θλιπτική.
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    Σχήμα 11.4 Απαραμόρφωτη (διακεκομμένη γραμμή) και παραμορφωμένη (συνεχής γραμμή) κατάσταση ράβδου ΑΒ, και θετική σύμβαση της μεθόδου γωνιών-στροφής


    Για ράβδο χωρίς αξονική δύναμη οι εξισώσεις γωνιών στροφής γράφονται:
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    Ομοίως, για ράβδο θλιβόμενη αξονικά με δύναμη P:
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    Για αξονικά εφελκυόμενη ράβδο οι εξισώσεις είναι οι ίδιες με αυτές για τη θλιβόμενη ράβδο, με διαφορετικούς όμως συντελεστές Φn και Φf, οι οποίοι σε αυτή την περίπτωση ορίζονται ως:
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    Στην περίπτωση ράβδου ΑΒ με αξονικό φορτίο και κατανεμημένο εγκάρσιο φορτίο οι εξισώσεις γωνιών στροφής γράφονται:
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    όπου [image: ] οι ισοδύναμες ροπές στα άκρα Α και Β λόγω εγκάρσιας φόρτισης, που ακολουθούν τη σύμβαση προσήμου ροπών της μεθόδου γωνιών στροφής, οι οποίες π.χ. για ομοιόμορφο κατανεμημένο φορτίο q είναι:
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    Κατά την εφαρμογή της μεθόδου γωνιών στροφής σε πλαισιακούς φορείς, η επίλυση του συστήματος εξισώσεων που περιλαμβάνει τις εξισώσεις γωνιών στροφής όλων των μελών του φορέα και τις εξισώσεις ισορροπίας, οδηγεί στην εξίσωση λυγισμού.


    11.3.2 Μέθοδος ορίζουσας ευστάθειας


    Εξετάζεται η αξονικά θλιβόμενη ευθύγραμμη ράβδος σταθερής διατομής ΑΒ του Σχήματος 11.5, η οποία στηρίζεται σε κάθε άκρο της σε ένα εγκάρσιο ελατήριο μετάθεσης και σε ένα στροφικό ελατήριο. Όλα τα ελατήρια θεωρούνται γραμμικώς ελαστικά. Ο υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου λυγισμού μπορεί επίσης να γίνεται με επίλυση της ορίζουσας ευστάθειας, η οποία προκύπτει από υπολογισμό των τεσσάρων συνοριακών συνθηκών ισορροπίας ροπών και τεμνουσών δυνάμεων στα δύο άκρα:
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    Σχήμα 11.5 Θλιβόμενη ράβδος ΑΒ με ακραία στροφικά ελατήρια και ελατήρια μετάθεσης και αντιδράσεις στήριξης για εφαρμογή της μεθόδου ορίζουσας ευστάθειας
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    Αναπτύσσοντας την ορίζουσα αυτή, μετά από κάποια επεξεργασία, βρίσκουμε την παρακάτω εξίσωση λυγισμού:
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    Η εξίσωση (11.16) είναι μια υπερβατική αλγεβρική εξίσωση ως προς k με άπειρο αριθμό θετικών ριζών. Η ύπαρξη μη μηδενικής λύσης ως προς k σημαίνει ότι είναι δυνατή η ισορροπία της ράβδου στην παραμορφωμένη κατάσταση. Η μικρότερη ρίζα της εξίσωσης λυγισμού μπορεί να προσδιοριστεί αριθμητικά και αντιστοιχεί στο κρίσιμο φορτίο λυγισμού της ράβδου που ενδιαφέρει από πρακτική άποψη. Η παραπάνω εξίσωση λυγισμού περιλαμβάνει όλες τις δυνατές μορφές στηρίξεων μιας αξονικά θλιβόμενης ράβδου, οι οποίες μπορεί να πραγματοποιηθούν, μέσω κατάλληλων τιμών των σταθερών των ελατηρίων.


    11.4 Φορτίο λυγισμού απλοποιητικού προσομοιώματος


    Όπως προαναφέρθηκε, το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού υποστυλωμάτων πολυώροφων μεταλλικών πλαισίων εξαρτάται από τις συνοριακές συνθήκες του υπό εξέταση υποστυλώματος, καθώς και από τη δυνατότητα πλευρικής μετάθεσης του πλαισίου και κατ’ επέκταση του ίδιου του υποστυλώματος. Στην παρούσα ενότητα χρησιμοποιείται το απλοποιητικό προσομοίωμα του Σχήματος 11.3(γ), το οποίο για τις τρεις προαναφερθείσες περιπτώσεις πλευρικής μεταθετότητας διαμορφώνεται όπως φαίνεται στο Σχήμα 11.6. Με χρήση κάποιας από τις μεθόδους που παρουσιάστηκαν στην Ενότητα 11.3 εξάγονται στη συνέχεια εύκολες στη χρήση αναλυτικές σχέσεις καθώς επίσης πίνακες και νομογραφήματα για τον υπολογισμό του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού συνεχών υποστυλωμάτων που ανήκουν σε μεταθετούς, αμετάθετους και μερικώς μεταθετούς πλαισιακούς φορείς.
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    Σχήμα 11.6 Προσομοιώματα υποστυλωμάτων (α) μεταθετών, (β) αμετάθετων και (γ) μερικώς μεταθετών πλαισίων καθώς και (δ) θετική σύμβαση εντατικών μεγεθών


    Για την αδιαστατοποίηση του προβλήματος ορίζονται οι συντελεστές κατανομής zb, zt που προκύπτουν από την αδιαστατοποίηση της στροφικής δυσκαμψίας του ακραίου κάτω και άνω κόμβου, cb και ct αντίστοιχα, του υποστυλώματος ως προς τη δυσκαμψία του υποστυλώματος cc:
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    Οι στροφικές δυσκαμψίες του κάτω και άνω κόμβου του υποστυλώματος cb και ct υπολογίζονται όπως αναπτύσσεται στη συνέχεια στην Ενότητα 11.5, ενώ η καμπτική δυσκαμψία του εξεταζόμενου υποστυλώματος cc ορίζεται ως:
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    11.4.1 Μεταθετά πλαίσια


    Θεωρώντας το υποστύλωμα του Σχήματος 11.6(α) και χρησιμοποιώντας τη θετική σύμβαση του Σχήματος 11.6(δ), η ισορροπία στην παραμορφωμένη γεωμετρία περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση (11.5), η οποία έχει τη γενική λύση που δίνεται από τη σχέση (11.7). Οι σταθερές ολοκλήρωσης Α, B, Γ, Δ υπολογίζονται από τις συνοριακές συνθήκες στα άκρα του υποστυλώματος:


    Εγκάρσια μετακίνηση στο κάτω άκρο:
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    Ισορροπία ροπών στο κάτω άκρο:
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    Ισορροπία ροπών στο άνω άκρο:
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    Ισορροπία οριζόντιων δυνάμεων στο άνω άκρο:
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    Οι παραπάνω τέσσερις εξισώσεις, μετά από αντικατάσταση της γενικής λύσης (11.7) της διαφορικής εξίσωσης ισορροπίας, έχουν μη τετριμμένη λύση εάν η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων Α, Β, Γ και Δ είναι μηδενική. Αυτό το κριτήριο οδηγεί στην εξίσωση λυγισμού για τον υπολογισμό των τιμών του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ, που αντιστοιχούν στα κρίσιμα φορτία, και των αντίστοιχων ιδιομορφών λυγισμού:
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    Στην εξίσωση (11.23) μπορούμε επίσης να καταλήξουμε και με τη μέθοδο της ορίζουσας ευστάθειας, θέτοντας c1=ct, c2=0, c3=cb, c4=∞. Η εξίσωση (11.23) μπορεί να λυθεί αριθμητικά ως προς το συντελεστή του ισοδύναμου μήκους λυγισμού K, ο οποίος στη συνέχεια αντικαθίσταται στην εξίσωση (11.2) δίνοντας το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού του υποστυλώματος. Εναλλακτικά μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό του συντελεστή του ισοδύναμου μήκους λυγισμού K το νομογράφημα του Σχήματος 11.7 (που απεικονίζεται σε εποπτική, τρισδιάστατη μορφή και στο Σχήμα 11.8) ή ο Πίνακας 11.1, που προέκυψαν από διαδοχικές επιλύσεις της εξίσωσης (11.23). Το νομογράφημα του Σχήματος 11.7 πρακτικά συμπίπτει με το αντίστοιχο που έχει προταθεί από τον Wood και περιλαμβάνεται σε παράρτημα παλαιότερων εκδόσεων του Ευρωκώδικα 3 για υποστυλώματα μεταθετών πλαισίων. Παρουσιάζει ενδιαφέρον ότι ο συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού για μεταθετά πλαίσια κυμαίνεται από 1, για πλήρη στροφική δέσμευση και των δύο άκρων, έως άπειρο, για πλήρη στροφική ελευθερία και των δύο άκρων. Δηλαδή τα μεταθετά πλαίσια χαρακτηρίζονται από μεγάλες τιμές του συντελεστή K, επομένως από μικρές τιμές του κρίσιμου φορτίου λυγισμού. Από άποψη σχεδιασμού συνάγεται ότι είναι επιθυμητό να αποφεύγονται τα μεταθετά πλαίσια και να επιδιώκεται η αμεταθετότητα.
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    Σχήμα 11.7 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μεταθετά πλαίσια


    [image: ]


    Σχήμα 11.8 Τρισδιάστατο γράφημα συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μεταθετά πλαίσια


    Πίνακας 11.1 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μεταθετά πλαίσια


    [image: ]


    11.4.2 Αμετάθετα πλαίσια


    Θεωρώντας το υποστύλωμα του Σχήματος 11.6(β), οι σταθερές ολοκλήρωσης A, B, Γ, Δ υπολογίζονται και πάλι από τις συνοριακές συνθήκες στα άκρα του υποστυλώματος. Ισχύουν οι προαναφερόμενες σχέσεις (11.19), (11.20), (11.21) και επιπλέον η παρακάτω που εκφράζει την δέσμευση εγκάρσιας μετακίνησης στο άνω άκρο:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.24)

        
      

    


    Οι τέσσερις εξισώσεις (11.19), (11.20), (11.21) και (11.24) έχουν μη τετριμμένη λύση εάν η ορίζουσα των αγνώστων Α, Β, Γ και Δ είναι μηδενική. Αυτό το κριτήριο οδηγεί στην εξίσωση λυγισμού για τον υπολογισμό του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ για υποστυλώματα σε αμετάθετα πλαίσια:
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          (11.25)

        
      

    


    Και σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να καταλήξουμε στην εξίσωση (11.25) και με τη μέθοδο της ορίζουσας ευστάθειας, αν αντικαταστήσουμε c1=ct, c2=∞, c3=cb, c4=∞. Η εξίσωση (11.25) μπορεί να επιλυθεί αριθμητικά ως προς το συντελεστή του ισοδύναμου μήκους λυγισμού K, ο οποίος στη συνέχεια αντικαθίσταται στην εξίσωση (11.2) δίνοντας το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού του υποστυλώματος. Εναλλακτικά μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό του συντελεστή του ισοδύναμου μήκους λυγισμού K το νομογράφημα του Σχήματος 11.9 (που απεικονίζεται σε εποπτική, τρισδιάστατη μορφή και στο Σχήμα 11.10) ή ο Πίνακας 11.2, που προέκυψαν από διαδοχικές επιλύσεις της (11.25). Το νομογράφημα του Σχήματος 11.9 πρακτικά ταυτίζεται με το αντίστοιχο που έχει προταθεί από τον Wood και περιλαμβάνεται σε παράρτημα παλαιότερων εκδόσεων του Ευρωκώδικα 3 για υποστυλώματα αμετάθετων πλαισίων. Όπως ήταν αναμενόμενο, ο συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού για αμετάθετα πλαίσια κυμαίνεται από 0.5, για πλήρη στροφική δέσμευση και των δύο άκρων, έως 1, για πλήρη στροφική ελευθερία και των δύο άκρων. Επιβεβαιώνεται δηλαδή ότι τα αμετάθετα πλαίσια χαρακτηρίζονται από μικρότερες τιμές του συντελεστή K σε σύγκριση με τα μεταθετά, επομένως από μεγαλύτερες τιμές του κρίσιμου φορτίου λυγισμού. Δηλαδή, κατά τη μόρφωση πλαισιακών φορέων είναι επιθυμητό να αποφεύγονται τα μεταθετά πλαίσια και να επιδιώκεται η αμεταθετότητα.
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    Σχήμα 11.9 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε αμετάθετα πλαίσια


    [image: ]


    Σχήμα 11.10 Τρισδιάστατο γράφημα συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε αμετάθετα πλαίσια


    Πίνακας 11.2 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε αμετάθετα πλαίσια


    [image: ]


    11.4.3 Μερικώς μεταθετά πλαίσια


    Για το υποστύλωμα του Σχήματος 11.6(γ) ισχύουν οι σχέσεις (11.19), (11.20), (11.21) καθώς επιπλέον και η παρακάτω που εκφράζει την ισορροπία οριζόντιων δυνάμεων στον άνω κόμβο:
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          (11.26)

        
      

    


    Οι τέσσερις εξισώσεις (11.19), (11.20), (11.21) και (11.26) έχουν μη τετριμμένη λύση εάν η ορίζουσα των αγνώστων Α, Β, Γ και Δ είναι μηδενική. Αυτό το κριτήριο οδηγεί στην ακόλουθη εξίσωση λυγισμού, για τον υπολογισμό του συντελεστή ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ, για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια.
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          (11.27)

        
      

    


    όπου [image: ] η αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης που δίνεται από τον παρακάτω τύπο:
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          (11.28)

        
      

    


    Όπως και προηγουμένως, μπορούμε να καταλήξουμε στην παραπάνω εξίσωση (11.27) θέτοντας στην ορίζουσα ευστάθειας c1=ct, c2= cbr, c3=cb, c4=∞. Η εξίσωση (11.27) μπορεί να λυθεί αριθμητικά ως προς το συντελεστή του ισοδύναμου μήκους λυγισμού K, ο οποίος κατόπιν αντικαθίσταται στην εξίσωση (11.2) δίνοντας το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού υποστυλωμάτων που ανήκουν σε μερικώς μεταθετά πλαίσια. Εναλλακτικά μπορεί να χρησιμοποιηθούν τα νομογραφήματα των Σχημάτων 11.11 έως 11.24 που δίνουν το συντελεστή του ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για διάφορα επίπεδα οριζόντιας μετάθεσης του πλαισίου ή οι Πίνακες 11.3 έως 11.16, που προέκυψαν από διαδοχικές επιλύσεις της (11.27). Για ενδιάμεσες τιμές της αδιαστατοποιημένης δυσκαμψίας του ελατηρίου ευθυγράμμου κινήσεως [image: ] μπορεί να χρησιμοποιηθεί γραμμική παρεμβολή. Συγκρίνοντας τα αποτελέσματα των μερικώς μεταθετών πλαισίων με εκείνα των μεταθετών και αμετάθετων, προκύπτει ότι για [image: ] ο λυγισμός μερικώς μεταθετών πλαισίων περιγράφεται ικανοποιητικά από τα αποτελέσματα των αμετάθετων, ενώ για [image: ] από εκείνα των μεταθετών.
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    Σχήμα 11.11 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.3 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.12 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.4 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.13 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.5 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.14 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.6 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.15 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.7 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.16 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.8 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.17 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.9 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.18 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.10 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]
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    Σχήμα 11.19 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.11 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.20 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.12 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.21 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.13 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.22 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.14 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Σχήμα 11.23 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.15 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]
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    Σχήμα 11.24 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    Πίνακας 11.16 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού K για υποστυλώματα σε μερικώς μεταθετά πλαίσια με αδιαστατοποιημένη αντίσταση του ελατηρίου μετάθεσης [image: ]


    [image: ]


    11.5 Συντελεστές στροφικής δυσκαμψίας


    Οι σταθερές των ελατηρίων στα άκρα του απλοποιητικού προσομοιώματος του υπό εξέταση υποστυλώματος ισούνται με το άθροισμα των στροφικών δυσκαμψιών των μελών που συντρέχουν σε αυτά τα άκρα. Ο υπολογισμός της δυσκαμψίας των μελών αυτών εξαρτάται από τις συνοριακές συνθήκες στον απέναντι ακραίο κόμβο του μέλους, καθώς και από την αξονική του δύναμη, και πραγματοποιείται στην ενότητα αυτή με τη μέθοδο γωνιών-στροφής. Οι ροπές MAB και MBA στα άκρα ενός μέλους ΑΒ με μήκος Li και καμπτική δυσκαμψία EiIi χωρίς αξονική δύναμη υπολογίζονται από τις εξισώσεις (11.8), ενώ υπό την παρουσία αξονικής δύναμης από τις σχέσεις (11.9) έως (11.12). Στο Σχήμα 11.25 με □ συμβολίζεται ο κόμβος του μέλους που συνδέεται με το εξεταζόμενο υποστύλωμα, ενώ για το συμβολισμό των συνοριακών συνθηκών στο άλλο άκρο χρησιμοποιούνται οι συνήθεις συμβάσεις. Στη συνέχεια παρατίθεται διεξοδικά η διαδικασία του υπολογισμού για δύο χαρακτηριστικές περιπτώσεις. Με ανάλογο τρόπο έχουν υπολογιστεί οι στροφικές δυσκαμψίες για όλες τις άλλες περιπτώσεις του Σχήματος 11.25.


    [image: ]


    Σχήμα 11.25 Προσομοιώματα μελών με διάφορες συνοριακές συνθήκες στο απομακρυσμένο άκρο: (α) πάκτωση, (β) κυλιόμενη πάκτωση, (γ) άρθρωση, (δ) στροφή του ενός άκρου ίση και αντίθετη με τη στροφή του άλλου άκρου (απλή καμπυλότητα), (ε) στροφή του ενός άκρου ίση με τη στροφή του άλλου άκρου (διπλή καμπυλότητα), (στ) κύλιση, (ζ) στροφικό ελατήριο, (η) άρθρωση με στροφικό ελατήριο, (θ) στροφικό ελατήριο και ελατήριο μετάθεσης


    11.5.1 Μέλος χωρίς αξονική δύναμη με στροφικό ελατήριο στο απέναντι άκρο και με δυνατότητα εγκάρσιας μετάθεσης


    Εξάγεται ο συντελεστής στροφικής δυσκαμψίας του μέλους του Σχήματος 11.25(ζ) χωρίς αξονική δύναμη. Από ισορροπία ροπών στο μέλος, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις γωνιών στροφής προκύπτει η εξίσωση:
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          (11.29)

        
      

    


    Από την ισορροπία εξωτερικών αντιδράσεων και εσωτερικών ροπών έχουμε:
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          (11.30)

        
      

    


    Λύνοντας την παραπάνω σχέση ως προς θΒ προκύπτει:
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          (11.31)

        
      

    


    οπότε αντικαθιστώντας τη σχέση (11.31) στην (11.29) και λύνοντας ως προς δ έχουμε:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.32)

        
      

    


    Αντικαθιστώντας τη σχέση (11.32) στην (11.31) λαμβάνουμε:
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          (11.33)

        
      

    


    και τελικά, αντικαθιστώντας τις δύο παραπάνω σχέσεις στις σχέσεις γωνιών στροφής προκύπτει:
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          (11.34)

        
      

    


    Συνεπώς, ο συντελεστής στροφικής δυσκαμψίας εκφράζεται από τη σχέση:
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          (11.35)

        
      

    


    ή αλλιώς:
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          (11.36)

        
      

    


    Θέτοντας:
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          (11.37)

        
      

    


    και


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.38)

        
      

    


    η σχέση (11.36) γράφεται:
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          (11.39)

        
      

    


    11.5.2 Μέλος υπό αξονικό θλιπτικό φορτίο με πάκτωση στο απέναντι άκρο


    Στην ενότητα αυτή εξάγεται ο συντελεστής στροφικής δυσκαμψίας του μέλους του Σχήματος 11.25(α) με αξονική δύναμη Νi. Με τη βοήθεια της μεθόδου γωνιών-στροφής και λαμβάνοντας υπόψη τη συνοριακή συνθήκη στο άκρο Α (πάκτωση) προκύπτει:
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    Συνεπώς, ο συντελεστής δυσκαμψίας του ελατηρίου εκφράζεται από τη σχέση:
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          (11.41)

        
      

    


    Η αξονική δύναμη Νi αδιαστατοποιείται διαιρώντας την με το φορτίο Euler ΝΕ,i του μέλους, θεωρούμενου ως αμφιερείστου:
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          (11.42)

        
      

    


    Θέτοντας
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          (11.43)

        
      

    


    Και αντικαθιστώντας στη σχέση (11.41) τις (11.10), (11.11) και (11.42) προκύπτει:
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          (11.44)

        
      

    


    Τελικά, αντικαθιστώντας τις (11.38) και (11.43) στην (11.44) λαμβάνεται:
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          (11.45)

        
      

    


    11.5.3 Συγκεντρωτικά αποτελέσματα


    Με ανάλογο τρόπο όπως στις Ενότητες 11.5.1 και 11.5.2 υπολογίζονται οι συντελεστές στροφικής δυσκαμψίας για τα μέλη που συντρέχουν στους ακραίους κόμβους του υπό εξέταση υποστυλώματος για όλες τις περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών του Σχήματος 11.25, λαμβάνοντας υπόψη την παρουσία ή όχι σε αυτά αξονικής δύναμης. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται ανακεφαλαιωτικά στον Πίνακα 11.17. Στα σχήματα του Πίνακα 11.17 ο κόμβος του μέλους που συνδέεται με το εξεταζόμενο υποστύλωμα συμβολίζεται επίσης με □, ενώ για το συμβολισμό των συνοριακών συνθηκών στο άλλο άκρο χρησιμοποιούνται οι συνήθεις συμβάσεις.


    Πίνακας 11.17 Στροφικές δυσκαμψίες μελών που συντρέχουν στους ακραίους κόμβους του υπό εξέταση υποστυλώματος με ή χωρίς την παρουσία σε αυτά αξονικής δύναμης
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    Οι συντελεστές Α, Β, D, E καθώς και οι [image: ] δίνονται από τις παρακάτω σχέσεις:
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    όπου c και cbr είναι οι σταθερές στροφικού και μετακινησιακού ελατηρίου αντίστοιχα.


    11.6 Πλαίσια με ημι-άκαμπτους κόμβους


    Σε αρκετές περιπτώσεις οι συνδέσεις μεταξύ δοκών και υποστυλωμάτων δεν είναι άκαμπτες, ώστε να διασφαλίζουν την απόλυτη διατήρηση της γωνίας μεταξύ των δύο μελών στον παραμορφωμένο φορέα, αλλά ημι-άκαμπτες, δηλαδή επιτρέπουν μικρή μεταβολή αυτής της γωνίας. Η δυσκαμψία του κόμβου περιγράφεται τότε από μία καμπύλη ροπής Μ – στροφής φ, όπου Μ η ροπή που μεταβιβάζεται από το ένα μέλος στο άλλο, ενώ φ είναι η μεταβολή της γωνίας μεταξύ των συνδεόμενων μελών. Μία τυπική καμπύλη ροπής-στροφής απεικονίζεται στο Σχήμα 11.26. Για μικρές τιμές της επιβαλλόμενης ροπής η σχέση ροπής-στροφής είναι γραμμική, με κλίση που περιγράφει την αρχική δυσκαμψία c του κόμβου. Στα προσομοιώματα που χρησιμοποιούνται για στατική ανάλυση, οι ημι-άκαμπτοι κόμβοι εισάγονται ως στροφικά ελατήρια, των οποίων η σταθερά είναι ίση με τη δυσκαμψία του κόμβου, δηλαδή με την κλίση ροπής-στροφής, όπως φαίνεται στο Σχήμα 11.27. Απλοποιητικά, τα ελατήρια αυτά μπορούν να είναι γραμμικά, με σταθερές ίσες προς τις αντίστοιχες τιμές της αρχικής δυσκαμψίας.
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    Σχήμα 11.26 Τυπική καμπύλη ροπής-στροφής κόμβου


    [image: ]


    Σχήμα 11.27 Προσομοίωμα πλαισίου με ημι-άκαμπτους κόμβους δοκού - υποστυλώματος


    Για τον υπολογισμό του ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού υποστυλωμάτων πλαισίων με ημι-άκαμπτους κόμβους, χρησιμοποιείται και πάλι το προσομοίωμα του Σχήματος 11.6 με δύο στροφικά ελατήρια, ένα στο κάθε άκρο του, που προσομοιώνουν τη στροφική δέσμευση την οποία προσδίδουν στο υποστύλωμα τα συντρέχοντα στον αντίστοιχο κόμβο μέλη, λαμβάνοντας όμως πλέον υπόψη και τη δυσκαμψία της σύνδεσης. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, όπως στην προηγούμενη Ενότητα 11.5, υπολογίζονται οι στροφικές δυσκαμψίες για μέλη με όλες τις πιθανές συνοριακές συνθήκες στο απομακρυσμένο άκρο, με ή χωρίς την παρουσία αξονικής δύναμης. Οι αναλυτικές σχέσεις παρουσιάζονται στον Πίνακα 11.18. Η στροφική δυσκαμψία του ημι-άκαμπτου κόμβου A συμβολίζεται με cn. Η δυσκαμψία [image: ] δίνεται από τη σχέση (11.36), και η αδιάστατη δυσκαμψία [image: ] από την εξίσωση (11.50).


    Πίνακας 11.18 Στροφικές δυσκαμψίες μελών που συντρέχουν στους ακραίους κόμβους του υπό εξέταση υποστυλώματος με ή χωρίς την παρουσία σε αυτά αξονικής δύναμης


    [image: ]


    11.7 Παραδείγματα εφαρμογής


    Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται παραδείγματα υπολογισμού του ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού υποστυλωμάτων που ανήκουν σε ορθογωνικά μεταλλικά πλαίσια. Διακρίνονται δύο παραλλαγές της μεθόδου:


    


    
      	Η λεγόμενη «σύνθετη μέθοδος», στην οποία λαμβάνεται υπόψη η επιρροή στη συμπεριφορά του εξεταζόμενου μέλους όλων των άλλων μελών του πλαισίου.



      	λεγόμενη «απλοποιημένη μέθοδος», στην οποία λαμβάνεται υπόψη η επιρροή στη συμπεριφορά του εξεταζόμενου μέλους των άλλων μελών του πλαισίου, τα οποία ευρίσκονται στα εκατέρωθεν φατνώματα και στον αμέσως άνω και στον αμέσως κάτω όροφο.


    


    Για πλαίσια που έχουν έως τρία φατνώματα και έως δύο ορόφους, η σύνθετη και η απλοποιημένη μέθοδος συμπίπτουν. Για μεγαλύτερα πλαίσια η σύνθετη μέθοδος απαιτεί σημαντικά μεγαλύτερο όγκο υπολογισμών, παρέχοντας ελάχιστα καλύτερη ακρίβεια. Συνεπώς, για πρακτική εφαρμογή προτείνεται η απλοποιημένη μέθοδος.


    11.7.1 Πολυώροφα αμετάθετα πλαίσια


    Εάν το πλαίσιο χαρακτηρίζεται από αμετάθετη συμπεριφορά (Σχήμα 11.28), η στροφική δυσκαμψία των δοκών υπολογίζεται θεωρώντας ότι παραμορφώνονται με απλή καμπυλότητα, όπως φαίνεται και από την ιδιομορφή του Σχήματος 11.1, ενώ η στροφική δυσκαμψία του υποστυλώματος του άνω ή κάτω ορόφου υπολογίζεται θεωρώντας το ως μέλος με άρθρωση και στροφικό ελατήριο στο απομακρυσμένο άκρο (Σχήμα 11.29). Η στροφική δυσκαμψία του ελατηρίου αυτού υπολογίζεται από την στροφική δέσμευση που προσδίδουν στον αντίστοιχο κόμβο οι συντρέχουσες δοκοί.


    [image: ]


    Σχήμα 11.28 Πολυώροφο αμετάθετο πλαίσιο και υπό εξέταση υποστύλωμα (ΑΒ)


    [image: ]


    Σχήμα 11.29 Διαδικασία υπολογισμού των στροφικών δυσκαμψιών των ακραίων κόμβων του υπό εξέταση υποστυλώματος (ΑΒ) αμετάθετου πλαισίου με την προτεινόμενη απλοποιητική μέθοδο


    Ως ένα αριθμητικό παράδειγμα θεωρούμε αμετάθετο πλαίσιο από χάλυβα με μέτρο ελαστικότητας Ε=210GPa, με τρεις ορόφους (Σχήμα 11.30), το οποίο αποτελείται από υποστυλώματα διατομής ΗΕΒ360 με ροπή αδράνειας Ιc=43190cm4, ύψους h=10m και δοκούς διατομής ΙΡΕ400 με ροπή αδράνειας Ιb=23130cm4, μήκους L=20m.
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    Σχήμα 11.30 Τριώροφο αμετάθετο πλαίσιο


    Τα υποστυλώματα του πρώτου ορόφου είναι αρθρωτά στην βάση τους, ενώ όλοι οι κόμβοι του πλαισίου φορτίζονται με το ίδιο συγκεντρωμένο φορτίο P/3. Θεωρώντας ότι οι δοκοί παραμορφώνονται με απλή καμπυλότητα κατά την πρώτη ιδιομορφή λυγισμού, η δυσκαμψία τους υπολογίζεται από την αντίστοιχη γραμμή του Πίνακα 11.17:
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    Η στροφική δυσκαμψία του μέλους ΒΓ υπολογίζεται θεωρώντας ότι στο απομακρυσμένο άκρο οι συνοριακές συνθήκες είναι της άρθρωσης με στροφικό ελατήριο δυσκαμψίας cb=4857.30kNm. Η στροφική δυσκαμψία του μέλους ΒΓ υπολογίζεται ως:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.52)

        
      

    


    όπου
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          (11.54)

        
      

    


    Θεωρώντας κατ’ εκτίμηση ότι το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του υποστυλώματος ΑΒ είναι ίσο προς 10000kN, η θλιπτική δύναμη του υποστυλώματος ΒΓ κατά το λυγισμό θα είναι:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.55)

        
      

    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.56)
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    Οπότε η συνολική στροφική δυσκαμψία του κόμβου Β υπολογίζεται ως:
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    Στη συνέχεια, υπολογίζεται ο συντελεστής κατανομής στην κορυφή του υποστυλώματος ΑΒ, zt:
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    όπου:
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    Για το συντελεστή κατανομής στη βάση του υποστυλώματος ΑΒ, zb, ισχύει λόγω αρθρωτής στήριξης:
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    Ο συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ του υποστυλώματος ΑΒ υπολογίζεται με τη βοήθεια της αναλυτικής σχέσης (11.25) ή από το νομογράφημα του Σχήματος 11.9 ή από τον Πίνακα 11.2 για αμετάθετα πλαίσια:
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    Επομένως, το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του υποστυλώματος ΑΒ δίνεται από τον τύπο του Euler:
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    Μια αβεβαιότητα που υπεισέρχεται στην παραπάνω διαδικασία προέρχεται από την αυθαίρετη επιλογή της τιμής της θλιπτικής δύναμης του υποστυλώματος ΒΓ. Προκειμένου να διερευνηθεί η επιρροή αυτής της επιλογής στο τελικό αποτέλεσμα, ο υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου του υποστυλώματος ΑΒ έχει επαναληφθεί για μεγάλο εύρος τιμών θλιπτικής δύναμης του υποστυλώματος ΒΓ. Τα αποτελέσματα απεικονίζονται στο Σχήμα 11.31, συγκρινόμενα και με την τιμή κρίσιμου φορτίου 11425.82kN που έχει προκύψει από γραμμική ανάλυση λυγισμού προσομοιώματος πεπερασμένων στοιχείων, η οποία μπορεί να θεωρηθεί ως «ακριβής». Στη λύση αυτή η θλιπτική δύναμη του υποστυλώματος ΒΓ είναι ίση με 2/3 του κρίσιμου φορτίου λυγισμού P, δηλαδή 7617.21kN. Παρατηρείται ότι για αυτή την τιμή θλιπτικής δύναμης του ΒΓ η αναλυτική λύση προσεγγίζει εξαιρετικά την αριθμητική, ενώ για παραπλήσιες τιμές η προσέγγιση είναι πολύ καλή.
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    Σχήμα 11.31 Εξάρτηση αναλυτικής λύσης φορτίου λυγισμού υποστυλώματος ΑΒ από την αξονική δύναμη του υπερκείμενου υποστυλώματος ΒΓ


    Συμπεραίνεται ότι η προτεινόμενη αναλυτική διαδικασία μπορεί να εφαρμόζεται για προσεγγιστικές τιμές αξονικών δυνάμεων των μελών που συντρέχουν στο εξεταζόμενο υποστύλωμα. Ως καταλληλότερη επιλογή προτείνεται να χρησιμοποιούνται οι δυσμενέστερες αξονικές δυνάμεις υπό τους συνδυασμούς φόρτισης σχεδιασμού. Ως δυσμενέστερες θεωρούνται οι «περισσότερο θλιπτικές», δεδομένου ότι οδηγούν σε χαμηλότερη δυσκαμψία. Για περισσότερη ακρίβεια μπορεί να πραγματοποιείται και μία δεύτερη επανάληψη χρησιμοποιώντας τα αποτελέσματα της πρώτης επανάληψης ως αρχικές τιμές.


    11.7.2 Πολυώροφα μεταθετά πλαίσια


    Εάν το πλαίσιο χαρακτηρίζεται από μεταθετή συμπεριφορά, όπως αυτό του Σχήματος 11.32, η στροφική δυσκαμψία των δοκών υπολογίζεται θεωρώντας ότι παραμορφώνονται με διπλή καμπυλότητα, όπως φαίνεται και από τη μεταθετή ιδιομορφή του Σχήματος 11.2. Αυτή η θεώρηση παρέχει ικανοποιητική ακρίβεια, αν και στην πραγματικότητα η παραμόρφωση κάθε δοκού δεν θα είναι απολύτως αντισυμμετρική, λόγω διαφορών στις δυσκαμψίες και τις εντάσεις. Η στροφική δυσκαμψία του υποστυλώματος του άνω ή κάτω ορόφου υπολογίζεται θεωρώντας τα ως μέλη με στροφικό ελατήριο στο απομακρυσμένο άκρο τους (Σχήμα 11.33). Η στροφική δυσκαμψία του ελατηρίου αυτού υπολογίζεται και πάλι από τη στροφική δέσμευση που προσδίδουν στον αντίστοιχο κόμβο οι συντρέχουσες δοκοί. Ως αριθμητικό παράδειγμα θεωρείται το ίδιο πλαίσιο του Σχήματος 11.30, αλλά χωρίς τις δεσμεύσεις οριζόντιας μετακίνησης των ζυγωμάτων.
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    Σχήμα 11.32 Πολυώροφο μεταθετό πλαίσιο και υπό εξέταση υποστύλωμα (ΑΒ)


    [image: ]


    Σχήμα 11.33 Διαδικασία υπολογισμού των στροφικών δυσκαμψιών των ακραίων κόμβων του υπό εξέταση υποστυλώματος (ΑΒ) μεταθετού πλαισίου με την προτεινόμενη απλοποιητική μέθοδο


    Θεωρώντας πλέον ότι οι δοκοί παραμορφώνονται με διπλή καμπυλότητα, η δυσκαμψία τους υπολογίζεται από την αντίστοιχη γραμμή του Πίνακα 11.17:
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    Η στροφική δυσκαμψία του μέλους ΒΓ υπολογίζεται θεωρώντας ότι στο απομακρυσμένο άκρο του δεσμεύεται με στροφικό ελατήριο δυσκαμψίας cb=14571.90kNm. Η στροφική δυσκαμψία του μέλους ΒΓ υπολογίζεται ως:
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    όπου
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    Θεωρώντας κατ’ εκτίμηση ότι το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του υποστυλώματος ΑΒ είναι ίσο προς 1000kN, η θλιπτική δύναμη του υποστυλώματος ΒΓ κατά το λυγισμό θα είναι:
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    Οπότε η συνολική στροφική δυσκαμψία του κόμβου Β υπολογίζεται ως:
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    Στη συνέχεια, υπολογίζεται ο συντελεστής κατανομής στην κορυφή του υποστυλώματος ΑΒ, zt:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (11.72)

        
      

    


    όπου:
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    Για το συντελεστή κατανομής στη βάση του υποστυλώματος ΑΒ, zb, ισχύει λόγω αρθρωτής στήριξης:
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    Ο συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ του υποστυλώματος ΑΒ υπολογίζεται με τη βοήθεια της αναλυτικής σχέσης (11.23) ή από το νομογράφημα του Σχήματος 11.7 ή από τον Πίνακα 11.1 για μεταθετά πλαίσια:
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    Το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του υποστυλώματος ΑΒ δίνεται από τον τύπο του Euler:
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    Και πάλι στην παραπάνω διαδικασία υπεισέρχεται αβεβαιότητα προερχόμενη από την αυθαίρετη επιλογή της τιμής της θλιπτικής δύναμης του υποστυλώματος ΒΓ. Προκειμένου να διερευνηθεί η επιρροή αυτής της επιλογής στο τελικό αποτέλεσμα, ο υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου του υποστυλώματος ΑΒ έχει επαναληφθεί για μεγάλο εύρος τιμών της θλιπτικής δύναμης του υποστυλώματος ΒΓ. Τα αποτελέσματα απεικονίζονται στο Σχήμα 11.34, συγκρινόμενα και με την τιμή κρίσιμου φορτίου 1009.36kN που έχει προκύψει από γραμμική ανάλυση λυγισμού προσομοιώματος πεπερασμένων στοιχείων, η οποία μπορεί να θεωρηθεί ως «ακριβής». Στη λύση αυτή η θλιπτική δύναμη του υποστυλώματος ΒΓ είναι ίση με 2/3 του κρίσιμου φορτίου λυγισμού P, δηλαδή 672.91kN. Παρατηρείται πάλι ότι για αυτή την τιμή θλιπτικής δύναμης του ΒΓ η αναλυτική λύση προσεγγίζει εξαιρετικά την αριθμητική, ενώ για παραπλήσιες τιμές η προσέγγιση είναι πολύ καλή.
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    Σχήμα 11.34 Εξάρτηση αναλυτικής λύσης φορτίου λυγισμού υποστυλώματος ΑΒ από την αξονική δύναμη του υπερκείμενου υποστυλώματος ΒΓ


    Επιβεβαιώνονται επομένως και για μεταθετά πλαίσια τα συμπεράσματα σχετικά με την εφαρμογή της προτεινόμενης αναλυτικής διαδικασίας που είχαν διατυπωθεί για αμετάθετα πλαίσια. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει επίσης η παρατήρηση ότι το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του μεταθετού πλαισίου είναι περισσότερο από 10 φορές μικρότερο από το αντίστοιχο του ίδιου, αλλά αμετάθετου, πλαισίου. Γίνεται έτσι αντιληπτή η τεράστια σημασία της διάταξης κατά τη φάση μόρφωσης του φορέα συνδέσμων δυσκαμψίας που θα του προσδίδουν αμεταθετότητα.


    11.8 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε μία αναλυτική διαδικασία υπολογισμού του ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού υποστυλωμάτων πλαισιακών φορέων με χρήση της μεθόδου του ισοδύναμου μήκους λυγισμού. Τα μεγέθη αυτά είναι απαραίτητα για τον προσδιορισμό της λυγηρότητας και στη συνέχεια της οριακής αντοχής του εξεταζόμενου υποστυλώματος με βάση τις κανονιστικές διατάξεις.


    Τα υποστυλώματα πλαισίων αποτελούν αναπόσπαστο τμήμα του φορέα και αλληλεπιδρούν με τα υπόλοιπα μέλη. Για κάθε υποστύλωμα ενός πλαισίου, τα άλλα υποστυλώματα και οι δοκοί προσδίδουν στα άκρα του στροφική δέσμευση, ενώ το συνολικό στατικό σύστημα είναι υπεύθυνο για την παρεμπόδιση των πλευρικών μετακινήσεων. Προκειμένου να μπορέσει ένα υποστύλωμα να αντιμετωπιστεί ως μεμονωμένο, η συμβολή των υπόλοιπων μελών του φορέα λαμβάνεται υπόψη προσεγγιστικά, χρησιμοποιώντας ένα απλό προσομοίωμα στο οποίο η συνεισφορά των υπόλοιπων μελών λαμβάνεται υπόψη με προσεγγιστικό αλλά αξιόπιστο τρόπο, μέσω στροφικών ελατηρίων στα δύο άκρα του εξεταζόμενου μέλους και ενός ελατηρίου μετάθεσης που προσομοιώνει τη δυνατότητα σχετικής εγκάρσιας μετακίνησης των άκρων του.


    Ανάλογα με το τελευταίο αυτό κριτήριο, τα πλαίσια διαχωρίζονται σε μεταθετά, αμετάθετα και μερικώς μεταθετά. Στα πρώτα δεν υπάρχει κανένα σύστημα δυσκαμψίας, με συνέπεια την ανεμπόδιστη πλευρική μετατόπιση του φορέα, ενώ στα δεύτερα θεωρείται ότι το σύστημα δυσκαμψίας εμποδίζει απόλυτα την οριζόντια μετάθεση των ζυγωμάτων. Το ελατήριο μετάθεσης έχει αντίστοιχα μηδενική σταθερά (ελεύθερο άκρο) ή άπειρη σταθερά (ακλόνητο άκρο). Μερικώς μεταθετή χαρακτηρίζεται η συμπεριφορά ενός πλαισίου εφοδιασμένου με σύστημα δυσκαμψίας που δεν είναι επαρκώς δύσκαμπτο για να το καταστήσει πλήρως αμετάθετο, οπότε κατά το λυγισμό του το πλαίσιο υφίσταται κάποιες οριζόντιες μετατοπίσεις. Τα μεταθετά και αμετάθετα πλαίσια είναι οι ακραίες κατηγορίες της γενικότερης κατηγορίας των μερικώς μεταθετών πλαισίων. Η μείωση του βαθμού μεταθετότητας συνεπάγεται μείωση του ισοδύναμου μήκους λυγισμού και κατ’ επέκταση αύξηση της αντοχής σε λυγισμό του υποστυλώματος. Για κάθε μία από τις τρεις περιπτώσεις προτάθηκαν κατάλληλες αναλυτικές σχέσεις, διαγράμματα και πίνακες. Ως κριτήριο αμεταθετότητας προτείνεται αδιαστατοποιημένη τιμή του ελατηρίου μετάθεσης τουλάχιστον ίση με 50.


    Τα στροφικά ελατήρια στα άκρα εξαρτώνται από τις δεσμεύσεις που επιβάλουν στις στροφές των ακραίων κόμβων του υπό εξέταση υποστυλώματος τα άλλα μέλη που συντρέχουν σε αυτούς τους κόμβους. Οι δεσμεύσεις αυτές, με τη σειρά τους, εξαρτώνται από τη διατομή και το μήκος κάθε συντρέχοντος μέλους, αλλά και από τον τρόπο στήριξης αυτού του μέλους στο άλλο άκρο του, καθώς επίσης και από την αξονική δύναμη που τυχόν αναπτύσσεται σε αυτό (εφελκυστική ή θλιπτική). Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο γωνιών-στροφής υπολογίστηκαν και παρέχονται σε αναλυτική μορφή οι στροφικές δυσκαμψίες μελών με όλες τις πιθανές συνοριακές συνθήκες στο απομακρυσμένο άκρο τους, με και χωρίς αξονική δύναμη. Μπορεί επίσης να ληφθεί υπόψη η περίπτωση ημι-άκαμπτων κόμβων μεταξύ του εξεταζόμενου υποστυλώματος και των μελών που συντρέχουν στα άκρα του.


    Η προτεινόμενη αναλυτική διαδικασία οδηγεί σε τιμές ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού υποστυλωμάτων πλαισιακών φορέων που είναι σε πολύ καλή συμφωνία με αριθμητικές λύσεις, στις οποίες η συμβολή όλων των μελών του πλαισίου λαμβάνεται υπόψη με ακρίβεια. Αυτό ισχύει και για την περίπτωση απλοποιημένης εφαρμογής της αναλυτικής διαδικασίας, στην οποία λαμβάνονται υπόψη μόνον τα μέλη που συνδέονται άμεσα με το εξεταζόμενο, και όχι τα υπόλοιπα. Κάποια αβεβαιότητα που υπεισέρχεται στην αναλυτική λύση λόγω της ανάγκης να υποτεθούν τιμές αξονικές δυνάμεων των γειτονικών μελών, αντιμετωπίζεται ευχερώς χρησιμοποιώντας τις δυσμενέστερες αξονικές δυνάμεις από τους συνδυασμούς φόρτισης σχεδιασμού ή εκτελώντας μία δεύτερη επανάληψη της αναλυτικής διαδικασίας με αξονικές δυνάμεις προερχόμενες από τον πρώτο κύκλο.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12


    


    ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΠΟ ΤΗΝ ΕΡΕΥΝΑ


    12.1 Εισαγωγή


    Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται χαρακτηριστικά παραδείγματα εφαρμογής των μεθόδων ανάλυσης που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 8 για τη διερεύνηση της μη γραμμικής συμπεριφοράς μεταλλικών κατασκευών διαφόρων τύπων, με τελικό στόχο την αξιοποίηση των συμπερασμάτων για το σχεδιασμό των κατασκευών αυτών. Έτσι, το κεφάλαιο αυτό, καθώς και το επόμενο, στο οποίο παρουσιάζονται εφαρμογές από την πράξη, αποτελεί σύνθεση των γνώσεων που αποκτήθηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια του βιβλίου.


    Στα πρώτα επτά κεφάλαια χρησιμοποιήθηκαν απλά μονοβάθμια και διβάθμια μοντέλα για να εισαχθούν οι βασικές έννοιες μη γραμμικής συμπεριφοράς. Η μη γραμμικότητα γεωμετρίας και η μη γραμμικότητα υλικού παρουσιάστηκαν ξεχωριστά. Έτσι, η απαραίτητη μαθηματική ανάλυση ήταν σχετικά απλή, ώστε να είναι εφικτές αναλυτικές λύσεις και η προσοχή του αναγνώστη να μπορεί να στραφεί στις έννοιες και όχι στα μαθηματικά εργαλεία. Όμως, η αναλυτική προσέγγιση δεν είναι εφαρμόσιμη σε συνθετότερους, ρεαλιστικούς φορείς. Για το λόγο αυτό, στο Κεφάλαιο 8 παρουσιάστηκαν βασικές έννοιες εφαρμογής της μεθόδου πεπερασμένων στοιχείων για την προσομοίωση της μη γραμμικής απόκρισης. Με τη μεθοδολογία που προτάθηκε εκεί είναι δυνατή η αντιμετώπιση φορέων κάθε τύπου με ταυτόχρονη εκδήλωση και των δύο ειδών μη γραμμικότητας. Στα Κεφάλαια 9 έως 11 παρουσιάστηκαν εφαρμογές αυτής της μεθοδολογίας για συνήθη προβλήματα μη γραμμικής απόκρισης μεταλλικών κατασκευών, για τα οποία υπάρχει δυνατότητα κανονιστικής αντιμετώπισης. Ο στόχος εκεί ήταν η σύγκριση των αριθμητικών με τις κανονιστικές λύσεις και η κατανόηση σε βάθος του θεωρητικού υποβάθρου των κανονιστικών διατάξεων.


    Στο τρέχον και στο επόμενο, και τελευταίο, κεφάλαιο, η μεθοδολογία που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 8 εφαρμόζεται για την επίλυση σύνθετων φορέων από την έρευνα και την πρακτική εφαρμογή σύνθετων μεταλλικών κατασκευών, για τις οποίες οι αναλυτικές και κανονιστικές λύσεις δεν υπάρχουν, ή είναι ανεπαρκείς. Τα παραδείγματα αυτού του κεφαλαίου προέρχονται από πρόσφατη ερευνητική δραστηριότητα στο Εργαστήριο Μεταλλικών Κατασκευών της Σχολής Πολιτικών Μηχανικών του Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου και περιλαμβάνουν σύνθετα υποστυλώματα, καλωδιωτούς ιστούς, και κυλινδρικά κελύφη πυλώνων ανεμογεννητριών. Λόγω περιορισμένου χώρου παρουσιάζονται εδώ μεμονωμένα στοιχεία της εκάστοτε ερευνητικής δραστηριότητας και οι αναγνώστες παραπέμπονται στη βιβλιογραφία που προτείνεται στο τέλος του κεφαλαίου για πληρέστερη πληροφόρηση.


    12.2 Αλληλεπίδραση καθολικού και τοπικού λυγισμού σε σύνθετα υποστυλώματα


    Τα σύνθετα υποστυλώματα αποτελούνται από δύο πρότυπες διατομές που είναι τοποθετημένες σε κάποια απόσταση μεταξύ τους και συνδέονται με τη χρήση είτε ράβδων δικτύωσης είτε λεπίδων σύνδεσης. Οι πρότυπες διατομές αποτελούν τα πέλματα και προσφέρουν αξονική και καμπτική δυσκαμψία. Τα συνδετικά μέλη εξασφαλίζουν τη συνεργασία μεταξύ των πελμάτων και προσφέρουν διατμητική δυσκαμψία. Λόγω της υψηλής αξονικής και καμπτικής τους αντίστασης, τέτοια υποστυλώματα χρησιμοποιούνται κυρίως σε περιπτώσεις μεγάλου ύψους και ισχυρών φορτίων, όπως π.χ. σε υπόστεγα ναυπηγείων ή αεροδρομίων (Σχήμα 12.1). Επίσης, τα σύνθετα υποστυλώματα απαντώνται συχνά σε μονώροφα βιομηχανικά κτίρια, στα οποία κινούνται γερανογέφυρες. Σε τέτοιες περιπτώσεις, γίνεται χρήση διαδοχικών επίπεδων πλαισίων με σύνθετα υποστυλώματα και δικτυωτά ζυγώματα. Τα υποστυλώματα προσανατολίζονται κατάλληλα, ώστε για συμπεριφορά εντός του επιπέδου των πλαισίων να ενεργοποιείται η σύνθετη λειτουργία. Η γερανογέφυρα κυλίεται σε γερανοδοκό, η οποία στηρίζεται είτε σε κατάλληλα διαμορφωμένους κοντούς προβόλους σε κάποια στάθμη των σύνθετων μελών, είτε στο εσωτερικό πέλμα τους, όπου διαμορφώνεται κατάλληλη εσοχή. Επίσης, σύνθετα μέλη χρησιμοποιούνται σε συστήματα δυσκαμψίας και δικτυώματα, κυρίως στη γεφυροποιία.


    [image: ]


    Σχήμα 12.1 Χρήση σύνθετων υποστυλωμάτων με ράβδους δικτύωσης σε μονώροφο υπόστεγο μεγάλου ύψους


    Το βασικό χαρακτηριστικό των σύνθετων υποστυλωμάτων που τα κάνει καταλληλότερα για περιπτώσεις μεγάλων φορτίων και μηκών λυγισμού είναι η διάταξη των μελών τους που, με τη συγκέντρωση του υλικού μακριά από τον ουδέτερο άξονα, οδηγεί σε καλύτερη εκμετάλλευση του, ενώ ο προσανατολισμός των πελμάτων με τέτοιο τρόπο ώστε ο ισχυρός τους άξονας να ενεργοποιείται για εκτός επιπέδου συμπεριφορά, οδηγεί στην επίτευξη παρόμοιας δυσκαμψίας και αντοχής περί τους δύο κύριους άξονες. Τα κατασκευαστικά πλεονεκτήματα των σύνθετων μελών εκτιμήθηκαν στις αρχές του προηγούμενου αιώνα, όταν άρχισαν να χρησιμοποιούνται σε μεγάλης κλίμακας κατασκευές. Παράλληλα όμως διαπιστώθηκαν με αφορμή ορισμένες αστοχίες κάποιες διαφορές της στατικής συμπεριφοράς τους σε σύγκριση με τα συνήθη υποστυλώματα, οι οποίες πρέπει να λαμβάνονται υπόψη στο σχεδιασμό.


    Συγκεκριμένα, τα σύνθετα υποστυλώματα διαφοροποιούνται από τα συνήθως χρησιμοποιούμενα μονομελή ως προς την αλληλεπίδραση μεταξύ καθολικού και τοπικού λυγισμού και ως προς την επιρροή των διατμητικών παραμορφώσεων, λόγω της σχετικά μικρής διατμητικής τους δυσκαμψίας σε σύγκριση με τη σημαντική καμπτική. Τα φαινόμενα αυτά θα πρέπει να λαμβάνονται υπόψη, σε συνδυασμό με τη μη γραμμικότητα γεωμετρίας και υλικού και την παρουσία αρχικών ατελειών, για την ορθή αξιολόγηση της συμπεριφοράς. Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζεται η αλληλεπίδραση μεταξύ τοπικού και καθολικού λυγισμό σε σύνθετα υποστυλώματα με ράβδους δικτύωσης.


    Συμπεριφορά τέλειου φορέα


    Οι πιθανοί μηχανισμοί αστοχίας ενός σύνθετου υποστυλώματος με ράβδους δικτύωσης υπό αξονική θλιπτική δύναμη, εφόσον έχουν αποκλειστεί οι αστοχίες των διαγωνίων ράβδων και των συνδέσεων, είναι ο καθολικός λυγισμός, ο τοπικός λυγισμός, και η διαρροή των πελμάτων. Οι ιδιομορφές που αντιστοιχούν στους δύο πρώτους μηχανισμούς αστοχίας απεικονίζονται στο Σχήμα 12.2. Η καθολική ιδιομορφή χαρακτηρίζεται από απώλεια ευθυγραμμίας του άξονα του υποστυλώματος, ενώ στην τοπική ιδιομορφή ο άξονας διατηρείται στην αρχική του ευθύγραμμη θέση αλλά τα πέλματα λυγίζουν μεταξύ διαδοχικών θέσεων της μεταξύ τους σύνδεσης.
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    Σχήμα 12.2 Ιδιομορφές (α) καθολικού λυγισμού και (β) τοπικού λυγισμού αμφιέρειστου σύνθετου υποστυλώματος με ράβδους δικτύωσης υπό αξονική θλιπτική δύναμη


    Εφόσον αγνοηθούν οι διατμητικές παραμορφώσεις, το κρίσιμο φορτίο καθολικού λυγισμού που αντιστοιχεί στην ιδιομορφή του Σχήματος 12.2α είναι ίσο με το φορτίο Euler:
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    όπου EIeff είναι η ισοδύναμη καμπτική δυσκαμψία, K είναι ο συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού (ίσος με 1 για αμφιέρειστα υποστυλώματα) και L το μήκος του μέλους. Αν ενσωματωθεί και η επιρροή των διατμητικών παραμορφώσεων, θεωρώντας ότι η διατμητική δυσκαμψία Sv κατά μήκος του σύνθετου μέλους είναι σταθερή, τότε το κρίσιμο φορτίο καθολικού λυγισμού γίνεται ίσο με:
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    Ο τοπικός λυγισμός που διακρίνεται στο Σχ. 12.2(β) συνδέεται με λυγισμό των φατνωμάτων που διαμορφώνονται από τη δικτύωση και λυγίζουν ως ανεξάρτητα αμφιέρειστα μέλη, για φορτίο:


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          (12.3)

        
      

    


    όπου EIch,z είναι η καμπτική δυσκαμψία του κάθε πέλματος ως προς τον άξονα κάμψης για λυγισμό εντός του επιπέδου του μέλους και a το μήκος κάθε φατνώματος.


    Η τρίτη μορφή αστοχίας του τέλειου φορέα οφείλεται σε πλήρη διαρροή των δύο πελμάτων και εμφανίζεται για αξονικό φορτίο ίσο με:
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    όπου Ach είναι το εμβαδόν του κάθε πέλματος και fy το όριο διαρροής του υλικού. Η μορφή αστοχίας που κυριαρχεί, εφόσον δε λαμβάνονται υπόψη μη γραμμικά φαινόμενα και αλληλεπίδραση ιδιομορφών, είναι εκείνη που αντιστοιχεί στο μικρότερο από τα φορτία των σχέσεων (12.2) έως (12.4).


    Συμπεριφορά ατελούς φορέα


    Προκειμένου να αξιολογηθεί η σημασία της αλληλεπίδρασης μεταξύ καθολικής και τοπικής ιδιομορφής, σε συνδυασμό με τις αρχικές ατέλειες και τη μη γραμμικότητα τόσο της γεωμετρίας όσο και του υλικού, παρουσιάζονται στη συνέχεια αποτελέσματα μη γραμμικών αναλύσεων με χρήση του λογισμικού πεπερασμένων στοιχείων ADINA. Τα εξεταζόμενα σύνθετα υποστυλώματα είναι αμφιέρειστα, αποτελούμενα από πέλματα που συνδέονται με ράβδους δικτύωσης, και υπόκεινται σε αξονική θλίψη. Τα αριθμητικά προσομοιώματα αποτελούνται από στοιχεία δοκού και είναι διακριτοποιημένα με επαρκή πυκνότητα πλέγματος, ώστε τα αποτελέσματα να μπορούν να θεωρηθούν «ακριβή», στο βαθμό που αυτός ο όρος μπορεί να χρησιμοποιηθεί για μία εξ ορισμού προσεγγιστική, αριθμητική μέθοδο. Τα πέλματα προσομοιώνονται ως συνεχή μέλη, ενώ οι διαγώνιες ράβδοι έχουν αρθρώσεις στα άκρα τους και καταπονούνται μόνο αξονικά.


    Οι αρχικές ατέλειες που επιβάλλονται προκύπτουν ως γραμμικός συνδυασμός της κύριας καθολικής και της κύριας τοπικής ιδιομορφής, με μέγιστες τιμές ίσες με a/500 για την καθολική και a/500 για την τοπική ιδιομορφή. Εξετάζονται πέντε σύνθετα υποστυλώματα που διαφέρουν μεταξύ τους ως προς το λόγο x του κρίσιμου φορτίου καθολικού λυγισμού προς το αντίστοιχο τοπικού λυγισμού:
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    Συγκεκριμένα, οι λόγοι x που εξετάζονται είναι ίσοι με 1.6, 1.3, 1.0, 0.8 και 0.4, οδηγώντας τα αντίστοιχα υποστυλώματα σε ποιοτικά διαφορετική συμπεριφορά. Οι διαφορετικοί λόγοι x επιτυγχάνονται με μεταβολή μόνο της απόστασης μεταξύ των δύο πελμάτων, διατηρώντας τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά των πέντε υποστυλωμάτων ίδια. Έτσι, τροποποιείται το κρίσιμο φορτίο καθολικού λυγισμού Pcr, ενώ το κρίσιμο φορτίο τοπικού λυγισμού PL παραμένει αμετάβλητο.


    Οι μη γραμμικές αναλύσεις πραγματοποιούνται αρχικά για ελαστικό υλικό, ώστε να διερευνηθεί αυτοτελώς η μη γραμμικότητα γεωμετρίας, και στη συνέχεια για ελαστοπλαστικό υλικό, οπότε εξετάζεται η ταυτόχρονη μη γραμμικότητα γεωμετρίας και υλικού. Εφαρμόζεται η μέθοδος Arc-length που δίνει τη δυνατότητα καταγραφής και του καθοδικού μεταλυγισμικού κλάδου. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται μέσω δρόμων ισορροπίας, όπου στον οριζόντιο άξονα καταγράφεται ο λόγος του εγκάρσιου βέλους w του σύνθετου μέλους στο μέσον του προς το μήκος του L, και στον κατακόρυφο άξονα ο λόγος του ασκούμενου αξονικού φορτίου P προς το κρίσιμο φορτίο καθολικού λυγισμού Pcr. Παρουσιάζονται επίσης σχήματα των παραμορφωμένων υποστυλωμάτων σε χαρακτηριστικές θέσεις των δρόμων ισορροπίας.


    Ελαστικό υλικό


    Τα αποτελέσματα των αναλύσεων των πέντε υποστυλωμάτων για την περίπτωση ελαστικού υλικού παρουσιάζονται στο Σχήμα 12.3. Με οριζόντιες πράσινες και μαύρες γραμμές δηλώνονται τα κρίσιμα φορτία τοπικού και καθολικού λυγισμού, αντίστοιχα. Για τιμές του x μεγαλύτερες του 1 κρισιμότερος είναι ο τοπικός λυγισμός, ενώ για x μικρότερο του 1 ο καθολικός. Με κόκκινη διακεκομμένη γραμμή απεικονίζεται ο δρόμος ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση γεωμετρίας με ενσωμάτωση καθολικής μόνον ατέλειας. Με μπλε γραμμή παρουσιάζεται ο δρόμος ισορροπίας για την περίπτωση μη γραμμικής ανάλυσης γεωμετρίας με ενσωμάτωση τόσο καθολικής όσο και τοπικής αρχικής ατέλειας. Παρατηρείται ότι για μικρές τιμές του φορτίου οι δρόμοι ισορροπίας συμπίπτουν, είτε λαμβάνονται υπόψη στην ανάλυση μόνον καθολικές ατέλειες, είτε τόσο καθολικές όσο και τοπικές ατέλειες. Για μεγαλύτερες τιμές του φορτίου εκδηλώνονται εντονότερες οριζόντιες μετακινήσεις στην περίπτωση που θεωρούνται και τα δύο είδη αρχικής ατέλειας. Παρατηρείται επίσης πως, ακόμα και όταν χρησιμοποιούνται μόνο καθολικές ατέλειες, εμφανίζεται οριακό σημείο και ακολουθεί καθοδικός μεταλυγισμικός κλάδος. Αυτό συμβαίνει, αν και η μη γραμμική συμπεριφορά που συνδέεται με κάθε μία από τις δύο ιδιομορφές ξεχωριστά είναι ευσταθής, αφού στην ουσία πρόκειται για συμπεριφορά θλιβόμενης ράβδου, η οποία παρουσιάστηκε λεπτομερώς στο Κεφάλαιο 10. Επιβεβαιώνονται δηλαδή για την περίπτωση σύνθετων υποστυλωμάτων τα συμπεράσματα που προέκυψαν στο Κεφάλαιο 7 για την περίπτωση διβάθμιου συστήματος με δύο ευσταθείς ιδιομορφές λυγισμού. Τα φορτία αστοχίας, σε κάθε περίπτωση, είναι μικρότερα από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Επιπλέον, παρατηρείται ότι η ενσωμάτωση και των δύο ειδών ατελειών οδηγεί σε χαμηλότερο φορτίο αστοχίας σε σχέση με την περίπτωση εισαγωγής μόνο καθολικών ατελειών.
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    Σχήμα 12.3 Δρόμοι ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση γεωμετρίας ατελών σύνθετων υποστυλωμάτων με ράβδους δικτύωσης για διάφορες τιμές του λόγου x


    Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η σύγκριση της επιρροής των ατελειών για τις διάφορες τιμές του λόγου x του κρίσιμου φορτίου καθολικού λυγισμού προς το αντίστοιχο τοπικού λυγισμού. Είναι εμφανές ότι η μέγιστη επιρροή αρχικών ατελειών παρουσιάζεται όταν τα δύο κρίσιμα φορτία ταυτίζονται, δηλαδή όταν ο λόγος x είναι ίσος με τη μονάδα. Αυτό το συμπέρασμα είναι επίσης συμβατό με τη συμπεριφορά του διβάθμιου συστήματος με δύο ευσταθείς ιδιομορφές λυγισμού. Επίσης, αρκετά σημαντική είναι η επιρροή των ατελειών και η αλληλεπίδραση των ιδιομορφών στην περίπτωση που ο λόγος x είναι μεγαλύτερος της μονάδας, ενώ η μικρότερη επιρροή εμφανίζεται για λόγους x μικρότερους της μονάδας.


    Από αυτές τις παρατηρήσεις εξάγονται χρήσιμα συμπεράσματα για το σχεδιασμό σύνθετων υποστυλωμάτων. Θα πρέπει να αποφεύγεται η λεγόμενη «αφελής βελτιστοποίηση» κατά την οποία οι παράμετροι γεωμετρίας και διατομών επιλέγονται έτσι, ώστε τα κρίσιμα φορτία καθολικού και τοπικού λυγισμού να είναι πολύ κοντά μεταξύ τους. Εάν γίνει αυτό, η επιρροή στην πραγματική φέρουσα ικανότητα των ατελειών, δηλαδή παραμέτρων αβέβαιων ως προς το μέγεθος και το σχήμα τους, αναμένεται να είναι πολύ σημαντική, κάτι το οποίο φυσικά δεν είναι επιθυμητό.


    Προκειμένου να γίνει πιο κατανοητή η συμπεριφορά σύνθετων μελών, έχει ενδιαφέρον να παρατηρηθούν οι παραμορφωμένοι φορείς σε τρείς φάσεις: (α) πριν την αστοχία, (β) κατά την αστοχία και (γ) μετά την αστοχία. Οι παραμορφωμένοι φορείς για την περίπτωση ελαστικού υλικού και χρήσης μόνο καθολικής ατέλειας παρουσιάζονται στο Σχήμα 12.4 για x=1.6. Παρατηρείται ότι, ακόμα και όταν δε λαμβάνονται υπόψη τοπικές ατέλειες, εκδηλώνονται τοπικές παραμορφώσεις που οφείλονται στην κάμψη των πελμάτων, τα οποία έχουν προσομοιωθεί ως συνεχείς δοκοί, όπως άλλωστε θα έχουν κατασκευαστεί και στην πράξη. Τα παραμορφωμένα σχήματα στην περίπτωση που θεωρούνται τόσο καθολικές όσο και τοπικές ατέλειες δε διαφέρουν ποιοτικά από αυτά του Σχήματος 12.4, εμφανίζονται όμως συγκριτικά εντονότερες τοπικές παραμορφώσεις, ιδιαίτερα για υψηλότερες τιμές του φορτίου, δηλαδή κατά και μετά την αστοχία.
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    Σχήμα 12.4 Παραμορφωμένα σχήματα σύνθετου υποστυλώματος με λόγο x=1.6 από ελαστικό υλικό και χωρίς αρχικές τοπικές ατέλειες (α) πριν την αστοχία, (β) στην αστοχία και (γ) μετά την αστοχία


    Ελαστοπλαστικό υλικό


    Τα αποτελέσματα των αναλύσεων των πέντε υποστυλωμάτων για την περίπτωση ελαστοπλαστικού υλικού παρουσιάζονται στο Σχήμα 12.5. Το υλικό είναι διγραμμικό με τέτοιο όριο διαρροής, ώστε τα φορτία τοπικού λυγισμού και πλήρους πλαστικοποίησης να ταυτίζονται μεταξύ τους. Με πράσινη και μαύρη γραμμή διακρίνονται και πάλι τα φορτία τοπικού και καθολικού λυγισμού. Με μπλε γραμμή απεικονίζεται ο δρόμος ισορροπίας για την περίπτωση μη γραμμικής ανάλυσης γεωμετρίας μόνον, με ενσωμάτωση τόσο καθολικών όσο και τοπικών ατελειών, ενώ με κόκκινη γραμμή ο αντίστοιχος δρόμος ισορροπίας για ελαστοπλαστικό υλικό.


    Σε όλες τις εξεταζόμενες περιπτώσεις ελαστοπλαστικού υλικού, η αστοχία οφείλεται σε τοπική ελαστοπλαστική αστοχία, και εμφανίζεται για μικρότερο φορτίο αστοχίας από εκείνο που παρατηρείται για ελαστικό υλικό. Επίσης, ο μεταλυγισμικός κλάδος είναι σε όλες τις περιπτώσεις αρκετά πιο απότομα πτωτικός. Η μεγαλύτερη απώλεια αντοχής παρατηρείται και πάλι στην περίπτωση που ο λόγος x είναι ίσος με τη μονάδα, δηλαδή όταν το φορτίο καθολικού λυγισμού, το φορτίο τοπικού λυγισμού και το φορτίο πλήρους πλαστικοποίησης ταυτίζονται.
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    Σχήμα 12.5 Δρόμοι ισορροπίας από μη γραμμική ανάλυση γεωμετρίας και υλικού ατελών σύνθετων υποστυλωμάτων με ράβδους δικτύωσης για διάφορες τιμές του λόγου x


    Ενδιαφέρον παρουσιάζει η επισκόπηση των εντατικών μεγεθών κατά μήκος των πελμάτων των σύνθετων μελών κατά την αστοχία, όπως απεικονίζονται στο Σχήμα 12.6. Από το διάγραμμα αξονικών δυνάμεων παρατηρείται ότι αυτές παίρνουν τις μεγαλύτερες τιμές τους στο μέσο του ύψους του σύνθετου μέλους. Η επιρροή της αρχικής καθολικής ατέλειας φαίνεται από το γεγονός ότι οι αξονικές δυνάμεις στο ένα πέλμα είναι μεγαλύτερες από ό,τι στο άλλο, κάτι το οποίο οφείλεται στην κάμψη που εισάγεται λόγω της καθολικής ατέλειας. Η επιρροή των τοπικών ατελειών και του σχήματος τους είναι εμφανής από το διάγραμμα των καμπτικών ροπών που ακολουθεί το σχήμα της ιδιομορφής τοπικού λυγισμού.
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    Σχήμα 12.6 (α) Διάγραμμα αξονικών δυνάμεων και (β) διάγραμμα καμπτικών ροπών κατά μήκος των πελμάτων θλιβόμενου σύνθετου μέλους με ράβδους δικτύωσης


    Συμπερασματικά, με βάση τα αποτελέσματα που έχουν προκύψει από εκτεταμένες μη γραμμικές αναλύσεις γεωμετρίας και υλικού και παρουσιάζονται λεπτομερώς στη βιβλιογραφία που αναφέρεται στο τέλος του κεφαλαίου, οι δύο μορφές αστοχίας που μπορεί να εμφανιστούν σε σύνθετα υποστυλώματα στην πράξη είναι οι εξής:


    i. Τοπική ελαστοπλαστική αστοχία του κρίσιμου φατνώματος.


    Σε αυτή την περίπτωση η αξονική δύναμη στο κρίσιμο φάτνωμα γίνεται ίση με τη θλιπτική του αντοχή του και ο φορέας αστοχεί. Συνήθως, η αντοχή καθορίζεται από τη διαρροή και η αλληλεπίδραση μεταξύ καθολικού και τοπικού λυγισμού δεν έχει σημαντική επίδραση. Η τοπική συμπεριφορά του φατνώματος επηρεάζεται κυρίως από τις τοπικές ατέλειες.


    ii. Καθολική ελαστική αστοχία του σύνθετου μέλους.


    Σε αυτή την περίπτωση, η αξονική δύναμη στο πλέον φορτισμένο φάτνωμα είναι μικρότερη από την αντοχή του φατνώματος, αλλά η καθολική αστάθεια οδηγεί σε αστοχία του φορέα. Οι τοπικές ατέλειες παίζουν αρκετά σημαντικό ρόλο στις εγκάρσιες μετακινήσεις και στην καθολική συμπεριφορά του φορέα.


    Η πρώτη μορφή αστοχίας απαντάται πολύ συχνότερα στην πράξη εξαιτίας της χρήσης σύνθετων μελών με αρκετά χαμηλές καθολικές και τοπικές ανηγμένες λυγηρότητες.


    12.3 Λυγισμός καλωδιωτών πυλώνων και ιστών


    Ραβδωτά μέλη μεγάλης λυγηρότητας που υποστηρίζονται πλευρικά από καλώδια, τα οποία παρέχουν πλευρική δυσκαμψία και μειώνουν το μήκος λυγισμού, απαντώνται κυρίως σε πυλώνες καλωδιωτών γεφυρών και σε επίτονους τηλεπικοινωνιακούς ιστούς (Σχήμα 12.7), όπου υπάρχει ανάγκη τοποθέτησης ελαφρού εξοπλισμού σε μεγάλο ύψος. Σημαντική δυσκολία στην ανάλυση τέτοιων καλωδιωτών κατασκευών οφείλεται στην έντονη γεωμετρική μη γραμμικότητα που χαρακτηρίζει τα καλώδια, λόγω της μεγάλης ευκαμψίας τους, ιδιαίτερα για χαμηλά επίπεδα προέντασης. Αύξηση της προέντασης των καλωδίων συμβάλει στην αύξηση της δυσκαμψίας τους και άμβλυνση της μη γραμμικότητάς τους, αλλά οδηγεί σε αύξηση της θλιπτικής έντασης του πυλώνα, με ενδεχομένως αυξημένο κίνδυνο λυγισμού.
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    Σχήμα 12.7 (α) Καλωδιωτές γέφυρες με διάφορους τύπους καλωδίωσης (β) Επίτονος ιστός


    Κατά το σχεδιασμό τέτοιων μελών προκύπτουν διάφορα ερωτηματικά που αφορούν το μήκος λυγισμού εντός και εκτός του επιπέδου καλωδίωσης, καθώς και τη μεταλυγισμική συμπεριφορά και την ευπάθεια σε αρχικές ατέλειες. Τα θέματα αυτά μελετώνται στην παρούσα ενότητα τόσο αναλυτικά, αντικαθιστώντας τα καλώδια κάθε στάθμης με ισοδύναμα ελατήρια, όσο και μέσω γραμμικών και μη γραμμικών αριθμητικών αναλύσεων.


    Αντικατάσταση καλωδίων από ισοδύναμα ελατήρια


    Αρχικά εξετάζεται το επίπεδο πρόβλημα ενός ιστού που υποστηρίζεται πλευρικά από ένα μόνον ζεύγος καλωδίων, τα οποία διατάσσονται συμμετρικά στην κορυφή του ιστού (Σχήμα 12.8α). Με στόχο τη γραμμικοποίηση του προβλήματος το ζεύγος καλωδίων αντικαθίσταται από ένα γραμμικό οριζόντιο ελατήριο μετάθεσης, το οποίο προσφέρει ίση πλευρική αντίσταση. Προκειμένου να υπολογιστεί η σταθερά αυτού του ελατηρίου εξετάζεται η ισορροπία των καλωδίων στην παραμορφωμένη τους κατάσταση, κάνοντας την απλοποιητική παραδοχή ότι τα καλώδια διατηρούν τη ευθυγραμμία τους, όπως φαίνεται στο Σχήμα 12.8β. Στο ίδιο Σχήμα ο πυλώνας απεικονίζεται σχηματικά με διακεκομμένη ευθεία γραμμή, όμως μόνον η παραμόρφωση των καλωδίων έχει ενδιαφέρον για τον υπολογισμό του ελατηρίου και ο πυλώνας μπορεί να έχει οποιαδήποτε συνοριακή συνθήκη στη βάση του και να παραμορφώνεται καθ’ ύψος.
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    Σχήμα 12.8 (α) Αντικατάσταση ζεύγους καλωδίων ιστού από ισοδύναμο ελατήριο μετάθεσης (β) Γεωμετρία ιστού στην απαραμόρφωτη και την παραμορφωμένη κατάσταση


    Τα δύο καλώδια θεωρείται ότι έχουν ίδια δύναμη προέντασης Τ. Αν co είναι το αρχικό απαραμόρφωτο μήκος του κάθε καλωδίου και c είναι το προεντεταμένο μήκος του στην κατακόρυφη θέση του ιστού, υποθέτοντας γραμμικά ελαστική συμπεριφορά του υλικού, από το νόμο του Hooke προκύπτει:
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    Με εφαρμογή του νόμου του Hooke και για τη μετατοπισμένη θέση της κορυφής του ιστού λαμβάνεται:
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    όπου c1, c2 είναι τα μήκη των καλωδίων στη θέση αυτή, υπολογιζόμενα συναρτήσει της οριζόντιας και κατακόρυφης μετατόπισης της κορυφής του ιστού, u και w αντίστοιχα, από τις σχέσεις:
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    Το άθροισμα των οριζόντιων συνιστωσών των δυνάμεων T1, T2 είναι:
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    Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (12.6), (12.7) και (12.8) στην (12.9), αναπτύσσοντας την οριζόντια δύναμη H σε σειρά Taylor ως προς u, και υποθέτοντας ότι για μικρές μετατοπίσεις της κορυφής του ιστού το w είναι τάξης μεγέθους u2 οι δε όροι τάξης u2 ή ανώτερης είναι αμελητέοι, καταλήγουμε στην προσεγγιστική, γραμμικοποιημένη σχέση:
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    Επομένως, η σταθερά του ισοδύναμου ελατηρίου μετάθεσης, το οποίο τοποθετούμενο στην κορυφή του ιστού παρεμποδίζει την πλευρική μετακίνησή του όσο και το ζεύγος των δύο καλωδίων, είναι ίση προς:
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    Μια προσέγγιση, η οποία χρησιμοποιείται συχνά για να ληφθεί υπόψη η μείωση της αξονικής δυσκαμψίας καλωδίων λόγω της κρέμασης εξαιτίας του ιδίου βάρους τους, είναι αυτή που προτάθηκε από τον Dischinger, κατά την οποία το καλώδιο θεωρείται ευθύγραμμο, με απομειωμένο μέτρο ελαστικότητας που δίνεται από τη σχέση:
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    όπου mg το βάρος του καλωδίου ανά μονάδα μήκους του. Έτσι, τελικά η σταθερά του ισοδύναμου ελατηρίου μετάθεσης υπολογίζεται ως:
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    Η σχέση αυτή μπορεί να γραφεί σε αδιάσταση μορφή ορίζοντας:
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    οπότε η εξίσωση (12.13) γίνεται:
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    Τόσο από τη σχέση (12.13) όσο και από την (12.15) είναι εμφανής η έντονη εξάρτηση της ισοδύναμης δυσκαμψίας από τη γωνία φ, ενώ αρκετά μικρότερη είναι η επιρροή της προέντασης Τ. Αυτό επιβεβαιώνεται από τα διαγράμματα του Σχήματος 12.9, στα οποία έχουν χρησιμοποιηθεί ρεαλιστικές τιμές της αδιαστατοποιημένης προέντασης t.
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    Σχήμα 12.9 Ισοδύναμη δυσκαμψία (α) συναρτήσει της γωνίας κλίσης φ των καλωδίων για διάφορες τιμές της προέντασης t (β) συναρτήσει της προέντασης t των καλωδίων για διάφορες τιμές της γωνίας κλίσης φ


    Υπολογισμός ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού ιστού με μία στάθμη καλωδίωσης


    Μετά την αντικατάσταση του ζεύγους καλωδίων από ισοδύναμο ελατήριο, ο συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού Κ και το αντίστοιχο κρίσιμο φορτίο λυγισμού μπορούν να υπολογιστούν εφαρμόζοντας μία από τις μεθόδους της Ενότητας 11.3 για οποιαδήποτε συνοριακή συνθήκη στη βάση του ιστού. Για πάκτωση του ιστού στη βάση του προκύπτει τότε η εξίσωση λυγισμού:
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    όπου:
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    Αντίστοιχα, για ιστό που είναι αρθρωμένος στη βάση του η εξίσωση λυγισμού είναι:
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    Η λύση των εξισώσεων (12.16) ή (12.18) ως προς το ισοδύναμο μήκους λυγισμού Κ αντικαθίσταται στη συνέχεια στην εξίσωση (11.2) και υπολογίζεται το αντίστοιχο κρίσιμο φορτίο λυγισμού Pcr. Τα αποτελέσματα της επίλυσης των δύο εξισώσεων λυγισμού για διάφορα επίπεδα αντίστασης του ισοδύναμου ελατηρίου παρουσιάζονται στο Σχήμα 12.10. Όπως ήταν αναμενόμενο, η απόκριση του πακτωμένου ιστού κυμαίνεται μεταξύ μονόπακτης ράβδου και προβόλου, ενώ του αρθρωμένου ιστού μεταξύ αμφιέρειστης ράβδου και μηχανισμού, καθώς η δυσκαμψία του ελατηρίου μεταβάλλεται από πολύ μεγάλες προς μικρές τιμές.
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    Σχήμα 12.10 Συντελεστής ισοδύναμου μήκους λυγισμού ιστού με ένα ζεύγος καλωδίων στην κορυφή του και (α) πακτωμένη βάση (β) αρθρωμένη βάση


    Υπολογισμός ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού ιστού με πολλές στάθμες καλωδίωσης


    Ιστοί με πολλαπλές στάθμες καλωδίων αντιμετωπίζονται αντικαθιστώντας τα καλώδια κάθε στάθμης με ένα ισοδύναμο ελατήριο, όπως απεικονίζεται στο Σχήμα 12.11 για τους δύο συνηθισμένους τρόπους διάταξης τέτοιων καλωδίων. Στη συνέχεια, ο υπολογισμός των κρίσιμων φορτίων λυγισμού μπορεί να γίνει είτε αναλυτικά, είτε αριθμητικά με γραμμική ανάλυση λυγισμού (LBA).
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    Σχήμα 12.11 Αντικατάσταση καλωδίων με ισοδύναμα ελατήρια σε ιστούς (α) με ακτινική διάταξη (β) με παράλληλη διάταξη


    Υπολογισμός ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού ιστού με καλωδίωση στο χώρο


    Στο Σχήμα 12.12 παρουσιάζεται μια συνηθισμένη διάταξη καλωδίων σε πυλώνες καλωδιωτών γεφυρών, με χρήση τεσσάρων καλωδίων ανά στάθμη, συμμετρικά χωροθετημένων ως προς το διαμήκη και τον εγκάρσιο άξονα της γέφυρας. Το ύψος του πυλώνα πάνω από το κατάστρωμα της γέφυρας είναι h και η απόσταση μεταξύ των σημείων αγκύρωσης των καλωδίων στο κατάστρωμα είναι 2a κατά τη διαμήκη και 2d κατά την εγκάρσια διεύθυνση.
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    Σχήμα 12.12 Αντικατάσταση καλωδίων πυλώνα καλωδιωτής γέφυρας με ζεύγος ελατηρίων κατά τη διαμήκη και την εγκάρσια διεύθυνση


    Τα καλώδια μπορούν να αντικατασταθούν από δύο ελατήρια κατά τους δύο κύριους άξονες. Οι σταθερές των δύο ελατηρίων μπορούν να υπολογιστούν αναλύοντας τις αξονικές δυνάμεις που αναπτύσσονται στα καλώδια για μικρή μετακίνηση της κορυφής του πυλώνα κατά u στη διαμήκη και κατά v στην εγκάρσια διεύθυνση της γέφυρας, με ανάλογο τρόπο, όπως στο επίπεδο πρόβλημα:
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    Σε περίπτωση πυλώνα με πολλές στάθμες καλωδίωσης, ο ισοδύναμος πυλώνας διαθέτει ζεύγη ελατηρίων κατά τις δύο διευθύνσεις σε κάθε στάθμη και τα κρίσιμα φορτία λυγισμού μπορούν να υπολογιστούν είτε αναλυτικά, είτε αριθμητικά, με γραμμική ανάλυση λυγισμού (LBA).


    Μη γραμμικές αναλύσεις ιστών


    Μέσω γεωμετρικά μη γραμμικών αναλύσεων προσομοιωμάτων καλωδιωτών ιστών μπορούν να επιτευχθούν οι εξής στόχοι:


    


    
      	Να διαπιστωθεί η επίδραση των προσεγγίσεων που εισάγονται με την αντικατάσταση των μη γραμμικών καλωδίων με γραμμικά ελατήρια στην ακρίβεια υπολογισμού του κρίσιμου φορτίου λυγισμού.



      	Να μελετηθεί η μεταλυγισμική συμπεριφορά τέτοιων στατικών συστημάτων.



      	Να αξιολογηθεί η ευαισθησία της απόκρισης σε αρχικές ατέλειες.


    


    Για το σκοπό αυτό, μορφώνονται δύο εναλλακτικά προσομοιώματα στο λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων Adina. Το ένα είναι πιο προσεγγιστικό, αποτελούμενο από τον πυλώνα υποστηριζόμενο πλευρικά από ισοδύναμα ελατήρια, με σταθερές που υπολογίζονται όπως προαναφέρθηκε. Το προσομοίωμα αυτό ονομάζεται ΠΕ (προσομοίωμα με ελατήρια). Το δεύτερο είναι ακριβέστερο και αποτελείται από τον πυλώνα υποστηριζόμενο πλευρικά από καλώδια, τα οποία προσομοιώνονται μέσω κατάλληλου πλήθους αμφιαρθρωτών ραβδωτών στοιχείων που διαθέτουν μόνον εφελκυστική δυσκαμψία και προεντείνονται μέσω επιβαλλόμενης αρχικής ανηγμένης παραμόρφωσης. Το προσομοίωμα αυτό ονομάζεται ΠΚ (προσομοίωμα με καλώδια). Και στα δύο προσομοιώματα για τους πυλώνες χρησιμοποιούνται πεπερασμένα στοιχεία δοκού. Το υλικό των πυλώνων θεωρείται χάλυβας με απείρως γραμμικά ελαστική συμπεριφορά, ενώ το υλικό των καλωδίων είναι απείρως γραμμικά ελαστικό σε εφελκυσμό και έχει μηδενική θλιπτική δυσκαμψία.


    Στο προσομοίωμα ΠΕ εκτελούνται γραμμικές αναλύσεις λυγισμού (LBA), από τις οποίες υπολογίζονται κρίσιμα φορτία λυγισμού, που συμπίπτουν πλήρως με τις διαθέσιμες για τις απλούστερες περιπτώσεις ιστών αναλυτικές λύσεις. Επίσης, λαμβάνονται ιδιομορφές λυγισμού, των οποίων τα σχήματα χρησιμοποιούνται ως αρχικές ατέλειες για τις μη γραμμικές αναλύσεις γεωμετρίας (GNIA) που ακολουθούν. Το μέγεθος των ατελειών θεωρήθηκε στις πρώτες αναλύσεις ίσο με το ύψος του ιστού διά 20,000, δηλαδή εξαιρετικά μικρό, προκειμένου να διαπιστωθεί η επιρροή της γραμμικοποίησης στον υπολογισμό της οριακής αντοχής, με αμελητέες τις επιπτώσεις των ατελειών. Τέτοιες αναλύσεις πραγματοποιούνται και στα δύο προσομοιώματα και τα αποτελέσματα παρουσιάζονται με μορφή δρόμων ισορροπίας και παραμορφωμένης γεωμετρίας των φορέων σε χαρακτηριστικές φάσεις της ανάλυσης. Στο προσομοίωμα ΠΚ η μη γραμμική ανάλυση έγινε σε δύο φάσεις. Κατά την πρώτη επιβάλλονται τα ίδια βάρη και η προένταση των καλωδίων, ώστε τα καλώδια να αποκτήσουν κατάλληλη κρέμαση. Στη δεύτερη ασκείται συγκεντρωμένο κατακόρυφο φορτίο στην κορυφή του πυλώνα, το οποίο προσαυξάνεται σταδιακά μέσω αλγορίθμου τύπου Arc-length.


    Στο Σχήμα 12.13 παρουσιάζονται οι παραμορφώσεις στο τέλος των μη γραμμικών αναλύσεων GNIA για ένα ιστό με τρία ζεύγη καλωδίων σε ακτινική διάταξη και έναν δεύτερο με τρία ζεύγη καλωδίων σε παράλληλη διάταξη. Στον πρώτο ιστό έχει θεωρηθεί κλίση των καλωδίων ίση προς 55o, 40o και 30o, ενώ στον δεύτερο όλα τα καλώδια έχουν κλίση 45ο. Όλα τα καλώδια έχουν προενταθεί με τάση ίση προς το 50% του ορίου διαρροής fy, δηλαδή t=0.002, για E=160,000MPa και fy=873MPa. Και οι δύο ιστοί είναι αρθρωμένοι στη βάση τους.


    
      
        
          	
            [image: fan3-adina.tif]

          

          	
            [image: harp3-adina.tif]

          
        


        
          	
            (α)

          

          	
            (β)

          
        

      

    


    Σχήμα 12.13 Παραμορφώσεις στο τέλος των μη γραμμικών αναλύσεων GNIA σε ιστούς (α) με ακτινική διάταξη (β) με παράλληλη διάταξη


    Η απόκριση των δύο ιστών περιγράφεται επίσης με τους δρόμους ισορροπίας του Σχήματος 12.14. Σε αυτά τα διαγράμματα οι διακεκομμένες οριζόντιες γραμμές δηλώνουν τα ελαστικά κρίσιμα φορτία λυγισμού από αναλύσεις LBA. Στον ιστό με ακτινική διάταξη έχει γίνει σύγκριση με τη διαθέσιμη αναλυτική λύση και τα αποτελέσματα συμπίπτουν. Οι δύο καμπύλες περιγράφουν τους δρόμους ισορροπίας από τις μη γραμμικές αναλύσεις GNIA, η μεν κόκκινη του προσομοιώματος ΠΕ, η δε πράσινη του προσομοιώματος ΠΚ.
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    Σχήμα 12.14 Κρίσιμα φορτία λυγισμού και δρόμοι ισορροπίας των μη γραμμικών αναλύσεων GNIA σε ιστούς με αρθρωμένη βάση και με τρία ζεύγη καλωδίων (α) με ακτινική διάταξη (β) με παράλληλη διάταξη


    Τα φορτία που απεικονίζονται στον κατακόρυφο άξονα έχουν αδιαστατοποιηθεί ως προς το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού του ιστού θεωρούμενου ως αμφιέρειστου, προκειμένου να αξιολογηθεί η αποτελεσματικότητα των καλωδίων στην παροχή πλευρικής εξασφάλισης. Από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού του ιστού με ακτινική διάταξη διαπιστώνεται ότι τα τρία ζεύγη καλωδίων παρέχουν πλήρη πλευρική εξασφάλιση στην κορυφή του πυλώνα, όπως άλλωστε επιβεβαιώνεται και από την παραμορφωμένη κατάσταση του Σχήματος 12.13α. Από την τιμή του κρίσιμου φορτίου λυγισμού του ιστού με παράλληλη διάταξη που είναι περίπου κατά 50% μεγαλύτερο από εκείνο του αμφιέρειστου ιστού, σε συνδυασμό και με την παραμορφωμένη κατάσταση του Σχήματος 12.13β, διαπιστώνεται ότι κάθε ζεύγος καλωδίων παρέχει μερική πλευρική εξασφάλιση στον ιστό, σε τρεις όμως θέσεις καθ’ ύψος, με αποτέλεσμα την αποτελεσματικότερη παρεμπόδιση του λυγισμού.


    Παρατηρείται επίσης ότι, για τις ατέλειες πολύ μικρού μεγέθους που χρησιμοποιήθηκαν για αυτές τις αναλύσεις, τα οριακά σημεία των δρόμων ισορροπίας των μη γραμμικών αναλύσεων είναι ελάχιστα χαμηλότερα από τα κρίσιμα φορτία λυγισμού των αναλύσεων LBA. Επομένως, το σφάλμα που εισάγεται από τη γραμμικοποίηση είναι αμελητέο και, μέσω της αντικατάστασης των καλωδίων με ισοδύναμα ελατήρια είναι δυνατός ο αξιόπιστος υπολογισμός του ελαστικού φορτίου λυγισμού του σχεδόν τέλειου φορέα. Η καμπύλη που περιγράφει την απόκριση του προσομοιώματος ΠΕ προσεγγίζει ασυμπτωτικά το κρίσιμο φορτίο, εκδηλώνοντας ευσταθή συμπεριφορά. Όμως, ο δρόμος ισορροπίας του προσομοιώματος ΠΚ εμφανίζει οριακό σημείο και καθοδικό, ασταθή μεταλυγισμικό δρόμο ισορροπίας, κάτι που η αντικατάσταση των καλωδίων με ισοδύναμα ελατήρια αδυνατεί να αποδώσει. Τονίζεται ότι ανάλογα αποτελέσματα προέκυψαν για ένα ευρύ φάσμα αναλύσεων τέτοιων ιστών, τόσο αρθρωμένων όσο και πακτωμένων στη βάση τους, με διαφορετικό πλήθος και διάταξη καλωδίων, με διάφορες κλίσεις και διάφορα επίπεδα προέντασης, ώστε το παραπάνω συμπέρασμα να μπορεί να γενικευθεί.


    Επισημαίνεται επίσης ότι στη γραμμική ανάλυση λυγισμού, όπου τα καλώδια αντικαθίστανται από ελατήρια, δε λαμβάνονται υπόψη στην ανάλυση οι κατακόρυφες συνιστώσες των αξονικών δυνάμεων των καλωδίων. Συνεπώς, το κρίσιμο φορτίο λυγισμού που υπολογίζεται από τις αναλύσεις LBA περιλαμβάνει αυτή την κατακόρυφη συνιστώσα και το πραγματικό εξωτερικό φορτίο λυγισμού μπορεί να υπολογιστεί αν από το κρίσιμο φορτίο που προκύπτει από την ανάλυση αφαιρεθεί αυτή η συνιστώσα.


    Λόγω της ασταθούς φύσης της απόκρισης του ιστού αναδεικνύεται η ανάγκη πραγματοποίησης αναλύσεων ευαισθησίας στις αρχικές ατέλειες. Για το λόγο αυτό στα Σχήματα 12.15 και 12.16 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα μη γραμμικών αναλύσεων για ένα εύρος τιμών μεγέθους αρχικών ατελειών, υπό μορφή δρόμων ισορροπίας και διαγραμμάτων οριακού φορτίου Pu – μεγέθους ατέλειας. Στο Σχήμα 12.15 το φορτίο αδιαστατοποιείται ως προς το κρίσιμο φορτίο του αμφιαρθρωτού και στο Σχήμα 12.16 του μονόπακτου πυλώνα, αντίστοιχα. Παρατηρείται ισχυρή ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες που προκαλεί σημαντική μείωση του οριακού φορτίου, η οποία για μέγεθος ατέλειας ίσο προς h/250 είναι περίπου ίση με 25% για την ακτινική διάταξη (Σχήμα 12.15β) και 40% για την παράλληλη διάταξη (Σχήμα 12.16β).
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    Σχήμα 12.15 Ευαισθησία μη γραμμικής απόκρισης ιστών με αρθρωμένη βάση και τρία ζεύγη καλωδίων με ακτινική διάταξη σε αρχικές ατέλειες (α) δρόμοι ισορροπίας για διάφορα μεγέθη ατελειών (β) διάγραμμα οριακού φορτίου – μεγέθους ατέλειας
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    Σχήμα 12.16 Ευαισθησία μη γραμμικής απόκρισης ιστών με αρθρωμένη βάση και τρία ζεύγη καλωδίων με παράλληλη διάταξη σε αρχικές ατέλειες (α) δρόμοι ισορροπίας για διάφορα μεγέθη ατελειών (β) διάγραμμα οριακού φορτίου – μεγέθους ατέλειας


    Στο Σχήμα 12.17 παρουσιάζεται η παραμόρφωση στο τέλος των μη γραμμικών αναλύσεων GNIA για τον πυλώνα καλωδιωτής γέφυρας του Σχήματος 12.12, με τέσσερα καλώδια σε συμμετρική διάταξη ως προς τον διαμήκη και εγκάρσιο άξονα της γέφυρας. Ο πυλώνας θεωρείται ότι έχει ίδια αδρανειακά χαρακτηριστικά κατά τις δύο διευθύνσεις και ότι είναι πακτωμένος στη βάση του. Στις μη γραμμικές αναλύσεις θεωρούνται αρχικές ατέλειες με σχήμα έναν γραμμικό συνδυασμό των δύο κύριων ιδιομορφών λυγισμού του προσομοιώματος ΠΕ κατά τη διαμήκη και εγκάρσια διεύθυνση και σε κάθε ανάλυση ο πυλώνας θεωρείται πλευρικά εξασφαλισμένος στο ένα από τα δύο κύρια κατακόρυφα επίπεδα.
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    Σχήμα 12.17 Παραμόρφωση στο τέλος της μη γραμμικής ανάλυσης GNIA στον πυλώνα καλωδιωτής γέφυρας του Σχήματος 12.12α κατά τη διαμήκη 12.12β κατά την εγκάρσια διεύθυνση της γέφυρας


    Η απόκριση αυτού του πυλώνα περιγράφεται επίσης από τους δρόμους ισορροπίας του Σχήματος 12.18, όπου τα φορτία στον κατακόρυφο άξονα αδιαστατοποιούνται ως προς το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού του μονόπακτου πυλώνα, θεωρώντας δηλαδή ακλόνητη αρθρωτή στήριξη στην κορυφή και κατά τις δύο διευθύνσεις. Η κλίση κάθε καλωδίου είναι 45o στο διαμήκες κατακόρυφο επίπεδο yz και 4.6o στο εγκάρσιο κατακόρυφο επίπεδο xz που αποτελούν ρεαλιστικές τιμές για καλωδιωτές γέφυρες. Η προένταση όλων των καλωδίων είναι ίση προς 0.5fy.


    Βάσει αυτών των τιμών, οι αδιαστατοποιημένες σταθερές των ισοδύναμων ελατηρίων στην κορυφή του πυλώνα προκύπτουν ίσες προς [image: ] και [image: ]. Δηλαδή, η αντίσταση που παρέχεται από τα καλώδια κατά την εγκάρσια διεύθυνση είναι πολύ μικρότερη, λόγω της μικρής γωνίας κλίσης τους ως προς την κατακόρυφη και της συνεπαγόμενης μικρής οριζόντιας συνιστώσας της αξονικής τους δύναμης. Σε συμφωνία με αυτό το αποτέλεσμα είναι και οι παραμορφωμένες εικόνες στο τέλος των μη γραμμικών αναλύσεων, οι οποίες παρουσιάζονται στα ένθετα σχήματα κάθε δρόμου ισορροπίας και δείχνουν ότι ο πυλώνας συμπεριφέρεται κατά την εγκάρσια έννοια σχεδόν ως πρόβολος, ενώ κατά τη διαμήκη διεύθυνση τα καλώδια προσφέρουν ικανοποιητική δέσμευση της κορυφής. Από τη συμπεριφορά αυτή είναι προφανές ότι η διατομή τέτοιων πυλώνων πρέπει να διαμορφώνεται με αρκετά καλύτερα αδρανειακά χαρακτηριστικά κατά την εγκάρσια διεύθυνση της γέφυρας, ώστε να αποφεύγεται λυγισμός σε αυτή τη διεύθυνση, αλλά και έντονες παραμορφώσεις λόγων εγκάρσιων φορτίων οφειλόμενων στον άνεμο.
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    Σχήμα 12.18 Κρίσιμα φορτία λυγισμού, δρόμοι ισορροπίας και παραμόρφωση στο τέλος των αναλύσεων GNIA του πακτωμένου πυλώνα στα επίπεδα yz και xz


    Παρατηρείται ανάλογη συμπεριφορά όπως σε ιστούς με καλωδίωση σε ένα μόνον κατακόρυφο επίπεδο. Οι δρόμοι ισορροπίας των μη γραμμικών αναλύσεων του προσομοιώματος ΠΚ χαρακτηρίζονται και πάλι από οριακό σημείο και ελαφρώς ασταθή μεταλυγισμικό κλάδο. Η επάρκεια της ακρίβειας της γραμμικοποίησης επιβεβαιώνεται από την εγγύτητα των οριακών φορτίων στους δρόμους ισορροπίας με τα κρίσιμα φορτία για πολύ μικρές τιμές των ατελειών. Για ρεαλιστικές όμως τιμές ατελειών τα οριακά φορτία είναι και πάλι αρκετά μικρότερα από τα κρίσιμα, λόγω της ευαισθησίας της συμπεριφοράς σε αρχικές ατέλειες, υποδηλώνοντας την αναγκαιότητα εφαρμογής κατάλληλων συντελεστών ασφαλείας κατά το σχεδιασμό τέτοιων πυλώνων έναντι λυγισμού. Επισημαίνεται ότι η ασταθής φύση της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς και η μεγάλη ευαισθησία σε αρχικές ατέλειες εκδηλώνεται σε αντίθεση με τη γνωστή από τη βιβλιογραφία, αλλά και από προηγούμενες ενότητες αυτού του βιβλίου, ευστάθεια των θλιβόμενων ράβδων, οφειλόμενη στις κατακόρυφες συνιστώσες των αξονικών δυνάμεων των καλωδίων, οι οποίες εισάγουν επιπρόσθετη θλίψη στον πυλώνα.


    12.4 Ενίσχυση οπών πυλώνων ανεμογεννητριών


    Σκοπός αυτής της ερευνητικής προσπάθειας είναι η μελέτη της αποδοτικότητας διαφόρων τύπων ενίσχυσης της οπής της ανθρωποθυρίδας χαλύβδινων κυλινδρικών πυλώνων ανεμογεννητριών. Τέτοιες οπές προβλέπονται κοντά στη βάση του πυλώνα για να παρέχεται πρόσβαση στο εσωτερικό του από το προσωπικό συντήρησης (Σχήμα 12.19), και προκαλούν συγκεντρώσεις τάσεων, αυξάνουν τον κίνδυνο τοπικού λυγισμού και τελικά επιφέρουν αισθητή απομείωση της αντοχής του πυλώνα (Σχήμα 12.20). Για το λόγο αυτό είναι αναγκαία η ενίσχυση της περιοχής της οπής μέσω ενισχυτικών ελασμάτων.
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    Σχήμα 12.19 (α) Οπή ανθρωποθυρίδας σε κυλινδρικούς ή κολουροκωνικούς πυλώνες ανεμογεννητριών, (β) Τυπικές διαστάσεις πυλώνα και οπής
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    Σχήμα 12.20 (α) Παραμόρφωση και κατανομή τάσεων σε καμπτόμενο πυλώνα ανεμογεννήτριας, (β) Λεπτομέρεια κατανομής τάσεων στη βάση του πυλώνα και συγκεντρώσεις τάσεων περί την οπή (γ) Τοπικός λυγισμός στην περιοχή της οπής


    Στην παρουσιαζόμενη ερευνητική προσπάθεια επιχειρήθηκε να διαλευκανθούν τα εξής ζητήματα: (i) να συγκριθούν μεταξύ τους οι εναλλακτικές μορφές ενίσχυσης που χρησιμοποιούνται στην πράξη ή έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία και να εξακριβωθεί η πιο αποδοτική, (ii) να καθοριστούν οι απαιτούμενες διαστάσεις των προτεινόμενων μορφών ενίσχυσης ώστε να επιτυγχάνεται αποδεκτή αντοχή του πυλώνα. Για το σκοπό αυτό η διερεύνηση του προβλήματος πραγματοποιήθηκε αρχικά σε πειραματικό επίπεδο και ακολούθως σε αριθμητικό.


    Για το πειραματικό σκέλος της εργασίας επελέγησαν δοκίμια που αντιστοιχούν σε πραγματικούς πυλώνες ανεμογεννητριών τόσο ως προς τη λυγηρότητα του κελύφους όσο και ως προς τις διαστάσεις του ανοίγματος και της ενίσχυσης, σε κλίμακα 1:10. Πραγματοποιήθηκαν συνολικά έξι πειράματα σε έξι αντίστοιχα δοκίμια. Τα πρώτα δύο δοκίμια αφορούσαν κελύφη χωρίς οπή, τα επόμενα δύο κελύφη με μη ενισχυμένη οπή, ενώ τα τελευταία δύο αφορούσαν κελύφη με ενισχυμένη οπή. Ως ενίσχυση επιλέχθηκε η απλή μορφή ενός περιμετρικού πλαισίου, το οποίο εφαρμόστηκε και συγκολλήθηκε στην παρειά της οπής. Τα δοκίμια υποβλήθηκαν σε καμπτική καταπόνηση, όπως καταπονούνται οι πραγματικοί πυλώνες ανεμογεννητριών εξαιτίας των δράσεων του ανέμου. Χαρακτηριστική εικόνα μίας πειραματικής δοκιμής παρουσιάζεται στο Σχήμα 12.21.


    [image: FIGURE 07 - IMG_0242_Color]


    Σχήμα 12.21 Πειραματική διάταξη δοκιμής κάμψης κυλινδρικού πυλώνα


    Από τις δοκιμές προέκυψε ότι η απομείωση της αντοχής του κελύφους λόγω της παρουσίας της οπής ήταν της τάξης του 24% και ότι η χρησιμοποιούμενη ενίσχυση ενός απλού πλαισίου με εμβαδόν διατομής ίσο με περίπου 1.23 φορές το εμβαδόν του ανοίγματος κατάφερε να επαναφέρει την αντοχή του κελύφους στα επίπεδα αντοχής του χωρίς οπή. Αυτά αποτυπώνονται στους πειραματικούς δρόμους ισορροπίας του Σχήματος 12.22.
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    Σχήμα 12.22 Πειραματικοί δρόμοι ισορροπίας δοκιμίου χωρίς οπή (12-1), με μη ενισχυμένη οπή (14-1) και με ενισχυμένη οπή (16-1)


    Στη συνέχεια, τα πειραματικά αποτελέσματα αποτέλεσαν μέτρο σύγκρισης για την αξιολόγηση της ακρίβειας αριθμητικών προσομοιωμάτων πεπερασμένων στοιχείων με το λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων ABAQUS. Για την αριθμητική ανάλυση των πειραματικών δοκιμίων υιοθετήθηκαν τρία επίπεδα προσομοίωσης, με σταδιακή αύξηση της πολυπλοκότητας αλλά και της επιτυγχανόμενης ακρίβειας, τα οποία ανέδειξαν τη σημασία των διάφορων παραμέτρων του προβλήματος, όπως είναι η γεωμετρική μη γραμμικότητα και η μη γραμμικότητα του υλικού, τα φαινόμενα επαφής που αναπόφευκτα εμφανίζονται μεταξύ των διάφορων μερών των δοκιμίων και των κοχλιών σύνδεσης που χρησιμοποιήθηκαν, όπως επίσης και της ευκαμψίας του πλαισίου στήριξης των δοκιμίων. Μία χαρακτηριστική εικόνα του αριθμητικού προσομοιώματος, όπου έγινε χρήση του οκτακομβικού τρισδιάστατου πεπερασμένου στοιχείου C3D8R, παρουσιάζεται στο Σχήμα 12.23.
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    Σχήμα 12.23 Αριθμητικό προσομοίωμα


    Μετά τη βαθμονόμηση των αριθμητικών προσομοιωμάτων προέκυψε εξαιρετική ταύτιση μεταξύ πειραματικών και αριθμητικών αποτελεσμάτων σε όρους δρόμων ισορροπίας και μια πολύ καλή ποιοτική σύγκριση σε όρους παραμορφώσεων. Η σύγκριση των αριθμητικών με τους αντίστοιχους (δύο για κάθε τύπο δοκιμίου) πειραματικούς δρόμους ισορροπίας παρουσιάζεται στο Σχήμα 12.24, όπου παρατηρείται εξαιρετική συμφωνία.
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    Σχήμα 12.24 Πειραματικοί δρόμοι ισορροπίας δοκιμίων χωρίς οπή (σειρά 12), με μη ενισχυμένη οπή (σειρά 14) και με ενισχυμένη οπή (σειρά 16)


    Επίσης, στο Σχήμα 12.25 παρουσιάζεται σύγκριση της παραμορφωμένης κατάστασης των πειραματικών δοκιμίων μετά την αστοχία με τις αντίστοιχες εικόνες παραμόρφωσης στο τέλος των μη γραμμικών αριθμητικών αναλύσεων. Παρατηρείται πολύ καλή ποιοτική συμφωνία, αν και η ακριβής θέση εκδήλωσης του τοπικού λυγισμού διαφέρει, κάτι που ήταν αναμενόμενο λόγω της αδυναμίας προσομοίωσης των πραγματικών αρχικών ατελειών σε κάθε δοκίμιο.


    
      
        
          	
            [image: Figure 19 - Experimental and numerical post - collapse modes_Greyscale]

          
        


        
          	
            (α) Δοκίμια χωρίς οπή

          
        


        
          	
            [image: Figure 19 - Experimental and numerical post - collapse modes_Greyscale]

          
        


        
          	
            (β) Δοκίμια με μη ενισχυμένη οπή

          
        


        
          	
            [image: Figure 19 - Experimental and numerical post - collapse modes_Greyscale]

          
        


        
          	
            (γ) Δοκίμια με ενισχυμένη οπή

          
        

      

    


    Σχήμα 12.25 Εικόνες παραμόρφωσης των δοκιμίων και των αντίστοιχων προσομοιωμάτων μετά την αστοχία


    Τέλος, στο Σχήμα 12.26 φαίνεται ο δρόμος ισορροπίας του αριθμητικού προσομοιώματος δοκιμίου με ενισχυμένη οπή, καθώς και εικόνες κατανομής των τάσεων σε τρεις χαρακτηριστικές θέσεις κατά μήκος του δρόμου ισορροπίας. Αυτή η συσχέτιση δρόμων ισορροπίας και εικόνων παραμόρφωσης και έντασης σε διάφορα σημεία τους παρέχει πολύτιμες πληροφορίες για την απόκριση του φορέα και προτείνεται ως πολύ χρήσιμο μέσο αξιολόγησης των αποτελεσμάτων μη γραμμικών αναλύσεων.


    
      
        
          	
            [image: ]

          
        


        
          	
            (α) Δρόμος ισορροπίας

          
        


        
          	
            [image: ]

          

          	
            [image: ]

          

          	
            [image: ]

          
        


        
          	
            (β) Κατανομή τάσεων στο σημείο Α

          

          	
            (γ) Κατανομή τάσεων στο σημείο Β

          

          	
            (δ) Κατανομή τάσεων στο σημείο C

          
        

      

    


    Σχήμα 12.26 Δρόμος ισορροπίας δοκιμίου με ενισχυμένη οπή και κατανομή τάσεων σε τρεις χαρακτηριστικές θέσεις


    Μετά την πιστοποίηση των αριθμητικών προσομοιωμάτων μέσω σύγκρισής τους με τα πειραματικά αποτελέσματα, πραγματοποιήθηκε λεπτομερής παραμετρική αριθμητική διερεύνηση με σκοπό την αξιολόγηση της αποδοτικότητας διαφόρων μορφών ενίσχυσης. Η διερεύνηση αυτή πραγματοποιήθηκε με μη γραμμικές αριθμητικές αναλύσεις με τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων, στις οποίες λήφθηκαν υπόψη γεωμετρικές ατέλειες (αναλύσεις GMNIA). Εξετάστηκαν οι τέσσερις τύποι ενίσχυσης που απεικονίζονται στο Σχήμα 12.27: i) απλό πλαίσιο, ii) δύο διαμήκη ελάσματα με δακτύλιο, iii) συνδυασμός πλαισίου, δύο διαμήκων ελασμάτων και δακτυλίου, iv) όπως ο τρίτος τύπος με επιπλέον νευρώσεις που συνδέουν το πλαίσιο με τα διαμήκη ελάσματα.
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    Σχήμα 12.27 Δρόμος ισορροπίας δοκιμίου με ενισχυμένη οπή και κατανομή τάσεων σε τρεις χαρακτηριστικές θέσεις


    Από τις αναλύσεις προέκυψε ότι η παρουσία των νευρώσεων δεν προσφέρει ουσιαστικά πλεονεκτήματα σε σχέση με τις υπόλοιπες ενισχύσεις, οπότε η χρήση τους δεν έχει νόημα. Επιπλέον, ο συνδυασμός πλαισίου με δύο διαμήκη ελάσματα και δακτύλιο, δεν υπερτερεί έναντι της πιο απλής λύσης των δύο διαμήκων ελασμάτων με δακτύλιο. Επομένως, οι δύο πιο απλές ενισχύσεις (i) και (ii) είναι οι πλέον ενδεικνυόμενες. Σύγκριση μεταξύ των δύο αυτών τύπων παρουσιάζεται στο Σχήμα 12.28, όπου στον οριζόντιο άξονα αποτυπώνεται ο λόγος του εμβαδού Α της ενίσχυσης προς το εμβαδόν Α0 της οπής, ενώ στον κατακόρυφο άξονα η οριακή ροπή ΜR,GMNIA από την πλήρως μη γραμμική ανάλυση αδιαστατοποιείται ως προς την πλαστική ροπή αντοχής Mpl,0 της πλήρους διατομής. Με οριζόντια διακεκομμένη γραμμή καταγράφεται η ροπή αντοχής του κελύφους χωρίς οπή, υπολογιζόμενη με βάση τις κανονιστικές διατάξεις του Ευρωκώδικα 3.
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    Σχήμα 12.28 Αποδοτικότητα διαφόρων μορφών ενίσχυσης


    Τα βασικά πλεονεκτήματα της ενίσχυσης με διαμήκη ελάσματα είναι ότι με αυτήν απαιτείται μικρότερη ποσότητα χάλυβα για την επαναφορά της αντοχής του κελύφους με οπή στην αντίστοιχη αντοχή του πλήρους κελύφους, καθώς και ότι, με μικρή επιπλέον επαύξηση του εμβαδού της ενίσχυσης, η αστοχία μεταφέρεται εκτός της περιοχής αυτής και πιο συγκεκριμένα πάνω από τον δακτύλιο. Η ενίσχυση απλού πλαισίου, αν και δεν μπορεί, εκτός από κάποιες εξαιρέσεις, να μεταφέρει την αστοχία μακριά από την οπή, αποτελεί ανταγωνιστική λύση και μπορεί να επαναφέρει την αντοχή του κελύφους με οπή στην αντοχή του πλήρους κελύφους, με μεγαλύτερο όμως εμβαδόν ενίσχυσης σε σχέση με εκείνο που απαιτούν τα διαμήκη ελάσματα.


    Η παρούσα εργασία συμβάλει αποφασιστικά στην κατανόηση της συμπεριφοράς χαλύβδινων κυλινδρικών πυλώνων ανεμογεννητριών με οπές ανθρωποθυρίδων, καθώς και στον ορθολογικό σχεδιασμό των ενισχύσεών τους. Γενικότερα, αυτός ο τρόπος διερεύνησης της οριακής αντοχής μη συμβατικών κατασκευών, δηλαδή με εκτέλεση πειραματικών δοκιμών, πιστοποίηση μη γραμμικών αριθμητικών προσομοιώσεων με σύγκρισή τους με τα πειραματικά αποτελέσματα, και πραγματοποίηση μεγάλου πλήθους παραμετρικών αριθμητικών αναλύσεων για να διατυπωθούν οδηγίες σχεδιασμού, αποτελεί πρόσφορη μέθοδο διαχείρισης προβλημάτων αυτού του τύπου.


    12.5 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκαν τρία χαρακτηριστικά παραδείγματα εφαρμογής των μεθόδων ανάλυσης του Κεφαλαίου 8 για τη διερεύνηση της μη γραμμικής συμπεριφοράς μεταλλικών κατασκευών. Συγκεκριμένα, εξετάστηκαν τα προβλήματα αλληλεπίδρασης καθολικού και τοπικού λυγισμού σε σύνθετα υποστυλώματα, υπολογισμού του κρίσιμου φορτίου λυγισμού και αξιολόγησης της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς και ευαισθησίας σε αρχικές ατέλειες πυλώνων καλωδιωτών γεφυρών και επίτονων ιστών, και τέλος, σχεδιασμού των ενισχύσεων στην περιοχή των οπών ανθρωποθυρίδων σε κυλινδρικά κελύφη πυλώνων ανεμογεννητριών.


    Μέσω των παραδειγμάτων αυτών παρέχονται οδηγίες εφαρμογής της προτεινόμενης στο Κεφάλαιο 8 μεθοδολογίας για το σχεδιασμό μη συμβατικών μεταλλικών κατασκευών μέσω μη γραμμικών αναλύσεων. Παράλληλα, αναδεικνύονται οι δυνατότητες χρήσης λογισμικού μη γραμμικών πεπερασμένων στοιχείων ως μέσου αξιολόγησης της απόκρισης, υπολογισμού της οριακής αντοχής και ορθολογικού δομοστατικού σχεδιασμού. Η διαδικασία αυτή κρίνεται κατάλληλη για κατασκευές, οι οποίες δεν καλύπτονται από τις διαθέσιμες κανονιστικές διατάξεις, ενώ για απλούστερες κατασκευές η εφαρμογή γραμμικών στατικών αναλύσεων για τον υπολογισμό των δράσεων και κανονιστικών τύπων για τον υπολογισμό των αντοχών παρέχει επαρκή αξιοπιστία, ενώ είναι πολύ απλούστερη στην εφαρμογή της.


    Τονίζεται ότι, για την ορθή αξιοποίηση αναλύσεων αυτού του τύπου, είναι απαραίτητη η πολύ καλή κατανόηση από πλευράς του μηχανικού του φυσικού προβλήματος, καθώς και του θεωρητικού υποβάθρου των εφαρμοζόμενων αριθμητικών μεθόδων, χωρίς τα οποία υπάρχει μεγάλη πιθανότητα σοβαρών σφαλμάτων. Σε κάθε περίπτωση, κρίνεται ως αναγκαία η αξιολόγηση και πιστοποίηση των αριθμητικών αποτελεσμάτων μέσω σύγκρισής τους με πειραματικά δεδομένα ή με διαθέσιμα στη βιβλιογραφία αποτελέσματα παραπλήσιων προβλημάτων.
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    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13


    


    ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΑΠΟ ΤΗΝ ΠΡΑΞΗ


    13.1 Εισαγωγή


    Σε συνέχεια του προηγούμενου κεφαλαίου, στο οποίο παρουσιάστηκαν παραδείγματα εφαρμογής της μεθοδολογίας του Κεφαλαίου 8 από την έρευνα, το παρόν κεφάλαιο περιλαμβάνει εφαρμογές από την πράξη, συμβάλλοντας έτσι στη σύνθεση των γνώσεων που αποκτήθηκαν σε αυτό το βιβλίο. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, για το σχεδιασμό της μεγάλης πλειονότητας των μεταλλικών κατασκευών επαρκεί ο υπολογισμός δράσεων να γίνεται μέσω γραμμικών αναλύσεων και οι δράσεις αυτές να συγκρίνονται με αντοχές που υπολογίζονται από κανονιστικούς τύπους, στους οποίους είναι ενσωματωμένες οι επιρροές των μη γραμμικοτήτων υλικού και γεωμετρίας καθώς και των αρχικών ατελειών. Αυτό συνήθως γίνεται με τη χρήση μειωτικών συντελεστών από καμπύλες λυγισμού και σχέσεις αλληλεπίδρασης που έχουν προκύψει, είτε από επεξεργασία αποτελεσμάτων πειραματικών δοκιμών, είτε από μεγάλο αριθμό μη γραμμικών αναλύσεων, είτε, συνήθως, από συνδυασμό των δύο. Η εφαρμογή αυτής της διαδικασίας σχεδιασμού είναι δυνατή για μεταλλικές κατασκευές με συμβατικά στατικά συστήματα αποτελούμενες από δομικά μέλη με συνήθη, ομοιογενή γεωμετρία.


    Σε κάποιες περιπτώσεις ειδικών κατασκευών με ασυνήθιστα στατικά συστήματα και/ή μέλη με μεταβαλλόμενη διατομή κατά μήκος τους, η παραπάνω, κανονιστική διαδικασία δεν είναι άμεσα εφαρμόσιμη. Χρειάζεται να γίνουν απλοποιητικές παραδοχές για να αναχθεί ο πραγματικός φορέας σε κάποιον που προσεγγιστικά καλύπτεται από τις κανονιστικές διατάξεις, κάτι που απαιτεί μεγάλη εμπειρία από το μηχανικό και συχνά εμπεριέχει κινδύνους λαθών. Σε συνθετότερους φορείς τέτοιες αναγωγές δεν είναι καν δυνατές. Σε τέτοιες περιπτώσεις, ο αριθμητικός υπολογισμός της οριακής αντοχής μέσω μη γραμμικών αναλύσεων αποτελεί δόκιμη μεθοδολογία σχεδιασμού. Φυσικά και πάλι απαιτείται ιδιαίτερη εμπειρία του μελετητή μηχανικού, καλή κατανόηση του φυσικού προβλήματος και σε βάθος γνώση των εφαρμοζόμενων αριθμητικών μεθόδων.


    Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται χαρακτηριστικά παραδείγματα εφαρμογής αυτής της διαδικασίας στις μελέτες τριών έργων. Το πρώτο είναι η διαστασιολόγηση των κύριων δοκών μεταβλητής διατομής στο στέγαστρο του ποδοσφαιρικού γηπέδου του Παναθηναϊκού στο Βοτανικό, όπου η μορφή αστοχίας είναι ελαστοπλαστικός σύνθετος στρεπτοκαμπτικός και τοπικός λυγισμός. Το δεύτερο έργο είναι το στέγαστρο προστασίας των αρχαιολογικών ευρημάτων του Λυκείου Αριστοτέλη στην οδό Ρηγίλλης στην Αθήνα. Εκεί μελετώνται με μη γραμμικές αναλύσεις οι θλιβόμενοι πυλώνες μεταβλητής διατομής, με κρίσιμο μηχανισμό αστοχίας τον ελαστοπλαστικό καμπτικό λυγισμό, και οι κύριοι τοξωτοί φορείς, επίσης μεταβλητής διατομής, οι οποίοι αστοχούν λόγω ελαστοπλαστικού στρεπτοκαμπτικού λυγισμού. Τρίτο έργο που παρουσιάζεται είναι ο υπόγειος μεταλλικός αγωγός μεταφοράς φυσικού αερίου Κομοτηνή – Αλεξανδρούπολη – Κήποι, υποκείμενος σε ενεργοποίηση σεισμικού ρήγματος από το οποίο διέρχεται. Στόχος του σχεδιασμού είναι η προστασία του αγωγού από ελαστοπλαστικό τοπικό λυγισμό των τοιχωμάτων του και από εφελκυστική θραύση των ραφών συγκόλλησης μεταξύ διαδοχικών τμημάτων του.


    13.2 Στρεπτοκαμπτικός και τοπικός λυγισμός υψίκορμων δοκών μεταβλητής διατομής


    Στο Σχήμα 13.1 παρουσιάζονται χαρακτηριστικές εικόνες από την αρχιτεκτονική μελέτη του σχεδιαζόμενου γηπέδου του Παναθηναϊκού στο Βοτανικό. Συγκεκριμένα, το γήπεδο προβλέπεται να κατασκευαστεί στην περιοχή «Ελαιώνας», στο οικοδομικό τετράγωνο που καθορίζεται από τις οδούς Αγίας Άννας, Πολυκάρπου, Ορφέως, και από το ρέμα του Προφήτη Δανιήλ.
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    Σχήμα 13.1 Φωτορεαλιστικές απεικονίσεις γηπέδου Παναθηναϊκού στο Βοτανικό


    Τα κτίρια που στεγάζουν τις βοηθητικές εγκαταστάσεις προβλέπεται να κατασκευαστούν από οπλισμένο σκυρόδεμα. Επί αυτών εδράζονται τα συστήματα των κερκίδων, αποτελούμενα από κερκιδοδέκτες και προκατασκευασμένες κερκίδες από οπλισμένο σκυρόδεμα. Στις τέσσερις γωνίες του γηπέδου διατάσσονται πυλώνες οπλισμένου σκυροδέματος. Η στέγαση των κερκίδων πραγματοποιείται με μεταλλική κατασκευή, που εδράζεται κυρίως στους γωνιακούς πυλώνες και δευτερευόντως στην εξωτερική σειρά υποστυλωμάτων των κτιρίων των κερκίδων. Στο Σχήμα 13.2 παρουσιάζονται τα κύρια μέλη του στατικού συστήματος των κερκίδων και του στεγάστρου.
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    Σχήμα 13.2 Στατικό σύστημα κερκίδων και στεγάστρου


    Το μεταλλικό στέγαστρο απαρτίζεται από τέσσερα, στατικώς ανεξάρτητα μεταξύ τους τμήματα, κάθε ένα από τα οποία φέρεται από έναν αμφιέρειστο κύριο χωροδικτυωτό φορέα, και από τα περιμετρικά υποστυλώματα των άνω διαζωμάτων του γηπέδου. Οι τέσσερις κύριοι φορείς εδράζονται στους τέσσερις πυλώνες από οπλισμένο σκυρόδεμα που διατάσσονται στις γωνίες του γηπέδου. Στην περιοχή των μεγάλων κερκίδων το στέγαστρο έχει μορφή κυλινδρικής επιφάνειας που στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. Το τμήμα αυτό απεικονίζεται σε μεγαλύτερη κλίμακα στο Σχήμα 13.3 και εδράζεται σε έναν τοξωτό χωροδικτυωτό κύριο φορέα τριγωνικής διατομής, ανοίγματος 160m, που στηρίζεται αρθρωτά στους δύο πυλώνες οπλισμένου σκυροδέματος, και στα εξωτερικά υποστυλώματα οπλισμένου σκυροδέματος των αντιστοίχων κτιρίων. Ο κύριος δικτυωτός φορέας έχει ένα κάτω πέλμα, ενώ το άνω πέλμα του αποτελείται από ζεύγος μελών, τα οποία συνδέονται με το κάτω πέλμα με κεκλιμένες διαγωνίους. Τα δύο μέλη του άνω πέλματος συνδέονται μεταξύ τους με αποστάτες - ορθοστάτες και διαγώνια μέλη, που εξασφαλίζουν την απαραίτητη πλευρική δυσκαμψία. Όλα τα μέλη του κύριου φορέα έχουν κοίλη κυκλική διατομή.
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    Σχήμα 13.3 Λεπτομέρεια στατικού συστήματος μεγάλου στεγάστρου


    Στους κόμβους του άνω πέλματος αυτού του δικτυώματος εδράζονται κύριες δοκοί, διατεταγμένες παράλληλα προς τον μικρό άξονα του γηπέδου, δηλαδή είναι αμφιπροέχουσες, με την ακραία πίσω στήριξή τους επί των περιμετρικών υποστυλωμάτων των φορέων των κερκίδων, το κύριο προέχον τμήμα προς το γήπεδο και το μικρότερο προς τον περιβάλλοντα χώρο (Σχήματα 13.4 και 13.5). Για τις δοκούς αυτές επιλέχθηκαν αρχικά ολόσωμες υψίκορμες συγκολλητές διατομές διπλού ταυ με μεταβαλλόμενο ύψος κορμού, από μέγιστο ύψος 1.90m στο μέσον του ανοίγματος, ως ελάχιστο 0.45m στα άκρα. Η πλευρική όψη της κεντρικής κύριας δοκού απεικονίζεται στο Σχήμα 13.5.
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    Σχήμα 13.4 Άποψη στεγάστρου από τις κερκίδες
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    Σχήμα 13.5 Πλευρική όψη κύριας δοκού μεταβλητής διατομής


    Επί των κυρίων δοκών εδράζονται αμφιαρθρωτές τεγίδες από πρότυπες διατομές διπλού ταυ, με μεταξύ τους απόσταση 4.50m. Στο σύνολο της οροφής διατάσσονται διαγώνιες ράβδοι με κοίλη κυκλική διατομή, που μαζί με τις κύριες δοκούς και κάποιες από τις τεγίδες μορφώνουν οριζόντιους συνδέσμους δυσκαμψίας και εξασφαλίζουν πλευρικά τις κύριες δοκούς έναντι στρεπτοκαμπτικού λυγισμού. Επί πλέον, για τον ίδιο λόγο, τοποθετούνται κατακόρυφοι σύνδεσμοι δυσκαμψίας, σε διάταξη παράλληλη με τον άξονα του κύριου δικτυώματος, και σε αποστάσεις 9m, δηλαδή ανά δεύτερη τεγίδα.


    Για τη στατική ανάλυση του μεταλλικού στεγάστρου μορφώθηκε στο λογισμικό Sofistik προσομοίωμα με ραβδωτά πεπερασμένα στοιχεία, το οποίο απεικονίζεται στο Σχήμα 13.6. Στο προσομοίωμα έγιναν γραμμικές στατικές αναλύσεις για όλους τους συνδυασμούς φόρτισης και προέκυψαν οι δράσεις σχεδιασμού, οι οποίες συγκρίθηκαν με τις αντίστοιχες κανονιστικές αντοχές για να διαστασιολογηθούν τα μέλη.


    [image: ]


    Σχήμα 13.6 Προσομοίωμα στεγάστρου με ραβδωτά στοιχεία στο λογισμικό Sofistik


    Ειδικά για τις κύριες δοκούς, λόγω της μεταβαλλόμενης διατομής τους κατά μήκος, αποφασίστηκε να μορφωθεί επιπλέον στο λογισμικό Adina τοπικό λεπτομερές προσομοίωμα με επιφανειακά πεπερασμένα στοιχεία και να γίνουν μη γραμμικές αναλύσεις τύπου GMNIA, προκειμένου να αξιολογηθεί η επάρκεια της διατομής έναντι στρεπτοκαμπτικού και τοπικού λυγισμού. Για να προσομοιωθούν αξιόπιστα οι πλευρικές εξασφαλίσεις κατά μήκος των δοκών, αποφασίστηκε να προσομοιωθεί ζεύγος δοκών και οι μεταξύ τους τεγίδες και σύνδεσμοι δυσκαμψίας (Σχήμα 13.7).
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    Σχήμα 13.7 Λεπτομερές προσομοίωμα ζεύγους κύριων δοκών και των μεταξύ τους δευτερευουσών δοκών και συνδέσμων δυσκαμψίας στο λογισμικό Adina


    Δεδομένου ότι το λεπτομερές προσομοίωμα δεν περιλαμβάνει το κύριο δικτύωμα, οι ελαστικές στηρίξεις που αυτό παρέχει στις κύριες δοκούς προσομοιώθηκαν με κατακόρυφα ελατήρια κατάλληλης δυσκαμψίας, ώστε τα αναπτυσσόμενα διαγράμματα ροπών κατά μήκος των κύριων δοκών να είναι ίδια όπως στο συνολικό προσομοίωμα του στεγάστρου. Ένα τέτοιο ενδεικτικό διάγραμμα ροπών παρουσιάζεται στο Σχήμα 13.8.


    [image: ]


    Σχήμα 13.8 Διάγραμμα καμπτικών ροπών κύριας δοκού από ραβδωτό προσομοίωμα


    Αφού από τα επιφανειακά στοιχεία του λεπτομερούς προσομοιώματος δεν παράγεται διάγραμμα ροπών, η επιλογή των σταθερών των ελατηρίων έγινε με δοκιμές, ώστε οι κατακόρυφες βυθίσεις των κύριων δοκών στις θέσεις έδρασής τους επί των δικτυωμάτων να είναι ίσες στα δύο προσομοιώματα. Χαρακτηριστική εικόνα βύθισης του λεπτομερούς προσομοιώματος παρουσιάζεται στο Σχήμα 13.9.
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    Σχήμα 13.9 Παραμόρφωση λεπτομερούς προσομοιώματος ζεύγους κύριων δοκών λόγω κατακόρυφων φορτίων από απλή γραμμική ανάλυση


    Αφού κρίθηκε ότι το λεπτομερές προσομοίωμα αναπαριστά αξιόπιστα τις αναπτυσσόμενες τάσεις και παραμορφώσεις των κύριων δοκών, πραγματοποιήθηκε γραμμική ανάλυση λυγισμού (LBA), χρησιμοποιώντας ως φορτία αναφοράς τα φορτία από εκείνον το συνδυασμό φόρτισης που έδωσε, σύμφωνα με τις αναλύσεις του ραβδωτού προσομοιώματος, τις μεγαλύτερες καμπτικές ροπές των κύριων δοκών. Η πρώτη ιδιομορφή εκδηλώνεται για συντελεστή φορτίου λ=3.778 και παρουσιάζεται στο Σχήμα 13.10. Από την παραμόρφωση συνάγεται ότι πρόκειται για ιδιομορφή στρεπτοκαμπτικού λυγισμού, με στροφή και εγκάρσια μετάθεση των κύριων δοκών μεταξύ δύο διαδοχικών θέσεων πλευρικής εξασφάλισης περί το μέσον των δοκών.
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    Σχήμα 13.10 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού (στρεπτοκαμπτικός λυγισμός, λ=3.778)


    Αντίστοιχα, στο Σχήμα 13.11 απεικονίζεται η δεύτερη ιδιομορφή λυγισμού, η οποία εμφανίζεται για συντελεστή φορτίου λ=4.349. Από την παραμόρφωση προκύπτει ότι η συγκεκριμένη ιδιομορφή είναι τοπικού λυγισμού, με απώλεια επιπεδότητας κορμού και πελμάτων των κύριων δοκών, επίσης περί το μέσον τους, όπου αναπτύσσονται οι μέγιστες θλιπτικές τάσεις. Οι τάσεις οφείλονται σε θετική ροπή ανοίγματος, επομένως οι παραμορφώσεις είναι εντονότερες στο θλιβόμενο άνω πέλμα.
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    Σχήμα 13.11 Δεύτερη ιδιομορφή λυγισμού (τοπικός λυγισμός, λ=4.349)


    Η απόσταση των κρίσιμων φορτίων των δύο πρώτων ιδιομορφών είναι σχετικά μικρή, επομένως δεν είναι βέβαιο ποιά από τις δύο ιδιομορφές θα είναι καθοριστική για την οριακή αντοχή των δοκών. Για το λόγο αυτό θεωρήθηκε για το σχήμα των αρχικών ατελειών ένας γραμμικός συνδυασμός των δύο πρώτων ιδιομορφών, με μέγεθος εντός των κατασκευαστικών ανοχών που προδιαγράφονται στο σχετικό Ευρωπαϊκό πρότυπο EN1090-2 και συγκεκριμένα με εύρος 45mm για την πρώτη και 5mm για τη δεύτερη ιδιομορφή. Για αυτό τον ατελή φορέα εκτελέστηκε μη γραμμική ανάλυση τύπου GMNIA, υποθέτοντας ελαστική-γραμμικώς κρατυνόμενη συμπεριφορά του υλικού, με όριο διαρροής 355MPa και όριο θραύσης 510MPa. Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται μέσω του δρόμου ισορροπίας του Σχήματος 13.12. Στον κατακόρυφο άξονα καταγράφεται ο πολλαπλασιαστικός συντελεστής λ των φορτίων σχεδιασμού, ενώ στον οριζόντιο η εγκάρσια μετακίνηση του κόμβου, όπου εκδηλώνεται η μέγιστη πλευρική παραμόρφωση της δοκού. Στο ίδιο διάγραμμα απεικονίζονται οι τιμές των κρίσιμων φορτίων στρεπτοκαμπτικού και τοπικού λυγισμού.
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    Σχήμα 13.12 Δρόμος ισορροπίας εγκάρσιας μετακίνησης κρίσιμου κόμβου


    Παρατηρείται ότι ο δρόμος ισορροπίας χαρακτηρίζεται από οριακό σημείο και καθοδικό μεταλυγισμικό κλάδο. Η αστοχία εκδηλώνεται για τιμή του λ περίπου ίση προς, δηλαδή η αλληλεπίδραση στρεπτοκαμπτικού και τοπικού λυγισμού καθώς ακόμη και της διαρροής του υλικού επιφέρει πολύ σημαντική μείωση της αντοχής σε σύγκριση με τα ελαστικά κρίσιμα φορτία λυγισμού. Για την καλύτερη κατανόηση της απόκρισης παρουσιάζονται επίσης στο Σχήμα 13.13 εικόνες παραμόρφωσης και έντασης του φορέα σε τρεις χαρακτηριστικές θέσεις του δρόμου ισορροπίας, ενώ στο Σχήμα 13.14 απεικονίζεται μια λεπτομέρεια των αναπτυσσόμενων τάσεων von Mises κατά την αστοχία. Από τις εικόνες αυτές εξάγεται το συμπέρασμα ότι κρίσιμος μηχανισμός αστοχίας είναι ο ελαστοπλαστικός στρεπτοκαμπτικός λυγισμός, με μικρή επίσης συμβολή του τοπικού λυγισμού.
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            (α) Παραμόρφωση και τάσεις στη θέση Α
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            (β) Παραμόρφωση και τάσεις von Mises στη θέση Β
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            (γ) Παραμόρφωση και τάσεις von Mises στη θέση C

          
        

      

    


    Σχήμα 13.13 Παραμορφώσεις και τάσεις von Mises σε χαρακτηριστικές θέσεις του δρόμου ισορροπίας
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    Σχήμα 13.14 Λεπτομέρεια αναπτυσσόμενων εντάσεων στη θέση C του δρόμου ισορροπίας


    Επισημαίνεται ότι από τα αποτελέσματα των αναλύσεων αυτών η μελετητική ομάδα του στεγάστρου οδηγήθηκε στην απόφαση αλλαγής της διατομής των κυρίων δοκών. Ο συντελεστής ασφαλείας 1.6, αν και αρκετά μεγαλύτερος της μονάδας, δεν κρίθηκε επαρκής για ένα έργο αυτής της σπουδαιότητας, λαμβανομένων υπόψη και μιας σειράς αβεβαιοτήτων που αφορούν τα φορτία λόγω ανέμου, τη δυσκαμψία των πυλώνων έναντι των οριζόντιων αντιδράσεων των δικτυωτών φορέων, και το πραγματικό σχήμα και μέγεθος των αρχικών ατελειών. Έτσι, για τις κύριες δοκούς επελέγησαν, αντί διατομών διπλού ταυ, υψίκορμες διατομές κλειστών ορθογωνικών κιβωτίων με προεξέχοντα πέλματα. Οι διατομές αυτές προσφέρουν, με ελάχιστη επιβάρυνση υλικού, πολύ καλύτερη στρεπτική δυσκαμψία και επομένως βελτιωμένη αντίσταση έναντι στρεπτοκαμπτικού λυγισμού, ενώ τα προεξέχοντα πέλματα διευκολύνουν τις συνδέσεις τους με τις τεγίδες και τους συνδέσμους δυσκαμψίας.


    13.3 Καμπτικός λυγισμός πυλώνων μεταβλητής διατομής


    Σε αυτή και την επόμενη ενότητα παρουσιάζονται οι μη γραμμικές αναλύσεις που πραγματοποιήθηκαν για το σχεδιασμό των δύο βασικών δομικών στοιχείων, των πυλώνων και των κύριων φορέων, της μεταλλικής κατασκευής στέγασης του αρχαιολογικού χώρου του Λυκείου Αριστοτέλους, που ανακαλύφθηκε τυχαία κατά τη φάση εκσκαφών για τη θεμελίωση άλλου κτιριακού συγκροτήματος στη θέση εκείνη. Το Λύκειο του Αριστοτέλους ευρίσκεται στην Αθήνα, σε οικοδομικό τετράγωνο που έχει προς τα δυτικά την οδό Ρηγίλλης, ανατολικά το Βυζαντινό Μουσείο, βόρεια τη Λέσχη Αξιωματικών Ενόπλων Δυνάμεων και νότια το Κρατικό Ωδείο Αθηνών. Στο Σχήμα 13.15 παρουσιάζεται άποψη του στεγάστρου από την αρχιτεκτονική προμελέτη.
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    Σχήμα 13.15 Εξωτερική άποψη στεγάστρου αρχαιολογικού χώρου Λυκείου Αριστοτέλους από την αρχιτεκτονική προμελέτη


    Ο μεταλλικός φορέας του στεγάστρου αποτελείται από 6 κύριους φορείς ανοίγματος 60.45m που διατάσσονται παράλληλα μεταξύ τους σε αποστάσεις 10.50m, και συνδέονται με κύριες τεγίδες και διαγώνιους συνδέσμους (Σχήμα 13.16). Κάθε κύριος φορέας αποτελείται από ένα επίπεδο τόξο αρθρωμένο στο έδαφος στο ένα του άκρο, ενώ προς το άλλο άκρο του σχεδόν ευθυγραμμίζεται και εδράζεται σε διπλό υποστύλωμα σχήματος V. Η διατομή του κύριου φορέα μεταβάλλεται κατά μήκος, από δίδυμη κιβωτιοειδή σε απλή κιβωτιοειδή διατομή με ενδιάμεσο κορμό και τελικά σε διπλό ταυ. Κάθε τοξωτός φορέας αναρτάται σε τρία ενδιάμεσα σημεία του, μέσω προεντεταμένων καλωδίων από πυλώνα ύψους 25m, ο οποίος εδράζεται αρθρωτά στο έδαφος στην ίδια θέση με το ανατολικό άκρο του τόξου και είναι ελαφρώς κεκλιμένος ως προς την κατακόρυφο. Η ευστάθεια του κάθε πυλώνα εντός και εκτός του επιπέδου του κύριου φορέα εξασφαλίζεται μέσω δύο προεντεταμένων καλωδίων αντιστήριξης. Επίσης, ο φορέας περιλαμβάνει συνδέσμους Λ που προσφέρουν ευστάθεια κατά τη κάθετη προς τους κύριους φορείς διεύθυνση. Η κάτοψη και οι δύο κύριες όψεις του μεταλλικού φέροντος οργανισμού απεικονίζονται στα Σχήματα 13.17 ως 13.19.
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    Σχήμα 13.16 Τρισδιάστατη απεικόνιση μεταλλικού φορέα στεγάστρου
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    Σχήμα 13.17 Κάτοψη μεταλλικού φορέα
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    Σχήμα 13.18 Όψη ενός κύριου φορέα
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    Σχήμα 13.19 Πλευρική όψη πυλώνων και καλωδίων αντιστήριξης από ανατολικά


    Η διατομή του τυπικού πυλώνα του στεγάστρου είναι μεταβαλλόμενη κοίλη κυκλική από χάλυβα S355, με διαμέτρους και πάχη που προσδιορίζονται ανά μισό μέτρο στο Σχήμα 13.20α, κυμαινόμενα από 810mm/14mm στο μέσον ως 343mm/30mm στα άκρα, αντιστοίχως. Η έδραση του πυλώνα διαμορφώνεται με πείρο, ενώ στην κορυφή του καταλήγουν τα καλώδια ανάρτησης και αντιστήριξης, όπως φαίνεται στα Σχήματα 13.20β,γ. Συνεπώς, τόσο η βάση όσο και η κορυφή μπορούν να θεωρηθούν ως ελεύθερα στρεφόμενες, αλλά αμετάθετες ως προς τις εγκάρσιες μετακινήσεις.
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          (α) Μεταβολή διατομής τυπικού πυλώνα καθ’ ύψος
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          (β) Έδραση πυλώνα μέσω πείρου
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          (γ) Κορυφή πυλώνα με συνδέσεις καλωδίων ανάρτησης και αντιστήριξης

        
      

    


    Σχήμα 13.20 Τυπικός πυλώνας στεγάστρου


    Η μεταβολή καθ’ ύψος της εξωτερικής διαμέτρου της διατομής του πυλώνα ήταν αρχιτεκτονική επιλογή, ενώ τα πάχη επελέγησαν από την ομάδα στατικής μελέτης, ώστε το εμβαδόν της διατομής να παραμένει περίπου σταθερό σε όλο το ύψος. Εάν ο πυλώνας είχε σταθερά αδρανειακά χαρακτηριστικά καθ’ ύψος, η θλιπτική του αντοχή θα μπορούσε να υπολογιστεί με χρήση της κατάλληλης καμπύλης λυγισμού, που είναι η καμπύλη c για μη πρότυπες κοίλες κυκλικές διατομές, σύμφωνα με τα αναφερόμενα στο Κεφάλαιο 10. Για τον υπολογισμό όμως της οριακής αντοχής από τη σχέση (10.23) απαιτείται να προηγηθεί η εύρεση του μειωτικού συντελεστή χ από τις σχέσεις (10.30) και (10.31) ή από την καμπύλη λυγισμού c του Σχήματος 10.13.


    Απαραίτητη για τον υπολογισμό του χ είναι η λυγηρότητα του μέλους, η οποία για μέλη με σταθερά αδρανειακά χαρακτηριστικά κατά μήκος τους ευρίσκεται ως ο λόγος του ισοδύναμου μήκους λυγισμού προς την ακτίνα αδράνειας. Στο συγκεκριμένο πυλώνα όμως, όπως και σε όλα τα μέλη μεταβλητής διατομής, η ακτίνα αδράνειας μεταβάλλεται κατά μήκος, επομένως η λυγηρότητα δε μπορεί να υπολογιστεί με αυτό τον τρόπο. Εναλλακτικός τρόπος υπολογισμού της ανηγμένης λυγηρότητας σε τέτοιες περιπτώσεις είναι από την εξίσωση:
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    όπου Ncr είναι το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού. Η σχέση αυτή μπορεί να εξαχθεί από τον ορισμό του φορτίου Euler στην εξίσωση (10.2) και της ανηγμένης λυγηρότητας στις εξισώσεις (10.18) και (10.19), ως εξής:
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    Προκειμένου να υπολογιστεί το φορτίο Ncr, μορφώθηκαν δύο εναλλακτικά προσομοιώματα στο λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων Adina. Στο ένα, απλούστερο προσομοίωμα χρησιμοποιήθηκαν πεπερασμένα στοιχεία δοκού με διατομές που μεταβάλλονταν κατά μήκος, σύμφωνα με τα αδρανειακά χαρακτηριστικά των κοίλων κυκλικών διατομών του πυλώνα. Με ένα τέτοιο προσομοίωμα μπορεί να υπολογιστεί αξιόπιστα η καθολική συμπεριφορά, συμπεριλαμβανομένου και του υπολογισμού του κρίσιμου φορτίου Ncr, αλλά δεν μπορούν να ανιχνευθούν τοπικά φαινόμενα, όπως π.χ. τοπικός λυγισμός. Στο δεύτερο προσομοίωμα χρησιμοποιήθηκαν πεπερασμένα στοιχεία κελύφους για τη λεπτομερή προσομοίωση των τοιχωμάτων του πυλώνα, με πλεονέκτημα τη δυνατότητα ακριβέστερης αποτύπωσης της κατανομής τάσεων και περιγραφής όχι μόνον καμπτικού αλλά και τοπικού λυγισμού, αλλά με προφανές μειονέκτημα τη μεγάλη αύξηση του πλήθους βαθμών ελευθερίας του φορέα και τη συνεπαγόμενη αύξηση του απαιτούμενου υπολογιστικού φόρτου.


    Σημειώνεται ότι στον εξεταζόμενο πυλώνα οι διατομές είναι κατηγορίας από 1, στα άκρα, ως 3, στο μέσον. Επομένως η εμφάνιση τοπικού λυγισμού δεν ήταν αναμενόμενη, χωρίς όμως και να μπορεί να αποκλειστεί πλήρως. Για λόγους σύγκρισης, έγιναν και τα δύο προσομοιώματα, με στοιχεία δοκού και με στοιχεία κελύφους. Επιβεβαιώθηκε ότι τα δύο προσομοιώματα έδωσαν πολύ κοντινά αποτελέσματα και ότι από το σύνθετο προσομοίωμα των επιφανειακών πεπερασμένων στοιχείων δεν προέκυψε ευπάθεια σε τοπικό λυγισμό. Επομένως, η χρήση του απλού προσομοιώματος ραβδωτών στοιχείων θα ήταν επαρκής σε αυτή την περίπτωση. Στη συνέχεια πάντως της παρούσας ενότητας παρουσιάζονται, για λόγους συντομίας, μόνον τα αποτελέσματα του προσομοιώματος με επιφανειακά στοιχεία, λόγω και της εποπτικότερης παρουσίασης της κατανομής τάσεων που προσφέρουν.


    Στο Σχήμα 13.21, φαίνεται το προσομοίωμα του πυλώνα με επιφανειακά στοιχεία, με συνοριακές συνθήκες άρθρωσης στο ένα άκρο και κύλισης κατά την αξονική διεύθυνση στο άλλο, οι οποίες εφαρμόζονται συνδέοντας όλους της κόμβους κάθε ακραίας διατομής με έναν κόμβο ελέγχου (master node), στον οποίο επιβάλλονται οι συνοριακές συνθήκες. Στον κόμβο ελέγχου της κορυφής του πυλώνα επιβάλλεται επίσης το αξονικό θλιπτικό φορτίο, ίσο αρχικά προς μία τιμή αναφοράς 1,000kN.
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    Σχήμα 13.21 Προσομοίωμα πυλώνα με πεπερασμένα στοιχεία κελύφους


    Αρχικά πραγματοποιείται γραμμική ανάλυση λυγισμού (LBA), από την οποία προκύπτει η πρώτη ιδιομορφή που φαίνεται στο Σχήμα 13.22, με σχήμα παραμόρφωσης λυγισμένης αμφιέρειστης δοκού, όπως ήταν αναμενόμενο. Η ιδιομορφή αυτή εκδηλώνεται για πολλαπλασιαστικό συντελεστή του φορτίου λ=6.537, το δε ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού προκύπτει ως το γινόμενο του φορτίου αναφοράς επί τον πολλαπλασιαστικό συντελεστή, δηλαδή είναι ίσο προς 6,537kN. Μεταξύ των πρώτων ιδιομορφών δε συμπεριλαμβάνεται καμία ιδιομορφή τοπικού λυγισμού, όπως ήταν αναμενόμενο σύμφωνα με όσα προαναφέρθηκαν.
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    Σχήμα 13.22 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού πυλώνα


    Με βάση την τιμή του κρίσιμου φορτίου της πρώτης ιδιομορφής μπορεί να υπολογιστεί από τη σχέση (13.1) η τιμή της ανηγμένης λυγηρότητας για κάθε περίπτωση διατομής καθ’ ύψος του πυλώνα, από αυτή να προκύψει μέσω της καμπύλης λυγισμού c ο μειωτικός συντελεστής χ και στη συνέχεια να υπολογιστεί από τη σχέση (10.23) η οριακή θλιπτική αντοχή ως Nb,Rd=χΑfy. Η μικρότερη από τις τιμές αυτές για όλες τις διατομές του πυλώνα προκύπτει ίση προς 3,700kN και αποτελεί μια εκτίμηση της οριακής θλιπτικής αντοχής βασιζόμενη σε γραμμική ανάλυση λυγισμού μόνον, χωρίς μη γραμμικές αναλύσεις. Οι λυγηρότητες που προκύπτουν για τις διάφορες διατομές κυμαίνονται μεταξύ 1.22 και 1.39 και οι αντίστοιχες τιμές μειωτικού συντελεστή χ μεταξύ 0.42 και 0.35. Η οριακή αντοχή είναι αισθητά μικρότερη του κρίσιμου φορτίου, υποδηλώνοντας σημαντική επίδραση της διαρροής του υλικού.


    Για να αξιολογηθεί η ακρίβεια αυτής της προσέγγισης και να εκτιμηθούν οι επιρροές των διαφόρων παραμέτρων στην οριακή αντοχή, πραγματοποιούνται στη συνέχεια μη γραμμικές αναλύσεις, αρχικά με γεωμετρική μη γραμμικότητα μόνον (GNIA) και μετά με μη γραμμικότητα τόσο γεωμετρίας όσο και υλικού (GMNIA). Οι υιοθετούμενες ατέλειες έχουν το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής λυγισμού και μέγεθος ίσο με το προτεινόμενο από τον Ευρωκώδικα 3 για ελαστοπλαστική ανάλυση θλιβόμενων μελών που υπάγονται στην καμπύλη λυγισμού c, δηλαδή ίσο προς το ύψος του πυλώνα δια 150 (167mm). Οι δρόμοι ισορροπίας που προκύπτουν παρουσιάζονται στο Σχήμα 13.23 και συγκρίνονται με το ελαστικό κρίσιμο φορτίο λυγισμού από ανάλυση LBA (6,537kN) και με την προσεγγιστική τιμή της οριακής αντοχής (3,700kN). Οι καμπύλες των αναλύσεων GNIA και GMNIA συμπίπτουν μέχρι κάποια στάθμη φορτίου, πέραν της οποίας αρχίζει να εκδηλώνεται διαρροή, οπότε η δυσκαμψία της καμπύλης GMNIA μειώνεται σταδιακά και τελικά μηδενίζεται, στο οριακό σημείο. Η τιμή φορτίου που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο είναι περί τα 3,900kN, λίγο μεγαλύτερη από την προσεγγιστική τιμή των 3,700kN που υπολογίστηκε αναλυτικά. Η προσέγγιση επομένως κρίνεται ως πολύ ικανοποιητική.
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    Σχήμα 13.23 Δρόμοι ισορροπίας από μη γραμμικές αναλύσεις και σύγκριση με κρίσιμο φορτίο λυγισμού και αναλυτική προσέγγιση


    Η εξέλιξη των παραμορφώσεων και τάσεων κατά τη διάρκεια της ανάλυσης GMNIA παρουσιάζεται στο Σχήμα 13.24. Διαπιστώνεται ότι η αστοχία οφείλεται σε ελαστοπλαστικό καμπτικό λυγισμό, ο οποίος οδηγεί σε σχηματισμό δύο πλαστικών αρθρώσεων σε συμμετρικές θέσεις εκατέρωθεν του μέσου του πυλώνα. Η διατομή σε αυτές τις ασθενέστερες θέσεις έχει διάμετρο 480mm και πάχος 18mm. Οι θέσεις αυτών των αρθρώσεων δηλώνουν και τις ασθενέστερες διατομές του πυλώνα. Η διατομή στη θέση αυτή έχει διάμετρο 480mm και πάχος 18mm. Αύξηση του πάχους σε αυτές τις θέσεις θα επέτρεπε αύξηση της οριακής αντοχής του πυλώνα, χωρίς αλλοίωση της εξωτερικής μορφής του. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι και κατά τον προσεγγιστικό αναλυτικό υπολογισμό της οριακής αντοχής ανά διατομή, με χρήση λυγηροτήτων βάσει του κρίσιμου φορτίου και μειωτικών συντελεστών χ από την καμπύλη λυγισμού c, οι ίδιες αυτές διατομές προέκυψαν ως οι ασθενέστερες, με βάση τις οποίες οδηγηθήκαμε στην οριακή τιμή της αντοχής των 3,700kN. Επίσης, ανάλογη τιμή οριακής αντοχής και οι ίδιες ασθενείς περιοχές καθ’ ύψος του πυλώνα προέκυψαν από μη γραμμικές αναλύσεις GMNIA του απλούστερου προσομοιώματος με ραβδωτά πεπερασμένα στοιχεία.
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            (δ) Θέση C (λεπτομέρεια)

          
        

      

    


    Σχήμα 13.24 Παραμορφώσεις και τάσεις von Mises σε χαρακτηριστικές θέσεις του δρόμου ισορροπίας του θλιβόμενου πυλώνα από ανάλυση GMNIA


    Συμπερασματικά, σε θλιβόμενους πυλώνες μεταβλητής διατομής αυτού του τύπου, και υπό την προϋπόθεση ότι μπορεί να αποκλειστεί η πιθανότητα εκδήλωσης φαινομένων τοπικού λυγισμού, ο απλούστερος τρόπος αξιόπιστου υπολογισμού της οριακής αντοχής είναι μέσω μόρφωσης υπολογιστικού προσομοιώματος με στοιχεία δοκού, εύρεσης του ελαστικού κρίσιμου φορτίου λυγισμού με ανάλυση LBA, και στη συνέχεια υπολογισμού ανά διατομή της ανηγμένης λυγηρότητας, του μειωτικού συντελεστή χ από την κατάλληλη καμπύλη λυγισμού και του γινομένου χΑfy. Το μικρότερο από αυτά τα γινόμενα για όλες τις διατομές αποτελεί την οριακή θλιπτική αντοχή Nb,Rd. Σε παρόμοια αποτελέσματα οδηγούμαστε από μη γραμμικές αναλύσεις τύπου GMNIA προσομοιωμάτων που αποτελούνται είτε από ραβδωτά είτε από επιφανειακά πεπερασμένα στοιχεία, αλλά με πολύ βαρύτερο (ιδιαίτερα στη δεύτερη περίπτωση) υπολογιστικό φόρτο. Η εφαρμογή μη γραμμικών αναλύσεων GMNIA, και μάλιστα προσομοιωμάτων επιφανειακών πεπερασμένων στοιχείων, είναι απαραίτητη εφόσον στην αστοχία παίζουν καθοριστικό ρόλο φαινόμενα τοπικού και/ή στρεπτοκαμπτικού λυγισμού. Σε κάθε περίπτωση, ο έλεγχος επάρκειας γίνεται συγκρίνοντας την οριακή αντοχή που υπολογίζεται κατά τα παραπάνω, με την αντίστοιχη δράση σχεδιασμού, η οποία μπορεί να υπολογίζεται ως η περιβάλλουσα θλιπτική δύναμη που αναπτύσσεται στον πυλώνα με βάση γραμμικές στατικές αναλύσεις για όλους τους συνδυασμούς φορτίσεων σε οριακές καταστάσεις αστοχίας.


    13.4 Στρεπτοκαμπτικός λυγισμός τοξωτών φορέων μεταβλητής διατομής


    Το επόμενο παράδειγμα αφορά τους κύριους τοξωτούς φορείς του ίδιου στεγάστρου του αρχαιολογικού χώρου του Λυκείου Αριστοτέλους που περιγράφηκε στην προηγούμενη ενότητα. Η ιδιαιτερότητα αυτού του φορέα που δημιουργεί την ανάγκη μη γραμμικής ανάλυσης οφείλεται τόσο στη γεωμετρία του, η οποία προκαλεί αβεβαιότητα ως προς τα μήκη λυγισμού, όσο και στη μεταβαλλόμενη κατά μήκος διατομή του, όπως ενδεικτικά δηλώνουν τα διαφορετικά χρώματα στο Σχήμα 13.25. Συγκεκριμένα, στο ανατολικό άκρο η διατομή έχει αρχικά μορφή δίδυμων ορθογωνικών κιβωτίων, ώστε μεταξύ αυτών να δημιουργηθεί χώρος για την έδραση του πυλώνα μέσω πείρου (Σχήμα 13.26). Στη συνέχεια, τα δύο κιβώτια συγκλίνουν σε ένα ενιαίο ορθογωνικό κιβώτιο με ενδιάμεσο κορμό και μετά οι δύο εξωτερικοί κορμοί καταργούνται και η διατομή αποκτά σχήμα διπλού ταυ, το οποίο διευκολύνει τις συνδέσεις τεγίδων και συνδέσμων δυσκαμψίας (Σχήμα 13.27). Στις θέσεις ανάρτησης από τα καλώδια, στήριξης στο δυτικό άκρο και σύνδεσης των τεγίδων και συνδέσμων δυσκαμψίας διαμορφώνονται τοπικές ενισχύσεις.
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    Σχήμα 13.25 Όψη κύριου τοξωτού φορέα στεγάστρου Λυκείου Αριστοτέλους
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    Σχήμα 13.26 Λεπτομέρεια έδρασης κύριου τοξωτού φορέα στο ανατολικό του άκρο
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            (α) Όψη και κάτοψη κύριου τοξωτού φορέα
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            (β) Διατομές σε χαρακτηριστικές θέσεις

          
        

      

    


    Σχήμα 13.27 Μεταβολή διατομών κατά μήκος του κύριου τοξωτού φορέα


    Για να ληφθεί υπόψη η πλευρική εξασφάλιση που παρέχεται από τους συνδέσμους δυσκαμψίας και για να αξιολογηθεί η επάρκεια της διατομής τους, προσομοιώνεται ένα ζεύγος κύριων φορέων και οι μεταξύ τους τεγίδες και σύνδεσμοι δυσκαμψίας (Σχήμα 13.28). Οι κύριοι φορείς προσομοιώνονται με επαρκώς πυκνό πλέγμα επιφανειακών πεπερασμένων στοιχείων, ώστε να μπορούν να ανιχνευθούν φαινόμενα τοπικού ή στρεπτοκαμπτικού λυγισμού. Για τις τεγίδες και τους συνδέσμους δυσκαμψίας χρησιμοποιούνται ραβδωτά στοιχεία, συνδεόμενα επί των διατομών των κύριων φορέων στο σωστό ύψος, ώστε να προσομοιωθεί αξιόπιστα η παρεχόμενη πλευρική εξασφάλιση. Επίσης, για να αναπτυχθεί στο προσομοίωμα με ορθό τρόπο η ένταση λόγω των κατακόρυφων φορτίων προσομοιώνονται τα τρία καλώδια ανάρτησης κάθε κύριου φορέα, χρησιμοποιώντας απλουστευτικά από ένα πεπερασμένο στοιχείο δικτυώματος για κάθε καλώδιο, με απομειωμένο μέτρο ελαστικότητας σύμφωνα με τη σχέση (12.11) κατά Dishinger. Η κορυφή του πυλώνα θεωρείται ως ακλόνητη στήριξη, υποθέτοντας ότι η αμεταθετότητά της εξασφαλίζεται από τα καλώδια αντιστήριξης.
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    Σχήμα 13.28 Λεπτομέρεια έδρασης κύριου τοξωτού φορέα στο ανατολικό του άκρο


    Αρχικά πραγματοποιήθηκε γραμμική ανάλυση λυγισμού (LBA) του προσομοιώματος για το συνδυασμό φορτίων σχεδιασμού, για τον οποίο, από γραμμική στατική ανάλυση απλού ραβδωτού προσομοιώματος ολόκληρου του στεγάστρου και συμβατική διαστασιολόγηση κατά Ευρωκώδικα 3 με εύλογες απλοποιητικές παραδοχές, προέκυψε ο δυσμενέστερος συντελεστής αξιοποίησης. Από την ανάλυση προσδιορίστηκε η ιδιομορφή στρεπτοκαμπτικού λυγισμού που απεικονίζεται σε κάτοψη στο Σχήμα 13.29, με πολλαπλασιαστικό συντελεστή των φορτίων σχεδιασμού περί το 3.9. Οι διατομές κατά μήκος του κύριου φορέα ήταν κατηγορίας 1, επομένως δεν ήταν αναμενόμενη η εκδήλωση τοπικού λυγισμού, το οποίο επιβεβαιώθηκε από τα αποτελέσματα της ανάλυσης. Οι ανώτερες ιδιομορφές λυγισμού εμφανίστηκαν για αρκετά μεγαλύτερα κρίσιμα φορτία, επομένως κρίθηκε επαρκές να ληφθούν υπόψη, για τις μη γραμμικές αναλύσεις, ατέλειες με το σχήμα της πρώτης ιδιομορφής και μέγεθος σύμφωνα με τις διατάξεις του προτύπου ΕΝ-1090-2 για τις κατασκευαστικές ανοχές. Για το προσομοίωμα του φορέα με αυτές τις αρχικές ατέλειες πραγματοποιήθηκαν στη συνέχεια μη γραμμικές αναλύσεις GNIA και GMNIA, των οποίων οι δρόμοι ισορροπίας παρουσιάζονται στο Σχήμα 13.30.
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    Σχήμα 13.29 Πρώτη ιδιομορφή λυγισμού ζεύγους κύριων τοξωτών φορέων (κάτοψη)
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    Σχήμα 13.30 Δρόμοι ισορροπίας ζεύγους κύριων τοξωτών φορέων από μη γραμμικές αναλύσεις και σύγκριση με κρίσιμο φορτίο λυγισμού


    Από την ανάλυση GMNIA διαπιστώνεται πολύ χαμηλότερη οριακή αντοχή από το κρίσιμο φορτίο λυγισμού, γεγονός που υποδηλώνει τη μεγάλη σημασία της μη γραμμικότητας υλικού στην αντοχή του φορέα. Σε συνδυασμό με τη σχεδόν γραμμική μορφή του δρόμου ισορροπίας ως λίγο πριν την αστοχία, εκτιμάται παράλληλα ότι η συμβολή της γεωμετρικής μη γραμμικότητας είναι μικρή. Προς επιβεβαίωση, παρατηρείται η παραμόρφωση και κατανομή τάσεων του φορέα σε τέσσερις θέσεις του δρόμου ισορροπίας (Σχήμα 13.31).
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    Σχήμα 13.31 Παραμορφώσεις και τάσεις von Mises σε χαρακτηριστικές θέσεις του δρόμου ισορροπίας του ζεύγους κύριων τοξωτών φορέων από ανάλυση GMNIA


    Από τις εικόνες παραμόρφωσης και έντασης πιστοποιείται ότι η αστοχία οφείλεται σχεδόν αποκλειστικά σε διαρροή. Παρατηρώντας και τις εικόνες παραμόρφωσης του φορέα σε όψη και κάτοψη (Σχήμα 13.32), διαπιστώνεται ότι οι πλευρικές παραμορφώσεις είναι πολύ μικρότερες από τις κατακόρυφες, επομένως οι διατομές κιβωτίου στο ανατολικό άκρο σε συνδυασμό με τον σύνδεσμο δυσκαμψία σχήματος Λ στο πρώτο φάτνωμα και τους χιαστί συνδέσμους δυσκαμψίας στα επόμενα φατνώματα είναι επαρκή για την προστασία από στρεπτοκαμπτικό λυγισμό. Από την εικόνα της παραμόρφωσης σε όψη, σε συνδυασμό και με τη λεπτομέρεια κατανομής τάσεων (Σχήμα 13.33) είναι εμφανής ο σχηματισμός μίας πλαστικής άρθρωσης σε κάθε κύριο φορέα στη θέση μετατροπής της διατομής από κιβώτιο σε διπλό ταυ. Δεδομένου και ότι ο συντελεστής ασφαλείας που προκύπτει από το δρόμο ισορροπίας του Σχήματος 13.30, ίσος προς τον πολλαπλασιαστικό συντελεστή των φορτίων σχεδιασμού που αντιστοιχεί στο οριακό σημείο, είναι ελάχιστα μεγαλύτερος της μονάδας, εκτιμάται ότι στην περιοχή εκείνη χρειάζεται ενίσχυση της διατομής του κύριου φορέα. Αυτό θα μπορούσε να επιτευχθεί με επέκταση της κιβωτιοειδούς διατομής σε μεγαλύτερο μήκος ή με πιο σταδιακή μετάβαση από τη διατομή 3-3 στην 4-4 (Σχήμα 13.27β).
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    Σχήμα 13.32 Παραμόρφωση κατά την αστοχία ζεύγους κύριων τοξωτών φορέων από ανάλυση GMNIA (θέση D)


    [image: zoom_a=6cm]


    Σχήμα 13.33 Λεπτομέρεια κατανομής τάσεων von Mises κατά την αστοχία ζεύγους κύριων τοξωτών φορέων από ανάλυση GMNIA (θέση D)


    13.5 Υπόγειος αγωγός καυσίμων υποκείμενος σε ενεργοποίηση σεισμικού ρήγματος


    Στο τελευταίο παράδειγμα αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζονται ενδεικτικά αποτελέσματα της μελέτης υπόγειου χαλύβδινου αγωγού μεταφοράς φυσικού αερίου, ο οποίος υπόκειται σε ενεργοποίηση σεισμικού ρήγματος από το οποίο διέρχεται. Ο αγωγός συνδέει τις βιομηχανικές περιοχές της Κομοτηνής και της Αλεξανδρούπολης με το μεθοριακό σταθμό των Κήπων στα Ελληνοτουρκικά σύνορα (Σχήμα 13.34) και αποτελεί τμήμα του αγωγού διασύνδεσης Τουρκίας – Ελλάδας – Ιταλίας (TGI), ως σημαντικό τμήμα του προγράμματος Southern European Gas Rising (SEGR) της Ευρωπαϊκής Ένωσης.
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    Σχήμα 13.34 Δίκτυα αγωγών Ελλάδας – Τουρκίας – Βουλγαρίας, όπου σημειώνεται σε κόκκινο πλαίσιο το τμήμα Κομοτηνή – Αλεξανδρούπολη – Κήποι


    Οι υπόγειοι αγωγοί καυσίμων αποτελούν τον κυριότερο τρόπο χερσαίας μεταφοράς πετρελαϊκών προϊόντων σε μεγάλες αποστάσεις. Συνήθως μεταφέρονται σε τμήματα μήκους 12m, τοποθετούνται παραπλεύρως του ορύγματος, συγκολλούνται επιτόπου, και τοποθετούνται από γερανούς στο όρυγμα, το οποίο στη συνέχεια επανεπιχώνεται (Σχήμα 13.35).
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    Σχήμα 13.35 Διαδικασία τοποθέτησης αγωγού


    Λόγω του μεγάλου μήκους τους, η διέλευσή τους από σεισμογενείς περιοχές, οι οποίες συνήθως περιλαμβάνουν πλήθος ενεργών τεκτονικών ρηγμάτων, είναι πολύ συχνά αναπόφευκτη. Έτσι, κατά τον αντισεισμικό σχεδιασμό των αγωγών θα πρέπει να λαμβάνεται υπόψη ο κίνδυνος επιβολής μεγάλων μόνιμων εδαφικών παραμορφώσεων στον αγωγό λόγω ενεργοποίησης ρήγματος. Σε παλαιότερα σημαντικά σεισμικά γεγονότα (π.χ. Northridge 1994, Kobe 1995, Kocaeli 1999, Chi-Chi 1999) η ενεργοποίηση ρήγματος αποδείχθηκε κύρια αιτία πρόκλησης βλαβών σε υπόγειους αγωγούς. Οι κύριοι μηχανισμοί αστοχίας σε αυτήν την περίπτωση είναι: (α) ο τοπικός λυγισμός του τοιχώματος λόγω υψηλών θλιπτικών παραμορφώσεων, (β) η θραύση των ραφών συγκόλλησης μεταξύ διαδοχικών τμημάτων του αγωγού λόγω υψηλών εφελκυστικών παραμορφώσεων και (γ) ο καθολικός λυγισμός (upheaval buckling) του αγωγού λόγω ανάπτυξης θλιπτικών αξονικών δυνάμεων, κυρίως στην περίπτωση ανάστροφης διάρρηξης.


    Η απόκριση ενός χαλύβδινου αγωγού υποκείμενου σε ενεργοποίηση ρήγματος είναι ένα περίπλοκο, μη γραμμικό φυσικό πρόβλημα, το οποίο εξαρτάται άμεσα ή έμμεσα από πολλές παραμέτρους, στις οποίες περιλαμβάνονται ο τύπος της διάρρηξης, η γωνία βύθισης του ρήγματος, η γωνία τομής αγωγού – ρήγματος και οι εδαφικές συνθήκες. Η επιβολή μεγάλων μόνιμων εδαφικών μετακινήσεων προκαλεί στον αγωγό συνδυασμένη αξονική (εφελκυστική ή θλιπτική), διατμητική και καμπτική ένταση. Επισημαίνεται επίσης ότι, λόγω της φύσης του φαινομένου, όπου ο αγωγός περιβάλλεται από το έδαφος και ως εκ τούτου αναγκάζεται να ακολουθήσει την κίνησή του, ο σχεδιασμός αγωγών έναντι διάρρηξης ρήγματος πραγματοποιείται σε όρους παραμορφώσεων (strain based design), παρά σε όρους τάσεων.


    Από τα προηγούμενα καθίσταται αντιληπτό πως η πολυπλοκότητα του προβλήματος απαιτεί την εκτέλεση μη γραμμικών αναλύσεων προκειμένου να ληφθεί υπόψη το σύνολο των μη γραμμικοτήτων του προβλήματος, που περιλαμβάνουν: (α) μη γραμμικότητα γεωμετρίας λόγω του μεγέθους της επιβαλλόμενης μετακίνησης και της ενδεχόμενης εκδήλωσης τοπικού και/ή καθολικού λυγισμού, και (β) μη γραμμικότητα υλικού, ιδιαίτερα σε μικρή απόσταση εκατέρωθεν του ρήγματος, λόγω των μη γραμμικών νόμων υλικού του χάλυβα της κατασκευής και του περιβάλλοντος εδάφους.


    Ο υπό μελέτη αγωγός έχει ονομαστική εξωτερική διάμετρο 914.4mm, ενώ το πάχος τοιχώματος κυμαίνεται από 11.9mm έως 17.5mm, ανάλογα με την περιοχή. Ο χάλυβας του αγωγού είναι ποιότητας API5L-X65 με όριο διαρροής 448MPa και τάση θραύσης 531MPa. Η εσωτερική πίεση σχεδιασμού είναι 8.0MPa, ενώ η πίεση λειτουργίας είναι 7.5MPa. Ο αγωγός τοποθετείται εντός ορυγμάτων κυρίως τετραγωνικής διατομής και επιχώνεται με άμμο έως ύψους 1.30m στο ελεύθερο πεδίο, ενώ το ύψος επίχωσης κυμαίνεται από 1.50m έως 2.50m στις διελεύσεις ποταμών. Το υλικό της επίχωσης είναι καλά διαβαθμισμένη χαλαζιακή άμμος που τοποθετείται χωρίς συμπύκνωση. Το ειδικό βάρος της άμμου λαμβάνεται ίσο με 18kN/m3, η γωνία εσωτερικής τριβής 36ο, η γωνία τριβής στη διεπιφάνεια αγωγού-εδάφους 24ο και ο συντελεστής ουδέτερων ωθήσεων γαιών ίσος με 1.00. Ο αγωγός διασταυρώνεται με πέντε κύρια ρήγματα, τα κύρια χαρακτηριστικά των οποίων παρουσιάζονται στον Πίνακα 13.1, όπως έχουν προκύψει από τη σεισμοτεκτονική μελέτη της περιοχής. Δυσμενέστερο από αυτά είναι το ρήγμα F-KAK-3, με μέγιστη αναμενόμενη μετακίνηση ίση με 0.80m, η οποία και λαμβάνεται υπόψη για τον έλεγχο επάρκειας του αγωγού.


    Πίνακας 13.1 Κύρια ρήγματα περιοχής Κομοτηνής – Αλεξανδρούπολης – Κήπων


    
      
        	
          Ονομασία ρήγματος

        

        	
          Μήκος (km)

        

        	
          Τύπος

        

        	
          Μέγιστη μετακίνηση (m)

        
      


      
        	
          F-KAK-3 & F-KAK-3a

        

        	
          21

        

        	
          Κανονικό υπό γωνία

        

        	
          0.80

        
      


      
        	
          F-KAK/6

        

        	
          9

        

        	
          Κανονικό

        

        	
          0.30

        
      


      
        	
          F-KAK/9

        

        	
          18

        

        	
          Κανονικό

        

        	
          0.50

        
      


      
        	
          F-KAK12 & F-KAK 12a

        

        	
          11

        

        	
          Κανονικό υπό γωνία

        

        	
          0.35

        
      


      
        	
          F-KAK/13

        

        	
          10

        

        	
          Κανονικό υπό γωνία

        

        	
          0.35

        
      

    


    Η πολυπλοκότητα του προβλήματος και η έντονη μη γραμμικότητα του απαιτεί τη χρήση εξελιγμένων αριθμητικών μέσων για την ανάλυση του αγωγού με χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων. Δύο προσεγγίσεις είναι διαθέσιμες για την αριθμητική προσομοίωση: (α) το προσομοίωμα της δοκού επί ελατηριωτού εδάφους (beam-type model), όπου ο αγωγός προσομοιώνεται με ραβδωτά στοιχεία δοκού και το περιβάλλον έδαφος με μη γραμμικά, ελαστοπλαστικά ελατήρια μετάθεσης και (β) το συνεχές προσομοίωμα (continuum model), όπου ο αγωγός προσομοιώνεται με επιφανειακά στοιχεία κελύφους και το περιβάλλον έδαφος με τρισδιάστατα χωρικά στοιχεία.


    Το προσομοίωμα δοκού (Σχήμα 13.36) υιοθετείται σήμερα από τους κανονισμούς, π.χ. Ευρωκώδικας 8 και ASCE-ALA, ως μία αξιόπιστη και υπολογιστικά αποδοτική αριθμητική προσέγγιση. Ο αγωγός διακριτοποιείται με στοιχεία δοκού, τα οποία έχουν τη δυνατότητα να προσομοιώσουν την αξονική, διατμητική και καμπτική ελαστική και μετελαστική παραμόρφωση του αγωγού και να παρέχουν τιμές τάσεων και παραμορφώσεων σε προεπιλεγμένες θέσεις της διατομής. Το περιβάλλον έδαφος προσομοιώνεται μέσω αμοιβαία ανεξάρτητων, μονοαξονικών, ελαστοπλαστικών ελατηρίων σε τρεις διευθύνσεις, τα οποία συνδέουν τους κόμβους του αγωγού με τους κόμβους εδάφους. Τα ελατήρια στην αξονική διεύθυνση προσομοιώνουν την τριβή στη διεπιφάνεια αγωγού – εδάφους και τα πλευρικά οριζόντια την εδαφική αντίσταση στην πλευρική κίνηση του αγωγού μέσα στο όρυγμα. Τα ελατήρια στην κατακόρυφη διεύθυνση προσομοιώνουν την εδαφική αντίσταση στην κατακόρυφη προς τα άνω και προς τα κάτω κίνηση του αγωγού μέσα στο όρυγμα, λαμβάνοντας υπόψη ότι η προς τα άνω αντίσταση οφείλεται στο επίχωμα και είναι κατά πολύ μικρότερη εκείνης προς τα κάτω, για την οποία ενεργοποιείται το φυσικό έδαφος. Οι εδαφικοί κόμβοι στο σταθερό τέμαχος θεωρούνται πακτωμένοι, ενώ στους εδαφικούς κόμβους του κινούμενου τεμάχους επιβάλλεται η μετακίνηση του ρήγματος.


    [image: ]


    Σχήμα 13.36 Αριθμητικό προσομοίωμα δοκού για τη διασταύρωση αγωγού – ρήγματος


    Η χρήση στοιχείων δοκού δεν επιτρέπει την άμεση αποτίμηση κάποιων φαινομένων, όπως ο τοπικός λυγισμός και η οβαλοποίηση της κυκλικής διατομής. Βέβαια, οι επιπτώσεις τις οβαλοποίησης στην αναπτυσσόμενη ένταση μπορούν να ληφθούν υπόψη μέσω ειδικών στοιχείων με επιπλέον βαθμούς ελευθερίας. Όσο για τον έλεγχο τοπικού λυγισμού, η δομική ακεραιότητα του αγωγού κυριαρχείται από τις αναπτυσσόμενες παραμορφώσεις και ως εκ τούτου η εκτίμηση του κινδύνου τοπικού λυγισμού ή της εφελκυστικής αστοχίας πραγματοποιείται μέσω σύγκρισης των αναπτυσσόμενων παραμορφώσεων με αντίστοιχα κανονιστικά όρια.


    Προκειμένου να υπερκεραστούν τα μειονεκτήματα των προσομοιωμάτων δοκού, μπορούν να εφαρμοσθούν τα συνεχή προσομοιώματα. Η χρήση επιφανειακών στοιχείων για το κέλυφος του αγωγού επιτρέπει την παρακολούθηση της οβαλοποίησης και την ανίχνευση τοπικού λυγισμού. Επίσης, με τα χωρικά στοιχεία για το έδαφος είναι δυνατόν να προσομοιωθεί με μεγαλύτερη ακρίβεια το όρυγμα και οι εδαφικές συνθήκες του μητρικού εδάφους, ενώ είναι διαθέσιμοι ακριβέστεροι νόμοι υλικού για το έδαφος. Τέλος, με τη χρήση στοιχείων επαφής στη διεπιφάνεια αγωγού – εδάφους προσομοιώνεται καλύτερα η μεταξύ τους αλληλεπίδραση. Όμως, η αύξηση της πολυπλοκότητας του προσομοιώματος και του υπολογιστικού κόστους είναι πολύ μεγάλη, και για τους λόγους αυτούς το προσομοίωμα αυτό σπανίως υιοθετείται σε προβλήματα της πράξης.


    Ενδιάμεση επιλογή αποτελεί η χρήση ενός λεγόμενου «υβριδικού» προσομοιώματος, στο οποίο σε μια μικρή περιοχή εκατέρωθεν του ρήγματος επιλέγεται συνεχές προσομοίωμα, ενώ σε μεγαλύτερες αποστάσεις υιοθετείται προσομοίωμα δοκού (Σχήμα 13.37). Η συνεργασία των επιφανειακών στοιχείων με τα στοιχεία δοκού στις θέσεις μετάβασης από το ένα προσομοίωμα στο άλλο γίνεται μέσω κατάλληλων δύσκαμπτων στοιχείων (master node – slave nodes).
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    Σχήμα 13.37 Σύνδεση συνεχούς προσομοιώματος με προσομοίωμα δοκού


    Η επίλυση του προβλήματος απαιτεί την εκτέλεση μη γραμμικών αναλύσεων τύπου GMNA. Λόγω της πληθώρας των αβεβαιοτήτων που συνδέονται κυρίως με τη διαδικασία τοποθέτησης του αγωγού εντός του ορύγματος δεν υπάρχει αξιόπιστη διαδικασία ώστε να ληφθούν υπόψη τυχόν αρχικές γεωμετρικές ατέλειες στην ανάλυση και ως εκ τούτου αυτές αμελούνται. Άλλωστε, τα κανονιστικά όρια επιτρεπόμενων θλιπτικών παραμορφώσεων για την αποφυγή τοπικού λυγισμού εμπεριέχουν τη δυσμενή επιρροή αρχικών ατελειών, ενώ και στις σχετικά σπάνιες περιπτώσεις ανησυχίας για καθολικό λυγισμό, η παράλληλα με την αξονική θλίψη αναπτυσσόμενη καμπτική ένταση «διευκολύνει» το λυγισμό, παίζοντας ρόλο ατέλειας. Για τις αριθμητικές επαναλήψεις επιλέγεται ο αλγόριθμος Newton – Raphson δεδομένου ότι το πρόβλημα είναι επιβαλλόμενης μετακίνησης και δεν απαιτείται η υπέρβαση οριακών σημείων που θα απαιτούσαν αλγορίθμους τύπου arc length.


    Για την προσομοίωση της απόκρισης του εξεταζόμενου αγωγού λόγω της ενεργοποίησης του ρήγματος F-KAK-3, μορφώθηκε ένα υβριδικό προσομοίωμα στο λογισμικό πεπερασμένων στοιχείων NASTRAN, λαμβάνοντας υπόψη ένα συνολικό μήκος αγωγού 1700m, δηλαδή 850m από κάθε πλευρά του ρήγματος. Σε μια περιοχή περί το ρήγμα μήκους 100m υιοθετήθηκε συνεχές προσομοίωμα, ώστε να ληφθεί ακριβέστερα υπόψη η επέκταση της διαρροής, ενώ σε μεγαλύτερη απόσταση από το ρήγμα επιλέχθηκε προσομοίωμα δοκού, για λόγους περιορισμού του υπολογιστικού φόρτου σε διαχειρίσιμα επίπεδα. Ο χάλυβας του αγωγού προσομοιώθηκε με έναν τρι-γραμμικό νόμο υλικού, ενώ τα εδαφικά ελατήρια θεωρήθηκαν ελαστικά – απολύτως πλαστικά, με δυσκαμψία και αντοχή που καθορίστηκαν από την εδαφοτεχνική μελέτη της περιοχής. Το όριο ανεκτής εφελκυστικής παραμόρφωσης λήφθηκε ίσο προς 0.5% για να προστατεύονται οι εκτελούμενες σε συνθήκες υπαίθρου ραφές συγκόλλησης από εφελκυστική θραύση. Αντίστοιχα, το όριο ανεκτής θλιπτικής παραμόρφωσης λήφθηκε σύμφωνα με τον Ευρωκώδικα 8 ίσο προς 40t/D=0.52%, ώστε να προστατεύονται τα τοιχώματα του αγωγού από τοπικό λυγισμό.


    Στο Σχήμα 13.38 απεικονίζεται η μετακίνηση του αγωγού στην περιοχή του ρήγματος καθώς και η κατανομή των διαμήκων ορθών παραμορφώσεων. Οι τιμές των μέγιστων αναπτυσσόμενων παραμορφώσεων ανά διατομή παρουσιάζονται επίσης στο Σχήμα 13.39, με ακραίες τιμές -0.38% (θλιπτικές) και 0.97% (εφελκυστικές), που αναπτύσσονται στις περιοχές μέγιστες καμπυλότητας, λόγω των επιβαλλόμενων εδαφικών μετακινήσεων. Οι θέσεις μέγιστων παραμορφώσεων απέχουν περί τα 5m από το ρήγμα, ενώ οι σημαντικές τιμές παραμόρφωσης εμφανίζονται σε αποστάσεις ως 20m από το ρήγμα, επομένως είναι εντός της περιοχής του συνεχούς προσομοιώματος. Στο Σχήμα 13.40 παρουσιάζεται η κατανομή των αναπτυσσόμενων τάσεων των αξονικών εδαφικών ελατηρίων τριβής κατά μήκος του αγωγού, από την οποία προκύπτει ότι το συνολικό μήκος του προσομοιώματος είναι επαρκές, αφού στα άκρα του τα εδαφικά ελατήρια είναι ανενεργά, ενώ το έδαφος πλαστικοποιείται σε μήκος περίπου 130m εκατέρωθεν του ίχνους του ρήγματος. Η μέγιστη αξονική εφελκυστική παραμόρφωση πλησιάζει το 1%, δηλαδή υπερβαίνει το όριο του 0.5% που προαναφέρθηκε και οδηγεί στην ανάγκη λήψης μέτρων προστασίας του αγωγού. Αντιθέτως, η μέγιστη αναπτυσσόμενη αξονική θλιπτική παραμόρφωση ισούται με 0.40%, τιμή η οποία είναι μικρότερη από το κανονιστικό όριο του 0.52% για τον εξεταζόμενο αγωγό.
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    Σχήμα 13.38 Παραμορφωμένη γεωμετρία και κατανομή ορθών αξονικών ανηγμένων παραμορφώσεων κατά μήκος του αγωγού
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    >Σχήμα 13.39 Μέγιστες ορθές αξονικές ανηγμένες παραμορφώσεις κάθε διατομής κατά μήκος του αγωγού
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    Σχήμα 13.40 Κατανομή τάσεων των αξονικών εδαφικών ελατηρίων τριβής κατά μήκος του αγωγού


    Για την προστασία υπόγειων αγωγών καυσίμων έναντι διάρρηξης σεισμικού ρήγματος εφαρμόζονται διάφορα μέτρα προστασίας, από τα οποία τα κυριότερα αποσκοπούν στη μείωση της τριβής μεταξύ αγωγού και εδαφικής επίχωσης, με σκοπό την κατανομή των αναπτυσσόμενων παραμορφώσεων σε μεγαλύτερο μήκος και επομένως τη μείωση της μέγιστης τιμής τους. Τέτοια μέτρα είναι π.χ. (α) η διεύρυνση του ορύγματος σε πλάτος και βάθος κοντά στο ρήγμα, ώστε οι κινήσεις του αγωγού να πραγματοποιούνται πλήρως εντός του μαλακότερου υλικού της επίχωσης, (β) η αύξηση του πάχους του τοιχώματος, ώστε να αυξηθεί η δυσκαμψία του αγωγού σε σχέση με την εδαφική επίχωση με στόχο την ανάπτυξη μικρότερων καμπυλοτήτων και παραμορφώσεων, (γ) η χρήση ελαφρού υλικού επίχωσης, όπως π.χ. ελαφρόπετρας, ή (δ) η περιέλιξη του αγωγού με κατάλληλο γεωύφασμα που μειώνει την τριβή. Στη συγκεκριμένη περίπτωση προκρίθηκε η τελευταία επιλογή και μια εικόνα από την εφαρμογή της φαίνεται στο Σχήμα 13.41.
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    Σχήμα 13.41 Τοποθέτηση γεωυφάσματος για μείωση της τριβής


    13.6 Συμπεράσματα


    Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκαν παραδείγματα εφαρμογής μη γραμμικών αριθμητικών αναλύσεων στο σχεδιασμό δομικών έργων. Τα τρία πρώτα παραδείγματα προέρχονταν από στέγαστρα μεγάλου ανοίγματος, στα οποία η σκοπιμότητα μη γραμμικών αναλύσεων οφειλόταν στη μη συμβατική γεωμετρία του φορέα και των επιμέρους δομικών μελών. Το τέταρτο παράδειγμα ήταν αυτό της διασταύρωσης υπόγειου αγωγού με σεισμικό ρήγμα όπου η φύση του προβλήματος και η αλληλεπίδραση του αγωγού με το έδαφος επέβαλαν την εφαρμογή εξειδικευμένης αριθμητικής προσομοίωσης και μη γραμμικής ανάλυσης. Σε προβλήματα αυτού του τύπου η προτεινόμενη μεθοδολογία μπορεί να αποτελέσει πολύτιμο βοήθημα σχεδιασμού. Απαραίτητη προϋπόθεση είναι η κατανόηση σε βάθος του φυσικού προβλήματος και των εφαρμοζόμενων αριθμητικών μεθόδων.
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