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			Πρόλογος

			Το παρόν βιβλίο προορίζεται για χρήση από φοιτητές και, ως εκ τούτου, έχει γίνει προσπάθεια, ώστε να διαβάζεται εύκολα, ευχάριστα και να γίνονται κατανοητά τα ενδιαφέροντα φαινόμενα τής υδροδυναμικής. Έτσι, είναι μεν γραμμένο σε απλή γλώσσα, χωρίς, όμως, να καταφεύγει σε εκλαΐκευση, καθότι οι έννοιες της υδροδυναμικής απαιτούν την χρήση μαθηματικών. Από την άλλη πλευρά, δίνεται με συνέπεια η φυσική ερμηνεία των μαθηματικών σχέσεων, ώστε και τα, φαινομενικά αφηρημένα, μαθηματικά σύμβολα να αποκτούν φυσικό νόημα. Μία καινοτομία του βιβλίου είναι ότι τα μαθηματικά, τα οποία χρειάζονται, εισάγονται κατά τη διάρκεια του μαθήματος, όπου αυτά απαιτούνται. Έτσι, αποφεύγεται η εισαγωγή των τανυστών στα πρώτα κεφάλαια, όπου περιοριζόμαστε σε ιδανικά ρευστά. Αυτό απλοποιεί τις μαθηματικές σχέσεις και δίνεται η δυνατότητα της εύκολης φυσικής ερμηνείας, κατά την ανάπτυξη της υδροδυναμικής, με τους βασικούς νόμους διατήρησης μάζας, ορμής και ενέργειας, που διέπουν όλη τη φυσική. Η ευκολία στην ερμηνεία έγκειται στο γεγονός ότι, για ιδανικά ρευστά, οι δυνάμεις που καθορίζουν την κίνηση είναι η βαθμίδα της πίεσης, η οποία είναι μία διανυσματική ποσότητα, ενώ στα ιξωδικά ρευστά απαιτείται η εισαγωγή τανυστών, για τον ορισμό των δυνάμεων αντίστασης, που οφείλονται στην ιδιότητα του ιξώδους των ρευστών.

			Η γνώση βασικής φυσικής αποτελεί προϋπόθεση. Γνώσεις Κλασικής Μηχανικής βοηθούν σημαντικά, αλλά δεν αποτελούν προαπαιτούμενο. Το βιβλίο προϋποθέτει γνώση διαφορικού και ολοκληρωτικού διανυσματικού λογισμού, αν και οι βασικές έννοιες της απόκλισης και του στροβιλισμού καλύπτονται αρκετά αναλυτικά και τούτο, διότι η υδροδυναμική είναι το καταλληλότερο πεδίο για τη φυσική κατανόηση των διανυσματικών αυτών εννοιών και τη σύνδεσή τους ως πηγών του αντίστοιχου πεδίου. Έτσι, πρέπει να ορίσουμε τις πηγές του πεδίου της ταχύτητας στην υδροδυναμική, όπως για το ηλεκτρικό πεδίο στην ηλεκτροστατική ή το μαγνητικό πεδίο στη μαγνητοστατική, όπου οι αντίστοιχες πηγές είναι η κατανομή του ηλεκτρικού φορτίου ως απόκλιση του ηλεκτρικού πεδίου και η κατανομή της πυκνότητας ρεύματος ως στροβιλισμός του μαγνητικού πεδίου. Επίσης, στο παρόν βιβλίο γίνεται χρήση συνήθων και μερικών διαφορικών εξισώσεων.

			Το κάθε κεφάλαιο είναι οργανωμένο, ώστε ο αναγνώστης να αντιλαμβάνεται που βρισκόμαστε και πού πάμε. Για να το επιτύχουμε αυτό, συχνά καταφεύγουμε σε προηγούμενες αναφορές ή επαναλήψεις, ώστε η πρόθεσή μας για την εξέλιξη των εννοιών να είναι απόλυτα διαφανής στον προσεκτικό αναγνώστη. Το κύριο βάρος του βιβλίου πέφτει στην παρουσίαση των βασικών αρχών της υδροδυναμικής, ενώ οι εφαρμογές και τα παραδείγματα αποτελούν συμπλήρωμα και προωθούν την κατανόηση των εννοιών. Οι ασκήσεις ποικίλουν ως προς τον βαθμό δυσκολίας. Η κύρια έμφαση δίδεται στην κατανόηση των εννοιών και βασικών αρχών, αλλά ταυτόχρονα και στην ερμηνεία απλών φαινομένων. Για τους στόχους αυτούς, ο φοιτητής θα πρέπει να αναπτύξει τη δική του μεθοδολογία, που πρέπει να περιλαμβάνει:

			α) Κατανόηση του συστήματος και της πληροφορίας στην άσκηση.

			β) Τους βασικούς νόμους, που είναι απαραίτητοι, καθώς και τις καταστατικές σχέσεις.

			γ) Τις αναγκαίες προσεγγίσεις για τη λύση του προβλήματος.

			δ) Έλεγχο των αναλυτικών και αριθμητικών αποτελεσμάτων, π.χ. με διαστατική ανάλυση ή συμφωνία με τις προσεγγίσεις.

			Το βιβλίο αυτό είναι αποτέλεσμα της διδασκαλίας, επί σειρά ετών, του προπτυχιακού μαθήματος της Μηχανικής των Ρευστών. Το επίπεδο δυσκολίας του βιβλίου είναι 4ου προπτυχιακού έτους. Μπορεί, όμως, να χρησιμοποιηθεί και στο 3ο έτος, δεδομένου ότι δεν προϋποθέτει προηγούμενες γνώσεις των εννοιών μηχανικής των ρευστών. Για τον σκοπό αυτό προστέθηκε το 1ο κεφάλαιο, το οποίο  καλύπτει τις βασικές ιδιότητες των ρευστών. Είναι δυνατόν οι έννοιες αυτές να έχουν καλυφθεί σε προηγούμενα μαθήματα, στο πρόγραμμα σπουδών και επομένως, να παραλειφθούν. Η ανάπτυξη των εννοιών στα επόμενα κεφάλαια είναι αρκετά αναλυτική και με λογική εξέλιξη, ώστε να ανταποκρίνεται στο επίπεδο του 3ου έτους, εφόσον ληφθεί πρόνοια στην επιλογή των κεφαλαίων που θα καλυφθούν. Όλες οι βασικές αρχές και έννοιες εισάγονται από την αρχή.

			Το κίνητρο για τη μετατροπή των αρχικών σημειώσεων σε βιβλίο, προήλθε από συνεχείς αναφορές στη βιβλιογραφία, για την ενίσχυση παρόμοιων μαθημάτων Υδροδυναμικής και Μηχανικής των Συνεχών Μέσων, στο πρόγραμμα σπουδών του Φυσικού Τμήματος. Τέτοιες αναφορές υπάρχουν και στη διεθνή βιβλιογραφία και αποτελούν αντικείμενο συζήτησης, τόσο για τις εφαρμογές της υδροδυναμικής, όσο και για την οικοδόμηση μιας μεθοδολογίας υψηλής πνευματικής αξίας. Μάλιστα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι, παρότι θα αντλήσουμε παραδείγματα από τον ηλεκτρομαγνητισμό, για την κατανόηση των διανυσματικών εννοιών, το αντίστροφο συνέβαινε τον 18ο αιώνα, που θεωρείται ο αιώνας που τέθηκαν οι βάσεις της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας. Οι θεμελιωτές της άντλησαν από την εμπειρία της υδροδυναμικής, στην οποία οι διανυσματικές ποσότητες είναι περισσότερο ορατές.

			Ο συγγραφέας θα ήθελε να ευχαριστήσει θερμά τους Δρ. Αλέξανδρο Αλεξάκη και Δρ. Αθηνά Γκινούδη, για την κριτική ανάγνωση των σημειώσεων και τις προτάσεις τους για βελτίωση στην 1η φάση ανάπτυξης. Θα ήθελα να ευχαριστήσω τους φοιτητές που περιηγήθηκαν μαζί μου στον «κόσμο της υδροδυναμικής» και με ενθάρρυναν να ολοκληρώσω τις αρχικές σημειώσεις. Επίσης, ευχαριστίες στο προσωπικό του Κάλλιπου και ιδιαίτερα στην κ. Λίτσα Zέκου, που χωρίς τη συνεισφορά τους, δε θα ήταν δυνατή αυτή η έκδοση. Ευχαριστίες στην Αλεξάνδρα Θεοδωράκη και στον Ηλία Τσιώνη για την άριστη συνεργασία στην τεχνική ανάπτυξη του ηλεκτρονικού βιβλίου. Τέλος, ευχαριστώ τον κριτικό αναγνώστη Νικόλαο Χρηστάκη για το συμβουλευτικό και αξιολογητικό έργο του, όπως και τον γλωσσικό επιμελητή Γιώργο Τσιώνη.

		

	
		
			Εισαγωγή

			Ο κόσμος της Υδροδυναμικής

			Δεν χρειάζεται μεγάλη προσπάθεια, για να αντιληφθούμε ότι ζούμε σε έναν κόσμο, όπου τα φαινόμενα Υδροδυναμικής είναι καθοριστικά στο γήινο περιβάλλον, στη λειτουργία του ανθρωπίνου σώματος, αλλά και στην τεχνολογία. Μπορούμε δε, να τα δούμε και σε όλες τις κλίμακες, από τον μικρόκοσμο έως το σύμπαν. Στην κλίμακα της Γης, παρατηρούμε τις μεταβολές της ατμόσφαιρας και τους καιρικούς σχηματισμούς που ακολουθούν. Εδώ, μπορούμε να δούμε, να αισθανθούμε και να καταγράψουμε τις μεταβολές της ταχύτητας των ανέμων και στη συνέχεια να κάνουμε προβλέψεις για τον καιρό, χρησιμοποιώντας τις μεθόδους της αεροδυναμικής, σύμφωνα με την οποία, ο αέρας θεωρείται συμπιεστό ρευστό. Με την είσοδο δε, των υπολογιστών και την ανάπτυξη της υπολογιστικής υδροδυναμικής, έχουμε τη δυνατότητα για μακράς διάρκειας πρόβλεψη. Σε αυτό, καθοριστικό ρόλο παίζει το γεγονός ότι η κίνηση των αερίων μαζών, που διέπεται από τους βασικούς νόμους διατήρησης (μάζας, ορμής και ενέργειας), δεν είναι απλό στοχαστικό φαινόμενο, διότι υπάρχουν σταθεροί σχηματισμοί (π.χ. βαρομετρικά μέτωπα, στρόβιλοι, τυφώνες κτλ.) περιορισμένοι στον χώρο, οι οποίοι διανύουν σημαντικές αποστάσεις, έως ότου οι απώλειες διαχύσουν τη συγκεντρωμένη ενέργεια, δηλαδή έχουν μεγάλους χρόνους απόσβεσης (της τάξης ημερών). Ταυτόχρονα, είναι γνωστό ότι η συμπεριφορά της ατμόσφαιρας είναι πολύπλοκη, όπως αποδεικνύεται από τις λανθασμένες προβλέψεις, καθότι τμήματα των ατμοσφαιρικών διεργασιών έχουν σχεδόν χαοτική συμπεριφορά. Το μέγεθος της ατμόσφαιρας (εκτείνεται περίπου 17 km πάνω από την επιφάνεια της Γης) και η επαφή, όχι μόνο με τους ωκεανούς και την τοπική μορφολογία του εδάφους, αλλά και με το εξωτερικό περιβάλλον, απαιτεί μικρής κλίμακας μοντελοποίηση και συνένωση των αποτελεσμάτων.

			Στον θαλάσσιο χώρο, παρατηρούμε καθημερινά τη δημιουργία ωκεάνιων κυμάτων, από την επαφή του ανέμου με τη θάλασσα. Τα κύματα αυτά μεταφέρουν, όπως είναι φυσικό, ορμή και ενέργεια και αποτελούν, επίσης, έναν μηχανισμό ανταλλαγής ενέργειας, μεταξύ της ατμόσφαιρας και της θάλασσας. Ταυτόχρονα, η διαφορά θερμοκρασίας από τη θερμότητα του ήλιου, δημιουργεί έντονα ρεύματα μεταφοράς σε μικρή κλίμακα (λίμνες) και σε μεγάλη κλίμακα, όπου ρυθμίζονται και οι κλιματολογικές συνθήκες. Τα ρεύματα μεταφοράς μεταφέρουν όχι μόνο θερμότητα, δεδομένου ότι ρέουν από υψηλές σε χαμηλές θερμοκρασίες, αλλά και ουσίες αιωρούμενες ή διαλυμένες στο θαλάσσιο νερό. Εκτός από θετικές επιπτώσεις, τα θαλάσσια κύματα έχουν και αρνητικές (ή εκδικητικές) επιπτώσεις. Μία τέτοια περίπτωση είναι τα κύματα τσουνάμι [(tsunami) - σύνθετη λέξη που προέρχεται από τις ιαπωνικές λέξεις: tsu (κύμα) και nami (λιμάνι)], τα οποία συχνά δημιουργούνται, λόγω της μετατόπισης μεγάλης στερεάς μάζας σε επαφή με υποθαλάσσια υγρή μάζα, κοντά στην πηγή ενός μεγάλου σεισμού.

			Άλλα παραδείγματα, στα οποία χρησιμοποιούνται φαινόμενα υδροδυναμικής, είναι οι γαλαξίες, σε κοσμική κλίμακα. Παρότι ο πιο κοντινός μας αστέρας (ήλιος) αποτελεί πεπερασμένη μάζα, σε περιορισμένο όγκο και το ίδιο συμβαίνει με όλα τα άστρα, ακόμα και εκεί μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τεχνικές της Μηχανικής των Συνεχών Μέσων. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι, σε κάθε γαλαξία υπάρχει υπερβολικά μεγάλος αριθμός αστέρων, οι οποίοι αλληλεπιδρούν μεταξύ τους, κυρίως με βαρυτικές δυνάμεις και δεν ενδιαφερόμαστε να δούμε λεπτομέρειες μεταξύ των αστέρων. Αντίθετα, ενδιαφερόμαστε για ιδιότητες, όπως η μέση πυκνότητα αστέρων, που αντικαθίστανται από ένα συνεχές αστρικής ύλης, με μεταβαλλόμενη πυκνότητα. H πυκνότητα σε κάθε σημείο είναι η μέση τιμή σε μία σφαίρα, στην οποία περιλαμβάνεται μεγάλος αριθμός αστέρων. Αυτό σημαίνει ότι μόνο μεταβολές της πυκνότητας, σε κλίμακα μεγαλύτερη της σφαίρας, μπορούν να περιγραφούν ικανοποιητικά. Επίσης, επειδή οι δυνάμεις είναι σχετικά ασθενείς (βαρυτικές), γίνονται αντιληπτές, μόνο και μόνο επειδή έχουμε μεγάλες μάζες και οι κλίμακες των χαρακτηριστικών δομών των γαλαξιών είναι υπερβολικά μεγάλες. Μάλιστα, η υδροδυναμική των δομών αυτών μπορεί να συνεπάγεται αδρανειακές δυνάμεις, των οποίων η επίδραση είναι πιο σημαντική από τις βαρυτικές δυνάμεις. Ίσως το πιο σημαντικό για μας αστρικό ρευστό είναι ο ίδιος ο ήλιος, που αποτελείται κυρίως από ηλεκτρόνια και νουκλεόνια. Στην περίπτωση αυτή, η υδροδυναμική περιπλέκεται από τις ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις μεταξύ φορτίων, τα ρεύματα και, κυρίως, τις πυρηνικές αντιδράσεις, καθώς και φαινόμενα ακτινοβολίας. Τα τελευταία είναι ιδιαίτερα σημαντικά για τη ζωή στη Γη, καθώς είναι η κινητήρια δύναμη για πληθώρα φυσικών φαινομένων και άλλες βιοχημικές διεργασίες. Τα παραπάνω σημαντικά συνεχή μέσα δεν θα αποτελέσουν αντικείμενο μελέτης, λόγω της πολυπλοκότητάς τους και του γεγονότος ότι, παρότι μπορούν να μελετηθούν με παρόμοιες μεθόδους και με βάση τους νόμους διατήρησης, οι δυνάμεις που εισέρχονται είναι πολύ διαφορετικές (ή τουλάχιστον διαφορετικής κλίμακας), από ότι μπορούμε να διαπραγματευτούμε στο παρόν βιβλίο, χωρίς να χάσουμε το στοιχείο της συνοχής.

			Δεν θα παραλείψουμε να αναφέρουμε και τις σημαντικές εφαρμογές στα μέσα μεταφοράς. Όλα τα μέσα, είτε κινούνται στην επιφάνεια του νερού είτε του εδάφους ή στον όγκο του αέρα ή του νερού, επηρεάζονται στην απόδοσή τους, όχι μόνο από τη ροή του ρευστού γύρω από αυτά, αλλά και από τη λειτουργία των προωθητικών μηχανών, που αποτελούν σύνθετα υδροδυναμικά συστήματα. Έτσι, πολλά στοιχεία λειτουργίας του αυτοκινήτου βασίζονται σε υδροστατικές ή υδροδυναμικές ιδιότητες (υδραυλικά φρένα, τροφοδοσία βενζίνης, δημιουργία σταγονιδίων καύσιμης ύλης στη μηχανή, συμπεριφορά των ελαστικών και άλλα πολλά.

			Θα ήταν παράλειψη να μην αναφερθούμε στη σημασία της υδροδυναμικής για τη λειτουργία των οργανισμών. Ίσως το πιο σημαντικό είναι η ροή του αίματος και των αρτηριών, διότι πολλά σημαντικά αποτελέσματα στην υδροδυναμική άρχισαν από τη μελέτη ροής του αίματος μέσα από τεχνητούς σωλήνες και σωλήνες από ζωϊκό υλικό (Poiseuille). Σήμερα, η ροή του αίματος παρατηρείται, με μεγάλη λεπτομέρεια, με κυματικές τεχνικές υπερήχων, οι οποίες αποτελούν ένα μέσο διάγνωσης της κατάστασης των αορτών και της καρδιάς. Το καρδιαγγειακό σύστημα, μαζί με το πνευμονικό σύστημα, τροφοδοτούν τον οργανισμό και τα κύτταρα με οξυγόνο, θρεπτικά συστατικά και χρήσιμες ουσίες. Είναι ένα κλειστό μηχανικό ρευστό σύστημα, στο οποίο κυκλοφορεί το αίμα. Η ροή διατηρείται μέσω της καρδιακής αντλίας, η οποία, μέσω του αριστερού ημικαρδίου, τροφοδοτεί με οξυγονωμένο αίμα, δια των διακλαδώσεων αρτηριών και τριχοειδών σωλήνων, όλα τα μέρη του σώματος και επιστρέφει, μέσω των φλεβών, στην καρδιά, με μειωμένο οξυγόνο και αυξημένη περιεκτικότητα διοξειδίου του άνθρακα, από την καύση του οξυγόνου. Στη συνέχεια, το δεξιό ημικάρδιο διοχετεύει το αίμα, μέσω των πνευμόνων, όπου απορροφά οξυγόνο και αποβάλει διοξείδιο του άνθρακα, μέσω της εκπνοής και εν συνεχεία επανέρχεται στην αριστερή πλευρά για ανακύκλωση. Το αριστερό ημικάρδιο πρέπει να κυκλοφορήσει το αίμα σε πολύ μεγαλύτερες αποστάσεις (σε όλο το σώμα) από το δεξιό (μέχρι τους πνεύμονες) και επομένως, οι αντίστοιχοι μύες πρέπει να παράγουν περισσότερη ισχύ για τον συντονισμό τους. Για αυτόν τον λόγο παρατηρείται και η διαφορά μεταξύ της υψηλής και χαμηλής πίεσης. Η υδροδυναμική μπορεί να περιγράψει ικανοποιητικά τη ροή του αίματος και χρησιμοποιείται εκτενέστατα για διαγνωστικούς λόγους της καρδιακής λειτουργίας. Χρησιμοποιείται, επίσης, στον σχεδιασμό τεχνητών καρδιακών αντλιών, οι οποίες όμως δεν είναι απόλυτα επιτυχείς. Επομένως, δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι ο ανθρώπινος οργανισμός είναι ένα βιολογικό σύστημα, με σύνθετες βιοχημικές αντιδράσεις και διάφορα όργανα που επηρεάζονται μεταξύ τους.

			Συνοπτικά, μπορούμε να αναφέρουμε και τους παρακάτω τομείς εφαρμογών:

			α) Μεταφορά ρευστών, όπως είναι οι αγωγοί μεταφοράς πετρελαίου και φυσικού αερίου, καθώς και συστήματα υδροδότησης, άρδευσης και αποχέτευσης.

			β) Μηχανολογία, με τη σχεδίαση των κατάλληλων μηχανικών εξαρτημάτων , τα οποία παρεμβάλλονται στη ροή ρευστών (αντλίες, πτερύγια, βάνες κτλ.).

			γ) Αεροναυπηγική και σχεδίαση αυτοκινήτων, πλοίων, υποβρυχίων,αεροπλάνων και διαστημοπλοίων. Κίνηση αερίων και αλληλεπίδραση με σώματα σε κίνηση (αντίσταση και δύναμη ανόδου). Εάν δεν υπήρχε το ρευστό «αέρας», δεν θα υπήρχε το αεροπλάνο στη σημερινή του μορφή.

			δ) Μετεωρολογία και ωκεανογραφία, δηλαδή κινήσεις των ανέμων και των υδάτων, που προκαλούνται από την ίδια τη φύση, η οποία αποτελεί ένα συνεχώς τροφοδοτούμενο δυναμικό σύστημα. Η «αντλία», που δρα ως κινητήρια δύναμη, είναι η θερμότητα του ήλιου, ενώ σημαντικό ρόλο παίζει η τοπογραφία, το υδατικό ισοζύγιο κ.τ.λ.

			ε) Λιμενικός σχεδιασμός, καθώς και γενικότερη μελέτη των κοντινών παράκτιων φαινομένων. Περιβαλλοντικά φαινόμενα, όπως διάχυση ρύπων, μεταφορά ρύπων και σκόνης ή αλλεργιογόνων παραγόντων, καθώς και διάβρωση εδάφους και ακτών. Υδραυλικά φαινόμενα κλειστών συστημάτων, όπως οι λίμνες και τα ποτάμια. Καταστροφές που οφείλονται σε φυσικά φαινόμενα (τσουνάμι, πλημμύρες κ.λ.π.).

			στ) Ροές βιορευστών ιατρικού ενδιαφέροντος, στο κυκλοφορικό, αναπνευστικό και πεπτικό σύστημα. Μπορούμε να προσθέσουμε και το ουροποιητικό σύστημα, όπου η αστάθεια της ροής, κατά την εκτόξευση και η διάσπαση σε σταγονίδια, μας δίνει διαγνωστικές πληροφορίες και για το ουρικό υγρό και για το σύστημα.

			ζ) Εφαρμογές της υδροδυναμικής στον αθλητισμό. Αυτό αφορά τεχνικές, για να αποφεύγεται η αντίσταση, στοιχείο χρήσιμο για κολυμβητές και ποδηλάτες, αλλά και για την τεχνολογία ενδυμάτων αθλητικού ενδιαφέροντος. Στην κατεύθυνση αυτή, χρήσιμες πληροφορίες παίρνουμε από τα πτηνά και τα ψάρια. Έτσι, ο μύθος του Ίκαρου πρέπει να διερευνηθεί, διότι ο ένας εκ των πρωταγωνιστών ήταν άριστος μηχανικός. Στο σημείο αυτό, να αναφέρουμε ότι το ιξώδες δεν δρα μόνο ως δύναμη αντίστασης, αλλά και ως μηχανισμός προώθησης. Αυτό εκμεταλλεύονται τα ψάρια στη θάλασσα και πολύ μικροσκοπικοί μηχανισμοί στο νερό. Μάλιστα, όσο πιο ιξώδες είναι το ρευστό, τόσο πιο σημαντικός είναι ο προωθητικός μηχανισμός, αρκεί, ταυτόχρονα, να ελαχιστοποιείται η αντίσταση. Έτσι, πολλοί μικροοργανισμοί έχουν μακριές ουρές, τις οποίες χρησιμοποιούν κατάλληλα, ενώ, ταυτόχρονα, με το μακρόστενο σχήμα τους, ελαχιστοποιούν την αντίσταση. Για τον λόγο αυτό, πολλά βιολογικά συστήματα είναι σε περιβάλλον υψηλού ιξώδους.

			η) Υπάρχουν, όμως, και τα φαινόμενα ροής σε στενούς αγωγούς, όπου φαινόμενα επιφανειακής τάσης και ιξώδους παίζουν καθοριστικό ρόλο. Τα δέντρα έχουν ένα πολύπλοκο υδραυλικό σύστημα, με εντυπωσιακές αντλίες, μέσω των οποίων διοχετεύονται υγρά με θρεπτικά στοιχεία. Στην επιφανειακή τάση στηρίζεται και η βιομηχανία απορρυπαντικών.

			θ) Στην ενέργεια, όπως π.χ. στον ηλεκτρισμό, ο οποίος παράγεται από ανεμογεννήτριες. Ο σχεδιασμός για την βέλτιστη απόδοση χρησιμοποιεί αρχές της υδροδυναμικής. Σε πειραματικό στάδιο βρίσκεται η προσπάθεια άντλησης ενέργειας από τα θαλάσσια κύματα, κοντά σε εκτεταμένες ακτές. Γενικότερα, αεροτουρμπίνες και άλλες μηχανές καύσης βασίζονται στην υδροδυναμική. Τα προωθητικά καύσιμα αποτελούν ένα σημαντικό πεδίο εφαρμογής της υδροδυναμικής, σε μηχανές καύσης.

			Στα παραπάνω παραδείγματα ροής, έχουμε μια συνέχεια στο ρευστό και υφίσταται μια συνοχή, με την έννοια ότι η κίνηση μιας ποσότητας ρευστού δεν μπορεί να θεωρηθεί όπως αυτή ενός σωματιδίου στη μηχανική, διότι οι δυνάμεις που ασκούνται είναι κατανεμημένες σε όλη την επιφάνειά του, ενώ το ίδιο δεν διατηρεί το σχήμα του. Έτσι, αντιλαμβανόμαστε ότι είμαστε υποχρεωμένοι να ζήσουμε με την έννοια του συνεχούς μέσου και να χρησιμοποιήσουμε τις ικανότητες μας, προκειμένου να συγκεράσουμε δύο αντιφατικές, εκ πρώτης όψεως, εικόνες: αυτή του συνεχούς και αυτή του σωματιδίου ή γενικότερα του συστήματος, όπως το ορίζουμε στην κλασική μηχανική. Έτσι, πρέπει να ορίσουμε την έννοια του σωματιδίου (ή γενικότερα του συστήματος), μέσα σε ένα συνεχές. Αυτό είναι απαραίτητο, αν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε τα εργαλεία της μηχανικής. Είναι γνωστό ότι η φυσική βασίζεται σε βασικούς νόμους διατήρησης (π.χ. μάζας, ορμής, ενέργειας κτλ.), οι οποίοι ισχύουν για ένα σύστημα, δηλαδή έχουν τα ίδια σωματίδια. Πώς όμως να ορίσουμε ένα σύστημα, όταν, ιδιαίτερα στα αέρια, έχουμε τυχαίες κινήσεις των σωματιδίων; Αυτό θα γίνει, εφόσον αντικαταστήσουμε το αέριο, με ένα σύστημα, στο οποίο έχουμε κατανομή της μάζας σε όλο τον χώρο (χωρίς κενά), αν και με τοπικά μεταβαλλόμενη πυκνότητα. Αυτό, ίσως να φαίνεται ότι αντιβαίνει στην εικόνα που έχουμε για τη διακριτότητα των ατόμων. Τί είναι αυτό που μας επιτρέπει να ορίσουμε το συνεχές αέριο; Η απάντηση είναι, ότι μας ενδιαφέρουν φαινόμενα που συμβαίνουν σε πολύ μεγαλύτερη κλίμακα, από αυτήν του ατόμου. Έτσι, μία βασική ποσότητα του συνεχούς μέσου είναι η πυκνότητα, την οποία θα ορίσουμε ακριβέστερα αργότερα. Στο συνεχές αυτό μέσο, θα πρέπει να μεταφέρουμε και τη μέση κινητική ενέργεια των αερίων και αυτό γίνεται μέσω της εισαγωγής της θερμοκρασίας (μέτρο της κινητικής ενέργειας), η οποία τώρα μπορεί να μεταβάλλεται στον χώρο. Ένα ρέον σύστημα είναι εκτός θερμοδυναμικής ισορροπίας, αλλά η μεταβολή στον χώρο είναι τόσο ομαλή, ώστε μπορούμε να θεωρήσουμε ότι υφίσταται τοπική θερμοδυναμική ισορροπία. Σε ένα θερμοδυναμικό σύστημα, μπορούμε να ορίσουμε και την πίεση, η οποία μας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουμε την κάθετη δύναμη, που ασκείται σε κάθε επιφάνεια. Η επιφάνεια αυτή μπορεί να είναι το τοίχωμα του δοχείου ή η επιφάνεια που περιβάλλει έναν ιδεατό όγκο (μακροσκοπικό ή μεσοσκοπικό) ρευστού. Έτσι, η γνώση της πίεσης, που επίσης μεταβάλλεται στον χώρο, μας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουμε τις δυνάμεις που ασκούνται πάνω σε ένα σύστημα αερίου. Φυσικά, όπως για κάθε θερμοδυναμικό σύστημα, πρέπει να υπάρχει και μία καταστατική σχέση, που να συνδέει τη θερμοκρασία και την πίεση με την πυκνότητα, ρ(T, P). Για στάσιμο αέριο, ένα παράδειγμα είναι η σχέση του ιδανικού αερίου. H πίεση και η θερμοκρασία μεταβάλλονται και λόγω της ροής του ρευστού, και, επομένως, θα εξαρτώνται και από την ταχύτητα ροής. Στην προηγούμενη συζήτηση, χρησιμοποιήσαμε το αέριο σαν ρευστό, διότι εκεί είναι εύκολο να δεχθούμε τη θερμοκρασία ως μέτρο της κινητικής ενέργειας. Οι έννοιες αυτές επεκτείνονται και σε υγρά ρευστά, μόνο που οι καταστατικές σχέσεις είναι αρκετά πιο πολύπλοκες και εξαρτώνται από τις ηλεκτρομαγνητικές αλληλεπιδράσεις μεταξύ ατόμων και μορίων. Αυτές οι καταστατικές σχέσεις πρέπει, συνήθως, να εξαχθούν από μικροσκοπική στατιστική ανάλυση. Εδώ θα τις θεωρήσουμε δεδομένες και για τις περιπτώσεις που συχνά μας ενδιαφέρουν (το νερό), μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η πυκνότητα είναι ανεξάρτητη της πίεσης. Η ιδιότητα της ασυμπιεστότητας χαρακτηρίζει πολλά ρευστά. Αλλά, ακόμη και αυτή η απλή καταστατική σχέση υποκρύπτει ότι λάβαμε υπόψη μας το γεγονός, πως τα μόρια του νερού, σε αρκετά κοντινή απόσταση, δεν μπορούν να έρθουν πιο κοντά, διότι αισθάνονται ισχυρή άπωση, λόγω της επικάλυψης των ηλεκτρονικών νεφών, καθότι οι ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις, σε κοντινές αποστάσεις, είναι πολύ ισχυρότερες από τις δυνάμεις που ασκούμε, λόγω συμπίεσης. Στα υγρά, οι δυνάμεις που ασκούνται σε μια επιφάνεια δεν είναι πάντα κάθετες (το ίδιο ισχύει, σε μικρότερο βαθμό, και για τα αέρια). Αυτό οφείλεται στην ιδιότητα του ιξώδους, που θα μελετήσουμε αργότερα. Εν γένει, θέλουμε μία καταστατική σχέση, που να συνδέει το ιξώδες όχι μόνο με τη θερμοκρασία και την πίεση, αλλά και με τη σχετική ταχύτητα μεταξύ στρωμάτων του ρευστού. Και εδώ η συνήθης προσέγγιση είναι, ότι είναι ανεξάρτητο της θερμοκρασίας της πίεσης και, ακόμη, της σχετικής ταχύτητας. Αυτό ικανοποιείται από μία μεγάλη ομάδα ρευστών, που ονομάζονται νευτωνικά ρευστά. Σε αυτά, δεν υπάγονται το αίμα, τα πλαστικά και πολλά άλλα ενδιαφέροντα ρευστά. Έτσι, το συνεχές μέσο του ρευστού, μαζί με τις καταστατικές σχέσεις, έχει αντικαταστήσει το πραγματικό ρευστό, που είναι ένα σύνολο διακριτών μορίων. Ο συνδετικός κρίκος μεταξύ των δύο είναι, ακριβώς, οι καταστατικές σχέσεις. Στην πράξη, οι καταστατικές σχέσεις δίνονται από εμπειρικές σχέσεις, οι οποίες είναι το αποτέλεσμα πειραματικών μετρήσεων, που, σε κάποια όρια, μπορούν να ελεγχθούν από μικροσκοπικά μοριακά μοντέλα, τα οποία, συχνά, χρησιμοποιούν κβαντομηχανικούς υπολογισμούς. Εδώ, να παρατηρήσουμε ότι με την περιγραφή του ρευστού ως συνεχούς, φαίνεται να απομακρυνόμαστε από την εικόνα που έχουμε για τις αλληλεπιδράσεις μεταξύ των ατόμων, οι οποίες είναι ηλεκτρομαγνητικού χαρακτήρα. Αυτή, όμως, η πληροφορία πρέπει, με κάποιο τρόπο, να είναι στοιχείο του συνεχούς μοντέλου που θα κατασκευάσουμε, έστω και κατά μέσο όρο.

			Αφού υιοθετήσεαμε το μοντέλο του συνεχούς, μπορούμε να ορίσουμε και ένα σύστημα (π.χ. ένα μακροσκοπικό σωματίδιο), του οποίου την κίνηση θα παρακολουθήσουμε. Το επόμενο βήμα είναι να χαρακτηρίσουμε τη ροή. Ακόμα και αν εξαιρέσουμε το γεγονός ότι το σύστημα παραμορφώνεται με τον χρόνο και θεωρήσουμε ότι η ροή είναι τέτοια, που διατηρεί το σχήμα του, και πάλι είναι δύσκολο να παρακολουθήσουμε τη θέση του, την ταχύτητα και στη συνέχεια, την επιτάχυνση στον χρόνο. Αυτό απαιτεί να «μη χάσουμε από τα μάτια μας» το μικροσκοπικό σύστημα, κάτι που είναι δύσκολο. Είναι πιο εύκολο να μετρήσουμε, τοποθετώντας σταθερά όργανα μέτρησης. Για τον σκοπό αυτό, ορίζουμε το πεδίο ταχύτητας 
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 που μας δίνει την ταχύτητα, σε κάθε σημείο του χώρου, για δεδομένη χρονική στιγμή. Το πεδίο ταχύτητας, λοιπόν, είναι διαφορετικό από την ταχύτητα των σωματιδίων, αλλά συμπίπτει με αυτήν, όταν το σωματίδιο είναι στη θέση που έχουμε το όργανο και στην κατάλληλη στιγμή της μέτρησης. Φυσικά, θα μπορούσαμε να βρουμε όργανα ελάχιστου βάρους, ώστε να ακολουθούν τη ροή. Αυτό, μολονότι χρησιμοποιείται (με τη χρήση σκόνης), δεν είναι πρακτικό, αν σκεφτούμε και τη δυνατότητα το σωματίδιο αυτό να παραμορφωθεί τόσο, ώστε τελικά να διαχωριστεί σε δύο μέρη, με εντελώς διαφορετικές κατευθύνσεις. Φυσικά, ο κύριος λόγος για την εισαγωγή του πεδίου ταχύτητας είναι η ευκολία στη μαθηματική περιγραφή. Κάθε αλλαγή περιγραφής πρέπει να έχει και κάποιο, έστω και μικρό, κόστος. Τη δυσκολία τη βλέπουμε, όταν επιχειρούμε να εφαρμόσουμε τους βασικούς νόμους διατήρησης για ένα συνεχές μέσο. Και τούτο, διότι οι νόμοι διατήρησης είναι διατυπωμένοι με βάση την ταχύτητα, την επιτάχυνση των ρευστών συστημάτων και τις δυνάμεις που ασκούνται πάνω σε αυτά. Πώς όμως, από το πεδίο ταχύτητας, μπορούμε να υπολογίσουμε την επιτάχυνση ενός σωματιδιακού συστήματος; Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα είναι, ευτυχώς, εύκολη και θα δοθεί αργότερα. Αλλά, αν το πετύχουμε αυτό και έχουμε και τη δυνατότητα να υπολογίσουμε και τις δυνάμεις που ασκούνται στο σύστημα, τότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις του Νεύτωνα, οι οποίες, όμως, θα είναι εκφρασμένες με το πεδίο ταχύτητας. Συχνά, μας ενδιαφέρει να εκφράσουμε τους νόμους διατήρησης για μακροσκοπικά συστήματα, τα οποία, όμως, συνεχώς αλλάζουν σχήμα. Για αυτό, συχνά εισάγουμε την έννοια του όγκου ελέγχου, ο οποίος είναι κατάλληλα επιλεγμένος, ώστε να γράψουμε στιγμιαία την ενέργεια ή ορμή του συστήματος (που παραμορφώνεται μετά από ελάχιστο χρόνο), συναρτήσει του όγκου ελέγχου, τον οποίο διατηρούμε σταθερό. Είναι φανερό  ότι στο σύστημα δεν έχουμε μεταβολή μάζας, ενώ στον όγκο ελέγχου, σε ελάχιστο χρόνο, θα έχουμε μεταβολή της μάζας. Θα δούμε, αργότερα, πώς οι δύο αυτές περιγραφές είναι ισοδύναμες για μικρό χρονικό διάστημα.

			Επειδή, το πεδίο ταχύτητας είναι τρισδιάστατη ποσότητα, θα χρησιμοποιήσουμε εκτενέστατα τον συμβολισμό των διανυσμάτων, ο οποίος συντομεύει σημαντικά τα βήματα που απαιτούνται για τις αποδείξεις, ενώ τονίζει τα σημαντικά στοιχεία της υδροδυναμικής. Φυσικά, στη λύση συγκεκριμένων προβλημάτων, χρησιμοποιούμε το ανάπτυγμα σε συνιστώσες, όπου βλέπουμε την ποικιλία στη δυναμική συμπεριφορά των ρευστών. Ο διαφορικός διανυσματικός λογισμός, όχι μόνο είναι απαραίτητος, λόγω της χωρικής μεταβολής, αλλά και πολύ χρήσιμος για την ταξινόμηση των ροών και τον χαρακτηρισμό τους. Έτσι, η απόκλιση και ο στροβιλισμός του διανυσματικού πεδίου μας δίνουν πληροφορίες για την μεταβολή της πυκνότητας του ρευστού, κατά την κίνησή του και ο στροβιλισμός, αντίστοιχα, για τη γωνιακή περιστροφή σωματιδίων γύρω από άξονα στο σωματίδιο. Φυσικά, όπως για κάθε διανυσματικό πεδίο, έτσι και εδώ, οι πηγές του πεδίου ταχύτητας είναι η απόκλιση και ο στροβιλισμός του πεδίου. Έτσι, υπάρχουν πολλές ομοιότητες με τον κλασικό ηλεκτρομαγνητισμό, όπου και εκεί χρησιμοποιούμε την έννοια του συνεχούς πεδίου,μολονότι δεν απαιτείται υλικό μέσο για τη διάδοση του ηλεκτρομαγνητικού κύματος. Ο προσεκτικός αναγνώστης του Κεφαλαίου 5 θα διαπιστώσει ότι υπάρχει -μία προς μία- αντιστοιχία των πηγών ροής, σε ασυμπίεστα αστρόβιλα ρευστά, με τις αντίστοιχες πηγές κατανομής φορτίου ή ρεύματος. Η αντιστοιχία αυτή φαίνεται και στο Κεφάλαιο 8, όπου εισάγουμε και το διανυσματικό δυναμικό ταχύτητας, για πηγές στροβιλισμού. Μάλιστα, η κατανόηση της έννοιας του στροβιλισμού είναι κάτι, που ο αναγνώστης θα αποκομίσει από ένα μάθημα υδροδυναμικής. Έτσι, θα αντιληφθεί ότι η καμπύλη τροχιά ρευστών δεν συνεπάγεται στροβιλισμό, όπως και το μαγνητικό πεδίο αγωγού ρεύματος δεν συνεπάγεται στροβιλισμό στον χώρο. Φυσικά, πάνω στον αγωγό έχουμε στροβιλισμό, που είναι και η πηγή του μαγνητικού πεδίου.

			Όταν εισάγουμε ιξωδικές δυνάμεις, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τανυστές, αν και εδώ μπορούμε να ορίσουμε σύντομα σύμβολα, ώστε να αποφύγουμε το ανάπτυγμα σε συνιστώσες. Δυστυχώς, η εισαγωγή των δυνάμεων τριβής περιπλέκει σημαντικά τη ροή, διότι το ιξώδες εισάγει στροβιλισμό στο ρευστό και διαχέει στροβιλισμό από τις επιφάνειες επαφής στον εσωτερικό όγκο του ρευστού. Τα εργαλεία και η μεθοδολογία, που αναπτύσσονται σε ένα μάθημα Υδροδυναμικής ή Μηχανικής των Συνεχών Μέσων, δίνει τη δυνατότητα, με μικρές αλλαγές, να μελετήσουμε φαινόμενα, που είναι εντυπωσιακά διαφορετικά και να βάλουμε σε τάξη την πολύπλοκη δυναμική συμπεριφορά των ρευστών. Απλά μπορούμε να πούμε ότι, σε πολλές περιπτώσεις, αρκεί να αλλάξουμε τις καταστατικές σχέσεις που διέπουν τις φυσικές, θερμοδυναμικές και μεταφορικές ιδιότητες των ρευστών και να προσθέσουμε επιπλέον δυνάμεις. Οι τεχνικές π.χ. σε ένα πλάσμα είναι παρόμοιες, αλλά πρέπει να λάβουμε υπόψη μας ότι η ύπαρξη κατανομής φορτίων και ρευμάτων εισάγουν δυνάμεις, που ασκούνται εξ αποστάσεως και στην περίπτωση αυτή είναι τόσο ισχυρές, ώστε να ανταγωνίζονται τις δυνάμεις που αναπτύσσονται, λόγω διαφορών πίεσης ή του ιξώδους. Επιπλέον, εδώ έχουμε διαφορετικά σωματίδια (π.χ. ηλεκτρόνια και πυρήνες) και χρειάζεται να εισάγουμε δύο διαφορετικές πυκνότητες. Ομοίως, στη μελέτη της διάδοσης ρύπων σε υγρό περιβάλλον, εκτός από την πυκνότητα του ρευστού, πρέπει να εισάγουμε και την πυκνότητα των ρύπων, οι οποίοι ακολουθούν τη ροή, αλλά ταυτόχρονα, έχουμε και φαινόμενα διάχυσης, λόγω της ανισοκατανομής των ρύπων.

			Στο σημείο αυτό, δεν θα αναφερθούμε στις σημαντικές εφαρμογές μη νευτωνικών ρευστών, όπως χρώματα, κόλλες, πλαστικά, καύσιμα, ηλεκτρορεολογικά ρευστά κ.λ.π., με πολύπλοκες καταστατικές σχέσεις, που οδηγούν σε έντονα μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες μπορούν να αντιμετωπιστούν μόνο με αριθμητική επίλυση. Σήμερα, έχει πλέον δημιουργηθεί ο κλάδος της «Υπολογιστικής Υδροδυναμικής», στον οποίο όμως, είναι απαραίτητη η μαθηματική περιγραφή που θα αναπτύξουμε, ενώ, για την αξιολόγηση των αριθμητικών αποτελεσμάτων, είναι χρήσιμη και η φυσική διαίσθηση, που θα αποκτήσουμε από την αναλυτική επίλυση απλών προβλημάτων. Αυτό σημαίνει, επίσης, ότι δεν θα εμβαθύνουμε στη μελέτη συμπιεστής ροής, όπου έχουμε και την πολυπλοκότητα της θερμοδυναμικής. Για τη λύση προβλημάτων υδροδυναμικής, που δεν επιδέχονται απλοποιήσεις και επομένως αναλυτικές λύσεις, απαιτούνται αριθμητικές τεχνικές. Το τρίτο αυτό εργαλείο, μαζί με τη θεωρία και το πείραμα, αποτελούν τις τρεις κολώνες, πάνω στις οποίες στηρίζονται οι πολλές εφαρμογές της υδροδυναμικής. Η εισαγωγή αριθμητικών υπολογισμών στην υδροδυναμική δημιούργησε ένα νέο κλάδο της Υπολογιστικής Υδροδυναμικής, που βρίσκεται πίσω από κάθε τεχνολογική εφαρμογή.

		

	
		
			Κεφάλαιο 1

			Φυσικές ιδιότητες των ρευστών

			Σύνοψη

			Αρχίζουμε από τις φυσικές ιδιότητες ρευστών (υγρών και αερίων) και την επίδρασή τους στη ροή. Εισάγουμε την έννοια της πυκνότητας, συμπιεστότητας (μεταβολή όγκου π.χ. λόγω πίεσης) και ιξώδους (αντίσταση στη ροή), καθώς και επιφανειακές ιδιότητες, όπως επιφανειακή τάση και φαινόμενα συνοχής. Εδώ, περιοριζόμαστε σε νευτωνικά ρευστά, ενώ εισάγουμε τον αριθμό «Mach» ως κριτήριο για το ασυμπίεστο ρευστό. Θα μελετήσουμε θερμοδυναμικές και μεταφορικές ιδιότητες. Εξετάζουμε την υδροστατική πίεση και το φαινόμενο της άνωσης. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Παπαϊωάννου (2002), Τσαγγάρης (2005), Δημητρίου (1993), White (2008), Cengel (2009).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η ύλη αρχίζει σε εισαγωγικό επίπεδο και προϋποθέτει ότι οι φοιτητές δεν έχουν προηγούμενες γνώσεις μηχανικής των ρευστών. Πολλές έννοιες καλύπτονται σε βασικά μαθήματα Φυσικής και Μαθηματικών 1ου και 2ου έτους. Στη συνέχεια, κάθε κεφάλαιο χρησιμοποιεί τις γνώσεις, που αποκτήθηκαν σε προηγούμενα κεφάλαια.

			1.1 Εισαγωγή

			O σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να παρουσιάσουμε τις μακροσκοπικές ιδιότητες των ρευστών, στα οποία περιλαμβάνονται όχι μόνο τα υγρά, αλλά και τα αέρια. Τα υλικά που συναντούμε στην καθημερινή ζωή, μπορούν να ταξινομηθούν σε αέρια, υγρά ή στερεά1. 

			Και στις τρεις καταστάσεις, οι βασικές μονάδες από τις οποίες συντίθενται, είναι τα μόρια. Παρότι στις περισσότερες περιπτώσεις, τα μόρια διατηρούν την ταυτότητά τους (υπό κανονικές συνθήκες), οι ιδιότητες των υλικών διαφέρουν ριζικά μεταξύ τους. Αυτό οφείλεται στο μέγεθος των δυνάμεων έλξης μεταξύ των μορίων, οι οποίες είναι ηλεκτρομαγνητικού χαρακτήρα και εξαρτώνται από την κατανομή του ηλεκτρονικού νέφους γύρω από τους πυρήνες και τις σχετικές θέσεις των πυρήνων. Για τον λόγο αυτό, απαιτείται η κβαντομηχανική στον υπολογισμό των ενδομοριακών δυνάμεων. Από τη στιγμή που οι δυνάμεις αυτές είναι γνωστές, με τη μορφή μοριακών δυναμικών μεταξύ των πυρήνων, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την κλασική μηχανική, για να δούμε τα αποτελέσματα αυτών των δυνάμεων. Από την μικροσκοπική αυτή θεώρηση, μπορούμε να οδηγηθούμε στις μακροσκοπικές ιδιότητες. Ακόμα και στην περίπτωση που αυτό είναι εφικτό, απαιτούνται πολύπλοκοι αριθμητικοί υπολογισμοί. Επειδή στην υδροδυναμική είμαστε ικανοποιημένοι με μια ποιοτική κατανόηση των ιδιοτήτων, μας αρκούν απλά μοντέλα για τον σκοπό αυτό. Η διαφοροποίηση μεταξύ αερίων, υγρών και στερεών μπορεί να γίνει, διότι μεταξύ τους έχουν απότομες αλλαγές φάσης, με μεταβολή των θερμοδυναμικών παραμέτρων. Για παράδειγμα, το νερό, με ψύξη, δίνει πάγο και με βρασμό, δίνει ατμό. Η αντίστροφη διαδικασία μάς δίνει τήξη του πάγου και συμπύκνωση υδρατμών. Οι διαδικασίες αυτές δεν συμβαίνουν μόνο μέσα στο εργαστήριο, αλλά και στο περιβάλλον (υδάτινο και ατμοσφαιρικό), όπου οι αλλαγές φάσης καθορίζουν, σε μεγάλο βαθμό, το κλίμα στην επιφάνεια της Γης. 

			1.1.1 Στερεά, υγρά και αέρια

			Προτού μελετήσουμε τις ιδιότητες των ρευστών, αξίζει να δούμε τις διαφορές με τα στερεά, που βασίζονται σε εμπειρικές παρατηρήσεις και εύκολα διαπιστώνονται. Αυτό θα μας βοηθήσει, γιατί, στη μελέτη των ρευστών, δίνουμε έμφαση σε μία ομάδα ιδιοτήτων, που τα χαρακτηρίζουν και τα διαφοροποιούν από τα στερεά. Στην κατηγορία των ρευστών περιλαμβάνονται, εκτός από τα υγρά, και τα αέρια.

			
					Τα στερεά έχουν δεδομένο σχήμα για χαμηλές πιέσεις, σε αντίθεση με τα ρευστά, που παίρνουν το σχήμα του δοχείου.Τα στερεά και τα υγρά είναι δύσκολο να συμπιεστούν (σχεδόν μηδενική συμπιεστότητα), ενώ τα αέρια είναι εύκολα συμπιεστά. Αυτή η ιδιότητα, σε μεγάλο βαθμό, διαφοροποιεί την υδροδυναμική από την αεροδυναμική.

					Τα στερεά παραμορφώνονται κάτω από την επίδραση διατμητικών τάσεων και παραμένουν σε στατική ισορροπία. Έχουν, λοιπόν, μη-μηδενική διατμητική ελαστική σταθερά, ενώ η παραμόρφωση είναι ανάλογη της τάσης, για χαμηλές τάσεις.

					Τα ρευστά, κάτω από διατμητικές τάσεις, δεν είναι σε στατική ισορροπία (μηδενική διατμητική ελαστική σταθερά), αλλά ρέουν. Αυτό σημαίνει ότι η παραμόρφωση αυξάνει με τον χρόνο και για αυτό μιλάμε για τον ρυθμό παραμόρφωσης. Η τάση που αναπτύσσεται είναι ανάλογη του ρυθμού παραμόρφωσης και εξαρτάται από το ιξώδες.

					Σε μικροσκοπικό επίπεδο, τα στερεά έχουν τάξη μεγάλης εμβέλειας, ενώ τα υγρά παρουσιάζουν τάξη μόνο μεταξύ γειτονικών μορίων. Στα αέρια, πάλι, η τάξη είναι πολύ ασθενής. Μάλιστα, σε ιδανικά αέρια, δεν υπάρχει τάξη μικρής εμβέλειας και οι τυχαίες συγκρούσεις μεταξύ μορίων βοηθούν προς την αποκατάσταση ισορροπίας. Σε ένα αέριο ισχύει ότι όσο μεγαλύτερο χώρο έχει, τόσο περισσότερο απομακρύνονται τα μόρια.

					Οι παραπάνω παρατηρήσεις ισχύουν για κανονικές συνθήκες. Έτσι, κάτω από υψηλές πιέσεις, ένα στερεό μπορεί να αλλάξει δομή (διατηρώντας κρυσταλλική τάξη), να θρυμματιστεί ή να παραμορφωθεί μόνιμα. Στην τρίτη περίπτωση, έχουμε πλαστική παραμόρφωση, της οποίας η περιγραφή απαιτεί έννοιες, που περιλαμβάνουν ιδιότητες ελαστικού μέσου και ρευστού. Επίσης, η μεταβολή θερμοκρασίας μπορεί να οδηγήσει σε αλλαγές φάσης. Αντίστροφα, ρευστά που ψύχονται και δίνουν γυαλιά (στερεά χωρίς κρυσταλλική τάξη), έχουν μεγάλο ιξώδες, αλλά συμπεριφέρονται ως θρυμματιζόμενα στερεά, κάτω από υψηλές συμπιεστικές τάσεις.

					Εδώ πρέπει να τονίσουμε ότι συμπεριφορά ρευστού παρατηρούμε και χωρίς εξωτερική τάση και σε αρκετά πλαστικά. Ένα παράδειγμα αυτού είναι η πλαστελίνη, η οποία, αν αφεθεί για μεγάλο διάστημα στο τραπέζι, θα παραμορφωθεί μόνιμα. Συνεπώς, σημασία έχει και η χρονική διάρκεια ενός φαινομένου. Στον μανδύα της γης, που αποτελείται από ανομοιογενή πετρώματα, έχουμε μεγάλης κλίμακας ρεύματα μεταφοράς, τα οποία εξελίσσονται για μεγάλο χρονικό διάστημα.

					Οι ιδιότητες των ρευστών μεταβάλλονται ανάλογα με τη χημική σύστασή τους. Έτσι, σε ένα φαινομενικά συνεχές ρευστό, οι δυνάμεις μεταξύ των ατόμων αντανακλώνται σε φυσικές ιδιότητες, όπως πυκνότητα, συμπιεστότητα, ιξώδες κτλ. Εδώ, θα περιοριστούμε σε απλά ρευστά (π.χ. νερό), αν και σε πολλές εφαρμογές έχουμε και την ανάμειξη διαφορετικών ρευστών.

					Για κάθε ρευστό, υπάρχει μία καταστατική σχέση που συνδέει την πυκνότητα με την πίεση και συχνά με τη θερμοκρασία, η οποία χαρακτηρίζει το ρευστό και εκφράζει τις ελαστικές ιδιότητες του ρευστού. Από τη σχέση αυτή, εισάγεται η έννοια της συμπιεστότητας.

					Η μελέτη της ροής των ρευστών, όμως, είναι πολύπλοκη. Και τούτο, διότι οι ιδιότητες του ρευστού συχνά εξαρτώνται τόσο από τις μεταβλητές του πεδίου ροής, όσο και από την αλληλεπίδραση με τα όρια του ρευστού. Μέσω των επιφανειών, έχουμε τη διάδοση δυνάμεων στο εσωτερικό του ρευστού, δια μέσω του ίδιου του ρευστού. Παρά τις δυσκολίες, θα δούμε ότι πίσω από τη φαινομενικά πολύπλοκη ροή, κρύβονται οι βασικές αρχές διατήρησης μάζας, ορμής, ενέργειας και οι νόμοι της θερμοδυναμικής.

			

			Στην κατηγορία των ρευστών, έχουμε συμπεριλάβει τα υγρά και τα αέρια, παρόλο που έχουν σημαντικές διαφορές μεταξύ τους, ως προς τις βασικές ιδιότητες. Μία βασική διαφορά είναι ότι η πυκνότητα (μάζα/όγκο) του υγρού είναι περίπου όσο 1000 φορές αυτής του αερίου, π.χ. 103 kg/m3 για το νερό και 1.3Kg/m3 για τον αέρα, ο οποίος αποτελείται κυρίως από άζωτο (κατά 70%). Αυτό σημαίνει ότι ο κυβικός όγκος (L3), που αντιστοιχεί σε ένα άτομο στο υγρό, έχει2 L=3Å (1Å=10-10 m), ενώ στον αέρα L=26Å, δηλαδή μεταξύ δύο ατόμων στον αέρα, έχουμε περίπου ελεύθερο όγκο για 1000 άτομα. Αν, τώρα, θεωρήσουμε ότι το χαρακτηριστικό μήκος αλληλεπίδρασης μεταξύ των ατόμων είναι R»1-5Å, τότε, τα άτομα στον αέρα δεν αλληλεπιδρούν, εκτός από στιγμιαίες συγκρούσεις. Έτσι, ο αέρας είναι συμπιεστό ρευστό, ενώ, ταυτόχρονα, η πυκνότητα εξαρτάται έντονα από τη θερμοκρασία για τον αέρα και όχι για το υγρό, κάτω από συνήθεις ατμοσφαιρικές πιέσεις. Tο αέριο θα καταλάβει όλο τον διαθέσιμο χώρο, ενώ το υγρό έχει σχεδόν σταθερό όγκο, αλλά το σχήμα εξαρτάται από το δοχείο του. Επίσης, το υγρό χαρακτηρίζεται από ελεύθερη επιφάνεια.

			Στις παραπάνω ιδιότητες, υπάρχουν και εξαιρέσεις: για παράδειγμα, ενώ όλα τα υγρά, όταν ψύχονται στερεοποιούνται, δεν συμβαίνει το ίδιο για το ήλιο (He). To ήλιο παραμένει υγρό, για τις χαμηλότερες θερμοκρασίες που μπορούμε να πετύχουμε στο εργαστήριο, μολονότι, κάτω από μία κρίσιμη θερμοκρασία, έχει αλλαγή φάσης σε υπερρευστό3. Τα υαλικά υλικά είναι μορφή ύλης μεταξύ στερεού και υγρού. Από τη μία πλευρά, είναι σκληρά και θρυμματιζόμενα, δηλαδή έχουν τις μηχανικές ιδιότητες ενός στερεού. Σε ατομική κλίμακα, όμως, είναι μη-κρυσταλλικά υπερψυγμένα υγρά, σε μετασταθή κατάσταση, και, μετά από πολύ μεγάλο χρονικό διάστημα, κρυσταλλώνονται. Το διαπιστώνουμε αυτό, από το γεγονός ότι σε παλιά τζάμια, το πάχος δεν είναι ομοιόμορφο σε όλη την επιφάνεια. Μάλιστα, είναι πιο παχύ στο κάτω μέρος, γεγονός που δείχνει ότι σε αυτά τα υλικά έχουμε ροή κάτω από την επίδραση της βαρύτητας. Ο χρόνος, όμως, που απαιτείται, είναι πολύ μεγάλος.

			Στη συνέχεια, θα αναφερθούμε στις πιο σημαντικές ιδιότητες των ρευστών, των οποίων η κινητική και δυναμική συμπεριφορά απαιτεί την εισαγωγή της έννοιας του συνεχούς. Αυτό είναι απαραίτητο, λόγω του μεγάλου αριθμού ευκίνητων μορίων. Αυτό μας οδηγεί στην έννοια του πεδίου, όπου η τιμή ορίζεται σε κάθε σημείο του χώρου ως η μέση τιμή, σε μικρή περιοχή που το περιβάλλει. Τα πεδία που ενδιαφέρουν τη ρευστοδυναμική είναι βαθμωτά, όπως η πυκνότητα 

ρr→,t

, η θερμοκρασία 

Tr→,t

, η πίεση 

Pr→,t

 ή διανυσματικά, όπως θα εξετάσουμε στο επόμενο κεφάλαιο, για το πεδίο ταχύτητας 

u→r→,t

. Διανυσματικά πεδία χρησιμοποιούνται κατά κόρον στον ηλεκτρομαγνητισμό, π.χ. ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο, από τα οποία θα αντλήσουμε αναλογίες. Ένα ηλεκτρομαγνητικό κύμα 

E→r→,t

 είναι διανυσματικό πεδίο και ορίζεται σε κάθε σημείο του χώρου. Υπάρχει, όμως, μία διαφορά, ότι δηλαδή το ηλεκτρικό πεδίο υπάρχει και στο κενό, ενώ το πεδίο ταχύτητας προϋποθέτει την ύπαρξη μέσου διάδοσης. Εάν, όμως, εξετάσουμε τη διάδοση ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων σε υλικά, τότε θα πρέπει να αντιληφθούμε ότι και εκεί, συχνά θεωρούμε τη μέση τιμή του ηλεκτρικού πεδίου, ενώ ο προσδιορισμός του ηλεκτρικού πεδίου, τοπικά, αποτελεί σχετικά δύσκολο πρόβλημα.

			1.1.2 Διαστάσεις και μονάδες: SI σύστημα.

			Σε όλο το βιβλίο, οι βασικές φυσικές ποσότητες είναι:

			[ μήκος] → [L],  [μάζα] → [M], [ χρόνος] → [T], [θερμοκρασία] → [Θ]

			που μας δίνουν το σύστημα MKS4. Οι αντίστοιχες μονάδες, στο διεθνές σύστημα SI, είναι το μέτρο (m), το κιλό (kg), το δευτερόλεπτο (sec) και ο βαθμός Kelvin (°K). Όλες οι υπόλοιπες φυσικές ποσότητες δίνονται από τις παραπάνω βασικές διαστάσεις και αντίστοιχες μονάδες. Η επιτάχυνση, για παράδειγμα, έχει διαστάσεις L/T2, η δύναμη έχει διαστάσεις μάζα επί επιτάχυνση ή ML/T2, η πυκνότητα είναι μάζα ανά μονάδα όγκου (M/L3), και η πίεση έχει μονάδες δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας (ML/T2) (δες πίνακα 1.1). Συχνά όμως, είναι χρήσιμο να ορίσουμε νέες μονάδες, των οποίων το μέγεθος είναι της τάξης των μετρούμενων μεγεθών. Για την ατμοσφαιρική πίεση π.χ., χρησιμοποιούμε ως μονάδα 1atm=1.01´105 Pascal, όπου 1 Pascal=1Nt/1m2. Υπάρχουν και ποσότητες που δεν έχουν διαστάσεις, όπως είναι η γωνία που μετριέται σε radian, ορίζεται ως ο λόγος του αντίστοιχου τόξου προς την ακτίνα του τόξου και είναι αδιάστατη, καθώς ορίζεται από τον λόγο δύο μηκών (τα οποία μετράμε με τις ίδιες μονάδες). Επίσης, η σχετική μεταβολή όγκου dV/V είναι αδιάστατη, καθώς ορίζεται ως ο λόγος δύο ποσοτήτων που έχουν μονάδες όγκου. Επίσης, όταν έχουμε μία αναλυτική σχέση με το άθροισμα όρων, που πρέπει να έχουν τις ίδιες διαστάσεις, μπορούμε να ορίσουμε αδιάστατες ποσότητες, από τους λόγους δύο όρων. Η αδιάστατη αυτή ποσότητα, καθορίζει ποιός από τους δύο όρους είναι σημαντικός. Η πολυπλοκότητα της υδροδυναμικής απαιτεί προσεγγίσεις, που βασίζονται σε τέτοιες αδιάστατες ποσότητες.
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			Πίνακας 1.1 Διαστάσεις και μονάδες

			1.2 Πυκνότητα μάζας ρ

			Η πυκνότητα μάζας ρ είναι μία σημαντική ιδιότητα του ρευστού, που επηρεάζει και τη ροή και, όπως θα δούμε στις εξισώσεις κίνησης (αντίστοιχες της εξίσωσης του Νεύτωνα), θα πάρει τη θέση της μάζας. Το ρ είναι η μάζα ανά μονάδα όγκου, με φυσικές διαστάσεις [μάζα] [μήκος]-3 και στο SI σύστημα, εκφράζεται σε Kg/m3 ή 

Ns2/m4

 (όπως συχνά χρησιμοποιείται από τους μηχανικούς). Έχουμε π.χ., για τρία ρευστά με πολύ διαφορετικές ιδιότητες: 

ρνερό=998kg/m3

, 

ραέρα=1.2kg/m3

 και 

ρυδράργυρος=1.36×104kg/m3

. Σε περίπτωση που το σώμα δεν έχει ομοιόμορφη κατανομή μάζας, τότε ορίζουμε τη μέση τιμή σε ένα όγκο 

ΔV0

, με κέντρο το σημείο 

r→,

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρr→=limΔV→ΔVoΔmΔV ,





						
							
							(1.1)

						
					

				
			

			όπου Δm είναι η μάζα στον όγκο ΔV. Αξίζει να σημειώσουμε ότι, στον ορισμό του ορίου, ο όγκος ΔV0 είναι ένας ελάχιστος όγκος μεν, αλλά αρκετά μεγάλος δε, για να περιλαμβάνει πολλά μόρια του υγρού, ώστε η μέση τιμή της πυκνότητας στον όγκο αυτό (ΔV0) να έχει νόημα5. Κατά τη ροή, είναι δυνατόν η πυκνότητα, σε κάποιο σημείο του χώρου, να μεταβάλλεται με τον χρόνο, δηλαδή 

ρr→,t

.

			Το αντίστροφο της πυκνότητας:

			



υ=1ρ  ,





			μας δίνει τον όγκο που καταλαμβάνει η μονάδα μάζας του ρευστού και ονομάζεται ειδικός όγκος.

			Το ειδικό βάρος συμβολίζεται με 

γ

 και ορίζεται ως η δύναμη της βαρύτητας (δηλαδή το βάρος) ανά μονάδα όγκου του υγρού:

			



γ=WV=ρg.





			Π.χ., για το νερό στους 

20oC

, έχουμε ειδικό βάρος 

γ=9.79×103N/m3

, ενώ για τον αέρα στην ίδια θερμοκρασία και πίεση έχουμε 

γ=11.8N/m3

. Το ειδικό βάρος χρησιμοποιείται, κυρίως, στον υπολογισμό δυνάμεων σε στατικά προβλήματα ισορροπίας ρευστών ή στη ροή ρευστών σε επιφάνειες.

			Είναι χρήσιμο να διαχωρίσουμε τις φυσικές ποσότητες σε: (α) εκτατικές, που εξαρτώνται από το μέγεθος του συστήματος, και (β) εντατικές, που δεν εξαρτώνται από το μέγεθος. Στην πρώτη ομάδα ανήκει η μάζα και ο όγκος, ενώ στη δεύτερη ανήκει η θερμοκρασία, η πίεση κτλ. Από τα παραπάνω, η πυκνότητα και το ειδικό βάρος είναι επίσης εντατικές ποσότητες. Για κάθε εκτατική ποσότητα, μπορούμε να ορίσουμε και την αντίστοιχη πυκνότητα (ανά μονάδα όγκου ή μάζας) που είναι εντατική.

			1.2.1 Ειδική βαρύτητα S

			Ο λόγος του ειδικού βάρους ενός υγρού, ως προς το ειδικό βάρος του νερού στους 

4∘C

, ορίζεται ως η ειδική βαρύτητα S. Στους 

4oC

, για το νερό έχουμε 

γνερού4∘C=9.81×103Nm3

. Από τον ορισμό, φαίνεται ότι το S είναι αδιάστατη ποσότητα. Η ειδική βαρύτητα ενός υγρού μετριέται άμεσα με το υδρόμετρο, το οποίο βασίζεται στην αρχή της άνωσης. Αποτελείται από κλειστή γυάλινη φιάλη, στο κάτω μέρος της οποίας τοποθετείται βαρίδι μολύβδου. Στο επάνω μέρος, έχει μακρόστενο λαιμό σταθερής διαμέτρου, με βαθμονομημένη κλίμακα. Μόνο ο λαιμός προεξέχει από την επιφάνεια του υγρού και επομένως, αναμένεται σημαντική βύθιση ή ανύψωση κατά μήκος του λαιμού, έτσι ώστε, ακόμη και μικρή μεταβολή της άνωσης να είναι αισθητή. Έτσι, επειδή η δύναμη της άνωσης θα ισούται πάντα με το βάρος του υδρομέτρου (που είναι σταθερό), το υδρόμετρο θα βυθίζεται λιγότερο ή περισσότερο, ανάλογα με το ειδικό βάρος του υγρού. Οι διαβαθμίσεις στον λαιμό αντιστοιχούνται σε κλίμακα τέτοια, ώστε να μετριέται άμεσα η ειδική βαρύτητα του υγρού. Η ένδειξη σε καθαρό νερό είναι μονάδα.

			Η τιμή της ειδικής βαρύτητας μας δίνει χρήσιμες πληροφορίες για την κατάσταση του υγρού, π.χ. η μέτρηση του S στο γάλα, μας δίνει την περιεκτικότητα σε λίπος. Αύξηση της περιεκτικότητας σε λίπος αντιστοιχεί σε μείωση του S, διότι το ειδικό βάρος του λίπους είναι μικρότερο από αυτό του γάλακτος. Η μέτρηση του S, για το διάλυμα θειούχου οξέως, σε μια μπαταρία μολύβδου-οξέως αυτοκινήτου, μας δίνει άμεσα πληροφορίες για την πυκνότητα του διαλύματος και έμμεσα για την ηλεκτρική φόρτιση της μπαταρίας. Μεγαλύτερο S σημαίνει πιο πυκνό διάλυμα, οφειλόμενο στη μεγαλύτερη πυκνότητα ιόντων και επομένως, έχουμε μεγαλύτερο φορτίο στη μπαταρία.

			1.3 Μεταβολή της πυκνότητας λόγω πίεσης και Θερμοκρασίας

			1.3.1 Συμπιεστότητα

			Η πυκνότητα ενός ρευστού μεταβάλλεται με την πίεση ή τη θερμοκρασία, με αρκετά διαφορετικό τρόπο, σε διάφορα ρευστά. Για τις περισσότερες εφαρμογές, το νερό μπορεί να θεωρηθεί ασυμπίεστο και επομένως, θεωρείται ότι έχει σταθερή πυκνότητα. Π.χ. απαιτούνται 200 atm, για να μειωθεί ο όγκος του κατά 1%. Σε αντίθεση με το νερό, ο αέρας εύκολα συμπιέζεται, με σημαντική μεταβολή του όγκου. Η εξάρτηση της πυκνότητας από την πίεση ονομάζεται συντελεστής συμπιεστότητας «κ» και ορίζεται από τη σχέση:

			 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



κ=1ρ⁡∂ρ∂ΡT,





						
							
							(1.2)

						
					

				
			

			που εκφράζει τη σχετική μεταβολή της πυκνότητας ανά μονάδα πίεσης, όταν η θερμοκρασία είναι σταθερή και έχει μονάδες αντίστροφης πίεσης, που στο SI σύστημα εκφράζεται6 ως 

Pα-1=m2/N

.

			Ασυμπιεστότητα δεν σημαίνει πάντα σταθερή πυκνότητα στο υγρό. Π.χ. η περιεκτικότητα του νερού σε αλάτι, μεταβάλλει την πυκνότητα του νερού, χωρίς να μεταβάλλει τον όγκο του. Έτσι π.χ. σε λιμνοθάλασσες, έχουμε στρωματώσεις νερού, με διαφορετική πυκνότητα, λόγω διαφορετικής περιεκτικότητας σε αλάτι. Στο βιβλίο αυτό, όμως, δεν θα μελετήσουμε τέτοιες περιπτώσεις. Αντίθετα, θα ασχοληθούμε, κυρίως, με ομογενή υγρά, στα οποία ο όρος ασυμπίεστο είναι ταυτόσημος με την ύπαρξη σταθερής πυκνότητας. Σταθερή πυκνότητα όμως, δεν θα έχουμε σε περιπτώσεις με απότομες μεταβολές της πίεσης, όπως π.χ. σε υδραυλικές πρέσες ή στο φαινόμενο της αποφυσαλοποίησης7. Το δεύτερο μάλιστα φαινόμενο, στο οποίο έχουμε τη δημιουργία και εκτόνωση φυσαλίδων, έχει παραλληλία με την τήξη ενός στερεού, στο οποίο, σε συγκεκριμένα σημεία, διασπάται η συνέχεια της ύλης.

			1.3.2 Συντελεστής Ελαστικότητας 

			Συχνά, αντί του συντελεστή συμπιεστότητας κ, χρησιμοποιείται το μέτρο ελαστικότητας Ε, όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=1κ=ρ⁡∂Ρ∂ρΤ ,





						
							
							(1.3)

						
					

				
			

			δηλαδή το αντίστροφο του κ, με διαστάσεις πίεσης και μονάδα μέτρησης στο σύστημα SΙ, το Pa(Pascal). Η τιμή του E, για το νερό και τον αέρα, σε θερμοκρασία δωματίου και ατμοσφαιρική πίεση, είναι 

Eνερό=2.1×109Nm2

 και 

Eαέρα=1.0×105N/m2

 αντίστοιχα.

			1.3.3 Συντελεστής διαστολής 

			Η εξάρτηση της πυκνότητας από τη θερμοκρασία δίνεται από τον συντελεστή κυβικής διαστολής β, που ορίζεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



β=-1ρ⁡∂ρ∂ΤΡ ,





						
							
							(1.4)

						
					

				
			

			δηλαδή τη σχετική μεταβολή του όγκου (Δρ/ρ), ανά μονάδα θερμοκρασίας σε σταθερή πίεση. Έχει διαστάσεις αντίστροφης θερμοκρασίας και η μονάδα είναι 

°K-1

 στο SI σύστημα. Παρόλο που στην εξίσωση (1.4) έχουμε το «-» πρόσημο, ο συντελεστής κυβικής διαστολής είναι συνήθως θετικός, διότι: 

∂ρ∂ΤΡ<0

. Δηλαδή, αύξηση της θερμοκρασίας με σταθερή πίεση, δημιουργεί ελάττωση της πυκνότητας. Εξαίρεση σε αυτόν τον κανόνα αποτελεί το νερό, για 

T=0-4oC

, όπου έχουμε ανώμαλη διαστολή 

∂ρ/∂Τ>0

 και β<0. Για διαφορετικές, όμως, θερμοκρασίες, έχουμε β>0.

			1.3.4 Μεταβολή πυκνότητας

			Είδαμε ότι, για σταθερή πίεση, καθώς η θερμοκρασία ενός υγρού αυξάνεται, η πυκνότητά του ελαττώνεται, διότι μία δεδομένη μάζα υγρού αυξάνει σε όγκο, με αύξηση της θερμοκρασίας. Σε σταθερή δε θερμοκρασία, καθώς η πίεση που δρα στο υγρό αυξάνει, η μάζα συμπιέζεται και η πυκνότητα αυξάνει. Εάν τώρα, έχουμε ταυτόχρονα μεταβολή της πίεσης κατά δΡ και της θερμοκρασίας κατά δΤ, τότε η μεταβολή της πυκνότητας εκφράζεται με μερικές παραγώγους ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δρ=∂ρ∂PΤδΡ+∂ρ∂ΤΡδΤ,
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			και η σχετική μεταβολή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δρρ=1ρ∂ρ∂PΤδΡ+1ρ∂ρ∂ΤΡδΤ≡κδΡ-βδΤ





						
							
							(1.6)

						
					

				
			

			και συνδέεται με τους συντελεστές συμπιεστότητας και διαστολής. Έτσι, για μια μικρή μεταβολή της πίεσης δΡ, η σχετική μεταβολή της πυκνότητας δρ/ρ, για τον αέρα, είναι περίπου 

2×104

 φορές μεγαλύτερη από αυτή του νερού, λόγω της πολύ μεγαλύτερης συμπιεστότητας. Αυτό οφείλεται στην πολύ μεγαλύτερη απόσταση μεταξύ των ατόμων του αερίου, από ότι μεταξύ αυτών του υγρού. Έτσι, οι δυνάμεις που αντιστέκονται στην συμπίεση είναι πολύ ισχυρές στο υγρό (μεγάλη κλίση στο απωστικό μέρος του δυναμικού στο Σχήμα 1.1). Αντίθετα, στο αέριο, τα μόρια δεν αισθάνονται την άπωση, διότι οι μεταξύ τους σκεδάσεις είναι σπάνιες, ενώ και το μακράς εμβέλειας ασθενές ελκτικό δυναμικό δεν επηρεάζει, λόγω της σχετικά υψηλής κινητικής ενέργειας των μορίων.

			Ο λόγος των συντελεστών θερμικής διαστολής του αέρα προς το νερό είναι:

			



3.50×10-3K-11.53×10-4K-1≃23,





			σημαντικά μικρότερος από αυτόν, των μέτρων ελαστικότητας (

2×104

). Παρόλα αυτά, στο βαρυτικό πεδίο της γης, η θερμική διαστολή γίνεται πολύ πιο αισθητή στην κίνηση των αερίων μαζών, παρά στην ανύψωση θερμαινόμενων υγρών. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις, σε λεπτά υμένια υγρού, στις οποίες μικρή διαφορά θερμοκρασίας στις δύο επιφάνειες του υγρού δημιουργεί έντονες αστάθειες, με τον σχηματισμό πολύπλοκων ρευμάτων μεταφοράς.

			Είπαμε, προηγουμένως, ότι η θερμική διαστολή δεν είναι τόσο εμφανής στις κάθετες μετακινήσεις θαλάσσιων όγκων νερού8 . Αξίζει, όμως, να κάνουμε έναν απλό υπολογισμό, για να δούμε ποιές συνέπειες μπορεί να έχει τυχόν μεταβολή της θερμοκρασίας των ωκεανών κατά 

1oK

. Εάν θεωρήσουμε ότι το μέσο βάθος των ωκεανών είναι 

ho≃4.000m

 και ο μέσος συντελεστής διαστολής 

β≃1.6×10-4 oK-1

, τότε η μεταβολή της πυκνότητας δίνεται από την 

δρ≃ρβδT

 και η μέση ανύψωση της επιφάνειας της θαλάσσης από την:

			



δhoho=δρρ ,





			όπου θεωρήσαμε ότι μόνο το ύψος μεταβάλλεται, καθότι τα τοιχώματα (δηλαδή οι ήπειροι) είναι σταθερά και έχουμε μόνο ανύψωση. Από τις παραπάνω σχέσεις και τα αριθμητικά δεδομένα έχουμε:

			

δh0=βδTh0=1.6×10-4  °K-1×1 °K×4.000m=0.64m

,

			που είναι ένα σημαντικό ύψος, ώστε να έχουμε μεγάλες φυσικές αλλαγές, χωρίς να λάβουμε υπόψη μας και άλλα φαινόμενα, π.χ. λιώσιμο των πάγων.

			[image: ]

			Σχήμα 1.1: (α) Ενδοατομικό δυναμικό σε ένα υγρό, όπου 

r0

 είναι η απόσταση σε ισορροπία και D η ενέργεια συνοχής. (β) Σύγκριση δυναμικού Lennard - Jones (διακεκομμένη γραμμή) και Μorse (συνεχής γραμμή), με επιλογή της παραμέτρου a και την ίδια ενέργεια συνοχής στη θέση ισορροπίας. 

			1.3.5 Μοριακά Μοντέλα 

			Όταν οι μεταβολές της θερμοκρασίας και πίεσης είναι μικρές, μπορούμε να θεωρήσουμε τους συντελεστές συμπιεστότητας (κ) και κυβικής διαστολής (β) ως σταθερές. Εάν όμως η πίεση αυξηθεί κατά μία τάξη μεγέθους ή η θερμοκρασία κατά 20°C, τότε πρέπει να τις θεωρήσουμε ως συναρτήσεις της πίεσης και θερμοκρασίας, δηλαδή κ(Ρ,Τ) και β(Ρ,Τ). Η αύξηση π.χ. της πίεσης προκαλεί μείωση της συμπιεστότητας. Αυτό είναι απόλυτα κατανοητό, εάν προς στιγμή θεωρήσουμε το μοριακό μοντέλο του υγρού και εξετάσουμε τί γίνεται στο ατομικό επίπεδο. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι τα άτομα αλληλεπιδρούν μεταξύ τους, με δυνάμεις που μπορούν να χαρακτηριστούν από ένα δυναμικό V(r), όπως π.χ. του σχήματος 1.1α. Το δυναμικό αυτό διαφέρει από υγρό σε υγρό, στην ακριβή μορφή του, αλλά από το σχήμα μπορούμε να ξεχωρίσουμε τα σημαντικά χαρακτηριστικά. Για δύο άτομα, υπάρχει μία θέση ισορροπίας 

r=ro

 και, για αποστάσεις 

r≫r0

, το δυναμικό είναι ελκτικό, δηλαδή παρουσιάζει αντίσταση στην αύξηση του όγκου, ενώ, για 

r≪r0

, το δυναμικό είναι έντονα απωστικό και μάλιστα αυξάνει εκθετικά συνήθως, καθώς ελαττώνεται η απόσταση μεταξύ των ατόμων. Για να ξεπεράσουμε αυτή την άπωση, πρέπει να ασκήσουμε σημαντικά αυξημένη πίεση.

			[image: ]

			Σχήμα 1.2: Συμβολικό διάγραμμα για τις περιοχές του ενδοατομικού δυναμικού, που επηρεάζουν περισσότερο κάποιες φυσικές ιδιότητες.

			Εάν τα μόρια είναι ιόντα, τότε οι κυρίαρχες δυνάμεις μεταξύ τους, δίνονται από την αλληλεπίδραση Coulomb 9 μεταξύ δύο φορτίων q1 και q2:

			



VCoulombr=q1q24πϵ0r .





			Η αλληλεπίδραση, όμως, μεταξύ ατόμων σε ένα μόριο, είναι συνήθως ομοιοπολική, και οφείλεται στο γεγονός ότι τα ηλεκτρόνια σθένους δεν περιορίζονται σε ένα άτομο, αλλά «μοιράζονται» και σε γειτονικά άτομα, δημιουργώντας δεσμούς. Οι ομοιοπολικές δυνάμεις έχουν κβαντομηχανικό χαρακτήρα και είναι αρκετά ισχυρές. Λόγω της δημιουργίας δεσμών, με αύξηση της ηλεκτρονικής πυκνότητας στο ενδιάμεσο μεταξύ των πυρήνων, οι αντίστοιχες δυνάμεις είναι κατευθυνόμενες και το δυναμικό εξαρτάται, όχι μόνο από την απόσταση των ατόμων, αλλά και από τις γωνίες μεταξύ γειτονικών δεσμών. Οι ομοιοπολικές δυνάμεις ορίζουν τη δομή του μορίου, αλλά είναι λιγότερο σημαντικές για την αλληλεπίδραση μεταξύ μορίων.

			Για δύο ουδέτερα μόρια, σε απόσταση r μεταξύ τους, υπάρχουν δύο κύριες συνεισφορές στο δυναμικό αλληλεπίδρασης. Σε πολύ κοντινές αποστάσεις, όπου τα ηλεκτρονικά νέφη των γειτονικών πυρήνων επικαλύπτονται, έχουμε ισχυρή άπωση λόγω της απαγορευτικής αρχής Pauli. Σε μεγάλες αποστάσεις, η κύρια συνεισφορά είναι η έλξη van der Waals, που οφείλεται σε δίπολα διακύμανσης, όπου το αντίστοιχο δυναμικό είναι αντιστρόφως ανάλογο της έκτης δύναμης της απόστασης. Ένα δυναμικό με τα παραπάνω χαρακτηριστικά, που χρησιμοποιείται συχνά, είναι το δυναμικό Lennard – Jones:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



VLJr=4εbr12-br6  ,





						
							
							(1.7)

						
					

				
			

			με ελάχιστη δυναμική ενέργεια 

-ϵ

 σε απόσταση 

r0=21/6b

. Σε μεγάλες αποστάσεις, το δυναμικό είναι ελκτικό, με εξάρτηση τύπου van der Waals, ενώ για μικρές αποστάσεις είναι απωστικό. Η επιλογή της δύναμης του απωστικού όρου, χωρίς να επιβάλλεται από τη φυσική της αλληλεπίδρασης, έγινε για λόγους ευκολίας, ενώ, ταυτόχρονα, παριστά ικανοποιητικά την ισχυρή άπωση.

			Ένα άλλο δυναμικό που χρησιμοποιείται συχνά σε υγρά, είναι το δυναμικό Morse:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vmorser=Ae-2ar-r0-2e-ar-r0  ,





						
							
							(1.8)

						
					

				
			

			όπου A είναι το δυναμικό στο σημείο 

r0

, δηλαδή η ενέργεια σύνδεσης των δύο μορίων και a είναι μια σταθερά. Η χαρακτηριστική κλίμακα μήκους, για σημαντική μεταβολή του δυναμικού, είναι 

1α

 για το ελκτικό μέρος και το μισό για το απωστικό μέρος. Η χρήση του δυναμικού αυτού, προσφέρει αναλυτική ευκολία, λόγω της εκθετικής εξάρτησης10. Στο Σχ. 1.1β συγκρίνουμε τα δύο δυναμικά, με κανονικοποίηση στο ελάχιστο (r/r0) και V(r)/D. 

			Με χρήση της κβαντομηχανικής ανάλυσης, μπορούμε να βρούμε πολύ πιο ακριβείς περιγραφές των δυναμικών αλληλεπίδρασης και με τεχνικές της μοριακής δυναμικής να υπολογίσουμε, από τη μικροσκοπική εικόνα, τις μακροσκοπικές ιδιότητες της πυκνότητας, της συμπιεστότητας, τον συντελεστή διαστολής κ.τ.λ. Έτσι, παρόλο που είπαμε από την αρχή ότι θα θεωρήσουμε το υγρό ως ένα συνεχές, πρέπει να ανατρέχουμε συχνά και σε μικροσκοπικά μοντέλα, για τον υπολογισμό των μακροσκοπικών παραμέτρων, όπως πυκνότητα, ιξώδες κ.τ.λ. Για τον υπολογισμό φυσικών ποσοτήτων, όταν το σύστημα είναι σε ισορροπία, όπως π.χ. της πυκνότητας, τα μοριακά δυναμικά δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσματα, μετά από μεγάλους αριθμητικούς υπολογισμούς. Όταν, όμως, πρόκειται για δυναμικές ιδιότητες, όπως είναι το ιξώδες, η σταθερά διάχυσης, κ.τ.λ., έχουμε ένα πολύ δύσκολο έργο, διότι ακόμη και οι πιο αναπτυγμένοι κώδικες μοριακής δυναμικής, με τη σημερινή ταχύτητα των υπολογιστών, για ένα σύστημα εκατομμυρίων ατόμων, δεν μπορούν να παρακολουθήσουν χρονική εξέλιξη του συστήματος μεγαλύτερη του μsec. Για να υπερβούμε αυτό το εμπόδιο, έχουν αναπτυχθεί στατιστικές μέθοδοι, με τεχνικές Monte Carlo, στις οποίες δεν θα αναφερθούμε. Στις πρακτικές όμως εφαρμογές, αυτό που γίνεται είναι ότι οι διάφορες φυσικές παράμετροι υπολογίζονται εμπειρικά και δίνονται με τη μορφή πινάκων ή καμπυλών. Συχνά μάλιστα εξαρτώνται και από το είδος της ροής καθώς και τη μορφολογία των ορίων. Για τον σκοπό αυτό, υπάρχουν διάφορα όργανα, με ελεγχόμενες συνθήκες για τις πειραματικές μετρήσεις, από τις οποίες έμμεσα βγάζουμε συμπεράσματα για τις δυναμικές ιδιότητες του ρευστού. Περιοχές του δυναμικού επηρεάζουν διαφορετικές φυσικές ιδιότητες των στερεών και ρευστών, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.2.

			1.4 Πίεση και υδροστατικές δυνάμεις

			Εν γένει, σε μία ροή έχουμε κάθετες αλλά και διατμητικές δυνάμεις στις επιφάνειες, με τις οποίες το ρευστό βρίσκεται σε επαφή, είτε αυτή είναι στερεά επιφάνεια είτε νοητή διαχωριστική επιφάνεια στον όγκο του ρευστού. Όπως θα δούμε αργότερα, διατμητικές δυνάμεις υπάρχουν, μόνο αν έχουμε βαθμίδα της ταχύτητας και το ρευστό είναι ιξωδικό. Για στατικά υγρά, έχουμε μόνο κάθετες δυνάμεις σε μία επιφάνεια, διότι αν η δύναμη ήταν διατμητική, τότε θα είχαμε ροή. Η πίεση ορίζεται ως η κάθετη δύναμη (το μέτρο της) ανά μονάδα επιφάνειας, από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pr→=limΔA→0ΔF→ΔA .





						
							
							(1.9)

						
					

				
			

			όπου ΔF το μέτρο της κάθετης δύναμης, σε επιφάνεια με μέτρο ΔΑ. Η μονάδα της πίεσης είναι το Pascal (Pa), όπου 

1Pa=1N/m2

. Συχνά, χρησιμοποιείται και το bar ( 

1 bar=105Pa

). Tο σημείο αναφοράς της ατμοσφαιρικής πίεσης είναι μία ατμόσφαιρα (1atm), που ισούται περίπου με 

1.01×105Pa

 και ορίστηκε για θερμοκρασία 

T=273.15∘K

. Πολλά όργανα μέτρησης της πίεσης μας δίνουν τη διαφορά πίεσης (gauge) από κάποια πίεση αναφοράς, που συνήθως είναι 1atm. Εδώ, θα αναφερόμαστε σε απόλυτη πίεση.

			Από τον ορισμό, φαίνεται ότι η πίεση είναι βαθμωτή συνάρτηση και όχι διανυσματική. Φυσικά, μεταβάλλεται στο χώρο, και μένει να αποδειχθεί ότι η δύναμη δεν εξαρτάται από τον προσανατολισμό του επιπέδου που διέρχεται από κοινό σημείο, έτσι ώστε ο ορισμός αυτός να είναι χρήσιμος. Η δύναμη που ασκείται εξαρτάται από τον προσανατολισμό της επιφάνειας, ως προς την κατεύθυνση, αλλά όχι ως προς το μέτρο, για το ίδιο εμβαδόν. Συχνά, για να τονίσουμε τη δράση της πίεσης, τη σχεδιάζουμε με τις αντίστοιχες δυνάμεις, για κάποια επιφάνεια. Δυνάμεις πίεσης έχουμε σε κάθε επιφάνεια του ρευστού, εξωτερική ή εσωτερική. Εάν τώρα θεωρήσουμε μία νοητή επιφάνεια, εκατέρωθεν της οποίας υπάρχει ρευστό, τότε το υγρό της κάθε πλευράς ασκεί δύναμη, λόγω της πίεσης στην άλλη, μέσω της νοητής επιφάνειας. Οι αντίστοιχες δυνάμεις είναι ίσες και αντίθετες.

			Συνήθως, η πίεση μετριέται σε σχέση με κάποιο σημείο αναφοράς, δηλαδή ως διαφορά από την ατμοσφαιρική πίεση, που ασκείται π.χ. στην επιφάνεια του ρευστού. Η ατμοσφαιρική πίεση σε μία επιφάνεια 

1 m2

 δίνει δύναμη 

1.013×105N

. Tη δύναμη αυτή, που είναι πολλαπλάσια του ανθρωπίνου βάρους (

103N

 για 100kg), την αισθανόμαστε και εμείς. Για να αντέξει το ανθρώπινο σώμα, έχει αναπτύξει ένα ισχυρό μυϊκό ιστό, σε συνδυασμό με τον σκελετό. Στο νερό, η ίδια διαφορά πίεσης ασκείται σε βάθος 

10m

 περίπου.

			Τελικά, πρέπει να δείξουμε την ανεξαρτησία της δύναμης, από τον προσανατολισμό της στοιχειώδους επιφάνειας. Ας θεωρήσουμε το στοιχείο υγρού του σχήματος, με τη μορφή σφήνας και 

PA,PB,PC

 οι πιέσεις στις τρεις στοιχειώδεις επιφάνειες A, B, C, με καθέτους τα μοναδιαία διανύσματα 

-z^,-x^,n^

, αντίστοιχα στο Σχ.1.3. Στη συνέχεια, θα πάρουμε το όριο ελαχίστου όγκου, ώστε να μπορούμε να θεωρήσουμε την πίεση σταθερή σε κάθε επιφάνεια.

			[image: ]

			Σχήμα 1.3: Ιδεατή σφήνα ρευστού για τον υπολογισμό της πίεσης σε κεκλιμένο επίπεδο.

			Οι κάθετες δυνάμεις που ασκούνται από το περιβάλλον υγρό στις τρεις επιφάνειες έχουν μέτρο:

			



PAdxdy=PAdsdycosθ,  PBdydz=PBdydssinθ   και   PCdsdy,





			αντίστοιχα στις κατευθύνσεις 

z^,x^

 και 

-n^

 από τον ορισμό της πίεσης. Για στατικό ρευστό, γράφουμε την εξίσωση ισορροπίας στην x κατεύθυνση και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PCdydssinθ-PBdyds sinθ=0     ή    PC=PB  ,





						
							
							(1.10)

						
					

				
			

			όπου ο πρώτος όρος στην (1.10) είναι η x-συνιστώσα της δύναμης στην C επιφάνεια.

			Για δε την z κατεύθυνση έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-PCdydscosθ+PAdydscosθ-ρΔVg=0 ,





						
							
							(1.11)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε dx=ds cosθ και:

			



ΔV=12cosθsinθds2dy∼ds2dy





			είναι ο όγκος της σφήνας και ρ η πυκνότητα (ομογενής για ασυμπίεστο) του υγρού. Στο όριο ds → 0 και dy → 0 με 

ΔV∽ds2dy

, ο τελευταίος όρος στην (1.11) μπορεί να παραλειφθεί, ώστε έχουμε επίσης 

PC=PA

, δηλαδή στο όριο ds → 0, η πίεση σε όλες τις κατευθύνσεις είναι η ίδια, καθότι το αποτέλεσμα είναι ανεξάρτητο της γωνίας θ και ο προσανατολισμός της σφήνας μπορεί να είναι τυχαίος.

			Για ένα δοχείο με νερό (Σχ. 1.4α), είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι η πίεση αυξάνει, καθώς κατεβαίνουμε προς τα κάτω, λόγω του βάρους του υγρού. Έτσι, η διαφορά πίεσης ΔΡ από την επιφάνεια σε βάθος h είναι ΔΡ=hpg. Για το αποτέλεσμα αυτό, αρκεί να υπολογίσουμε τις δυνάμεις που ασκούνται στον όγκο της στήλης του υγρού με βάση A και ύψος h. Το απλό αυτό αποτέλεσμα οφείλεται στη μη συμπιεστότητα του υγρού. Δύο σημεία στο ίδιο ύψος έχουν την ίδια πίεση, ακόμη και όταν έχουμε συγκοινωνούντα δοχεία και τα σημεία συνδέονται με το ίδιο ρευστό.

			Ακόμη και για την περίπτωση που έχουμε εξάρτηση της πυκνότητας από την πίεση, μπορούμε να θεωρήσουμε τις δυνάμεις σε ένα λεπτό στρώμα πάχους dz και να γράψουμε για τη βαθμίδα πίεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dPdz=-ρg,





						
							
							(1.12)

						
					

				
			

			που για σταθερή πυκνότητα μας δίνει το προηγούμενο αποτέλεσμα. Για συμπιεστά υγρά, το αποτέλεσμα στην (1.12) ισχύει πάλι, αλλά, επειδή η πυκνότητα μεταβάλλεται με την πίεση και επομένως και με το ύψος, χρειαζόμαστε και μία επιπλέον καταστατική σχέση για να λύσουμε για την πίεση. Εάν το αέριο είναι ένα ιδανικό αέριο το αποτέλεσμα είναι απλό.
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			Σχήμα 1.4: (α) Υδροστατική πίεση, λόγω βάρους ρευστού. (β) Δύναμη άνωσης σε βυθισμένο σώμα. 

			Λόγω της αύξησης της πίεσης με το βάθος, ένα πλήρως βυθισμένο σώμα αισθάνεται δύναμη άνωσης ίση με το βάρος του ρευστού που εκτοπίζει. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.4β, η δύναμη αυτή οφείλεται στη διαφορά πίεσης στις οριζόντιες επιφάνειες, λόγω της διαφοράς βάθους:

			



Fa=P2-P1A=ρghA=ρgV,





			όπου ρ είναι η πυκνότητα του ρευστού και V ο όγκος του σώματος. Φυσικά, οι οριζόντιες δυνάμεις στο σώμα αναιρούνται από τις απέναντι πλευρές. Και αν ακόμη το σχήμα του σώματος είναι μη συμμετρικό, το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει. Φυσικά, για να είναι σε ισορροπία το σώμα, πρέπει το βάρος του σώματος να εξισορροπεί τη δύναμη της άνωσης. Εάν το σώμα είναι μερικώς βυθισμένο - και αυτό θα συμβεί αν 

ρσώμα≤ρρευστού

 - τότε η άνωση οφείλεται μόνο στο βυθισμένο μέρος. Εάν δε 

ρσώμα≥ρρευστού

, το σώμα βυθίζεται εάν δεν ασκούνται άλλες δυνάμεις, πλην της βαρύτητας. Εάν θέλουμε να επιπλεύσει ένα τέτοιο σώμα, πρέπει στο εσωτερικό του να έχει κενό χώρο ή υλικό με πολύ χαμηλότερη πυκνότητα. Αυτό εκμεταλλεύονται στην ναυσιπλοΐα, ενώ πρέπει επίσης να λάβουν υπόψη τους την αντοχή των υλικών αλλά και τη σταθερότητα, δηλαδή να εκτιμήσουν και τις ροπές, λόγω της κατανομής μάζας. Εάν θεωρήσουμε ένα ανοικτό ορθογώνιο δοχείο μάζας M=10.000kg και οριζόντιας επιφάνειας 

A=20m2

, το βυθισμένο τμήμα έχει ύψος:

			



h=MAρρευστού≈0.5m.





			Εάν δε 

ρσώμα=ρρευστού

, το σώμα ισορροπεί σε οποιοδήποτε βάθος. Όσο αυξάνει η πυκνότητα του ρευστού αυξάνει και η δύναμη άνωσης, η οποία μπορεί να μετρηθεί με ένα ελατήριο, αν πάρουμε τη διαφορά του βάρους στο ρευστό από αυτό στον αέρα. Φαινόμενα άνωσης έχουμε και στην ατμόσφαιρα, όπου θερμές μάζες υψώνονται, λόγω μειωμένης πυκνότητας και αντιστρόφως για κρύες μάζες αέρα. Εκεί, τα φαινόμενα είναι πιο σύνθετα, λόγω συμπιεστότητας. Φυσικά, η δύναμη άνωσης στερεών σωμάτων στον αέρα είναι αμελητέα, λόγω της μικρής πυκνότητας του αέρα. Π.χ. ένα άτομο αισθάνεται δύναμη άνωσης 0.5N. Ένα μπαλόνι γεμάτο με ήλιο ανυψώνεται στην ατμόσφαιρα, διότι 

ραέρα≫ρηλίου

, αντισταθμίζοντας ακόμη και το βάρος του περιβλήματος.

			Η ατμοσφαιρική πίεση μετριέται με το βαρόμετρο, που αποτελείται από έναν κάθετο σωλήνα μήκους (

>760 mm

), με το ανοιχτό άκρο σε ένα δοχείο με υδράργυρο, ενώ το πάνω άκρο είναι κλειστό και κενό αέρος. Η ανυψωμένη στήλη (h) στο σωλήνα εξισορροπεί την ατμοσφαιρική πίεση, 

Patm=ρgh

, με ρ την πυκνότητα του ρευστού. Το κενό στον σωλήνα περιέχει και υδρατμούς υδραργύρου, αλλά η πίεση ατμών σε θερμοκρασία 

20∘C

 είναι ελάχιστη (0.173 Pa σε 

T=20∘C

).

			Η μέτρηση της πίεσης σε έναν αγωγό, με ροή ρευστού, γίνεται με το πιεσόμετρο, που αποτελείται από ένα κάθετο σωλήνα, στου οποίου το κάτω μέρος ανεβαίνει νερό από τον αγωγό, ενώ στο πάνω μέρος αισθάνεται την ατμοσφαιρική πίεση. Η πίεση στο σημείο επικοινωνίας με τον αγωγό είναι το άθροισμα της ατμοσφαιρικής πίεσης (

Po

) και της αντίστοιχης, λόγω του βάρους της, ανυψωμένης στήλης (gauge πίεση), δηλαδή 

P=Po+ρgh

, όπου h είναι το ύψος στήλης υγρού στον κάθετο σωλήνα. Φυσικά, το ύψος του κάθετου σωλήνα πρέπει να είναι αρκετά μεγάλο, ώστε να αποφύγουμε υπερχείλιση. Επίσης, η πίεση στο σημείο δεν μπορεί να είναι χαμηλότερη της ατμοσφαιρικής, διότι θα έχουμε εισροή φυσαλίδων αέρα στον αγωγό. Επιπλέον, για να αποφύγουμε φαινόμενα επιφανειακής τάσης, η διάμετρος του κάθετου σωλήνα πρέπει να είναι τουλάχιστον 2 cm.

			[image: ]

			Σχήμα 1.5: Mανόμετρο για τη μέτρηση διαφορικής πίεσης. 

			Συχνά, αυτό που μας ενδιαφέρει, είναι η διαφορά πίεσης μεταξύ δύο σημείων, οπότε χρησιμοποιούμε το μανόμετρο με τη μορφή U, πού συνδέεται σε δύο σημεία του αγωγού και περιέχει ρευστό διαφορετικής πυκνότητας, που δεν αναμιγνύεται. Το ύψος του μανόμετρου περιορίζει τη μέγιστη διαφορά πίεσης 

P1-P2

, που μπορεί να μετρήσει. Για να μετρήσουμε μικρές διαφορές πίεσης με ακρίβεια, το ρευστό στο μανόμετρο έχει πυκνότητα κοντά σε αυτή του ρευστού στον αγωγό, ενώ, αν η διαφορά πίεσης είναι μεγάλη, τότε αυξάνουμε την πυκνότητα του ρευστού στο μανόμετρο. Τα σημεία x και x


′

, που είναι στο ίδιο ύψος, συνδέονται με το ίδιο ρευστό και επομένως, έχουν την ίδια πίεση 

Px=Px′

. Από το σχήμα 1.5 φαίνεται στην αριστερή πλευρά 

Px=P1+ρga+h

 και στη δεξιά


Px′=P2+ρga+ρmgh

, όπου ρ η πυκνότητα του ρευστού στον αγωγό και 

ρm

 η πυκνότητα του ρευστού στο μανόμετρο. Εξισώνοντας τις δύο πιέσεις, έχουμε για τη διαφορά πίεσης: 

P1-P2=ρm-ρgh

. Εάν ο αγωγός έχει κλίση, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και το βάρος του ρευστού στο αγωγό. 
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			 Σχήμα 1.6: Παραμόρφωση ελαστικού μέσου, λόγω: (α) εφελκυστικής τάσης και (β) διατμητικής τάσης. 

			1.5 Ιξώδες

			Εάν παραμορφώσουμε ένα στερεό, γνωρίζουμε ότι το ελαστικό σώμα θα ασκήσει μία δύναμη επαναφοράς, που αντιτίθεται στην παραμόρφωση. Μάλιστα, για μικρές παραμορφώσεις, η δύναμη επαναφοράς είναι ανάλογη της παραμόρφωσης, σύμφωνα με τον νόμο του Hooke. Αυτό ισχύει, είτε έχουμε επιμήκυνση, εφαρμόζοντας κάθετη δύναμη σε δύο απέναντι επιφάνειες (Σχ. 1.6α) είτε γωνιακή παραμόρφωση, κατά γωνία 

α

, λόγω της εφαρμογής διατμητικής τάσης (Σχ. 1.6β). Το σώμα σταματά να παραμορφώνεται και είναι σε ισορροπία, όταν η εφαρμοζόμενη δύναμη αντισταθμίζεται από τη δύναμη επαναφοράς.

			Και τα πραγματικά υγρά αντιστέκονται στην παραμόρφωση. Αλλά, στην περίπτωση του υγρού δεν είναι το μέγεθος της παραμόρφωσης που έχει σημασία, αλλά ο ρυθμός της παραμόρφωσης. Εάν π.χ. προσπαθήσετε να τραβήξετε ένα κουτάλι, μέσα σε ένα δοχείο με μέλι (ή άλλο αγαπητό σας υγρό), θα σας φανεί εύκολο για αργή κίνηση του κουταλιού, αλλά πολύ πιο δύσκολο όταν η κίνηση γίνει απότομη. Την ίδια αίσθηση έχει ένας κωπηλάτης, καθώς κινεί τα κουπιά, ώστε να ελαχιστοποιήσει την αντίσταση του νερού. Ταυτόχρονα, είναι γνωστό ότι μερικά υγρά κινούνται πιο αργά από άλλα. Συγκρίνετε π.χ. το μέλι με το νερό, αλλά και το λάδι μηχανής, που βρίσκεται μεταξύ των δύο. Για ένα στερεό, η σταθερά αναλογίας μεταξύ δύναμης και παραμόρφωσης είναι το μέτρο διάτμησης (shear modulus). Η σταθερά αναλογίας, μεταξύ της διατμητικής τάσης (δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας στο Σχ. 1.6β) και του ρυθμού παραμόρφωσης (ανάλογου του ρυθμού μεταβολής της γωνίας Δα στο Σχ. 1.6β, στην περίπτωση του υγρού, είναι η σταθερά δυναμικού ιξώδους μ, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Διατμητική τάση=μ ⋅ρυθμό διάτμησης,





						
							
							(1.13)

						
					

				
			

			Αντίστροφα, η σχέση αυτή μας λέει ότι η ύπαρξη ρυθμού διάτμησης (στρωματική μεταβολή της ταχύτητας ροής), σε ένα ρευστό, συνεπάγεται δυνάμεις, ανάμεσα σε στρώματα του ρευστού, με διαφορετικές ταχύτητες ροής. Με τη διευκρίνιση αυτή, είναι εύκολο να αντιληφθούμε ότι οι ιξωδικές δυνάμεις οφείλονται στην ανταλλαγή ορμής, μεταξύ των δύο στρωμάτων.

			Οι διαστάσεις της τάσης είναι 

ML-1T-2

 και οι αντίστοιχες μονάδες 

N/m2

 ή 

kg/m sec2

. Για τον ρυθμό παραμόρφωσης (βαθμίδα ταχύτητας) έχουμε διαστάσεις 

[T-1]

 και μονάδες 

sec-1

. Έτσι, οι διαστάσεις και οι μονάδες του μ είναι αντίστοιχα 

[ML-1T-1]

 και kg/(m sec) ή Pa sec. Για το νερό, έχουμε 

μνερό=1.0×10-3 Pa sec

, ενώ για τον αέρα 

μαέρα=1.82×10-5 Pa sec

 και συνήθως το ιξώδες των υγρών είναι δύο τάξεις μεγέθους μεγαλύτερο από αυτό των αερίων. Μια άλλη πρακτική μονάδα, για τη μέτρηση του ιξώδους, είναι το poise (P) (από τον Poiseuille), που ισούται με το 1/10 του Pa sec, ενώ, στην πράξη, επίσης χρησιμοποιείται και το centipoise (cP) όπου 

1cP=10-2P

.

			Συχνά, χρησιμοποιείται η σταθερά του κινηματικού ιξώδους, από τη σχέση:

			



 ν=μρ  ,





			όπως εμφανίζεται στις εξισώσεις της υδροδυναμικής. Η μονάδα μέτρησης, στο σύστημα SI, είναι το 

m2/sec

, αλλά στην πράξη, χρησιμοποιείται και το Stokes (St) όπου:

			



1St=1cm2/sec=10-4m2/s





			Ας θεωρήσουμε πρώτα ένα αέριο ρευστό, όπου τα μόρια είναι ασθενώς συνδεδεμένα και, ταυτόχρονα, με τη μέση ταχύτητα ροής, έχουμε και αποκλίσεις από αυτή, σε κατεύθυνση και μέτρο. Έτσι, τα μόρια που διασχίζουν τα στρώματα (διατηρώντας σταθερό αριθμό μορίων σε κάθε στρώμα) μεταφέρουν και ορμή, που είναι αρνητική για το ταχύτερο στρώμα και θετική για το στρώμα με χαμηλότερη ταχύτητα. Στο ταχύτερο στρώμα, η ανταλλαγή σωματιδίων δρα ως δύναμη αντίστασης, ενώ, στο αργότερο στρώμα, ως δύναμη επιτάχυνσης και το ζεύγος δυνάμεων μπορεί να θεωρηθεί ως δράση και αντίδραση, δηλαδή εφαρμόζονται σε διαφορετικά στρώματα, αλλά έχουν το ίδιο μέτρο και αντίθετη κατεύθυνση. Αύξηση της θερμοκρασίας συνεπάγεται αύξηση της κινητικής ενέργειας των ατόμων του αερίου και επομένως, αύξηση της ανταλλασσόμενης ορμής μεταξύ δύο στρωμάτων. Η ανταλλασσόμενη ορμή εξαρτάται και από την διαφορά πίεσης, αλλά, ασθενώς, υπό κανονικές συνθήκες, όπως θα δούμε αργότερα.

			Σε ένα ρευστό, έχουμε, πάλι (αλλά σε μικρότερο βαθμό), μοριακή ανταλλαγή μεταξύ γειτονικών στρωμάτων, με διαφορετική ταχύτητα. Ταυτόχρονα, όμως, γεγονός που είναι και το πιο σημαντικό, τα μόρια είναι πολύ κοντά και αισθάνονται την έλξη των γειτονικών μορίων, που καθυστερούν ή επιταχύνουν την κίνησή τους. Και στην περίπτωση αυτή, έχουμε ανταλλαγή ορμής και στη συνέχεια, τη μετατροπή μεταφορικής κινητικής ενέργειας σε θερμότητα ή θερμική ενέργεια. Έτσι, οι ενδοατομικές δυνάμεις συνοχής παίζουν σημαντικό ρόλο και, επομένως, περιμένουμε η εξάρτηση της σταθεράς ιξώδους να έχει διαφορετική συμπεριφορά από αυτή των αερίων. Με αύξηση της θερμοκρασίας του ρευστού, έχουμε ελάττωση των δυνάμεων συνοχής και αντίστοιχη αύξηση της μοριακής ανταλλαγής. Ταυτόχρονα, ελάττωση των δυνάμεων συνοχής σημαίνει και ελάττωση των δυνάμεων αντίστασης, σε αντίθεση με την αύξηση της μοριακής ανταλλαγής, που οδηγεί σε αύξηση της διατμητικής τάσης.
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			Σχήμα 1.7: Διάταξη για τη μέτρηση του ιξώδους. 

			Φυσικά, χρειαζόμαστε μία ποσοτική μέθοδο, για να καθορίσουμε τη σταθερά ιξώδους των υγρών. Αυτό επιτυγχάνεται με την κατασκευή του σχήματος 1.7. Δύο επίπεδες οριζόντιες πλάκες βρίσκονται σε απόσταση d και μεταξύ τους ρέει υγρό. Η κάτω πλάκα είναι στάσιμη και προσπαθούμε να κινήσουμε την πάνω πλάκα με σταθερή οριζόντια ταχύτητα U, εφαρμόζοντας μία οριζόντια δύναμη F στην επιφάνεια A της πάνω πλάκας, που μας δίνει για τη διατμητική τάση τ = F/A. Εάν λοιπόν μετρήσουμε τη δύναμη αυτή, για την κίνηση με σταθερή ταχύτητα, θα δούμε ότι είναι ανάλογη της ταχύτητας U και αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης d, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ≡FA=μUd ,





						
							
							(1.14)

						
					

				
			

			όπου μ είναι η σταθερά αναλογίας που μετριέται έμμεσα από τις άλλες ποσότητες στην παραπάνω σχέση και για αυτό ονομάζεται και διατμητικό ιξώδες. Προσέξτε ότι ο νόμος αυτός δεν βγήκε από κάποιους βασικούς νόμους, αλλά είναι αποτέλεσμα πειραματικών μετρήσεων, όπως είναι ο νόμος της βαρύτητας, ο νόμος του Ohm, ο νόμος Fourier για τη διάχυση θερμότητας ή ο νόμος του Fick στη διάχυση. Ενα υγρό, το οποίο κάτω από τη δράση τάσης F/A, υπακούει αυτή τη σχέση, ονομάζεται «νευτωνικό υγρό», για λόγους που θα φανούν σε λίγο. Αυτό σημαίνει ότι δεν έχουμε εξάρτηση της σταθεράς ιξώδους από την ταχύτητα ροής ή άλλες συνθήκες ροής. Φυσικά, υπάρχει εξάρτηση από τη θερμοκρασία και την πίεση. Τα περισσότερα υγρά που θα μας ενδιαφέρουν εδώ, π.χ. αέρας και νερό, είναι νευτωνικά. Τα μη-νευτωνικά ρευστά, όπως π.χ. χρώματα, πολυμερικά υγρά, πλαστελίνη κτλ., ικανοποιούν αρκετά πιο πολύπλοκους νόμους και είναι πέρα από τους στόχους αυτού του βιβλίου. Στο τέλος αυτού του κεφαλαίου, θα δώσουμε μερικές σύντομες πληροφορίες για τα μη-νευτωνικά ρευστά.

			Εάν στο προηγούμενο πείραμα, η απόσταση d είναι μικρή11, δηλ. δd, τότε πειραματικά θα δούμε ότι η αντίστοιχη ταχύτητα της πάνω πλάκας θα είναι επίσης μικρή δU, για την ίδια δύναμη. Έτσι, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ=μδUδd ,





						
							
							(1.15)

						
					

				
			

			και στο όριο ελαχίστου πάχους του υγρού στρώματος με 

δU/δd→∂U/∂d

, και

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ=μ∂U∂d .





						
							
							(1.16)
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			Σχήμα 1.8: Δυνάμεις Ιξώδους σε λεπτό στρώμα ρευστού 

			Με το ίδιο σκεπτικό, μπορούμε να θεωρήσουμε μία εσωτερική ιδεατή επιφάνεια. Τότε, οι δύο πλευρές ασκούν στην άλλη ιξωδικές δυνάμεις, ίσες και αντίθετες, που εξαρτώνται από τη βαθμίδα της ταχύτητας και δίνονται από την αντίστοιχη τάση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ=μ∂u∂y .





						
							
							(1.17)

						
					

				
			

			Ως ειδική περίπτωση, θεωρούμε ένα πεδίο ταχύτητας u(y), με σταθερή βαθμίδα, δηλαδή η ταχύτητα έχει μόνο x–συνιστώσα, η οποία μεταβάλλεται γραμμικά με την απόσταση y, κάθετη στις επιφάνειες των πλακών. Το είδος αυτό της ροής ονομάζεται απλή διατμητική ροή. Στην περίπτωση αυτή, η ιξωδική τάση τ είναι ίδια σε όλα τα στρώματα του υγρού. Η δύναμη F, που εφαρμόζουμε στην πάνω πλάκα, «μεταδίδεται» μέσω του υγρού, στο πάνω μέρος ενός ιδεατού στρώματος (σχ. 1.8), ενώ από την κάτω πλευρά έχουμε ίση και αντίθετη δύναμη, λόγω της αντίδρασης από την κάτω πλάκα. Έτσι, η ολική ιξωδική δύναμη που ασκείται σε ένα στρώμα από το γειτονικό ρευστό, στην περίπτωση αυτή είναι μηδέν. Εάν το πεδίο ταχύτητας δεν έχει σταθερή βαθμίδα στην y–κατεύθυνση, τότε οι δυνάμεις που ασκούνται στις δύο πλευρές ενός στρώματος δεν είναι ίσες και αντίθετες. Έτσι, το στρώμα θα έχει επιτάχυνση.

			Ο λόγος που ονομάζονται νευτωνικά, τα υγρά που υπακούν την σχέση (1.14), είναι ότι πρώτος ο Νεύτων διατύπωσε αυτό τον νόμο, για τη σχετική κίνηση δύο ρευστών, όπου U είναι η σχετική ταχύτητα. Στην κατεύθυνση αυτή, χρησιμοποίησε προηγούμενες παραμετρικές μετρήσεις. Η ειρωνεία όμως είναι ότι δεν κατάφερε να εκφράσει τον νόμο αυτό στη διαφορική μορφή (1.14), που δίνει τη δυνατότητα για περαιτέρω μαθηματική ανάλυση της ροής, παρά το ότι ήταν αυτός που θεμελίωσε τον διαφορικό λογισμό, τον οποίο εκμεταλλεύθηκαν οι επόμενες γενιές, για να κάνουν ραγδαία βήματα στη μαθηματική περιγραφή της υδροδυναμικής.

			Η ιξωδική τάση τ που αναπτύσσεται σε υγρό με διατμητική ροή είναι αποτέλεσμα των μέσων σχετικών κινήσεων των μορίων του υγρού. Σε ένα στάσιμο υγρό, υπάρχει συνεχής ανταλλαγή ενέργειας των μορίων με γειτονικά μόρια σε παραπλήσια στρώματα, μερικές φορές με απώλεια ενέργειας και άλλες με κέρδος, αλλά μετά από κάποιο χρονικό διάστημα εξισορροπούνται και δεν έχουμε ούτε απώλεια ούτε κέρδος ενέργειας. Σε μια διατμητική ροή, τα μόρια κερδίζουν ενέργεια στις αλληλεπιδράσεις με άλλα μόρια, που κατά μέσο όρο κινούνται προς αυτά, με μία μέση ταχύτητα, που είναι ανάλογη του ρυθμού παραμόρφωσης


 ∂u

 /

∂y

. Η διατμητική τάση τ, που δρα σε ένα παραμορφωμένο στοιχείο υγρού, κάνει έργο με ρυθμό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ∂u∂y=μ∂u∂y2,





						
							
							(1.18)

						
					

				
			

			ανά μονάδα όγκου του υγρού, δηλαδή έχουμε ιξωδική απόσβεση ενέργειας. Καθώς η ενέργεια των μορίων του υγρού αυξάνει, λόγω του έργου της ιξωδικής τάσης, η θερμοκρασία του υγρού αυξάνει. Αυτό συμβαίνει, διότι η αυξημένη μοριακή ενέργεια είναι τυχαία κατανεμημένη ανάμεσα στα μόρια, όπως συμβαίνει όταν μία περιοχή του υγρού θερμαίνεται.

			1.5.1 Μεταβολή του ιξώδους με την θερμοκρασία

			Το ιξώδες ενός υγρού εξαρτάται ελάχιστα από την πίεση, ενώ μεταβάλλεται έντονα με τη θερμοκρασία. Από τις καθημερινές παρατηρήσεις, ξέρουμε ότι το ιξώδες ελαττώνεται, με την αύξηση της θερμοκρασίας. Για παράδειγμα, η αυξημένη ιξωδική αντίσταση του λαδιού μηχανής, σε κρύο καιρό, απαιτεί αυξημένη ισχύ για να ξεκινήσει η μηχανή. Το μέλι μέσα στο ψυγείο γίνεται περισσότερο ιξωδικό12. Σε αντίθεση όμως με τα υγρά, τα αέρια έχουν αυξημένο ιξώδες, με αύξηση της θερμοκρασίας. Πού οφείλεται αυτό; Σε ένα αραιό αέριο, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι έχουμε σκεδάσεις μεταξύ ζευγών των μορίων. Το ιξώδες είναι η μετάδοση ορμής από ένα μέρος του αερίου σε ένα άλλο και όσο πιο έντονες ενεργειακά είναι οι σκεδάσεις τόσο πιο αποτελεσματική θα είναι η μετάδοση αυτή. Επειδή δε, η μέση κινητική ενέργεια των μορίων είναι (3/2)kBT, αυτό συνεπάγεται ότι υψηλότερες θερμοκρασίες αυξάνουν το ιξώδες. Μάλιστα, η ανάλυση της κινητικής θεωρίας προβλέπει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ∝T,





						
							
							(1.19)

						
					

				
			

			ενώ, για πραγματικά αέρια, ισχύει η σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ=μ0ΤΤ0∝,





						
							
							(1.20)

						
					

				
			

			όπου μ0 είναι το ιξώδες στην θερμοκρασία αναφοράς T0 και α εμπειρική παράμετρος, που ικανοποιεί τις πειραματικές μετρήσεις.

			Στα υγρά, η θεωρητική ανάλυση είναι πιο δύσκολη, διότι το φαινόμενο της μετάδοσης ορμής με σκεδάσεις επισκιάζεται από τις συνεχείς αλληλεπιδράσεις μεταξύ πυκνοδομημένων μορίων του υγρού. Έτσι λοιπόν, η θεώρηση σκεδάσεων ανά ζεύγη μορίων δεν έχει νόημα. Μικροσκοπικά, το κάθε μόριο βρίσκεται εγκλωβισμένο με άλλα γειτονικά μόρια (ως συσσωμάτωμα), διότι τα υγρά έχουν μικρής εμβέλειας τάξη13 (δηλαδή πρώτοι ή δεύτεροι γείτονες), όπως φαίνεται από τα πειράματα σκέδασης νετρονίων. Στην περίπτωση αυτή, η μετάδοση ορμής συνεπάγεται και ταυτόχρονη ολίσθηση των συσσωματωμάτων αυτών μεταξύ τους. Αύξηση της θερμοκρασίας αυξάνει τις διακυμάνσεις των μορίων σε κάθε συσσωμάτωμα, έτσι ώστε η ολίσθηση μεταξύ τους να είναι πιο εύκολη. Ως αποτέλεσμα, έχουμε ελάττωση της μεταδιδόμενης ορμής μεταξύ γειτονικών κομματιών του υγρού και επομένως, τη μείωση του ιξώδους. Περισσότερες λεπτομέρειες απαιτούν τη χρήση της μοριακής θεωρίας των υγρών, που είναι έξω από τους στόχους μας και είναι στατιστικής μορφής. Η εξάρτηση από τη θερμοκρασία περιγράφεται εμπειρικά από τη σχέση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ=ΑeB/T,





						
							
							(1.21)

						
					

				
			

			όπου Α και Β είναι σταθερές που προσδιορίζονται πειραματικά.

			Η επίδραση της πίεσης στο ιξώδες των αερίων είναι ελάχιστη, για τιμές της πίεσης μεταξύ μερικών ατμοσφαιρών και μερικών εκατοντάδων ατμοσφαιρών. Για πολύ πυκνά αέρια, όμως, έχουμε σημαντική μεταβολή. Το ιξώδες των υγρών δεν εξαρτάται από μέτριες πιέσεις, αλλά για μεγάλες πιέσεις, έχουμε σημαντικές αυξήσεις στο μ. Το κινηματικό ιξώδες των υγρών και των αερίων μειώνεται, με την αύξηση της θερμοκρασίας, καθώς τώρα έχουμε και την εξάρτηση της πυκνότητας από τη θερμοκρασία.

			1.6 Επιφανειακές ιδιότητες

			Οι προηγούμενες ιδιότητες των ρευστών, όπως πυκνότητα και ιξώδες, αναφέρονται στο εσωτερικό του υγρού σε υγρές μάζες, που τριγυρίζονται επίσης από υγρό. Αυτές οι ιδιότητες ονομάζονται και ιδιότητες όγκου. Όταν, όμως, ένα υγρό στοιχείο είναι στο όριο ενός υγρού, που είναι σε επαφή με άλλο υγρό ή με στερεά επιφάνεια, οι ιδιότητές του είναι διαφορετικές από ένα στοιχείο υγρού στο εσωτερικό. Ας θεωρήσουμε π.χ. μια σταγόνα υγρού, που περιβάλλεται από αέρα. Εάν το μέγεθος της σταγόνας είναι ιδιαίτερα μικρό, τότε οι ιδιότητές της είναι πολύ διαφορετικές, από αυτές μιας μεγάλης μάζας νερού. Δεν παίρνει το σχήμα του δοχείου στο οποίο βρίσκεται, αλλά διατηρεί το σφαιρικό σχήμα, παρά την ύπαρξη της βαρύτητας. Αυτό σημαίνει ότι στην περίπτωση αυτή, η ισορροπία των δυνάμεων δεν είναι η ίδια, ακόμη και αν έχουμε την έλλειψη βαρυτικού πεδίου. Στο εσωτερικό, τα μόρια του υγρού αισθάνονται ελκτικές δυνάμεις ή απωστικές δυνάμεις ισοδύναμα από όλες τις κατευθύνσεις, κατά μέσο όρο. Δεν ισχύει το ίδιο στην επιφάνεια.

			Επίσης, σε τριχοειδείς σωλήνες, η καμπυλότητα της επιφάνειας καθορίζεται από τις δυνάμεις συνοχής μεταξύ των μορίων του ρευστού και του δοχείου. Ακόμα, σε μια ενδοεπιφάνεια ρευστού και ατμού σε ισορροπία, έχουμε συνεχή ανταλλαγή μορίων στην αέρια και υγρή φάση. Τυχόν μεταβολή της πίεσης ισορροπίας μπορεί να προκαλέσει εξάτμιση από την επιφάνεια. Στον όγκο ενός ρευστού, εάν η πίεση ελαττωθεί σημαντικά, τότε έχουμε τη δημιουργία φυσαλίδων.

			1.6.1 Επιφανειακή τάση

			Η δημιουργία επιφάνειας σε στερεό ή ρευστό απαιτεί ενέργεια, η οποία αποθηκεύεται κοντά στην επιφάνεια και ονομάζεται επιφανειακή ενέργεια. Αυτό έχει ως συνέπεια, το μέσο να προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει την εξωτερική επιφάνεια. Τα μόρια στον όγκο του ρευστού δέχονται αλληλεπιδράσεις από κάθε κατεύθυνση, ενώ τα μόρια στην επιφάνεια έχουν γείτονες μόνο στο μισό χώρο (Σχ.1.9), ώστε περιμένουμε μία επιμήκυνση των μοριακών αποστάσεων κάθετα στην επιφάνεια. Έτσι, τα μόρια που είναι πάνω στην επιφάνεια αισθάνονται μικρότερη έλξη μεταξύ τους, αλλά και με τα μόρια κάτω από την επιφάνεια. Αυτή η ασυμμετρία δημιουργεί μία κατάσταση τάσης στην επιφάνεια14, ώστε κάθε κομμάτι της να ασκεί τάση στα γειτονικά κομμάτια της επιφάνειας ή σε αντικείμενα που είναι σε επαφή με την επιφάνεια. Αυτή η τάση τεντώματος (tensile) δρα στο επίπεδο της επιφάνειας, το μέτρο της, ανά μονάδα μήκους, ορίζεται ως επιφανειακή τάση15 

σℓ

 και οι μονάδες μέτρησής της είναι N/m, δεν πρέπει δε να συγχέεται με την τάση τ, που έχει και διαφορετικές μονάδες (δύναμη/επιφάνεια). Π.χ. η επιφανειακή τάση για την επιφάνεια νερού-αέρα είναι 0.073 N/m, στη θερμοκρασία δωματίου. Η επιφανειακή τάση είναι αρκετά σταθερή, για μεγάλο εύρος συνθηκών περιβάλλοντος και στον πίνακα 2 δίνουμε μερικές χαρακτηριστικές τιμές, για διαφορετικά ρευστά σε επαφή με αέρα και γυαλί.
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							0.073

						
							
							Γλυκερίνη

						
							
							0.063

						
					

					
							
							Αιθυλική Αλκοόλη

						
							
							0.023

						
							
							Υδράργυρος

						
							
							0.480

						
					

					
							
							Λάδι Ελιάς

						
							
							0.035

						
							
							Βενζίνη

						
							
							0.029

						
					

				
			

			Πίνακας 2. Επιφανειακή τάση σε N/m

			[image: ]

			Σχήμα 1.9: Δυνάμεις σε εσωτερικά και επιφανειακά άτομα. 

			Ο ορισμός αυτός της επιφανειακής τάσης, μοιάζει απόλυτα με αυτόν, στην περίπτωση μιας τεντωμένης ελαστικής μεμβράνης. Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η επιφανειακή τάση κάνει έργο, το οποίο είναι αποθηκευμένο ως ενέργεια στην ελαστική μεμβράνη. Για αυτό και συχνά η επιφανειακή τάση μετριέται και σε μονάδες ενέργειας ανά μονάδα επιφάνειας και έχει μονάδες 

Joule/m2

. Αν U<0 είναι η ενέργεια συνοχής ανά μόριο, τότε τα μόρια σε μια επίπεδη επιφάνεια χάνουν ενέργεια U/2. Η επιφανειακή τάση είναι ένα μέτρο της απώλειας αυτής, ανά μονάδα επιφάνειας. Εάν το μέγεθος του μορίου είναι R με επιφάνεια


∼R2

, τότε η επιφανειακή τάση είναι 

σ∼U/2R2

. Αυτό μας δείχνει ότι η επιφανειακή τάση αυξάνει με την ενδομοριακή έλξη και το μέγεθος του μορίου. Η δημιουργία ελεύθερης επιφάνειας κοστίζει ενεργειακά και το ρευστό σωματίδιο θα προσπαθήσει να ελαχιστοποιήσει τις ελεύθερες επιφάνειες. Παρόμοια επιχειρήματα ισχύουν, όταν έχουμε ενδοεπιφάνεια μεταξύ δύο ρευστών, με διαφορετικές ενέργειες συνοχής. Ο ορισμός της επιφανειακής τάσης ως ενέργεια ανά μονάδα επιφάνειας είναι πιο χρήσιμος για στερεά, ενώ για ρευστά είναι ως δύναμη ανά μονάδα μήκους. Η επιφανειακή τάση μεταβάλλεται με την θερμοκρασία. Αύξηση της θερμοκρασίας αυξάνει την απόσταση μεταξύ ατόμων και αυτό ελαττώνει την ενέργεια συνοχής των ατόμων και επομένως, και η επιφανειακή τάση ελαττώνεται. Π.χ. για το νερό, έχουμε ελάττωση της επιφανειακής τάσης ανά βαθμό θερμοκρασίας κατά 

160 mJ/m2K

 και για 

T=100∘K

 η επιφανειακή τάση πέφτει στην τιμή 

σℓ=59 mN/m

 (

mN=10-3N

).

			[image: ]

			Σχήμα 1.10: Διαφορά πίεσης, μέσω της επιφάνειας σταγόνας. 

			Όπως και σε ένα μπαλόνι, η πίεση στο εσωτερικό είναι μεγαλύτερη από έξω, έτσι και στην σταγόνα, δημιουργείται αυξημένη πίεση στο εσωτερικό. Ας κόψουμε τη σταγόνα στη μέση (Σχ. 1.10) και ας θεωρήσουμε τις δυνάμεις που ασκούνται στη μισή σταγόνα. Στην κυκλική περιφέρεια της επιφάνειας τομής ασκείται δύναμη λόγω επιφανειακής τάσης, που για σφαιρική σταγόνα είναι στην οριζόντια κατεύθυνση (

+z

). Έτσι, το μέτρο της ολικής δύναμης, λόγω της επιφανειακής τάσης στην κυκλική περιφέρεια μήκους 2πr, είναι 

σℓ2πr

 (όπου r η ακτίνα της σταγόνας). Στο εσωτερικό της σταγόνας, η πίεση είναι σταθερή, ενώ, λόγω της επιφανειακής τάσης, υπάρχει διαφορά πίεσης στην ενδοεπιφάνεια και η συνολική δύναμη στην ημισφαιρική επιφάνεια είναι στην αντίθετη κατεύθυνση, λόγω συμμετρίας. Σε κάθε στοιχείο της επιφάνειας 

dS=r2dΩ=r2dϕdθsinθ

, η δύναμη είναι κάθετη στην επιφάνεια και προς τα έξω. Λόγω συμμετρίας, μας ενδιαφέρει μόνο η οριζόντια συνιστώσα16 και η δύναμη λόγω διαφοράς πίεσης είναι:

			



∫ΔPdS→⋅e^z=-∫r2dΩΔPcosθ=-ΔPr2∫0π/2dθ∫02πdϕsinθcosθ=-πr2ΔP,





			καθότι 

dS→=dSe^r

 και 

e^r⋅e^z=-cosθ

. Η δύναμη αυτή αντισταθμίζεται από την επιφανειακή τάση (Σχ. 1.10), δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔPπr2=σℓ2πr   ή   ΔP=2σℓr.





						
							
							(1.22)

						
					

				
			

			Η μέτρηση της διαφοράς πίεσης ΔΡ στο εσωτερικό της σταγόνας, από αυτή στο περιβάλλον υγρό (που μπορεί να είναι διαφορετικό από τον αέρα) και της ακτίνας r μπορεί να μας δώσει την επιφανειακή τάση 

σℓ

. Για μια σταγόνα νερού ακτίνας 1mm, η διαφορά πίεσης ΔP είναι:

			



ΔP=2×0.073N/m10-3m≃150Pa=1.5×10-3Atm.





			Οπότε, εάν ένα στατικό υγρό παρουσιάζει καμπυλότητα στην επιφάνειά του, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι υπάρχει μία διαφορά πίεσης δια μέσω της επιφάνειας (ή ενδοεπιφάνειας μεταξύ δύο υγρών), λόγω επιφανειακής τάσης. Αντίθετα, αν η επιφάνεια είναι επίπεδη, τότε δεν έχουμε διαφορά πίεσης δια μέσω της επιφάνειας, δηλαδή η πίεση είναι ίδια ακριβώς πάνω και ακριβώς κάτω από την επιφάνεια. Αυτό είναι σύμφωνο με την σχέση (1.18), αν βάλουμε r → ∞. Σημειώστε παρεμπιπτόντως ότι, λόγω έλλειψης βαρύτητας, η πίεση στο εσωτερικό μιας σφαίρας είναι η ίδια παντού. Αυτό ισχύει προσεγγιστικά, ακόμη και αν έχουμε βαρύτητα, αλλά η ακτίνα της σφαίρας είναι μικρή. 

			Η επιφάνεια ενός υγρού λέμε ότι είναι σε κατάσταση ομογενούς τάσης, αν ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες:

			α) Η επιφανειακή τάση έχει την ίδια τιμή σε όλα τα σημεία της επιφάνειας.

			β) Η επιφανειακή τάση είναι κάθετη σε κάθε ευθεία πάνω στην επιφάνεια και εφαπτόμενη της επιφάνειας, και φυσικά, έχει το ίδιο μέτρο για όλες τις κατευθύνσεις της ευθείας.

			Στην περίπτωση ενός υμενίου σαπουνιού με δύο επιφάνειες, είναι χρήσιμο να εισάγουμε την έννοια της υμενικής τάσης 

σf

, που είναι η δύναμη ανά μονάδα μήκους του υμενίου και είναι διπλάσια της επιφανειακής τάσης 

σf=2σℓ

, καθότι έχουμε δύο επιφάνειες. Έστω ότι έχουμε ένα οριζόντιο υμένιο υγρού διαλύματος, με επιφανειακή τάση 

σℓ

 και το εύρος του είναι ℓ, όπως στο Σχ. 1.11. Η δύναμη που απαιτείται να κρατήσουμε σταθερή επιμήκυνση είναι 

F=2ℓσℓ

. Έστω, τώρα, ότι τραβάμε την πλευρά με δύναμη F (ή ελάχιστα μεγαλύτερη για να αρχίσει η κίνηση) και τη μετακινούμε κατά δx. Το έργο που γίνεται, για να τεντώσουμε την μεμβράνη, είναι:

			



W=F⋅δx=2σℓℓ⋅δx





			Επειδή το τέντωμα γίνεται στατικότροπα, το έργο αποθηκεύεται ως ελαστική ενέργεια στη μεμβράνη, ίση με 

ΔE=2σℓℓδx

, όπου A=ℓδx είναι το πρόσθετο εμβαδόν της μεμβράνης από την επιμήκυνση. Αυτό, λοιπόν, δικαιολογεί και τον ορισμό της 

σℓ

 ως ενέργεια ανά μονάδα επιφάνειας.

			[image: ]

			 Σχήμα 1.11: Δυνάμεις επιφανειακής τάσης σε λεπτό υμένιο. 

			Στο παράδειγμα της σταγόνας, έχουμε τον ανταγωνισμό της δύναμης βαρύτητας, που θα προτιμούσε οριζόντια επιφάνεια, και της επιφανειακής τάσης, η οποία τείνει να συγκρατήσει την καμπυλότητα. Ως αποτέλεσμα, έχουμε μια σφαιρική επιφάνεια σταγόνας νερού, το μέγεθος της οποίας καθορίζει η αντιστάθμιση της δύναμης βαρύτητας από την επιφανειακή τάση. Ένα μέτρο σύγκρισης είναι η ενέργεια. Η ενέργεια της επιφανειακής τάσης (ενέργεια ανά μονάδα επιφάνειας) είναι 

4πr2σℓ

. Για τη βαρυτική δυναμική ενέργεια, θεωρούμε ότι η μάζα 

4π3r3ρ

 είναι στο κέντρο της σφαίρας, που είναι σε ύψος ίσο με την ακτίνα, και δίνεται ως 

4π3r3ρgr

. Έτσι, αν η ακτίνα r είναι πολύ μικρή, τότε η επιφανειακή ενέργεια υπερισχύει. Αυτό εξηγεί, γιατί σταγόνες μικρού μεγέθους μένουν σταθερές σε ένα κάθετο γυαλί, παρόλο που δρα η βαρύτητα. Από την άλλη πλευρά, η μεγάλη επιφανειακή ενέργεια ανά μονάδα όγκου της σταγόνας είναι πολύ υψηλή για μικρές σταγόνες. Η εξισορρόπηση των δύο δυνάμεων γίνεται για κάποια πεπερασμένη ακτίνα, δηλαδή για:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δύναμη επιφανειακής τάσηςδύναμη βαρύτητας=4πr2σℓ4π3pgr3=3σℓρgr2≈1,





						
							
							(1.23)

						
					

				
			

			ορίζεται η ακτίνα της σταγόνας από τη χαρακτηριστική ακτίνα 

rc=3σℓρg

. Αυτό δυσκολεύει αφάνταστα το σχηματισμό σταγόνων βροχής από τα μόρια νερού στην ατμόσφαιρα, καθότι για το νερό17 

rc≈2.2mm

. Συνήθως οι σταγόνες βροχής (μεγέθους μερικών χιλιοστών) αναπτύσσονται γύρω από στερεούς πυρήνες σημαντικού αρχικού μεγέθους, ώστε να μην έχουμε ταυτόχρονα και μεγάλες διαφορές πίεσης. Για τη δημιουργία π.χ. τεχνητής βροχής, χρησιμοποιούν σωματίδια ιωδιούχου αργύρου (AgI).

			Ο λόγος της βαρυτικής ενέργειας προς την ενέργεια της επιφανειακής τάσης, για μία σταγόνα ακτίνας a, ορίζει τον αδιάστατο αριθμό Bond:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Bo = ρga2σℓ = ενέργεια βαρύτηταςενέργεια επιφανειακής τάσης .





						
							
							(1.24)

						
					

				
			

			Για σταγόνες νερού σε αέρα, η επιφανειακή τάση υπερισχύει, αν η ακτίνα είναι μικρότερη από το μήκος 

rc

, αλλά, όταν το μέγεθος είναι αρκετά μεγαλύτερο από 

rc

, τότε η βαρύτητα υπερισχύει και η σφαίρα παραμορφώνεται σε ελλειψοειδές ή ακόμη σε επίπεδη κατανομή.

			Εάν μία σταγόνα πέσει σε γυάλινο τραπέζι, θα δούμε ότι το σχήμα δεν παραμορφώνεται μόνιμα, αλλά η σταγόνα έχει ελαστικότητα, επανερχόμενη σε ένα σχεδόν σφαιρικό σχήμα. Η παραμόρφωση αυτή δημιουργεί δυνάμεις επαναφοράς, που οφείλονται στην επιφανειακή τάση. Αντίστοιχα, αν διαταράξουμε μία επίπεδη επιφάνεια με κυματισμό μικρού μήκους κύματος18, τότε η αύξηση της επιφάνειας δημιουργεί δυνάμεις επαναφοράς στην επίπεδη κατάσταση ισορροπίας.

			Σε ένα εκτοξευτήρα νερού, δημιουργείται ένας οριζόντιος κυλινδρικός σωλήνας νερού, όπου η διαφορά πίεσης, μέσω της επιφάνειας, αντισταθμίζει τη δράση της επιφανειακής τάσης. Εάν θεωρήσουμε τον κύλινδρο L με βάση ημικύκλιο R, η δύναμη της επιφανειακής τάσης είναι 

Fσ=σℓ2L

 ενώ η δύναμη, λόγω της διαφοράς πίεσης, είναι 

FP=ΔP2RL

, σε αντίθετη κατεύθυνση. Περιμένουμε 

Fσ=FP

 και μας δίνει για την διαφορά πίεσης 

ΔP=σℓ/R

. Παρατηρούμε ότι η διαφορά αυτή είναι η μισή αυτής για τη σφαίρα, δημιουργείται αστάθεια και ο κύλινδρος διασπάται σε σταγόνες, μεγιστοποιώντας την επιφάνεια.

			Εν γένει, η επιφανειακή τάση ενός υγρού αλλάζει σημαντικά, όταν ξένα σωματίδια προς το υγρό συγκεντρώνονται στην επιφάνεια. Οι σκόνες καθαριότητας είναι χημικά, τα οποία εισάγονται, για να αλλάξουν την επιφανειακή τάση, συνήθως ελαττώνοντάς την. Έτσι, μια σταγόνα λαδιού δεν διαλύεται στο νερό, λόγω της διαφοράς της επιφανειακής τάσης. Εάν, όμως, βάλουμε σαπούνι στις σταγόνες λαδιού, τότε είναι πιο εύκολο να απομακρυνθούν με το πλύσιμο. Η επιφανειακή τάση είναι πολύ σημαντική, όταν έχουμε μικρές σταγόνες ή φυσαλίδες, όπου η διαφορά πίεσης είναι της ίδιας τάξης με τις μεταβολές πίεσης, λόγω της ροής. Είναι σημαντική π.χ. σε μηχανήματα εκτόξευσης καυσίμων (atomisers), που δημιουργούν υγρά σταγονίδια.

			Υπάρχουν πολλά φαινόμενα, όπου η επιφανειακή τάση παίζει σημαντικό ρόλο και αξίζει να αναφέρουμε μερικά από αυτά:

			α)  Μικρά έντομα μπορούν να περπατούν στο νερό χωρίς να βυθιστούν, διότι το βάρος τους δεν είναι αρκετό να υπερνικήσει την άνωση, λόγω της επιφανειακής τάσης. Κάτω από το έντομο, έχουμε καμπυλότητα της επιφάνειας προς τα πάνω και οι δυνάμεις της επιφανειακής τάσης έχουν συνιστώσες προς τα πάνω.

			β)  Το ίδιο συμβαίνει, αν βάλουμε προσεκτικά μία βελόνα στην επιφάνεια του νερού, παρόλο που έχει πυκνότητα αρκετές φορές μεγαλύτερη από αυτή του νερού. Εάν, όμως, λόγω ανάδευσης, διαταραχθούν οι δυνάμεις επιφανειακής τάσης, τότε γρήγορα βυθίζεται. Για μήκος της βελόνας L, το μέγιστο βάρος της, ώστε να επιπλέει, είναι 

W=2F=2σℓL

.

			γ) Το φαινόμενο αυτό, το παρατηρούμε σχεδόν καθημερινά κατά την ούρηση. Μάλιστα, η παρατήρηση του μεγέθους των σταγόνων και της απόστασης μεταξύ τους μπορεί να δώσει χρήσιμες πληροφορίες για τη φυσιολογική κατάσταση του ουρητικού συστήματος. Κανονικά, τα ούρα έχουν επιφανειακή τάση 0.066 N/m, ενώ, αν εναποθέσουμε θειούχο σκόνη στην επιφάνεια της ουρίας (τεστ Hay), αυτή θα επιπλεύσει σε καθαρά ούρα, ενώ θα βυθιστεί, αν η επιφανειακή τάση έχει ελαττωθεί, λόγω της χολής, κάτω από 0.055 N/m. Η φωτογράφηση της ούρησης, μπορεί επίσης να δώσει πληροφορίες, από το μέγεθος των σταγόνων και το χαρακτήρα της ροής.

			δ)  Τα αντιβακτηριδιακά είναι διαλύματα με χαμηλή επιφανειακή τάση (0.037 αντί 0.072 N/m για το νερό). Αυτό επιτρέπει να διαβραχούν τα τοιχώματα των κυττάρων και να διαπερνούν από τους πόρους, επηρεάζοντας τη λειτουργία τους.

			ε)  Σε ένα εκτοξευτήρα νερού, η επιφανειακή τάση καθορίζει το μέγεθος των σταγόνων που σπάζει. Σε αυτό επηρεάζει και η θερμοκρασία. Δυστυχώς, όμως, η αλόγιστη χρήση οδηγεί σε σπατάλη του πολύτιμου νερού, καθόσον συχνά εξατμίζεται. Κάθε είδους ψεκαστήρας εκμεταλλεύεται την επιφανειακή τάση του ρευστού.

			στ) Οι εκτυπωτές πίδακα μελάνης βασίζονται στην επιφανειακή τάση της μελάνης, για τον καθορισμό του μικροσκοπικού μεγέθους των σταγονιδίων μελάνης. Ταυτόχρονα, εκμεταλλεύονται και την υδροδυναμική, δημιουργώντας τεχνητές αστάθειες, ώστε ο πίδακας μελάνης να αποσταθεροποιηθεί και να διασπαστεί σε μικροσκοπικά σταγονίδια.

			[image: ] Σχήμα 1.12: Το νερό διαβρέχει την επιφάνεια του γυαλιού (α) σε αντίθεση με τον υδράργυρο (β).

			Ένα σημαντικό αποτέλεσμα της επιφανειακής τάσης είναι ότι ένας μακρόστενος κύλινδρος νερού (ιδεατός ή μόλις εκτοξευθείς από ένα σωλήνα), με έλλειψη βαρύτητας και ελεύθερη επιφάνεια, είναι ασταθής και θα διασπαστεί σε μέρη σφαιρικού σχήματος. Αυτός είναι ο μηχανισμός διάσπασης jet νερού σε σταγόνες. Το μέγεθος των σταγόνων εξαρτάται από το υγρό και την αντίσταση του αέρα, ενώ, ταυτόχρονα, δίνεται η δυνατότητα απόσβεσης της ενέργειας και της ορμής της ροής, λόγω της αυξημένης αντίστασης στα σταγονίδια.

			1.6.2 Τριχοειδή Φαινόμενα

			Η επίδραση της επιφανειακής τάσης είναι χαρακτηριστική στην επαφή της ενδοεπιφάνειας δύο υγρών (π.χ. νερό και αέρας), με τα τοιχώματα ενός τριχοειδούς σωλήνα. Η ενδοεπιφάνεια δεν είναι κάθετη στα τοιχώματα αλλά σχηματίζει μία γωνία, σε σχέση με το στερεό τοίχωμα, που ονομάζεται γωνία επαφής. Αυτή εξαρτάται από τη φύση των δύο υγρών και του στερεού. Η άνοδος ή πτώση του ύψους του νερού, σε ένα τριχοειδή σωλήνα (διαμέτρου D<10mm) οφείλεται στον ανταγωνισμό ανάμεσα στις δυνάμεις συνοχής των μορίων του υγρού και της συνάφειας του υγρού με τα τοιχώματα του δοχείου. Όταν η συνάφεια υπερτερεί της συνοχής, έχουμε άνοδο της υγρής στήλης με γωνία επαφής 

α<90o

, οπότε λέμε ότι το υγρό διαβρέχει τα τοιχώματα (Σχ.1.12α). Στην αντίθετη περίπτωση, έχουμε πτώση της υγρής στήλης με γωνία επαφής 

α>90o

 και λέμε ότι το υγρό δεν διαβρέχει τα τοιχώματα (Σχ.1.12β). Η αυξημένη συνάφεια σημαίνει ότι σε όλη την περίμετρο του σωλήνα δρουν δυνάμεις προς τα πάνω, σε κατεύθυνση που σχηματίζει γωνία 

α

 με τα τοιχώματα.

			Έτσι, ασκείται συνολικά μια δύναμη προς τα πάνω, που οδηγεί σε μία άνοδο της στήλης στον τριχοειδή σωλήνα, πάνω από το ύψος του νερού στο δοχείο. Το νερό διαβρέχει το υάλινο τοίχωμα και η γωνία επαφής είναι 

α=35.5o

, ενώ ο υδράργυρος δεν το διαβρέχει και έχει γωνία επαφής 

α=129o

. Το ύψος h και η γωνία επαφής συνδέονται με μια απλή σχέση, όπως θα δούμε στη συνέχεια.

			Ας υποθέσουμε ότι η επιφάνεια του υγρού στον τριχοειδή σωλήνα είναι σφαιρική, ακτίνας R. Τότε, η ακτίνα R συνδέεται με την γωνία επαφής α, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cosα=D/2R,





						
							
							(1.25)

						
					

				
			

			όπου D η διάμετρος του σωλήνα. Η διαφορά πίεσης δια μέσω της επιφάνειας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔP=2σℓR=2σℓD/2cosα=4σℓcosαD.





						
							
							(1.26)

						
					

				
			

			Αυτή η διαφορά πίεσης είναι ίση με το βάρος της στήλης ανά μονάδα διατομής, δηλαδή:

			ΔP=ρgh,

			επειδή η πίεση στην εξωτερική επιφάνεια και στο αντίστοιχο ύψος μέσα στο σωλήνα είναι ίσες. Με εξίσωση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



h=4σℓcosαρgD,





						
							
							(1.27)

						
					

				
			

			όπου για α=90ο (δηλαδή στο όριο) h=0, για α<90ο έχουμε h>0, ενώ για α>90ο έχουμε h<0. Στον παραπάνω υπολογισμό, δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουμε ότι η επιφάνεια είναι κυκλική. Στην αντίθετη περίπτωση, απαιτείται πιο λεπτομερής ανάλυση. Εάν, τώρα, υποθέσουμε, ότι έχουμε υδράργυρο σε τριχοειδή σωλήνα διαμέτρου 5mm, το ύψος της στήλης είναι κάτω από το ύψος στο δοχείο κατά:

			



h≈4 × 0.4N/m cos129°1.36×10-4Kgm39.8msec25 × 10-3m=-1.5×10-3m=-1.5mm.





			Εάν, όμως, είχαμε νερό, τότε:

			



h=4 × 0.073N/m cos35.5°1000Kg/m3 9.8m/sec25×10-3m=6mm.





			1.6.3 Πίεση Κορεσμένου Ατμού

			
				
					
					
				
				
					
							
							Θερμοκρασία (°C)

						
							
							Τάση ατμών

						
					

					
							
							10

						
							
							1.24

						
					

					
							
							25

						
							
							3.32

						
					

					
							
							50

						
							
							12.48

						
					

					
							
							75

						
							
							41.0

						
					

					
							
							100

						
							
							101.3

						
					

				
			

			Πίνακας 3. Τάση ατμών νερού

			Σε μια ενδοεπιφάνεια υγρού και αερίου (π.χ. νερού και αέρα), έχουμε συνεχή ανταλλαγή μορίων, δια μέσω της ενδοεπιφάνειας. Έτσι, μόρια νερού διαφεύγουν και σχηματίζουν υδρατμούς στον αέρα, ενώ αντίστροφα, μόρια υδρατμού στον αέρα επικάθονται στην επιφάνεια του υγρού. Εάν ο ρυθμός των μορίων που διαφεύγουν είναι μεγαλύτερος από αυτόν των επικαθήμενων μορίωνμ τότε έχουμε εξάτμιση, ενώ στην αντίστροφη περίπτωση έχουμε συμπύκνωση. Όταν οι δύο ρυθμοί είναι ίσοι, τότε είμαστε σε κατάσταση ισορροπίας, όπου το υγρό και οι υδρατμοί συνυπάρχουν στην ίδια θερμοκρασία. Για δεδομένη θερμοκρασία, η πίεση, στην οποία οι δύο φάσεις συνυπάρχουν, ονομάζεται πίεση κορεσμένων ατμών ή τάση ατμών. Όπως φαίνεται από τον πίνακα, η τάση κορεσμένου ατμού είναι ευαίσθητη συνάρτηση της θερμοκρασίας (περίπου 

∼T2

). Για θερμοκρασία 

T=100oC

, η τάση ατμών είναι 1atm, που σημαίνει ότι το νερό βράζει στους 

100oC

 σε ατμοσφαιρική πίεση. Η τάση ατμών είναι συνάρτηση της θερμοκρασίας και καθώς η θερμοκρασία αυξάνει, πρέπει να ασκήσουμε όλο και μεγαλύτερη πίεση, ώστε να μην έχουμε εξάτμιση. Έτσι, βρασμός μπορεί να γίνει και σε θερμοκρασίες χαμηλότερες των 

100oC

, αρκεί να ελαττώσουμε την πίεση. Π.χ. αν θεωρήσουμε ότι η σχέση πίεσης P και ύψους z δίνεται από:

			P0.29=27.54-8.56x10-4z,

			όπου P σε Pa και z σε m, τότε, σε ύψος z=20km έχουμε πίεση 3.3kPa. Τότε, από τον Πίνακα 3 βλέπουμε ότι, σε ύψος 20km, το νερό βράζει στους 

25oC

. Για να έχουμε εξάτμιση, τη στιγμή του βρασμού είναι απαραίτητη η ενδοεπιφάνεια και η επαφή με τον αέρα. Ο βρασμός αρχίζει στην επιφάνεια και όχι στον πάτο ενός δοχείου, εκτός αν τα τοιχώματα του δοχείου περιέχουν κοιλώματα με αέρα, οπότε υπάρχει η δυνατότητα εξάτμισης στο εσωτερικό των κοιλωμάτων.

			Είδαμε ότι ελάττωση της πίεσης, π.χ. στο 1/33 της ατμοσφαιρικής, δημιουργεί συνθήκες βρασμού, σε θερμοκρασία δωματίου, δηλαδή 

T=25oC

. Αυτές οι συνθήκες υπάρχουν και σε αδιαβατική ροή, με ενδιάμεση στένωση του σωλήνα. Εάν π.χ. στα σημεία 1 και 2 του σχήματος 1.14, έχουμε διατομές (κυκλικές) 

A1

 και 

A2

, τότε, για ασυμπίεστα υγρά από την αρχή διατήρησης της μάζας, έχουμε:

			[image: ]

			 Σχήμα 1.14: Στη στένωση, η χαμηλή πίεση οδηγεί στη δημιουργία φυσαλίδων. 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Α1u2=Α2u2,





						
							
							(1.28)

						
					

				
			

			όπου 

u1

 και 

u2

 είναι η μέση ταχύτητα του υγρού στην επιφάνεια των αντίστοιχων διατομών. Από τον νόμο του Bernoulli19 είναι γνωστό ότι, σε κάθε σημείο της ροής ενός ιδανικού ρευστού, η πίεση και η ταχύτητα συνδέονται και, για τη ροή σε ένα οριζόντιο σωλήνα με στενώσεις, μπορούμε να έχουμε τη διατήρηση της ποσότητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12ρu2+P=σταθερά.





						
							
							(1.29)

						
					

				
			

			Είναι λοιπόν δυνατόν, εάν ο λόγος των δύο διατομών είναι μεγάλος, η ταχύτητα στο σημείο 2 να είναι σημαντικά αυξημένη, ώστε η πίεση στο σημείο 2 να πέσει σημαντικά και να δημιουργηθούν οι κατάλληλες συνθήκες τοπικά για «βρασμό». Αυτό θα συμβεί, αν η πίεση πέσει κάτω από την τάση των ατμών, στη θερμοκρασία που γίνεται η ροή. Έτσι, έχουμε τη δημιουργία φυσαλίδων, που γεμίζουν υδρατμούς στις περιοχές χαμηλής πίεσης, ενώ συρρικνώνονται και καταρρέουν σε περιοχές υψηλής πίεσης ή όταν προσκρούουν με δύναμη στα τοιχώματα των σωλήνων. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται αποφυσαλοποίηση και απαντάται συχνά, όταν έχουμε την κίνηση με μεγάλη ταχύτητα επιφανειών σε επαφή με υγρό. Η δε γνώση του φαινομένου αυτού είναι σημαντική για το σχεδιασμό προοθητήρων ελίκων στα πλοία, καθώς οι φυσαλίδες αυτές δημιουργούνται κοντά στις ακμές των ελίκων, όπου η ταχύτητα ροής είναι σημαντικά υψηλή και η πίεση εξαιρετικά μειωμένη.

			1.7 Θερμοδυναμικές ιδιότητες των υγρών

			Ήδη, έχουμε συναντήσει τρεις βασικές εντατικές ιδιότητες, τις εξής:

			
					Πυκνότητα ρ

					Πίεση P

					Θερμοκρασία Τ

			

			Οι ποσότητες αυτές ορίζονται για ένα σύστημα, σε κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας. Από τις τρεις αυτές ιδιότητες, δύο είναι συνήθως ανεξάρτητες, ενώ η τρίτη δίνεται συναρτήσει αυτών, από τις καταστατικές σχέσεις των ρευστών. Συνήθως, ανεξάρτητες θεωρούμε την πίεση και τη θερμοκρασία. Οι σχέσεις αυτές μπορεί να είναι αναλυτικές, όπως π.χ. για το ιδανικό αέριο ή πειραματικές καμπύλες, λόγω της πολυπλοκότητας στην ανάπτυξη ενός απλού μοντέλου.

			Με μία πρώτη ματιά, φαίνεται ότι ένα πρόβλημα ροής είναι ένα φαινόμενο μεταφοράς εκτός ισορροπίας και επομένως, εύλογα διερωτάται κανείς προς τί έννοιες, οι οποίες ορίζονται σε κατάσταση ισορροπίας. Ευτυχώς για μας, για συνήθεις συνθήκες ροής, έχουμε πολύ μικρές αποκλίσεις από την ισορροπία20. Επίσης, λόγω του μεγάλου αριθμού σκεδάσεων μεταξύ των μορίων, οποιαδήποτε απόκλιση γρήγορα επανέρχεται στην ισορροπία, καθώς ο χρόνος επαναφοράς σε ισορροπία σε στοιχείο όγκου είναι πολύ μικρότερος του χρόνου μετατόπισης του όγκου. Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι παραπάνω ιδιότητες μεταβάλλονται ομαλά στο χώρο και στο χρόνο, δηλαδή ότι έχουμε τοπική θερμοδυναμική ισορροπία.

			Άλλες θερμοδυναμικές ιδιότητες, που έχουν σχέση με την ενέργεια και ορίζονται σαν πυκνότητα ανά μονάδα μάζας είναι οι:

			
					εσωτερική ενέργεια 

ϵ0



					ενθαλπία h

					εντροπία s

					ειδικές θερμότητες 

cp

 και 

cv

.

			

			Οι αντίστοιχες εκτατικές ποσότητες συμβολίζονται με κεφαλαία. Οι παραπάνω ποσότητες εξαρτώνται από άλλες θερμοδυναμικές παραμέτρους όπως η πίεση και η θερμοκρασία. Συχνά, όμως, μπορούμε να τις αντικαταστήσουμε με άλλες. Έτσι, μπορούμε να γράψουμε την ενέργεια, συναρτήσει της εντροπίας και της πυκνότητας, ενώ η θερμοκρασία και η πίεση μπορούν να γραφούν συναρτήσει αυτών.

			Από τον πρώτο νόμο της θερμοδυναμικής, έχουμε:

			



dE=ðQ+ðW,





			όπου:

			
					dE =μεταβολή στην ολική ενέργεια του συστήματος

					ðQ = θερμότητα που έχει προστεθεί στο σύστημα

					ðW =έργο που έχει γίνει στο σύστημα

			

			Εάν το ρευστό είναι σε ισορροπία και μεταβάλλεται στατικότροπα, τότε έχουμε:

			



ðW=-PdV,





			



ðQ=TdS.





			Από τον πρώτο νόμο και εισάγοντας τις αντίστοιχες ποσότητες, ανά μονάδα μάζας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dε0=Tds+Pρ2dρ,





						
							
							(1.30)

						
					

				
			

			που σημαίνει ότι μεταβολές της εντροπίας και πυκνότητας αρκούν να ορίσουν μεταβολές στην εσωτερική ενέργεια και έχουμε την καταστατική σχέση:

			



ϵ0=ϵ0s,ρ,





			και για το διαφορικό έχουμε:

			



dϵ0=∂ϵ0∂sds+∂ϵ0∂ρdρ,





			και με σύγκριση, έχουμε για τη θερμοκρασία και την πίεση:

			



T=∂ϵ0∂sρ ,





			



P=ρ2∂ϵ0∂ρs .





			Στη συνέχεια, μπορούμε να υπολογίσουμε και την ενθαλπία ανά μονάδα μάζας από τον ορισμό της:

			



h=ϵ0+Pρ .





			Για ελάχιστες μεταβολές του dh, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την προηγούμενη καταστατική σχέση και να απαλείψουμε το 

dϵ0

, έτσι ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dh=Tds+1pdP,





						
							
							(1.31)

						
					

				
			

			που μας οδηγεί στην καταστατική σχέση:

			



h=hs,P,





			ενώ, οι άλλες ποσότητες μπορούν να υπολογιστούν από τις σχέσεις:

			



T=∂h∂sP,





			



1ρ=∂h∂Ps ,





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε0=h-Pρ .





						
							
							(1.32)

						
					

				
			

			Από τα παραπάνω, μπορούμε να βρούμε και τις άλλες δύο θερμοδυναμικές ποσότητες, που είναι οι ειδικές θερμότητες σε σταθερή πίεση ή όγκο με μεταβολή της θερμοκρασίας. Αυτές ορίζονται από την ενθαλπία και την εσωτερική ενέργεια ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cP=∂h∂TP ,





						
							
							(1.33)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cV=ρ2∂ε0∂TV.





						
							
							(1.34)

						
					

				
			

			Και εδώ μπορούμε να ορίσουμε την αδιάστατη ποσότητα, από το λόγο των ειδικών θερμοτήτων

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



γ=cPcV.





						
							
							(1.35)

						
					

				
			

			Για ένα ασυμπίεστο ρευστό, η σταθερά 

γ≈1

, ενώ για τα περισσότερα ρευστά είναι μεταξύ 1.0 και 1.7.

			1.7.1 Καταστατικές σχέσεις αερίων

			Για ένα καθαρό υλικό, σε θερμοδυναμική ισορροπία, η πυκνότητά του (ρ) καθορίζεται, αν είναι γνωστή η πίεση (Ρ) και η θερμοκρασία (Τ). H σχέση, που ορίζει αυτή την εξάρτηση, ονομάζεται καταστατική σχέση και μπορεί να παρασταθεί ως επιφάνεια σε ένα τρισδιάστατο διάγραμμα ρ(Ρ,Τ). Επειδή, συνήθως το υλικό σύστημα έχει σταθερό αριθμό μορίων, μπορούμε να δώσουμε την πίεση ως συνάρτηση των άλλων δύο, δηλαδή Ρ(ρ,Τ).

			Οι θερμοδυναμικές ιδιότητες είναι αντικείμενο θεωρητικής και πειραματικής μελέτης. Αποτέλεσμα της ανάλυσης των πειραματικών μετρήσεων είναι και η εξαγωγή αναλυτικών σχέσεων μεταξύ των θερμοδυναμικών παραμέτρων, που μας δίνουν τις καταστατικές σχέσεις. Μερικές φορές έχουν απλή μορφή, με εύκολη φυσική ερμηνεία. Συχνά, είναι αποτέλεσμα παραμετρικής προσαρμογής των μετρήσεων των φυσικών μεταβλητών σε ένα μοντέλο ή σε αναλυτικές σχέσεις. Από τη σύγκριση, παίρνουμε πληροφορίες για τις αλληλεπιδράσεις μεταξύ των ατόμων ή των μορίων. Η ενέργεια αλληλεπίδρασης μεταξύ των ατόμων είναι ηλεκτρομαγνητικού χαρακτήρα και συνήθως, περιγράφεται με ενδοατομικά δυναμικά. Για το νερό π.χ., η αλληλεπίδραση αυτή οφείλεται κυρίως στη διπολική ροπή που έχουν τα μόρια του νερού.

			Για μακροσκοπικά φαινόμενα, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι σχεδόν όλα τα αέρια ικανοποιούν το νόμο για ιδανικά αέρια21

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=ρRg ,





						
							
							(1.36)

						
					

				
			

			όπου 

Rg=cp-cv

 και θεωρούμε ότι έχουμε σχετικά υψηλή θερμοκρασία και χαμηλή πίεση (σε σχέση με το τριπλό σημείο), ώστε να μην έχουμε συσσωρεύσεις μορίων. Για τον αέρα, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι έχουμε ένα ομογενές μείγμα22 με μέσο μοριακό βάρος 

Μwαέρα=28.97gr

 και σταθερή περιεκτικότητα για θερμοκρασίες μεταξύ 160ο και 2200ο Κ. Έτσι 

Rgαέρα=287m2/sec2 oK 

 ή Joule/(kg

 oK

).

			1.7.2 Ειδική εσωτερική ενέργεια ε0

			Η εσωτερική ενέργεια ενός συστήματος εκφράζεται συνήθως ως ειδική ποσότητα, δηλαδή ως εσωτερική ενέργεια ανά μονάδα μάζας ε0, και είναι σε μονάδες Joule/kg. Η εσωτερική ενέργεια δεν περιλαμβάνει την κινητική ενέργεια μεταφοράς ολόκληρης της μάζας του ρευστού, αλλά μας δίνει την κατάσταση της μοριακής δραστηριότητας και είναι εν γένει συνάρτηση της θερμοκρασίας και της πίεσης ε0(Ρ,Τ). Συχνά, είναι χρήσιμο να εκφράζεται ως συνάρτηση της πυκνότητας και της θερμοκρασίας ε0(ρ,Τ), χρησιμοποιώντας την καταστατική σχέση, για την εξάρτηση της πυκνότητας από την θερμοκρασία και πίεση. Για ένα ιδανικό αέριο, η εσωτερική ενέργεια εξαρτάται μόνο από την θερμοκρασία, δηλαδή ε0 (Τ).

			[image: ]

			Σχήμα 1.15: Διάγραμμα για τον ορισμό της ταχύτητας του ήχου σε ρευστά. α) Διάδοση μετωπικού παλμού κύματος με ταχύτητα 

u0

 από δεξιά. β) Στάσιμος παλμός στο κινούμενο σύστημα με ταχύτητα 

u0

 προς δεξιά.

			1.8 Ταχύτητα του ήχου σε ρευστά. 

			Μία άλλη σημαντική θερμοδυναμική παράμετρος ενός ρευστού είναι η ταχύτητα του ήχου, δηλαδή ο ρυθμός διάδοσης μιας μικρής διακύμανσης της πίεσης μέσα στο ρευστό. Για τον υπολογισμό της, ας θεωρήσουμε την κίνηση σε μια διάσταση ενός μετώπου, που διαχωρίζει δύο πλευρές με διαφορετικές ιδιότητες: δεξιά (δες Σχ. 1.15) το ρευστό είναι ακίνητο, ενώ από τα αριστερά κινείται με ταχύτητα δu και έχει σισφυκτική πίεση, πυκνότητα και θερμοκρασία κατά δΡ, δρ και δΤ αντίστοιχα. Το δε ενδιάμεσο στρώμα κινείται με μέση ταχύτητα 

u0

, ενώ έχει και βαθμίδα στο μήκος του παλμού συμπίεσης. Το ρευστό που ακολουθεί έχει μικρή ταχύτητα 

δu

 προς αριστερά. Η ταχύτητα u0 δεν είναι τυχαία, διότι η κίνηση της αντίστοιχης μάζας πρέπει να ικανοποιεί τις αρχές διατήρησης μάζας και ορμής. Ισοδύναμα, μπορούμε να εφαρμόσουμε τους νόμους σε ένα σύστημα αναφοράς, που κινείται με ταχύτητα 

u0 

 μαζί με το ενδιάμεσο στρώμα και στο σύστημα αυτό έχουμε έναν όγκο (διακεκομμένες γραμμές στο Σχ.1.15), που περιέχει τον παλμό. Σε αυτή την περίπτωση, το υγρό στα αριστερά έχει ταχύτητα 

+u0

, ενώ στα δεξιά 

+u0-δu

. Αν θεωρήσουμε τη ροή μάζας από το νοητό όγκο (με κάθετη διατομή Α), η αρχή διατήρησης της μάζας μας λέει ότι:

			



ρAu0=ρ+δρAu0-δu,





			ή:

			



δu=u0δρρ+δρ ,





			που σημαίνει ότι η ταχύτητα του ρευστού πίσω από τον παλμό, μετά τη διέλευσή του, είναι πολύ μικρή, λόγω της μικρής συμπιεστότητας του ρευστού, με 

δu>0 , 

 αν 

δρ>0

. Στη μάζα του παλμού ασκείται δύναμη23, λόγω της πίεσης, ίση με:

			



P+δPA-PA=δPA.





			Η ολική δύναμη θα είναι ίση με το ρυθμό μεταβολής της ορμής της μάζας μέσα στον όγκο. Αυτό οφείλεται στο ρυθμό ροής ορμής, μέσω της επιφάνειας του όγκου. Σε χρόνο δt, έχουμε ροή ορμής από τα δεξιά, λόγω της ροής μάζας 

ρAu0δt

 με ταχύτητα u0, ενώ από τα αριστερά έχουμε εκροή ορμής, ίσης με 

ρAu0δtu0-δu

. Ο ολικός ρυθμός μεταβολής της ορμής είναι:

			



1δtρAu0δtu0-δu-ρAu0δtu0=ρAu0δu0,





			και η αρχή διατήρησης της ορμής μας δίνει:

			



δP=ρu0δu,





			και με αντικατάσταση για το 

δu≈u0δρρ

, για μικρές διακυμάνσεις στην πυκνότητα, έχουμε για το τετράγωνο της ταχύτητας του ήχου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cs2=limδρ→0⁡δΡδρ=∂Ρ∂ρ , 





						
							
							(1.37)

						
					

				
			

			όπου θεωρήσαμε ότι, για μικρές αποκλίσεις της πυκνότητας, η ταχύτητα του ενδιάμεσου ρευστού στρώματος u0, είναι η ταχύτητα του ήχου24, cs. Για πεπερασμένες διακυμάνσεις, κρατώντας και τον επόμενο όρο, η ταχύτητα του παλμού είναι:

			



u02=δPδρ1+δρρ,





			δηλαδή μεγαλύτερη από την ταχύτητα του ήχου.

			Σε μια συμπίεση ή αποσυμπίεση, πρέπει να γνωρίζουμε την ακριβή θερμοδυναμική διαδικασία, κατά τη διάδοση του κύματος. Λόγω του μικρού πλάτους του κύματος (διακύμανση στην πυκνότητα ή πίεση), θεωρήσαμε ότι δεν αναπτύσσονται ιξωδικές δυνάμεις, που παράγουν θερμότητα. Έτσι, η διαδικασία είναι αδιαβατική. Ταυτόχρονα, επειδή οι μεταβολές στην πίεση είναι μικρές, η θερμοδυναμική διαδικασία είναι αντιστρεπτή. Η θερμοδυναμική διαδικασία είναι ισεντροπική25 και επομένως, η ταχύτητα του ήχου γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cs2=∂Ρ∂ρs.





						
							
							(1.38)

						
					

				
			

			Από την παραπάνω σχέση, βλέπουμε ότι η ταχύτητα του ήχου συνδέεται με το λόγο της μεταβολής της πίεσης προς την μεταβολή της πυκνότητας, δια μέσω του κύματος και επομένως, συνδέεται με τη συμπιεστότητα. Η συμπιεστότητα ορίζεται σε σταθερή θερμοκρασία και για να φανεί η σχέση, μπορούμε να μετατρέψουμε την παράγωγο από ισεντροπική σε ισοθερμική, με χρήση των γνωστών σχέσεων παραγώγισης για θερμοδυναμικές παραμέτρους. Τότε, έχουμε τη σχέση:

			



cs2=γ∂P∂ρT ,





			και από τον ορισμό της συμπιεστότητας έχουμε:

			



cs=γρκ .





			Εάν το ρευστό είναι ασυμπίεστο (δρ→0), για πεπερασμένη διαφορά πίεσης, τότε η ταχύτητα διάδοσης είναι άπειρη. Αργότερα, θα δούμε ότι, αν η ταχύτητα ροής u είναι πολύ μικρότερη από την ταχύτητα του ήχου, τότε το ρευστό μπορεί να θεωρηθεί ασυμπίεστο. Το κριτήριο αυτό εκφράζεται με το μέγεθος του αριθμού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Mach=ucs.





						
							
							(1.39)

						
					

				
			

			Για τις περισσότερες ροές υγρών, ο αριθμός Mach είναι μικρός, ενώ αντιθέτως, στα αέρια, πολύ συχνά συναντούμε υψηλούς αριθμούς Mach και ιδιαίτερα σε υπερηχητικά κύματα σοκ. Ως παράδειγμα, θα δώσουμε την ταχύτητα του ήχου στον αέρα, τον οποίο θα θεωρήσουμε ως ιδανικό αέριο και ο οποίος ικανοποιεί την καταστατική σχέση 

P=ρRgT

. Για μια ισεντροπική θερμοδυναμική διαδικασία, έχουμε 

P=Aργ

, όπου Α είναι μία σταθερά και γ ο λόγος των ειδικών θερμοτήτων με σταθερή πίεση και όγκο αντίστοιχα. Για πολλά αέρια, μπορούμε να θεωρήσουμε 

γ≈1.4

. Με παραγώγιση της πίεσης ως προς την πυκνότητα, για σταθερή εντροπία, έχουμε:

			



∂P∂ρs=γAργ-1=γPρ ,





			και με χρήση του καταστατικού νόμου του ιδανικού αερίου, έχουμε για την ταχύτητα του ήχου:

			



cs=γRgT,





			να μεταβάλλεται με την τετραγωνική ρίζα της θερμοκρασίας. Η σχέση αυτή είναι πράγματι ικανοποιητική, για πραγματικά αέρια, υπό κανονικές συνθήκες πίεσης και θερμοκρασίας. Από τον ορισμό της συμπιεστότητας26 και τις παραπάνω σχέσεις, έχουμε ότι:

			



κT=1ρRgT=1P .





			Για τον αέρα σε 25°C έχουμε ταχύτητα του ήχου 

cs=343m/sec

. Για ανέμους με ταχύτητα 

u=100m/sec

 (όχι ασυνήθιστο), η ροή του αερίου είναι κοντά στην οριακή τιμή Ma=0.3, πάνω από την οποία είναι απαραίτητο να λάβουμε υπόψη μας τη συμπιεστότητα του αερίου.

			Για τα υγρά, ο υπολογισμός της συμπιεστότητας δεν είναι τόσο απλός, λόγω της έλλειψης αναλυτικής έκφρασης, για την καταστατική σχέση του ρευστού. Επειδή, όμως, τα περισσότερα υγρά δεν είναι συμπιεστά, η συμπιεστότητα δεν είναι σημαντική παράμετρος στις εξισώσεις της υδροδυναμικής, εκτός αν έχουμε σημαντική βαθμίδα της πίεσης. Για το νερό, σε θερμοκρασία T=25°C, έχουμε 

cs=1490m/sec

 και για ταχύτητες u=10m/sec, συνήθεις ταχύτητες σε φυσικές ροές, ο αριθμός Mach είναι μικρός, 

Ma≈6×10-3

.

			Παρά την ασυμπιεστότητα των ρευστών, η διάδοση ακουστικών κυμάτων στους ωκεανούς μας δίνει σημαντικές πληροφορίες και τούτο, διότι, σε αντίθεση με τον αέρα, τα ακουστικά κύματα αποσβένονται σε πολύ μεγαλύτερες αποστάσεις από το φως. Ενώ το φως δεν εισέρχεται σημαντικά από την επιφάνεια του νερού, τα ακουστικά κύματα μπορούν να χρησιμοποιηθούν για πολλούς σκοπούς, όπως αντήχηση από το βυθό για την εύρεση της τοπογραφίας, επικοινωνίες, μέτρηση αποστάσεων στον ωκεανό. Τις τεχνικές αυτές δεν τις χρησιμοποιεί μόνο ο άνθρωπος με τεχνητά μέσα, αλλά και πολλά θαλάσσια κήτη. Για αυτό, όμως, απαιτείται γνώση της ταχύτητας του ήχου ως συνάρτηση της θερμοκρασίας Τ, της πίεσης Ρ και της περιεκτικότητας σε αλάτι S, οι οποίες μεταβάλλονται κυρίως με το βάθος, αλλά και με το περιβάλλον. Στους ανοικτούς ωκεανούς, η ταχύτητα του ήχου εξαρτάται κυρίως από τη θερμοκρασία και την πίεση και όχι τόσο από την περιεκτικότητα σε αλάτι: εν γένει αυξάνει με αύξηση της T, Ρ και S.

			Η εξάρτηση της ταχύτητας του ήχου από την θερμοκρασία, μας βοηθά να γνωρίζουμε τη θερμοκρασία που υπάρχει ανάμεσα σε δύο σταθμούς μέτρησης, στον ωκεανό της ταχύτητας ενός κύματος, που ταξιδεύει αρκετά (χιλιάδες χιλιόμετρα) χωρίς απώλειες. Ο χρόνος διάσχισης μεταξύ των σταθμών, για κύματα χαμηλής συχνότητας και πλάτους, μας δίνει την ταχύτητα και στη συνέχεια τη θερμοκρασία, η οποία μπορεί να συγκριθεί με τις προβλέψεις υπολογιστικών κλιματικών μοντέλων. Από τις αναλύσεις, μπορούμε να πάρουμε πληροφορίες για το αν συμβαίνει θέρμανση του περιβάλλοντος, λόγω του φαινομένου του θερμοκηπίου. Τα πειράματα αυτά μπορούν να μας δείξουν μεταβολές θερμοκρασίας εκατοστού του βαθμού.

			1.9 Mεταφορικές ιδιότητες των υγρών

			Ήδη, έχουμε δει μία σημαντική τέτοια ιδιότητα: το ιξώδες. Στην περίπτωση αυτή, έχουμε βαθμίδα στην ταχύτητα και αυτή δημιουργεί δυνάμεις τριβής, ανάμεσα σε στρώματα ρευστού. Οι δυνάμεις αυτές επηρεάζουν την κίνηση των ρευστών σωματιδίων27 και οδηγούν σε μεταβολή της ορμής. Έτσι, θα μπορούσαμε να χαρακτηρίσουμε τις ιξωδικές δυνάμεις ως αίτια για τη μεταφορά ορμής. Να θυμηθούμε από το νόμο του Νεύτωνα, ότι η δύναμη σε ένα σωματίδιο μας δίνει το ρυθμό μεταβολής της ορμής του, η οποία μεταφέρεται με το σωματίδιο.

			Υπάρχουν και άλλα φαινόμενα, στα οποία έχουμε την σύνδεση ροής (ή μεταφοράς) κάποιας φυσικής ποσότητας με τη βαθμίδα κάποιας άλλης. Π.χ. η θερμική αγωγιμότητα συνδέει τη ροή θερμότητας με τη βαθμίδα θερμοκρασίας. Η σταθερά διάχυσης συνδέει τη μεταφορά μάζας με τη βαθμίδα πυκνότητας. Η παραπάνω αναλογία στα τρία προβλήματα μεταφοράς θέλει προσοχή, καθότι η θερμοκρασία και η πυκνότητα είναι βαθμωτές ποσότητες, ενώ η ταχύτητα είναι διανυσματική. Οι αντίστοιχες ροές για τις δύο περιπτώσεις ορίζονται από διανύσματα, ενώ για τις ιξωδικές δυνάμεις απαιτείται η χρήση τανυστών.

			1.9.1 Θερμική αγωγιμότητα

			Είναι γνωστό ότι έχουμε ροή θερμότητας, λόγω διαφοράς θερμοκρασίας, από περιοχή με υψηλότερη σε περιοχή με χαμηλότερη θερμοκρασία, δηλαδή αντίθετα στη βαθμίδα της θερμοκρασίας. Αυτό εκφράζεται με το νόμο 

Fourier

, που συνδέει το διάνυσμα ροής θερμότητας 

q→

 με τη βαθμίδα θερμοκρασίας, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q→=-κq∇→.





						
							
							(1.40)

						
					

				
			

			To διάνυσμα 

q→

 έχει μέτρο τη ροή θερμότητας ανά μονάδα επιφάνειας και 

κq

 είναι η σταθερά θερμικής αγωγιμότητας, την οποία για ρευστά θεωρούμε ισοτροπική28. Το «-» πρόσημο ικανοποιεί τη συνθήκη ροής θερμότητας. Το 

κq

 μεταβάλλεται, όμως, ασθενώς με την πίεση και περισσότερο με τη θερμοκρασία. Οι μονάδες της σταθεράς θερμικής αγωγιμότητας είναι 

Joules/sec m oK

. To 

κq

 έχει, επίσης, μονάδες ιξώδους επί ειδική θερμότητα για σταθερή πίεση. Έτσι, μπορούμε να ορίσουμε την αδιάστατη σταθερά, που ονομάζεται αριθμός Prandtl:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Prandtl=Pr=μcPκq,





						
							
							(1.41)

						
					

				
			

			που περιλαμβάνει μόνο θερμοδυναμικές ιδιότητες του ρευστού και όχι την ταχύτητα ροής. Τέτοιου είδους σταθερές θα δούμε πολλές, μας βοηθούν δε, στη σύγκριση δύο φαινομένων. Δηλαδή την τάση να παράγεται θερμότητα, λόγω του ιξώδους σε σύγκριση με τη θερμική μεταφορά, η οποία δεν απαιτεί τη ροή μάζας. Συχνά χρησιμοποιείται και η σταθερά θερμικής διάχυσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α=κqρcP.





						
							
							(1.42)

						
					

				
			

			Στο νόμο Fourier, υποθέτουμε μικρή βαθμίδα θερμοκρασίας και επίσης, ότι δεν έχουμε διάδοση θερμότητας δια ακτινοβολίας, η οποία απαιτεί υψηλές θερμοκρασίες και διαδίδεται ακόμη και στο κενό, καθότι αποτελείται από ηλεκτρομαγνητική ενέργεια. Επίσης, υποθέτουμε ότι δεν έχουμε διάδοση θερμότητας, λόγω ρευμάτων μεταφοράς. Φυσικά, αν έχουμε σημαντική βαθμίδα θερμοκρασίας, η αποκατάσταση στην ισορροπία, για ένα αρχικά στατικό ρευστό, γίνεται πιο εύκολα με ρεύματα μεταφοράς.

			Ο υπολογισμός της σταθεράς θερμικής αγωγιμότητας γίνεται με μοντέλα των ενδομοριακών δυνάμεων, όταν στο σύστημα ασκείται βαθμίδα της θερμοκρασίας σε κάποια κατεύθυνση (π.χ. z). Εν γένει, είναι δύσκολος και χρονοβόρος υπολογισμός. Για την περίπτωση των αερίων, μπορούμε να έχουμε εύκολα πολύ καλές προσεγγίσεις, χρησιμοποιώντας την κινητική θεωρία αερίων. Στην προσέγγιση αυτή, τα μόρια κινούνται τυχαία και κατά χρονικά διαστήματα έχουμε μεταξύ τους συγκρούσεις, οι οποίες οδηγούν σε διάχυση της εσωτερικής ενέργειας, λόγω της βαθμίδας θερμοκρασίας. Έχουμε λοιπόν:

			



q→=-υ¯ℓ3∂U∂ze^z,





			όπου 

υ¯

 είναι η μέση ταχύτητα (

υ¯=<υ>2

), και 

ℓ

 η μέση ελεύθερη διαδρομή. H ποσότητα 

υ¯ℓ

 είναι ο ρυθμός ροής όγκου στην κατεύθυνση της βαθμίδας. Η σταθερά προκύπτει από το γεγονός ότι η ταχύτητα είναι σε όλες τις κατευθύνσεις και πρέπει να ολοκληρώσουμε στις τρεις διαστάσεις. Μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας, κατά ΔU αντιστοιχεί σε μεταβολή της θερμοκρασίας κατά ΔΤ, με 

ΔU=ncvΔT

, όπου 

cv

 είναι η ειδική θερμότητα ανά σωματίδιο (

cv=32kB

 για μονατομικό αέριο) και n η πυκνότητα σωματιδίων ανά μονάδα όγκου. Το ρεύμα θερμότητας, μπορεί να γραφεί ως:

			



q→=-υ¯ℓ3ncv∂T∂ze^z ,





			από την οποία έχουμε την σταθερά θερμικής αγωγιμότητας, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



κq=-υ¯ℓ3ncv .





						
							
							(1.43)

						
					

				
			

			Από την (1.43), φαίνεται ότι η σταθερά θερμικής αγωγιμότητας είναι ανεξάρτητη της πίεσης και ανάλογη της τετραγωνικής ρίζας της θερμοκρασίας, καθώς 

υ¯∼T

. Αυτό συμφωνεί με τις πειραματικές μετρήσεις, για αέρια σε χαμηλές πιέσεις, αλλά υπάρχουν διορθώσεις σε υψηλές πιέσεις (

≥100

 

atm

).

			1.9.2 Σταθερά διάχυσης μάζας. 

			Το φαινόμενο της διάχυσης συνδέεται με την κίνηση μάζας, λόγω της ανταλλαγής μορίων δια μέσω μιας νοητής επιφάνειας. Αυτό συμβαίνει σε κάθε ρευστό, λόγω της τυχαίας θερμικής κίνησης των μορίων του ρευστού. Έτσι, το περιεχόμενο σε κάποιο όγκο συνεχώς αλλάζει. Αυτό όμως δεν γίνεται αισθητό στο μακροσκοπικό επίπεδο, διότι το ρευστό παραμένει το ίδιο. Η διάχυση αυτή ομοίων μορίων ονομάζεται αυτοδιάχυση. Εάν το ρευστό αποτελεί μείγμα, τότε η διάχυση είναι μακροσκοπικά παρατηρήσιμη. Η διάδοση οσμών σε μακρινή απόσταση είναι μια παρατήρηση, αλλά υπάρχουν και άλλα αισθητήρια όργανα για να διαπιστώσουμε τη διάχυση ξένων μορίων, ακόμη και σε πολύ μικρή περιεκτικότητα. Στην κατάσταση ισορροπίας, περιμένουμε την ισοκατανομή (μεγιστοποίηση της αταξίας) της περιεκτικότητας 

Cir→,t

 (του 

i-

 είδους μορίων) και επομένως, η ροή μάζας θα είναι από την περιοχή υψηλής περιεκτικότητας σε χαμηλής. Η περιεκτικότητα ορίζεται ως ο λόγος της πυκνότητας του 

i

 -είδους προς την πυκνότητα του κύριου ρευστού, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ci=ρiρ ,





						
							
							(1.44)

						
					

				
			

			δηλαδή η μάζα του i-είδους ανά μονάδα μάζας του ρευστού. Να τονίσουμε ότι ο ρυθμός διάχυσης είναι πολύ μικρότερος από τη μέση μοριακή ταχύτητα. Περιμένουμε δε, ότι η ροή μάζας θα είναι ανάλογη και αντίθετη προς τη βαθμίδα περιεκτικότητας. Για τη ροή, χρειαζόμαστε τη ροή της 

i-

 μάζας ανά μονάδα επιφάνειας 

q→mi=1Sdmidtn^

 στην κατεύθυνση της βαθμίδας. Από τον παραπάνω ορισμό, η 

q→m

 ονομάζεται ρεύμα μάζας29. Η ροή συνδέεται με τη βαθμίδα από τη σχέση Fick

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q→mi=-D∇→ρi.





						
							
							(1.45)

						
					

				
			

			Η σταθερά D είναι η σταθερά της διάχυσης μάζας και έχει διαστάσεις [

L2T-1

] και αντίστοιχες μονάδες 

m2/sec

. Για το ρυθμό ροής μάζας, μπορούμε να ορίσουμε την ταχύτητα διάχυσης30 του 

i-

 είδους ως 

u→i

 και έχουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q→mi=ρi υ→i .





						
							
							(1.46)

						
					

				
			

			Εάν αντικαταστήσουμε την πυκνότητα 

ρi

, για την περιεκτικότητα 

Ci

, στο νόμο Fick, έχουμε την πιο απλή μορφή, για ομογενή πυκνότητα ρ του ρευστού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



υ→i=-D∇→ln⁡Ci,





						
							
							(1.47)

						
					

				
			

			στην κατεύθυνση της βαθμίδας.

			Ο συντελεστής διάχυσης μάζας D έχει τις ίδιες μονάδες με το συντελεστή κινητικού ιξώδους ν=μ/ρ και θερμικής διάχυσης 

α=κ/ρcp

. Έτσι, πάλι, μπορούμε να ορίσουμε αδιάστατους αριθμούς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Schmidt=Sc=νD , 





						
							
							(1.48)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Lewis=Le=Dα  ,





						
							
							(1.49)

						
					

				
			

			Ο αριθμός Schmidt συνδέει τους ρυθμούς ιξωδικής διάχυσης και διάχυσης μάζας, ενώ ο αριθμός Lewis συνδέει τη διάχυση μάζας με τη θερμική διάχυση.

			Από την εξίσωση διάχυσης, η σταθερά D έχει μονάδες ροής όγκου και για αυτό έχει τις ίδιες μονάδες με την σταθερά κινητικού ιξώδους (v). Αυτό φαίνεται, αν σκεφθούμε ότι η βαθμίδα ταχύτητας έχει αντίστοιχο ρεύμα τη διατμητική τάση (τ), η οποία έχει μονάδες ροής ορμής ανά μονάδα μάζας. Από την κινητική θεωρία, συνάγεται ότι ο ρυθμός ροής όγκου είναι 

u¯ℓ3

, όπου ο παράγοντας στον παρονομαστή οφείλεται στη μέση τιμή, λόγω της τρισδιάστατης κίνησης των μορίων. Έτσι, η σταθερά διάχυσης στο αέριο είναι:

			



D=υ¯ℓ3.





			Αντίστοιχα, η σταθερά του ιξώδους στο αέριο δίνεται ως:

			



μ=ρυ¯ℓ3.





			Έτσι, η σταθερά διάχυσης και η σταθερά ιξώδους μεταβάλλονται όπως η τετραγωνική ρίζα της θερμοκρασίας. Να σημειώσουμε ότι το γινόμενο ρ

ℓ

 είναι ανεξάρτητο της θερμοκρασίας.

			1.10 Μη Νευτωνικά ρευστά

			Για Νευτωνικά ρευστά, είδαμε ότι ο συντελεστής ιξώδους μ είναι σταθερά για δεδομένη θερμοκρασία και πίεση, ενώ δε μεταβάλλεται με το χρόνο31 ούτε με το πεδίο ταχύτητας. Έτσι, για διατμητικές τάσεις, έχουμε γραμμική εξάρτηση από το ρυθμό παραμόρφωσης. Υπάρχουν, όμως, πολλά χρήσιμα ρευστά, που δεν προσεγγίζονται από μια γραμμική σχέση ανάμεσα στην τάση και το ρυθμό παραμόρφωσης. Τέτοια ρευστά είναι π.χ. το γάλα, μελάνι, λάδια, μέλι, κολλοειδή αιωρήματα σε διαλύματα και αρκετά τηγμένα ή αραιά πολυμερή32. Τα παραπάνω ρευστά έχουν πολύπλοκη δομή, αλλά όλα τα αέρια και τα υγρά με απλές μοριακές δομές, π.χ. νερό, βενζίνη, αιθυλική αλκοόλη κτλ. είναι Νευτωνικά ρευστά. Θα τολμήσουμε να τα κατατάξουμε σε τρεις γενικές κατηγορίες:

			
					Χρονοανεξάρτητα μη-Νευτωνικά ρευστά με μονότιμη αλλά μη γραμμική σχέση τάσης και ρυθμού παραμόρφωσης, 

τ=fϵ˙

.

					Χρονοεξαρτημένα μη-Νευτωνικά ρευστά, με την ιξωδική συμπεριφορά να εξαρτάται από την προηγούμενη ιστορία ροής του ρευστού, 

τ=fϵ˙,t

. Η σχέση τάσης-ρυθμού παραμόρφωσης δίνει πολλαπλές τιμές και παρουσιάζονται φαινόμενα υστέρησης.

					Ιξωδοελαστικά ρευστά, στα οποία παρουσιάζεται και ελαστική συμπεριφορά. Έτσι, εκτός από το ρυθμό παραμόρφωσης, έχουμε και ελαστική παραμόρφωση, οι οποίες συνδέονται με την τάση, με διαφορετικές καταστατικές σχέσεις. Ένα μέρος της ενέργειας, που συνδέεται με το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης, διαχέεται σε θερμότητα (όπως στα ιξωδικά ρευστά) και ένα άλλο μέρος αποθηκεύεται ως ελαστική ενέργεια παραμόρφωσης. 

			

			1.11 Ιδιότητες του νερού

			Το νερό απαιτεί ιδιαίτερη μνεία, όχι μόνο γιατί είναι το πιο άφθονο ρευστό στη Γη, αλλά και γιατί έχει ιδιαίτερες και σημαντικές ιδιότητες. Το νερό είναι η μόνη ουσία, η οποία απαντάται υπό φυσικές συνθήκες στην επιφάνεια της Γης και στις τρεις καταστάσεις (στερεό, υγρό και αέριο). Ακόμη και στους θαλάσσιους οργανισμούς, η περιεκτικότητα σε νερό είναι περίπου 85%. Γίνεται προσπάθεια ανεύρεσης και σε άλλους πλανήτες, αλλά η Γη είναι ο μόνος πλανήτης στο ηλιακό μας σύστημα33, όπου υγρό νερό υπάρχει στην επιφάνεια. Σε αυτό παίζει ρόλο, όχι μόνο ένας μηχανισμός συσσώρευσης νερού στην επιφάνεια, αλλά και μηχανισμοί συγκράτησής του, λόγω των κατάλληλων συνθηκών θερμοκρασίας, πίεσης, βαρύτητας αλλά και της δυναμικής της ατμόσφαιρας. Ο κύκλος του νερού είναι σημαντικός για πολλά φαινόμενα και πολλές διαδικασίες, που είναι μοναδικές στην επιφάνεια της Γης και συνδέονται με την εξέλιξη ζωντανών οργανισμών ή φυσικών συστημάτων. Ο κύκλος αυτός συνδέει τους ωκεανούς με τη γεώσφαιρα και την ατμόσφαιρα και δημιουργεί τις κατάλληλες συνθήκες δυναμικής ισορροπίας. Μάλιστα η σύζευξη της θάλασσας με την ατμόσφαιρα και η ανταλλαγή μάζας και ενέργειας είναι πολύ σημαντική για τον καθορισμό του κλίματος. Στην ανταλλαγή αυτή βοηθά, επίσης, και το γεγονός, ότι και τα δύο επιτρέπουν ρεύματα μεταφοράς (υγρών ή αερίων μαζών αντίστοιχα) και βοηθούν στην ανακατανομή θερμότητας, άλατος κτλ.

			Μερικές από τις αξιοσημείωτες ιδιότητες του νερού είναι:

			
					η μεγαλύτερη ειδική θερμότητα από κάθε άλλο ρευστό, που απαντάται φυσικά στην επιφάνεια της Γης,

					το ανώμαλα υψηλό σημείο τήξης και βρασμού, συγκρινόμενο με άλλες ουσίες παρόμοιου μοριακού βάρους,

					η υψηλή επιφανειακή τάση και

					η ικανότητα να διαλύει άλλες ουσίες.

					η υψηλή εντροπία που οδηγεί σε ποικιλία στη δομή του.

			

			Αυτές, αλλά και άλλες ιδιότητες, καθορίζονται από το βασικό μόριο 

H2O

 και τη δομή του, αλλά και την αλληλεπίδραση με άλλα μόρια. Τα άτομα του υδρογόνου έχουν θετικό φορτίο, ενώ το άτομο του οξυγόνου, λόγω της υψηλής ηλεκτροαρνητικότητας του, έχει δύο αρνητικά φορτία. Η δομή του (δες Σχ. 1.16) είναι τέτοια, ώστε να δίνει ένα ηλεκτρικό δίπολο, που οδηγεί στο σχηματισμό συσσωματωμάτων, των οποίων το κύριο χαρακτηριστικό είναι η τάση να σχηματίζουν τετραεδρικές34 διατάξεις, αφού η γωνία των 

1050

 είναι πολύ κοντά στην τετραεδρική γωνία των 

109.280

. Έτσι, κάθε οξυγόνο έχει τέσσερα γειτονικά άτομα υδρογόνου, με τα οποία σχηματίζει υδρογονικούς δεσμούς35. Ο υδρογονικός δεσμός είναι 10-100 φορές ασθενέστερος ενεργειακά από μοριακούς δεσμούς. Π.χ. για το νερό, η ενέργεια του δεσμού είναι 0.5eV. Αυτό σημαίνει ότι το νερό εύκολα μεταβάλλει τη δομή του, λόγω μεταβολής του χημικού περιβάλλοντος ή της θερμοκρασίας.

			[image: ]

			 Σχήμα 1.16: (α) Μόριο νερού. Η γωνία είναι πολύ κοντά στην τετραεδρική γωνία. (109.2°)

			Λόγω της ηλεκτρικής διπολικής ροπής, τα μόρια του νερού προσανατολίζονται σε ένα ηλεκτρικό πεδίο, τείνοντας να το ελαττώσουν. Έτσι, όταν τα μόρια του νερού παρεμβάλλονται ανάμεσα σε δύο αντίθετα φορτισμένα ιόντα, ελαττώνουν σημαντικά την έλξη Coulomb ανάμεσα στα ιόντα. Π.χ. η έλξη ανάμεσα σε ιόντα νατρίου (

Na+

) και χλωρίου (Cl-) ελαττώνεται στο 1/80 της αρχικής έλξης, όταν παρεμβάλλεται νερό. Ταυτόχρονα, βοηθά και στη διάσπαση ιοντικών ουσιών. Η ελάττωση είναι αναμενόμενη, όπως σε έναν πυκνωτή, όταν παρεμβάλλεται διηλεκτρικό. Εδώ, η εντυπωσιακή σε μέγεθος αλλαγή, οφείλεται στη δυνατότητα του νερού να σχηματίζει, εύκολα, μεγάλα συσσωματώματα, με προσανατολισμένες διπολικές ροπές. Σε αυτό, ρόλο παίζει η δημιουργία των υδρογονικών δεσμών ανάμεσα σε μόρια νερού. Οι δεσμοί αυτοί είναι αρκετά ισχυροί και η μελέτη τους είναι έξω από τα όρια του παρόντος βιβλίου. Από τα παραπάνω, εξηγείται γιατί το νερό δρα ως καλός διαλύτης.

			Ένα άμεσο αποτέλεσμα του ισχυρού υδρογονικού δεσμού, είναι η υψηλή ειδική θερμότητα του νερού, 

1cal/gr/oC

. Επίσης, αν συγκρίνουμε το νερό με άλλα μόρια παρόμοιας σύνθεσης, με δύο υδρογόνα, (π.χ. 

H2S,H2Se,H2Te

), θα δούμε ότι έχει δυσανάλογη, με το μοριακό του βάρος, υψηλή θερμοκρασία τήξης και βρασμού. Και εδώ πρέπει να ξεπεράσουμε τον ισχυρό υδρογονικό δεσμό. Άμεσα συνδεδεμένη με αυτό είναι επίσης και η υψηλή λανθάνουσα θερμότητα εξάτμισης (80 cal), δηλαδή η ενέργεια που πρέπει να βάλουμε στο σύστημα, ώστε να ολοκληρωθεί η αλλαγή φάσης και να σπάσουν όλοι οι υδρογονικοί δεσμοί.

			Η τετραεδρική δομή, λόγω της κατευθυντικότητας των δεσμών, έχει πολύ κενό χώρο. Οταν η θερμοκρασία είναι αυξημένη, τότε, λόγω των θερμικών ταλαντώσεων, με αύξηση της θερμοκρασίας, έχουμε αύξηση των μοριακών αποστάσεων και, επομένως, ελάττωση της πυκνότητας. Στους περίπου 4°C όμως, η πυκνότητα παρουσιάζει ένα μέγιστο. Αυτό οφείλεται στο ότι η τετραεδρική δομή δεν ευνοείται και το νερό έχει την τάση να δημιουργεί μικρά συσσωματώματα, τα οποία μεταξύ τους σχηματίζουν πολύ διαφορετικές γωνίες, που προσεγγίζουν αυτές για πιο πυκνές δομές. Αντιθέτως, ο πάγος στους 0°C έχει τετραεδρική δομή, με αυξημένο όγκο και μικρότερη πυκνότητα. Η ιδιότητα αυτή είναι πολύ ευεργετική. Ο πάγος σε 0°C έχει μικρότερη πυκνότητα από το νερό, σε λίγο μεγαλύτερη θερμοκρασία σε ισορροπία με τον πάγο, και έτσι, ο πάγος σχηματίζεται πάντα από την επιφάνεια της λίμνης προς τα κάτω.

			Το σημείο τήξης (θερμοκρασία σχηματισμού πάγου) ελαττώνεται με την πίεση. Ως αποτέλεσμα αυτού, η τήξη των παγόβουνων λαμβάνει χώρα στη βάση τους και διευκολύνεται η ροή τους. Ταυτόχρονα, κάτω από μεγάλες πιέσεις, ο πάγος γίνεται πλαστικός, λόγω της υποχώρησης των σχετικά ασθενών υδρογονικών δεσμών. Έτσι, ο πάγος στο εσωτερικό της ανταρκτικής ρέει και δημιουργεί παγόβουνα, στα όρια που, εν συνεχεία, αποκολλώνται. Σε διαφορετική περίπτωση, σιγά-σιγά, το νερό θα σχημάτιζε πάγο συνεχώς στις πολικές περιοχές.

			1.11.1 Νερό της θάλασσας και περιεκτικότητα σε άλατα.

			Το νερό της θάλασσας είναι ένα μείγμα με 96.5% καθαρό νερό και 3.5% άλλα υλικά, μεταξύ των οποίων άλατα, διαλυμένα αέρια, οργανική ύλη και αδιάλυτα σωματίδια σε μια ομογενή κατανομή στο χώρο. Οι φυσικές του ιδιότητες, λοιπόν, καθορίζονται από το, σε ποσοστό 96.5%, καθαρό νερό. Αυτό δε σημαίνει ότι τα άλλα υλικά δε συμμετέχουν στις ιδιότητες. Για παράδειγμα, η ηλεκτρική αγωγιμότητα του καθαρού νερού είναι αρκετά χαμηλή, αλλά αυτή του θαλάσσιου νερού είναι ενδιάμεσα σε αυτή του καθαρού νερού και του χαλκού, που είναι πολύ καλός αγωγός. Αυτό συμβαίνει, διότι το νερό έχει την ικανότητα να διαλύει (περισσότερο από κάθε άλλο υγρό) άλατα σε ιόντα, που αυξάνουν σημαντικά την αγωγιμότητα του θαλάσσιου νερού. Έτσι, στους 20°C, η αγωγιμότητα του θαλάσσιου νερού είναι 

106

 φορές αυτή του καθαρού. Εκτός από την αγωγιμότητα, έχουμε και σημαντική μεταβολή στην οσμωτική πίεση. Οι πρόσθετες ουσίες, ενώ επηρεάζουν τις περισσότερες ιδιότητες του θαλάσσιου νερού, δεν τις καθορίζουν. Σε αυτές τις ιδιότητες περιλαμβάνονται η πυκνότητα, η συμπιεστότητα, το σημείο τήξης, η θερμοκρασία μέγιστης πυκνότητας. Το ιξώδες και η απορρόφηση του φωτός επηρεάζονται ελάχιστα από την περιεκτικότητα σε άλατα, στην οποία οφείλεται η αλμυρή γεύση του νερού.

			Η περιεκτικότητα σε άλατα (

Sw

) είναι το βάρος των διαλυμένων αλάτων σε gr, για κάθε kg θαλασσινού νερού, κάτι το οποίο είναι δύσκολο να μετρηθεί. Ευτυχώς όμως, έχει διαπιστωθεί ότι τα διάφορα άλατα και τα συνεπακόλουθα ιόντα είναι περίπου σε σταθερή αναλογία. Αυτό μας λέει ότι, αν η μέτρηση μιας συνιστώσας είναι εύκολη, τότε, με αναγωγή, μπορεί να βρούμε τη συνολική περιεκτικότητα. Τα περισσότερα ιόντα προέρχονται από τη διάβρωση των πετρωμάτων και εισέρχονται στη θάλασσα μέσω της εισροής επιφανειακών ή μη νερών από τη στεριά. Τα κύρια κατιόντα είναι νάτριο, μαγνήσιο, ασβέστιο, κάλιο και στρόντιο, ενώ τα κύρια ανιόντα είναι χλώριο, θείο, βρώμιο, και διανθρακικό οξύ που, στο σύνολο, αποτελούν το 99.9% επί των διαλυτών ουσιών.

			Η πυκνότητα του θαλασσινού νερού είναι περίπου 

1025kg/m3

, ενώ στο καθαρό νερό είναι 

1000kg/m3

. Η πυκνότητα αυξάνει με αύξηση της περιεκτικότητας σε άλατα ή μείωση της θερμοκρασίας, όταν είμαστε πάνω από τη θερμοκρασία μέγιστης πυκνότητας. Έτσι, επειδή η άμεση μέτρηση της πυκνότητας στο χώρο είναι σχεδόν αδύνατη, αυτή εκτιμάται έμμεσα από τη μέτρηση της τοπικής θερμοκρασίας και περιεκτικότητας σε άλατα. Η περιεκτικότητα σε άλατα επηρεάζει τη θερμοκρασία μέγιστης πυκνότητας. Για S < 24.7, είναι πάνω από το σημείο πάγου, ενώ για S > 24.7 είναι κάτω. Αυτό έχει σημαντική επίδραση στα ρεύματα θερμικής μεταφοράς. Για S < 24.7, με την ψύξη του νερού αυξάνει η πυκνότητά του, περνά τη μέγιστη πυκνότητα, το επιφανειακό στρώμα αντικαθίσταται με μικρότερης πυκνότητας και η ψύξη περιορίζεται μόνο στο επιφανειακό στρώμα, το οποίο τώρα είναι πάντα ελαφρότερο και παγώνει. Στα κατώτερα στρώματα έχουμε νερό μεγαλύτερης πυκνότητας. Για S > 24.7, το νερό, κατά την ψύξη, φτάνει το σημείο πάγου πριν από το σημείο μέγιστης πυκνότητας. Η ψύξη καθυστερεί, διότι το υγρό, κατά την αλλαγή φάσης, θα απορροφήσει σημαντική θερμότητα, η οποία θα δημιουργήσει ρεύματα μεταφοράς, τα οποία θα καλύψουν όλον τον όγκο του νερού.

			Σε αντίθεση με τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα, που απορροφώνται σε μικρό βάθος, τα ακουστικά κύματα στον ωκεανό, διαδίδονται σε πολύ μεγάλες αποστάσεις χωρίς απόσβεση (απορρόφηση ή σκέδαση). Η ανάκλαση ακουστικών κυμάτων χρησιμοποιείται εκτενέστατα για τη βυθομέτρηση των ωκεανών, αν και το νερό έχει πολύ μικρή συμπιεστότητα. Πολλά θαλάσσια κήτη χρησιμοποιούν, επίσης, ήχο για τη μεταξύ τους επικοινωνία και αναγνώριση στόχων, κάτι σαν φυσικό SONAR. Ακόμη, τα ακουστικά κύματα χρησιμοποιούνται για την αναγνώριση εκρήξεων, που μπορούν να ανιχνευθούν σε μεγάλες αποστάσεις Γήινης κλίμακας.

			1.11.2 Δομή της ατμόσφαιρας

			Η ατμόσφαιρα είναι ένα σύνθετο υδροδυναμικό σύστημα, το οποίο κινείται από ηλιακή ακτινοβολία, ρεύματα μεταφοράς, δυνάμεις βαρύτητας αλλά και ψευδοδυνάμεις (π.χ. Coriolis), καθότι η Γη είναι μη αδρανειακό σύστημα, με συνεχείς διακυμάνσεις σε θερμοκρασία και πίεση. Μεγάλης κλίμακας εξέλιξη βασίζεται σε προσεγγιστικές υποθέσεις ισορροπίας, για την ανάπτυξη μοντέλων. Εδώ, θα θεωρήσουμε τη στατική ατμόσφαιρα και πιο ειδικά μονοδιάστατα μοντέλα, για την κάθετη δομή της ατμόσφαιρας, με στρώματα που έχουν διαφορετική πυκνότητα, θερμοκρασία, πίεση και σύνθεση ανάλογα με το ύψος.

			Όταν η πυκνότητα του ρευστού (συμπιεστού) ρ ή αντίστοιχα το ειδικό βάρος ρg μεταβάλλεται σημαντικά με το ύψος, χρειαζόμαστε την καταστατική σχέση που συνδέει την πυκνότητα με την πίεση και τη θερμοκρασία. Ταυτόχρονα, πρέπει να γνωρίζουμε και τη θερμοδυναμική διαδικασία, που θα μας δώσει μια ακόμη σχέση, που συνδέει τις θερμοδυναμικές παραμέτρους. Εδώ, θα θεωρήσουμε δύο διαδικασίες: (α) ισοθερμική και (β) αδιαβατική. Και στις δύο περιπτώσεις μπορούμε να έχουμε αναλυτικές λύσεις. Επίσης, η ατμόσφαιρα αποτελεί ένα σύνθετο αέριο, αποτελούμενο κυρίως από άζωτο(78%), οξυγόνο (21%) και αργό (1% ), αλλά και υδρατμούς, ενώ η αναλογία αυτή μεταβάλλεται και με το ύψος. Εδώ, θα θεωρήσουμε το μοντέλο του ξηρού αέρα και θα ορίσουμε μία μέση πυκνότητα.

			Ισοθερμική Ατμόσφαιρα

			Για το αέριο, σε θερμοδυναμική ισορροπία έχουμε τον νόμο του ιδανικού αερίου, 

PV=νRT

, όπου v είναι ο αριθμός των mole στον όγκο V και R η σταθερά του αερίου. Με αναγραφή της πυκνότητας 

ρ=νmmV

, όπου 

mm

 είναι η μάζα ενός mole του αερίου, απαλοιφή του όγκου με την καταστατική σχέση και εισαγωγή της πυκνότητας στην σχέση υδροστατικής ισορροπίας, (1.12) έχουμε:

			



dPdz=-mmgRTP,





			και με ολοκήρωση:

			



Pz=P0e-zH,  H=RTmmg ,





			όπου 

P0=Pz=0

, που στην επιφάνεια της Γης είναι 1 atm. Το μήκος H=8.5km είναι η κλίμακα σημαντικής μεταβολής της πίεσης και ονομάζεται ισοθερμική κλίμακα ύψους. Χρησιμοποιήσαμε για τη θερμοκρασία στην επιφάνεια 288°K, ενώ το μέσο μοριακό βάρος του αέρα στην επιφάνεια είναι 29 (78% άζωτο, 21% οξυγόνο και 1% αργό). Επίσης 

H≪R=6.400km

 (

R

 η ακτίνα της Γης), ώστε μπορούμε να πάρουμε το g στην επιφάνεια. Είδαμε ότι η πίεση πέφτει εκθετικά με το ύψος στην ισοθερμική ατμόσφαιρα. Επειδή η θερμοκρασία είναι σταθερή και 

ρ∼1/P

 και η πυκνότητα πέφτει εκθετικά και μάλιστα στην ίδια κλίμακα. Οι εμπορικές πτήσεις γίνονται σε ύψος περίπου 10km. Σε αυτό το ύψος, η εξωτερική πίεση είναι περίπου 0.3atm και για αυτό το εσωτερικό είναι υπό πίεση μέχρι 0.85atm, αλλά όχι 1atm, διότι αυτό θα απαιτούσε πολύ πιο ανθεκτικά τοιχώματα, με σημαντική αύξηση του βάρους.

			Αδιαβατική Ατμόσφαιρα

			Φυσικά, η κάτω ατμόσφαιρα δεν είναι ισοθερμική, και η θερμοκρασία πέφτει σημαντικά με το ύψος (περίπου 1°C για κάθε 100m ύψος), όπως εύκολα διαπιστώνουμε, όταν βρεθούμε σε κάποιο υψόμετρο. Αυτό φαίνεται περίεργο, επειδή είναι πιο κοντά στον ήλιο. Οφείλεται κυρίως στο γεγονός, ότι ο αέρας έχει χαμηλή θερμική αγωγιμότητα και επίσης δεν απορροφά ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία. Ειδικότερα στο υπέρυθρο φάσμα, η ακτινοβολία διαπερνά την ατμόσφαιρα και θερμαίνει το έδαφος, όπου απορροφάται. Λόγω της κακής θερμικής αγωγιμότητας δεν διαδίδεται προς τα πάνω. Στα κάτω 20km (τροπόσφαιρα), έχουμε συνεχή μίξη και οι μάζες αέρα κινούνται γρήγορα και, λόγω της κακής θερμικής αγωγιμότητας, δεν ανταλλάσσουν θερμότητα και μπορούμε να θεωρήσουμε αδιαβατική συμπεριφορά. Οι χαμηλές μάζες αέρα έχουν μειωμένη πυκνότητα, λόγω υψηλότερης θερμοκρασίας και αισθάνονται άνωση. Εάν η ατμόσφαιρα είναι μόνιμη, οι μάζες αέρα ανυψώνονται, διογκώνονται στη χαμηλότερη πίεση και ψύχονται αδιαβατικά ενώ η θερμοκρασία είναι συνεχώς αυτή του νέου περιβάλλοντος. Έτσι, περιμένουμε η θερμοκρασία να ελαττώνεται με το ύψος.

			Για αδιαβατική διαδικασία μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε, για ιδανικό αέριο, τη σχέση:

			



P1-γTγ=σταθερά,





			όπου:

			



γ=cpcv ,





			και με παραγώγιση:

			



dPP=γ1-γdTT.





			Εάν τη συνδυάσουμε με την εξίσωση υδροστατικής ισορροπίας (1.12) και την καταστατική σχέση:

			



ρ=1mwPRT ,





			έχουμε:

			



dTdz=-γ-1γmmgR ,





			και με ολοκλήρωση:

			



Tz=T0-βz,  β=γ-1γmmgR ,





			όπου 

T0

 είναι η θερμοκρασία εδάφους. Αν αντικαταστήσουμε για το 

γ

, τον λόγο ειδικών θερμοτήτων για διατομικό αέριο (

γ≃1.4

), έχουμε, για την κλίμακα μεταβολής της θερμοκρασίας, 9.8°C ανά 1km. Η μεταβολή της πίεσης δίνεται από τη σχέση:

			



Pz=P01-βT0zg/βR.





			

			
				
					1	Τα σώματα αυτά είναι σε θερμοδυναμική ισορροπία με το περιβάλλον. Αλλαγή των συνθηκών (π.χ. θερμοκρασίας ή πίεσης) μας δίνει μεταβάσεις από τη μία κατάσταση στην άλλη. Έτσι το νερό μπορεί να βρεθεί και στις τρεις καταστάσεις, υπό διαφορετικές συνθήκες. Επίσης, σε πολλές περιπτώσεις, η διαχωριστική γραμμή ανάμεσα σε στερεά και υγρά δεν είναι ξεκάθαρη. Ένα τέτοιο παράδειγμα, είναι οι λεγόμενοι υγροί κρύσταλλοι, όπου τα μόρια έχουν κατευθυντικότητα και σε διαφορετικές κατευθύνσεις παρουσιάζουν διαφορετικές ιδιότητες. Για όλες αυτές τις περιπτώσεις, απαιτείται μία μοριακή μελέτη, η οποία είναι έξω από τα όρια αυτού του βιβλίου.

				

				
					2	1 Å= 10-10 m

				

				
					3	Μια σημαντική ιδιότητα του υπερρευστού ηλίου είναι ότι παρουσιάζει μηδενική αντίσταση στη ροή. Δεν θα αναφερθούμε περισσότερο, καθότι η κατανόηση των ιδιοτήτων του απαιτεί την εισαγωγή της κβαντομηχανικής.

				

				
					4	Το όνομα MKS προέρχεται από τα αρχικά των μονάδων meter, kilogram, second. Για τις ίδιες διαστάσεις, μπορούμε να επιλέξουμε αντίστοιχα ως μονάδες μήκους και μάζας το cm και το gr και έχουμε το CGS σύστημα.

				

				
					5	Ο χαρακτηριστικός αυτός όγκος εξαρτάται και από το μέγεθος των μορίων, αλλά για τις περισσότερες περιπτώσεις ενδιαφέροντος είναι της τάξης 10-18m3  έως 10-30m3 .

				

				
					6	1 Pa=1N/m2 και 1atm=1.01×105  Pascal. Συχνά μετριέται σε ισοδύναμα στήλης ρευστού σε πιεσόμετρο. Π. χ 1 mm Hg=1.36 cm H2O=1330 dynes/cm2. , με 1 Newton=105dynes

				

				
					7	Περισσότερα για το φαινόμενο αποφυσαλοποίησης δες στην παράγραφο 1.6.3.

				

				
					8	Η δήλωση αυτή θέλει προσοχή, διότι υπάρχουν θαλάσσια ρεύματα, τα οποία οδηγούνται ακριβώς από τη διαφορά θερμοκρασίας, με έντονες κλιματολογικές επιδράσεις.

				

				
					9	Το δυναμικό Coulomb είναι άπειρης εμβέλειας και απαιτεί ειδική αντιμετώπιση στην υδροδυναμική. Δεν θα αναφερθούμε στην περίπτωση αυτή, καθότι έχουμε σύζευξη της ροής με τα ηλεκτρομαγνητικά πεδία στο ρευστό, που επίσης μεταβάλλονται στον χώρο και χρόνο. Έτσι, δεν θα μελετήσουμε την πολύ σημαντική περίπτωση ρευστού πλάσματος ή τη ροή σε σιδηρομαγνητικά ρευστά (ομογενή ή μη).

				

				
					10	Το απωστικό μέρος του δυναμικού (για πολύ μικρές αποστάσεις) είναι πιο κοντά στην εκθετική άπωση, λόγω της απαγορευτικής αρχής Pauli, από τη δύναμη στο δυναμικό Lennard - Jones. Με κατάλληλη επιλογή των παραμέτρων του δυναμικού, το απωστικό μέρος συμπίπτει, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.1β. Το ελκτικό μέρος του δυναμικού Morse, όμως, δεν έχει φυσική αντιστοιχία. Αυτό, δεν πρέπει να δημιουργεί ανησυχία στον αναγνώστη, διότι οι παράμετροι στα δύο δυναμικά ρυθμίζονται, έτσι ώστε, διάφορες μετρήσιμες φυσικές ποσότητες να συμφωνούν με τα πειραματικά αποτελέσματα. Το μυστικό είναι, ότι για μια φυσική ποσότητα, η κύρια συνεισφορά προέρχεται από μια πεπερασμένη περιοχή του δυναμικού (Σχ. 1.2). Όπως γνωρίζουμε, είναι δυνατό να προσεγγίσουμε το αντίστοιχο τμήμα του δυναμικού, με διαφορετικές αναλυτικές συναρτήσεις.

				

				
					11	Η απόσταση δd είναι μικρή, αλλά αρκετά μεγάλη σε ατομικά επίπεδο, ώστε να αποφύγουμε φαινόμενα επιφανειακής τάσης, όπως συμβαίνει σε πολύ λεπτά υμένια.

				

				
					12	Παρεμπιπτόντως, το μέλι έχει μοναδικές ιξωδικές ιδιότητες και κάθε ανάμιξη άλλου ρευστού γίνεται εύκολα αντιληπτή. Ένα αγνό μέλι χαρακτηρίζεται από πολύ λεπτή ροή, σχεδόν ινώδη, αλλά συνεχή, χωρίς να διασπάται σε σταγονίδια, όταν αφήνεται να ρεύσει από ένα κουτάλι. Όσο μεγαλύτερο το μήκος της ίνας, τόσο καλύτερη και η ποιότητα.

				

				
					13	Για το νερό, υπάρχουν θεωρίες, με μεγάλης σχετικά εμβέλειας τάξης, από συσσωματώματα με διακυμάνσεις.

				

				
					14	Για τον υπολογισμό της επιφανειακής τάσης και της παραμόρφωσης που αυτή συνεπάγεται, πρέπει να ανατρέξουμε σε μικροσκοπικά μοντέλα, για τον υπολογισμό των δυνάμεων μεταξύ των ατόμων.

				

				
					15	Δεν έχει μονάδες τάσης, παρόλο που συνήθως έχει το ίδιο σύμβολο, αλλά δύναμη ανά μονάδα μήκους.

				

				
					16	Ισοδύναμα, μπορούμε να πάρουμε την προβολή της κυκλικής ημιεπιφάνειας στην επιφάνεια τομής (), όπως φαίνεται και από το αποτέλεσμα.

				

				
					17	, 

				

				
					18	Για μεγάλο μήκος κύματος, η δύναμη της βαρύτητας υπερισχύει ως δύναμη επαναφοράς.

				

				
					19	Δες Κεφ. 4, ή οποιοδήποτε βιβλίο Φυσικής 1ου έτους, για ανιξωδικό ρευστό σε μόνιμη στρωτή ροή. Το αποτέλεσμα αυτό, είναι η εξίσωση διατήρησης ενέργειας για μία μάζα ρευστού, που αρχικά περικλείεται από τις κάθετες διατομές. Ο νόμος αυτός, εκφράζει τη μεταβολή της κινητικής ενέργειας της μάζας, που περικλείεται από δύο κάθετες διατομές. Αυτή ισούται με το έργο που γίνεται στις δύο διατομές, λόγω της πίεσης κατά τη ροή.

				

				
					20	Σε αυτό υπάρχουν και εξαιρέσεις, όπως είναι ροές με χημικές αντιδράσεις, η δημιουργία κυμάτων σοκ, κτλ..

				

				
					21	Ο νόμος συνήθως γράφεται PV=nRΤ  με R=8314m2/sec2 oK. Αν, όμως, εισάγουμε την πυκνότητα, αντί του όγκου, με ρ=m/V  και το μοριακό βάρος Mw  από m/n=Mw , ορίζουμε την Rg=R/Mw και έχουμε την παραπάνω μορφή. Έτσι, τα R και Rg έχουν και διαφορετικές μονάδες.

				

				
					22	Το πιο κοινό ρευστό, ο αέρας, είναι μείγμα αερίων σε σταθερή περιεκτικότητα, για θερμοκρασίες μεταξύ 160∘ και 2200∘K.

				

				
					23	Εφόσον δεν έχουμε βαθμίδα ταχύτητας, φαινόμενα τριβής, λόγω ιξώδους, θα παρουσιαστούν μόνο στο εύρος του παλμού. Εάν π.χ. πρόκειται για κύματα συμπίεσης στον αέρα, το εύρος του κύματος είναι της τάξης , σε ατμοσφαιρική πίεση. Έτσι, παραλείπουμε τις δυνάμεις τριβής.

				

				
					24	Απότομη ώθηση δημιουργεί παλμό πίεσης, ο οποίος κινείται με την ταχύτητα του ήχου, για μικρό πλάτος.

				

				
					25	O Νεύτων (1686) είχε κάνει ένα σημαντικό λάθος, υποθέτοντας ότι η θερμοδυναμική διαδικασία γίνεται σε σταθερή θερμοκρασία (ισοθερμική) και όχι ισεντροπική. Αυτό είχε ως συνέπεια, σημαντικό σφάλμα ( χαμηλότερα), στον υπολογισμό της ταχύτητας του ήχου στον αέρα.

				

				
					26	Συχνά χρησιμοποιείται και η συμπιεστότητα, με σταθερή εντροπία, η οποία ορίζεται ως:

				

				
					27	Η έννοια του ρευστού σωματιδίου, σε μια συνεχή ροή ρευστού, είναι μία έννοια που θα ορίσουμε αργότερα. Προς το παρόν, ας θεωρήσουμε ότι είναι μία ποσότητα ρευστού, που περικλείεται από μία νοητή επιφάνεια, η οποία κινείται σαν «σωματίδιο».

				

				
					28	Σε πολλά στερεά, η διάδοση αγωγιμότητας είναι ανισοτροπική. Αυτό σημαίνει, ότι η αγωγιμότητα διαφέρει για τις τρεις κατευθύνσεις και έχουμε για το διάνυσμα:

				

				
					29	Συχνά, αντί της πυκνότητας μάζας , χρησιμοποιούμε την πυκνότητα αριθμού σωματιδίων (), οπότε το αντίστοιχο ρεύμα είναι ρεύμα αριθμού σωματιδίων () με:

				

				
					30	Ακόμη και για στατικό ρευστό, έχουμε διάχυση. Έτσι, η ταχύτητα διάχυσης δεν πρέπει να συγχέεται με την ταχύτητα ροής του ρευστού

				

				
					31	Έμμεσα, λόγω μεταβολής της θερμοκρασίας με τον χρόνο, μπορεί να έχουμε και μεταβολή της σταθεράς ιξώδους με τον χρόνο. Έμμεσα, αυτή η μεταβολή της θερμοκρασίας μπορεί να προέρχεται και από το πεδίο ταχύτητας. Για πολλά ρευστά (π.χ. νερό), υπό συνηθισμένες συνθήκες ροής, η μεταβολή της θερμοκρασίας είναι μικρή, ώστε και το ιξώδες μπορεί να θεωρηθεί σταθερό. Το σημαντικό όμως είναι ότι η καταστατική σχέση, που περιέχει την εξάρτηση του ιξώδους από τη θερμοκρασία, δεν έχει καμία άμεση εξάρτηση από το πεδίο ταχύτητας ή βαθμίδες του.

				

				
					32	Τα υλικά αυτά, που παρουσιάζουν μαζί με τη ροϊκή συμπεριφορά και ελαστικότητα, για μικρές παραμορφώσεις ή τάσεις, αποτελούν μία μεγάλη ομάδα, που βρίσκεται ανάμεσα στα Νευτωνικά ρευστά και τα ελαστικά στερεά. Αποτελούν το αντικείμενο μελέτης ενός ολόκληρου κλάδου, ο οποίος ονομάζεται Ρεολογία .

				

				
					33	Τα τελευταία χρόνια, γίνονται σημαντικές προσπάθειες, για την ανεύρεση νερού ή πάγου στον πλανήτη Άρη, χωρίς μέχρι στιγμής να υπάρχει θετική εξέλιξη.

				

				
					34	H ακριβής δομή του νερού, ακόμη και σε στατική θερμοδυναμική ισορροπία, είναι και σήμερα αντικείμενο έρευνας. Ένα ερώτημα που τίθεται, είναι αν η τετραεδρική δομή είναι τέλεια ή αν δημιουργούνται συσσωματώματα, με ασθενή όρια, που έχουν στο εσωτερικό τετραεδρική δομή, ενώ στις επαφές υπάρχουν μη στατικές αποκλίσεις. Μία άλλη ιδιομορφία του νερού, είναι η υψηλή εντροπία, που σημαίνει ότι παρουσιάζει μία ποικιλία στη δομή του.

				

				
					35	Κάθε άτομο οξυγόνου, κατά μέσο όρο, μπορεί να έχει δύο επιπλέον ηλεκτρόνια, συμπληρώνοντας την εξωτερική στοιβάδα. Στον υδρογονικό δεσμό, το υδρογόνο μεταπηδά ανάμεσα στα δύο γειτονικά του οξυγόνα. Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το υδρογόνο αισθάνεται ένα δυναμικό διπλού πηγαδιού, με ενδιάμεσο φράγμα. Υπάρχει μία κρίσιμη απόσταση ανάμεσα στα οξυγόνα, κάτω από την οποία έχουμε μόνο ένα πηγάδι. Η εικόνα αυτή είναι φαινομενολογική και ο υπολογισμός της ενέργειας του υδρογονικού δεσμού απαιτεί τη χρήση της κβαντομηχανικής.
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1 

			Ένα σταθερό δοχείο περιέχει αέριο ήλιο, σε πίεση 600 kPa και θερμοκρασία 20°C. Ποιά είναι η μεταβολή της πίεσης, αν η θερμοκρασία αυξηθεί σε 40°C;

			Άσκηση 2

			Αέρας εισάγεται, μέσω σωλήνα, με πίεση στο εσωτερικό ενός δοχείου με νερό και σχηματίζει φυσαλίδες. Εάν θέλουμε οι φυσαλίδες να έχουν διάμετρο 1 mm, υπολογίστε τη διαφορά πίεσης του αέρα με το ρευστό, στο σημείο που δημιουργούνται οι φυσαλίδες. Η επιφανειακή τάση μεταξύ νερού και αέρα είναι 

73×10-3 N/m

.

			Άσκηση 3

			Μία φυσαλίδα σαπουνιού, με διάμετρο 50 mm έχει εσωτερική πίεση 2 bar μεγαλύτερη από την ατμοσφαιρική. Βρείτε την επιφανειακή τάση στο υμένιο.

			Άσκηση 4

			Το νερό έχει επιφανειακή τάση 0.4 N/m. Σε ένα κάθετο σωλήνα (σε δοχείο με νερό), διαμέτρου 3 mm, το νερό ανυψώνεται 6 mm πάνω από την επιφάνεια, στο δοχείο. Υπολογίστε τη γωνία επαφής.

			Άσκηση 5

			Εφαρμόζουμε δύναμη F σε ένα πιστόνι μάζας 10 kg και διαμέτρου 20 cm, που πιέζει προς τα κάτω το νερό, σε ένα κύλινδρο. Το πιστόνι κινείται χωρίς διαρροή, ενώ το κάτω μέρος του κυλίνδρου συνδέεται με ένα μανόμετρο ανοικτού Θ τύπου (δες σχήμα). Βρείτε την εφαρμοσμένη δύναμη P αν 

h1

 =60 mm και h=100 mm. Το ειδικό βάρος του νερού είναι 9.81 kN/m3 και του υδράργυρου 13.5 kN/m3.

			[image: ]

			Άσκηση 6

			Ένας τοίχος διαχωρίζει αλμυρό νερό (θαλάσσης) από φρέσκο. Αν το ύψος του αλμυρού νερού είναι 3 m, ποιό είναι το βάθος του φρέσκου νερού, ώστε η συνολική δύναμη στον τοίχο να είναι μηδέν; Ποιά είναι η ροπή, σε σχέση με το κάτω μέρος του τοίχου, όταν η ολική δύναμη είναι μηδέν;

			Άσκηση 7

			Ένα ορθογώνιο σώμα, βάρους 10 kg και επιφάνειας 0.3 m2, κυλά σε ένα κεκλιμένο επίπεδο (με κλίση 30°), με σταθερή ταχύτητα 2 m/s. Μεταξύ του σώματος και του επιπέδου υπάρχει λεπτό στρώμα λαδιού, πάχους 0.02 cm. Βρείτε το ιξώδες του λαδιού.

			Άσκηση 8

			Ένας σωλήνας, διαμέτρου D=20 mm και μήκους L=0.5 m, έλκεται, μέσω σταθερού ομοαξονικού σωλήνα, με λάδι ενδιάμεσα, πάχους d=0.2 mm. Το λάδι μεταξύ των κυλίνδρων έχει κινηματικό ιξώδες 

ν=5×10-4 m2/s

 και ειδική βαρύτητα S=0.91. Υπολογίστε τη δύναμη F που απαιτείται, για να τραβήξουμε τον εσωτερικό σωλήνα με σταθερή ταχύτητα U=2 m/s. Υποθέστε ότι η ταχύτητα ενδιάμεσα μεταβάλλεται γραμμικά με την ακτίνα και ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες στις δύο επιφάνειες.

			Άσκηση 9

			Δύο ομοαξονικοί κύλινδροι, μήκους L=25 cm, έχουν ακτίνα 10 cm και 10.1 cm, αντίστοιχα και στο ενδιάμεσο κενό υπάρχει λάδι με ιξώδες μ=0.02 kg/ms. Παραλείψτε μεταβολή ροής στα άκρα και υπολογίστε την ισχύ που απαιτείται, για να περιστρέφεται ο εσωτερικός κύλινδρος, με σταθερή γωνιακή περιστροφή, ω=1500 rev/min, ενώ ο εξωτερικός είναι ακίνητος.

			Άσκηση 10

			Εκτιμήστε πόσο σημαντική είναι η επίδραση του ιξώδους στις παρακάτω δύο ροές:

			α) Σε ένα ποταμό με βάθος 3 m και κλίση 10-4, έχουμε ταχύτητα ροής στην επιφάνεια 1 m/s και, φυσικά, στο βυθό μηδενική ταχύτητα. Θεωρείστε μία κατακόρυφη στήλη νερού, με βάση, μία επιφάνεια 1mx1m.

			
					Εκτιμήστε τη δύναμη βαρύτητας της στήλης και στη συνέχεια, τη συνιστώσα παράλληλη προς τον βυθό,

					Χρησιμοποιείστε τον νόμο ιξώδους του Νεύτωνα, υποθέτοντας σταθερή βαθμίδα ταχύτητας, για να υπολογίσετε τη δύναμη, λόγω του ιξώδους στο κάτω μέρος της στήλης και συγκρίνετε με τη βαρυτική δύναμη στη στήλη.

			

			β) Θεωρείστε τη ροή λαδιού με ιξώδες 

7×10-3N/sm2

 σε ρουλεμάν, όπου η ταχύτητα ροής μεταβάλλεται ομαλά από 0 σε 10 m/s σε 0.2 mm. Ποιά είναι η διατμητική τάση στην επιφάνεια του ρουλεμάν; Πώς συγκρίνεται αυτή με την ροή στο (

a

);

			Άσκηση 11

			Μία μάζα 50 kg κάθεται σε ένα πιστόνι επιφάνειας 100 cm2, το οποίο κάθεται στο νερό σε ένα κάθετο κύλινδρο. Ποιά είναι η πίεση ακριβώς κάτω από το πιστόνι; Ποιά είναι η πίεση στο νερό, 1 m κάτω από το πιστόνι;

			Άσκηση 12

			Ένας δύτης είναι 18 m, κάτω από την επιφάνεια της θάλασσας. Ποιά είναι η πίεση σε αυτό το βάθος, εκφρασμένο σε ατμοσφαιρική πίεση; (Η πίεση μιας ατμόσφαιρας 

≈105 Pa

).

			Άσκηση 13

			Ο συντελεστής αντίστασης για μια μεγάλη πλάκα, κάθετη σε ροή, είναι 

CD≈2

. Η ταχύτητα και η πίεση μακριά σε ελεύθερη ροή είναι αντίστοιχα 

U0

 και 

p0

. Αν η μέση πίεση, μπροστά στην πλάκα είναι περίπου ίση με την πίεση στο σημείο ηρεμίας 

p0+12ρU02

 , ποιά είναι η μέση πίεση στην πίσω επιφάνεια;

			Άσκηση 14

			Μία κυλινδρική καπνοδόχος έχει διάμετρο 2 m και ύψος 40 m. Εάν έχουμε ισχυρούς ανέμους 80 km/h, ποιά είναι η δύναμη στην καπνοδόχο; Ο συντελεστής αντίστασης για ένα κύλινδρο είναι μεταξύ 0.3 και 1 και εξαρτάται από τον αριθμό Reynolds. (

ρair=1.2kg/m3

 σε 20°C).

			Άσκηση 15

			Μία σταγόνα νερού σχηματίζει μία κυκλική κοιλίδα διαμέτρου d=2 cm, ανάμεσα σε δύο γυάλινες πλάκες, που απέχουν a=0.2mm. Ποιά δύναμη απαιτείται, για να αυξήσουμε την απόσταση ανάμεσα στις πλάκες; Υποθέστε ότι η ακτίνα καμπυλότητας της επιφάνειας της σταγόνας (κάθετα στις πλάκες), ανάμεσα στις πλάκες, είναι R=0.1 mm. Για το νερό, η επιφανειακή τάση είναι σ=0.073 Ν/m.
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			Άσκηση 16

			Μία σαπουνόφουσκα αποτελείται από ένα υμένιο πάχους d=0.01 mm, που μπορεί να συγκρατήσει πίεση Ρ=10 Ρa. Ποιό είναι το μέγιστο δυνατό μέγεθος της φούσκας, αν η επιφανειακή τάση στην ενδοεπιφάνεια αέρα-υμενίου είναι σ=0.08Ν/m; Προσέξτε: εδώ έχουμε δύο ενδοεπιφάνειες!

			Άσκηση 17

			Ένας τριχοειδής σωλήνας, διαμέτρου D, βυθίζεται σε νερό, όπως στο σχήμα. Υπολογίστε το ύψος της στήλης του νερού h μέσα στον σωλήνα, αν η γωνία διάβροχης είναι α. Στη συνέχεια, αντικαταστήστε D=5mm και α=35.5°.
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			Άσκηση 18

			Θεωρείστε ότι η ατμόσφαιρα είναι σε σταθερή θερμοκρασία και συμπεριφέρεται σαν ιδανικό αέριο. Θεωρείστε επίσης ότι η μεταβολή του g είναι αμελητέα. Υπολογίστε την μεταβολή της πίεσης με το ύψος. Συγκρίνατε την διαφορά πίεσης για 10m αέρα, στην επιφάνεια της θάλασσας, σε θερμοκρασία 15°C, με αυτή του νερού. Τα ειδικά βάρη σε αέρα και νερό είναι ανεξάρτητα του ύψους.

			Άσκηση 19

			Θεωρείστε ότι η θερμοκρασία της ατμόσφαιρας μεταβάλλεται με το ύψος ως:

			



T=T0-αz-z0,  α=6.5oC/km





			όπου 

T0

 είναι η θερμοκρασία στο ύψος αναφοράς 

z0

. Υπολογίστε την πίεση ως συνάρτηση του ύψους.

			Για να προσεγγίσουμε την πειραματική τιμή του α, θεωρούμε ότι η ατμόσφαιρα είναι σε αδιαβατική διαδικασία και ικανοποιεί την καταστατική σχέση του ιδανικού αερίου. Με χρήση του νόμου θερμοδυναμικής για ιδανικό αέριο, του νόμου ιδανικού αερίου και της σχέσης για τη βαθμίδα πίεσης με το ύψος, εκτιμήστε την τιμή του α.

			Άσκηση 20

			Ένα ορθογώνιο δοχείο έχει διαστάσεις βάσης W=15 m, L=30 m και ύψος Η=50 m, ενώ στο κάτω μέρος κρέμεται σωλήνας μήκους l=20 m και διαμέτρου d=2 m, με βαλβίδα. Το δοχείο είναι γεμάτο με γλυκερίνη (με ιξώδες μ=1.49 Pa.s και πυκνότητα ρ=2 g/cm3) και δεν έχει ροή από έξω. Σε χρόνο t=0, ανοίγουμε την βαλβίδα από κάτω. Σε πόσο χρόνο θα αδειάσει το δοχείο; Θεωρείστε ότι η ροή είναι στρωτή. Επίσης, ο ρυθμός ροής όγκου, μέσω του κατακόρυφου σωλήνα με ιξώδες, είναι:

			



Q=πd4128μΔPΔz,





			όπουΔΡ/Δz είναι η βαθμίδα πίεσης μεταξύ της πάνω επιφάνειας και του σημείου εξόδου.

			Άσκηση 21

			Ένας κυλινδρικός αγωγός έχει πάχος μόνωσης 40 mm και διάμετρο 160 mm. Η θερμοκρασία στο εσωτερικό είναι 1000 K και έξω 400 K. Ποιός είναι ο ρυθμός απώλειας θερμότητας ανά μονάδα μήκους του αγωγού; Η θερμική αγωγιμότητα του μονωτικού υλικού είναι 0.08 W/mK.

		

	
		
			Κεφάλαιο 2

			Βασικές έννοιες συνεχούς και πεδίου ροής

			Σύνοψη

			Εισάγουμε την έννοια του συνεχούς μέσου και του πεδίου ταχύτητας, που αναπαρίσταται με γραμμές ροής στην περιγραφή Euler, σε αντιπαραβολή με την περιγραφή Lagrange, που παρακολουθεί την κίνηση (τροχιές σωματιδίων), όπως στην κλασική μηχανική. Η απόκλιση και ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας συνδέονται με φυσικές ιδότητες της ροής. Οι δυνάμεις είναι ηλεκτρομαγνητικού χαρακτήρα, αλλά τις διαχωρίζουμε φαινομενολογικά σε όγκο (βαρύτητα), επιφάνεια (πίεση, διατμητική τάση, επιφανειακή τάση), ενώ για ιξωδικά ρευστά έχουμε και δυνάμεις αντίστασης. Αναπαράσταση της ροής με γραμμές ροής και τροχιές σωματιδίων. Διαχωρισμός σε ασυμπίεστη ή συμπιεστή, μόνιμη ή μη και στρωτή ή τυρβώδη ροή. Η στρωτή ροή μπορεί να μελετηθεί με τις γνώσεις των βασικών μαθηματικών. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα: Fox (1985), White (2008), Παπανίκας (2010), Riley (1974), Van Dyke (1982) και την ιστοσελίδα http://en.wikipedia.org/wiki/Fluid_dynamics.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Έννοιες διαφορικού διανυσματικού λογισμού για τον ορισμό του πεδίου ταχύτητας και των βασικών φαινομενολογικών δυνάμεων στη ροή ρευστών.

			2.1 Το μοντέλο του συνεχούς

			Στην κλασική μηχανική έχουμε εισάγει την έννοια του «σωματιδίου», που συχνά ταυτίζεται με το κέντρο μάζας ενός σώματος και περιγράφει τη «μεταφορική» κίνηση του σώματος, χωρίς να λαμβάνουμε υπόψη μας περιστροφές ή παραμορφώσεις του σώματος. Τα υγρά, όπως όλη η ύλη, απαρτίζονται από μόρια, των οποίων ο αριθμός είναι τεράστιος. Π.χ. σε 1cm3 νερού σε συνθήκες δωματίου έχουμε περίπου 

3×1022

 μόρια. Κάθε θεωρία λοιπόν, που θέλει να προβλέψει τις κινήσεις των μορίων είναι πολύπλοκη. Αν και είναι γεγονός ότι υπάρχει μια τέτοια προσπάθεια, π.χ. στην κινητική θεωρία των αερίων (αλλά και των υγρών), αυτό γίνεται με στατιστική μελέτη. Επιπλέον, για τα υγρά, η πιο ισχυρή αλληλεπίδραση των μορίων μεταξύ τους κάνει τη στατιστική ανάλυση ακόμη πιο δύσκολη.

			Για να εφαρμόσουμε τις βασικές αρχές της μηχανικής, στη μελέτη των υγρών, τα θεωρούμε ως ένα συνεχές μέσο. Η υπόθεση του συνεχούς μας λέει ότι αντικαθιστούμε το ρευστό με μοριακή δομή, με ένα μέσο ρευστό, του οποίου κάθε ιδιότητα (πυκνότητα, πίεση, ταχύτητα σωματιδίων κ.τ.λ.), σε κάθε σημείο του χώρου, ορίζεται ως η μέση τιμή της, σε ένα στοιχειώδη όγκο δV0, με χαρακτηριστικό μήκος 

ℓ

, δηλαδή: 

δV0∼ℓ3

 (Σχ. 2.1α). Ως παράδειγμα, η ταχύτητα στο σημείο 

r→

 του συνεχούς ορίζεται ως το ολοκλήρωμα στον όγκο 

δV0

, γύρω από το σημείο 

r→

, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→r→=1δV0∫δV0u→r→′dr→.





						
							
							(2.1)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 2.1: (α) Στοιχειώδης όγκος ολοκλήρωσης γύρω από το σημείο 

r→

. (β) Για δύο γειτονικά σημεία οι στοιχειώδεις όγκοι εχουν επικάλυψη. 

			Η επιλογή του συνεχούς μας δίνει τη δυνατότητα να χρησιμοποιήσουμε συνεχείς και ομαλές (δηλαδή παραγωγίσιμες) συναρτήσεις, για τις φυσικές ποσότητες πεδίου ταχύτητας, πίεσης, πυκνότητας κτλ., κάτι που ανταποκρίνεται και στο αποτέλεσμα των μακροσκοπικών μετρήσεων. Σε τούτο, βοηθά το γεγονός ότι οι στοιχειώδεις όγκοι για δύο γειτονικά σημεία (σε απόσταση μικρότερη του 

ℓ

) έχουν επικάλυψη (Σχ. 2.1β). Έτσι, στον ορισμό της μέσης ταχύτητας, αποφεύγουμε δύο γειτονικά σωματίδια να έχουν πολύ διαφορετικές ταχύτητες και ίσως σε αντίθετη κατεύθυνση. Το ερώτημα φυσικά που γεννάται είναι υπό ποιές προϋποθέσεις καθίσταται δυνατή η επιλογή μιας χαρακτηριστικής κλίμακας 

ℓ

.
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			Σχήμα 2.2: Κλίμακες μεταβολής της πυκνότητας ρευστού. 

			Μακροσκοπικά, το στάσιμο υγρό θεωρείται ομογενές, ισοτροπικό και συνεχές αλλά, σε ατομικό επίπεδο, έχουμε έντονες διακυμάνσεις. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να ορίσουμε μία κλίμακα τέτοια, ώστε η μέση τιμή π.χ. της πυκνότητας να μην παρουσιάζει έντονες αυξομειώσεις. Στο Σχ. 2.2 σχεδιάζουμε τη μέση πυκνότητα ρ(x0,y0,z0) εντός ενός κύβου, με κέντρο το σημείο (x0,y0,z0) και ακμή 

ℓ

, σε ημιλογαριθμική κλίμακα, καθώς αυξάνουμε το 

ℓ

. Βλέπουμε ότι, για μικρά μήκη 

ℓ

, έχουμε έντονες διακυμάνσεις στην πυκνότητα. Αυτό συμβαίνει, όταν το 

ℓ

 είναι μερικές ενδοατομικές αποστάσεις 

ℓ≤λ≈10-7 mm

36. Στη συνέχεια, υπάρχει μια αρκετά μεγάλη περιοχή 

λ<ℓ<L

 (με 

L≈0.1-1 mm

 για πολλές περιπτώσεις), όπου η μέση πυκνότητα παραμένει σχεδόν σταθερή και μας επιτρέπει να ορίσουμε μέσες τιμές πάνω σε αυτή την κλίμακα, σε τρεις διαστάσεις, που πρέπει να περιλαμβάνει αρκετά σωματίδια. Όταν ξεπεράσουμε το 

ℓ≥0.1-1

 m, τότε αρχίζουμε να παρατηρούμε ανομοιογένειες πάλι. Η κλίμακα 

L

, στην οποία παρατηρούμε ανομοιογένειες, μπορεί να εξαρτάται είτε από τις οριακές συνθήκες (που μπορεί να μεταβάλλονται και με το χρόνο) είτε από το φυσικό φαινόμενο που κυριαρχεί (και εξαρτάται π.χ. από το ιξώδες, την αγωγιμότητα, τη θερμοκρασία κλπ). Έτσι, είναι συνήθως δυνατή η επιλογή του μήκους 

ℓ

 (

a≪ℓ≪L

, με 

a

 το μέγεθος του μορίου ή η απόσταση μεταξύ μορίων), ώστε να μπορούμε να ορίσουμε ομαλά μεταβαλλόμενες ιδιότητες, όπως η πυκνότητα, ταχύτητα κ.λ.π. σε όλο τον όγκο του υγρού.

			Στo παραπάνω μοντέλο του συνεχούς, οδηγηθήκαμε από το γεγονός ότι η ύλη αποτελείται από σχεδόν διακριτά σωμάτια, τα οποία αλληλεπιδρούν μεταξύ τους, ώστε να παρουσιάζουν συνοχή. Οι αλληλεπιδράσεις αυτές είναι ταυτόχρονα ασθενείς, ώστε η μοριακή δομή να παρουσιάζει συνεχώς διακυμάνσεις. Έτσι, το συνεχές μοντέλο κρύβει κάτω από το χαλί δύο πράγματα: τη διακριτότητα της ρευστής ύλης, που αποτελείται από μόρια, αλλά και τις συνεχείς διακυμάνσεις, είτε το ρευστό είναι ακίνητο είτε σε ροή. Αν δε, στα ρευστά συμπεριλάβουμε και τα αέρια, η αντίστοιχη χαρακτηριστική κλίμακα 

ℓ

 θα είναι αρκετά μεγαλύτερη. Από την πλευρά ενός παρατηρητή, μη μυημένου στο μικρόκοσμο, η φαινομενική συνέχεια της ύλης είναι σύμφωνη με τις μακροσκοπικές παρατηρήσεις, σε τέτοιο βαθμό, που να ήταν πολύ διστακτικός να δεχθεί τη χρησιμότητα της μοριακής θεωρίας για τη δομή των υγρών. Αλλά, και αν ακόμη ερχόταν αντιμέτωπος με τις εντυπωσιακές άμεσες επιβεβαιώσεις της κβαντικής θεωρίας, θα μπορούσε να βρει διέξοδο στη στατιστική ερμηνεία του ηλεκτρονικού νέφους, με την πυκνότητα πιθανότητας. Αφού το ηλεκτρόνιο έχει εισέλθει στην καθημερινή μας ζωή, ίσως να δεχόταν τελικά την ατομική ή μοριακή δομή. Για να δεχθεί, όμως, περαιτέρω διαμερισμό της ύλης, θα περίμενε μέχρις ότου ξεκαθαριστεί η δημιουργική αβεβαιότητα στη δομή των στοιχειωδών σωματιδίων ή  έλθει σε γνώση των αποτελεσμάτων της διάσπασης, που απαιτούν πολύ υψηλές ενέργειες. Και εδώ δεν θα είχε άδικο, διότι οι ιδιότητες των υγρών καθορίζονται κυρίως από τους ασθενέστερους κρίκους της αλυσίδας δηλαδή τις ενδομοριακές δυνάμεις (στην περίπτωσή μας) ανάμεσα σε σχετικά μεγάλα σωματίδια για να έχουμε έντονα κβαντικά φαινόμενα. Η αλήθεια όμως, είναι ότι ο δύσπιστος παρατηρητής θα έχανε μια πληθώρα ιδιοτήτων των υγρών, στις οποίες η κβαντική φυσική παίζει μεγάλο ρόλο (με πιο ξεχωριστό το φαινόμενο του υπερρευστού). Από την άλλη πλευρά, το συνεχές μοντέλο δεν υπολείπεται σε σημασία, πολυπλοκότητα και νοηματική αξία του μοριακού μοντέλου. Ταυτόχρονα, το συνεχές μοντέλο μας βγάζει από ένα δίλημμα, καθότι στην πράξη είναι αδύνατο να γνωρίζουμε με λεπτομέρεια τις μοριακές ιδιότητες π.χ. ακόμη και του νερού37.

			Ο ορισμός του συνεχούς μέσου έχει μερικές συνέπειες που πρέπει να τονίσουμε:

			
					Ο όγκος του συστήματος παραμένει συνεχής. Δεν αποκόπτεται κομμάτι ρευστού.

					Οι επιφάνειες του συστήματος παραμένουν κλειστές.

					Γειτονικά σωματίδια παραμένουν γείτονες, δηλαδή δύο σωματίδια που σε χρόνο 

t

 απέχουν λίγο, παραμένουν κοντά σε χρόνο 

t+δt

.

			

			Η απλοποίηση, λόγω της θεωρίας του συνεχούς μέσου, δεν μπορεί παρά να έχει και κάποιο κόστος. Συχνά, θα χρειαστούμε να εισάγουμε φαινομενολογικές παραμέτρους, όπως π.χ. η σταθερά του ιξώδους, των οποίων οι τιμές προσδιορίζονται από πειραματικές μετρήσεις και στα πλαίσια του συνεχούς μέσου δεν έχουμε τη δυνατότητα να τις εκτιμήσουμε ανεξάρτητα. Και τούτο, διότι οι σταθερές αυτές εξαρτώνται όχι μόνο από τη μικροσκοπική δομή, αλλά και τις ενδοατομικές δυνάμεις. Έτσι, χρειαζόμαστε ένα συνδετικό κρίκο για τη μετάβαση από τη μικροσκοπική περιγραφή στη μακροσκοπική του συνεχούς μέσου και αυτός είναι η κινητική θεωρία, της οποίας οι βάσεις τέθηκαν από τον Maxwell. Παρά το ενδιαφέρον της στατιστικής αυτής θεώρησης, δεν θα αναφερθούμε εδώ στην κινητική θεωρία.

			Και τώρα, ας προσπαθήσουμε να εισάγουμε την έννοια του σωματιδίου στο συνεχές. Αυτό ίσως ακούγεται ως οπισθοδρόμηση ή κατά άλλους ως οξύμωρο, διότι στην μετάβαση στο συνεχές, αυτό προσπαθήσαμε να εξαλείψουμε. Δυστυχώς για μας, θα πρέπει να υποστούμε τον σαρκασμό αυτό, διότι στους νόμους διατήρησης της μηχανικής, η έννοια του σωματιδίου ή του συστήματος γενικότερα είναι ουσιώδης. Με βάση αυτή την έννοια γράφεται η εξίσωση διατήρησης της ορμής. Έτσι, μέσα στο συνεχές ρευστό εμφυτεύουμε νοητά «σωματίδια» υγρού, των οποίων το μέγεθος δεν είναι απόλυτα καθορισμένο (σε σύγκριση με το ατομικό μέγεθος ή τις ενδοατομικές αποστάσεις), αλλά επιλέγεται ανάλογα με τη λεπτομέρεια (στο χώρο) που θέλουμε να μελετήσουμε τις ιδιότητες του υγρού. Κατ’ αρχήν, η στοιχειώδης μάζα υγρού πρέπει να είναι ελαχίστων διαστάσεων ή έστω αρκετά μικρών, ώστε όλα τα μέρη της μάζας να θεωρούνται ότι έχουν την ίδια ταχύτητα μεταφοράς 

u→

 και πυκνότητα ρ. Ένας καλός υποψήφιος είναι ο χαρακτηριστικός όγκος δV0, που αναφέραμε προηγουμένως. Μια στοιχειώδης μάζα ρευστού δεν χαρακτηρίζεται μόνο από τις ιδιότητες του κέντρου μάζας, αλλά, όπως και σε στερεά σώματα, έχουμε και περιστροφή γύρω από το κέντρο μάζας, και, ταυτόχρονα, κατά την κίνηση του, αλλάζει και σχήμα. Για το τελευταίο, θα χρειαστούμε νέα μαθηματικά εργαλεία, αλλά και φυσικές έννοιες. Ένα ερώτημα που πρέπει να απαντήσουμε είναι το πώς υπολογίζουμε τις δυνάμεις, που ασκούνται πάνω στα σωματίδια ρευστού.

			Πρέπει να τονίσουμε ότι η έννοια της στοιχειώδους μάζας ή του σωματιδίου υγρού, είναι ένα κατασκεύασμα για τις ανάγκες του μοντέλου, δηλαδή δεν αποτελεί συστατικό του υγρού, με την έννοια των ατόμων ή μακρομορίων στα πολυμερή. Αυτό όμως σημαίνει ότι, αν επιλέξουμε ένα σωματίδιο υγρού με μήκος 

ℓ

, τότε δεν μπορούμε να πάρουμε πληροφορίες για τη διάδοση κυμάτων, με μήκος κύματος μικρότερο του 

ℓ

. Εάν έχουμε πέραν της μιας κλίμακες Li, i=1,…,n (που μπορεί να προκύψουν από διαστατική ανάλυση) πολύ διαφορετικές μεταξύ τους, τότε είναι δυνατόν να επιλέξουμε το κατάλληλο μήκος του νοητού σωματιδίου, ώστε να μελετήσουμε ένα από τα φαινόμενα που μας ενδιαφέρει. Αυτό συνεπάγεται π.χ. την παράλειψη των ασθενέστερων φαινομένων ή χρησιμοποίηση θεωρίας διαταραχών, που λαμβάνει υπόψη την ύπαρξη δύο χαρακτηριστικών κλιμάκων. Η επιλογή αυτή της κλίμακας 

ℓ

, μας δίνει τη δυνατότητα να θεωρήσουμε μόνο διακυμάνσεις από την κατάσταση του στάσιμου υγρού, χωρίς να ασχοληθούμε με τους μικροσκοπικούς μηχανισμούς που δίνουν συνοχή στο υγρό, αλλά να το χαρακτηρίσουμε με ορισμένες γενικές καταστατικές σχέσεις και παραμέτρους.

			Η μακροσκοπική περιγραφή δε θα είναι ικανοποιητική, όταν εξετάζουμε κλίμακες μήκους συγκρίσιμες με μικροσκοπικά μήκη. Ένα τέτοιο χαρακτηριστικό μήκος είναι η μέση ελεύθερη διαδρομή, που ορίζεται ως η μέση απόσταση στην οποία κινείται ένα σωματίδιο, προτού συγκρουστεί με ένα άλλο. Έτσι αν π.χ. προσπαθήσουμε να μελετήσουμε τη διάδοση ηχητικών κυμάτων σε συμπιεστά ρευστά από μακροσκοπική άποψη, η ανάλυσή μας δε θα ισχύει, αν το μήκος κύματος είναι συγκρίσιμο με τη μέση ελεύθερη διαδρομή. Η θεωρία του συνεχούς μέσου, λοιπόν, πρέπει να χρησιμοποιηθεί με πολύ προσοχή, όταν έχουμε ένα πολύ αραιό αέριο. Στην περίπτωση αυτή, η σημαντική κλίμακα είναι της τάξης της μέσης ελεύθερης διαδρομής των μορίων μεταξύ σκεδάσεων.

			Ο ορισμός του συνεχούς μας δίνει τη δυνατότητα να υποθέσουμε ότι οι φυσικές ιδιότητες του μεταβάλλονται ομαλά στο χώρο, ώστε να μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις τεχνικές του διαφορικού λογισμού38. Φυσικά, η έννοια του συνεχούς δεν αποκλείει τη μελέτη φαινομένων, στα οποία, σε μακροσκοπική κλίμακα, έχουμε απότομες μεταβολές, όπως συμβαίνει π.χ. σε κύματα σοκ.

			2.2 Μέθοδοι περιγραφής της κίνησης

			Όπως είπαμε στην εισαγωγή, η μελέτη της υδροδυναμικής θα στηρίζεται στις βασικές αρχές της Μηχανικής και Θερμοδυναμικής, δηλαδή στις αρχές διατήρησης μάζας, ορμής, στροφορμής και ενέργειας. Όμως, η μέθοδος περιγραφής της κλασικής μηχανικής, που παρακολουθεί την κίνηση των σωματιδίων, πρέπει να προσαρμοστεί στην έννοια του συνεχούς μέσου. Δεν είναι εύκολο να αναγνωρίσουμε και να απομονώσουμε τις βασικές σωματιδιακές μονάδες, διότι τα άτομα ή μόρια δεν προσφέρονται για αρίθμηση. Μπορούμε όμως και σε ένα συνεχές μέσο, να θεωρήσουμε ιδεατά σωμάτια με μεγάλο αριθμό μορίων και να παρακολουθήσουμε την κίνηση των μακροσκοπικών σωματιδίων. Αντιλαμβανόμαστε, φυσικά, ότι τα σωματίδια αυτά έχουν ασαφή όρια, διότι κατά τη διάρκεια της ροής μόρια διαπερνούν την ιδεατή επιφάνεια που τα ορίζει. Ταυτόχρονα, τα σωματίδια αυτά θα παραμορφωθούν, λόγω της στατιστικά διαφορετικής ταχύτητας των μορίων του σωματιδίου. Αυτό σημαίνει ότι δεν αρκεί η περιγραφή της κίνησης με το κέντρο μάζας του σωματιδίου, αλλά πρέπει να πάρουμε υπόψη βαθμούς ελευθερίας περιστροφής και παραμόρφωσης, με τρόπο που θα δούμε αργότερα.

			Για την παρακολούθηση του ιδεατού αυτού σωματιδίου, μπορεί να χρησιμοποιήσει κανείς την περιγραφή Lagrange, όπως στην κλασική μηχανική. Στην περιγραφή αυτή, παρακολουθούμε το σωματίδιο (σύστημα) και, από την χρονική μεταβολή της θέσης τους, μπορούμε να υπολογίσουμε κάθε άλλη φυσική ποσότητα, όπως ταχύτητα και επιτάχυνση σωματιδίων, καθώς και κάθε άλλη ποσότητα, όπως ορμή και ενέργεια των σωματιδίων, και επομένως του συστήματος, που είναι το άθροισμα των σωματιδίων του. Δεδομένου ότι οι νόμοι διατήρησης είναι γραμμένοι για ένα σύστημα, η περιγραφή 

Lagrange

 είναι η κατάλληλη για ένα σύστημα που αποτελείται από ταυτοποιημένα σωματίδια, έστω και σε σημαντικό αριθμό, με τη χρήση υπολογιστών. Η περιγραφή αυτή, όμως, σπάνια χρησιμοποιείται στην υδροδυναμική, λόγω της μαθηματικής πολυπλοκότητας και των αδυναμιών στις πειραματικές μετρήσεις.

			Υπάρχει όμως και η περιγραφή 

Euler

, που χρησιμοποιείται για να περιγράψουμε π.χ. τη μεταβολή με το χρόνο της ταχύτητας των ιδεατών σωματιδίων, καθώς περνούν από κάποιο σταθερό σημείο του χώρου 

P≡r→=x,y,z

. Φυσικά, αυτό μπορεί να επαναληφθεί για κάθε σημείο. Σε αντίθεση με τη μέθοδο 

Lagrange

, δεν ακολουθούμε το σωματίδιο, διότι οι παρατηρητές (ή τα όργανα μέτρησης) είναι ακίνητοι στο σημείο 

P

, αλλά ταυτόχρονα υπάρχουν παρατηρητές σε όλα τα σημεία του χώρου. Υποθέτουμε δε ότι σε κάθε σημείο 

r→

 και σε κάθε χρονική στιγμή 

t

 μπορούμε να μετρήσουμε την ταχύτητα των σωματιδίων που διέρχονται από το σημείο αυτό, τη χρονική στιγμή 

t

. Αυτό, μας δίνει τη δυνατότητα να ορίσουμε το πεδίο της ταχύτητας ροής 

u→r→,t

.

			Περιγραφή 

Euler

 της ροής σημαίνει γνώση της κινητικής και δυναμικής του κατάστασης, που επιτυγχάνεται, αν γνωρίζουμε την τιμή των παρακάτω ιδιοτήτων του ρευστού, σε κάθε θέση του πεδίου ροής:

			
					Ταχύτητα (διανυσματικό πεδίο) 

u→r→,t



					Πίεση (βαθμωτό πεδίο) 

Pr→,t



					Θερμοκρασία (βαθμωτό πεδίο) 

Tr→,t



					Πυκνότητα (βαθμωτό πεδίο) 

ρr→,t



			

			2.2.1 Μέθοδος Lagrange

			Στη μέθοδο Lagrange ενδιαφερόμαστε να απαντήσουμε στην παρακάτω ερώτηση: Τί συμβαίνει σε ένα δεδομένο υγρό σωμάτιο, καθώς αυτό κινείται; Αυτό προϋποθέτει ότι παρακολουθούμε τα σωμάτια στη χρονική εξέλιξη για τις διαδρομές, ταχύτητες και πιέσεις συναρτήσει των αρχικών θέσεων των σωματίων και το χρόνο. Με το σωματίδιο συνδέουμε την θέση, ταχύτητα, επιτάχυνση, ορμή, και ενέργεια του σωματιδίου. Έστω λοιπόν 

r→0=x0,y0,z0

, η αρχική θέση ενός σωματιδίου σε χρόνο t0. Η αρχική θέση ταυτοποιεί τα σωματίδια και, όπως στην κλασική μηχανική, παρακολουθούμε την εξέλιξή τους με το χρόνο. Τότε, η περιγραφή Lagrange μας δίνει τη θέση 

q→t=[qxt,qyt,qzt]

 του σωματιδίου, σε χρόνο 

t

, με 

q→t0=r→0

, δηλ. 

q→=F→r→0,t-t0

 ή πιο αναλυτικά σε συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



qx=F1r→0,t-t0,  qy=F2r→0,t-t0,  qz=F3r→0,t-t0.





						
							
							(2.2)

						
					

				
			

			Η περιγραφή αυτή μας δίνει τη δυνατότητα από τη θέση του σωματιδίου να υπολογίσουμε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του σωματιδίου, που μπαίνει στις εξισώσεις διατήρησης της ορμής. Η ταχύτητα του σωματιδίου ορίζεται ως η χρονική παράγωγος της θέσης39

			



u→Lt=dq→tdt,





			όπου ο δείκτης L εισάγεται για να διαφοροποιηθεί από την ταχύτητα του πεδίου και έχει συνιστώσες:

			



uL=dqxdt,  uL=dqydt,  wL=dqzdt,





			όπου χρησιμοποιούμε την ολική χρονική παραγώγιση, καθότι στην περιγραφή Lagrange, η αρχική θέση του σωματιδίου μπορεί να θεωρηθεί ως δείκτης αρίθμησης των σωματιδίων. Η επιτάχυνση του σωματιδίου είναι:

			



a→=du→Ltdt=d2q→tdt2 .





			Εδώ, παραλείπουμε τον δείκτη του σωματιδίου, αλλά εξυπακούεται ότι αυτή η διαδικασία πρέπει να γίνει για κάθε σωματίδιο. Αντίστροφα, αν γνωρίζουμε την ταχύτητα ενός σωματιδίου για κάθε χρονική στιγμή και την αρχική του θέση, μπορούμε να υπολογίσουμε την θέση του για κάθε t:

			



q→t=r→0+∫t0tu→Lt′dt′.





			Η αναπαράσταση της κίνησης των σωματιδίων γίνεται με τις τροχιές των σωματιδίων, που είναι εφαπτόμενες στη στιγμιαία ταχύτητα του σωματιδίου 

u→Lt

 και οι στοιχειώδεις μετατοπίσεις του σωματιδίου για το χρόνο dt, κατά μήκος της τροχιάς, είναι 

dq→=u→Ldt

 και σε συνιστώσες:

			



dqx=uLdt,  dqy=uLdt,  dqz=wLdt.





			Είναι προφανές ότι μία τέτοια μέθοδος μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε μία στατιστική θεωρία, για ένα περιορισμένο σύστημα (προσομοιώσεις), προκειμένου να αντλήσουμε πληροφορίες για τις δυνάμεις μεταξύ των σωματιδίων, αλλά η παρακολούθηση, με μετρήσεις, ενός μεγάλου αριθμού σωματιδίων δεν είναι πρακτική. Ταυτόχρονα, είναι προφανές ότι τα σωματίδια, όπως τα ορίσαμε, είναι παραμορφώσιμα, εκτός αν πάμε σε ατομικό επίπεδο. Η περιγραφή Lagrange μας δίνει πληροφορίες που δεν χρειαζόμαστε πάντα: π.χ. για τις φυσικές ιδιότητες, δεν μας ενδιαφέρει πάντα από πού ξεκίνησε και πού κατέληξε κάθε σωματίδιο, αλλά μόνο η αρχική και τελική κατανομή ταχυτήτων.

			2.2.2 Μέθοδος Euler

			Το πεδίο ταχύτητας 

u→r→,t

 δίνει άμεσα την ταχύτητα του σωματιδίου, που, τη χρονική στιγμή t, είναι στο σημείο 

r→

 . Έτσι, για κάθε σημείο 

r→x,y,z

 του χώρου, ορίζεται η ταχύτητα 

u→x,y,z,t

 τη χρονική στιγμή t με τις τρεις συνιστώσες40 

u→=u,υ,w

, ως συνάρτηση του χωρικού σημείου 

r→

 και του χρόνου t. Το ίδιο ισχύει, για άλλες ποσότητες φυσικού ενδιαφέροντος όπως π.χ. πίεση, πυκνότητα (όταν αυτή μεταβάλλεται όπως στα συμπιεστά υγρά), θερμοκρασία (στην περίπτωση υγρού με ιξώδες) κλπ. Η μέθοδος αυτή είναι συνήθως πιο πρακτική για δύο κυρίως λόγους:

			α) Για πολλές σημαντικές ροές στην πράξη, που ονομάζονται μόνιμες, οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι ανεξάρτητες του χρόνου δηλ. 

∂u→∂t=0

. Μόνιμη ροή δεν σημαίνει ότι δεν έχουμε επιτάχυνση, όπως θα δούμε στη συνέχεια. Απλά, το πεδίο ταχύτητας μεταβάλλεται στο χώρο, αλλά για κάθε σημείο παραμένει σταθερό στο χρόνο.

			β) Αντί να δώσουμε όλες τις ταχύτητες των σωματιδίων, ορίζουμε ένα πεδίο ταχύτητας 

u→x,y,z,t

, με το οποίο είναι πιο εύκολο να κάνουμε τους υπολογισμούς και να ανακτήσουμε όλες τις φυσικές ποσότητες ενός συστήματος.
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			Σχήμα 2.3: Γραμμές ροής του πεδίου ταχύτητας με την περιγραφή Euler σε χρόνο t0.

			Η περιγραφή Euler είναι πιο χρήσιμη, διότι συχνά ενδιαφερόμαστε για τις ταχύτητες του ρευστού σε κάποια περιοχή και όχι στην ιστορία των διαφόρων σωματιδίων. Π.χ. για να κατασκευάσουμε αεροδυναμικά αυτοκίνητα, μας ενδιαφέρει η ροή γύρω από το αυτοκίνητο, είτε αυτό κινείται στο δρόμο είτε είναι στο πειραματικό στάδιο, στα τεχνητά τούνελ αέρος, όπου είναι ακίνητο. Η αναπαράσταση του πεδίου ταχύτητας γίνεται με τις γραμμές ροής, οι οποίες σε κάθε χρονική στιγμή είναι εφαπτόμενες στην ταχύτητα ροής (και στην ίδια κατεύθυνση), τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή (δες Σχ. 2.3).

			Στη μέθοδο αυτή, δεν έχουμε τη δυνατότητα να αριθμήσουμε τα σωματίδια και αυτό θα μας δημιουργήσει δυσκολίες στον υπολογισμό της επιτάχυνσης των σωματιδίων. Αργότερα, θα δούμε πώς μπορούμε να βγάλουμε αυτή την πληροφορία, από το πεδίο ταχύτητας, χωρίς να χρησιμοποιήσουμε την περιγραφή Lagrange. Πρέπει, όμως, να θυμηθούμε ότι οι οι εξισώσεις κίνησης είναι βασισμένες στη λογική Lagrange, δηλαδή την παρακολούθηση των ρευστών σωματιδίων, κατά την κίνηση τους. Φυσικά υπάρχει και η δυνατότητα να πάμε από τη μία κινητική περιγραφή στην άλλη. Η μετάβαση απαιτεί αρκετές μαθηματικές λεπτομέρειες, καθώς ο αντίστοιχος μετασχηματισμός δεν είναι πάντα εύκολος και θα μας απασχολήσει ελάχιστα. Θα δώσουμε, όμως, τη γενική ιδέα χωρίς να επεκταθούμε. Αυτό, όμως, που είναι περισσότερο χρήσιμο, είναι να διερευνήσουμε με αρκετή λεπτομέρεια την έννοια του πεδίου ταχύτητας ροής και να δούμε ποιές πληροφορίες μπορούμε να πάρουμε από αυτό.
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			Σχήμα 2.4: Γραμμές ροής μη μόνιμου πεδίου ταχύτητας σε χρόνο t0 που διέρχεται από το σημείο P, και η τροχιά (χρονική εξέλιξη) του σωματιδίου που σε χρόνο t=t0 πέρασε από το σημείο P. 

			Στο Σχ. 2.4 βλέπουμε τη διαφορά ανάμεσα στην τροχιά ενός σωματιδίου και τις γραμμές ροής. Για να κάνουμε τη σύγκριση, έχουμε επιλέξει το χρόνο αναφοράς 

t0

, όταν η ταχύτητα του σωματιδίου ήταν αυτή του πεδίου ταχύτητας στο σημείο 

P

. Εάν δεν υπήρχαν χρονικά μεταβαλλόμενες εξωτερικές δυνάμεις, το σωματίδιο στη χρονική του εξέλιξη ακολουθεί τη γραμμή ροής που διέρχεται από το σημείο 

P

, η οποία δεν αλλάζει μορφή με το χρόνο. Στο Σχ. 2.4 όμως, βλέπουμε ότι η τροχιά δεν ακολουθεί τη γραμμή ροής, που σημαίνει ότι έχουμε χρονικά μεταβαλλόμενες εξωτερικές δυνάμεις, αν υποθέσουμε ότι δεν έχουμε και τυρβώδη ροή. Αν η ροή είναι μόνιμη, τότε το σωματίδιο θα ακολουθήσει τη γραμμή ροής, αλλά δεν γνωρίζουμε σε ποιό σημείο είναι της καμπύλης, σε κάθε χρονική στιγμή, εκτός αν βρούμε τρόπο να συνδέσουμε τις δύο περιγραφές.

			2.2.3 Μετάβαση μεταξύ μεταβλητών Euler και Lagrange

			Στην περιγραφή Lagrange, οι αρχικές θέσεις των σωματιδίων (με δείκτη) 

r→0=x0, y0, z0

 και ο χρόνος 

t

 ονομάζονται μεταβλητές Lagrange. Στην περιγραφή Euler, οι συνιστώσες των σημείων του χώρου 

r→

 και ο χρόνος 

t

 ονομάζονται μεταβλητές Euler. Η μετάβαση από τη μία περιγραφή στην άλλη είναι σχετικά εύκολη, αν η ροή είναι μόνιμη και με παραδείγματα θα ασχοληθούμε με αυτή την περίπτωση. Η γενικότερη περίπτωση μη μόνιμης ροής είναι αρκετά πολύπλοκη και θα προσπαθήσουμε απλώς να σκιαγραφήσουμε τους μετασχηματισμούς, για να πάμε από τη μία περιγραφή στην άλλη. Να τονίσουμε ότι η μετάβαση από τη μία περιγραφή στην άλλη δεν έχει να κάνει με αλλαγή συστήματος αναφοράς. Και οι δύο περιγραφές έχουν το ίδιο σύστημα αναφοράς.

			Υπάρχουν και περιπτώσεις, στις οποίες χρησιμοποιούμε ταυτόχρονα και τις δύο περιγραφές. Ένα παράδειγμα είναι η χρήση αιωρούμενων αισθητήρων μικροδιαστάσεων, για περιβαλλοντικές ή ατμοσφαιρικές μετρήσεις. Οι θέσεις των αισθητήρων παρακολουθούνται, όπως τα σωματίδια στη μέθοδο Lagrange και ταυτόχρονα τοποθετούνται σε ένα μοντέλο ροής, που χρησιμοποιεί τη μέθοδο Euler. Η μέθοδος Euler μας βοηθά να γνωρίζουμε, στο σημείο κάθε αισθητήρα, το πεδίο ταχύτητας (που είναι και η ταχύτητα του αισθητήρα), καθώς και τη βαθμίδα πίεσης. Ταυτόχρονα, αν προσθέσουμε και τις δυνάμεις βαρύτητας, τριβής κ.τ.λ., μπορούμε να υπολογίσουμε με ακρίβεια την ολική δύναμη στον αισθητήρα. Από τον νόμο του Νεύτωνα, υπολογίζεται η επιτάχυνση και φυσικά η μεταβολή της ταχύτητας και επομένως, η νέα θέση του για κάθε χρονική στιγμή.

			Από Lagrange (τροχιές σωματιδίων) σε Euler (γραμμές ροής)

			Στην περιγραφή Lagrange, ένα σωματίδιο που σε χρόνο t=0 ήταν στη θέση 

r→0

, σε χρόνο t βρίσκεται στη θέση 

q→t

. Υπάρχει, δηλαδή μία σχέση 

q→=q→r→0,t

, στην οποία το διάνυσμα 

r→0

 είναι ο δείκτης του σωματιδίου και 

q→

 η θέση41 του στη χρονική στιγμή t. Η σχέση αυτή μπορεί να αντιστραφεί και να έχουμε 

r→0=r→0q→,t

, που σημαίνει ότι αν σε χρόνο 

t

 είμαστε στη θέση42 

q→t=r→

, τότε πηγαίνουμε πίσω στο χρόνο t=0 και βρίσκουμε τη θέση 

r→0

 απ’ όπου ξεκίνησε το σωματίδιο. Η αντιστροφή αυτή είναι εφικτή (όχι απαραίτητα σε αναλυτική μορφή), καθότι η τροχιά είναι μοναδική και δεν μπορείς να βρεις άλλο σωματίδιο στην ίδια θέση την ίδια χρονική στιγμή.

			Ο στόχος είναι από τις τροχιές 

q→r→0,t

, για κάθε 

r→0

 να πάμε στις γραμμές ροής δηλαδή στο πεδίο ταχύτητας 

u→r→,t

. Αυτό θα γίνει με τα εξής βήματα:

			
					Από τις τροχιές κάθε σωματιδίου θα λύσουμε την εξίσωση 

q→r→0,t=r→

, όπως προαναφέραμε, για να βρούμε την αρχική θέση 

r→0

, που θα ικανοποιεί 

q→r→0,t0=r→0

.

					Η ταχύτητα του σωματιδίου αυτού, 

u→L

, σε χρόνο 

t

, να συνδεθεί με την ταχύτητα πεδίου στο σημείο 

r→=q→t

, τη χρονική στιγμή t.

			

			Η στιγμιαία ταχύτητα του σωματιδίου κατά 

Lagrange

 είναι 

u→Lr→0,t

 και έχουμε από τον ορισμό της ταχύτητας με την ολική παράγωγο, θεωρώντας το 

r→0

 σαν παράμετρο:

			



dq→dt=u→Lr→0,t.





			Εάν δε, χρησιμοποιήσουμε τη σχέση 

r→=q→r→0,t

, για κάθε 

r→0

, έχουμε:

			



u→Er→,t≡u→Lq→,t=dqr→0,tdt,  με r→=q→t.





			Έτσι, βρίσκουμε το πεδίο ταχύτητας 

u→r→,t

 στις μεταβλητές 

Euler

, εφόσον γνωρίζουμε τις θέσεις των σωματιδίων σε κάθε χρόνο 

t

, καθότι, ανά πάσα χρονική στιγμή, ένα μόνο σωματίδιο περνά από το σημείο 

r→

 του χώρου. Είναι κατανοητό ότι, για μη μόνιμη ροή, η διαδικασία αυτή είναι πολύπλοκη. Ενώ, για μόνιμη ροή, πρέπει όλα τα σωματίδια που φτάνουν στο σημείο 

r→

, να έχουν πάντα την ίδια ταχύτητα.

			Από Euler σε Lagrange

			Η μετάβαση γίνεται μέσω των γραμμών ροής, οι οποίες είναι εφαπτόμενες στο πεδίο ταχύτητας, σε κάθε σημείο. Έτσι, το πεδίο ταχύτητας ικανοποιεί τη σχέση:

			



dq→dt=u→q→,t,





			όπου 

dq→=dqx,dqy,dqz

 είναι μία στοιχειώδης μετατόπιση από το σημείο 

q→

 του σωματιδίου 

r→0

 σε χρόνο 

dt

. Σε συνιστώσες θα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dqxuq→,t=dqyυq→,t=dqzwq→,t=dt.





						
							
							(2.3)

						
					

				
			

			Εδώ, η 

u→q→,t

 είναι η ταχύτητα του σωματιδίου, όταν είναι στη θέση 

q→

 σε χρόνο 

t

 και δίνεται από το πεδίο ταχύτητας, στο ίδιο σημείο την ίδια χρονική στιγμή. Με γνώση της αναλυτικής σχέσης του πεδίου ταχύτητας και ολοκλήρωση των τριών εξισώσεων στη (2.3), έχουμε, για τη θέση του σωματιδίου, σε χρόνο t:

			



q→t=q→c1,c2,c3,t.





			Οι τρεις σταθερές 

ci{i=1,2,3}

 ορίζονται από τις αρχικές συνθήκες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q→c1,c2,c3,t=0=r0→.





						
							
							(2.4)

						
					

				
			

			Με επίλυση των τριών τελευταίων εξισώσεων στην (2.4) για τις σταθερές 

c1,c2,c3

 συναρτήσει των συνιστωσών του 

r→0

 και αντικατάταση στην (2.3), έχουμε για τη θέση του σωματιδίου (με δείκτη 

r→0

):

			



q→=q→r→0,t,





			και αν αυτό επαναληφθεί για κάθε 

r→0

, θα βρούμε τις τροχιές όλων των σωματιδίων του ρευστού. Εν γένει όμως, η πλήρης γνώση του πεδίου ταχύτητας καθώς και η αναλυτική ολοκλήρωση των εξισώσεων είναι δύσκολη. Για αυτό συχνά περιοριζόμαστε σε μικρούς χρόνους, μετά τον αρχικό χρόνο t0 ή θεωρούμε ότι οι τροχιές των σωματιδίων δεν απομακρύνονται σημαντικά από το αρχικό σημείο 

r→0=x0,y0,z0

. Τότε, η αντικατάσταση στο πεδίο ταχύτητας (x,y,z) → (x0,y0,z0) δίνει μία πρώτη προσέγγιση, για την αναλυτική μορφή των τροχιών κοντά στο σημείο 

r→0

. Μία καλή εφαρμογή της προσέγγισης αυτής δίνεται στο παράδειγμα 2.4 διάδοσης κυμάτων.

			Έτσι, με τις μεταβλητές Lagrange περιγράφουμε την ταχύτητα, επιτάχυνση κτλ. για συγκεκριμένο σωματίδιο, ενώ, με τις συντεταγμένες Euler περιγράφουμε τις ίδιες ποσότητες, σε συγκεκριμένη περιοχή του χώρου. Αντιλαμβάνεται λοιπόν ο αναγνώστης ότι, για εμάς, η μετάβαση μεταξύ των δύο περιγραφών έχει κυρίως συμβολικό χαρακτήρα, διότι η αξιοποίηση αυτής της πληροφορίας είναι δύσκολη για αναλυτικές λύσεις. Είναι, όμως, πολύ χρήσιμη, για όσους χρησιμοποιούν υπολογιστικές τεχνικές και ταυτόχρονα με τη ροή του ρευστού, θέλουμε να παρατηρήσουμε και τις τροχιές αιωρουμένων σωματιδίων στο ρευστό. Επίσης, αν θέλουμε να χαρακτηρίσουμε τις ιδιότητες του ρευστού, τότε πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τεχνικές μοριακής δυναμικής, δηλαδή περιγραφή Lagrange για ένα πεπερασμένο σύστημα.

			Ας θεωρήσουμε ένα απλό παράδειγμα, για τη μετάβαση από την περιγραφή 

Euler

 (πεδίο ταχύτητας) στην περιγραφή Lagrange, δηλαδή να βρούμε θέση και ταχύτητα κάθε σωματιδίου, του οποίου γνωρίζουμε τη θέση σε κάποια χρονική στιγμή.

			Παράδειγμα 2.1

			Ας θεωρήσουμε τη μονοδιάστατη ροή με πεδίο ταχύτητας 

u→=αy,0,0

. Είναι προφανές ότι οι γραμμές ροής είναι παράλληλες στον x-άξονα, δηλαδή y=σταθερά, που είναι εφαπτόμενες σε κάθε σημείο του χώρου στο διάνυσμα του πεδίου της ταχύτητας. Αξίζει να υπολογίσουμε και τις τροχιές των ρευστών σωματιδίων. Επειδή η ροή είναι μόνιμη, οι γραμμές ροής συμπίπτουν με τις τροχιές των ρευστών σωματιδίων. Έτσι, το σωματίδιο, που σε χρόνο 

t0

 είναι στη θέση (x0,y0), έχει συνιστώσες (qx(t),y0) και σε κάθε χρονική στιγμή, η ταχύτητα είναι ίση με την ταχύτητα του πεδίου στο σημείο αυτό, δηλαδή:

			



dqxdt=uqx,y0 ή  dqx=uqx,y0dt,





			και με ολοκλήρωση στα διαστήματα 

t0,t

 και 

x0,qx

 αντίστοιχα, έχουμε:

			



qxt=x0+ay0t-t0,qyt=y0.





			Στην περίπτωση αυτή, η ολοκλήρωση είναι απλή, γιατί η ταχύτητα του σωματιδίου είναι σταθερή σε όλη την τροχιά του. Τελικά το αποτέλεσμα ήταν προφανές, δηλαδή έχουμε τη ροή σωματιδίου με σταθερή ταχύτητα, χωρίς επιτάχυνση. Αυτό σημαίνει ότι στο σωματίδιο ασκείται μηδενική συνολική δύναμη.

			Παράδειγμα 2.2 

			Ας θεωρήσουμε τη μονοδιάστατη ροή με πεδίο ταχύτητας 

u→=αx,0,0

. Είναι πάλι προφανές ότι οι γραμμές ροής είναι παράλληλες στον 

x

 -άξονα, δηλ. 

y=σταθερά

. Για τις τροχιές των ρευστών σωματιδίων, έχουμε:

			



dqxuqx,y0=dt  ή  ∫x0qxdqxαqx=t-t0,





			και με ολοκλήρωση:

			



qxt=x0eαt-t0,  qyt=y0.





			Στην περίπτωση αυτή, έχουμε επιτάχυνση 

ax=x0α2eαt-t0

, στην x-κατεύθυνση και μάλιστα εκθετικά αυξανόμενη με το χρόνο.

			Παράδειγμα 2.3 

			Έστω το μη μόνιμο πεδίο ταχύτητας σε μία διάσταση:

			



ux,t=-αx+βt,  v=w=0.





			Να υπολογίσουμε την θέση q(q0,t=0) για κάθε σωματίδιο, που την χρονική στιγμή t=0 ήταν στη θέση 

q0

, δηλαδή q0=q(q0,t=0).

			Η ταχύτητα του σωματιδίου q0 σε χρόνο 

t

 είναι u(q,t), δηλαδή:

			



dqdtq0,t=-αq+βt,





			και η λύση43 για την θέση q(q0,t) είναι:

			



qq0,t= Ce-αt+βα2αt-1,   C=βα2+q0.





			Παραγωγίζουμε με το χρόνο και έτσι έχουμε και την ταχύτητα του σωματιδίου:

			



uq0,t=dqdtq0,t=βα-αCe-αt,





			η οποία μεταβάλλεται εκθετικά με τον χρόνο. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι, για πολύ μεγάλους χρόνους, έχουμε συσσώρευση των σωματιδίων, που είναι ανεξάρτητη της αρχικής τους θέσης και στη συνέχεια έχουν σταθερή ταχύτητα. Αυτό σημαίνει ότι έχουμε μεταβολή της πυκνότητας των ρευστών σωματιδίων κατά την κίνηση, κάτι που επιτρέπεται μόνο για ένα συμπιεστό ρευστό.

			2.3 Πεδίο ταχύτητας ροής και γραμμές ροής

			Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε μόνο την περιγραφή Euler, για να εξοικειωθούμε με την έννοια του πεδίου ταχύτητας, δηλαδή ποιές πληροφορίες μπορούμε να εξάγουμε από την διανυσματική συνάρτηση 

u→r→,t

, εάν μπορούμε να διακρίνουμε χαρακτηριστικές ροές και τελευταίο (αλλά εξίσου σημαντικό) αν μπορούμε να δώσουμε μία οπτική εικόνα του πεδίου ταχύτητας. Αυτό είναι ιδιαίτερα χρήσιμο, διότι από τη μέτρηση και απεικόνιση της ταχύτητας μπορούμε να ορίσουμε την πίεση και τις δυνάμεις σε κάθε σημείο του χώρου, με τεχνικές που θα μελετήσουμε στα επόμενα κεφάλαια και στηρίζεται στις βασικές αρχές διατήρησης. Φυσικά και το αντίστροφο ισχύει.

			Για την οπτική αναπαράσταση του πεδίου μιας μόνιμης (χρονικά ανεξάρτητης) ροής χρησιμοποιούμε την εμπειρία μας σε ηλεκτρικά η μαγνητικά πεδία και εισάγουμε τις γραμμές ροής για το πεδίο ταχύτητας (Σχήμα 2.5), οι οποίες έχουν τις παρακάτω ιδιότητες:

			α) Η εφαπτομένη σε κάθε σημείο μιας γραμμής ροής είναι στην κατεύθυνση της ταχύτητας ροής στο σημείο αυτό.

			β) Η πυκνότητα των γραμμών ροής είναι ανάλογη του μέτρου της ταχύτητας στο σημείο αυτό.

			γ) Οι γραμμές ροής δεν τέμνονται, εκτός από σημεία όπου η ταχύτητα μηδενίζεται (σημεία ηρεμίας). Σε αντίθετη περίπτωση, η ταχύτητα δεν μπορεί να οριστεί μοναδικά σε αυτό το σημείο.

			[image: ]

			Σχήμα 2.5 Γραμμές ροής και πεδίο ταχύτητας για μόνιμη και μη μόνιμη ροή.

			Εαν η ροή είναι μόνιμη:

			



∂u→∂t=0  μόνιμη ροή→u→r→,





			τότε οι γραμμές ροής (δεν μεταβάλλονται με τον χρόνο) και οι τροχιές των σωματιδίων συμπίπτουν με τις γραμμές ροής. Στην μόνιμη ροή, τα σωματίδια μπορούν να επιταχύνονται στην κίνησή τους, αλλά, όταν περνούν από το ίδιο σημείο, έχουν την ίδια ταχύτητα. Αυτό δεν συμβαίνει στην περίπτωση μη μόνιμης ροής:

			



∂u→∂t≠0  μη μόνιμη ροή→u→r→,t,





			όπου οι γραμμές ροής μεταβάλλονται με το χρόνο, όπως και το πεδίο ταχύτητας. Δηλαδή η ταχύτητα στο ίδιο σημείο του χώρου μεταβάλλεται με το χρόνο. Π.χ. κύματα αντιστοιχούν σε μη μόνιμη ροή.

			Για την κατανόηση του πεδίου ταχύτητας είναι πολύ χρήσιμο να ξεχωρίσουμε τις πηγές του πεδίου. Γι’ αυτό βασιζόμαστε σε ένα θεώρημα της διανυσματικής ανάλυσης, σύμφωνα με το οποίο, αν γνωρίζουμε το στροβιλισμό και την απόκλιση ενός οποιουδήποτε πεδίου, τότε γνωρίζουμε και το ίδιο το πεδίο44. Π.χ. στον στατικό ηλεκτρομαγνητισμό, η κατανομή πυκνότητας φορτίου 

ρqr→

 είναι πηγή του ηλεκτρικού πεδίου 

E→r→

 και η κατανομή πυκνότητας ρεύματος 

J→r→

 είναι πηγή μαγνητικού πεδίου 

B→r→

, όπως φαίνεται στις χρονοανεξάρτητες45 εξισώσεις 

Maxwell

,

			



∇→⋅E→r→=ρqr→ϵ0,





			



∇→×B→r→ =μ0J→r→ ,





			όπου 

ϵ0

 και 

μ0

 είναι σταθερές που χαρακτηρίζουν τις ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες του κενού46. Έτσι, μπορούμε να πούμε ότι ο στροβιλισμός και η απόκλιση του πεδίου είναι οι πηγές του πεδίου. Αυτό σημαίνει, ότι, αν γνωρίζουμε την απόκλιση και τον στροβιλισμό πεδίου ταχύτητας, μπορούμε να βρούμε το πεδίο σε όλο τον χώρο, εφόσον γνωρίζουμε τις οριακές συνθήκες στα όρια του συστήματος. Το ότι η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας αντιστοιχεί σε πηγή ροής φαίνεται εύκολα, αν εφαρμόσουμε το θεώρημα Gauss, σε έναν όγκο όπου μηδενίζεται η απόκλιση. Τότε, και η συνολική ροή μέσω της περικλείουσας επιφάνειας είναι μηδέν.
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			Σχήμα 2.6 (a)Ανιξωδική ροή γύρω από κύλινδρο και σημεία ηρεμίας (Α,Β). (β) Δύο ίσες και αντίθετες ροές. Στο Ο σημείο ηρεμίας. 

			Όπως αναφέραμε, οι ροϊκές γραμμές εξ ορισμού δεν τέμνονται, διότι αλλιώς η ταχύτητα στο σημείο τομής θα ήταν εφαπτομένη σε δύο καμπύλες, πράγμα που είναι αδύνατο. Αυτό θα συνέβαινε μόνο για την περίπτωση, κατά την οποία η ταχύτητα σε κάποιο σημείο μηδενίζεται και εμφανίζεται συχνά σε ροές ρευστού, όπου παρεμβάλλονται εμπόδια. Τα σημεία αυτά ονομάζονται σημεία ηρεμίας και είναι χαρακτηριστικά σημεία, για παράδειγμα στην ανιξωδική ροή γύρω από έναν κύλινδρο. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει μία ροϊκή γραμμή, η οποία διαχωρίζεται σε δύο που κινούνται εκατέρωθεν του κυλίνδρου και ξαναενώνονται συμμετρικά47 στην άλλη πλευρά (δες Σχ. 2.6). Η συγκεκριμένη ροϊκή γραμμή ονομάζεται διαχωριστική γραμμή για δισδιάστατη ροή ενώ στις 3 διαστάσεις είναι επιφάνεια. Εάν, αντί για κύλινδρο, έχουμε σφαίρα, τότε ο διαχωρισμός γίνεται σε όλη την επιφάνεια της σφαίρας. Η ύπαρξη των σημείων ηρεμίας εδώ είναι προφανής, λόγω των οριακών συνθηκών στην επιφάνεια του στερεού κυλίνδρου. Η κάθετη στην επιφάνεια συνιστώσα της ταχύτητας ροής μηδενίζεται πάνω στην επιφάνεια, όπου έχουμε μόνο εφαπτομενική συνιστώσα48 Στα σημεία ηρεμίας, η εισερχόμενη γραμμή ροής είναι κάθετη στην επιφάνεια του κυλίνδρου και, για να ικανοποιήσει την οριακή συνθήκη, η ταχύτητα ροής κατά μήκος της συνεχώς ελαττώνεται (οι γειτονικές γραμμές απομακρύνονται), μέχρις ότου μηδενιστεί στην επιφάνεια, στο σημείο ηρεμίας, καθώς δεν υπάρχει κάθετη συνιστώσα ταχύτητας. Δεν υπάρχει πρόβλημα με τη μεταφορά της μάζας, καθώς, για μόνιμη ροή, η μάζα που κινείται στην κεντρική ροική γραμμή είναι μηδενικής ποσότητας. Η γειτονική μάζα, λόγω παρεμβολής του κυλίνδρου, αποκτά και κάθετη συνιστώσα, λόγω των δυνάμεων που ασκούνται στη σταθερά επιφάνεια. Δεν πρέπει να θεωρήσουμε, από τα παραπάνω, ότι τα σημεία ηρεμίας είναι μια ιδιομορφία στερεής επιφάνειας, καθότι θα μπορούσε να προέλθει και από αντίθετα κατευθυνόμενες ροές. Π.χ. στο Σχ. 2.6β έχουμε δύο αντίθετες ροές και το σημείο στην αρχή των αξόνων είναι σημείο ηρεμίας. Για την περίπτωση αυτή, ο αναγνώστης μπορεί να προβληματιστεί τί θα συμβεί, αν βάλουμε ένα επίπεδο γυαλί στον y-άξονα, κάθετα στο επίπεδο του σχήματος. Την απάντηση θα την βρει στο Κεφ. 5.

			Παράδειγμα 2.4

			Μας δίνεται το πεδίο ταχύτητας, με συνιστώσες ταχύτητας στο x-z επίπεδο:

			



ux,z,t=η2ωekzcosωt-kx,





			



wx,z,t=-η2ωekzsinωt-kx.





			Το πεδίο παριστά τη ροή επιφανειακών κυμάτων βαρύτητας (μικρού πλάτους) στην επιφάνεια της θάλασσας. Θέλουμε να σχεδιάσουμε τις γραμμές ροής και τις τροχιές σωματιδίων ρευστού.

			Λύση 

			Κατ’ αρχήν να παρατηρήσουμε ότι η ροή είναι μη μόνιμη και επομένως οι γραμμές ροής ισχύουν για μία χρονική στιγμή. Λόγω της περιοδικής εξάρτησης από το χρόνο όμως, εύκολα μπορούμε να φανταστούμε τη χρονική εξέλιξη των γραμμών ροής. Επειδή η ροή είναι στο x-z επίπεδο, έχουμε, για την κλίση των γραμμών ροής σε κάθε σημείο και σε χρόνο t0:

			



dzdx=wx,z,t0ux,z,t0 ,





			και με αντικατάσταση, για τις συνιστώσες u και w του πεδίου ταχύτητας:

			



dz=-tanωt0-kxdx,





			και με ολοκλήρωση έχουμε:

			



kz=-ln|cosωt0-kx|+C0,





			που ξαναγράφεται σε εκθετική μορφή:

			



ekzcoskx-ωt0=C,





			όπου η σταθερά C συνδέεται με την C0 αλλά είναι διαφορετική. Έτσι, για διαφορετικές τιμές της σταθεράς, έχουμε τις γραμμές ροής, για τη συγκεκριμένη χρονική στιγμή t0.

			Οι τροχιές 

q→t

 ορίζονται από τις σχέσεις:

			



dqxdt=uqx,qz,t,   dqzdt=wqx,qz,t,  





			όταν το σωματίδιο σε χρόνο 

t

 είναι στο σημείο (qx,qz) ή αλλιώς:

			



dqxuqx,qz,t=dqzwqx,qz,t=dt.





			Επειδή, όμως, με την εξέλιξη του χρόνου, η θέση του σωματιδίου (qx,qz) μεταβάλλεται με το χρόνο, και επομένως μεταβάλλονται και οι δύο συνιστώσες, δεν είναι εύκολη η ολοκλήρωση. Για αυτό θα κάνουμε την προσέγγιση ότι η κίνηση του ρευστού σωματιδίου είναι περιορισμένη γύρω από το σημείο (x0,y0), ή αντίστοιχα περιοριζόμαστε σε μικρό χρονικό διάστημα. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να ολοκληρώσουμε τις εξισώσεις, αντικαθιστώντας στο αριστερό μέρος στις συνιστώσες ταχύτητας (qx,qz) → (x0,y0), ώστε, στο ελάχιστο χρονικό διάστημα dt, έχουμε μετατόπιση του σωματιδίου 

dq→=dqx,dqy

 με

			



dqx=η2ωekz0cosωt-kx0dt,





			



dqz=-η2ωekz0sinωt-kx0dt,





			ή με ολοκλήρωση:

			



qx-xi=η2ekz0sinωt-kx0dt,





			



qz-zi=η2ekz0cosωt-kx0dt,





			όπου 

xi

 και 

zi

 είναι δύο σταθερές να προσδιοριστούν σε χρόνο αναφοράς 

t0

. Με απαλοιφή του χρόνου 

t

 από τις δύο εξισώσεις, θα βρούμε την εξίσωση της τροχιάς:

			



qx-xi2+ qz-zi2=n2ekz02.





			Έτσι, οι τροχιές είναι κύκλοι ακτίνας 

r0=η2ekz0

 με κέντρο το σημείο 

xi,zi

. Σε μεγάλο βάθος, δηλαδή, όταν 

z0→-∞

, η ακτίνα της τροχιάς τείνει στο μηδέν.

			Παράδειγμα 2.5

			Δίνεται η ροή στον τρισδιάστατο χώρο, με πεδίο ταχύτητας:

			



u→≡u,υ,w=αz,αz,αx+y,  για α=σταθερό.





			Να βρεθούν οι γραμμές ροής και οι τροχιές.

			Λύση

			Επειδή η ροή είναι μόνιμη, οι γραμμές ροής και οι τροχιές «συμπίπτουν». Οι εξισώσεις που περιγράφουν τις γραμμές ροής είναι:

			



dxu=dyυ=dzw,  ή  dxz=dyz=dzx+y ,





			που οδηγούν στις:

			



dx=dy   ή   x=y+c1,





			



dx+dy2=2dzx+y   ,   (x+y)2-2z2=c2. 





			Έχουμε λοιπόν τις γραμμές ροής ως τομές του κάθετου επιπέδου 

x=y+c1

, για δεδομένο 

c1

 και της υπερβολικής επιφάνειας 

x+y2-2z2=c2

, για δεδομένο 

c2

.

			2.3.1 Ταχύτητα και γραμμές ροής σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες

			[image: ]

			Σχήμα 2.7 (α) Πολικές συντεταγμένες σε κυλινδρική ροή. (β) Συντεταγμένες της γραμμής ροής.

			Η ταχύτητα μπορεί να εκφραστεί σε διάφορα συστήματα συντεταγμένων, καρτεσιανών ή ορθογώνιων καμπυλόγραμμων. Η κατάλληλη επιλογή του συστήματος εξαρτάται από τη γεωμετρία των ορίων και τη μορφή των γραμμών ροής. Π.χ. για τη ροή ενός περιστρεφόμενου κυλίνδρου, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η ταχύτητα ροής δεν μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα περιστροφής (ικανοποιητική προσέγγιση για χαμηλές γωνιακές ταχύτητες και μακριά από την επιφάνεια). Τότε, χρησιμοποιούμε πολικές συντεταγμένες (

R,ϕ

) (Σχ. 2.7α) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=uRe^R+uϕe^ϕ,





						
							
							(2.5)

						
					

				
			

			με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e^R=cosϕi^+sinϕj^,





						
							
							(2.6)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

e^ϕ=-sinϕi^+cosϕj^.

 

						
							
							(2.7)

						
					

				
			

			Οι πιο βολικές συντεταγμένες είναι οι συντεταγμένες των γραμμών ροής (Σχ. 2.4β), όπου η ταχύτητα μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

u→s,t=uss,te^ss,t,

 

						
							
							(2.8)

						
					

				
			

			όπου 

s

 είναι κατά μήκος της γραμμής ροής, 

uss,t

 είναι το μέτρο της ταχύτητας και 

e^ss,t

 είναι ένα μοναδιαίο διάνυσμα, εφαπτόμενο στη γραμμή ροής, σε απόσταση 

s

 από κάποιο σημείο αναφοράς πάνω στη γραμμή ροής. Αυτό όμως έχει μόνο θεωρητική σημασία και δεν είναι πρακτικό, καθότι εν γένει δεν γνωρίζουμε το πεδίο ταχύτητας (και επομένως ούτε τις γραμμές ροής) εκ των προτέρων. Αλλά, και αν ακόμη το πεδίο ταχύτητας είναι γνωστό, είναι δύσκολο να δώσουμε αναλυτικά τις γραμμές ροής.

			Για δισδιάστατη ροή σε κάθε σημείο της γραμμής ροής, μπορούμε να ορίσουμε και το κάθετο διάνυσμα στη γραμμή ροής και επομένως και στην ταχύτητα. Έχουμε λοιπόν το διάνυσμα 

e^n

, τέτοιο ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

e^n⋅u→s,t=0.

 

						
							
							(2.9)

						
					

				
			

			Σε 3 διαστάσεις, μιλάμε σε κάθετο επίπεδο στις ροϊκές γραμμές, το οποίο ορίζεται, αν βρούμε δύο διανύσματα, γραμμικά ανεξάρτητα, που ικανοποιούν την (2.9). Η παραπάνω σχέση ή ισοδύναμα, για 

dr→=dse^s

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dr→×u→s,t=0,





						
							
							(2.10)

						
					

				
			

			αποτελούν τη γενική διαφορική εξίσωση των ροϊκών γραμμών. Για δισδιάστατη ροή, τα διανύσματα 

e^s

 και 

e^n

, όντας κάθετα μεταξύ τους, έχουν συνιστώσες 

α,β

 και 

-β,α

 αντίστοιχα.

			Για να χρησιμοποιήσουμε πρακτικά την προηγούμενη σχέση, θεωρούμε μία στοιχειώδη μετατόπιση σε τρεις διαστάσεις 

dr→=dr e^s≡dx i^+dy j^+dz k^

, εφαπτόμενη της γραμμής ροής, που δίνεται από τη σχέση 

dr→×u→r→,t=0

 και σε καρτεσιανές συντεταγμένες μας δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dxux,y,z,t=dyυx,y,z,t=dzwx,y,z,t ,





						
							
							(2.11)

						
					

				
			

			όπου οι συνιστώσες της ταχύτητας σε καρτεσιανές συντεταγμένες είναι:

			



u→r→,t=uxr→,t,uyr→,t,uzr→,t≡ur→,t,υr→,t,wr→,t.





			Ο χρόνος στη (2.11) εισέρχεται μόνο ως παράμετρος. Οι περιπτώσεις που η (2.11) λύνεται αναλυτικά είναι ελάχιστες και στην πλειοψηφία έχουμε μόνιμη ροή, χωρίς στροβιλισμό. Η σχέση (2.11) φαίνεται απλή συμβολικά, αλλά η ολοκλήρωσή της είναι δύσκολη. Π.χ. στο ολοκλήρωμα:

			



∫x0xdxux,y,z,t ,





			καθώς μεταβάλλεται το 

x

, έχουμε κατά μήκος της γραμμής ροής και μεταβολή των 

y

 και 

z

. Να θυμάστε ότι ο χρόνος (

t

) εισέρχεται ως παράμετρος και επομένως, οι γραμμές ροής είναι για την συγκεκριμένη χρονική στιγμή. Φυσικά, αν η ροή είναι μόνιμη, οι γραμμές ροής δεν αλλάζουν με το χρόνο.

			Για δισδιάστατη μόνιμη ροή, η διαφορική εξίσωση των ροϊκών γραμμών είναι:

			



dxux,y=dyυx,y ,





			ενώ σε πολικές συντεταγμένες έχουμε:

			



dRuRR,ϕ=RdϕuϕR,ϕ .





			Η αντίστοιχη σχέση στις τρεις διαστάσεις, με κυλινδρικές συντεταγμένες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dRuRR,ϕ,z=RdϕuϕR,ϕ,z=dzuzR,ϕ,z  ,





						
							
							(2.12)

						
					

				
			

			όπου 

uRR,ϕ,z,uϕR,ϕ,z,uzR,ϕ,z

 είναι οι συνιστώσες της ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες και στον αριθμητή είναι οι προβολές του στοιχειώδους εφαπτομενικού διανύσματος 

ds→

 στη γραμμή ροής, με 

ds→=dR,Rdϕ,dz

.

			Για σφαιρικές συντεταγμένες, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



drurr,θ,ϕ=rdθuθr,θ,ϕ=rdϕsinθuϕr,θ,ϕ .





						
							
							(2.13)

						
					

				
			

			Παράδειγμα 2.6

			Ας θεωρήσουμε τη δισδιάστατη ροή, με πεδίο ταχύτητας 

u→=-Ωy,Ωx,0

. Εδώ, πρέπει να βρούμε τις γραμμές ροής από την σχέση:

			



dxux,y,t=dyυx,y,t,  ή  vx,ydx=ux,ydy





			και με ολοκλήρωση, έχουμε 

x2+y2=r02

, δηλαδή είναι κύκλοι και από τον ορισμό των γραμμών ροής έχουμε μόνο εφαπτομενική ταχύτητα. Ανεξάρτητα, μπορούμε να υπολογίσουμε το διάνυσμα της ταχύτητας:

			



u→=ui^+υj^=Ω-yi^+xj^,





			που είναι κάθετο στο διάνυσμα θέσης 

R→=xi^+yj^

 και επομένως, εφαπτομενικό του κύκλου με ακτίνα R. Έχουμε λοιπόν, για την ταχύτητα σε πολικές συντεταγμένες 

u→=-ΩRe^ϕ

 και οι γραμμές ροής που εφάπτονται του πεδίου ταχύτητας είναι κύκλοι. Στην περίπτωση αυτή, εύκολα βρίσκουμε και την τροχιά του σωματιδίου με αρχική θέση (

R0,ϕ0

), που είναι 

q→=R0,ϕt

 με 

ϕt=ϕ0-Ωt

. Έχουμε ομαλή κυκλική κίνηση, με κεντρομόλο επιτάχυνση σωματιδίου 

a→=-Ω2R0e^R

.

			2.3.2 Είδη ροής από το πεδίο ταχύτητας

			Τώρα που δώσαμε μερικά στοιχεία για την αναπαράσταση του πεδίου ταχύτητας ροής, είναι χρήσιμο να διαχωρίσουμε τα είδη ροής, χρησιμοποιώντας σαν κριτήριο το πεδίο ταχύτητας και την αναπαράσταση του.

			A) Ομοιόμορφη και ανομοιόμορφη ροή

			Στην ομοιόμορφη ροή, η ταχύτητα δε μεταβάλλεται στο χώρο κατά μήκος μιας ροϊκής γραμμής του πεδίου ροής49. Αυτό σημαίνει ότι, στην περίπτωση αυτή, οι ροϊκές γραμμές είναι ευθείες και παράλληλες. Ευθεία απαιτείται, ώστε η κατεύθυνση να είναι σταθερή κατά μήκος της ροϊκής γραμμής. Οι γραμμές πρέπει να είναι παράλληλες, διότι σύγκλιση των γραμμών σημαίνει αύξηση του μέτρου της ταχύτητας. Οι συνθήκες αυτές εκφράζονται από την μαθηματική σχέση:

			



∂u→∂s=0  ομοιόμορφη ροή,





			όπου 

s

 είναι η μετατόπιση κατά μήκος της ροϊκής γραμμής. Στο Σχ. 2.8 παρουσιάζονται τρεις περιπτώσεις ομοιόμορφης ανιξωδικής ροής:

			α) ροή υγρού ανάμεσα σε δύο παράλληλες πλάκες.

			β) ροή σε ανοικτό κανάλι.

			γ) μονοδιάστατη ροή με κάθετη βαθμίδα.

			[image: ]

			Σχήμα 2.8 Παραδείγματα ομοιόμορφης ροής. Παρουσιάζουμε και την κατανομή της ταχύτητας με το ύψος σε κάποιο σημείο κατά μήκος της ροής. Στο (β), η βαρύτητα είναι αμελητέα.

			Στα παραδείγματα (α) και (β), στο Σχ. 2.8, η ταχύτητα είναι ίδια παντού. Εν γένει, στην ομοιόμορφη ροή, η ταχύτητα μπορεί να μεταβάλλεται από σημείο σε σημείο, εγκάρσια στις γραμμές ροής, αρκεί πάλι οι γραμμές ροής να είναι ευθείες και παράλληλες (δες Σχ. 2.8γ). Αυτό θα συμβεί, αν οριακά η ταχύτητα ροής έχει επιλεγεί να μεταβάλλεται κάθετα προς τα πάνω. Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις σημαίνει ότι η ολική δύναμη σε όλα τα ρευστά σωματίδια μηδενίζεται50 και πιθανή βαθμίδα της ταχύτητας οφείλεται στις οριακές συνθήκες. Τα παραπάνω παραδείγματα αναφέρονται σε ιδανικές ροές. Π.χ. η εισαγωγή της δύναμης της βαρύτητας περιμένουμε ότι δίνει επιτάχυνση κατά μήκος του κεκλιμένου δαπέδου. Θα δούμε όμως αργότερα, ότι η επίδραση της βαρύτητας είναι αμελητέα υπό ορισμένες συνθήκες.

			Στη μη ομοιόμορφη ροή (Σχ. 2.9) έχουμε:

			



∂u→∂s≠0  μη ομοιόμορφη ροή,





			και οι ροϊκές γραμμές σχηματίζουν καμπύλες στο χώρο (Σχ. 2.9α,β) ή συγκλίνουν ή αποκλίνουν όπως στο Σχ. 2.9γ. Στις περιπτώσεις (α,β) της κυλινδρικής ροής έχουμε μεταβολή της κατεύθυνσης της ταχύτητας κατά μήκος της κυκλικής γραμμής ροής, παρόλο που το μέτρο της ταχύτητας είναι σταθερό και εξαρτάται από την απόσταση 

R

. Στο (γ) για ευθύγραμμη συγκλίνουσα ροή έχουμε μεταβολή του μέτρου της ταχύτητας, λόγω της μεταβολής της πυκνότητας των γραμμών. Αυτό μπορεί να συμβαίνει και για καμπύλες γραμμές ροής. Στα προηγούμενα παραδείγματα, τα σωματίδια επιταχύνονται κατά μήκος των γραμμών ροής, ακτινικά στην περίπτωση της κυκλικής ροής, ενώ στη συγκλίνουσα ροή έχουν επιτάχυνση και στις δύο συνιστώσες. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να υπάρχουν και αντίστοιχες δυνάμεις, που δίνουν αυτή τη ροή.

			[image: ]

			Σχήμα 2.9 Παραδείγματα μη ομοιόμορφης ροής. Κυκλική ροή με (α) 

uϕ=ωR

 με σταθερή γωνιακή ταχύτητα περιστροφής, (β) 

uϕ∼1R 

 με σταθερή κυκλοφορία, και (γ) συγκλίνουσα ευθύγραμμη ροή.

			B) Μόνιμη και μη-μόνιμη ροή

			Η επόμενη ταξινόμηση, στην οποία ήδη αναφερθήκαμε, βασίζεται στη χρονική εξάρτηση του πεδίου ταχύτητας. Έτσι, ονομάσαμε μόνιμη ροή, αυτή με σταθερή ταχύτητα (μέτρο και κατεύθυνση), σε κάποιο σημείο του χώρου, ως συνάρτηση του χρόνου. Η ταχύτητα μπορεί να διαφέρει από σημείο σε σημείο, με τρόπο που ικανοποιεί τις βασικές αρχές διατήρησης. Αυτό εκφράζεται ως:

			



∂u→∂t=0 μόνιμη ροή.





			Στα προηγούμενα παραδείγματα έχουμε μόνιμη ροή, αν ο ρυθμός ροής στό ένα άκρο του Σχ. 2.8α, 2.8β και 2.8γ παραμένει σταθερός ή αν δεν μεταβάλλουμε την ταχύτητα περιστροφής του υγρού στο Σχ. 2.9α. Μόνιμη ροή δεν σημαίνει μηδενική επιτάχυνση. Το ερώτημα που γεννάται είναι: πώς είναι δυνατόν το χρονοανεξάρτητο πεδίο ταχύτητας να υποκρύπτει την επιτάχυνση του αντικειμένου; Η πρώτη σκέψη είναι ότι, μπορεί το πεδίο να είναι χρονοανεξάρτητο, αλλά η ταχύτητα μεταβάλλεται στο χώρο. Άρα και το σωμάτιο παίρνει την ταχύτητα στο σημείο από όπου περνά. Επομένως, είναι λογικό να έχει επιτάχυνση. Θα δούμε αργότερα πώς να εκτιμήσουμε ποσοτικά την επιτάχυνση του σωματιδίου.

			Όταν όμως, για παράδειγμα, ανοίγουμε τη βαλβίδα της βρύσης, τότε ο ρυθμός ροής στο ένα άκρο αυξάνει με τον χρόνο και έχουμε μη-μόνιμη ροή, σύντομα όμως γίνεται μόνιμη, εκτός αν η ταχύτητα ροής αυξηθεί σημαντικά. Στην προκειμένη περίπτωση ενός σωλήνα, όταν αυξάνει ο ρυθμός της παροχής αυξάνει και η ταχύτητα ροής. Μία συνηθισμένη περίπτωση μη-μόνιμης ροής είναι η τυρβώδης ροή, όπου η ταχύτητα ροής σε κάθε σημείο παρουσιάζει έντονες διακυμάνσεις με το χρόνο. Τότε, η απεικόνιση του πεδίου ροής με τις γραμμές ροής δεν είναι ικανοποιητική, εκτός αν οι διακυμάνσεις αυτές είναι γύρω από μία ομαλά μεταβαλλόμενη με τον χρόνο μέση τιμή, που μπορεί να είναι σταθερή κατά μέσο όρο (μόνιμη τυρβώδης ροή) ή ομαλά μεταβαλλόμενη (μη μόνιμη τυρβώδης ροή).

			Ο χαρακτηρισμός της ροής ως μόνιμης ή μη, εξαρτάται και από το σύστημα αναφοράς. Για παράδειγμα, ας εξετάσουμε τη μόνιμη αστρόβιλη και ανιξωδική ροή, γύρω από μία ακίνητη σφαίρα. Εάν τώρα έχουμε το αντίστοιχο πρόβλημα ροής, με τη σφαίρα να κινείται με αντίθετη ταχύτητα σε ακίνητο (ασυμπτωτικά) ρευστό, στον ίδιο παρατηρητή (ακίνητο) η ροή φαίνεται ως μη-μόνιμη κοντά στη σφαίρα. Αντίθετα, για έναν παρατηρητή που κινείται με την σφαίρα, η ροή είναι μόνιμη. Όπως επίσης και στην περίπτωση της ακίνητης σφαίρας, το πεδίο φαίνεται μη-μόνιμο σε ένα παρατηρητή, που ταξιδεύει με σταθερή ταχύτητα. Εάν δε ακολουθήσει μία από τις γραμμές ροής, το πεδίο ροής που θα παρατηρήσει θα είναι αρκετά πολύπλοκο. Αυτό μας λέει ότι η επιλογή του κατάλληλου συστήματος αναφοράς μπορεί να γίνει με γνώμονα την απλοποίηση του πεδίου ροής. Για μη-αδρανειακά συστήματα αναφοράς χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή.

			2.4 Φυσικός διαχωρισμός ροής: Στρωτή και τυρβώδης ροή.

			Με βάση τα φυσικά χαρακτηριστικά του ρευστού που επηρεάζει και τη μορφή της ροής, μπορούμε να διαχωρίσουμε τη ροή σε ιξωδική ή ανιξωδική ροή, ανάλογα με το αν υπάρχει ιξώδες ή όχι. Οι δυνάμεις λόγω ιξώδους δε δρουν το ίδιο ανασταλτικά σε όλο τον όγκο του ρευστού. Παρόλο που μπορούμε να βρούμε ρευστά με ελάχιστο ιξώδες (ώστε να μπορεί να προσεγγιστεί η ροή ως ανιξωδική), εν τούτοις το ιξώδες στην επαφή του ρευστού με στέρεη επιφάνεια είναι δυνατόν να έχει την πιο σημαντική επίδραση. Μάλιστα, στη ροή ρευστού σε επαφή με επιφάνεια, εφαρμόζεται η συνθήκη μη-ολίσθησης. Αυτό σημαίνει ότι το στρώμα του ρευστού σε επαφή με την επιφάνεια αποκτά την ταχύτητα της στερεής επιφάνειας. Αν η επιφάνεια είναι ακίνητη, τότε και το στρώμα του ρευστού σε επαφή έχει μηδενική ταχύτητα. Η ιδιότητα αυτή επιδρά σημαντικά στη μορφή της ροής όπως φαίνεται στο Σχ. 2.10.

			Στο Σχ. 2.10α σχεδιάζουμε το πεδίο ταχύτητας ως συνάρτηση του ύψους σε τρία ισοαπέχοντα σημεία κατά μήκος της ροής, πάνω σε άτριβη επιφάνεια. Στην περίπτωση αυτή, έχουμε ολίσθηση του στρώματος ρευστού σε επαφή με την επιφάνεια. Έτσι, αν στο ένα άκρο η ταχύτητα είναι σταθερή με το ύψος, παραμένει έτσι σε όλη τη ροή, χωρίς να αλλάξει κατεύθυνση ή μέτρο ελλείψει εξωτερικών δυνάμεων. Αντίθετα, στο Σχ. 2.10β, λόγω του ιξώδους στην επιφάνεια, δεν έχουμε ολίσθηση και η ταχύτητα μεταβάλλεται με το ύψος αλλά και κατά μήκος της ροής. Έτσι δημιουργείται ένα οριακό στρώμα, του οποίου το εύρος 

δx

 αυξάνει κατά μήκος της επιφάνειας. Μακριά από το οριακό στρώμα, η ροή είναι όπως και στην άτριβη ροή στο (α). Στο (β), υποθέτουμε ότι τη χρονική στιγμή 

t=0

 δίνουμε μία ταχύτητα σταθερή σε όλο το ύψος του ρευστού στο σημείο 

x=0

 και επομένως και στην επαφή με την επιφάνεια. Πολύ σύντομα όμως, η συνθήκη μη-ολίσθησης παραμορφώνει το σταθερό μέτωπο της ταχύτητας, δημιουργώντας το οριακό στρώμα, του οποίου το εύρος 

δx

 αυξάνει, καθώς απομακρυνόμαστε από το σημείο 

x=0

. Το όριο του στρώματος είναι εκεί, όπου αρχίζει η ταχύτητα να προσεγγίζει την ασυμπτωτική τιμή 

u0

.

			[image: ]

			Σχήμα 2.10 (α) Ανιξωδική και (β) ιξωδική ροή γύρω πάνω από επίπεδη επιφάνεια.

			Βλέπουμε ότι η ύπαρξη του ιξώδους δεν δρα ως δύναμη επιβράδυνσης συνολικά της ορμής του ρευστού, αλλά η δράση της διαφέρει κατά μήκος του 

z-

 άξονα, δημιουργώντας ένα σχηματισμό, όπως το οριακό στρώμα, του οποίου η μορφή εξαρτάται όχι μόνο από το ιξώδες, αλλά και από την ταχύτητα 

u0

 και άλλες γεωμετρικές παραμέτρους. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, η δράση του ιξώδους δημιουργεί στροβιλισμό, δηλαδή περιστροφή σωματιδίων ρευστού γύρω από τον άξονα τους, καθώς κινούνται με το ρευστό. Μακριά από το οριακό στρώμα, έχουμε μηδενικό στροβιλισμό (

∇→×u→=0

) του σταθερού πεδίου ταχύτητας, καθότι 

u→=u0i^

. Η μεταβολή του πεδίου ταχύτητας (παραλείποντας μικρή κάθετη συνιστώσα) 

u→=uzi^

 μέσα στο οριακό στρώμα μας δίνει μη μηδενικό στροβιλισμό, ο οποίος αρχικά δημιουργείται κοντά στην επαφή, όπου, λόγω της μη-ολίσθησης, τα σωματίδια στο κάτω στρώμα τείνουν να περιστραφούν γύρω από τον εαυτό τους. Έτσι, στο οριακό στρώμα έχουμε τη διάχυση στροβιλισμού μακριά από την πηγή του, που είναι η επαφή υγρού και σταθερής επιφάνειας. Όπως θα δούμε αργότερα, η φυσική ιδιότητα του ρευστού, που οδηγεί στη διάχυση του στροβιλισμού, είναι το ιξώδες στον όγκο του ρευστού. Έτσι, αν το ρευστό ήταν ανιξωδικό, τότε πάλι θα είχαμε την παραγωγή στροβιλισμού στην επαφή με την επιφάνεια, αλλά θα περιοριζόταν σε ένα πολύ λεπτό στρώμα, χωρίς μακράς εμβέλειας διάχυση.

			Στο παραπάνω παράδειγμα, υποθέσαμε ότι οι γραμμές ροής είναι παράλληλες και η ροή ονομάζεται στρωτή. Τα μακροσκοπικά σωματίδια του ρευστού κινούνται σε στρώματα, με ομοιόμορφη κατανομή της ταχύτητας σε όλο το μήκος του στρώματος και διεύθυνση ταχύτητας κατά μήκος του στρώματος, το οποίο δεν είναι απαραίτητα ευθύγραμμο. Στη στρωτή ροή, δεν έχουμε ανταλλαγή υγρών σωματιδίων σε μακροσκοπικό επίπεδο (στην κλίμακα του συνεχούς μέσου) μεταξύ των στρωμάτων. Σε μοριακό επίπεδο, αναμένεται να έχουμε ανταλλαγή μεμονωμένων μορίων, που κατά μέσο όρο δίνουν μηδενική εγκάρσια ταχύτητα. Όλα τα παραδείγματα που επιδέχονται αναλυτική λύση είναι στην κατηγορία της στρωτής ροής. Ταυτόχρονα, για πιο πολύπλοκες γεωμετρίες, μπορούμε να καταφύγουμε σε αριθμητικές λύσεις. Εδώ, πρέπει να πούμε ότι το ιξώδες βοηθά στη δημιουργία στρωτής ροής.

			2.4.1 Σωλήνες ροής

			Είδαμε ότι για μόνιμη ροή, όπου συμπίπτουν οι τροχιές σωματιδίων με τις γραμμές ροής, για κάθε χρονική στιγμή, ρευστά σωματίδια δεν μπορούν να διασχίσουν μία γραμμή ροής, καθώς η ταχύτητα είναι εφαπτομένη στη γραμμή ροής, στην πλευρική επιφάνεια. Έτσι, κάθε χώρος, που περικλείεται από γραμμές ροής, μπορεί να θεωρηθεί ως σωλήνας (όχι απαραίτητα σταθερής διατομής), με όριο τις γραμμές ροής. Δεν περιμένουμε το ρευστό να διαφύγει από τα τοιχώματα του σωλήνα (δες Σχ. 2.11α). Σε μια χρονική στιγμή, οι γραμμές ροής στο εσωτερικό του σωλήνα παραμένουν στο εσωτερικό, καθόλο το μήκος του σωλήνα. Ένας τέτοιος σωλήνας ονομάζεται σωλήνας ροής. Για μόνιμη ροή, ο σωλήνας ροής δεν μεταβάλλεται με το χρόνο, ενώ, για μη-μόνιμη ροή, ο σωλήνας μεταβάλλεται με το χρόνο. Στην περίπτωση αυτή, δεν συμπίπτουν οι γραμμές ροής και οι τροχιές σωματιδίων και είναι δυνατόν σωματίδια να διαπερνούν το σωλήνα σε κάποια άλλη χρονική στιγμή. Στη μόνιμη ροή, δεν έχουμε μεταφορά μακροσκοπικών σωματιδίων, αλλά έχουμε ανταλλαγή μορίων δια μέσω της επιφάνειας του σωλήνα, που κατά μέσο όρο δεν επηρεάζει τα προηγούμενα συμπεράσματα.
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			Σχήμα 2.11 (α) Σωλήνας ροής. (β) Διάγραμμα για τη ροή μάζας, μέσω σωλήνα ροής.

			Ας θεωρήσουμε δύο διατομές κατά μήκος ενός σωλήνα, με εμβαδά 

A1

 και 

A2

 αντίστοιχα (δες Σχ. 2.11β). Οι διατομές είναι μικρού εμβαδού, ώστε να θεωρήσουμε ότι η ταχύτητα και η πυκνότητα μεταβάλλονται αμελητέα σε κάθε διατομή. Έτσι, έχουμε για την πυκνότητα 

ρ1

 και 

ρ2

, ενώ για το μέτρο της ταχύτητας 

u1

 και 

u2

 αντίστοιχα στις διατομές. Και αν ακόμη ο σωλήνας έχει καμπυλότητα, η ταχύτητα στις δύο διατομές του σωλήνα είναι κάθετη στις αντίστοιχες επιφάνειες. Ας θεωρήσουμε το ρυθμό, με τον οποίο μάζα ρέει μέσω της διατομής 

A1

. Σε χρόνο 

dt

, το ρευστό στο ένα άκρο κινείται σε απόσταση 

ds1=u1dt

 (δες Σχ. 2.11β) και καταλαμβάνει όγκο 

dV1=A1ds1=A1u1dt

, με μάζα 

dm=ρ1A1u1dt

. Ο ρυθμός με τον οποίο μάζα εισέρχεται στο ένα άκρο είναι:

			



dmdt=ρ1u1A1,





			ενώ ο ρυθμός εξόδου μάζας από το άλλο άκρο είναι 

ρ2u2A2

. Εάν το ρευστό είναι ασυμπίεστο, η μάζα ρευστού στο σωλήνα δεν μεταβάλλεται και έτσι έχουμε 

u1A1=u2A2

 ή:

			



u1u2=A2A1 ,





			δηλαδή κατά μήκος του σωλήνα ροής, η ταχύτητα είναι αντιστρόφως ανάλογη της διατομής. Έτσι, όταν έχουμε στένωση του σωλήνα ροής, η ταχύτητα αυξάνει, ενώ ταυτόχρονα ένα σωματίδιο, που κινείται στο εσωτερικό του σωλήνα, αισθάνεται επιτάχυνση πριν τη στένωση του σωλήνα ροής. Αυτό σημαίνει ότι, για μόνιμη ροή σε ένα πολύ λεπτό σωλήνα ροής, μπορούμε να περιγράψουμε τη ροή ως μονοδιάστατη κατά μήκος του σωλήνα. Αυτό είναι ιδιαίτερα πρακτικό, αν οι γραμμές ροής είναι ευθείες.

			Για μία επιφάνεια 

A

, που δεν είναι κάθετη στο πεδίο ταχύτητας, μόνο η συνιστώσα της ταχύτητας που είναι κάθετη στην επιφάνεια συνεισφέρει στο ρυθμό ροής μέσω της επιφάνειας. Γενικά ισχύει ότι, για κάθε επιφάνεια 

dS→=dSn^

 (όπως στο Σχ. 2.11β), ο ρυθμός ροής μάζας μέσω της επιφάνειας είναι:

			



dmdt=ρu→⋅dS→.





			2.5 Απόκλιση και στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας ροής

			Η απόκλιση ενός διανυσματικού πεδίου 

∇→⋅u→r→,t

, όπως και η ταχύτητα ροής

 u→r→,t

, είναι διανυσματικό πεδίο που μεταβάλλεται στο χώρο και στο χρόνο. Για να δούμε το φυσικό νόημα της απόκλισης, ας θεωρήσουμε τη μονοδιάστατη ροή με πεδίο ταχύτητας 

ux

 και ας παρακολουθήσουμε τη μεταβολή του ορθογώνιου σωματιδίου, με αρχικό όγκο 

V0=dx dy dz

 και πάχος 

dz

 και στην άλλη διάσταση, σε χρόνο 

dt

. Οι δύο κάθετες πλευρές που σε χρόνο 

t=0

 απέχουν 

dx

, μετά από χρόνο 

dt

 απέχουν 

dx′=dx+[ux+dx-ux]dt

 και η μεταβολή όγκου είναι:

			



Vdt-V0=[ux+dx-ux]dtdydz=dudx|xdxdydzdt.





			Έτσι, ο ρυθμός σχετικής μεταβολής του όγκου είναι:

			



1dtVdt-V0V0=1dtdudx|xdxdydzdtdxdydz=dudx|x ,  





			που είναι απόκλιση του πεδίου ταχύτητας. Εύκολα γενικεύεται, για κάθε πεδίο ταχύτητας, ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



απόκλιση πεδίου ταχύτητας=ρυθμός σχετικής μεταβολής του όγκουσωματιδίου κατά την κίνησή του.





						
							
							(2.14)

						
					

				
			

			Η απόκλιση έχει μονάδες [1/χρόνο] και ορίζεται από το θεώρημα 

Gauss

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→⋅u→=limΔV→01ΔV∮Su→⋅dS→,





						
							
							(2.15)

						
					

				
			

			όπου η ολοκλήρωση γίνεται σε μία κλειστή επιφάνεια 

S

, που περικλείει τον όγκο 

ΔV

. To 

dS→

 είναι ένα στοιχείο επιφάνειας, με μέτρο 

dS

 και κατεύθυνση την εξωτερική κάθετο στην επιφάνεια, που συμβολίζεται με το μοναδιαίο διάνυσμα 

n^

, δηλ. 

dS→=dSn^

. To επιφανειακό ολοκλήρωμα στο δεξιό μέρος της (2.15) είναι πολύπλοκο για τυχαία επιφάνεια, αλλά είναι εύκολο, αν ο όγκος είναι ο στοιχειώδης όγκος σε καρτεσιανό ή καμπυλόγραμμο σύστημα. Τότε, το πεδίο 

u→

 είναι σταθερό σε τμήματα της επιφάνειας. Με την κατάλληλη επιλογή του στοιχειώδους όγκου, μπορούμε να υπολογίσουμε την απόκλιση σε διάφορα συστήματα συντεταγμένων.

			Στο επιφανειακό ολοκλήρωμα, ο όρος 

u→⋅dS→

 μας δίνει το ρυθμό ροής όγκου, μέσω της στοιχειώδους επιφάνειας 

dS

. Στη ροή αυτή, μόνο η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας στην επιφάνεια θα συνεισφέρει. Ο ολικός ρυθμός ροής, μέσω της κλειστής επιφάνειας, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q=∮Su→⋅dS→,





						
							
							(2.16)

						
					

				
			

			ενώ το δεξιό μέρος στην (2.15) είναι ο ρυθμός ροής όγκου ανά μονάδα όγκου. Αυτό μας δίνει και το φυσικό νόημα της απόκλισης:

			



Ρυθμός σχετικής αύξησης όγκου≡∇→⋅u→.





			Για μια πεπερασμένη κλειστή επιφάνεια, από το θεώρημα 

Gauss

, o ρυθμός ροής όγκου ανά μονάδα όγκου είναι ίσος με τη μέση τιμή της απόκλισης στον όγκο που περικλείει. Έτσι, η έννοια της απόκλισης είναι μία τοπική ιδιότητα (βαθμωτό πεδίο), που ορίζεται σε κάθε σημείο.

			Ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας είναι διανυσματική ποσότητα και ορίζεται από το θεώρημα 

Stokes

 για την 

i-

 συνιστώσα ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→×u→i=limΔS→01ΔS∮Ciu→⋅dℓ→,





						
							
							(2.17)

						
					

				
			

			όπου 

Ci

 είναι κλειστή καμπύλη που περικλείει την επιφάνεια 

ΔS

 και 

dℓ→

 είναι εφαπτομενικό (δεξιόστροφα) της καμπύλης. Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα μηδενίζεται, αν το πεδίο ταχύτητας είναι παντού κάθετο στη διαδρομή μας. Τα αντίστοιχα επικαμπύλια ολοκληρώματα, για τις κάθετες επιφάνειες στο ίδιο σημείο, μας δίνουν τις άλλες δύο συνιστώσες. Η επιλογή των κάθετων επιφανειών, ως των στοιχειωδών επιφανειών για διάφορα συστήματα συντεταγμένων, μας δίνει το στροβιλισμό συναρτήσει παραγώγων του πεδίου ταχύτητας στις αντίστοιχες μεταβλητές. Να τονίσουμε ότι ο στροβιλισμός είναι επίσης διανυσματικό πεδίο και ορίζεται σε κάθε σημείο, όπου γνωρίζουμε το πεδίο ταχύτητας. Το φυσικό νόημα του στροβιλισμού θα το συζητήσουμε εκτενέστατα στην επόμενη παράγραφο, επειδή το όνομa συχνά μας οδηγεί σε παρανοήσεις.

			Εδώ, θα τονίσουμε τη μαθηματική σημασία των δύο ποσοτήτων, απόκλισης και στροβιλισμού. Αυτή βασίζεται σε ένα θεώρημα του 

Helmholtz

. Σύμφωνα με το θεώρημα αυτό, η απόκλιση και ο στροβιλισμός ενός διανυσματικού πεδίου ορίζουν το διανυσματικό πεδίο. Η μόνη προϋπόθεση που θέτει το θεώρημα, είναι ότι το πεδίο ταχύτητας πέφτει αρκετά γρήγορα στο άπειρο, όπως θα διευκρινίσουμε στο Κεφ. 8. Αυτό μας δίνει την αίσθηση ότι, αν μία από τις δύο ποσότητες μηδενίζεται, τότε και το πεδίο ταχύτητας θα είναι πιο απλό. Τα πράγματα είναι όντως έτσι, ιδιαίτερα όταν μηδενίζεται ο στροβιλισμός. Επίσης, αυτός ο διαχωρισμός βοηθά, διότι μπορούμε και μιλάμε για πηγές απόκλισης ή στροβιλισμού στο πεδίο ταχύτητας. Αυτό θα το δούμε παρακάτω, στο  Κεφ. 5 στη ροή δυναμικού, αλλά μερικά απλά παραδείγματα θα δούμε στη συνέχεια.

			[image: ]

			Σχήμα 2.12 (α) Γραμμή στροβιλισμού. (β) Σωλήνας στροβιλισμού.

			2.6 Πεδίο Στροβιλισμού

			Από τον ορισμό του στροβιλισμού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→=∇→×u→,





						
							
							(2.18)

						
					

				
			

			το 

ζ→r→

 αποτελεί ένα διανυσματικό πεδίο. Σε αναλογία με το διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας, που το απεικονίζουμε με τις γραμμές ροής, μπορούμε να ορίσουμε τις γραμμές στροβιλισμού, οι οποίες είναι εφαπτόμενες στο διάνυσμα του στροβιλισμού στο σημείο αυτό (Σχ. 2.12α). Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, ελπίζουμε να μας φανούν χρήσιμες, όχι μόνο για την απεικόνιση του στροβιλισμού, αλλά και τη φυσική του κατανόηση. Παράλληλα, όπως και στις γραμμές ροής, ορίσαμε το σωλήνα ροής, έτσι και εδώ ορίζουμε το σωλήνα στροβιλισμού, του οποίου η διατομή μεταβάλλεται κατά το μήκος του. Το σύνολο των γραμμών στροβιλισμού, που διέρχονται μέσω μιας κλειστής καμπύλης 

C

, αποτελούν ένα σωλήνα στροβιλισμού (Σχ. 2.12). Το μέγεθος της διατομής είναι μία ένδειξη της πυκνότητας των γραμμών στροβιλισμού και επομένως, του μεγέθους του στροβιλισμού. Θα δούμε αργότερα ότι υπάρχουν ροές, που γίνονται πιο εύκολα κατανοητές, όταν χρησιμοποιήσουμε την έννοια του στροβιλισμού. Εν πάσει περιπτώσει, ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας ορίζει απόλυτα τη ροή, αν η 

∇→⋅u→=0

 και έχουμε κατάλληλες οριακές συνθήκες στο άπειρο.

			Μια σημαντική και χρήσιμη ιδιότητα των γραμμών στροβιλισμού είναι ότι πάντα σχηματίζουν κλειστές καμπύλες, όπως οι γραμμές του μαγνητικού πεδίου. Αυτό συμβαίνει, γιατί ο στροβιλισμός, από τον ορισμό του, είναι μη αποκλίνον πεδίο δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→⋅ζ→=0.





						
							
							(2.19)

						
					

				
			

			Έτσι λοιπόν, ανεξάρτητα από τη μορφή της ροής, οι σωλήνες στροβιλισμού κλείνουν στον εαυτό τους και δε χάνονται σε κάποιο σημείο, εκτός αν υπάρχουν όρια, όπως π.χ. συμβαίνει με τις γραμμές στροβιλισμού ενός ανεμοστρόβιλου, που τελειώνουν στο έδαφος.

			Για πρακτικές εφαρμογές, συχνά είναι χρήσιμο να εκφράσουμε τη σχέση (2.19) σε μορφή ολοκληρώματος, όταν έχουμε ένα μακροσκοπικό όγκο, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫V∇→⋅ζ→dV=∮Sζ→⋅dS→=0,





						
							
							(2.20)
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			Σχήμα 2.13 Μέτρηση της περιστροφής σωματιδίου σε ευθύγραμη ροή με: (α) σταθερή ταχύτητα, (β) βαθμίδα ταχύτητας.

			μετατρέποντας το ολοκλήρωμα στον όγκο σε επιφανειακό ολοκλήρωμα, όπου 

S

 είναι μια κλειστή επιφάνεια που περικλείει τον όγκο 

V

. Η σχέση (2.20) μας λέει ότι η ολική ροή στροβιλισμού, μέσα από μια κλειστή επιφάνεια, είναι μηδέν. Εάν τώρα επιλέξουμε ένα σωλήνα στροβιλισμού (δες σχήμα 2.12β), τότε, επειδή τα πλαϊνά τοιχώματα δε συνεισφέρουν στο επιφανειακό ολοκλήρωμα, έχουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫S1ζ→⋅dS=-∫S2ζ→⋅dS,





						
							
							(2.21)

						
					

				
			

			όπου 

S1

 και 

S2

 είναι οι διατομές στα δύο άκρα. Η σχέση αυτή μας λέει ότι 

ζ¯1S1=ζ¯2S2

, δηλαδή ότι οι μέσες τιμές του στροβιλισμού, στις δύο απέναντι διατομές του σωλήνα, είναι αντιστρόφως ανάλογες των αντίστοιχων επιφανειών.

			2.6.1 Φυσική περιγραφή στροβιλισμού: Περιστροφή σωματιδίου υγρού περί άξονα του

			Πριν γράψουμε τις βασικές εξισώσεις του στροβιλισμού του πεδίου ταχύτητας, θα προσπαθήσουμε να δώσουμε μια φυσική εικόνα για το στροβιλισμό, που προκύπτει από τη σύνδεση του στροβιλισμού σε κάθε σημείο με τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του σωματιδίου γύρω από το κέντρο του. Για το σκοπό της συζήτησης, απαιτείται να κατασκευάσουμε ένα όργανο μέτρησης στροβιλισμού. Ας θεωρήσουμε ένα σταυρό, του οποίου οι δύο κάθετες γραμμές παραμένουν κάθετες μεταξύ τους και έχουν σαφή προσανατολισμό. Αυτό το μέτρο στροβιλισμού τοποθετείται στη ροή του υγρού, όπου επιπλέει και παρατηρούμε τον προσανατολισμό του. Εάν π.χ. έχουμε τη ροή του σχήματος 2.13α, όπου η ταχύτητα είναι σταθερή σε όλο τον όγκο του υγρού, τότε το μέτρο στροβιλισμού θα διατηρήσει σταθερό προσανατολισμό, καθώς παρασύρεται κατά μήκος του αγωγού, χωρίς περιστροφή γύρω από τον κάθετο άξονά του. Δεν συμβαίνει όμως το ίδιο, αν έχουμε μία βαθμίδα ταχύτητας (δες Σx. 2.13β). Στην περίπτωση αυτή, η διαφορά ταχύτητας με το 

z

 συνεπάγεται ότι ο σταυρός θα περιστραφεί όπως οι δείκτες του ωρολογίου, καθώς συμπαρασύρεται από τη ροή. Παρόλο που το κέντρο του σταυρού κινείται σε ευθεία γραμμή, εν τούτοις η ροή αυτή έχει στροβιλισμό. Πράγματι, για 

u→=u0ayi^

, όπου 

u0a=σταθερά

 είναι η βαθμίδα ταχύτητας, έχουμε στροβιλισμό 

ζ→=-u0ak^

, με σταθερό μέτρο σε όλο το χώρο και κατεύθυνση που αντιστοιχεί σε αριστερόστροφη περιστροφή.

			[image: ]

			Σχήμα 2.14 Παραμόρφωση ρευστού σωματιδίου κατά τη ροή.

			Εάν τώρα ο σταυρός δεν είχε σταθερά τα κάθετα ευθύγραμμα τμήματα, αλλά μπορούσε να μεταβληθεί η γωνία μεταξύ τους, τότε στη ροή του σχήματος 2.13β θα μετρούσαμε και το ρυθμό παραμόρφωσης, από τη γωνία που σχηματίζουν τα δύο ευθύγραμμα τμήματα (δες Σχ. 2.14). Έτσι, το αρχικό τετράγωνο, με τις δύο πλευρές του παράλληλες στα ευθύγραμμα τμήματα του σταυρού, παραμορφώνεται σε παραλληλεπίπεδο για χρόνο 

t2

. H οριζόντια πλευρά δεν περιστρέφεται, καθότι η ταχύτητα των σημείων σε όλο αυτό το μήκος είναι σταθερή. Όμως, ο κάθετος άξονας περιστρέφεται. Έτσι, θα μπορούσαμε να πούμε ότι ο μη συμπαγής σταυρός του Σχ. 2.14, μας δίνει περισσότερες πληροφορίες από την ύπαρξη στροβιλισμού. Μας δείχνει ότι η ροή (όπως ήδη γνωρίζαμε) δημιουργεί παραμόρφωση. Στην παράγραφο 3.9, θα δούμε πώς ακριβώς συνδέεται η μεταβολή της γωνίας με την παραμόρφωση. Για να συζητήσουμε παραπέρα τη φυσική σημασία του στροβιλισμού, ας δούμε τα τρία επόμενα παραδείγματα.

			Ας θεωρήσουμε τώρα ένα κυκλικό δοχείο με νερό που περιστρέφεται, έτσι ώστε ο συνολικός όγκος να κινείται ως στερεό σώμα. Εάν τώρα τοποθετήσουμε τον ιδεατό μετρητή στροβιλισμού, θα δούμε ότι, κατά την περιστροφή του δοχείου, ο προσανατολισμός του σταυρού, ως προς ένα περιστρεφόμενο παρατηρητή στον άξονα περιστροφής, παραμένει ο ίδιος. Ως προς τον ακίνητο παρατηρητή όμως, όταν ο σταυρός μετατοπιστεί από τη θέση που κατέχει σε χρόνο 

t1

 στη θέση στο χρόνο 

t2

 (σχήμα 2.15), ο σταυρός έχει κάνει μία περιστροφή κατά 

π/2

 γύρω από τον άξονά του. Για μία πλήρη περιστροφή, γύρω από τον άξονα του δοχείου, έχουμε και μία πλήρη περιστροφή του σταυρού γύρω από τον εαυτό του. Όμως, δεν πρέπει να οδηγηθούμε στο συμπέρασμα ότι κυκλική ροή συνεπάγεται απαραίτητα στροβιλισμό. Στις επόμενες παραγράφους, θα δούμε ότι είναι δυνατόν να έχουμε κυκλική ροή χωρίς στροβιλισμό. Βασιζόμενοι στην ποιοτική εικόνα του στροβιλισμού που δώσαμε μέχρι τώρα, έχουμε μια ιδέα πως θα μπορούσε να συμβεί αυτό. Θα πρέπει να ελαττώσουμε τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής για το εξωτερικό μέρος του σταυρού, σε σχέση με το εσωτερικό. Θα δούμε αργότερα κατά πόσο και τί δυνάμεις απαιτούνται.

			[image: ]

			Σχήμα 2.15 Περιστροφή δοχείου με ρευστό, σαν στερεό σώμα.

			Παράδειγμα 2.7

			Έστω, ένα υγρό που περιστρέφεται σαν να είναι στερεό σώμα (σχήμα 2.15), με γωνιακή ταχύτητα 

Ω→=Ωz^

. Τότε, το πεδίο της ταχύτητας ροής είναι:

			



u→=Ω→×r→,





			με συνιστώσες 

uϕ=ΩR,  uR=uz=0

 και επομένως, θα έχουμε για τον στροβιλισμό: 

			



ζ→=2Ω→,





			με συνιστώσες 

ζz=2Ω,  ζR=ζϕ=0

, δηλαδή είναι ο ίδιος παντού και διπλάσιος της γωνιακής ταχύτητας αλλά και στην ίδια διεύθυνση. Στην περίπτωση αυτή, οι γραμμές στροβιλισμού έχουν σταθερή πυκνότητα και είναι κάθετες στο πεδίο ταχύτητας, ενώ οι σωλήνες στροβιλισμού έχουν κάθετα τοιχώματα. Ο άξονας περιστροφής έχει μηδενική ταχύτητα, αλλά εντούτοις το γειτονικό ρευστό περιστρέφεται περί το κέντρο και έχουμε μη-μηδενικό στροβιλισμό. Για μία διδιάστατη ροή, περιμένουμε μόνο κάθετη συνιστώσα του στροβιλισμού.

			Παράδειγμα 2.8 

			Για το πεδίο ταχύτητας στο Σχ. 2.16:

			



uφ=Κ2πR ,   uR=uz=0,





			με 

K

 μια σταθερά. Για διδιάστατη ροή, περιμένουμε μόνο κάθετη συνιστώσα του στροβιλισμού, δηλαδή 

ζϕ=0, ζR=0

 και:

			



ζz=1R∂∂RRuϕ=0,





			για 

R≠0

, ενώ απειρίζεται στο 

R=0

, κατά τέτοιο τρόπο ώστε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της 

u→

 σε οποιαδήποτε κυκλική τροχιά γύρω από το 

R=0

 είναι 

K

, ανεξάρτητα του 

R

 (δες επόμενη παράγραφο για ορισμό κυκλοφορίας). Λόγω μηδενισμού του στροβιλισμού, η ροή ονομάζεται ροή ελεύθερου στροβίλου. Εν γένει λοιπόν, δεν πρέπει να συνδέουμε τον στροβιλισμό με κυκλική κίνηση, αλλά να αναφερόμαστε πάντα στον ορισμό του. Το σημείο 

R=0

 είναι ιδιαίτερο σημείο, καθώς, στο σημείο αυτό, η ταχύτητα περιστροφής απειρίζεται, πράγμα που είναι αφύσικο. Σε μία πραγματική ροή, λόγω της μεγάλης ακτινικής βαθμίδας ταχύτητας, οι ιξωδικές δυνάμεις θα επιδράσουν σημαντικά, ώστε να μεταβληθεί το πεδίο ταχύτητας κοντά στον άξονα περιστροφής. Ένα αποτέλεσμα θα είναι, ότι θα αλλάξει η ακτινική εξάρτηση της ταχύτητας και θα έχουμε διάχυση του στροβιλισμού μακριά από τον άξονα. Χρησιμοποιούμε την έκφραση διάχυση και όχι δημιουργία στροβιλισμού, διότι, στον ελεύθερο στρόβιλο, ο στροβιλισμός περιοριζόταν μόνο σε ένα σημείο, αλλά εκεί είχε άπειρη τιμή. Θα δούμε αργότερα, ότι η μεταβολή είναι τέτοια, ώστε, κοντά στον άξονα, το ρευστό, τελικά, θα συμπεριφέρεται σαν περιστρεφόμενο στερεό σώμα, με μηδενισμό της ταχύτητας αλλά και του στροβιλισμού στον άξονα περιστροφής. Εάν το ιξώδες, στο ρευστό, είναι πολύ μικρό και η κύρια επίδραση είναι με τον περιστρεφόμενο στερεό άξονα, τότε ο στροβιλισμός θα περιοριστεί σε ένα πολύ λεπτό στρώμα γύρω από τον άξονα.
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			Σχήμα 2.16 (α) Πεδίο ταχύτητας σε ελεύθερο στρόβιλο, και (β) ακτινική εξάρτηση της εφαπτομενικής συνιστώσας της ταχύτητας.

			Παράδειγμα 2.9 

			Σε μία μονοδιάστατη διατμητική ροή, έχουμε σε καρτεσιανές συντεταγμένες:

			



u=uy  , υ=w=0.





			Αυτό μας δίνει για το στροβιλισμό:

			



ζx=ζy=0,     ζz=-∂u/∂y.





			Για την περίπτωση σταθερής βαθμίδας ταχύτητας με 

u=u0ay

, έχουμε 

ζz=-u0a≠0

 (και αρνητική), αλλά εν γένει 

ζzy

. Για 

u∼yn,

 έχουμε 

ζz=-∂u/∂y∼yn-1.

 Η πυκνότητα των γραμμών στροβιλισμού αυξάνει με το 

y

, αν 

u∼yn n>1

 ή ελαττώνεται με το 

y

, αν 

0<n<1

. Τα δε τοιχώματα των σωλήνων στροβιλισμού είναι παράλληλα στο 

z-

 άξονα. Για 

n=1

, δες σχήμα 2.13β. Για 

n<1

 η ροή είναι αφύσικη, διότι στο επίπεδο 

y=0

 έχουμε απειρισμό του στροβιλισμού και πάλι περιμένουμε ότι η ροή πολύ γρήγορα θα προσαρμοστεί λόγω του ιξώδους. Εν γένει, για ακίνητο δάπεδο, δεν περιμένουμε η ροή να ελαττώνεται, καθώς απομακρυνόμαστε.

			Από τα παραπάνω παραδείγματα, φαίνεται ότι ο στροβιλισμός δεν συνδέεται με την καμπυλότητα της τροχιάς του κέντρου του σωματιδίου. Έτσι, σε περίπτωση μηδενικού στροβιλισμού, το μεν κέντρο των σωματιδίων μπορεί να διαγράφει καμπύλη (ακόμη και κυκλική) τροχιά, τα σωματίδια, όμως, του υγρού είναι περιορισμένα να κινούνται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε δεν έχουν περιστροφή γύρω από άξονα που περνά από το κέντρο του σωματιδίου. Η περιστροφή αυτή μπορεί να υπάρχει ακόμη και για ευθύγραμμη ροή, ανάλογα με τη βαθμίδα της ταχύτητας. Αυτό μας φέρνει στο μυαλό την κινητική περιγραφή του στερεού σώματος. Εκτός από την κίνηση του κέντρου μάζας, έχουμε και τη δυνατότητα περιστροφής γύρω από ένα άξονα, που διέρχεται από το κέντρο μάζας. Το διάνυσμα γωνιακής ταχύτητας εκεί, έχει το αντίστοιχό του στον στροβιλισμό, όπως θα δείξουμε λεπτομερώς αργότερα. Επειδή, επιπλέον, ο όγκος του σωματιδίου μεταβάλλεται, η εικόνα μοιάζει περισσότερο με την περιγραφή της κίνησης του ελαστικού μέσου. Εν γένει, μία πραγματική ροή περιέχει και «εσωτερική περιστροφική» κίνηση, που χαρακτηρίζεται από το στροβιλισμό, αλλά αργότερα θα πρέπει να ορίσουμε και μία ποσότητα, που περιγράφει την παραμόρφωση των σωματιδίων. Η παραμόρφωση των σωματιδίων θα είναι σημαντική, μόνο όταν λάβουμε υπόψη μας και ιξωδικές δυνάμεις. Εδώ, απλώς να προσθέσουμε, ότι όλη αυτή η πληροφορία βρίσκεται κρυμμένη στο πεδίο ταχύτητας, όπως είδαμε συγκεκριμένα για τον στροβιλισμό.

			2.6.2 Στροβιλισμός και κυκλοφορία

			Από το θεώρημα Stokes, έχουμε μια επιπλέον φυσική εκτίμηση για το στροβιλισμό, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Sζ→⋅dS→=∫S∇→×u→⋅dS→=∮Cu→⋅dl,→





						
							
							(2.22)

						
					

				
			

			όπου 

C

 είναι μια κλειστή καμπύλη που περικλείει την επιφάνεια 

S

. Στο όριο που η επιφάνεια 

S

 γίνει ελάχιστη και πάρουμε τρεις κάθετους προσανατολισμούς, έχουμε ότι οι συνιστώσες του στροβιλισμού είναι ανάλογες με την κυκλοφορία του πεδίου ταχύτητας ροής, γύρω από την αντίστοιχη κλειστή επιφάνεια, όπου η κυκλοφορία ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Kc=∮Cu→⋅dr→,





						
							
							(2.23)

						
					

				
			

			και 

C

 είναι μία κλειστή καμπύλη, που περικλείει την επιφάνεια 

S

, πάνω στην οποία θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή του στροβιλισμού. Αν έχουμε αστρόβιλη ροή, το διανυσματικό πεδίο ταχύτητας δίνεται από τη βαθμίδα ενός βαθμωτού πεδίου51 

Φ

, δηλαδή:

			



u→=-∇→Φ,





			και η κυκλοφορία είναι ίση με μηδέν, εκτός αν η 

Φ

 είναι πολυσήμαντη, όπως π.χ. αν συγκρίνουμε δύο διαδρομές με ίδια αρχή και τέλος, αλλά που περικλείουν το σημείο 

r→=0

 στο παράδειγμα 2.8. Αντίστοιχα, η κυκλοφορία μηδενίζεται για μία κλειστή διαδρομή, αν ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας μηδενίζεται σε κάθε σημείο εντός της κλειστής διαδρομής. Η επιφάνεια αυτή δεν είναι απαραίτητο, όπως θα δούμε στο Κεφ. 8, να είναι επίπεδη.

			Στην πράξη, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την κυκλοφορία, ως ένα μέτρο ανίχνευσης του στροβιλισμού. Εδώ θα το εφαρμόσουμε στο παράδειγμα 2.8 του ελεύθερου στροβίλου, όπου είδαμε ότι ο στροβιλισμός μηδενίζεται παντού, εκτός του άξονα περιστροφής. Στο 

R=0

, το πεδίο ταχύτητας 

uϕ=K2πR

 δεν είναι αστρόβιλο. Το δε δυναμικό ταχύτητας στην περίπτωση αυτή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-K2πϕ,





						
							
							(2.24)

						
					

				
			

			με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=-1R∂Φ∂ϕeϕ=K2πRe^ϕ,





						
							
							(2.25)

						
					

				
			

			όπου 

K

, από την (2.23), είναι η κυκλοφορία γύρω από το 

R=0

 και είναι διάφορη του μηδενός, εφόσον περικλείει το 

R=0

. Η 

Φ

 είναι πολυσήμαντη συνάρτηση, για κάθε κλειστή τροχιά που περικλείει το 

R=0

. Για κάθε κυκλική τροχιά που περιλαμβάνει και το 

R=0

, η κυκλοφορία είναι ίση με 

K

, ενώ, για οποιαδήποτε διαδρομή που δεν περιλαμβάνει τον άξονα, η κυκλοφορία μηδενίζεται. Το παραπάνω αποτέλεσμα είναι συμβατό, διότι ο στροβιλισμός περιορίζεται μόνο σε ένα σημείο όπου και απειρίζεται52.
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			Σχήμα 2.17 (α) Στροβιλισμός χωρίς παραμόρφωση (Παράδειγμα 2.7). (β) Μηδενικός στροβιλισμός. (γ) Παραμόρφωση ρευστού σωματιδίου. Το παράδειγμα 2.8 είναι ένας συνδυασμός των (β) και (γ).

			Με τα τρία προηγούμενα παραδείγματα, πρέπει να τονίσουμε ότι περιστροφική ροή δεν σημαίνει απαραίτητα ροή με στροβιλισμό, αλλά και ο στροβιλισμός δεν προϋποθέτει απαραίτητα περιστροφική ροή. Περιστροφή με στροβιλισμό, όπως είδαμε, σημαίνει ότι, αν στο υγρό επιπλεύσουμε π.χ. ένα σταυρό, τότε, καθώς κινείται ο σταυρός στην τροχιά του, αλλάζει και ο προσανατολισμός του γύρω από το κέντρο. Το υγρό σωματίδιο του παραδείγματος 2.7 κινείται όπως στο σχήμα 2.17α. Το σωματίδιο βλέπει πάντα προς το κέντρο, αλλάζοντας συνεχώς προσανατολισμό. Η ροή του παραδείγματος 2.8 αντιστοιχεί στην κίνηση σε κυκλική τροχιά του κέντρου του σωματιδίου, χωρίς στροβιλισμό (Σχ. 2.17β), αλλά με ταυτόχρονη παραμόρφωσή (Σχ. 2.17γ). Αυτό επιτυγχάνεται, όταν, κατά την περιστροφή μιας υγρής μάζας (το τετράγωνο του σχήματος), οι δύο οριζόντιες γραμμές παραμένουν οριζόντιες, ενώ οι κάθετες περιστρέφονται, αλλά σε αντίθετη φορά, ώστε να δίνουν μηδενικό στροβιλισμό.

			Στο παράδειγμα 2.9, με περιστροφή κατά τη ροή σε ευθεία γραμμή, έχουμε ταυτόχρονα παραμόρφωση και περιστροφή (Σχήμα 2.18α), καθότι το ίδιο αποτέλεσμα μπορεί να επιτευχθεί με τάσεις στις διαγώνιες κατευθύνσεις του σχήματος 2.18β, που οδηγούν σε παραμόρφωση. Η δε ταυτόχρονη περιστροφή δίνει το ίδιο τελικό αποτέλεσμα, όπως στην (α).
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			Σχήμα 2.18 (α) Μεταβολή του τετραγώνου κατά τη ροή στο Παράδειγμα 2.9. (β) Σύνθεση με περιστροφή και μεταβολή του σχήματος (πραγματική παραμόρφωση).

			Από τον ορισμό της κυκλοφορίας και το θεώρημα 

Stokes

, φαίνεται ότι, αν ο στροβιλισμός είναι παντού μηδέν, τότε μηδενίζεται και η κυκλοφορία. Το μέγεθος της κυκλοφορίας εξαρτάται από τον προσανατολισμό και το μέγεθος της τροχιάς 

C

, καθώς και από την κατανομή του πεδίου ταχύτητας. Εάν το εμβαδόν που περικλείει η καμπύλη τείνει στο μηδέν, τότε και η κυκλοφορία μηδενίζεται, εκτός εάν περικλείει ιδιαίτερα σημεία, όπως αυτό του παραδείγματος 2.8, όπου όλη η αστρόβιλη συμπεριφορά έχει συρρικνωθεί στο σημείο 

R=0

 και αυτό πρέπει να γίνει αντικείμενο διερεύνησης (δες §6.4). Εν γένει, η τιμή της κυκλοφορίας μεγιστοποιείται, αν η τροχιά είναι εφαπτομένη της ταχύτητας και διαγράφεται στην ίδια φορά με την ταχύτητα, καθώς και αν διέρχεται από σημεία, με υψηλό μέτρο ταχύτητας.

			Από την (2.22) και (2.23) φαίνεται ότι μπορούμε να θεωρήσουμε το στροβιλισμό ως την κυκλοφορία ανά μονάδα επιφάνειας. Πρέπει, όμως, εδώ να τονίσουμε, ότι η κυκλοφορία είναι μία μακροσκοπική βαθμωτή ποσότητα, που μετρά την περιστροφή του υγρού σε μία επιφάνεια, ενώ ο στροβιλισμός είναι ένα τοπικό διανυσματικό πεδίο, που μετρά την περιστροφή του στοιχείου υγρού σε ένα σημείο. Εάν π.χ. έχουμε την απλή περιστροφή υγρού σαν στερεό σώμα, τότε ο στροβιλισμός είναι ίσος με το διπλάσιο της σταθερής γωνιακής ταχύτητας, δηλαδή 

ζ=2Ω

. Εάν, τώρα, επιλέξουμε ένα υγρό περιστρεφόμενο δισκίο ακτίνας 

a

, η κυκλοφορία είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



K=∮u→⋅dl→=∫02πuφαdφ=∫02πΩα2dφ=Ω2πα2=2ΩΑ,





						
							
							(2.26)

						
					

				
			

			δηλαδή το γινόμενο του σταθερού στροβιλισμού επί την επιφάνεια του δισκίου. Το ίδιο, όμως, δεν ισχύει για το παράδειγμα 2.9. Στην περίπτωση αυτή, η κυκλοφορία είναι μηδέν για μία κυκλική τροχιά (γύρω από την αρχή των αξόνων), παρόλο που ο στροβιλισμός δεν μηδενίζεται. Όντως, για μονοδιάστατη ροή στο επίπεδο με 

uxy=Cyn

 και εφαπτόμενο μοναδιαίο διάνυσμα

			



e^ϕ=-cosϕi^+sinϕj^,





			έχουμε:

			



u→⋅dl→=-uxycosϕRdϕ,





			και:

			



K=∮u→⋅dl→=-C∫02πRsinφnRcosφdφ=Rn+1sinn+1φn+102π=0.





			Η ύπαρξη κλειστών γραμμών ρεύματος σε μία ροή, σημαίνει ότι υπάρχουν κλειστές διαδρομές, για τις οποίες η κυκλοφορία είναι διάφορη του μηδενός και επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα 

Stokes

, η ροή δεν μπορεί να είναι παντού αστρόβιλη. Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει πάντα, καθότι μία ροή, που δεν έχει κλειστές γραμμές ροής, είναι πιθανό να έχει διαδρομές με μη-μηδενική κυκλοφορία.

			2.7 Οι Βασικές δυνάμεις

			Η αναπαράσταση του πεδίου ταχύτητας 

u→r→,t

 δίνει πληροφορίες για την κινητική του ρευστού, αλλά όχι μόνο για αυτό. Και τούτο, διότι το αίτιο της μορφής του πεδίου ταχύτητας είναι αφενός οι οριακές συνθήκες (π.χ. ταχύτητα και βαθμίδα ταχύτητας στα όρια) και αφετέρου οι δυνάμεις που ασκούνται ανάμεσα στα μόρια του ρευστού. Αντίστροφα, από τη μελέτη του πεδίου ταχύτητας, περιμένουμε να πάρουμε πληροφορίες για τις δυνάμεις που ασκούνται σε κάποιο σωματίδιο ρευστού53. Η ύπαρξη καμπυλότητας στις γραμμές ροής οφείλεται στη δράση δυνάμεων. Όπως στην περίπτωση της ταχύτητας, ορίζουμε μία μέση ταχύτητα των μορίων, μέσα σε ένα στοιχειώδη όγκο, έτσι και για τις δυνάμεις, ορίζουμε τις ολικές δυνάμεις που ασκούνται στο στοιχείο του ρευστού (οι εσωτερικές δυνάμεις αναιρούνται ανά ζεύγη). Έτσι, και η πληροφορία για τις δυνάμεις θα είναι μακροσκοπική, με την έννοια ότι δεν αντιστοιχούν στις βασικές δυνάμεις (παρόλο που κυρίως οφείλονται σε ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις) και είναι η μέση δύναμη για πολλά μόρια. Για αυτό και μπορούμε να τις ονομάσουμε φαινομενολογικές, δηλαδή εξηγούν το πεδίο ταχύτητας σε μακροσκοπική κλίμακα. Οι δυνάμεις αυτές, που θα ορίσουμε σε λίγο, εύκολα υπόκεινται σε πειραματική μέτρηση, ενώ θα πρέπει να ικανοποιούν και τις αντίστοιχες εξισώσεις διατήρησης ορμής.

			Οι κινήσεις των ρευστών (υγρών και αερίων μαζών) ακολουθούν τους βασικούς νόμους διατήρησης της μάζας, ορμής και ενέργειας. Για να εξάγουμε την εξίσωση της ορμής (αντίστοιχη του δευτέρου νόμου του Νεύτωνα), είναι χρήσιμο να περιγράψουμε τον χαρακτήρα των βασικών δυνάμεων (χωρίς αυτό να σημαίνει ότι έχουν απαραίτητα διαφορετική αιτία), που επηρεάζουν την κίνηση των ρευστών, χωρίς να εξαντλήσουμε την λίστα. Ο κατάλογος των δυνάμεων που απαιτούνται, για μία ικανοποιητική μελέτη των απλών ρευστών, δίνεται στη συνέχεια. Στη μελέτη δεν συμπεριλαμβάνονται σύνθετα ρευστά, ρευστά με φορτισμένα σωματίδια ούτε ανισοτροπικά και ελαστομερή ρευστά μέσα.

			Οι δυνάμεις μπορούν να διαχωριστούν σε δυνάμεις:

			
					επιφανείας, όπως π.χ. λόγω πίεσης, ιξώδους ή άλλων δυνάμεων επαφής, όπου ασκούνται στην επιφάνεια ενός σώματος ρευστού, και, επομένως, είναι ανάλογες του μέτρου της επιφάνειας στην οποία ασκούνται.

					όγκου, όπως π.χ. η βαρύτητα, η οποία είναι ανάλογη της ολικής μάζας που περιέχεται σε ένα όγκο ρευστού σώματος. Στην ίδια κατηγορία υπάγονται και άλλες δυνάμεις εξ αποστάσεως οι οποίες δεν είναι ανάλογες της μάζας αλλά άλλων ποσοτήτων για φορτισμένα ή μαγνητικά ρευστά.

					επιφανειακής τάσης, που είναι δυνάμεις ανά μονάδα μήκους.

			

			2.7.1 Δύναμη Βαρύτητας.

			Από το νόμο έλξης της βαρύτητας είναι μια δύναμη όγκου και στην πιο απλή περίπτωση έχουμε:

			



F→=mg→,





			δηλαδή ανάλογη της ολικής μάζας του σωματιδίου 

δm

 (ή όγκου καθόσον 

δm=ρδV

). Εν γένει, η επιτάχυνση της βαρύτητας 

g→

 είναι σταθερά, όταν το ύψος από την επιφάνεια της γης 

h≪R

 όπου 

R

 η ακτίνα της γης. Η δύναμη της βαρύτητας μπορεί να θεωρηθεί ότι δρα στο κέντρο μάζας του σωματιδίου. Εάν η ροή γίνεται σε μεγάλη χωρική κλίμακα, τότε θα πρέπει να ορίσουμε τη δύναμη της βαρύτητας ανά μονάδα μάζας από την αντίστοιχη δυναμική ενέργεια ανά μονάδα μάζας, 

Ur→

, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f→=-∇→Ur→,





						
							
							(2.27)

						
					

				
			

			με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

Ur→=ghr→

.

						
							
							(2.28)
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			Σχήμα 2.19 (α) Ισορροπία ρευστού σωματιδίου μακριά από τοιχώματα στον όγκο ρευστού.(β) Για μη οριζόντια επιφάνεια υγρού σε επαφή με τοιχώματα έχουμε συνισταμένη δύναμη με βαρύτητα, επιφανειακή τάση και διαφορά πίεσης.

			Εν γένει, η δύναμη της βαρύτητας καθορίζει την κατάσταση στατικής ισορροπίας του ρευστού, μαζί με τις οριακές συνθήκες. Για στατικά προβλήματα, χρήσιμη είναι και η έννοια της υδροστατικής πίεσης, που ορίζεται ως η δύναμη της στήλης του ρευστού πάνω από μία μονάδα επιφάνειας. Η βαρύτητα υποχρεώνει το ρευστό σε ένα δοχείο, να έχει οριζόντια επιφάνεια. Εάν τώρα θεωρήσουμε ένα κυβικό σωματίδιο ρευστού, τότε η κάθετη δύναμη που ασκείται σε αυτό, από το γειτονικό (πάνω και κάτω) ρευστό, είναι ίση και αντίθετη με το βάρος του ρευστού ανάμεσα στις δύο οριζόντιες επιφάνειες (δες Σχ. 2.19α). Έτσι, η ολική κάθετη δύναμη μηδενίζεται για το στάσιμο ρευστό. Αλλά και η οριζόντια δύναμη μηδενίζεται, διότι η πίεση ασκεί πάντα κάθετη δύναμη προς το εσωτερικό, είναι σταθερή στις δύο απέναντι κάθετες επιφάνειες και εξαρτάται μόνο από το βάθος. Συχνά, για υψηλές ταχύτητες ροής και ιδιαίτερα για οριζόντια ροή, η δύναμη της βαρύτητας θεωρείται αμελητέα σε σχέση με άλλες δυνάμεις που θα δούμε. Εάν η επιφάνεια δεν είναι επίπεδη, (δες Σχ. 2.19β), η βαρύτητα έχει συνιστώσα παράλληλα στην επιφάνεια, ώστε το σωματίδιο του ρευστού να κινηθεί προς μία οριζόντια επιφάνεια. Π.χ. όπως θα δούμε, πολύ κοντά στην επαφή της επιφάνειας με δοχείο, έχουμε καμπυλότητα, που οφείλεται στο φαινόμενο της επιφανειακής τάσης, η οποία αντισταθμίζει τη βαρύτητα, αλλά και τη δύναμη λόγω διαφοράς πίεσης.

			2.7.2 Δύναμη βαθμίδας της πίεσης

			Εάν έχουμε ροή, τότε η πίεση δεν είναι απαραίτητα σταθερή στο ίδιο βάθος σε ένα ρευστό και εξαρτάται από την ταχύτητα σε κάθε σημείο. Αυτό είναι προφανές από το θεώρημα 

Bernoulli

, για τη ροή ενός ιδανικού ρευστού (χωρίς ιξώδες και στροβιλισμό) σε ένα σωλήνα με ομαλά μεταβαλλόμενη διατομή. Πρέπει, λοιπόν, να ξεφύγουμε από την έννοια της στατικής πίεσης και να την θεωρούμε ως δυναμική ποσότητα, η οποία εξαρτάται από την ροή. Όπως και στην ταχύτητα, θεωρούμε εν γένει ότι η πίεση μεταβάλλεται54 στο χώρο καί αποτελεί ένα βαθμωτό πεδίο, δηλαδή 

Pr→

. Το πώς μεταβάλλεται η πίεση στο χώρο, δεν μπορεί να είναι ανεξάρτητο από τη μεταβολή της ταχύτητας και αυτό θα το εξετάσουμε αργότερα. Εδώ, ας αρκεστούμε να αναφέρουμε ότι, όπως και στην υδροστατική πίεση, η γνώση της δυναμικής πίεσης μας επιτρέπει να ορίσουμε τη δύναμη που ασκείται σε οποιαδήποτε επιφάνεια. Η δύναμη είναι πάντα κάθετη στην επιφάνεια, για ανιξωδικό ρευστό και έχει μέτρο ίσο με την πίεση επί το μέτρο της επιφάνειας. Η φορά της δύναμης, εάν η επιφάνεια είναι μέρος της περικλείουσας επιφάνειας ενός ρευστού, είναι προς το εσωτερικό του σωματιδίου. Έτσι, αν έχουμε ένα στοιχείο επιφάνειας 

dS→=n^dS

, όπου 

n^

 μοναδιαίο διάνυσμα προς το εξωτερικό της επιφάνειας, η αντίστοιχη δύναμη είναι ίση με 

-Pr→dS→≡-Pr→dSn^

.
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			Σχήμα 2.20 Οι δυνάμεις που ασκούνται στην x-κατεύθυνση σε ένα στοιχείο όγκου του ρευστού, λόγω μεταβολής της πίεσης στο χώρο. 

			Εάν θεωρήσουμε ένα στοιχειώδη όγκο κύβου 

δV=δxδyδz

, με κέντρο το σημείο 

x0,y0,z0

, σε κάθε πλευρά του ασκείται δύναμη από το περιβάλλον υγρό, η οποία εξαρτάται από την τιμή της πίεσης 

Px,y,z

, στη συγκεκριμένη επιφάνεια. Εάν η πίεση στο κέντρο του κύβου είναι 

P0

, τότε, στις δύο αντίθετες πλευρές 

A

 και 

B

 (δες Σχήμα 2.20), ασκείται πίεση:

			



P0+δx2∂P∂x|0      Α επιφάνεια,





			και:

			



P0-δx2∂P∂x|0      Β επιφάνεια,





			αντίστοιχα, όπου ο δείκτης «

0

 » σημαίνει ότι οι παράγωγοι υπολογίζονται στο κέντρο του κύβου. Εδώ, αναπτύξαμε σε σειρά 

Taylor

 και κρατήσαμε μόνο τους δύο πρώτους όρους55, μέχρι την πρώτη δύναμη του 

δx

. Οι αντίστοιχες δυνάμεις είναι κάθετες στις δύο πλευρές και δίνονται από τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



FA=-P0+δx2∂P∂x0δyδz,





						
							
							(2.29)

						
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



FB=P0-δx2∂P∂x0δyδz,





						
							
							(2.30)

						
					

				
			

			καθότι, στις δύο απέναντι πλευρές, το εξωτερικό μοναδιαίο διάνυσμα έχει αντίθετη κατεύθυνση. Η συνολική δύναμη, που ασκείται στη 

x

 κατεύθυνση, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Fx=FA+FB=-∂P∂xδxδyδz.





						
							
							(2.31)

						
					

				
			

			H μάζα του κύβου είναι 

δm=ρδxδyδz

 και επομένως, έχουμε για τη δύναμη ανά μονάδα μάζας56:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fx≡Fxδm=-1ρ∂P∂x .





						
							
							(2.32)

						
					

				
			

			Αν τώρα, κάνουμε το ίδιο για τις άλλες δύο κατευθύνσεις, η ολική δύναμη ανά μονάδα μάζας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F→δm=-1ρ∇→P,





						
							
							(2.33)

						
					

				
			

			δηλαδή η δύναμη στο σωματίδιο είναι ανάλογη της βαθμίδας της πίεσης. Ενώ η πίεση ασκείται στην επιφάνεια και για να υπολογίσουμε την ολική δύναμη στο κυβικό σωματίδιο, πρέπει να προσθέσουμε τις δυνάμεις που ασκούνται σε κάθε πλευρά, ισοδύναμα μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η συνολική δύναμη ασκείται σε όλη τη μάζα του υγρού που περικλείεται και τούτο, διότι η δύναμη είναι ανάλογη του στοιχειώδους όγκου 

δV=δxδyδz

, δηλ. 

F→=-∇→pδV

. Για αυτό, ενώ η πίεση ασκεί επιφανειακές δυνάμεις (

F∼

 επιφάνειας και πίεσης) και ορίζεται ως δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, η 

∇→p

 δρα ως δύναμη όγκου (

F→∼∇→p

 και όγκου) και μας δίνει τη δύναμη ανά μονάδα όγκου σε ένα σωματίδιο. Έτσι, έχουμε τη δράση της πίεσης σε μία μορφή, την οποία μπορούμε να βάλουμε στην εξίσωση του Νεύτωνα. Στην (2.33) δεν φαίνεται να υπεισέρχεται άμεσα η ταχύτητα, αλλά σε μία ροή, υπάρχει σύνδεση ανάμεσα στην πίεση και την ταχύτητα ροής, όπως θα εκφραστεί από την εξίσωση 

Euler

, που είναι η αρχή διατήρησης της ορμής.

			2.7.3 Δύναμη τριβής ή ιξώδους.

			Για να εκφράσουμε τη δύναμη ιξώδους σε σωματίδιο για γενικευμένη ροή, απαιτείται η χρήση τανυστών, όπως φαίνεται από τον ορισμό της διατμητικής τάσης 

σzx

 με δύο δείκτες. Αυτό θα γίνει στο Κεφ. 6 και εδώ θα δώσουμε τη δύναμη για μονοδιάστατη μόνιμη ροή, με βαθμίδα στην κάθετη κατεύθυνση, που είναι η περίπτωση 

u→=uz,0,0

. Εξετάζουμε ένα λεπτό στρώμα ασυμπίεστου υγρού πάχους 

δz

 και οριζόντιας επιφάνειας 

δA

 (Σχ. 1.8). Επειδή τα σωματίδια του ρευστού κινούνται μόνο οριζόντια και με σταθερή ταχύτητα, δεν έχουμε επιτάχυνση και επομένως, οι δυνάμεις που ασκούνται αναιρούνται. Εδώ, θα θεωρήσουμε μόνο τις δυνάμεις στη 

x-

 κατεύθυνση, που είναι η βαθμίδα πίεσης και η δύναμη λόγω ιξώδους. Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε τη δεύτερη. Μεταξύ δύο οριζόντιων στρωμάτων ρευστού, με βαθμίδα ταχύτητας 

∂u∂z

, ασκείται ιξωδική δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, ίση και αντίθετη στις δύο πλευρές σε επαφή, που δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σzx=μ∂u∂z,





						
							
							(2.34)

						
					

				
			

			όπου ο πρώτος δείκτης του 

σzx

 δηλώνει την επιφάνεια (με βάση την κατεύθυνση της καθέτου), στην οποία ασκείται η δύναμη και ο δεύτερος την κατεύθυνση της δύναμης. Επομένως, εδώ δίνουμε την δύναμη στο κάτω στρώμα και είναι θετική ή αρνητική ανάλογα με το πρόσημο της βαθμίδας.

			Εάν τώρα πάμε στο λεπτό σωματίδιο, και έχουμε σταθερή βαθμίδα ταχύτητας 

∂u∂z=σταθ

, τότε στις δύο οριζόντιες επιφάνειες ασκούνται ίσες και αντίθετες δυνάμεις, ώστε η συνολική ιξώδης δύναμη από τις δύο πλευρές είναι μηδέν. Εάν όμως έχουμε ροή με μη σταθερή βαθμίδα ταχύτητας, τότε για να υπολογίσουμε τις ιξώδεις δυνάμεις στον στοιχειώδη κύβο, πρέπει, όπως και στην περίπτωση της πίεσης, να αναπτύξουμε σε σειρά 

Taylor

. Έτσι, θεωρούμε ότι η τάση 

σzxz

 μεταβάλλεται στο χώρο και η ολική δύναμη ιξώδους είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Fd=σzx+∂σzx∂zδz2δA-σzx-∂σzx∂zδz2δA,





						
							
							(2.35)

						
					

				
			

			όπου ο πρώτος όρος είναι από τη διατμητική τάση στην πάνω επιφάνεια (

z+δz2

) και ο δεύτερος (σε αντίθετη κατεύθυνση) στην κάτω επιφάνεια (

z-δz2

).

			Έτσι, η ιξώδης δύναμη ανά μονάδα μάζας 

m=ρδAδz

 είναι για σταθερό ιξώδες, 

μ

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Fdm=1ρ∂σzx∂z=ν∂2u∂z2 ,





						
							
							(2.36)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ν=μρ





						
							
							(2.37)

						
					

				
			

			είναι ο συντελεστής κινητικού ιξώδους. Για τα επόμενα τρία κεφάλαια, θα περιοριστούμε σε ιδανικά υγρά με 

μ=0

. Εάν ισχύει η (2.36) (δηλαδή ο συντελεστής του ιξώδους 

μ

 είναι σταθερός και δεν εξαρτάται από την ταχύτητα) τότε λέμε ότι έχουμε Νευτωνικό υγρό.

			Όπως φαίνεται από την (2.36), δεν αρκεί να έχουμε βαθμίδα της ταχύτητας του ρευστού, για να έχουμε μη-μηδενική ολική ιξωδική δύναμη πάνω σε ένα στρώμα ρευστού. Πρέπει, τουλάχιστον, να έχουμε μη-μηδενική δεύτερη παράγωγο του πεδίου της ταχύτητας. Και τούτο, διότι πρέπει να συνυπολογίσουμε τις δυνάμεις και στις δύο απέναντι επιφάνειες, οι οποίες είναι μεν μη-μηδενικές (από τη σχέση (2.34) ανάμεσα στη διατμητική τάση και τη βαθμίδα της ταχύτητας), αλλά ίσες και αντίθετες, αν η βαθμίδα της ταχύτητας είναι σταθερή σε όλο το ύψος. Στο Κεφ. 6, στο οποίο θα μελετήσουμε γενικευμένη ροή, θα δούμε ότι η ολική ιξωδική δύναμη ανά μονάδα μάζας στο σωματίδιο, υπό κάποιες προϋποθέσεις (ασυμπίεστο ρευστό), δίνεται από την σχέση:

			



f→=F→m=ν∇2u→.





			Στην περίπτωση αυτή, δεν είναι απαραίτητο να έχουμε μόνιμη ροή, αρκεί το ρευστό να είναι Νευτωνικό.

			2.7.4 Δύναμη επιφανειακής τάσης

			Η επιφανειακή τάση συμβαίνει στην ενδοεπιφάνεια μεταξύ δύο μέσων, με διαφορετικές φυσικές ιδιότητες. Π.χ. τα μόρια του υγρού στην ενδοεπιφάνεια υγρού-αέρα αισθάνονται πιο έντονα τις μοριακές δυνάμεις, λόγω έλλειψης μορίων από πάνω. Αυτή η ασυμμετρία τείνει να μαζέψει την υγρή μάζα και έχει ως αποτέλεσμα τη δημιουργία τάσεων στην επιφάνεια, ώστε αυτή να λειτουργεί σαν τεντωμένη μεμβράνη. Η εφελκυστική αυτή τάση 

σ

 είναι εφαπτομένη της επιφάνειας του υγρού και ακολουθεί την καμπυλότητα της. Σε περίπτωση που η επιφάνεια βρίσκεται σε τριχοειδή σωλήνα, τότε η καμπυλότητα της επιφάνειας επηρεάζεται από τις ιδιότητες διαβροχής των τοιχωμάτων. Η επιφανειακή τάση 

σℓ

 έχει μονάδες δύναμης ανά μονάδα μήκους ή ενέργειας ανά μονάδα επιφάνειας, για αυτό και συχνά αναφέρεται ως επιφανειακή ενέργεια.

			Όταν μια στατική ενδοεπιφάνεια έχει καμπυλότητα, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι υπάρχει μια διαφορά πίεσης κατά μήκος της επιφάνειας, λόγω της επιφανειακής τάσης. Ας θεωρήσουμε λοιπόν ένα στοιχειώδες κομμάτι της ενδοεπιφάνειας 

ds1ds2

, το οποίο θεωρούμε ότι αποτελεί μέρος επιφάνειας σφαίρας με ακτίνα 

R

 (Σχ. 2.21α). Εδώ, 

ds1=ds2

 είναι μήκη πάνω στην επιφάνεια, αλλά θα διατηρηθεί ο διαφορετικός συμβολισμός για καλύτερο διαχωρισμό των δυνάμεων.

			[image: ]

			Σχήμα 2.21 (α) Δυνάμεις επιφανειακής τάσης και διαφορά πίεσης σε ένα λεπτό υμένιο. (β) τομή υμενίου στην κατεύθυνση 

s1

 και οι δυνάμεις που δημιουργούν τη διαφορά πίεσης. 

			Από το Σχ. 2.21β, βλέπουμε ότι η δύναμη με μέτρο 

σℓds2

 ασκείται στις δύο πλευρές 

C2

 και 

D2

 του Σχ 2.21α, σε κατεύθυνση παράλληλη προς την επιφάνεια. Οι οριζόντιες συνιστώσες αναιρούνται, ενώ οι κάθετες προστίθενται και το μέτρο της κάθετης συνιστώσας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F1=2σℓsindθ12ds2,  όπου dθ1=ds1R ,





						
							
							(2.38)

						
					

				
			

			είναι το στοιχείο γωνίας που αντιστοιχεί στο τόξο 

ds1

 με ακτίνα 

R

. Παρόμοια, η επιφανειακή τάση κατά μήκος των πλευρών 

C1

 και 

D1

 μας δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F2=2σℓsindθ22ds1,  όπου dθ2=ds2R .





						
							
							(2.39)

						
					

				
			

			Για να έχουμε στατική ισορροπία, πρέπει η ολική κάθετη δύναμη, διαιρεμένη με το εμβαδόν 

ds1ds2

, να ισούται με τη διαφορά πίεσης 

pA-pB

 στην ενδοεπιφάνεια, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pA-pB=2σℓsindθ12ds2+sindθ22ds1ds1ds2,





						
							
							(2.40)

						
					

				
			

			όπου 

pA

 και 

pB

 είναι η πίεση στην πάνω και κάτω επιφάνεια της μεμβράνης αντίστοιχα και, για τη γεωμετρία του σχήματος 2.21, έχουμε 

pA>pB

. Έτσι, η πίεση είναι μεγαλύτερη από την κοίλη πλευρά της μεμβράνης. Στα παραπάνω παραλείψαμε το βάρος του υμενίου, αλλά, για πολύ λεπτά υμένια, αυτό είναι αμελητέο.

			Επειδή το 

dθ

 είναι μικρό, έχουμε 

sindθ2≈dθ2

 και η (2.40) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pA-pB=2σℓR .





						
							
							(2.41)

						
					

				
			

			Εάν δε, πάρουμε το όριο 

R→∞

, τότε 

pB=pA

. Εάν η καμπυλότητα δεν είναι ίδια στις δύο κατευθύνσεις, αλλά έχει τιμές 

R1,R2

 αντίστοιχα, τότε θα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pA-pB=σℓ1R1+1R2,





						
							
							(2.42)

						
					

				
			

			ενώ τα πρόσημα των 

R1,R2

 θα είναι αντίθετα, αν, από τις καμπυλότητες, η μία είναι κυρτή και η άλλη κοίλη.

			2.8 Μέθοδοι και Μοντέλα ροής.

			2.8.1 Σύστημα και όγκος ελέγχου.

			Για τη μελέτη της υδροδυναμικής, μπορούμε να αντλήσουμε από την εμπειρία της μηχανικής των σωματιδίων ή των στερεών σωμάτων. Το σημαντικό είναι, ότι αυτή πρέπει να βασιστεί στους βασικούς νόμους της φυσικής. Αυτοί που κυρίως θα μας απασχολήσουν είναι:

			
					Η Διατήρηση της μάζας.

					Η Διατήρηση της ορμής.

					Η Διατήρηση της στροφορμής.

					Η Διατήρηση της ενέργειας.

			

			Στη μηχανική, οι νόμοι αυτοί έχουν διατυπωθεί για ένα σύστημα, που ορίζεται ως μία επιλεγμένη ποσότητα μάζας, η οποία ανά πάσα στιγμή είναι διακριτή και είναι δυνατόν να ταυτοποιηθεί. Οτιδήποτε έξω από το σύστημα θεωρείται περιβάλλον και το σύστημα διαχωρίζεται από το περιβάλλον, από την οριακή επιφάνειά του. Οι νόμοι της μηχανικής λοιπόν, μας λένε τί συμβαίνει με την αλληλεπίδραση του συστήματος με το περιβάλλον, καθώς το σύστημα είναι ακίνητο ή κινείται. Έτσι, στη μηχανική χρησιμοποιούμε τη μέθοδο περιγραφής 

Lagrange

 και, για να γράψουμε τους νόμους διατήρησης, παρακολουθούμε την κίνηση του συστήματος. Κάθε σύστημα έχει ένα ποσό μάζας, ορμής ή ενέργειας, το οποίο, κατά την κίνησή του, μπορεί να μεταβάλλεται. Φυσικά, η μάζα του συστήματος εξ ορισμού δε μεταβάλλεται57 και αυτό τείνουμε να το ξεχνούμε στη μηχανική, δίνοντας έμφαση στους άλλους νόμους διατήρησης.

			Η πρώτη δυσκολία που έχει κανείς για τη διατύπωση των νόμων διατήρησης, είναι ο ορισμός του συστήματος σε ένα συνεχές μέσο. Θα μπορούσαμε να σκεφτούμε μία ποσότητα ρευστού, η οποία διαχωρίζεται από μία νοητή απλή σφαιρική επιφάνεια. Αν μεν το ρευστό είναι στατικό, περιμένουμε ότι υπάρχει ανταλλαγή μορίων μέσω της επιφάνειας, αλλά κατά μέσον όρο διατηρεί το σχήμα του, παρότι και εκεί, λόγω διάχυσης, σε άπειρο χρόνο μπορεί να έχουμε πλήρη αλλαγή των αρχικών μορίων. Τουλάχιστον όμως, δεν θα αλλάξουν βασικές ιδιότητες. Σε ρέον όμως ρευστό, πολύ σύντομα η επιφάνεια αυτή θα παραμορφωθεί. Έτσι, ίσως μας βολεύει να διαλέξουμε μία απλή επιφάνεια, η οποία προσεγγίζει το κινούμενο σωματίδιο. Αυτό όμως, δεν μπορεί να είναι το σύστημα, στο οποίο θα εφαρμόσουμε τους νόμους διατήρησης, διότι δε διατηρεί την αρχική μάζα του σταθερή, αλλά υπάρχουν διαρροές. Θα μπορούσαμε επίσης να σκεφθούμε ότι στην περιγραφή του 

Euler

 με το πεδίο ταχύτητας, ίσως να υπάρχει εναλλακτική διατύπωση των νόμων. Εκεί έχουμε δύο προβλήματα (μερικώς συνδεδεμένα) να ξεπεράσουμε: Καταρχήν, πώς να υπολογίσουμε τη φυσική ποσότητα του συστήματος, π.χ. την ορμή του σε κάποια χρονική στιγμή, καθώς το σύστημα κινείται, λόγω των μεταβαλλομένων ορίων και κατά δεύτερον πώς να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής της, δηλαδή την επιτάχυνση του συστήματος; Το δεύτερο θα αντιμετωπίσουμε στο Κεφ. 3, ενώ για τη διατήρηση της ορμής, πρέπει να είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε τις εξωτερικές δυνάμεις στο σύνολο του συστήματος και αυτό θα γίνει στο Κεφ. 4. Συχνά, μας ενδιαφέρει να γνωρίζουμε την ορμή ή ενέργεια σε έναν επιλεγμένο στατικό όγκο και να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής με το χρόνο. Για το σκοπό αυτό, θα εισάγουμε την έννοια του όγκου ελέγχου. Να τονίσουμε ότι οι νόμοι διατήρησης δεν μας δίνουν άμεσα αυτή την απάντηση, καθότι ο όγκος ελέγχου δεν είναι σύστημα. Θα δούμε όμως, πώς θα προσαρμόσουμε τους νόμους διατήρησης, ώστε να απαντήσουμε σε αυτό το ερώτημα. Ταυτόχρονα, θα δούμε ότι το αντίστροφο είναι πιο πρακτικό (θεώρημα μεταφοράς 

Reynolds

 στο Κεφ. 4), καθότι ο όγκος ελέγχου έχει καθορισμένα όρια. Θα δούμε, δηλαδή, πώς να υπολογίζουμε τον ρυθμό μεταβολής της ορμής του συστήματος, από το ρυθμό μεταβολής της αντίστοιχης ποσότητας στον όγκο ελέγχου. Για τον σκοπό αυτό, θα λάβουμε υπόψη μας και τη ροή της φυσικής ποσότητας, μέσω της επιφάνειας.

			Ο όγκος ελέγχου περικλείει μία καθορισμένη περιοχή του χώρου, μέσω της οποίας διέρχεται ρευστό. Δεν έχει λοιπόν, τα ίδια μόρια ούτε την ίδια ποσότητα μάζας. Σε αντίθεση όμως με τον όγκο του συστήματος, έχει το πλεονέκτημα ότι τα όριά του είναι σταθερά. Η επιφάνεια, η οποία περικλείει τον όγκο ελέγχου ονομάζεται επιφάνεια ελέγχου. Η επιφάνεια ελέγχου μπορεί να είναι πραγματική (η κυλινδρική επιφάνεια ενός σωλήνα) ή νοητή (π.χ. η διατομή ενός σωλήνα) ή συνδυασμός. Σε πρακτικές εφαρμογές, η κατάλληλη επιλογή του, βοηθά στην απάντηση σε συγκεκριμένο ερώτημα. Ο όγκος ελέγχου μπορεί επίσης να επιλεγεί και κινούμενος, με σταθερή ταχύτητα ή επιτάχυνση. Στη δεύτερη περίπτωση, αποτελεί μη αδρανειακό σύστημα. Όπως και με τον όγκο συστήματος, έχουμε διάδοση ορμής, λόγω επιφανειακών δυνάμεων ή διάδοση θερμότητας. Η διαφορά με τον όγκο του συστήματος είναι ότι έχουμε και μεταφορά μάζας, η οποία φέρνει μαζί της επιπλέον μεταφορά ορμής και ενέργειας.

			Στο Σχ. 2.22 δείχνουμε ένα τυχαίο στατικό όγκο ελέγχου (με επιφάνεια τη συνεχή καμπύλη), καθώς και την κατεύθυνση της ταχύτητα ροής σε κάθε σημείο της επιφάνειας ελέγχου. Σε χρόνο 

dt

, η επιφάνεια έχει παραμορφωθεί και μετατοπιστεί (διακεκομμένη καμπύλη), διατηρώντας την ίδια μάζα. Ο όγκος αυτός είναι σύστημα, του οποίου το σχήμα, σε χρόνο 

t

, συμπίπτει με τον ακίνητο όγκο ελέγχου. Από το σχήμα, είναι προφανές ότι έχουμε εισροή και εκροή μάζας μέσω της επιφάνειας ελέγχου.

			[image: ]

			Σχήμα 2.22 Μετατόπιση και παραμόρφωση ενός συστήματος σε σχέση με τον στατικό όγκο ελέγχου. Η επιλογή του όγκου ελέγχου έγινε έτσι, ώστε κάποια χρονική στιγμή να συμπίπτει με το σύστημα. Τα βέλη μας δίνουν το ρυθμό ροής όγκου μέσω της επιφάνειας του ακίνητου όγκου ελέγχου.

			2.8.2 Μέθοδοι ανάλυσης ροής.

			Για την ανάλυση ενός προβλήματος ροής, υπάρχουν τρεις διαφορετικές μέθοδοι:

			α) Στην διαφορική ανάλυση, βασιζόμαστε σε απειροελάχιστους όγκους ελέγχου ή συστήματος, για να γράψουμε τους βασικούς νόμους διατήρησης. Ως αποτέλεσμα αυτού, οι νόμοι διατήρησης εκφράζονται με διαφορικές εξισώσεις. Η λύση τους, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες, μας δίνει πληροφορίες για τη ροή σε κάθε σημείο. Έτσι, η γνώση των σημαντικών μεταβλητών της ροής, όπως είναι η χωρική κατανομή του πεδίου ταχύτητας, της πυκνότητας και της πίεσης, μας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουμε και οποιαδήποτε άλλη μακροσκοπική φυσική ποσότητα. Δυστυχώς, ελάχιστες είναι οι περιπτώσεις, για τις οποίες έχουμε αναλυτικές λύσεις και αυτές για σημαντικές απλοποιήσεις (δες Κεφ. 4 και 5) στη γεωμετρία, τις οριακές συνθήκες, αλλά και τις ιδιότητες του ρευστού. Εν γένει, απαιτούνται αριθμητικές λύσεις, με αρκετή πολυπλοκότητα, καθότι οι διαφορικές εξισώσεις είναι μη γραμμικές. Στην ανάλυση αυτή, το στοιχείο του όγκου μπορεί να είναι είτε στοιχείο όγκου ελέγχου, που είναι σταθερό στο χώρο με τη ροή, δια μέσω του όγκου, είτε σωματίδιο ρευστού (σύστημα), το οποίο κινείται κατά μήκος μιας ροϊκής γραμμής.

			β) Η μακροσκοπική ανάλυση (ή ανάλυση όγκου ελέγχου) χρησιμοποιεί πεπερασμένους όγκους ελέγχου και μας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουμε μακροσκοπικές φυσικές ποσότητες, αλλά χωρίς τοπική λεπτομέρεια. Έτσι, ο όγκος ελέγχου είναι σαν μαύρο κουτί και το μόνο που μπορούμε να ορίσουμε είναι μέσες τιμές, που σε πολλές εφαρμογές είναι αρκετό (δες Σχ. 2.23).

			γ) Η διαστατική ανάλυση με πειράματα σε μοντέλα είναι απαραίτητη, όταν οι παραπάνω δύο μέθοδοι δεν είναι δυνατόν να εφαρμοστούν, αλλά ταυτόχρονα δεν είναι επιθυμητό να πειραματιστούμε σε πραγματικές κλίμακες. Έτσι, κάνουμε πειραματικά μοντέλα σε μικρή κλίμακα, σε αναλογία με το πραγματικό πρόβλημα ροής. Αυτό βασίζεται στη μέθοδο της διαστατικής ανάλυσης και στο Κεφ. 9 θα εξηγήσουμε τι εννοούμε. Δεν προϋποθέτει μόνο τις γεωμετρικές αναλογίες, αλλά και την ανάλογη μεταβολή άλλων παραμέτρων της ροής (π.χ. ταχύτητα, βαθμίδα πίεσης κτλ.) και ιδιοτήτων του ρευστού (π.χ. ιξώδες), ώστε μερικές χαρακτηριστικές αδιάστατες ποσότητες να παραμένουν αναλλοίωτες. Η λύση, εδώ, δίνεται από την παρατήρηση της ροής στο μοντέλο και αναγωγή στις πραγματικές συνθήκες, χωρίς μαθηματικές πράξεις.
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			Σχήμα 2.23 Πεπερασμένος όγκος ελέγχου (α) σταθερός στο χώρο, με το ρευστό να κινείται δια μέσω, και (β) Πεπερασμένος όγκος που κινείται παραμορφούμενος, αλλά διατηρώντας τα ίδια σωματίδια ρευστού (σύστημα). Κάθε σωματίδιο έχει διαφορετική ταχύτητα. 

			2.9 Νόμοι διατήρησης συστήματος.

			Αφού ορίσαμε την έννοια του συστήματος στην υδροδυναμική, μπορούμε να γράψουμε τον πρώτο νόμο διατήρησης, που αφορά τη μάζα του συστήματος 

Msys

. Παρόλο που ο όγκος του συστήματος παραμορφώνεται, εξ ορισμού διατηρεί σταθερή τη μάζα του με το χρόνο, δηλαδή:

			



ddtMsys=0.





			Με τη μάζα του συστήματος μπορούμε να συνδέσουμε την ορμή, τη στροφορμή και την ενέργεια. Για το ρυθμό π.χ. μεταβολής της ορμής του συστήματος 

P→sys

, έχουμε το αντίστοιχο της εξίσωσης του Νεύτωνα:

			



ddtP→sys=∑F→sys,





			όπου στο δεξιό μέρος έχουμε το διανυσματικό άθροισμα όλων των δυνάμεων, που ασκεί το περιβάλλον στο σύστημα, αφού οι εσωτερικές δυνάμεις αναιρούνται ανά ζεύγη.

			Αν τώρα, ελαττώσουμε τη μάζα σε στοιχειώδη ποσότητα, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε το σύστημα ως σωματίδιο με σταθερή ταχύτητα στον όγκο του. Κατά την κίνηση του σωματιδίου, για χρόνο 

δt

, μπορούμε να ορίσουμε την επιτάχυνση του από το ρυθμό μεταβολής της ορμής του κατά την κίνηση του. Έτσι:

			



ddtδmu→sys=F→εξ=δmdu→dt .





			Γενικότερα, για ένα μακροσκοπικό σύστημα, μπορούμε να γράψουμε για τη μάζα του:

			



Msyst=∫Vsystρr→,tdV,





			που φυσικά είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Υπάρχει, όμως, μία σημαντική αδυναμία στον υπολογισμό του ολοκληρώματος, διότι ο όγκος μεταβάλλεται με το χρόνο και δυστυχώς το πώς μεταβάλλεται με το χρόνο δεν μπορεί να είναι γνωστό, πριν να λύσουμε για το πεδίο ταχύτητας, που είναι το άγνωστο ζητούμενο. Για τη μάζα δεν είναι τόσο κρίσιμο, γιατί ο ρυθμός μεταβολής μηδενίζεται, αλλά γίνεται πραγματικό πρόβλημα στην αντίστοιχη σχέση για την ορμή. Έστω, τώρα, ότι διαλέγουμε έναν ακίνητο όγκο ελέγχου, που στη χρονική στιγμή 

t

 συμπίπτει με το σύστημα. Η μάζα στον όγκο ελέγχου μπορεί να υπολογιστεί ως:

			



Mcvt=∫Vcvρr→,tdV.





			Είναι προφανές ότι:

			



Msyst≠Mcvt,





			λόγω της εισροής και εκροής νέας μάζας, μέσω της επιφάνειας ελέγχου. Αν θέλουμε να υπολογίσουμε τον ρυθμό μεταβολής της 

ddtMcvt

, από τον αντίστοιχο του συστήματος (που για τη μάζα μηδενίζεται), πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και το ρυθμό ροής μάζας, μέσω της ακίνητης επιφάνειας ελέγχου κατά την κίνηση του συστήματος. Αυτό σημαίνει ότι γράφουμε τους νόμους διατήρησης για όγκο ελέγχου (περιγραφή Euler), αντί για το σύστημα (περιγραφή Lagrange). Αυτό θα γίνει με το θεώρημα μεταφοράς 

Reynolds

 (Κεφ. 4) και θα μας επιτρέπει να υπολογίζουμε την ορμή στο σύστημα, από την ορμή στον όγκο ελέγχου, λαμβάνοντας υπόψη και το ρυθμό ροής ορμής, μέσω της επιφάνειας ελέγχου.

			Στη συνέχεια, θα χρησιμοποιήσουμε και τη διαφορική και τη μακροσκοπική ανάλυση, με έμφαση στη διαφορική, διότι μας ενδιαφέρει η λεπτομερής γνώση του πεδίου ταχύτητας.

			2.10 Χαρακτηριστικά τυρβώδους ροής.

			[image: ]

			Σχήμα 2.24 Κατανομή ταχύτητας για (α) στρωτή και (β) τυρβώδη ιξωδική ροή σε σωλήνα.

			Δυστυχώς για μας, οι πιο συνηθισμένες περιπτώσεις ροής σε εφαρμογές, είναι της τυρβώδους ροής, που δύσκολα επιδέχονται ακόμη και αριθμητική λύση58. Η τυρβώδης ροή έχει έντονες και απρόβλεπτες διακυμάνσεις της ταχύτητας και στο χώρο και στον χρόνο. Π.χ. στο Σχ. 2.24 βλέπουμε την ιξωδική ροή σε σωλήνα για στρωτή και τυρβώδη ροή. Παρατηρούμε ότι το μέτωπο της ταχύτητας στη στρωτή ροή είναι ομαλό, ενώ στην τυρβώδη ροή παρουσιάζει μια πολυπλοκότητα. Εάν δε παρακολουθήσουμε τη μεταβολή της ταχύτητας στο κέντρο του σωλήνα στο σημείο Α, με το χρόνο, θα δούμε ότι στη στρωτή ροή έχουμε σταθερή ταχύτητα, ενώ στην τυρβώδη έχουμε διακυμάνσεις. Παρόμοιες διακυμάνσεις θα δούμε σε όλο το μέτωπο. Αυτό σημαίνει ότι θα έχουμε μετάβαση ανάμεσα σε στρώματα και φυσικά στην έντονη τύρβη είναι αδύνατο να διαχωρίσει κανείς το ρευστό σε στρώματα, ακόμη και κατά μέσο όρο. Ένα στοιχείο ρευστού στην τυρβώδη ροή ακολουθεί μια απρόβλεπτη διαδρομή. Δύο σωματίδια του ρευστού, που σε κάποια χρονική στιγμή είναι κοντά στο ίδιο σημείο, ακολουθούν διαφορετικές διαδρομές, καθώς οι διακυμάνσεις στην ταχύτητα αλλάζουν συνεχώς. Αυτές οι διακυμάνσεις είναι αυθόρμητες, παρόλο που οι οριακές συνθήκες παραμένουν σταθερές.

			Η μετάβαση από τη στρωτή στην τυρβώδη ροή είναι δυνατόν να συμβεί, λόγω αύξησης της ταχύτητας ροής και άλλων γεωμετρικών παραμέτρων. Πιο συγκεκριμένα, μπορεί να συμβεί, με αύξηση του αριθμού 

Reynolds

 για τη ροή σε σωλήνα, που δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Re=ρuavdμ,





						
							
							(2.43)

						
					

				
			

			όπου 

ρ

 η πυκνότητα, 

uav

 η μέση ταχύτητα στη διατομή του σωλήνα, 

d

 η διάμετρος του σωλήνα και 

μ

 η σταθερά ιξώδους. Όπως θα δούμε αργότερα, ο αριθμός 

Reynolds

 είναι ο λόγος της αδρανειακής δύναμης (μάζα επί επιτάχυνση), για αυτό και η εξάρτηση από την πυκνότητα στον αριθμητή προς την ιξωδική δύναμη, όπως φαίνεται και από την σταθερά του ιξώδους στον παρονομαστή. Έτσι, για μικρή ταχύτητα, οι δυνάμεις ιξώδους υπερισχύουν, αποσβένοντας τις διακυμάνσεις, ενώ για σημαντική αύξηση της ταχύτητας ή ελάττωσης του ιξώδους, έχουμε έντονα φαινόμενα παραγωγής και μεταφοράς στροβιλισμού. Από τα παραπάνω, φαίνεται ότι η τύρβη δεν είναι χαρακτηριστικό ροών σε συγκεκριμένα ρευστά, όπως δίνεται η εντύπωση από την παρατήρηση της διάχυσης του καπνού, λόγω ανέμων ή της μόλυνσης σε έναν ποταμό. Απλώς συμβαίνει ότι το ιξώδες στον αέρα είναι πολύ μικρό και επομένως, ακόμη και για μικρή ταχύτητα ανέμων, ο αριθμός 

Reynolds

 είναι μεγάλος και έχουμε έντονα φαινόμενα τύρβης, τα οποία παρατηρούνται και σε χειμάρρους με μεγάλη ταχύτητα ροής, ενώ έχουμε ασθενή τύρβη σε ρυάκι. Εάν έχουμε ένα ρυάκι με μικρή κλίση, τότε η ροή στην αρχή μοιάζει στρωτή, ενώ υπάρχει ένα μεταβατικό μήκος, μετά το οποίο το ρευστό έχει αποκτήσει σημαντική ταχύτητα, ώστε στο άλλο άκρο να παρουσιάζει τύρβη. Το μεταβατικό στάδιο οφείλεται στην εκδήλωση αστάθειας στη στρωτή ροή, καθώς αυξάνει η ταχύτητα. Έτσι, στην πράξη, αυτό που παρατηρείται είναι περιοχές στρωτής και τυρβώδους ροής, που διαχωρίζονται από μία μεταβατική περιοχή. Από τα παραπάνω, φαίνεται ότι η τυρβώδης ροή δεν είναι μόνιμη ροή και η απεικόνιση των ροϊκών γραμμών μεταβάλλεται με το χρόνο.

			Η έντονη τύρβη στον αέρα είναι κεντρική στη διατήρηση της ζωής. Λόγω της τύρβης, έχουμε αύξηση της διάχυσης κατά μερικές τάξεις μεγέθους. Θα ήταν αδύνατο για αρκετά ζώα να παίρνουν ικανοποιητικές ποσότητες οξυγόνου διαρκώς, αν δεν έχουμε τύρβη. Η τύρβη, λόγω της εκπνοής, διαχέει γρήγορα τον αέρα, που είναι φτωχός σε οξυγόνο. Επίσης, πολλές φυσικές διεργασίες θα ήταν πολύ διαφορετικές σε ένα περιβάλλον με στρωτή ροή. Φυσικά, δεν είναι αδιανόητο ότι υπάρχουν οργανισμοί, οι οποίοι προσαρμόζονται σε διάφορες συνθήκες. Ως ένα παράδειγμα, αναφέρουμε την ερπυστική ροή μικροοργανισμών σε ρευστά, με έντονο ιξώδες.
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			Σχήμα 2.25 Μεταβολή του ρυθμού ροής όγκου 

Q

 ως συνάρτηση της βαθμίδας πίεσης 

ΔPL

 σε λογαριθμική κλίμακα, όπου φαίνεται η στρωτή, η τυρβώδης και η ενδιάμεση ζώνη

			H διαφορά ανάμεσα στη στρωτή ροή και την τύρβη δεν είναι απλώς στη μορφή του πεδίου ταχύτητας. Η διαφορά τους έχει συνέπειες και σε πειραματικές μετρήσεις μακροσκοπικών ποσοτήτων59. Αν π.χ. μετρήσουμε τη βαθμίδα πίεσης 

ΔPL

 κατά μήκος του σωλήνα ως συνάρτηση του ρυθμού ροής 

Q

 στο σωλήνα για μικρό ρυθμό, βλέπουμε στο Σχ. 2.25 μία γραμμική εξάρτηση της βαθμίδας από το 

Q

, σύμφωνα με το νόμο 

Poiseuille

 (δες Κεφ. 6), ενώ για μεγάλο ρυθμό είναι ανάλογη του τετραγώνου του ρυθμού ροής. Υπάρχει δε και μία ενδιάμεση περιοχή ρυθμού ροής, όπου έχουμε απότομες διακυμάνσεις ως συνάρτηση του 

Q

 αλλά και ως συνάρτηση του χρόνου. Αυτή είναι η ενδιάμεση μεταβατική ζώνη, η οποία χαρακτηρίζεται από αστάθεια. Η διαφορετική αυτή εξάρτηση δείχνει ότι ένα μεγάλο μέρος του έργου, που γίνεται από τη βαθμίδα πίεσης σε υψηλούς ρυθμούς, μετατρέπεται είτε σε θερμότητα είτε σε περιστροφική κίνηση των σωματιδίων ρευστού.

			Όπως θα δούμε σε λίγο, μπορούμε να πάρουμε σημαντικές πληροφορίες για την τυρβώδη ροή, από τις τεχνικές παρατήρησης ροής. Οι πληροφορίες αυτές θέλουμε να είναι ποσοτικές, ενώ ταυτόχρονα είναι χρήσιμο να προβλέψουμε την ταχύτητα ροής, πίεση, θερμοκρασία ή άλλη φυσική ποσότητα. Αυτή η ανάλυση, λόγω των έντονων διακυμάνσεων, μπορεί να έχει μόνο στατιστικό χαρακτήρα, καθώς τα μαθηματικά μας δεν μπορούν να χειριστούν συναρτήσεις με απότομες μεταβολές για το πεδίο ταχύτητας. Συχνά όμως, αν μετρήσουμε την ταχύτητα ροής σε κάποιο σημείο του χώρου, θα δούμε ότι έχουμε διακυμάνσεις με το χρόνο γύρω από μία μέση τιμή. Έτσι μπορούμε να γράψουμε το πεδίο ταχύτητας ως:

			



u→r→,t=u→¯r→,t+u→′r→,t,





			όπου ο πρώτος όρος είναι μέση τιμή στο χρόνο και επομένως είναι ομαλή συνάρτηση στον χώρο και στον χρόνο, ενώ ο δεύτερος όρος έχει τις στιγμιαίες αποκλίσεις από τη μέση τιμή. Η μέση τιμή ορίζεται για κάθε συνιστώσα ή κάθε βαθμωτή ποσότητα, ως:

			



u¯r→,t=1T∫t-T2t+T2ur→,t′dt′,





			όπου η χρονική διάρκεια για τη μέση τιμή είναι αρκετά μεγαλύτερη από τη σημαντική περίοδο των διακυμάνσεων. Ο χρόνος αυτός εξαρτάται από τη ροή, αλλά μία προσέγγιση είναι περίπου 5 

sec

 για τυρβώδη ροή αερίου ή νερού. Από τον ορισμό, η μέση τιμή των διακυμάνσεων 

u′r→,t

 είναι μηδέν, δηλαδή:

			



u¯′=u-u¯¯=0.





			H μέση τιμή του τετραγώνου των διακυμάνσεων, όμως, δε μηδενίζεται και μπορεί να θεωρηθεί ως μέτρο των διακυμάνσεων και της τύρβης, ως εξής:

			



u′2¯=1T∫t-T/2t+T/2u′2r→,t′dt′,





			αλλά για δύο διαφορετικές μεταβλητές, π.χ. τις συνιστώσες ταχύτητας, θεωρούμε ότι είναι στατιστικά ανεξάρτητες και το γινόμενο τους έχει μέση τιμή ίση με μηδέν, δηλαδή:

			



u′ υ′¯=0.





			2.10.1 Πειραματική παρατήρηση τροχιών, γραμμών ροής και φλεβώσεων

			Πρέπει λοιπόν να γίνει εξ αρχής κατανοητό, ότι τα σωματίδια υγρού δεν έχουν, σε κάθε χρονική στιγμή, τα ίδια μόρια. H ανταλλαγή μορίων ανάμεσα στα σωμάτια, στο μοντέλο του συνεχούς, επιτυγχάνεται με τις διαχυτικές ιδιότητες του υγρού, όπως ιξώδες και θερμική αγωγιμότητα. Ταυτόχρονα, είναι απαραίτητο τα μόρια, σε ένα σωμάτιο υγρού, να είναι ισχυρά αλληλεπιδρώντα μεταξύ τους. Έτσι λοιπόν, για να ισχύει το συνεχές μοντέλο, πρέπει 

λ≪L

, όπου 

λ

 είναι η μέση ελεύθερη απόσταση και 

L

 είναι το χαρακτηριστικό μήκος, στο οποίο υπολογίζουμε τη μέση τιμή. Φυσικά, το συνεχές δεν παύει να είναι μέχρι στιγμής ένα μοντέλο, και η πραγματική αξία του θα φανεί στη συνέχεια, από την πειραματική επαλήθευση των προβλέψεων των εξισώσεων, που το περιγράφουν.

			Είναι χρήσιμο συχνά, να μπορούμε να παρατηρήσουμε και να αναπαραστήσουμε την πολύπλοκη ροή ενός υγρού. Για το σκοπό αυτό, ορίσαμε τις έννοιες της διαδρομής σωματιδίων, των γραμμών ροής αλλά και των φλεβώσεων (streak lines), που είναι από το σύνολο των σωματιδίων του ρευστού που πέρασαν για ένα χρονικό διάστημα από ένα ορισμένο σημείο.

			Ο μαθηματικός ορισμός των φλεβώσεων είναι πολύπλοκος και θα τον παραβλέψουμε. Αυτό όμως που είναι εύκολο, είναι η απεικόνιση των ινωδών φλεβών. Αυτή επιτυγχάνεται, εάν βάλουμε μία κηλίδα χρωματιστού υγρού στο σημείο 

R→p

. Τα σωματίδια του ρευστού, που διέρχονται από το σημείο 

R→p

 παρασύρουν τα μόρια της χρωστικής ουσίας και σχηματίζουν φλέβες με νηματοειδείς διακλαδώσεις. Εφόσον δεν υπάρχει σημαντική διάχυση, έχουμε την οπτική απεικόνιση των φλεβώσεων, αν φωτογραφήσουμε στιγμιαία τη ροή του υγρού σε χρόνο 

t

. Όπως και η τροχιά ενός σωματιδίου, έτσι και η ινώδης φλέβα είναι μία απεικόνιση που εξελίσσεται στο χρόνο.

			Εάν βάλουμε αιωρήματα σωματιδίων, τα οποία αντανακλούν το φως διαφορετικά από το περιβάλλον υγρό και φωτογραφίσουμε το υγρό με μικρής διάρκειας έκθεση, τότε η ανάκλαση του φωτός από τα σωματίδια μας δίνει ίχνη ευθειών με μέτρο και κατεύθυνση, που εξαρτώνται από τη στιγμιαία ταχύτητα του υγρού στο σημείο 

x,y,z

. Εφόσον ενώσουμε νοερά τέτοια ευθύγραμμα ίχνη, σχηματίζουμε τα ρεύματα. Εάν τώρα, η πυκνότητα των αιωρουμένων σωματιδίων ήταν πολύ μικρή και η έκθεση της φωτογραφικής πλάκας μεγάλης διάρκειας, τότε η απεικόνιση των σωματιδίων θα μας δώσει τις τροχιές. Εάν η ροή είναι χρονικά μεταβαλλόμενη, τότε οι τρεις απεικονίσεις διαφέρουν και δεν μπορούμε από τη μία να αναπαραστήσουμε τις άλλες. Εάν όμως η ροή είναι χρονικά ανεξάρτητη (μόνιμη), οι φλεβώσεις συμπίπτουν με τις γραμμές ροής και τις τροχιές σωματιδίων και ο σχηματισμός ροής παραμένει ο ίδιος, με την εξέλιξη του χρόνου. Εάν, όμως, υπάρχει εξάρτηση από το χρόνο, τότε η αλλαγή ταχύτητας σε κάποιο σημείο του χώρου, συνεπάγεται και μετατόπιση της ροϊκής γραμμής. Π.χ. αύξηση του μέτρου της ταχύτητας, σημαίνει πύκνωση των γραμμών ροής, ενώ μεταβολή της κατεύθυνσης σημαίνει στροφή της ροϊκής γραμμής. Από τα παραπάνω συνάγεται ότι το σύνολο των ροϊκών γραμμών σε μια χρονική στιγμή (δηλαδή το στιγμιαίο διάγραμμα ροής) δεν αρκεί για να προβλέψουμε τη χρονική εξέλιξη, εκτός αν η ροή είναι μόνιμη ή εάν γνωρίζουμε ταυτόχρονα και τις δυνάμεις που ασκούνται στα όρια του ρευστού. Η τεχνολογία απεικόνισης της ροής έχει αναπτυχθεί ιδιαιτέρως και έχει ξεφύγει από το κλασικό πεδίο απεικόνισης, με χρωματισμό και αιωρούμενα σωματίδια. Ιδιαίτερα για τη ροή συμπιεστών ρευστών, χρησιμοποιείται μία ποικιλία ιδιοτήτων των ρευστών. Π.χ. για τη ροή γύρω από ένα αεροπλάνο, φαινόμενα συμπύκνωσης υδρατμών (από ειδικά ρευστά στα καύσιμα) μπορούν να προσδιορίσουν τις δυνάμεις άνωσης αλλά και τη δημιουργία στροβίλων.

			Οι διάφορες οπτικές τεχνικές παρατήρησης της ροής με χρωματικά διαλύματα είναι ιδιαίτερα χρήσιμες σε πολλές εφαρμογές, για το σχεδιασμό αεροδυναμικών και υδροδυναμικών οχημάτων. Η ανάλυση των εικόνων, μέσω των υπολογιστών και η απευθείας συνεχής καταγραφή της ταχύτητας ροής, οδηγεί στην καλύτερη σχεδίαση των οχημάτων. Η χρωστική ουσία, η οποία θα χρησιμοποιηθεί, πρέπει να έχει μεγαλύτερη πυκνότητα από το ρευστό, ώστε να αποφευχθεί η διάχυσή της μέσα στο ρευστό και να ακολουθεί τις χαρακτηριστικές γραμμές λόγω της ροής. Η έγχυση γίνεται μέσω συρίγγων ή τοιχωμάτων. Τα χρωστικά διαλύματα είναι ιδιαίτερα χρήσιμα για στρωτή ροή σε ομογενή ρευστά, με ευθύγραμμη ή καμπυλόγραμμη ροή. Η πολυπλοκότητα του πεδίου ταχύτητας σε τυρβώδη ροή και η ομοιότητα σε όλες τις κλίμακες καθιστά το χρωματισμό μη πρακτικό. Σίγουρα είναι μια καλή ένδειξη της πολυπλοκότητας, αλλά δε δίνει αξιοποιήσιμες πληροφορίες. Τα χρωστικά διαλύματα πρέπει να έχουν καλές ιδιότητες ανάκλασης, για να επιτευχθεί καλή φωτογραφική αντίθεση, να είναι ουδέτερα ως προς την άνωση και να είναι μη-τοξικά και μη- οξειδωτικά.

			Σε αέριες ροές χρησιμοποιείται καπνός, ο οποίος παράγεται από την ανάμειξη ορισμένων χημικών στον αέρα, τα οποία όμως προηγουμένως έχουν παρασκευαστεί κατάλληλα. Π.χ. η εξάτμιση τετραχλωριούχου τιτανίου παράγει καπνό (λόγω εξάτμισης), όταν έρθει σε επαφή με τον αέρα. Τα σωματίδια του καπνού, πάλι, πρέπει να έχουν καλή οπτική ανάκλαση και ουδέτερη άνωση. Η τεχνική αυτή είναι ικανοποιητική για χαμηλής ταχύτητας ροή, αλλά όχι για τυρβώδη ροή.

			Για τη μελέτη των τροχιών των σωματιδίων του ρευστού, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε εν γένει την έγχυση στερεών, υγρών ή αερίων σωματιδίων στο ρευστό. Σε ροές νερού π.χ. μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη δημιουργία αερίων φυσαλίδων. Π.χ. φυσαλίδες υδρογόνου δημιουργούνται με μικρής διαμέτρου σύρμα (0.01 

mm

) από πλατίνα, που χρησιμεύει ως κάθοδος σε ένα 

DC

 κύκλωμα ηλεκτρόλυσης του υγρού. Η άνοδος είναι σε κάποιο άλλο σημείο της ροής.

			Οι φυσαλίδες ηλίου είναι ιδιαίτερα χρήσιμες για ροές αερίων με υψηλή ταχύτητα. Δημιουργούνται με την έγχυση ηλίου σε υγρό διάλυμα σαπουνιού με ομοιόμορφες φυσαλίδες και το μείγμα διοχετεύεται σε αέριες ροές μέσω ειδικών ρύγχων (nozzles).

			Για επιφανειακές ροές και τους σχηματισμούς στην επιφάνεια, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε λάδι ή χρώματα.

			Η φωτογραφική απεικόνιση της ροής είναι ιδιαίτερα δύσκολη όταν η ροή είναι τυρβώδης60. Στην περίπτωση αυτή και η αριθμητική λύση των υδροδυναμικών εξισώσεων απαιτεί μεγάλους υπολογιστικούς χρόνους και στατιστικές τεχνικές. Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί εξαιρετικές τεχνικές παρατήρησης, που χρησιμοποιούν μοντέρνα όργανα μινιατούρες όπως καυτά σύρματα ή υμένια, μετρητές πίεσης (transducers) σε μέγεθος μολυβιού, ταχύμετρα με λέιζερ με βάση το φαινόμενο 

Doppler

 (

laser Doppler velocimetry

). Με τη χρήση τους, έχουμε μάθει πολλά για τη φυσική και μαθηματική δομή της τύρβης. Με βάση αυτά, έχουν προσδιοριστεί τα παρακάτω χαρακτηριστικά:

			
					Έχουμε διακυμάνσεις στην πίεση, ταχύτητα και θερμοκρασία (όταν έχουμε και διάδοση θερμότητας). Οι διακυμάνσεις είναι και στις τρεις κατευθύνσεις και μάλιστα ανεξάρτητες μεταξύ τους. Οι διακυμάνσεις υπερτίθενται στις μέσες τιμές των αντίστοιχων ποσοτήτων.

					Έχουμε τη δημιουργία πακέτων ρευστού ή στροβίλων (eddies) διαφόρων μεγεθών. Έτσι, έχουμε στροβίλους από τη μέγιστη κλίμακα του οριακού στρώματος μέχρι μικροσκοπικές διαστάσεις, που διαφέρουν κατά περίπτωση.

					Απότομες μεταβολές στις ιδιότητες του ρευστού, οι οποίες παρουσιάζουν συσχετισμό και δεν είναι εντελώς τυχαίες (λευκός θόρυβος). Η φασματική ανάλυση των χρονικών μεταβολών δίνει συνεχή φάσματα συχνοτήτων που πέφτουν για μεγάλα κυματοδιανύσματα, δηλαδή για μικρού μεγέθους στροβίλους.

					Η κίνηση είναι αυτοδιατηρούμενη, εφόσον δημιουργηθεί. Παρόλο που, λόγω του ιξώδους, στρόβιλοι εξαφανίζονται κυρίως σε τοιχώματα, συνεχώς δημιουργούνται νέοι, που τους αναπληρώνουν.

					Δημιουργείται σημαντική ανάμιξη, ακόμη και με ροή, από περιοχές που δεν είχε δημιουργηθεί τύρβη. Οι στρόβιλοι κινούνται γρήγορα τρισδιάστατα και δημιουργούν γρήγορη διάχυση μάζας, ορμής και ενέργειας.

			

			Το ερώτημα που γεννάται είναι τί καθορίζει αν η ροή είναι στρωματωμένη ή τυρβώδης. Για ένα δεδομένο υγρό, οι γεωμετρικές παράμετροι, καθώς και η μορφολογία των ορίων θα επηρεάσουν. Επίσης, καθώς η ταχύτητα αυξάνει, θα έχουμε μεταβολή της ροής από στρωματωμένη σε τυρβώδη. Όπως θα δούμε στο κεφάλαιο της ιξωδικής ροής, τα γεωμετρικά μεγέθη και η ταχύτητα επηρεάζουν τη ροή, μέσω μιας αδιάστατης σταθεράς, τον αριθμό 

Reynolds

, 

Re

 και όχι ανεξάρτητα. Στην πρώτη περίπτωση, η ροή είναι καθαρά ιξωδική (μικρό 

R

), ενώ στη δεύτερη περίπτωση τα φαινόμενα ιξώδους υπάρχουν, αλλά επισκιάζονται από πολύ πιο έντονες διατμητικές τάσεις, λόγω της τύρβης.

			

			
				
					36	Στην περίπτωση αυτή, η πυκνότητα ορίζεται με τη χρήση της γενικευμένης συνάρτησης δέλτα:

					ως:

					όπου,  είναι η μάζα του μορίου, με κέντρο το σημείο . H συνάρτηση  έχει μονάδες αντίστροφου όγκου και το ολοκλήρωμα, σε όλον τον χώρο του αθροίσματος, μας δίνει τον αριθμό των σωματιδίων, δηλαδή το άθροισμα  είναι η πυκνότητα των σωματιδίων. Για περισσότερες ιδιότητες της συνάρτησης , δες Αrfken (1985).

				

				
					37	Ίσως να ακούγεται περίεργο, αλλά για το ρευστό του νερού, που αποτελείται από απλά μόρια , η δομή του, σε επίπεδο σωματιδίων (περίπου 100), είναι ακόμη αντικείμενο έρευνας. Εμείς, όμως, ενδιαφερόμαστε για σημαντικά μεγαλύτερες κλίμακες.

				

				
					38	Εδώ, για ιστορικούς λόγους, να παρατηρήσουμε ότι, αν και ο Νεύτων εισήγαγε την έννοια της παραγώγου, τα πρώτα σημαντικά βήματα στην μαθηματική διατύπωση των νόμων της υδροδυναμικής, έγιναν πολύ αργότερα, τον 18ο αιώνα, με την εξίσωση διατήρησης ορμής, που είναι η αντίστοιχη του πρώτου νόμου του Νεύτωνα, της κλασικής Μηχανικής.

				

				
					39	Ο δείκτης L στην  εισάγεται για να τονίσουμε τη διαφορά της ταχύτητας του σωματιδίου από το πεδίο ταχύτητας .

				

				
					40	Οι συνιστώσες της ταχύτητας, σε καρτεσιανές συντεταγμένες, συχνά θα συμβολίζονται και ως ().

				

				
					41	Εδώ, πρέπει να είμαστε προσεκτικοί, διότι το διάνυσμα  έχει διαφορετικό νόημα στην περιγραφή  (χρονικά μεταβαλλόμενη θέση του σωματιδίου με δείκτη ), από ότι, στην περιγραφή  το  (σταθερό σημείο του χώρου). Για αυτό και επιλέξαμε διαφορετικά σύμβολα. Οι τιμές που παίρνει, όμως, το διάνυσμα  είναι ένα από τα σημεία του χώρου.

				

				
					42	Κανονικά, θα έπρεπε να βάλουμε και τον δείκτη του σωματιδίου, δηλ. , αλλά παραλείπεται.

				

				
					43	Αντικαθιστούμε , για να απαλείψουμε τον όρο  και έχουμε για  και με ολοκλήρωση κατά μέρη, έχουμε:

					όπου, η σταθερά  προσδιορίζεται από την αρχική τιμή, για q(q0, t=0) = q0.

				

				
					44	Το θεώρημα βάζει και περιορισμούς, ως προς την εξασθένηση του πεδίου στο άπειρο.

				

				
					45	Για να έχει στροβιλισμό το ηλεκτρικό πεδίο, πρέπει να υπάρχει χρονοεξαρτημένο μαγνητικό πεδίο και φυσικά και το ηλεκτρικό πεδίο μεταβάλλεται με τον χρόνο, δηλαδή:

					Για την απόκλιση του μαγνητικού πεδίου δεν έχουμε πηγές. Παρά τις προσπάθειες που έγιναν, δεν βρέθηκε το μαγνητικό μονόπολο, που θα ήταν πηγή απόκλισης του μαγνητικού πεδίου, δηλαδή:

				

				
					46	Φυσικά, τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα διαδίδονται και στο κενό. Σε περίπτωση που η διάδοση γίνεται σε υλικά, οι τιμές των σταθερών εξαρτώνται από το υλικό, ενώ έχουμε και επαγόμενα, αλλά και μη γραμμικά φαινόμενα.

				

				
					47	Αυτό συμβαίνει για αστρόβιλη ανιξωδική ροή, αλλά και λόγω έλλειψης βαρύτητας. Το πώς αλλάζει η εικόνα, χωρίς τις παραπάνω προσεγγίσεις, θα το δούμε αργότερα.

				

				
					48	Για ιξωδική ροή και η εφαπτομενική συνιστώσα, στην επιφάνεια του κυλίνδρου, μηδενίζεται.

				

				
					49	Δεν είναι απαραίτητο να μην έχουμε μεταβολή με τον χρόνο, αρκεί αυτή να γίνεται σε όλο το μήκος της γραμμής ροής ταυτόχρονα. Ούτε είναι απαραίτητο η ταχύτητα σε δύο ροϊκές γραμμές να είναι ίδια.

				

				
					50	Αυτό είναι το φυσικό χαρακτηριστικό, που μας οδήγησε στην εισαγωγή της έννοιας της ομοιόμορφης ροής.

				

				
					51	Αυτό ισχύει, διότι το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα, που συνδέει δύο σημεία, είναι ανεξάρτητο της διαδρομής. Τότε, έχουμε:

				

				
					52	Αξίζει να συγκρίνει κανείς, με το πρόβλημα για το στατικό μαγνητικό πεδίο  από έναν ευθύγραμμο αγωγό ρεύματος . Στην περίπτωση αυτή, το μαγνητικό πεδίο έχει, πάλι, μόνο εφαπτομενική συνιστώσα, ενώ οι γραμμές του μαγνητικού πεδίου και εδώ είναι κύκλοι, . Η πηγή του μαγνητικού πεδίου είναι ο στροβιλισμός, που και εδώ είναι παντού μηδέν, λόγω της εξάρτησης σαν  με την ακτίνα, εκτός από τη γραμμή ρεύματος, όπου απειρίζεται. Έτσι, ισχύει η αντιστοιχία:

				

				
					53	Αυτό δεν είναι τόσο εύκολο, για λόγους που θα συζητήσουμε αργότερα. Συνοπτικά, να πούμε ότι οφείλεται στην περιγραφή της ροής, με την έννοια του πεδίου και απαιτεί προηγουμένως να ορίσουμε την έννοια της επιτάχυνσης ρευστών σωματιδίων, στην περιγραφή .

				

				
					54	Εάν, δε, η ροή δεν είναι μόνιμη, δηλαδή η ταχύτητα εξαρτάται από το χρόνο, τότε η πίεση εξαρτάται και από το χρόνο, δηλ .

				

				
					55	Το ότι θεωρήσαμε την πίεση σταθερή στις δύο επιφάνειες, είναι συνεπές με το να κρατήσουμε μόνο πρώτης τάξης όρους.

				

				
					56	Στο συνεχές, συχνά εκφράζουμε τις δυνάμεις ανά μονάδα όγκου ή μάζας, διότι έτσι απαλείφεται η εξάρτηση από τον όγκο.

				

				
					57	Αυτό δεν μας εμποδίζει να θεωρήσουμε ως σύστημα, ένα σύνολο διακριτών σωματιδίων ή την περίπτωση, που, από ένα σώμα, έχουμε απώλεια μάζας. Στην περίπτωση αυτή, το σύστημα είναι το σύνολο των μαζών.

				

				
					58	Η τυρβώδης ροή είναι ένα φαινόμενο, που είναι απόλυτα κατανοητό σε μοριακό επίπεδο, αλλά όχι και σε μακροσκοπικό επίπεδο, που είναι απαραίτητο για υπολογισμούς. Και τούτο, διότι έχουμε μεταβολές της ταχύτητας και άλλων ποσοτήτων σε μία ευρύτητα κλιμάκων στον χώρο και χρόνο, οι οποίες είναι έντονα συνδεδεμένες μεταξύ τους. Έτσι, ο διαμερισμός, που απαιτείται κατά την αριθμητική διακριτοποίηση, είναι απαγορευτικός. Στην ατμόσφαιρα, για παράδειγμα, οι χωρικές κλίμακες αρχίζουν από μερικά  μέχρι το μέγεθος της ατμόσφαιρας. Αν θέλουμε να περιλάβουμε όλες τις κλίμακες, η διακριτοποίηση απαιτεί  σημεία (1 σημείο ανά ). Ο αντίστοιχος όγκος σε  είναι: , όπου  η ακτίνα της Γης και  το πάχος της ατμόσφαιρας. Τα περισσότερα μοντέλα χρησιμοποιούν διακριτοποίηση της κλίμακας, τουλάχιστον 10 χιλιομέτρων στην επιφάνεια, δηλαδή περίπου  σημεία.

				

				
					59	Τις πρώτες μετρήσεις είχε κάνει το 1883 ο , σε πειράματα σε μακρούς σωλήνες.

				

				
					60	Αν και το χέρι του  έδωσε μία αρκετά ακριβή αναπαράσταση του χαρακτηριστικού της αυτοομοιότητας της τυρβώδους ροής, δηλαδή σε όποια κλίμακα μήκους και αν κοιτάξουμε, το πεδίο ροής παρουσιάζει ομοιότητα. 
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Η υπόθεση του συνεχούς μοντέλου δεν ισχύει για ροές, στις οποίες το χαρακτηριστικό μήκος είναι της ίδιας τάξης με μοριακές αποστάσεις. Δώστε μερικά παραδείγματα τέτοιων ροών.

			Άσκηση 2

			Υπάρχει χαρακτηριστικό μήκος χρόνου, κάτω από το οποίο δεν ισχύει η υπόθεση του συνεχούς μοντέλου. Εκτιμήστε το μέγεθος του χαρακτηριστικού χρόνου.

			Άσκηση 3

			Σε κάποιο σημείο δισδιάστατης ροής, η απόσταση δύο γραμμών ροής (παράλληλες) είναι 

75mm

. Πιο κάτω, οι ίδιες γραμμές (πάλι παράλληλες) απέχουν 

25mm

. Αν η ταχύτητα στο πρώτο σημείο είναι 

3m/s

, υπολογίστε την ταχύτητα στο δεύτερο σημείο.

			Άσκηση 4

			Σε μία διδιάστατη μη-σταθερή ροή, οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι 

u=x1+t

 και 

υ=2y2+t

, όπου 

t

 είναι ο χρόνος.

			α) Βρείτε τις γραμμές ροής. Σχεδιάστε τις για 

t=0

 και 

t→∞

.

			β) Βρείτε την τροχιά που περνά από το 

x0,y0

. Πρέπει να λύσετε:

			



dxdt=ux,y,t,  dydt=υx,y,t.





			Συμπίπτει ποτέ με την γραμμή ροής;

			Άσκηση 5

			Σε μία διδιάστατη μη-σταθερή ροή, οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι 

u=t

 και 

υ=x+1

, όπου 

t

 είναι ο χρόνος.

			α) Βρείτε τη γραμμή ροής που περνά μέσω του σημείου 

x0,y0

, σε χρόνο 

t0

.

			β) Βρείτε την τροχιά που περνά από το 

x0,y0

. Συμπίπτει ποτέ με τη γραμμή ροής;

			Άσκηση 6

			Θεωρείστε τη διδιάστατη ροή με συνιστώσες ταχύτητας:

			



ux,y,t=-αx+βt,  υx,y,t=αy+γt.





			Βρείτε το διάγραμμα των γραμμών ροής και περιγράψτε τις αλλαγές με τον χρόνο. Βρείτε τις 

x

 και 

y

 -συνιστώσες των τροχιών.

			Άσκηση 7

			Σχεδιάστε τις γραμμές ροής για το πεδίο ταχύτητας:

			



ux=αx,  υx=-αx,  w=0,





			όπου 

α

 είναι θετική σταθερά.

			Άσκηση 8

			Βρείτε την κυκλοφορία, γύρω από τους παρακάτω κυκλικούς στροβίλους και υπολογίστε τον στροβιλισμό:

			α) Η εφαπτομενική ταχύτητα μεταβάλλεται ως 

uϕ=ωR

, όπου 

ω=

 σταθερά.

			β) Η εφαπτομενική ταχύτητα μεταβάλλεται ως 

uϕ=K/2πR

, όπου 

K=

 σταθερά.

			γ) Τι περιμένετε να συμβεί, αν υπάρχει ιξώδες;

			9. Βρείτε τη γενική εξίσωση των γραμμών ρεύματος, σε μία δισδιάστατη ροή (προσέγγιση κυμάτων):

			



u=u0,  υ=υ0coskx-ωt,





			όπου 

u0

, 

υ0

, 

k

 και 

ω

 είναι σταθερές.

			α) Σε χρόνο 

t=0

 ποιά είναι η εξίσωση της γραμμής ρεύματος, που περνά από το σημείο 

x=0, y=0

;

			β) Βρείτε την τροχιά του σωματιδίου που σε χρόνο 

t=0

 είναι στη θέση 

x=0,y=0

.

			γ) Σύντομα συγκρίνετε τις γραμμές ρεύματος και τις τροχιέςμ για τις οριακές περιπτώσεις 

ω=0

 και 

k=0

.

		

	
		
			Κεφάλαιο 3

			Κινητική και επιτάχυνση ρευστού σωματιδίου

			Σύνοψη

			Εισάγουμε τη διατήρηση της μάζας για ένα σύστημα, που μας οδηγεί στην εξίσωση συνέχειας. Για να εφαρμόσουμε τη διατήρηση ορμής, εισάγουμε την υλική παράγωγο, για τον υπολογισμό της επιτάχυνσης σωματιδίων από το πεδίο ταχύτητας. Συνδέουμε το ασυμπίεστο ρευστό με τον μηδενισμό της απόκλισης του πεδίου ταχύτητας και εξετάζουμε ποιούς περιορισμούς συνεπάγεται για τη ροή. Συνδέουμε τον στροβιλισμό του πεδίου ταχύτητας με την περιστροφή σωματιδίων ρευστού. Εισάγουμε το δυναμικό ταχύτητας, για αστρόβιλη ροή και τη συνάρτηση ροής, για ασυμπίεστη ροή. Για τη μελέτη της κινηματικής των ρευστών, απαιτείται κατανόηση της τοπικής και της επιτάχυνσης μεταφοράς, καθώς και του στροβιλισμού και της κυκλοφορίας. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα: Aris (1962), Pozrikidis (1999), Acheson (1995).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Καμπυλλόγραμμες συντεταγμένες, καθότι γίνεται εκτενής περιγραφή των βαθμωτών και διανυσματικών πεδίων σε συμμετρικές ροές. Συναρτήσεις πολλών μεταβλητών( Κεφ. 2) για τον ορισμό του πεδίου ταχύτητας.

			3.1 Eισαγωγή

			Στα προηγούμενα κεφάλαια, εισαγάγαμε την έννοια του συνεχούς μέσου και του πεδίου ταχύτητας, για την περιγραφή της ροής ενός ρευστού. Παρόλο που αντικαταστήσαμε τα άτομα του ρευστού με τη μέση πυκνότητα, εντούτοις η έννοια του «ρευστού σωματιδίου» είναι απαραίτητη, για να γράψουμε το αντίστοιχο της εξίσωσης του Νεύτωνα, η οποία έχει διατυπωθεί με την περιγραφή Lagrange. Αν και είναι δύσκολο να δώσουμε έναν ορισμό για το σωματίδιο, θα μπορούσαμε να το θεωρήσουμε ως την ποσότητα του ρευστού, που περιέχεται στον οριακό όγκο ΔV0, για τον ορισμό της μέσης πυκνότητας (δες Κεφ. 2.1). Με παρακολούθηση της κίνησης αυτού του ιδεατού σωματιδίου, μπορούμε να δώσουμε ποσοτικά την κινητική της ροής και ειδικότερα να υπολογίσουμε την επιτάχυνσή του. Για να διευκολύνουμε το έργο μας σε αυτό το στάδιο, θα εξετάσουμε ρευστά, με πολύ απλές ιδιότητες, έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσουμε τα μαθηματικά. Το ιδανικό υγρό Euler, εξ ορισμού έχει μηδενικό ιξώδες και μηδενική συμπιεστότητα. Ένα υγρό χωρίς ιξώδες δε μπορεί να ασκήσει διατμητική τάση, ενώ η πίεση P ασκεί μόνο κάθετες, σε επιφάνεια, δυνάμεις. Σε ένα ασυμπίεστο υγρό, η πυκνότητα ρ δεν εξαρτάται από την τιμή της πίεσης. Αυτό δε σημαίνει ότι δεν επιτρέπεται να έχουμε μεταβολές της πυκνότητας, λόγω θερμοκρασίας. Αυτή, όμως, έχει αμελητέα επίδραση στη ροή του υγρού, εκτός αν είναι ικανή να δημιουργήσει ρεύματα μεταφοράς.

			Στη συνέχεια, θα προσπαθήσουμε, χρησιμοποιώντας τους βασικούς νόμους τις μηχανικής, να αναπτύξουμε μία μορφή τους, η οποία θα είναι κατάλληλη για τη μελέτη των υγρών ως συνεχές μέσο. Οι νόμοι αυτοί είναι η διατήρηση της μάζας, που θα εκφραστεί από την εξίσωση συνέχειας, ο δεύτερος νόμος του Νεύτωνα, που θα εκφραστεί με το θεώρημα της ορμής και η διατήρηση της ενέργειας (ή το αντίστοιχο πρώτο αξίωμα της θερμοδυναμικής) με την εξίσωση ενέργειας. Εκτός από αυτούς τους νόμους διατήρησης, απαιτούνται, επιπλέον, ορισμένες καταστατικές σχέσεις, που χαρακτηρίζουν το υγρό. Στην περίπτωση του ιδανικού υγρού, αυτές δεν είναι απαραίτητες, διότι έχουμε μηδέν ιξώδες και συμπιεστότητα. Η έννοια του ιδανικού υγρού είναι χρήσιμη και όταν το ιξώδες είναι χαμηλό, ώστε οι δυνάμεις τριβής να είναι αμελητέες, σε σύγκριση με τις εξωτερικές δυνάμεις, ενώ η μεταβολή στην ορμή μιας μάζας υγρού, λόγω του ιξώδους, είναι μικρή, σε σχέση με την ολική ορμή του ρέοντος υγρού. Είναι επίσης καλή προσέγγιση, αν ενδιαφερόμαστε για το κύριο μέρος της ροής και όχι για τις περιοχές του υγρού, που είναι σε επαφή με τα τοιχώματα. Όπως θα δούμε αργότερα, σε πραγματικά υγρά, σε επαφή με επιφάνειες, δημιουργείται ένα οριακό στρώμα ροής, στο οποίο η συμπεριφορά είναι πολύ διαφορετική από αυτή που θα δούμε σε αυτό το κεφάλαιο.

			Η εφαρμογή της εξίσωσης του Νεύτωνα, στη διατήρηση της ορμής ενός ρευστού σωματιδίου, απαιτεί μία διαφορική μορφή. Ταυτόχρονα, όμως, για πρακτικές εφαρμογές, έχουμε να κάνουμε με μεγάλες ποσότητες ρευστού και μακροσκοπικές μετρήσεις. Στην περίπτωση αυτή, χρειαζόμαστε τις αντίστοιχες εξισώσεις, σε ολοκληρωτική μορφή. Αυτό είναι χρήσιμο, γιατί και οι πειραματικές μετρήσεις γίνονται με μακροσκοπικές ποσότητες, όπως είναι ο ρυθμός ροής όγκου Q σε ένα σωλήνα ή η ολική δύναμη, που ασκείται στα τοιχώματα ενός αγωγού. Εδώ, θα δώσουμε έμφαση στη διαφορική μορφή, αλλά θα δούμε και τις μακροσκοπικές εξισώσεις. Σε κάθε περίπτωση, πρέπει να είμαστε προσεκτικοί για το ποιός είναι ο όγκος του ρευστού και θα χρειαστεί να ξεκαθαρίσουμε εάν τα όρια του σωματιδίου είναι σταθερά ή μεταβάλλονται με τον χρόνο. Αν π.χ. αναφερόμαστε σε μακροσκοπικές ποσότητες και χρησιμοποιήσουμε την ολοκληρωτική μορφή των εξισώσεων διατήρησης, τότε ο όγκος ελέγχου είναι στην επιλογή μας.

			Στο παρόν κεφάλαιο, θα δώσουμε την επιτάχυνση ενός ρευστού σωματιδίου, όταν το πεδίο ταχύτητας είναι γνωστό. Πριν από αυτό, θα διατυπώσουμε την αρχή διατήρησης της μάζας, διότι είναι κρίσιμη για τον ορισμό του σωματιδίου. Η διαφορική μορφή της θα μας δώσει επίσης μια πολύ απλή σχέση, για ασυμπίεστα ρευστά, που βάζει σημαντικούς περιορισμούς στο πεδίο ταχύτητας, λόγω μηδενισμού της απόκλισης του πεδίου. Τελικά, θα διερευνήσουμε και το φυσικό νόημα του στροβιλισμού του πεδίου ταχύτητας. Για ασυμπίεστα ρευστά, θα εισάγουμε την έννοια της συνάρτησης ροής.

			3.2 Εξίσωση συνέχειας και διατήρηση μάζας

			Θεωρούμε έναν τυχαίο (αλλά σταθερό στον χώρο) όγκο V , εξ ολοκλήρου στο υγρό, που περικλείεται από τη νοητή επιφάνεια S. Η μάζα του υγρού, που βρίσκεται στον όγκο V (του οποίου τα όρια είναι σταθερά στο χώρο και ορίζονται από την επιφάνεια S), είναι το ολοκλήρωμα της ρd3r, όπου d3r º dV είναι ένα στοιχείο όγκου. Το υγρό διαφεύγει και εισέρχεται μέσω της επιφάνειας S και ο ρυθμός, με τον οποίο η μάζα στον όγκο V μεταβάλλεται, είναι ίσος με το συνολικό ρυθμό ροής μάζας, δια μέσω της περιβάλλουσας επιφάνειας S, καθότι δεν υπάρχουν εσωτερικές πηγές μάζας61. Αυτή είναι μία συνήθης διαδικασία, που θα χρησιμοποιήσουμε και στην αρχή διατήρησης της ορμής, στο επόμενο κεφάλαιο. Εκεί, θα δούμε και τη γενίκευση της για κάθε φυσική ποσότητα, όπως θα εκφραστεί από το θεώρημα Reynolds (δες παράγραφο 4.6).

			Έστω 

dS→

 είναι ένα στοιχείο επιφάνειας πάνω στην S (το μέτρο του 

dS→

 είναι το εμβαδόν του στοιχείου της επιφάνειας και η κατεύθυνση του στην εξωτερική της επιφάνειας κάθετο). Εάν 

u→

 είναι η ταχύτητα ροής στο στοιχείο επιφάνειας, είναι φανερό ότι μόνο η συνιστώσα του 

u→

, που είναι παράλληλη στο διάνυσμα 

dS→

 (δηλ. κάθετη στην επιφάνεια), μεταφέρει υγρό εκτός του όγκου V . Έτσι, ο όγκος του ρευστού που διέρχεται σε χρόνο dt, μέσω της στοιχειώδους επιφάνειας 

dS→

, είναι:

			



ρu⊥dtdS=ρu→⋅dS→dt,





			δηλαδή είναι ο όγκος, που έχει βάση το στοιχείο επιφάνειας dS και ύψος u^dt (δες Σχ. 3.1α). Έτσι, η διαφεύγουσα ροή μάζας (μάζα ανά μονάδα χρόνου), μέσω της επιφάνειας 

dS→

, είναι 

ρu→⋅dS→

, με πρόσημο που εξαρτάται από τη γωνία, μεταξύ 

u→

 και 

dS→

, δηλαδή έχουμε εκροή, αν 

u→⋅dS→>0

 και εισροή, αν 

u→⋅dS→<0

, όπως φαίνεται στο Σχ. 3.1β. Προσθέτοντας την εκροή (ή εισροή) πάνω σε όλη την επιφάνεια, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ρυθμός μεταβολής μάζας=Ρυθμός ροής μάζας μέσω S:⇒dMdt=-∮Sρu→⋅dS→,





						
							
							(3.1)

						
					

				
			

			και το «-» υπονοεί ελάττωση της μάζας, εφόσον το ολοκλήρωμα είναι θετικό. Είναι δυνατόν το αποτέλεσμα της ολοκλήρωσης να είναι αρνητικό, που σημαίνει ότι έχουμε εισροή ρευστού και επομένως αύξηση της μάζας στον όγκο V.

			[image: ]

			Σχήμα 3.1: Στοιχειώδης όγκος ελέγχου για την εξίσωση συνέχειας. 

			Ισοδύναμα, μπορούμε να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής της μάζας, κατά τη ροή στον σταθερό όγκο V. Από τον ορισμό της μάζας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Mt=∫VρdV,





						
							
							(3.2)

						
					

				
			

			έχουμε το ρυθμό μεταβολής της, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dMdt=ddt∫VρdV=∫V∂ρ∂tdV,





						
							
							(3.3)

						
					

				
			

			όπου η παραγώγιση ως προς το χρόνο πέρασε μέσα στο ολοκλήρωμα (για σταθερό όγκο62). Στη συνέχεια, εξισώνοντας το ρυθμό με τον οποίο φεύγει μάζα μέσω της επιφάνειας, με το ρυθμό που ελαττώνεται η μάζα στον όγκο V, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Sρu→⋅dS→=∫V∇→⋅ρu→dV=-∫V∂ρ∂tdV,





						
							
							(3.4)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε το θεώρημα Gauss, για να μετατρέψουμε το επιφανειακό ολοκλήρωμα σε ολοκλήρωμα όγκου. Εφόσον η σχέση ισχύει για κάθε όγκο V, πρέπει οι ολοκληρωτέες ποσότητες να είναι ίσες σε κάθε σημείο του χώρου και έτσι έχουμε την διαφορική εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→⋅ρu→=-∂ρ∂t    έ   ∂ρ∂t+∇→⋅ρu→=0.





						
							
							(3.5)

						
					

				
			

			Η σχέση αυτή είναι γνωστή σαν εξίσωση συνέχειας της μάζας και στην παρούσα μορφή, μας λέει ότι η τοπική μεταβολή της πυκνότητας συνδέεται με τη ροή μάζας, μέσω της επιφάνειας ή ισοδύναμα με την απόκλιση της 

ρu→

, δηλαδή το ρυθμό ροής μάζας, μέσω της επιφάνειας ανά μονάδα όγκου63 (δες 3.4).

			Είναι χρήσιμο να θυμηθούμε ανάλογες σχέσεις συνέχειας στον ηλεκτρομαγνητισμό (πυκνότητα φορτίου), κβαντομηχανική (πυκνότητα πιθανότητας). Έτσι, εισάγουμε το αντίστοιχο ρεύμα πυκνότητας:

			



j→ρ=ρu→,





			ώστε, η εξίσωση συνέχειας μπορεί να γραφεί και ως:

			



∂ρ∂t+∇→⋅j→ρ=0,





			που μας λέει ότι η απόκλιση του ρεύματος πυκνότητας ισούται με το ρυθμό μεταβολής της πυκνότητας τοπικά.

			H (3.5) γράφεται και ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1ρDρDt≡1ρ∂ρ∂t+u→⋅∇→ρ=-∇→⋅u→,





						
							
							(3.6)

						
					

				
			

			που εκφράζει ότι:

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Σχετική αύξηση της πυκνότητς

							Υγρού «σωματιδίου» καθώς κινείται

						
							
							=

						
							
							Σχετική μεταβολή όγκου

							σωματιδίου

						
							
							



≅





						
							
							αρνητική

							απόκλιση πεδίου

						
					

				
			

			δηλαδή σε μία μορφή, στην οποία στο αριστερό μέρος έχουμε τη μεταβολή της πυκνότητας του ρευστού σωματιδίου, καθώς κινείται. Αυτό υποδηλώνει, στο αριστερό μέρος της (3.6), το σύμβολο:

			



DDt=∂∂t+u→⋅∇→,





			που ονομάζεται υλική παράγωγος (δες παράγραφο 3.4), και περιλαμβάνει και τη μεταβολή (όρος μεταφοράς) λόγω της μετατόπισης της μάζας, όταν έχουμε βαθμίδα πυκνότητας στο χώρο. Στο δεξιό μέρος της εξίσωσης, έχουμε την απόκλιση του πεδίου ταχύτητας, που μας δίνει το σχετικό ρυθμό μεταβολής του όγκου του κινούμενου σωματιδίου (δες παράγραφο 2.6). Αν η απόκλιση μηδενίζεται, τότε δεν έχουμε μεταβολή του όγκου του κινούμενου σωματιδίου και η πυκνότητα του σωματιδίου παραμένει σταθερή καθώς κινείται.

			Στην τελευταία σχέση, πρέπει να διευκρινιστεί ότι, για την ίδια αρχή διατήρησης δίνουμε διαφορετική ερμηνεία, χρησιμοποιώντας διαφορετικό σύστημα περιγραφής. Στη μορφή της (3.5), είμαστε στο σύστημα αναφοράς του εργαστηρίου και χρησιμοποιούμε ένα σταθερό όγκο στο σύστημα αυτό. Στη μορφή της (3.6), παρακολουθούμε το «σωματίδιο» που είναι, όμως, παραμορφώσιμο, δηλαδή περιλαμβάνει συγκεκριμένα μόρια, αλλά δεν έχει σταθερά όρια στο χρόνο, αν και, για ελάχιστη μεταβολή του χρόνου, δεν έχουμε σημαντική μεταβολή του όγκου, καθότι ένα από τα χαρακτηριστικά του σωματιδίου είναι, ότι δεν έχουμε σημαντική μεταβολή της ταχύτητας, στα όρια του όγκου του. Υπάρχει, όμως, η δυνατότητα, καθώς κινείται αυτό το παραμορφώσιμο σωματίδιο, να μεταβάλλει την πυκνότητα του, λόγω μεταβολής του όγκου του64. Η μεταβολή αυτή με το χρόνο μπορεί να γίνει με δύο τρόπους: (α) είτε με τοπική μεταβολή με το χρόνο (

∂ρ∂t

), είτε (β) λόγω της μεταφοράς του σωματιδίου σε περιοχή, με διαφορετική τοπική πυκνότητα 

u→⋅∇→ρ

. Το σημαντικό στοιχείο εδώ είναι, ότι παρακολουθούμε την κίνηση του σωματιδίου. Έτσι, αν το σωματίδιο είναι ακίνητο ή η πυκνότητα είναι ομογενής στο χώρο, ο δεύτερος όρος δεν υπάρχει.

			Για μη ιδανικά υγρά, είναι δυνατό να έχουμε ασυνέχειες. Όπου έχουμε πολύ χαμηλή πίεση, λόγω της ροής, δημιουργούνται φυσαλίδες, που περιέχουν κορεσμένο ατμό ή αέρια (cavity). Τότε η σχέση της συνέχειας ισχύει για τον όγκο, έξω από την οπή της φυσαλίδας. Στο εσωτερικό της φυσαλίδας έχουμε κορεσμένο ατμό (αέρια μορφή ρευστού), που απαιτεί να υπάρχει πίεση στο εσωτερικό της, η οποία αντισταθμίζει την πίεση του εξωτερικού ρευστού, στην επιφάνεια της φυσαλίδας.

			3.2.1 Μακροσκοπική εξίσωση διατήρησης μάζας

			Πολύ συχνά, για την επίλυση πρακτικών προβλημάτων, αντί της εξίσωσης συνέχειας, που είναι σε διαφορική μορφή, είναι πιο χρήσιμο να χρησιμοποιήσουμε απ’ ευθείας τη διατήρηση μάζας, για κάποιο όγκο V, δηλαδή σε ολοκληρωτική μορφή. Ο όγκος αυτός μπορεί να είναι σταθερός ή χρονικά μεταβαλλόμενος, αλλά, προς το παρόν, θα πάρουμε την περίπτωση σταθερού όγκου και μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τα αποτελέσματα της προηγούμενης παραγράφου. Έτσι, από την (3.1) και (3.3), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫V∂ρ∂tdV+∮Sρu→⋅n^dS=0,





						
							
							(3.7)

						
					

				
			

			όπου S η επιφάνεια που περικλείει τον όγκο65 V και 

n^

 η μοναδιαία κάθετος στην επιφάνεια (ώστε 

dS→=dSn^

), με διαφορετικό προσανατολισμό σε κάθε σημείο της επιφάνειας. Η (3.7) μας λέει ότι ο ρυθμός μεταβολής της μάζας, στο σταθερό όγκο V, οφείλεται στο ρυθμό ροής μάζας, μέσω της περιβάλλουσας επιφάνειας. Εάν δε, ο όγκος ελέγχου περιβάλλεται από εισόδους και εξόδους μικρής διατομής, τότε έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫V∂ρ∂tdV+∑iρiAiuiεξ-∑jρjAjujεισ=0,





						
							
							(3.8)

						
					

				
			

			όπου ο δείκτης “i” η (“j”) αριθμεί τις επιφάνειες, με 

ρi

 την πυκνότητα στην Ai επιφάνεια και ui η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας στην επιφάνεια Ai. Εάν οι διατομές είναι μικρές και είναι επιλεγμένες κάθετες στο σωλήνα ροής, τότε η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας 

ui

 είναι ίση με το μέτρο της ταχύτητας στο σημείο αυτό. Στον τελευταίο όρο, έχουμε αντίθετο πρόσημο, διότι η ροή είναι προς τα μέσα και τείνει να αυξήσει την πυκνότητα. Εάν δε, η ροή είναι μόνιμη66, τότε 

ϑρϑt=0

 και η (3.7) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Sρu→⋅n^dS≡∑iρiAiuiεξ-∑jρjAjujεισ=0,





						
							
							(3.9)

						
					

				
			

			που μας λέει ότι σε μόνιμη ροή, η ροή μάζας προς τα έξω αντισταθμίζεται από τη ροή μάζας προς το εσωτερικό του όγκου. Για τη γεωμετρία του Σχ. 3.2, όπου η πλευρική επιφάνεια αποτελείται από τα τοιχώματα ενός σωλήνα ροής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ρ1Α1u1=ρ2Α2u2

,

						
							
							(3.10)

						
					

				
			

			καθώς, για μόνιμη ροή, δεν έχουμε ροή μέσω των πλάγιων τοιχωμάτων. Το ίδιο ισχύει και για ένα σωλήνα με στερεά τοιχώματα, αν παραλείψουμε το ιξώδες, καθότι τα τοιχώματα και αδιαπέραστα είναι και αποτελούν επιφάνεια γραμμών ροής. Εάν δε, η πυκνότητα είναι και σταθερή στο χώρο, για ασυμπίεστο ρευστό, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

Α1u1=Α2u2

,

						
							
							(3.11)
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			Σχήμα 3.2: Όγκος για τη διατήρηση μάζας μέσω σωλήνα ροής. 

			3.3 Ασυμπίεστο ρευστό

			Εάν η πυκνότητα ρ δε μεταβάλλεται μόνο στο χώρο, αλλά και στο χρόνο ή καλύτερα αν 

DρDt=0

, έχουμε την απλούστερη σχέση, για την εξίσωση συνέχειας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ασυμπίεστο ρευστό→∇→⋅u→=0.





						
							
							(3.12)

						
					

				
			

			Το πεδίο ταχύτητας με ασυμπίεστο ρευστό είναι μη αποκλίνον. Αντίστροφα, μπορούμε να πούμε ότι, αν το πεδίο ταχύτητας είναι μη αποκλίνον, τότε η πυκνότητα του ρευστού σωματιδίου, καθώς κινείται στην τροχιά του, είναι σταθερή. Αυτό δε σημαίνει απαραίτητα ότι η πυκνότητα είναι σταθερή στο χρόνο και στο χώρο. Απλώς σημαίνει, ότι η τοπική μεταβολή της πυκνότητας εξουδετερώνεται από τη μεταβολή, λόγω μεταφοράς σε περιοχή, με διαφορετική πυκνότητα, έτσι ώστε η υλική παράγωγος της πυκνότητας μηδενίζεται.

			Αξίζει εδώ να δούμε την αναλογία με το ηλεκτροστατικό πεδίο 

E→

 λόγω κατανομής ηλεκτρικού φορτίου πυκνότητας 

ρr→

. Η αντίστοιχη εξίσωση Maxwell είναι:

			



∇→⋅E→=-ρϵo .





			Επειδή ο στροβιλισμός του ηλεκτρικού πεδίου  (για χρονοανεξάρτητο ηλεκτρομαγνητικό πεδίο) είναι μηδέν, μπορούμε να πούμε ότι το ηλεκτρικό φορτίο είναι η πηγή του ηλεκτρικού πεδίου, καθότι ορίζει την απόκλισή του. Κάνοντας την αναλογία με την (3.6), για το πεδίο ταχύτητας ροής, περιμένουμε ότι όπου έχουμε απόκλιση (

∇→⋅u→≠0

), εκεί έχουμε και πηγές του πεδίου. Στην περίπτωση του πεδίου ταχύτητας ροής, η πηγή του πεδίου είναι η υλική παράγωγος της πυκνότητας του ρευστού, όπως φαίνεται στην (3.6). Για την περίπτωση του ρευστού, η εικόνα είναι αρκετά πιο πολύπλοκη, διότι η ταχύτητα υπάρχει και στο αριστερό μέρος της (3.6) και όταν ακόμη έχουμε χρονοανεξάρτητη ροή. Η απλή περίπτωση της ασυμπίεστης ροής αντιστοιχεί σε ηλεκτρικό πεδίο, χωρίς φορτία στο χώρο. Η αναλογία με το ηλεκτρικό πεδίο δεν μπορεί να τραβηχτεί στα άκρα, διότι ο στροβιλισμός του ηλεκτρικού πεδίου μηδενίζεται για μη χρονοεξαρτημένα πεδία, αλλά στο πρόβλημα της ροής έχουμε στροβιλισμό, ακόμη και για μόνιμη ροή.

			Η εξίσωση συνέχειας της μάζας, για ασυμπίεστη ροή (

∇→⋅u→=0

), μπορεί να εκφραστεί σε οποιοδήποτε σύστημα συντεταγμένων. Για το σκοπό αυτό, χρησιμοποιούμε το θεώρημα Stokes, για να υπολογίσουμε την ροή, μέσω μιας επιφάνειας, που περικλείει ένα στοιχειώδη όγκο. Ο όγκος περικλείεται από επίπεδες ή καμπύλες επιφάνειες, που αντιστοιχούν σε σταθερές τιμές των συντεταγμένων. Π.χ. για καρτεσιανές συντεταγμένες, ο όγκος είναι ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο διαστάσεων dx dy dz και η εξίσωση, που μας λέει ότι ο ρυθμός μεταβολής του όγκου ενός σωματιδίου είναι μηδέν, γράφεται:

			



∂u∂x+∂υ∂y+∂w∂z=0.





			Ας θεωρήσουμε ότι έχουμε, κατά τη ροή, συμπίεση ενός στοιχειώδους ρευστού σωματιδίου, με όγκο dx dy dz στην z-κατεύθυνση, τότε το ρευστό κινείται προς το κέντρο του σωματιδίου με ρυθμό παραμόρφωσης 

-∂w∂z

. Αυτό φαίνεται, αν υπολογίσουμε τη σχετική ταχύτητα των δύο απέναντι πλευρών, που απέχουν κατά dz. Αυτή είναι:

			



w+∂w∂zdz2-w-∂w∂zdz2=∂w∂zdz,





			και αν 

∂w∂z<0

, αυτό αντιστοιχεί σε ρυθμό ελάττωσης όγκου, κατά 

∂w∂zdxdydz

 και ο ρυθμός σχετικής μεταβολής όγκου είναι 

∂w∂z

. Αυτό, στη συνέχεια, θα δημιουργήσει ροή του ρευστού προς τα έξω, στην x- και y-κατεύθυνση, με ρυθμούς 

∂u∂x

 και 

∂υ∂y

 αντίστοιχα, ώστε ο όγκος του παραμορφωμένου σωματιδίου να παραμένει σταθερός, για κάθε χρονική στιγμή. Αυτό φαίνεται στο Σχ. 3.3, για μία δισδιάστατη ροή. Δεν είναι απαραίτητο και οι άλλοι δύο ρυθμοί παραμόρφωσης να είναι θετικοί. Αρκεί ένας, έτσι ώστε να ικανοποιείται ο μηδενισμός της απόκλισης.

			[image: ]

			Σχήμα 3.3: Σμίκρυνση στην y-κατεύθυνση για δισδιάστατη ροή συνεπάγεται μεγέθυνση στην x-κατεύθυνση, ώστε το εμβαδόν να διατηρείται σταθερό. 

			Σε κυλινδρικές συντεταγμένες (R,φ,z) η εξίσωση συνέχειας για ασυμπίεστο ρευστό είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1R∂RuR∂R+∂uϕ∂ϕ+∂uz∂z=0,





						
							
							(3.13)

						
					

				
			

			όπου (

uR,uϕ,uz

) είναι οι συνιστώσες του πεδίου ταχύτητας, σε κυλινδρικές συντεταγμένες. Για τον υπολογισμό της απόκλισης από το θεώρημα Stokes, επιλέγουμε τον στοιχειώδη όγκο, ώστε οι κυλινδρικές συνιστώσες της ταχύτητας να είναι κάθετες στις επιφάνειες. Ο πρώτος όρος οφείλεται στην καθαρή ακτινική ροή, μέσω των τόξων ακτίνας (δες Σχήμα Σχ. 3.4α) R=σταθερή και:

			



uRRdϕdz|R+dR-uRRdϕdz|R=∂RuR∂RdRdϕdz,





			και με διαίρεση με τον στοιχειώδη όγκο 

dV=dRRϕdz

, έχουμε το πρώτο όρο. Ο δεύτερος όρος είναι η καθαρή ροή, μέσω των επιπέδων 

ϕ

 και 

ϕ+dϕ

 και ο τρίτος η ροή, στην z-κατεύθυνση.

			Εάν έχουμε αξοσυμμετρική κυλινδρική ροή (χωρίς 

ϕ

 εξάρτηση), με πεδίο ταχύτητας [(uR(R,z),0,uz(R,z)], η ακτινική ροή προς τα έξω δίνει 

1R∂RuR∂R

, που αντισταθμίζεται από την ροή προς τα μέσα στην z-κατεύθυνση, ώστε 

∂w∂z<0

.
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			Σχήμα 3.4: Στοιχειώδης όγκος για τον υπολογισμό της απόκλισης (α) σε κυλινδρικές και (β) σε σφαιρικές συντεταγμένες.

			Σε σφαιρικές συντεταγμένες, η εξίσωση συνέχειας, για ασυμπίεστη ροή, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1r2∂∂rr2ur+1rsinθ∂∂θuθsin⁡θ+1rsinθ∂∂ϕuϕ=0.





						
							
							(3.14)

						
					

				
			

			Μία αναφορά στο Σχ. 3.4β, εύκολα μας οδηγεί στο αποτέλεσμα. Αρκεί να χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό της απόκλισης από το θεώρημα Gauss και να κατανοήσουμε ότι στον υπολογισμό της ροής, δια μέσω των αντίθετων επιφανειών, είναι δυνατόν να μεταβάλλεται όχι μόνο το μέτρο της ταχύτητας, αλλά και το εμβαδόν της επιφάνειας.

			Π.χ. η ροή μέσω των ακτινικών επιφανειών με r+dr και r σταθερά (με καθέτους 

e^r

 και 

-e^r

 αντίστοιχα και στερεά γωνία dΩ) είναι:

			



urr2dΩ|r+dr/2-urr2dΩ|r-dr/2=∂∂rurr2dΩdr,





			και η ροή ανά μονάδα όγκου dV=r2dΩdr είναι:

			



1r2∂∂rurr2,





			που είναι ο πρώτος όρος στην (3.14). Η ροή, μέσω των εφαπτομενικών επιφανειών, με καθέτους στην 

e^θ

 κατεύθυνση, είναι:

			



uθrsinθdϕdr|θ+dθ2-uθrsinθdϕdr|θ-dθ2=rdϕdrdθ∂∂θuθsinθ,





			και, διαιρώντας με τον όγκο

 dV=r2drsinθdθdϕ

 έχουμε το δεύτερο όρο, ενώ ο τελευταίος όρος αφήνεται για εξάσκηση.

			3.3.1 Συμπιεστότητα και αριθμός Mach

			Η εξίσωση συνέχειας από την σχέση (3.6) θα μπορούσε να γραφεί επίσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ρ∂t+ρ∇→⋅u+u→⋅∇→ρ=0.





						
							
							(3.15)

						
					

				
			

			Ο πρώτος όρος είναι ο ρυθμός μεταβολής της πυκνότητας σε συγκεκριμένο σημείο και η ύπαρξή του προυποθέτει μη μόνιμη ροή. Εδώ να παρατηρήσω, ότι μιλάμε κυρίως για μεταβολές, λόγω της πίεσης άμεσα, ή μέσω του πεδίου ταχύτητας. Δεν θεωρούμε, προς το παρόν, μεταβολές της πυκνότητας, λόγω της θερμοκρασίας, της περιεκτικότητας σε προσμίξεις, π.χ. αλάτι στο θαλασσινό νερό, κτλ.. Ο δεύτερος όρος δίνει διόγκωση του υγρού (και επομένως ελάττωση της πυκνότητας) αν 

∇→⋅u→>0

 και συμπίεση αν 

∇→⋅u→<0

, κατά την κίνησή του. Ο δε τελευταίος όρος, που περιέχει το 

∇→ρ

, δίνει χωρική μεταβολή της πυκνότητας και, όπως θα δείξουμε, είναι πιο μικρός από τους άλλους, για συνήθεις μή μόνιμες ροές, όπως είναι η διάδοση κυμάτων. Φυσικά, σε ένα πραγματικό ρευστό, δεν περιμένουμε να είναι απόλυτα ασυμπίεστο. Τούτο γίνεται αντιληπτό, από τη δυνατότητα διάδοσης ακουστικών κυμάτων, γεγονός που προϋποθέτει τη δημιουργία περιοχών συμπίεσης. Έτσι, είναι χρήσιμο να δούμε ποιές είναι οι προϋποθέσεις, για να θεωρήσουμε ένα ρευστό ασυμπίεστο.

			Π.χ ας θεωρήσουμε ένα μονοδιάστατο ημιτονοειδές ακουστικό κύμα, στο οποίο η μεταβολή της πυκνότητας δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρx,t=Asinkx-ωt,





						
							
							(3.16)

						
					

				
			

			όπου η συχνότητα 

ω

 και το κυματοδιάνυσμα k συνδέονται με την σχέση διασποράς ω=ck, για ακουστικά κύματα, όπου c είναι η ταχύτητα του ήχου. Ο λόγος του τρίτου προς τον πρώτο όρο στην (3.15) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u∂ρ∂x∂ρ∂t=uc,





						
							
							(3.17)

						
					

				
			

			όπου c η ταχύτητα του ήχου στο ρευστό και u η χαρακτηριστική ταχύτητα ροής. Αλλά, για συνήθεις ροές ισχύει 

uc≪1

 και επομένως, ακόμα και για συμπιεστά ρευστά, μπορούμε να παραλείψουμε τον όρο μεταφοράς 

u→⋅∇→ρ

, αν η ταχύτητα ροής είναι πολύ μικρότερη από την ταχύτητα των ακουστικών κυμάτων στο ρευστό. Υπάρχουν όμως εξαιρέσεις, όπως π.χ σε κύματα σοκ, όπου η μεταβολή της πυκνότητας στο χώρο είναι σχεδόν άπειρη, με ταχύτητες μεγαλύτερες του c. Αυτή η περίπτωση είναι αντικείμενο ενός πιο ειδικευμένου κεφαλαίου, που περιλαμβάνει και θερμοδυναμική θεώρηση.

			Ο λόγος της ταχύτητας ροής προς την ταχύτητα του ήχου (δες παράγραφο 1.8) ονομάζεται αριθμός Mach (συμβολίζεται ως Ma):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Mach= ταχύτητα ροήςταχύτητα ήχου=u0c,





						
							
							(3.18)

						
					

				
			

			όπου 

u0

 είναι η χαρακτηριστική ταχύτητα της ροής. Εάν ο αριθμός Mach είναι μικρός (Ma < 0.3), τότε μπορούμε να παραλείψουμε τον όρο 

u→⋅∇→ρ

, σε σύγκριση με τον 

ρ∇→⋅u→

.

			Η κύρια διαφορά μεταξύ υδροδυναμικής και αεροδυναμικής είναι στην ιδιότητα της συμπιεστότητας, η οποία συνδέεται και με την ταχύτητα του ήχου στο αντίστοιχο μέσο. Χαρακτηριστικές τιμές για τον αέρα και το νερό είναι:

			cS(αέρα)=300m/sec,

			cS(νερό)=1500m/sec.

			Για συνήθεις ροές στον αέρα, υ(αέρα)

≈100 km/hr≫υνερό:



			Mach(αέρα) 

≃

 O(1) συμπιεστό,

			Mach(νερό) << 1 ασυμπίεστο.

			Στη συνέχεια, θα περιοριστούμε σε μία μονοδιάσταση ροή, για να δείξουμε ότι η συνθήκη για την παράλειψη του τρίτου όρου στην (3.15), σε σχέση με το δεύτερο, είναι επίσης Ma<<1, γενικεύοντας το προηγούμενο αποτέλεσμα, για την ειδική περίπτωση διάδοσης ημιτονοειδούς ακουστικού κύματος. Σε μία διάσταση, θέλουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u∂ρ∂x≪ρ∂u∂x      ή     |δρρ|≪|δuu|.





						
							
							(3.19)

						
					

				
			

			Όπως είδαμε (Κεφ. 1.8), η ταχύτητα του ήχου σε ρευστά ικανοποιεί67:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c2=∂P∂ρ,





						
							
							(3.20)

						
					

				
			

			όπου P η πίεση. Έτσι, για μεταβολή της πυκνότητας κατά δρ, έχουμε μεταβολή της πίεσης κατά:

			



δP=c2δρ.





			Η μεταβολή της πίεσης, όμως, σύμφωνα με την αρχή του Bernoulli68, συνδέεται και με μεταβολή της ταχύτητας ροής στο ίδιο σημείο. Έχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δP=-ρuδu.





						
							
							(3.21)

						
					

				
			

			Με διαίρεση των δύο τελευταίων εξισώσεων και λήψη απόλυτων τιμών, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δρ/ρδu/u=u2c2=Ma2.





						
							
							(3.22)

						
					

				
			

			Η σχέση αυτή μπορεί να γενικευτεί σε τρεις διαστάσεις. Στην (3.21) παραλείψαμε τη μεταβολή της πυκνότητας, σε σχέση με τη μεταβολή της ταχύτητας, αλλά το αποτέλεσμα της (3.22) μας δικαιώνει. Εν γένει, όταν ο αριθμός Mach είναι μικρός, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η ροή είναι ασυμπίεστη.

			3.3.2 Περιορισμοί στο πεδίο ταχύτητας και επιτάχυνση για ασυμπίεστη ροή

			Η αρχή της συνέχειας για ασυμπίεστα ρευστά βάζει σημαντικούς περιορισμούς στο πεδίο ταχύτητας (επομένως και στην επιτάχυνση), που θα διερευνήσουμε στη συνέχεια. Αυτοί προέρχονται από τον μηδενισμό της απόκλισης του πεδίου ταχύτητας, δηλαδή 

∇→⋅u→=0

.

			Για το παράδειγμα της κυκλικής ροής, με μόνο εφαπτομενική συνιστώσα, 

uϕ

 (

ϕ

), έχουμε:

			



∇→⋅u→=1R∂∂ϕuϕ=0.





			Η εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας δεν μπορεί να εξαρτάται από τη γωνία περιστροφής 

ϕ

, εκτός αν επιτρέψουμε και μία μικρή ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας. Από τη συνέχεια της μάζας δεν προκύπτει περιορισμός για την εξάρτηση της 

uϕ

 (R), από την ακτίνα R. Αυτό θα προσδιοριστεί από τις εξισώσεις κίνησης, τις οποίες θα δώσουμε στο επόμενο κεφάλαιο. Ήδη, όμως, από τον περιορισμό της εξίσωσης συνέχειας, τα σωματίδια κινούνται σε ομαλή κυκλική τροχιά και περιμένουμε μόνο ακτινική επιτάχυνση:

			



aR=-uϕ2R,





			όπως θα επιβεβαιωθεί και από την (3.33). Επίσης, οι δυνάμεις που ασκούνται στα σωματίδια έχουν μόνο ακτινική συνιστώσα και μάλιστα προς τον άξονα, με εξάρτηση μόνο από την ακτίνα R.

			Αντίστοιχα, για την ακτινική κυλινδρική ροή με uR(R), έχουμε:

			



∇→⋅u→=1R∂∂RRuR=0,





			μόνο αν 

uR∼1R

, και αυτό είναι αναμενόμενο, ώστε να διατηρείται σταθερή η ροή μάζας δια μέσω κυλίνδρων αυξανόμενης ακτίνας R . Έτσι, ενώ το πεδίο ταχύτητας πέφτει σαν 

1R

 και η επιφάνεια του κυλίνδρου αυξάνει ανάλογα του R , ο ρυθμός ροής μάζας διατηρείται σταθερός. Πάλι, η επιτάχυνση είναι ακτινικά και προς τον άξονα, ανεξάρτητα από το πρόσημο της ταχύτητας. Ομοίως, και η δύναμη στο σωματίδιο είναι στην ίδια κατεύθυνση.

			Στα προηγούμενα παραδείγματα ροής, μόνο με ακτινική επιτάχυνση, είδαμε ότι υπάρχουν σημαντικοί περιορισμοί στο πεδίο ταχύτητας, λόγω της εξίσωσης συνέχειας. Είτε αναφερόμαστε για κυκλική ροή (εφαπτομενική ταχύτητα) είτε για ακτινική ροή (ακτινική ταχύτητα), έχουμε μόνο εξάρτηση από την ακτίνα R και όχι από την γωνία 

ϕ

. Ο περιορισμός αυτός δεν υπάρχει, αν η ροή μας έχει ακτινική και εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας. Η εξίσωση συνέχειας της μάζας μας δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→⋅u→=1R∂∂RRuR+1R∂∂ϕuϕ=0.





						
							
							(3.23)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 3.5: Στοιχείο επιφάνειας για την εξίσωση συνέχειας για δισδιάστατη ροή. 

			Η σχέση αυτή εκφράζει το γεγονός ότι, αν έχουμε συσσώρευση ρευστού λόγω της βαθμίδας της εφαπτομενικής ταχύτητας, αυτή θα διαφύγει στην ακτινική κατεύθυνση (δες Σχ. 3.5). Αυτό προϋποθέτει ότι η ακτινική συνιστώσα έχει βαθμίδα στην ακτινική κατεύθυνση και η εφαπτομενική συνιστώσα εξαρτάται τουλάχιστον από την γωνία 

ϕ

. Μάλιστα, εύκολα διαπιστώνουμε ότι η υπόθεση uR(R), 

uϕ

 (

ϕ

) δεν είναι συμβατή με την εξίσωση συνέχειας, εκτός από ειδικές περιπτώσεις. Εδώ, και οι δύο συνιστώσες πρέπει να εξαρτώνται και από τις δύο συντεταγμένες. Έτσι, αν θεωρήσουμε ότι η γωνιακή εξάρτηση της 

uϕ

 είναι της μορφής 

∼sinmϕ

, όπου m είναι ακέραιος αριθμός, ώστε να είναι περιοδική ως προς

 ϕ

, για μόνιμη ροή, τότε η

 uR~cosmϕ

, από την εξίσωση συνέχειας, η οποία επιπλέον μας δίνει και μια σχέση για την ακτινική εξάρτηση μεταξύ των δύο συνιστωσών. Αν, όμως, εξετάσουμε την επιτάχυνση, θα δούμε ότι αυτή θα έχει όρους με 

sin2mϕ

 κτλ. Ομοίως, και η δύναμη θα έχει παρόμοιες εξαρτήσεις και θα είναι δύσκολο να ικανοποιηθεί.

			[image: ]

			Σχήμα 3.6: Ροή σε κυλινδρικό σωλήνα. 

			Για να δούμε ότι η εξίσωση συνέχειας είναι πολύ χρήσιμη, για την λύση προβλημάτων ροής, ιδιαίτερα όταν έχουμε “συμμετρική” ροή, ας δούμε το παράδειγμα της ροής, μέσα σε ένα οριζόντιο κυλινδρικό σωλήνα χωρίς βαρύτητα (δες Σχ.3.6). Στην περίπτωση αυτή, για ασυμπίεστο ρευστό, έχουμε σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			



∇→⋅u→=1R∂∂RRuR+1R∂∂ϕuϕ+∂∂zuz=0.





			Ελλείψει βαρύτητας, θεωρούμε την ιδανική περίπτωση, όπου έχουμε μόνο οριζόντια συνιστώσα ταχύτητας, uz. Εδώ, φυσικά, χωράει πολύ συζήτηση, διότι υποθέτουμε ότι η ροή μας είναι σε στρώματα και δεν έχουμε ανάμιξη λόγω τύρβης. Μπορούμε να δεχθούμε ότι αυτό είναι δυνατό, για μέτριες ταχύτητες και αργότερα θα δώσουμε και ποσοτικούς περιορισμούς69. Τότε, η αρχή της συνέχειας μας δίνει 

∂∂zuz=0

, δηλαδή η ταχύτητα είναι ανεξάρτητη της z-συνιστώσας. Η επόμενη λογική υπόθεση είναι, ότι έχουμε και κυλινδρική συμμετρία, δηλαδή λόγω έλλειψης βαρύτητας, έχουμε ανεξαρτησία από τη γωνία 

ϕ

, και η z-συνιστώσα της ταχύτητας είναι μόνο συνάρτηση του R και του χρόνου t, ώστε uz(R,t). Αν η διαφορά πίεσης στα δύο άκρα είναι ανεξάρτητη του χρόνου, τότε και η ροή είναι μόνιμη και έχουμε μόνο uz(R), συνεπώς η δουλειά μας έχει γίνει πολύ πιο εύκολη. Για να βρούμε την εξάρτηση απο την ακτίνα, πρέπει να γνωρίζουμε τη βαθμίδα πίεσης ή άλλες δυνάμεις και θα πρέπει να καταφύγουμε στην εξίσωση διατήρησης της ορμής, που είναι το αντικείμενο του επόμενου κεφαλαίου.

			Παράδειγμα Αξοσυμμετρικής ροής: Ας θεωρήσουμε την τρισδιάστατη αξοσυμμετρική ροή, με συνιστώσες ταχύτητας:

			



u→r,θ={urr,θ,0,uθr,θ},





			όπου η κίνηση των σωματιδίων γίνεται σε ένα επίπεδο, που διέρχεται από τον z-άξονα. Έτσι, δεν έχουμε 

uϕ

 συνιστώσα ούτε εξάρτηση από τη γωνία 

ϕ

. Εάν γνωρίζουμε μία συνιστώσα της ταχύτητας, για ασυμπίεστη ροή, μπορούμε να βρούμε την άλλη, χρησιμοποιώντας την εξίσωση συνέχειας. Έστω π.χ. ότι γνωρίζουμε την ακτινική συνιστώσα:

			



urr,θ=μdcosθr3,





			όπου μ είναι μία σταθερά. Από το μηδενισμό της απόκλισης του πεδίου ταχύτητας, έχουμε, σε σφαιρικές συντεταγμένες, για την uθ(r,θ) συνιστώσα:

			



1r2-μdr2cosθ+1rsinθ∂∂θuθsinθ=0,





			και με ολοκλήρωση ως προς θ:

			



uθ=μdsinθ2r3+frsinθ ,





			όπου f(r) είναι μια αυθαίρετη συνάρτηση, που μπορούμε να την προσδιορίσουμε, αν γνωρίζουμε κάποιες οριακές συνθήκες για το πεδίο ταχύτητας. Έτσι το πρόβλημα έχει άπειρες λύσεις, από τις οποίες η πιο απλή είναι για f(r)=0.

			Για να έχουμε περισσότερες πληροφορίες για τη ροή και το φυσικό νόημα της σταθεράς μ, θα υπολογίσουμε την κυκλοφορία, για μία κυκλική καμπύλη C (γύρω από την αρχή), στο επίπεδο x-z. Μόνο η uθ συνιστώσα συνεισφέρει στο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα:

			



∮Cu→⋅dl→=∫02πdθruθr,θ=μdr2∫02πdθsinθ=0,





			που σημαίνει ότι η μέση τιμή του στροβιλισμού, πάνω στην επιφάνεια, που περικλείεται από την καμπύλη C, μηδενίζεται. Ας υπολογίσουμε τώρα τη ροή, μέσω μιας σφαιρικής επιφάνειας ακτίνας r. Εύκολα δείχνει κανείς ότι και στην περίπτωση αυτή, το αποτέλεσμα είναι μηδέν για κάθε ακτίνα, όπως αναμένεται από τον μηδενισμό της απόκλισης του πεδίου ταχύτητας. Το γεγονός ότι η ταχύτητα έχει και γωνιακή εξάρτηση σημαίνει ότι δεν έχουμε να κάνουμε με μία σημειακή πηγή, αν και οποιαδήποτε πηγή είναι εντοπισμένη στο σημείο r=0. Στο Κεφ 5.5, θα δούμε ότι η πηγή είναι ένα σημειακό δίπολο ροής.

			3.4 Υλική παράγωγος

			Στη μετάβαση στο συνεχές είδαμε ότι, για να περιγράψουμε τη ροή, αρκεί ένας μικρός αριθμός από μακροσκοπικές μεταβλητές, τις οποίες θεωρούμε συναρτήσεις της θέσης 

r→

 στο χώρο και του χρόνου t. Τέτοιες π.χ. είναι η πυκνότητα 

ρr→,t

, η τοπική ταχύτητα 

u→r→,t

, η τοπική πίεση 

Pr→,t

 και η τοπική θερμοκρασία 

Tr→,t

. Έτσι, έχουμε μία σημαντική απλοποίηση, διότι απαλείψαμε τις συντεταγμένες των σωματιδίων, οι οποίες είναι άπειρες, ως προς τον αριθμό. Στην περιγραφή Euler, όμως, υπάρχει μία σημαντική αδυναμία, όταν θέλουμε να γράψουμε την εξίσωση του Νεύτωνα70:

			



ρdu→dt=f→,





			για την κίνηση μιας «ρευστής μάζας» με σταθερή πυκνότητα ρ και 

f→

 τη δύναμη ανά μονάδα όγκου του ρευστού. Στη σωματιδιακή μηχανική, η επιτάχυνση ενός σωματιδίου (που μπαίνει στην εξίσωση του Νεύτωνα) προϋποθέτει ότι παρακολουθούμε την κίνηση του σωματιδίου, κατά μήκος της τροχιάς του, στο πνεύμα Lagrange. Το ερώτημα είναι πώς γράφουμε την επιτάχυνση στην περιγραφή Euler, χρησιμοποιώντας το πεδίο ταχύτητας 

u→r→,t

. Το σίγουρο είναι, ότι δεν είναι απλώς 

∂u→∂t

, διότι εδώ δεν έχουμε καθόλου μετατόπιση, αλλά απλώς παρακολουθούμε την τοπική (σε σταθερό σημείο) μεταβολή της ταχύτητας με το χρόνο. Έτσι π.χ. αν είχαμε μία κυκλική μόνιμη (ανεξάρτητη του χρόνου) ροή, η μερική παράγωγος μας δίνει μηδέν, αλλά γνωρίζουμε ότι, στην περίπτωση αυτή, έχουμε κεντρομόλο επιτάχυνση.

			Για να βρούμε την επιτάχυνση, πρέπει να υπολογίσουμε την μεταβολή της ταχύτητας του σωματιδίου σε χρόνο δt, καθώς έχει μετατοπιστεί κατά 

δr→t

, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



επιτάχυνση σωματιδίου=limδt→0⁡u→r→+δr→,t+δt-u→r→,tδt ,





						
							
							(3.24)

						
					

				
			

			Όπου, στο χρόνο δt, το σωματίδιο, που ήταν στην θέση 

r→,

 μετατοπίστηκε κατά 

δr→=u→δt

, καθότι, για μικρό δt, η μετατόπιση είναι παράλληλη προς την ταχύτητα ή αλλιώς, για μικρό χρονικό διάστημα, η γραμμή ροής και η τροχιά του σωματιδίου διαφέρουν ελάχιστα.

			Ο παραπάνω ορισμός ισχύει για τον ρυθμό μεταβολής κάθε φυσικής ποσότητας 

Tr→,t

 του σωματιδίου, που κινείται. Με άλλα λόγια, το ερώτημα είναι το εξής: Αν η τιμή της T στο σημείο 

r→=r0→

 σε χρόνο t=t0 είναι T0, τότε ποιά είναι η τιμή της στο σημείο 

r→=r0→+u→dt

, στον χρόνο t=t0+dt καθώς dt→0, όπου 

u→

 η ταχύτητα του υγρού και 

dr→=u→dt

 είναι η μεταβολή της θέσης της μάζας, σε χρόνο dt; Η περίπτωση αυτή έχει εφαρμογή για το ρυθμό μεταβολής της θερμοκρασίας, στο εξωτερικό μιας κινούμενης βάρκας. Είναι προφανές ότι η θερμοκρασία μεταβάλλεται και χρονικά και λόγω της μετακίνησης σε νερά, με διαφορετική θερμοκρασία. Ο ρυθμός αυτός είναι διαφορετικός από αυτόν, που θα μετρήσει μια ακίνητη βάρκα στο εξωτερικό της, που είναι απλώς η μερική παράγωγος.

			Εν γένει, λοιπόν, η μικρή μεταβολή δΤ, που οφείλεται σε μικρές μεταβολές δt του χρόνου, και δx, δy, δz στις καρτεσιανές συντεταγμένες θέσης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δT=∂T∂tδt+∂T∂xδx+∂T∂yδy+∂T∂zδz,





						
							
							(3.25)

						
					

				
			

			και ο ρυθμός μεταβολής είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δTδt=∂T∂t+∂T∂xu+∂T∂yυ+∂T∂zw,





						
							
							(3.26)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε:

			



u→=dr→dt=ui^+υj^+wκ^.





			Στο όριο 

δt→0

, αυτή η παράγωγος ονομάζεται υλική παράγωγος, συμβολίζεται71 ως 

ddt

 ή ως 

DDt

, για να τονιστεί η ιδιαίτερη φυσική του σημασία, ότι είμαστε στην περιγραφή Euler και, όπως τονίσαμε, παρακολουθεί τη στοιχειώδη μάζα του υγρού κατά τη μετακίνηση του, για αυτό και συχνά ονομάζεται σωματιδιακή παράγωγος.

			Υλική παράγωγος 

≡

 Χρονική παράγωγος καθώς  ακολουθούμε την κίνηση. 

			Η (3.26) γράφεται εν συντομία:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DTDt=∂T∂t+u→⋅∇→T,





						
							
							(3.27)

						
					

				
			

			και μας οδηγεί στον ορισμό του τελεστή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DDt=∂∂t+u→⋅∇→Υλική παράγωγοςτοπική  παράγωγος παράγωγος μεταφοράς





						
							
							(3.28)

						
					

				
			

			Ο τελεστής D/Dt, όπως φαίνεται στην (3.28), λόγω του αναλλοίωτου του εσωτερικού γινομένου, δεν εξαρτάται από τις συγκεκριμένες συντεταγμένες, που χρησιμοποιήσαμε, κάτι που είναι σύμφωνο και με τη φυσική μας διαίσθηση. Έτσιτσι αντί π.χ. για καρτεσιανές συντεταγμένες, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε κυλινδρικές συντεταγμένες. Ιδιαίτερα δε, αν η ροή έχει κυλινδρική συμμετρία, η δεύτερη είναι η ενδεδειγμένη επιλογή.

			Το φυσικό νόημα της (3.26) ή (3.27) είναι το εξής: Η θερμοκρασία μιας μάζας ρευστού εν κινήσει μεταβάλλεται, είτε διότι όλο το πεδίο της θερμοκρασίας μεταβάλλεται με το χρόνο (δηλ. ο όρος 

∂T∂t

) είτε διότι η μάζα μετακινήθηκε σε μια περιοχή, όπου η θερμοκρασία είναι διαφορετική, δηλαδή 

u→⋅∇→T

. Ο δεύτερος όρος οφείλεται αποκλειστικά στη μεταφορά του υγρού, κατά μήκος μιας καμπύλης C και θα μπορούσαμε να τον ονομάσουμε ρυθμό μεταβολής λόγω μεταφοράς. Το τελευταίο ισχύει, ακόμα και αν η θερμοκρασία σε κάθε σημείο είναι ανεξάρτητη του χρόνου (δηλαδή 

∂T∂t=0

), αλλά δεν υπάρχει, αν δεν έχουμε ροή υγρού, δηλαδή αν 

u→=0

 ή αν 

∇→T=0

. Επειδή η 

∇→T

 μας δίνει την κατεύθυνση της μέγιστης μεταβολής της θερμοκρασίας, είναι αναμενόμενο ότι η μεταβολή της θερμοκρασίας της μάζας εν κινήσει, θα εξαρτάται από την προβολή της ταχύτητας στην κατεύθυνση αυτή, ενώ ταυτόχρονα εξαρτάται και από το μέτρο της 

∇→T

 και ταχύτητας 

u→

.

			Από τα παραπάνω, εξάγεται ότι, για κάθε μόνιμη ροή, ο ρυθμός μεταβολής οποιασδήποτε ποσότητας f, καθώς ακολουθούμε το ρευστό σωματίδιο, είναι 

u→⋅∇→f

. Είναι εύκολο να δούμε ότι έτσι είναι. Έστω 

e^s

 ένα μοναδιαίο διάνυσμα, παράλληλο στη γραμμή ροής στο σημείο S και στην ίδια κατεύθυνση όπως η ροή. Τότε:

			



u→⋅∇→f=u→e^s⋅∇→f=u→∂f∂s ,





			όπου s είναι η απόσταση, κατά μήκος της γραμμής ροής. Αλλά, 

∂f∂s

 είναι ο ρυθμός μεταβολής της f με την απόσταση, κατά μήκος της γραμμής ροής. Αν τον πολλαπλασιάσουμε με το μέτρο της ταχύτητας ροής 

|u→|

, θα μας δώσει το ρυθμό μεταβολής με το χρόνο, καθώς ακολουθούμε το σωματίδιο ρευστού κατά μήκος της γραμμής ροής. Εάν δε, συμβαίνει να έχουμε 

u→⋅∇→f=0

, τότε η f είναι σταθερή κατά μήκος της γραμμής ροής που διέρχεται από το σημείο.

			Ο όρος 

u→⋅∇→f

 μηδενίζεται σε τρεις περιπτώσεις, οπότε έχουμε μόνο τοπική μεταβολή:

			
					αν 

u→=0

.

					

∇→f=0

, δηλ. ομογενές πεδίο f.

					

u→

 είναι εφαπτόμενο στις επιφάνειες σταθερού f.

			

			Ας επανέλθουμε τώρα στην επιτάχυνση, δηλαδή στην μεταβολή της ταχύτητας 

u→

, ακολουθώντας την κίνηση του υγρού σωματιδίου, η οποία φυσικά είναι διανυσματικό μέγεθος. Οι τρεις συνιστώσες του είναι βαθμωτά πεδία και μπορούμε, για κάθε συνιστώσα της ταχύτητας 

u→=u,υ,w

, να γράψουμε την αντίστοιχη της εξίσωσης (3.27), δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DuDt=∂u∂t+u→⋅∇→u,



 



DυDt=∂υ∂t+u→⋅∇→υ,



 



DwDt=∂w∂t+u→⋅∇→w,





						
							
							(3.29)

						
					

				
			

			ή με διανυσματική πρόσθεση των τριών σχέσεων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Du→Dt=∂u→∂t+u→⋅∇→⋅u→.





						
							
							(3.30)

						
					

				
			

			3.5 Επιτάχυνση του ρευστού σωματιδίου

			Με ένα σύστημα, το οποίο κινείται, δεν συνδέουμε μόνο την επιτάχυνση, αλλά και άλλες βαθμωτές ή διανυσματικές ποσότητες, όπως η ορμή, η ενέργεια, η στροφορμή, η κυκλοφορία κτλ. Είναι προφανές ότι, για οποιαδήποτε διανυσματική ποσότητα 

A→

, που μεταφέρεται με την ύλη, έχουμε, για τον ολικό ρυθμό μεταβολής της, καθώς ακολουθούμε την ροή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DA→Dt=∂A→∂t+u→⋅∇→A→,





						
							
							(3.31)

						
					

				
			

			που οφείλεται σε κάποιους παράγοντες, τους οποίους πρέπει να γνωρίζουμε. Π.χ., για τον ρυθμό μεταβολής της ορμής του σωματιδίου, πρέπει να γνωρίζουμε τις εξωτερικές δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα, σε κάθε χρονική στιγμή, κ.ο.κ..

			Έτσι, και η ποσότητα:

			



a→=Du→Dt,  στιγμιαία επιτάχυνση ρευστού σωματιδίου





			είναι η στιγμιαία επιτάχυνση της μάζας του υγρού, όταν είναι στο σημείο (x,y,z). Εάν παρακολουθήσουμε τη ροή στους καταρράκτες της Έδεσσας, θα δούμε ότι η ροή είναι μόνιμη, με καλή προσέγγιση, δηλαδή 

∂u→∂t=0

, σε κάθε σημείο. Αν, όμως, αφήσουμε ένα κομμάτι ξύλο, γρήγορα αντιλαμβανόμαστε, ότι έχει επιτάχυνση κατά την πτώση του. Αυτή οφείλεται στη βαρύτητα και στην περιγραφή Euler είναι η συνεισφορά του όρου μεταφοράς.

			Για να απομυθοποιήσουμε την έννοια της υλικής παραγώγου, θα δώσουμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα. Θεωρούμε την ομαλή περιστροφή ρευστού, με γωνιακή ταχύτητα ω0, για την οποία το πεδίο ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες είναι:

			



u→=0,uϕ=ω0R,0.





			Επειδή 

∂u→∂t=0

, μόνο ο όρος μεταφοράς συνεισφέρει στην επιτάχυνση, και έχουμε:

			



a→=u→⋅∇→u→=uϕ1R∂∂ϕu→=uϕ21R∂∂ϕe^ϕ=-ω02Re^R.





			Το αποτέλεσμα αυτό είναι αναμενόμενο, διότι δεν είναι άλλο από την γνωστή μας κεντρομόλο επιτάχυνση.

			Για το παράδειγμα αυτό, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε και καρτεσιανές συντεταγμένες, με:

			



u→=ux,uy,0=-ω0y,ω0x,0.





			Πάλι, έχουμε την κεντρομόλο επιτάχυνση:

			



a→=u→⋅∇→u→=-ω0y∂∂x+ω0x∂∂yu→=-ω02x,y,0=-ω02Re^R.





			Η απλότητα του αποτελέσματος δεν φαίνεται, αν αναπτύξουμε τη σχέση, για την επιτάχυνση του ρευστού, για γενικό πεδίο ταχύτητας 

u→r→,t≡ur→,t, υr→,t,wr→,t

, σε καρτεσιανές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ax=∂u∂t+u∂u∂x+υ∂u∂y+w∂u∂z ,



 



ay=∂υ∂t+u∂υ∂x+υ∂υ∂y+w∂υ∂z ,



 



az=∂w∂t+u∂w∂x+υ∂w∂y+w∂w∂z .





						
							
							(3.32)

						
					

				
			

			Στην x-συνιστώσα της επιτάχυνσης συνεισφέρουν και οι τρεις βαθμίδες της x-συνιστώσας της ταχύτητας, καθώς και οι τρεις συνιστώσες της ταχύτητας. Έτσι, ενώ είναι εύκολο να υπολογίσουμε την επιτάχυνση από το πεδίο ταχύτητας, το αντίστροφο είναι δύσκολο. Και στην πραγματικότητα, αυτή είναι η κατεύθυνση. Διότι, από τη γνώση των εξωτερικών και εσωτερικών δυνάμεων, έχουμε την επιτάχυνση. Ευτυχώς για μας, σε πολλές περιπτώσεις, δεν θα ακολουθήσουμε αυτή τη διαδικασία, όταν το πρόβλημα έχει υψηλό βαθμό συμμετρίας και έχουμε ασυμπίεστη ροή. Εάν, λόγω συμμετρίας, μόνο μία συνιστώσα είναι διάφορη του μηδενός, τότε, για ασυμπίεστη ροή, μπορούμε να λύσουμε τη γραμμική εξίσωση 

∇→⋅u→=0

, ικανοποιώντας ταυτόχρονα τις οριακές τιμές της ταχύτητας.

			Ας δούμε λεπτομερέστερα τους επιμέρους όρους, στις συνιστώσες της επιτάχυνσης. Στην x-συνιστώσα, ο πρώτος όρος αντιστοιχεί σε μη μόνιμη ροή, ενώ ο δεύτερος απαιτεί βαθμίδα στην κατεύθυνση κίνησης και συνεισφέρει και σε μονοδιάστατη ροή στην x-κατεύθυνση. Ο τρίτος όρος απαιτεί όχι μόνο υ-συνιστώσα αλλά και εξάρτηση της u από το y, και τούτο, διότι στον χρόνο dt, η υ-συνιστώσα μεταφέρει το σωματίδιο κατά μήκος του y και στη νέα θέση, πιθανόν η u-συνιστώσα της ταχύτητας να είναι διαφορετική. Ο όρος αυτός δεν συνεισφέρει όταν, είτε η υ-συνιστώσα μηδενίζεται είτε η u-συνιστώσα δεν έχει βαθμίδα στην y-κατεύθυνση. Παρόμοια σχόλια ισχύουν και για τις άλλες συνιστώσες της επιτάχυνσης.

			Παρά την πολυπλοκότητα, για συμμετρικές ροές (που προϋποθέτουν και συμμετρικές οριακές συνθήκες) έχουμε σημαντικές απλοποιήσεις. Π.χ., για την ροή 

u→=uy,0,0

, δεν έχουμε καθόλου επιτάχυνση σύμφωνα με τις (3.32). Αυτό είναι προφανές και από το διάγραμμα των γραμμών ροής (Σχ. 2.13β), διότι οι τροχιές των ρευστών σωματιδίων, που συμπίπτουν με τις γραμμές ροής για μόνιμη ροή, είναι ευθύγραμμες στην x-κατεύθυνση και το μέτρο της ταχύτητας είναι σταθερό για κάθε τροχιά. Έτσι, παρόλο που έχουμε βαθμίδα 

∂u∂y

, δεν έχουμε υ-συνιστώσα της ταχύτητας, ώστε να έχουμε ανάμιξη μεταξύ των γραμμών ροής. Ταυτόχρονα, αν μία συνιστώσα ταχύτητας μηδενίζεται παντού, τότε δεν περιμένουμε και επιτάχυνση στην κατεύθυνση αυτή. Στο παράδειγμά μας, δεν έχουμε επιτάχυνση στις δύο άλλες κατευθύνσεις.

			Για δισδιάστατη μόνιμη ροή, με 

u→=ux,y,υx,y,0

, έχουμε για τις συνιστώσες επιτάχυνσης:

			



ax=u∂u∂x+υ∂u∂y ,



 



ay=u∂υ∂x+υ∂υ∂y .





			Αν το δισδιάστατο πεδίο ροής έχει συνιστώσες (u(x), υ(y)), τότε:

			



ax=u∂u∂x ,  ay=υ∂υ∂y ,





			ενώ, αν το πεδίο είναι (u(y), υ(x)), τότε:

			



ax=υ∂u∂y,  ay=u∂υ∂x .





			[image: ]

			Σχήμα 3.7: Επιτάχυνση σε μόνιμη καμπυλόγραμμη τροχιά. Επικαμπύλια επιτάχυνση, λόγω βαθμίδας του μέτρου ταχύτητας κατά μήκος της τροχιάς και κεντρομόλο επιτάχυνση, λόγω αλλαγής κατεύθυνσης. 

			O όρος 

u→⋅∇→u→

 μηδενίζεται μόνο, όταν δεν υπάρχει μεταβολή του 

u→

 στην κατεύθυνση του 

u→

. Αν όλα τα στοιχεία του ρευστού ακολουθούν ευθύγραμμη τροχιά, με σταθερή ταχύτητα, τότε αυτός ο όρος στην επιτάχυνση μηδενίζεται. Επιτάχυνση έχουμε πάντα, όταν οι γραμμές ροής αλλάζουν κατεύθυνση ή αν το μέτρο της ταχύτητας, κατά μήκος της γραμμής ροής, αλλάζει, ακόμη και όταν η ροϊκή γραμμή είναι ευθεία (Σχ. 3.7). Η φυσική εικόνα αυτού του όρου φαίνεται πιο εύκολα σε δύο διαστάσεις, αν πάμε σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Σε κάθε σημείο μιας γραμμής ροής, ορίζουμε δύο κάθετα μεταξύ τους μοναδιαία διανύσματα 

e^t

 και 

e^n

, τα οποία είναι αντίστοιχα εφαπτόμενα και κάθετα στην γραμμή ροής στο συγκεκριμένο σημείο. Θεωρούμε s την συντεταγμένη κατά μήκος της ροϊκής γραμμής, η οποία συνδέεται με τον χρόνο με ds=υdt και 

υs=|u→|

 το μέτρο της ταχύτητας, κατά μήκος της ροικής γραμμής, δηλαδή 

u→=υe^t

. O όρος:

			



u→⋅∇→u→=υddsu→=υdυdse^t+υ2de^tds=υdυdse^t-υ2Re^n,





			όπου R είναι η ακτίνα καμπυλότητας της ροϊκής γραμμής στο σημείο. Χρησιμοποιήσαμε, επίσης, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.8α, ότι:

			



de^tds=limds→0e^ts+ds-e^tsds=-1⋅dϕdse^n=-1Re^n,





			και 

ds

 =

Rdϕ

, ενώ ομοίως, στο Σχήμα 3.8β:

			



de^nds=limds→0e^ns+ds-e^nsds=-1⋅dϕdse^t=-1Re^t.





			Ο πρώτος όρος στην επιτάχυνση είναι ο ρυθμός μεταβολής του μέτρου της ταχύτητας με τον χρόνο (επιτρόχια επιτάχυνση), δηλαδή:

			



δυδt=δυδsδsδt=δυδsυ.





			Ο δεύτερος όρος είναι η κεντρομόλος επιτάχυνση και συνδέεται με τη μεταβολή της κατεύθυνσης της ταχύτητας του σωματιδίου. Ο αναγνώστης εύκολα μπορεί να επεκτείνει το αποτέλεσμα αυτό, σε τρεις διαστάσεις.

			[image: ]

			Σχήμα 3.8: Μεταβολή των μοναδιαίων διανυσμάτων γραμμής ροής κατά μήκος της γραμμής.

			Στην προηγούμενη συζήτηση, για τον υπολογισμό της επιτάχυνσης, δεν είπαμε τίποτε για τα αίτια που δημιουργούν αυτή την επιτάχυνση, δηλαδή,, δεν είπαμε για τις δυνάμεις που δημιούργησαν και διατηρούν το πεδίο ταχύτητας. Αυτό αποτελεί το αντικείμενο της αρχής της διατήρησης της ορμής, που θα διερευνηθεί στο επόμενο κεφάλαιο.

			3.5.1 Επιτάχυνση σε κυλινδρικές και σφαιρικές συντεταγμένες.

			Για να υπολογίσουμε την επιτάχυνση σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, πρέπει να θυμόμαστε δύο πράγματα. Το πρώτο είναι, ότι τα ορθογώνια διανύσματα βάσης μεταβάλλονται στο χώρο (κυρίως με τις γωνιακές μετατοπίσεις), σε αντίθεση με τα αντίστοιχα μοναδιαία διανύσματα στο καρτεσιανό σύστημα. Το δεύτερο είναι πρακτική συμβουλή στον υπολογισμό της υλικής παραγώγου 

DDt

. Όταν το 

DDt

 δρα σε μια βαθμωτή ποσότητα 

Φr→

, τότε, στο 

u→⋅∇→Φ

, πρώτα υπολογίζουμε το 

u→⋅∇→u→

, για να εκμεταλλευτούμε τη συμμετρία ροής, όπου τουλάχιστον μία συνιστώσα ταχύτητας μηδενίζεται και στη συνέχεια υπολογίζουμε το 

u→⋅∇→Φ

, ενώ και το αντίστροφο είναι δυνατό. Εάν όμως το 

u→⋅∇→

 δρα σε διάνυσμα, τότε η ύπαρξη της παρένθεσης υποδεικνύει την σειρά στην πράξη 

u→⋅∇→u→

, καθότι ο ορισμός του 

∇→u→

 δεν γίνεται με διανυσματικές πράξεις, με τις οποίες είμαστε εξοικειωμένοι. Σε εφαρμοσμένες επιστήμες, αυτό επιτυγχάνεται με την εισαγωγή των δυαδικών, π.χ. 

i^i^,i^j^⋯,

 δηλαδή γενικευμένων γινομένων διανυσμάτων. Εδώ, θα αποφύγουμε αυτό τον συμβολισμό.

			Σε κυλινδρικές συντεταγμένες, με 

u→≡uR,uϕ,uz

, η επιτάχυνση έχει συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aR=∂uR∂t+uR∂uR∂R+uϕR∂uR∂ϕ+uz∂uR∂z-uϕ2R,





							



aϕ=∂uϕ∂t+uR∂uϕ∂R+uϕR∂uϕ∂ϕ+uz∂uϕ∂z+uRuϕR,





							



az=∂uz∂t+uR∂uz∂R+uϕR∂uz∂ϕ+uz∂uz∂z.





						
							
							(3.33)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις αυτές προκύπτουν, αν θεωρήσουμε τον τελεστή της κλίσης, σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→=e^R∂∂R+e^ϕ1R∂∂ϕ+e^z∂∂z ,





						
							
							(3.34)

						
					

				
			

			και αντικαταστήσουμε, στον όρο της μεταφοράς για την επιτάχυνση, αφού πάρουμε υπόψη μας ότι τα μοναδιαία διανύσματα βάσης, εν γένει μεταβάλλονται στο χώρο, ως προς την κατεύθυνση τους. Έτσι, θα χρειαστούμε τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂∂Re^R=∂∂Re^ϕ=∂∂ze^z=0,





						
							
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂∂ϕe^R=e^ϕ,   ∂∂ϕe^ϕ=-e^R.





						
							
							(3.35)

						
					

				
			

			Ο όρος 

-uϕ2R

, στην (3.33), για αR, προέρχεται από τον όρο 

uϕ1R∂∂ϕuϕe^ϕ

, με παραγώγιση στο μοναδιαίο διάνυσμα 

e^ϕ

, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ1Ruϕ∂∂ϕe^ϕ=-1Ruϕ2e^R.





						
							
							(3.36)

						
					

				
			

			Οι παραπάνω σχέσεις, σε απλές ροές, μας δίνουν γνωστά και κατανοητά αποτελέσματα. Εάν π.χ. η ροή είναι μόνιμη και δισδιάστατη με μόνο 

uϕR, ϕ

 συνιστώσα, δηλαδή κυκλική ροή, τότε οι κυλινδρικές συνιστώσες της επιτάχυνσης δίνονται από τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aR=-uϕ2R,





						
							
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aϕ=uϕR∂uϕ∂ϕ≡12∂uϕ2∂s,





						
							
							(3.37)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε 

ds=Rdϕ

, καθότι 

Rdϕ

 είναι μήκος εφαπτόμενο της τροχιάς. Οι σχέσεις αυτές μας δίνουν την κεντρομόλο και επικαμπύλια επιτάχυνση, αντίστοιχα, για κυκλική κίνηση του υγρού σωματιδίου.

			Εάν η τρισδιάστατη ροή είναι καθαρά ακτινική, 

u→=urr,0,0

 και μόνιμη, τότε έχουμε μόνο ακτινική συνιστώσα της επιτάχυνσης με:

			



aR=uR∂uR∂R.





			Χάριν πληρότητας, θα παραθέσουμε και τις συνιστώσες της επιτάχυνσης, σε σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ar=∂ur∂t+ur∂ur∂r+uθr∂ur∂θ+uϕrsinθ∂ur∂ϕ-uθ2+uϕ2r ,



 



aθ=∂uθ∂t+ur∂uθ∂r+uθr∂uθ∂θ+uϕrsinθ∂uθ∂ϕ+uruθr-uϕ2cotθr ,



 



aϕ=∂uϕ∂t+ur∂uϕ∂r+uθr∂uϕ∂θ+uϕrsinθ∂uϕ∂ϕ+uruϕr+uθuϕrcotθ,





						
							
							(3.38)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε:

			



∇→=e^r∂∂r+e^θ1r1∂θ+e^ϕ1rsinθ∂∂ϕ .





			Οι όροι, που δεν έχουν παραγώγους των συνιστωσών της ταχύτητας, προέρχονται από μεταβολή των μοναδιαίων διανυσμάτων βάσης. Π.χ., ο όρος της ακτινικής επιτάχυνσης μπορεί να γραφεί και ως εξής:

			



ar=∂ur∂t+u→⋅∇→ur-uθ2+uϕ2r,





			όπου, οι δύο τελευταίοι όροι προέρχονται από τη μεταβολή των μοναδιαίων διανυσμάτων 

e^θ

 ως προς θ και ο δεύτερος, από ένα όρο της μεταβολής του 

e^ϕ

 ως προς 

ϕ

. Για τους υπόλοιπους όρους, ισχύουν παρόμοια, αρκεί να θυμόμαστε ότι τα μοναδιαία διανύσματα δεν μεταβάλλονται με το r. Προς διευκόλυνση, δίνονται και οι μεταβολές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂e^r∂θ=e^θ ,       ∂e^r∂ϕ=sinθe^ϕ, 



 



∂e^θ∂θ=-e^r ,    ∂e^θ∂ϕ=cosθe^ϕ, 



 



∂e^ϕ∂θ=0 ,        ∂e^ϕ∂ϕ=-sinθe^r-cosθe^θ. 





						
							
							(3.39)

						
					

				
			

			Από τα παραπάνω, φαίνεται ότι, για ακτινική ροή ur(r), έχουμε μόνο ακτινική επιτάχυνση, με:

			



ar=∂∂rur22 .





			Ας θεωρήσουμε την περίπτωση, με μόνη συνιστώσα την 

uϕθ

. Μία τέτοια ροή μπορεί να προέρχεται από την περιστροφή μιας πεπερασμένης καμπυλωμένης ράβδου, με μηδενική ταχύτητα στα άκρα της ράβδου. Επιπλέον, δηλαδή, έχουμε 

uϕ0=uϕπ=0

. Οι συνιστώσες της επιτάχυνσης, στην περίπτωση αυτή, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ar=-uϕ2r,      aθ=-uϕ2cotθr,        aϕ=0.  





						
							
							(3.40)

						
					

				
			

			Να τονίσουμε ότι, αν και οι συνιστώσες της επιτάχυνσης διαφέρουν ανάλογα με το σύστημα αναφοράς, η επιτάχυνση είναι ίδια. Επίσης, η επιτάχυνση του ρευστού σωματιδίου πρέπει να έχει την ίδια τιμή σε κάθε αδρανειακό σύστημα, που κινείται με σταθερή ταχύτητα 

c→

, δηλαδή να είναι αμετάβλητη στον μετασχηματισμό Γαλιλαίου:

			



x→′=x→-c→t,  u→′=u→-c→,





			όπου στο νέο σύστημα το πεδίο ταχύτητας είναι 

u→′x→′,t

. Για την επιτάχυνση στο νέο αδρανειακό σύστημα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



D′u→′Dt=∂u→′∂t|x→′+u→′⋅∇→′u→′=∂u→′∂t|x→′+u→-c→⋅∇→u→,





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=∂u→∂t+∂x→′∂t⋅∇→u→+u→-c→⋅∇→u→,





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=∂u→∂t-c→⋅∇→u→+u→-c→⋅∇→u→,





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=∂u→∂t+u→⋅∇→u→≡Du→Dt .





						
							
							(3.41)

						
					

				
			

			3.6 Διαχωρισμός επιτάχυνσης λόγω στροβιλισμού

			Είδαμε παραπάνωότι η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας 

∇→⋅u→

 συνδέεται με τη μεταβολή όγκου του ρευστού και, επομένως, με τη συμπιεστότητα στη ροή ενός ρευστού. Ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας 

∇→×u→

 είναι εξίσου σημαντικός για δύο λόγους: (α) Μαζί με την απόκλιση (και υπό ορισμένες οριακές συνθήκες) καθορίζουν πλήρως το πεδίο ταχύτητας και μπορούμε να πούμε ότι είναι οι «πηγές» του πεδίου ταχύτητας, εάν δεν έχουμε ροή από τα όρια. (β) Ο στροβιλισμός του πεδίου, μας δίνει επίσης πληροφορίες, για την περιστροφή των σωματιδίων του ρευστού, καθώς κινούνται στις τροχιές τους. Για τους παραπάνω λόγους, θα προσπαθήσουμε να γράψουμε την επιτάχυνση, ώστε να απομονώσουμε τον όρο που περιέχει στροβιλισμό.

			Ο δεύτερος όρος στην (3.30), μπορεί να αναπτυχθεί ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅∇→⋅u→=u→⋅∑ie^i∂∂xiu→=∑iu→⋅e^i∂u→∂xi,





						
							
							(3.42)

						
					

				
			

			όπου, xi, για i=1,2,3, είναι οι συνιστώσες x,y και z, αντίστοιχα, και 

e^i,

 για i=1,2,3, τα μοναδιαία διανύσματα 

i^,j^,k^

. Με χρήση, από το ανάπτυγμα, του τριπλού εξωτερικού γινομένου, της ιδιότητας:

			



a→⋅b→c→=a→⋅c→b→-a→×b→×c→.





			Έχουμε, για κάθε όρο του αθροίσματος, στο δεξιό μέρος της (3.42):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅e^i∂u→∂xi=u→⋅∂u→∂xie^i-u→×ei×∂u→∂xi=∂∂xi12u2e^i-u→×e^i∂∂xi×u→.





						
							
							(3.43)

						
					

				
			

			Έτσι, ο όρος μεταφοράς της επιτάχυνσης γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅∇→u→=∑i∂∂xi12⋅u2e^i-u→×∑ie^i∂∂xi×u→=∇→12u2-u→×∇→×u→,





						
							
							(3.44)

						
					

				
			

			και με χρήση της  

ζ→=∇→×u→

, η στιγμιαία επιτάχυνση γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a→=∂u→∂t+∇→12u2-u→×ζ→.





						
							
							(3.45)

						
					

				
			

			



ΕπιτάχυνσηΣωματιδίου=Τοπικήεπιτάχυνση+Τροχιακήεπιτάχυνση+ΕπιτάχυνσηΠεριστροφής





			Κατά κάποιο τρόπο, ο τελευταίος όρος είναι η επιτάχυνση, καθώς τα ρευστά σωματίδια περιστρέφονται περί το κέντρο μάζας του σωματιδίου, ενώ ταυτόχρονα κινούνται κατά μήκος των γραμμών ροής. Ο δεύτερος όρος της βαθμίδας της κινητικής ενέργειας μας δίνει την επιτάχυνση λόγω της μεταβολής του μέτρου της ταχύτητας καθώς κινείται κατά μήκος της γραμμής ροής. Η κατεύθυνσή του είναι κάθετη στις καμπύλες σταθερού μέτρου της ταχύτητας και μάλιστα στην κατεύθυνση αύξησης. ’Έτσι για κυκλική ροή με 

uϕ

 (R), ο όρος αυτός έχει ακτινική κατεύθυνση και αν είναι προς το κέντρο η προς τα έξω, εξαρτάται από την ακτινική εξάρτηση. Αν έχουμε ροή σε συγκλίνοντα κυλινδρικό σωλήνα στην +z-κατεύθυνση τότε κατά μήκος του άξονα ο όρος αυτός είναι επίσης στην +z κατεύθυνση. Όταν, όμως, απομακρυνόμαστε προς το κυλινδρικό τοίχωμα, τότε, ανάλογα με την μεταβολή της διατομής, μπορεί να έχουμε και μία συνιστώσα κάθετη και προς τον z-άξονα.

			Η σύγκριση της (3.45) με την (3.32), όταν αναπτύξουμε σε συνιστώσες, είναι χρήσιμη. Εδώ, απλώς να παρατηρήσουμε, ότι η νέα μορφή έγινε με κάποια αναδιάταξη των όρων. Π.χ. η συνεισφορά του όρου 

∇→u22

 στην 

ax

 συνιστώσα, είναι:

			



x^⋅∇→u22=+u∂u∂x+v∂υ∂x+w∂w∂x .





			Από τους τρεις όρους, μόνο ο πρώτος υπάρχει άμεσα στην αx, όπως φαίνεται στην (3.32), ενώ οι άλλοι δύο προσθαφαιρούνται, ώστε το υπόλοιπο να μας δώσει τον όρο με τον στροβιλισμό, δηλαδή την x-συνιστώσα του 

-u→×∇→×u→

. Ο παραπάνω διαχωρισμός είναι χρήσιμος, αλλά θα ήταν σφάλμα να συμπεράνουμε ότι ο όρος της περιστροφής τείνει να συνεισφέρει σημαντικά σε περιστροφική ροή, ενώ ο όρος της κινητικής ενέργειας είναι πιο σημαντικός σε ευθύγραμμη ροή, όπως φαίνεται στα παρακάτω παραδείγματα.

			[image: ]

			Σχήμα 3.9: Κατεύθυνση της επιτάχυνσης, λόγω βαθμίδας του μέτρου ταχύτητας: (α) ομαλή κυκλική ροή και ευθύγραμμη ροή σε (β) συγκλίνοντα κυλινδρικό σωλήνα και (γ) με κάθετη βαθμίδα . 

			Παράδειγμα (α) Για την ευθύγραμμη ροή με 

u→=ay,0,0,  a=σταθερά

, η συνεισφορά από τον όρο της περιστροφής είναι ίση με:

			



ζ→×u→=-∂u∂yk^×ui^=-a2yj^,





			και είναι αντίθετη αυτής, τού όρου της κινητικής ενέργειας, δηλαδή:

			



∇→12u2=a2yj^.





			Έτσι, συνολικά η συνεισφορά των δύο όρων είναι μηδέν, όπως αναμένεται (δες Σχ. 3.9γ), διότι 

u→⋅∇→u→=0

, καθότι έχουμε μόνο ux-συνιστώσα του πεδίου ταχύτητας, ανεξάρτητη του x, δηλαδή σταθερή ταχύτητα.

			Παράδειγμα (β) Για την κυλινδρική ακτινική ροή, με 

u→=Q2πR,0,0, Q=σταθερά

, έχουμε 

∇→×u→=0

. Άρα, μόνο ο όρος της κινητικής ενέργειας συνεισφέρει 

-Q2π21R3e^R

 και η επιτάχυνση είναι προς τον άξονα του κυλίνδρου.

			Παράδειγμα (γ) Ας εξετάσουμε τώρα δύο περιπτώσεις περιστροφικής ροής. Για την περιστροφή, με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

u→=0,uϕ=ω0R,0

, ο όρος της βαθμίδας κινητικής ενέργειας μας δίνει:

			



ddRuϕ22=ω02Re R.





			Ο όρος, λόγω περιστροφής, είναι:

			



ζ→×u→=-2ω0e^z×ω0Re^ϕ=-2ω02Re^R,





			που είναι διπλάσιος, αλλά στην αντίθετη κατεύθυνση, έτσι ώστε το άθροισμα μας δίνει την γνωστή κεντρομόλο επιτάχυνση. Εάν η ταχύτητα έχει 

uϕ=KR, K=σταθερά

, τότε ο όρος περιστροφής δεν συνεισφέρει, λόγω μηδενισμού του στροβιλισμού, και η κεντρομόλος επιτάχυνση προέρχεται από τη βαθμίδα της κινητικής ενέργειας. Τα παραπάνω αποτελέσματα συνοψίζονται στον πίνακα 3.1.
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			Πίνακας 3.1 Συνεισφορά στην επιτάχυνση των όρων στροβιλισμού και βαθμίδας κινητικής ενέργειας.

			3.7 Αστρόβιλο Πεδίο Ταχύτητας

			Από την παράθεση του ορισμού του στροβιλισμού 

ζ→r→,t

, καθίσταται προφανές, ότι αποτελεί ένα διανυσματικό πεδίο και, όπως για κάθε πεδίο, μπορούμε να ορίσουμε γραμμές στροβιλισμού, που, όπως και οι γραμμές ροής, είναι εφαπτόμενες στο διάνυσμα του στροβιλισμού σε κάθε σημείο. Οι υπόλοιπες ιδιότητες, για την πυκνότητα των γραμμών, ισχύουν κατ’ αναλογία. Δυστυχώς, εν γένει, η οπτική απεικόνιση του πεδίου στροβιλισμού (εκτός από ειδικές περιπτώσεις) δεν μας δίνει και την απεικόνιση του πεδίου ταχύτητας. Και τούτο, διότι το πεδίο ταχύτητας καθορίζεται όχι μόνο από τον στροβιλισμό του, αλλά και από την απόκλισή του. Για την περίπτωση, που η ροή είναι ασυμπίεστη, έχουμε μηδενισμό της απόκλισης και η ταχύτητα ορίζεται από τον στροβιλισμό του. Αυτό δεν φαίνεται ιδιαίτερα χρήσιμο, διότι στον ορισμό τού στροβιλισμού έχουμε διανυσματικό διαφορικό τελεστή, που δρα στην ταχύτητα και έχουμε πεπλεγμένες διαφορικές εξισώσεις, για τις συνιστώσες της ταχύτητας.. Εντούτοις, είναι δυνατόν να μετρήσουμε πειραματικά τον στροβιλισμό του πεδίου ταχύτητας, ενώ, για χαρακτηριστικές πηγές του πεδίου ταχύτητας, ο στροβιλισμός είναι γνωστός. Αφήνουμε για το Κεφ. 8, το πρόβλημα υπολογισμού της ταχύτητας, από το στροβιλισμό του, για ασυμπίεστη ροή. Εδώ, αρκεί να αναφέρουμε ότι το πρόβλημα είναι απολύτως ανάλογο, με αυτό του μαγνητικού πεδίου, ανεξάρτητου του χρόνου, λόγω κατανομής ρεύματος. Για την περίπτωση αυτή, η εξίσωση Maxwell μας δίνει 

∇→×B→∼J→

. Για το μαγνητικό πεδίο 

B→

, έχουμε πάντα 

∇→⋅B→=0

, ενώ ο στροβιλισμός του ορίζεται από την κατανομή ρεύματος.

			[image: ] 

			Σχήμα 3.10: Για αστρόβιλη ροή, η κυκλοφορία (α) είναι ανεξάρτητη της διαδρομής, που έχει τα ίδια άκρα, και (β) μηδενίζεται για την κλειστή διαδρομή C. 

			Αν ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας 

u→r→,t

 μηδενίζεται, δηλαδή αν 

ζ→=∇→×u→=0

, τότε λέμε ότι το πεδίο είναι αστρόβιλο ή διατηρητικό. Το πεδίο θεωρείται διατηρητικό, αν το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του πεδίου, κατά μήκος της μετακίνησης (ιδεατής) ενός ρευστού σωματιδίου, από ένα σημείο σε ένα άλλο σημείο, δεν εξαρτάται από την διαδρομή, αλλά από τα δύο σημεία μόνο. Τέτοια παραδείγματα είναι το βαρυτικό πεδίο της δύναμης έλξης από τη Γη ή η δύναμη Coulomb, ανάμεσα σε δύο ηλεκτρικά φορτία και στην περίπτωση αυτή, το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της δύναμης είναι το έργο, έτσι ώστε, αν τα δύο σημεία συμπίπτουν, τότε το συνολικό έργο μηδενίζεται για κάθε κλειστή διαδρομή. Στην περίπτωση του πεδίου ταχύτητας, η αντίστοιχη ποσότητα για μία κλειστή διαδρομή C είναι η κυκλοφορία KC:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



KC=∮Cu→⋅dl→  κυκλοφορία.





						
							
							(3.46)

						
					

				
			

			Από το θεώρημα Stokes έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Cu→⋅dl→=∫S∇→×u→⋅dS→=∫Sζ→⋅dS→,





						
							
							(3.47)

						
					

				
			

			όπου S είναι μια επιφάνεια, που περικλείεται από την κλειστή καμπύλη C. Το δεξιό μέρος μηδενίζεται για αστρόβιλη ροή, και επομένως, και η κυκλοφορία για οποιαδήποτε διαδρομή μηδενίζεται. Όπως και στην περίπτωση του έργου και εδώ η κυκλοφορία, για μια ανοικτή διαδρομή, εξαρτάται μόνο από τα άκρα και όχι από την διαδρομή (δες Σχ.3.10). Στην περίπτωση της αστρόβιλης ροής, μπορούμε να ορίσουμε μία νέα βαθμωτή συνάρτηση Φ=Φ(x,y,z,t), που ορίζει την ταχύτητα ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=-∇→Φ





						
							
							(3.48)

						
					

				
			

			και η Φ ονομάζεται δυναμικό ταχύτητας72. Θα αναφερθούμε αργότερα (Κεφ. 5) σε αυτή την περίπτωση. Εδώ, ας αρκεστούμε να παρατηρήσουμε ότι οι ισοδυναμικές επιφάνειες, δηλαδή Φ(x,y,z,t)=σταθ., είναι ορθογώνιες στις γραμμές ροής, που είναι εξ ορισμού εφαπτομενικές στο διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας για ασυμπίεστη ροή. Από τον ορισμό επίσης του δυναμικού, φαίνεται ότι, όταν 

ζ→=0

, οι γραμμές ροής του υγρού έχουν κατεύθυνση από υψηλό δυναμικό σε χαμηλότερο. Αυτό ισχύει, αν το δυναμικό Φ ορίζεται με το «-» πρόσημο. Συχνά στην βιβλιογραφία, χρησιμοποιείται και το αντίθετο πρόσημο.

			Εδώ, πρέπει να υπενθυμίσουμε την αναλογία με το ηλεκτροστατικό πεδίο 

E→

. Εάν δεν έχουμε χρονοεξαρτημένο μαγνητικό πεδίο, τότε το αντίστοιχο ηλεκτρικό δυναμικό δίνεται από την εξίσωση Poisson, όπου οι πηγές είναι η κατανομή της πυκνότητας του φορτίου, ενώ στον ελεύθερο χώρο ικανοποιεί την εξίσωση Laplace:

			



∇2Φ=0,





			εκτός από μεμονωμένες «πηγές», σημειακές η γραμμικές, αλλά όχι απαραίτητα μηδενικού εύρους, η οποία πρέπει να λυθεί, παίρνοντας υπόψη τις οριακές συνθήκες αλλά και την συμπεριφορά κοντά στις«πηγές».

			Εάν η ροή είναι αστρόβιλη, αλλά συμπιεστή, τότε πάλι μπορούμε να ορίσουμε το δυναμικό 

Φr→,t

, αλλά, στην περίπτωση αυτή, δεν είναι τόσο χρήσιμο. Αυτό, οφείλεται στο γεγονός ότι δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση Laplace. Τότε, πρέπει να πάρουμε υπόψη και την απόκλιση, η οποία δρα ως πηγή, ανάλογα με την κατανομή της απόκλισης στο χώρο. Σε αντίθεση με το ηλεκτρικό αντίστοιχο, όπου συχνά η κατανομή του φορτίου είναι γνωστή, εδώ η απόκλιση εξαρτάται και από την κατανομή της πυκνότητας, μέσω της εξίσωσης της συνέχειας. Αυτό προϋποθέτει τη συνολική επίλυση, μαζί με τις εξισώσεις διατήρησης της ορμής. Ευτυχώς όμως, για ροές με μικρό αριθμό Mach, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η απόκλιση μηδενίζεται. Ιδιαίτερα για δισδιάστατη ασυμπίεστη ροή, μπορούμε να ορίσουμε πάλι μία βοηθητική συνάρτηση, που ονομάζεται συνάρτηση ροής, της οποίας το φυσικό νόημα θα δούμε στο τέλος του κεφαλαίου. Και στην περίπτωση αυτή, η χρησιμότητά της είναι, όταν η ροή είναι και αστρόβιλη. Αν και στην περίπτωση αυτή, έχουμε τη συνάρτηση δυναμικού και η συνάρτηση ροής θα μας φανεί πολύ χρήσιμη.

			3.7.1 Περιστροφή ρευστού σωματιδίου και στροβιλισμός

			Μέχρι τώρα, εισαγάγαμε την έννοια του «σωματιδίου ρευστού», που κινείται κατά μήκος των γραμμών ροής. Η σημειακή αυτή απεικόνιση αποκρύπτει την πραγματική εικόνα και είναι μία προσέγγιση. Καταρχήν το «σωματίδιο» έχει όγκο και, όπως κάθε στερεό σώμα, μπορεί να έχει και περιστροφή, γύρω από κάποιο άξονα του. Ταυτόχρονα, μπορούμε να έχουμε και παραμόρφωση του σχήματος του σωματιδίου. Όπως θα δούμε, όλη αυτή η πληροφορία είναι κρυμμένη στο πεδίο ταχύτητας73 

u→r→

. Τώρα, θα δείξουμε ότι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής, γύρω από άξονα του, συνδέεται με τον στροβιλισμό του πεδίου ταχύτητας.

			[image: ]

			Σχήμα 3.11: Γωνιακή ταχύτητα και παραμόρφωση δύο γραμμών ρευστού για ροή στο x-y επίπεδο.

			Ας θεωρήσουμε, στο Σχ. 3.11, δύο ευθύγραμμα τμήματα AB και BC, με μήκη dy και dx, αντίστοιχα, κάθετα μεταξύ τους, σε χρόνο t=0. Λόγω της ροής, μετά από ελάχιστο χρόνο dt, έχουμε μεταβολή του μήκους των τμημάτων και της μεταξύ τους γωνίας. Σε χρόνο dt, τα ευθύγραμμα τμήματα έχουν μήκη A’B’ και B’C’ και σχηματίζουν γωνίες dβ και dα, αντίστοιχα, με τον αρχικό προσανατολισμό. Μπορούμε να ορίσουμε τη γωνιακή ταχύτητα ωz, γύρω από τον z-άξονα, ως το μέσο ρυθμό της αντίθετης (προς τους δείκτες του ρολογιού) περιστροφής των δύο γραμμών, αφού προσέξουμε ότι η φορά μέτρησης των γωνιών dβ και dα είναι αντίθετη. Έτσι, έχουμε:

			



ωz=12dαdt-dβdt.





			Από τη γεωμετρία του σχήματος, βλέπουμε ότι οι προβολές του 

A′B′

 είναι 

∂u∂ydydt

 και 

dy+∂υ∂ydydt

, ενώ οι αντίστοιχες σχέσεις για το 

B′C′

, είναι: 

dx+∂u∂xdxdt

 και 

∂υ∂xdxdt

. Για μικρό 

dt,

 μπορούμε να προσεγγίσουμε τις γωνίες dα και dβ και να τις συνδέσουμε με παραγώγους της ταχύτητας, δηλαδή:

			



dα=limdt→0tan-1∂υ∂xdxdtdx+∂u∂xdxdt≈∂υ∂xdt,





			



dβ=limdt→0tan-1∂u∂ydydtdy+∂υ∂ydydt≈∂u∂ydt





			και με αντικατάσταση, έχουμε για την γωνιακή ταχύτητα:

			



ωz=12∂υ∂x-∂u∂y.





			Με τον ίδιο τρόπο, βρίσκουμε τις άλλες δύο συνιστώσες της γωνιακής ταχύτητας:

			



ωx=12∂w∂y-∂υ∂z,





			



ωy=12∂u∂z-∂w∂x.





			Αυτές, όμως, είναι οι συνιστώσες (μέχρι μια πολλαπλασιαστική σταθερά) του στροβιλισμού του πεδίου ταχύτητας. Έτσι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω→=12∇→×u→≡12ζ→,





						
							
							(3.49)

						
					

				
			

			



[στροβιλισμός]=2⋅[γωνιακή ταχύτητα σωματιδίου]στο σημείο r→γύρω από το σημείο r→.





			Επειδή η (3.49) είναι διανυσματική σχέση, μας δίνει τη δυνατότητα, από τον υπολογισμό της στροφορμής, να γνωρίζουμε και την κατεύθυνση του άξονα περιστροφής του σωματιδίου, γύρω από τον εαυτό του.

			Από το αποτέλεσμα αυτό, συμπεραίνουμε ότι, για ένα αστρόβιλο πεδίο, τα σωματίδια του ρευστού ακολουθούν τις γραμμές ροής, χωρίς να περιστρέφονται γύρω από τον άξονα τους. Αυτό δεν σημαίνει ότι στο αστρόβιλο πεδίο δεν έχουμε περιστροφή γύρω από άξονα αναφοράς (εκτός του σωματιδίου). Έτσι, μπορούμε να έχουμε καμπυλόγραμμες τροχιές.

			Εάν οι γωνίες dβ και dα είναι ίσες, τότε η γωνιακή ταχύτητα ωz μηδενίζεται και δεν έχουμε περιστροφή. Έχουμε όμως παραμόρφωση, η οποία μπορεί να εκφραστεί με το ρυθμό που μεταβάλλεται με το χρόνο η γωνία μεταξύ των ευθύγραμμων τμημάτων, δηλ. η 

π2-α+β

. Ο ρυθμός δίνεται από την σχέση:

			



ϵ˙xy=dαdt+dβdt=∂υ∂x+∂u∂y,





			όπου το σύμβολο 

ϵ˙xy

 είναι το μέτρο της διατμητικής παραμόρφωσης στο x-y επίπεδο. Όπως θα δούμε αργότερα, απαιτούνται και άλλες ποσότητες για να εκφράσουμε την παραμόρφωση, σε μία τρισδιάστατη ροή.

			3.8 Δισδιάστατη ασυμπίεστη ροή και συνάρτηση ροής.

			Στην παρούσα παράγραφο, θα εξετάσουμε περαιτέρω συνέπειες της ασυμπίεστης ροής, στις οποίες η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας μηδενίζεται. Θα δούμε ότι οι συνέπειες, για δισδιάστατες ροές, είναι εντυπωσιακές, όσον αφορά στην επίλυση για το πεδίο ταχύτητας. Για απλότητα, θα θεωρήσουμε μόνιμες ροές. Στην περίπτωση αυτή, έχουμε μόνο δύο συνιστώσες της ταχύτητας. Στην κατηγορία αυτή, υπάγονται η επίπεδη ροή σε καρτεσιανές ή πολικές συντεταγμένες, με:

			



u→=ux,yi^+υx,yj^,



 

u→=uRR,ϕe^R+uϕR,ϕe^ϕ

,

			αντίστοιχα, καθώς και η αξοσυμμετρική ροή με:

			



u→=uRR,ze^R+uzR,ze^z,





			όπου δεν έχουμε εξάρτηση από την γωνία 

ϕ

 και δεν υπάρχει η αντίστοιχη συνιστώσα της ταχύτητας.

			Ο επιπλέον περιορισμός του μηδενισμού της απόκλισης, μας δίνει την δυνατότητα να εξαλείψουμε μία συνιστώσα. Σε δύο διαστάσεις, για τον μηδενισμό της απόκλισης, έχουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u∂x+∂υ∂y=0.





						
							
							(3.50)

						
					

				
			

			H (3.50) ικανοποιείται, αν ορίσουμε μία συνάρτηση Ψ(x,y) τέτοια, ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u=∂Ψ∂y ,





							



υ=∂Ψ∂x ,





						
							
							(3.51)

						
					

				
			

			όπως φαίνεται με απλή αντικατάσταση. Έτσι, το πρόβλημα περιορίζεται στον προσδιορισμό μόνο της συνάρτησης Ψ(x,y), η οποία, φυσικά, θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση διατήρησης της ορμής, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. Αυτό αφήνεται για αργότερα. Από την (3.51), βλέπουμε ότι η ταχύτητα είναι εφαπτομένη των καμπυλών με σταθερό Ψ(x,y)=Ψ0 . Όντως, έχουμε:

			



u→⋅∇→Ψ=0,





			γι’ αυτό και η συνάρτηση Ψ ονομάζεται συνάρτηση ροής.

			[image: ]

			Σχήμα 3.12: (α) Γεωμετρική ερμηνεία της συνάρτησης ροής ως ρυθμός ροής όγκου, μέσω στοιχείου επιφάνειας.
(β) κατεύθυνση ροής ανάλογα με τη μεταβολή του Ψ.

			Το φυσικό νόημα της συνάρτησης ροής είναι εύκολο, αν θεωρήσουμε τη ροή, ανάμεσα από δύο γραμμές ροής, με αντίστοιχες τιμές Ψ1 και Ψ2. Ο ρυθμός ροής όγκου ρευστού, ανά μονάδα κάθετης επιφάνειας στο επίπεδο διατομής είναι:

			



dQ=u→⋅n^dS,





			όπου η επιφάνεια 

dSn^

 ορίζεται από 

dSn^=dr→×k^

, όπου το διάνυσμα 

dr→

 ενώνει δύο σημεία στις γραμμές ροής του Σχ. 3.12 και το μοναδιαίο διάνυσμα 

k^

 είναι κάθετο στο επίπεδο ροής. Από τον ορισμό 

dr→=dxi^+dyj^

 έχουμε 

dr→×k^=dyi^-dxj^

 και:

			



dQ=∂Ψ∂yi^-∂Ψ∂xj^⋅dyi^-dxj^=∂Ψ∂xdx+∂Ψ∂ydy=dΨ,





			δηλαδή η μεταβολή στην Ψ, ανάμεσα σε δύο σημεία, είναι αριθμητικά ίση με το ρυθμό ροής όγκου, μέσω της ευθείας που ενώνει τα δύο σημεία. Επιπλέον, η διεύθυνση ροής ορίζεται από το αν η μεταβολή της συνάρτησης Ψ είναι θετική ή αρνητική ανάμεσα στα δύο άκρα74.

			Σε πολικές συντεταγμένες (R,

ϕ

), μπορούμε, ομοίως, να ορίσουμε την συνάρτηση ροής Ψ(R,

ϕ

) και τις αντίστοιχες συνιστώσες της ταχύτητας (

uR,uϕ

), ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=1R∂Ψ∂ϕ,  uϕ=-∂Ψ∂R





						
							
							(3.52)

						
					

				
			

			που ικανοποιούν επίσης τον μηδενισμό της απόκλισης.

			Για την αξοσυμμετρική ροή75, έχουμε ομοίως, από τη συνάρτηση, ροή Ψ(R,z), σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=-1R∂Ψ∂z,  uz=1R∂Ψ∂R.





						
							
							(3.53)

						
					

				
			

			Στην παραπάνω περίπτωση, που δεν έχουμε εξάρτηση από την γωνία 

ϕ

, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και σφαιρικές συντεταγμένες76, με Ψ(r,θ) ώστε οι συνιστώσες ταχύτητας να είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=1r2sinθ∂Ψ∂θ,  uθ=-1rsinθ∂Ψ∂r .





						
							
							(3.54)

						
					

				
			

			Οι παραπάνω σχέσεις βγαίνουν εύκολα, από τον μηδενισμό της απόκλισης, σε κυλινδρικές ή σφαιρικές συντεταγμένες. Εξίσου εύκολα, όμως, βγαίνουν, αν εκμεταλλευτούμε το φυσικό νόημα της συνάρτησης ροής και διαλέξουμε το κατάλληλο σύστημα συντεταγμένων. Τις περιπτώσεις αυτές, θα συναντήσουμε αργότερα, σε αρκετά προβλήματα.

			Για δισδιάστατη ροή στο επίπεδο x-y, ο στροβιλισμός έχει μόνο z-συνιστώσα 

ζ→=ζzz^

, με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζz=∂υ∂x-∂u∂y.





						
							
							(3.55)

						
					

				
			

			Εάν, επιπλέον, η ροή είναι ασυμπίεστη, τότε εισάγουμε τη συνάρτηση ροής Ψ(x,y), με τις συνιστώσες της ταχύτητας να δίνονται από τις σχέσεις (3.51). Τότε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζz=∂∂x-∂Ψ∂x-∂∂y∂Ψ∂y=-∇2Ψ.





						
							
							(3.56)

						
					

				
			

			Έτσι, η συνάρτηση ροής ικανοποιεί μία εξίσωση τύπου Poisson:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2Ψ=-ζz,





						
							
							(3.57)

						
					

				
			

			δηλαδή ο στροβιλισμός είναι η πηγή της συνάρτησης ροής, σε δύο διαστάσεις.

			Εάν συμβεί η δισδιάστατη ροή ταυτόχρονα να είναι και αστρόβιλη, δηλαδή έχουμε μηδενισμό για τη μοναδική συνιστώσα του στροβιλισμού σε καρτεσιανές συντεταγμένες, εύκολα συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση ροής ικανοποιεί την εξίσωση Laplace σε δύο διαστάσεις,

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇22Ψx,y=0 δισδιάστατη,ασυμπίεστη,αστρόβιλη.





						
							
							(3.58)

						
					

				
			

			Tην ιδιότητα αυτή θα εκμεταλλευθούμε αργότερα, διότι αρκεί η λύση της εξίσωσης Laplace, για την περίπτωση αυτή, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες στη συνάρτηση ροής. Να σημειωθεί, ότι πουθενά δεν χρειάζεται να υποθέσουμε ότι η ροή είναι μόνιμη, αρκεί να είναι ασυμπίεστη και αστρόβιλη. Το ότι δεν εισέρχεται άμεσα στην εξίσωση Laplace ο χρόνος, δεν είναι ανησυχητικό, καθότι μπορεί να μπει μέσω των οριακών συνθηκών. Για την περίπτωση αυτή, θα μπορούσαμε να ορίσουμε επίσης την συνάρτηση δυναμικού για την ταχύτητα, η οποία υπακούει επίσης στην εξίσωση Laplace. Από τον ορισμό της συνάρτησης δυναμικού, συνάγουμε ότι οι γραμμές σταθερού δυναμικού είναι κάθετες στις γραμμές σταθερής συνάρτησης ροής.

			Για την περίπτωση ασυμπίεστης και αστρόβιλης ροής, μπορούμε να γράψουμε και την επιτάχυνση ρευστών σωματιδίων, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση ροής. Από την (3.45) και (3.48), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a→=12∇→u2=12∇→∇→Ψ2.





						
							
							(3.59)

						
					

				
			

			Η λύση της (3.61) μας δίνει και την επιτάχυνση των ρευστών σωματιδίων, σε κάθε σημείο. Αυτό σημαίνει ότι γνωρίζουμε και την ολική δύναμη, λόγω της πίεσης που ασκείται στο σωματίδιο και από την αρχή διατήρησης ορμής, μπορούμε να βρούμε και την πίεση σε κάθε σημείο77.

			Για τρισδιάστατη ασυμπίεστη ροή (

∇→⋅u→=0

), όπως για κάθε πεδίο με μηδενική απόκλιση78, μπορούμε να ορίσουμε ένα διανυσματικό πεδίο 

A→r→

, τέτοιο ώστε 

u→=∇→×A→

. To 

A→r→

 ονομάζεται διανυσματικό πεδίο ροής και η χρήση του θα φανεί στο Κεφ. 8. Εδώ, αρκούμαστε να πούμε ότι, για δισδιάστατη ροή (x-y επίπεδο), το πεδίο απλοποιείται ως 

A→r→=Ψx,yk^

, ώστε ο στροβιλισμός του να έχει μόνο συνιστώσα κάθετη στο x-y επίπεδο.

			

			
				
					61	Σε αντίθετη περίπτωση, όπως π.χ. για χημικές αντιδράσεις σε σύνθετα ρευστά, ο ρυθμός παραγωγής μάζας πρέπει να ληφθεί υπόψη.

				

				
					62	Εφόσον θεωρήσαμε ότι ο όγκος V είναι σταθερός, δεν έχουμε μεταβολή των ορίων του όγκου ολοκλήρωσης. Ταυτόχρονα, η παραγώγιση του  ως προς το χρόνο γίνεται μερική.

				

				
					63	Το αποτέλεσμα μπορούσε επίσης να εξαχθεί, αν θεωρούσαμε εξαρχής ένα στοιχειώδη όγκο (π.χ. κύβο για καρτεσιανές συντεταγμένες) και υπολογίζαμε τον ρυθμό ροής μάζας ανά μονάδα όγκου. Το αποτέλεσμα θα ήταν η απόκλιση  σε καρτεσιανές συντεταγμένες, για την περίπτωση του κύβου. Εδώ, όμως, το αποτέλεσμα βγήκε για τη γενική περίπτωση και δεν εξαρτάται από τον στοιχειώδη όγκο.

				

				
					64	Ισοδύναμα, θα μπορούσαμε να βγάλουμε την (3.6), αν θεωρήσουμε τη διατήρηση της μάζας, μέσα σε ένα νοητό όγκο V(t), ο οποίος αλλάζει μορφή με τον χρόνο, αλλά υπό την προϋπόθεση ότι περιλαμβάνει πάντα τα ίδια σωμάτια. Εδώ υποθέτουμε ότι η ταχύτητα είναι μία ομαλή συνάρτηση στον χώρο και στον χρόνο. Η μεταβολή του όγκου συνδέεται φυσικά με το πεδίο της ταχύτητας, στην επιφάνεια του όγκου.

				

				
					65	Ο όγκος αυτός, συχνά αναφέρεται ως όγκος ελέγχου και η αντίστοιχη επιφάνεια S ως επιφάνεια ελέγχου. Εν γένει, όγκος ελέγχου είναι ένας όγκος, ο οποίος ορίζεται από μία ιδεατή επιφάνεια (μέρος ή όλο, της οποίας μπορεί να είναι και φυσικό όριο). Στην παρούσα περίπτωση, ο όγκος ελέγχου είναι σταθερός, αλλά σε άλλες περιπτώσεις θα μπορούσαμε να τον επιλέξουμε, ώστε να κινείται ή να παραμορφώνεται κατ’ επιλογή. Ένας τέτοιος όγκος, όμως, στο όριο μικρών διαστάσεων, δεν αποτελεί σωματίδιο, με την έννοια της μηχανικής κατά Lagrange, εκτός αν διατηρεί τη μάζα του. Αυτό σημαίνει ότι, κατά μέσο όρο και με μικρές αποκλίσεις, τα ίδια μόρια ρευστού παραμένουν στον όγκο επιλογής.

				

				
					66	Για να ισχύει ότι , δεν αρκεί το πεδίο ταχύτητας να είναι μόνιμο, αλλά προϋποθέτει ότι και οι άλλες υδροδυναμικές ποσότητες δεν επηρεάζονται από παραμέτρους, που μεταβάλλονται με τον χρόνο.

				

				
					67	Η σχέση  είναι μία καταστατική σχέση. Έτσι, για την περίπτωση του ασυμπίεστου ρευστού, μπορούμε να πούμε ότι η ταχύτητα του ήχου είναι άπειρη και οποιαδήποτε διαταραχή μεταβιβάζεται ταυτόχρονα σε όλο τον όγκο του ρευστού. Εν γένει, η ταχύτητα του ήχου αυξάνει αντίστροφα με τη συμπιεστότητα.

				

				
					68	Η αρχή του  είναι η έκφραση της διατήρησης της ενέργειας. Με ορισμένες προϋποθέσεις, που θα δούμε αργότερα, γράφεται ως:

				

				
					69	Υπάρχει πάνω και κάτω όριο στην ταχύτητα. Το πάνω όριο είναι για να αποφύγουμε φαινόμενα τύρβης και το κριτήριο είναι ο αριθμός Reynolds, που είναι ανάλογος της ταχύτητας. Ταυτόχρονα, δεν μπορεί να είναι και πολύ χαμηλή, διότι τα φαινόμενα τριβής και βαρύτητας υπεισέρχονται.

				

				
					70	H οποία είναι στο σωματιδιακό πνεύμα του Lagrange.

				

				
					71	Η υλική παράγωγος διαφέρει από την ολική παράγωγο, αν και συχνά χρησιμοποιείται ο ίδιος συμβολισμός, δηλαδή: . Η διαφορά έγκειται στο ότι, η μεν ολική παράγωγος αναφέρεται στην περιγραφή Lagrange, ενώ η υλική παράγωγος αναφέρεται στην περιγραφή Euler. Αλλά, και στις δύο περιπτώσεις αναφέρονται σε παράγωγο, καθώς παρακολουθούμε την κίνηση του σωματιδίου.

				

				
					72	Το δυναμικό ταχύτητας έχει διαστάσεις L2/T και δεν πρέπει να συγχέεται με το δυναμικό διατηρητικής δύναμης. Η συνάρτηση δυναμικού του πεδίου ταχύτητας  είναι μία βοηθητική συνάρτηση, που χαρακτηρίζει ένα αστρόβιλο πεδίο (π.χ. μας λέει κάτι για την κυκλοφορία του πεδίου) και δεν είναι μία φυσική μετρήσιμη ποσότητα. Οι παράγωγοί της όμως έχουν φυσικό νόημα.

				

				
					73	Τα ίδια συμπεράσματα ισχύουν ακόμη και αν το πεδίο ταχύτητας εξαρτάται από τον χρόνο.

				

				
					74	Αυτό εξαρτάται και από την επιλογή των προσήμων στην (3.51). Για την επιλογή μας, εάν το διάνυσμα  ενώνει δύο γραμμές σταθερού Ψ με Ψ2>Ψ1 (όπως στο Σχ. 3.12α), τότε η ταχύτητα ροής είναι προς τα δεξιά του διανύσματος , ενώ για  έχει αντίθετη φορά.

				

				
					75	H αξοσυμμετρική ροή γίνεται πάνω σε επίπεδα  και είναι ανεξάρτητη του . Έτσι, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κυλινδρικές ή σφαιρικές συντεταγμένες.

				

				
					76	Στην περίπτωση αυτή, ονομάζεται συνάρτηση ροής .

				

				
					77	Για την περίπτωση που η ροή δεν είναι αστρόβιλη, η λύση της (3.57) προϋποθέτει γνώση του στροβιλισμού. Τότε, θα πρέπει να λύσουμε ταυτόχρονα για τη συνάρτηση ροής και την πίεση. Συνήθως αυτό είναι εξίσου δύσκολο με το να λύσουμε απευθείας για το πεδίο ταχύτητας και την πίεση, παίρνοντας υπόψη και τον περιορισμό ασυμπιεστότητας.

				

				
					78	Δες αναλογία με το μαγνητικό πεδίο.

				

			

		

	
		
			Βιβλιογραφία

			R. Aris, Vectors, Tensors, and the Basic Equations of Fluid Mechanics, Prentice-Hall, 1962.

			Pozrikidis, Little Book of Streamlines, Academic Press, 1999.

			J. Acheson, Elementary Fluid Dynamics, Clarendon Press, 1995

		

	
		
			Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Θεωρείστε την υλική παράγωγο (επιτάχυνση), για ένα πεδίο ταχύτητας. Δείξτε ότι είναι αμετάβλητη κάτω από τον μετασχηματισμό Γαλιλαίου 

r→,t→r→′,t′

:

			



r→′=r→+V→t,





			



t′=t,





			όπου 

V→

 η σταθερή ταχύτητα μετατόπισης του συστήματος.

			Άσκηση 2

			Θεωρείστε τον μετασχηματισμό του προηγουμένου προβλήματος, αλλά τώρα, η ταχύτητα του συστήματος 

V→t

 είναι χρονικά μεταβαλλόμενη. Δείξτε ότι, στο επιταχυνόμενο σύστημα, η υλική παράγωγος έχει ένα επιπλέον όρο 

-dV→/dt

, ο οποίος μπορεί να θεωρηθεί σαν ψευδοδύναμη, ανά μονάδα μάζας.

			Άσκηση 3

			Σχεδιάστε τις γραμμές ροής, για το πεδίο ταχύτητας:

			



u=ωx,   υ=-ωy,   w=0,





			όπου ω είναι μία θετική σταθερά. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής. Η ροή είναι ασυμπίεστη; Είναι αστρόβιλη; Υπολογίστε τη συνάρτηση ροής Ψ(x,y), για τη δισδιάστατη ροή, σε καρτεσιανές συντεταγμένες.

			Άσκηση 4

			Υπολογίστε την απόκλιση, σε σφαιρικές συντεταγμένες, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Gauss.

			Άσκηση 5

			Υπολογίστε τη συνάρτηση ροής, για την παρακάτω αξοσυμμετρική ροή, σε σφαιρικές συντεταγμένες

			



ur=-32U1-r2a2cosθ,  uθ=32U1-2r2a2sinθ,  uϕ=0,





			όπου U και 

a

 είναι σταθερές και η ροή ισχύει μέσα στη σφαίρα 

r≤a

. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής.

			Άσκηση 6

			Σε μια ασυμπίεστη ροή, οι συνιστώσες ταχύτητας είναι 

u=ax2-y2

 υ-άγνωστη, w=b, όπου a, b είναι σταθερές. Να βρεθεί η συνιστώσα υ(x,y,z,t). Αυτή ορίζεται μονοσήμαντα ή όχι; Αν όχι, ποιά άλλη πληροφορία χρειάζεται;

			Άσκηση 7

			Σε μία μονοδιάστατη ροή, με ταχύτητα u(x,t), v=w=0, η πυκνότητα μεταβάλλεται με το χρόνο, ως ρ=ρ0-ρ1cosωt, όπου ρ0, ρ1 είναι σταθερές και ρ1<<ρ0. Εάν u(0,t)=0, υπολογίστε το πεδίο ταχύτητας. Δώστε την επιτάχυνση, σε κάθε σημείο α(x,t). Υπολογίστε την δύναμη, ανά μονάδα όγκου, σε χαμηλότερη τάξη ως προς 

ρ1

, που ασκείται σε ένα «σωματίδιο» ρευστού.

			Άσκηση 8

			Δείξτε ότι, για την παρακάτω δισδιάστατη ροή, το ρευστό είναι ασυμπίεστο.

			



u=-κ2asinh2πyacosh2πya-cos2πxa ,



 



υ=κ2asin2πxacosh2πya-cos2πxa ,





			όπου 

κ

 και 

a

 είναι σταθερές. Υπολογίστε τη συνάρτηση ροής και σχεδιάστε τις καμπύλες σταθερού 

Ψ

. Δώστε την φυσική εικόνα της ροής.

			Άσκηση 9

			Η θερμοκρασία της επιφάνειας του νερού, σε ένα ποτάμι, μετριέται με ένα θερμόμετρο, που ταξιδεύει με το νερό, με μία ταχύτητα U=10km/ημέρα. Αυτό δείχνει ότι το νερό θερμαίνεται, με ρυθμό 0.5°C, ανά ημέρα. Την ίδια περίοδο, θερμοκρασίες που μετριούνται σε σταθερή θέση, δείχνουν μία ελάττωση, με ρυθμό 0.5° C ανά εβδομάδα.

			
					Ποιά είναι η κλίση της θερμοκρασίας κατά μήκος του ποταμού;

			

			
					Είναι το νερό πιο θερμό ή πιο κρύο στο άνω άκρο του ποταμού;

			

			Άσκηση 10

			Υγρό ρέει ακτινικά πάνω σε επίπεδο, από μία σημειακή πηγή, με ακτινική ταχύτητα 

uR=4R2 m/sec

, όπου 

R

 είναι η απόσταση από την πηγή. Αν η ροή είναι μόνιμη, ποιά είναι η επιτάχυνση σε μία απόσταση 0.4 m από την αρχή;

			Άσκηση 11

			Η ροή σε ένα συγκλίνοντα αγωγό, με διατομή (δες σχήμα) μπορεί να θεωρηθεί ως μόνιμη, ασυμπίεστη και δισδιάστατη. Μία καλή προσέγγιση για το πεδίο ταχύτητας είναι:

			



u→=U0+xbi^-ybj^,





			όπου 

U0

 είναι η οριζόντια ταχύτητα στο x=0. Με παράλειψη της ιξωδικής επίδρασης στα τοιχώματα, βρείτε την επιτάχυνση ενός ρευστού σωματιδίου, κατά μήκος της οριζόντιας γραμμής ροής (y=0).

			[image: ]

			Άσκηση 12

			Θεωρείστε σταθερή και ασυμπίεστη, μέσω ενός σωλήνα διατομής 

S1

 με μέση ταχύτητα 

U1

. Σε κάποιο σημείο, ο σωλήνας διαχωρίζεται σε δύο σωλήνες διατομής S2 και S3, με μέσες ταχύτητες U2 και U3, αντίστοιχα. Αν 

S1=S2=S3

, ποιά είναι η σχέση μεταξύ 

U1,U2

 και 

U3

;

			[image: ]

			Άσκηση 13

			Ένα πεδίο ταχύτητας ορίζεται σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

R,ϕ,z

, ως:

			



uR=c1R,  uϕ=c2cosϕ,  uz=c3,





			όπου 

c1=0.01m2/sec

, 

c2=0.03m2/sec

, 

c3=0.05m2/sec

.

			Ποιός είναι ο ολικός ρυθμός μεταβολής της πυκνότητας, στο σημείο 

R,ϕ,z

 με 

R=4m

, 

ϕ=π/4

 και z=0, αν η μέση πυκνότητα του υγρού είναι 

50kg/m3

;

			Άσκηση 14

			Σε κάποιο σημείο, η ταχύτητα του ανέμου είναι οριζόντια και ίση με 

30m/sec

, ενώ η βαθμίδα πίεσης, κατά μήκος της γραμμής ροής, είναι 

ΔP/Δx=100N/m3

. Υπολογίστε την ταχύτητα 2

m

 πιο πέρα. Δίνεται η πυκνότητα του αέρα 

ρ=1.25kg/m3

.

			Άσκηση 15

			Θεωρείστε τη μονοδιάστατη ροή με ταχύτητα:

			



u→=αxtx^,





			όπου 

α

 είναι σταθερά.

			α) Υπολογίστε την υλική παράγωγο 

Du→/Dt

.

			β) Υπολογίστε την πυκνότητα 

ρt

 για ένα στοιχείο ρευστού.

			γ) Βρείτε την τροχιά ενός υγρού σωματιδίου.

			δ) Ερμηνεύστε τα αποτελέσματα (α,β,γ), στις περιπτώσεις 

α=1

 ή 0.

			Άσκηση 16

			Θεωρείστε τη δισδιάστατη ροή, με ταχύτητα:

			



u=αyt,  υ=αxt,





			όπου 

α

 είναι σταθερά.

			α)Είναι η ροή ασυμπίεστη;

			β) Είναι η ροή αστρόβιλη; Αν ναι , υπολογίστε το δυναμικό ταχύτητας.

			γ) Υπολογίστε την επιτάχυνση (υλική παράγωγο) ενός «σωματιδίου».

			Άσκηση 17

			Θεωρείστε το μοντέλο στροβίλου Rankine, όπου ο στροβιλισμός είναι:

			

ζ→=ωk^,   r<a,   ω=

 σταθερά

			



ζ→=0,  r>a.





			α) Σε τί διαφέρει από τον “ελεύθερο” στρόβιλο;

			β) Βρείτε τη συνάρτηση ροής και το πεδίο ταχύτητας.

			γ) Σε ποιό όριο, μας δίνει τον ελεύθερο στρόβιλο; Ελέγξτε το όριο αυτό.

			Άσκηση 18

			Θεωρείστε μία αξοσυμμετρική ροή 

u→=uRR,z, 0, uzR,z

 ενός συμπιεστού ρευστού. Η εξίσωση συνέχειας, σε κυλινδρικές συντεταγμένες (

R,ϕ,z

), είναι:

			



∂∂RρRuR+∂∂zρRuz=0.





			Δείξτε ότι μπορούμε να ορίσουμε μία συνάρτησης ροής, ώστε να ικανοποιείται η εξίσωση συνέχειας.

			Άσκηση 19

			Δείξτε, με απευθείας υπολογισμούς, ότι η δισδιάστατη εξίσωση συνέχειας:

			

ρt+ρux+ρvy=0

.

			είναι αμετάβλητη κάτω από την περιστροφή αξόνων:

			



x′=xcosθ-ysinθ,





			



y′=ysinθ+ycosθ





			Άσκηση 20

			Γράψτε την εξίσωση συνέχειας σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

R,ϕ,z

. Χρησιμοποιείστε το κατάλληλο στοιχείο όγκου 

R dR dcosϕ dz

. Οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι 

uR,uϕ,uz

.

			Άσκηση 21

			Γράψτε την εξίσωση συνέχειας, για ένα διαστρωμένο υγρό, με μεταβλητή πυκνότητα (σφαιρικά συμμετρική) 

ρr=k/r

, αλλά μόνιμη (

∂ρ/∂t=0

) πυκνότητα. Αν γνωρίζετε ότι έχουμε μόνιμη ροή με μόνο ακτινική ταχύτητα και 

urr

, υπολογίστε το πεδίο ταχύτητας. Δίνεται ότι το μέτρο της ταχύτητας σε ακτίνα 

r0

 είναι 

u0

. Η ροή είναι αστρόβιλη;

			Άσκηση 22

			Γράψτε την εξίσωση συνέχειας, για ένα διαστρωμένο υγρό, με μεταβλητή πυκνότητα, με κυλινδρική συμμετρία 

ρR=k/R

, αλλά μόνιμη (

∂ρ/∂t=0

) πυκνότητα. Αν γνωρίζετε ότι έχουμε μόνιμη ροή, με μόνο ακτινική ταχύτητα και 

uRR

, υπολογίστε το πεδίο ταχύτητας. Δίνεται ότι το μέτρο της ταχύτητας σε ακτίνα 

R0

 είναι 

u0

. Η ροή είναι αστρόβιλη; Σχολιάστε τα αποτελέσματα.

			Άσκηση 23

			Δείξτε ότι η ροή που χαρακτηρίζεται από το δυναμικό:

			



Φ=-Aωkcoshkd+zcoshkdcosωt-kx,





			α) είναι αστρόβιλη

			β) ικανοποιεί την εξίσωση συνέχειας

			γ) είναι τέτοια, ώστε 

∂ϕ/∂z=0

 για 

z=-d

.

			Άσκηση 24

			Υπολογίστε την 

Du→/Dt

, για την δισδιάστατη ροή 

u→=fre^θ

. Για ποιά μορφή της συνάρτησης 

fr

, η ροή είναι αστρόβιλη;

			Άσκηση 25

			α) Είναι ασυμπίεστη η ροή, η οποία δίνεται από τα παρακάτω δυναμικά ταχύτητας; Αν ναι, βρείτε την αντίστοιχη συνάρτηση ρεύματος. 

ψx,y



			α) 

Φ=Cx2+y2



			β) 

Φ=Cx2-y2



			β) Είναι αστρόβιλη η ροή, η οποία δίνεται από τις παρακάτω συναρτήσεις ρεύματος; Αν ναι, βρείτε το αντίστοιχο δυναμικό ταχύτητας.

			γ) 

Ψ=Cx2+y2



			δ) 

Ψ=Cx2-y2



			Σχεδιάστε τις γραμμές ρεύματος, τις γραμμές 

Ψ=

 σταθ. και τις γραμμές σταθερού δυναμικού.

			Άσκηση 26

			Θεωρείστε τη δισδιάστατη ροή, με συνιστώσες ταχύτητας:

			



u=-2xy(x2+y2)2,  υ=x2-y2(x2+y2)2 .





			Βρείτε το δυναμικό ταχύτητας και τη συνάρτηση ροής, εφόσον υπάρχουν.

		

	
		
			Κεφάλαιο 4

			Δυναμική ανιξωδικού ρευστού

			Σύνοψη

			Περιοριζόμαστε σε ανιξωδικά ρευστά και δίνουμε τις εξισώσεις ορμής (Euler) και ενέργειας (Bernoulli) του συστήματος, σε διαφορική και ολοκληρωματική μορφή, για μικροσκοπικό και μακροσκοπικό σύστημα αντίστοιχα. Για μακροσκοπικά συστήματα, αυτό είναι δύσκολο, λόγω της μεταβολής του όγκου του συστήματος, αλλά απλοποιείται με την εισαγωγή του όγκου ελέγχου και το θεώρημα μεταφοράς. Επεκτείνουμε την εξίσωση Bernoulli, όταν έχουμε στροβιλισμό. Για ανιξωδικά ρευστά, ισχύει το θεώρημα κυκλοφορίας Kelvin, δηλαδή η μη-διάχυση στροβιλισμού. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Liggett (1994), Faber (1995), Tritton (1988), Kundu (2011), Kambe (2007).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Κεφάλαια 1-3. Μερικές διαφορικές εξισώσεις σε καρτεσιανές και καμπυλλόγραμμες συντεταγμένες. Διαφορικός διανυσματικός λογισμός.

			4.1 Εισαγωγή

			Στο προηγούμενο κεφάλαιο, περιοριστήκαμε στην κινητική περιγραφή της ροής. Αυτό είχε ως προϋπόθεση τη γνώση (σε αναλυτική η αριθμητική μορφή) του πεδίου της ταχύτητας, σε κάθε σημείο του χώρου. Αλλά, δεν αναφερθήκαμε ακόμη στις δυνάμεις που, μαζί με τις οριακές συνθήκες, επηρεάζουν την κίνηση του ρευστού. Για ανιξωδικό ρευστό, δεν έχουμε δυνάμεις τριβής, αλλά μόνο δυνάμεις λόγω πίεσης και βαρύτητας. Η εξίσωση διατήρησης της ορμής είναι ο συνδετικός κρίκος και βρίσκεται, εξισώνοντας ανά μονάδα όγκου τις εξωτερικές δυνάμεις με τις αδρανειακές δυνάμεις (πυκνότητα επί υλική επιτάχυνση). Για το σκοπό αυτό χρειαζόμαστε σχέσεις, οι οποίες είναι τοπικές και δίνονται από διαφορικές εξισώσεις. Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε το διανυσματικό διαφορικό λογισμό, ώστε οι αντίστοιχες μαθηματικές εκφράσεις να είναι σύντομες. Δεν συμβαίνει το ίδιο αν π.χ. αναπτύξουμε την εξίσωση διατήρησης της ορμής, σε συνιστώσες. Τότε, έχουμε πολύπλοκες και μεγάλες εκφράσεις, ιδιαίτερα όταν χρησιμοποιούμε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Από την άλλη πλευρά, το ξετύλιγμα σε συνιστώσες, έχει και ένα κέρδος για τον αναγνώστη και για αυτό συνιστάται η διερεύνηση. Μας φανερώνει την πολύπλοκη συμπεριφορά στη δυναμική των ρευστών, ενώ ταυτόχρονα υποδεικνύει ποιοί είναι οι σημαντικοί όροι, για τη ροή, υπό τις συγκεκριμένες οριακές συνθήκες. Σε αρκετά πραγματικά προβλήματα, μας ενδιαφέρει η κατανομή της ταχύτητας του ρευστού, καθώς κινείται στο χώρο, στον οποίο είναι δυνατόν να παρεμβάλλονται και εμπόδια. Το τελευταίο έχει ενδιαφέρον, για τη ροή γύρω από πλοία, αεροπλάνα, κτίρια ή δια μέσω καναλιών, αγωγών, ελίκων κτλ.

			Εν γένει, πρέπει να γνωρίζουμε τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας του ρευστού, αλλά και άλλες παραμέτρους, όπως η πίεση, η πυκνότητα, η θερμοκρασία του ρευστού, οι οποίες μπορεί να είναι συναρτήσεις του χώρου και του χρόνου. Για τον προσδιορισμό τους, χρειαζόμαστε σχέσεις, οι οποίες περιγράφουν την τοπική μεταβολή τους. Αυτές είναι:

			
					Η εξίσωση συνέχειας, που είναι ισοδύναμη με την αρχή διατήρησης της μάζας (όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο).

					Η διανυσματική εξίσωση, για τη διατήρηση της ορμής ενός στοιχείου ρευστού.

					Η εξίσωση διατήρησης της ενέργειας του ρευστού σωματιδίου.

					Η καταστατική εξίσωση, που συνδέει την πυκνότητα με την πίεση και τη θερμοκρασία.

			

			Η τελευταία εξίσωση εν γένει δεν είναι διαφορική. Στο κεφάλαιο 3, είδαμε την εξίσωση συνέχειας και στο παρόν κεφάλαιο θα δούμε τους άλλους δύο νόμους διατήρησης, στην περιγραφή Euler. Στο Κεφ. 3 είδαμε, επίσης, πως μπορούμε να περιγράψουμε το ρυθμό μεταβολής της ορμής ανά μονάδα μάζας (δηλ. την επιτάχυνση) ενός ρευστού σωματιδίου κατά την κίνησή του συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας. Για την εξίσωση διατήρησης της ορμής, αυτό που απομένει να βρούμε, είναι τις δυνάμεις που ασκούνται σε ένα σωματίδιο, και πώς περιγράφονται συναρτήσει των φυσικών παραμέτρων. Εδώ, θα περιοριστούμε σε ανιξωδική ροή, όπου στις δυνάμεις δεν εισέρχεται άμεσα το πεδίο ταχύτητας και σε αδρανειακά συστήματα. Αν θέλουμε να περιγράψουμε τη ροή σε περιστρεφόμενα συστήματα, πρέπει να εισάγουμε ψευδοδυνάμεις, που εξαρτώνται από την ταχύτητα, όπως είναι η δύναμη Coriolis.

			Θα εξετάσουμε, επίσης, τη διατήρηση ενέργειας, για ανιξωδική ροή και θα δούμε ότι, υπό ορισμένες προϋποθέσεις, είναι ισοδύναμη με την αρχή Bernoulli. Στην περίπτωση αυτή, το έργο που γίνεται από τη βαθμίδα της πίεσης, πηγαίνει στην αύξηση της δυναμικής και κινητικής ενέργειας του κέντρου μάζας του ρευστού σωματιδίου. Σε μία ροή όμως, το ρευστό έχει και στροβιλισμό και πρέπει να συνυπολογίσουμε το έργο του στροβιλισμού, το οποίο εξαρτάται από τη διαδρομή του ρευστού. Πρέπει, λοιπόν, να γενικεύσουμε την εξίσωση Bernoulli, λόγω της ύπαρξης στροβιλισμού.

			Η προσέγγιση της ιδανικής ροής (χωρίς ιξώδες) είναι αρκετά ικανοποιητική, όταν το ρευστό είναι νερό, σε συνηθισμένες συνθήκες ροής. Είδαμε ότι το κριτήριο για να παραλείψουμε τις δυνάμεις ιξώδους, είναι ο αριθμός Reynolds (Re):

			



Re=u0Lν





			να είναι μεγάλος. Π.χ. για ροή ταχύτητας u0=1m/sec γύρω από σφαίρα διαμέτρου L=1m με το κινητικό ιξώδες του νερού v=10-6m2/sec, έχουμε Re=106>>1. Έτσι, η ροή μας είναι ιδανική, εφόσον είμαστε μακριά από επιφάνειες, τουλάχιστον για κάποιο χρονικό διάστημα. Στην επιφάνεια της σφαίρας υπάρχει ένα λεπτό στρώμα, στο οποίο η επίδραση του ιξώδους είναι σημαντική. Το πάχος του στρώματος αυτού, όπως θα δούμε στο Κεφ. 7, ελαττώνεται με την αύξηση του αριθμού Reynolds. Στο ιδανικό ρευστό, θεωρούμε επίσης ότι υφίσταται μηδενική αγωγιμότητα θερμότητας.

			4.2 Διατήρηση ορμής: Εξίσωση Euler

			Θεωρούμε έναν όγκο V, που περικλείεται από μία κλειστή επιφάνεια S. Η ολική δύναμη που ασκείται στον όγκο αυτό, μέσω της επιφάνειας από το γειτονικό ρευστό (δες Σχ. 4.1), είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∮SPr→dS→,





						
							
							(4.1)

						
					

				
			

			όπου 

Pr→

 είναι η πίεση στο σημείο 

r→

 στην επιφάνεια dS. Η πίεση εξαρτάται μόνο από το σημείο 

r→

 και όχι από τον προσανατολισμό της επιφάνειας, που περνά από το σημείο αυτό. Η δύναμη, λόγω της πίεσης, για ένα ανιξωδικό ρευστό είναι κάθετη στην επιφάνεια79 

dS→

 και επομένως, αλλάζει προσανατολισμό80 σε διαφορετικά σημεία, πάνω στην επιφάνεια S. Αν θεωρήσουμε ένα στοιχείο επιφάνειας 

dS→

, η δύναμη που ασκείται σε αυτό, από το εξωτερικό υγρό, είναι 

-PdS→

, όπου το «-» πρόσημο μπαίνει, γιατί η κατεύθυνση του 

dS→

 είναι προς το εξωτερικό μέρος του όγκου, ενώ η δύναμη της πίεσης προς το εσωτερικό. Το διανυσματικό άθροισμα των δυνάμεων, σε όλη την επιφάνεια, γίνεται το ολοκλήρωμα στην (4.1).

			[image: ]

			Σχήμα 4.1: Δυνάμεις πίεσης μέσω της επιφάνειας S που περικλείει τον όγκο V.

			[image: ]

			Σχήμα 4.2: (α) Διαίρεση του όγκου V σε στοιχειώδεις όγκους dV. (β) Μεταξύ κύβων ασκούνται ίσες και αντίθετες δυνάμεις.

			Επειδή η ορμή ορίζεται για τη μάζα, σε κάποιο όγκο συστήματος, είναι χρήσιμο να μετατρέψουμε και το επιφανειακό ολοκλήρωμα στις δυνάμεις, σε ολοκλήρωμα στον όγκο V, που περικλείεται από την επιφάνεια S. Αυτό επιτυγχάνεται, χωρίζοντας τον όγκο V σε στοιχειώδεις κύβους (δες Σχ. 4.2) όγκου dV. Για κάθε στοιχειώδη κύβο, το άθροισμα των επιφανειακών δυνάμεων πίεσης στα τοιχώματα είναι ίσο με 

-∇→P dV

. Με πρόσθεση για όλους τους κύβους, οι επιφανειακές δυνάμεις, που ασκούνται στην εξωτερική επιφάνεια S, μας δίνουν το επιφανειακό ολοκλήρωμα της (4.1), ενώ οι δυνάμεις στις εσωτερικές γειτονικές ενδοεπιφάνειες αλληλοαναιρούνται. Ισοδύναμα, μπορούμε να προσθέσουμε για κάθε όγκο τα στοιχειώδη ολοκληρώματα και να πάρουμε το ολοκλήρωμα στον όγκο της βαθμίδας πίεσης. Και το άθροισμα αυτό είναι διανυσματικό, καθώς η βαθμίδα μεταβάλλεται από κύβο σε κύβο, σε μέτρο ή προσανατολισμό, ενώ τη θεωρούμε σταθερή στον όγκο dV. Έτσι έχουμε, από το θεώρημα Gauss:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∮SPdS→=-∫V∇→PdV,





						
							
							(4.2)

						
					

				
			

			για την ολική δύναμη, σε ένα σύστημα οιουδήποτε όγκου. Αυτό, θα το εκμεταλλευτούμε στην παράγραφο 4.10, στο οποίο θα μελετήσουμε τη διατήρηση ορμής, για μακροσκοπικούς όγκους. Εδώ, όμως, θα περιοριστούμε να γράψουμε την εξίσωση διατήρησης ορμής, για στοιχειώδη όγκο.

			Αυτό, μας δίνει τη δυνατότητα να δώσουμε μία άλλη περιγραφή της ολικής δύναμης. Εάν έχουμε ένα στοιχείο όγκου dV, τότε το περιβάλλον υγρό ασκεί στο στοιχειώδη όγκο δύναμη, ίση με 

-dV∇→P

. Με άλλα λόγια, η δύναμη 

-∇→P

 δρα ανά μονάδα όγκου στο υγρό. Έτσι, η ίδια δύναμη μπορεί να περιγραφεί ότι ασκείται είτε μέσω της επιφάνειας, ως πίεση (δύναμη επιφάνειας) είτε με τη μορφή 

∇→P

, ως δύναμη ανά μονάδα όγκου. Στη δεύτερη περίπτωση, πρέπει να ολοκληρώσουμε στον όγκο. Η δεύτερη μορφή, όμως, είναι απλή, εφόσον αναφερόμαστε σε στοιχειώδη όγκο.

			Η δεύτερη περιγραφή μας δίνει την δυνατότητα να γράψουμε τις αντίστοιχες εξισώσεις του νόμου του Νεύτωνα 

ma→=F→

. Η μάζα που περιέχεται στον όγκο dV, είναι dm=ρdV, ενώ η αντίστοιχη επιτάχυνση είναι η υλική παράγωγος της ταχύτητας 

Du→Dt

. Με αναγραφή της εξίσωσης κίνησης για τη μάζα dm, υπό την επίδραση της δύναμης 

-dV∇→P

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDu→Dt=-∇→P.





						
							
							(4.3)

						
					

				
			

			πυκνότητα 

⋅

 επιτάχυνση = δύναμη ανά μονάδα όγκου.

			Η επιτάχυνση του σωματιδίου πρέπει να υπολογιστεί από το πεδίο ταχύτητας, στην περιγραφή Euler και έχει δύο συνεισφορές: (α) την τοπική μεταβολή του πεδίου ταχύτητας και (β) τη μεταβολή της ταχύτητας, λόγω μεταφοράς. Αυτό φαίνεται πιο καθαρά, αν αντικαταστήσουμε για την υλική παράγωγο, οπότε έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+u→⋅∇→u→=-∇→Pρ.





						
							
							(4.4)

						
					

				
			

			Η εξίσωση αυτή ονομάζεται εξίσωση Euler (διατυπώθηκε το 1755) και είναι μία από τις βασικές εξισώσεις της υδροδυναμικής. Η (4.4) μας λέει ότι η δύναμη, ανά μονάδα μάζας, είναι ίση με την επιτάχυνση και ισχύει, ακόμη και για συμπιεστά ρευστά, στα οποία έχουμε μεταβολή της πυκνότητας στο χώρο ή στο χρόνο. Σε αυτή την περίπτωση, η μεταβολή της πυκνότητας μάζας περιγράφεται από την εξίσωση συνέχειας και φυσικά εξαρτάται από το πεδίο ταχύτητας. Συνεπώς, εν προκειμένω, πρέπει να λύσουμε μαζί τις τρεις εξισώσεις του Euler (η (4.4) είναι διανυσματική σχέση), με την εξίσωση συνέχειας (3.5). Επιπλέον, απαιτείται και μία καταστατική εξίσωση, η οποία να συνδέει την πίεση, σε κάποιο σημείο, με την πυκνότητα, στο ίδιο σημείο. Η σχέση αυτή, μπορεί να περιλαμβάνει και άλλες φυσικές παραμέτρους όπως η θερμοκρασία κτλ. Αντιλαμβανόμαστε ότι έχουμε στα χέρια μας ένα δύσκολο πρόβλημα, που θα εξετάσουμε στο Κεφ. 7. Αποτελεί, λοιπόν, μεγάλη απλοποίηση, για την περίπτωση τού ασυμπίεστου ρευστού, ότι η εξίσωση συνέχειας είναι απλή (

∇→⋅u→=0

), ενώ η καταστατική εξίσωση γίνεται: ρ=σταθερά. Είδαμε δε, ότι για να ισχύει ο περιορισμός αυτός, πρέπει ο αριθμός Mach να είναι πολύ μικρός.

			Εάν το υγρό βρίσκεται κάτω από την επίδραση βαρυτικού πεδίου (ή άλλης εξ αποστάσεως δύναμης), τότε η αντίστοιχη δύναμη 

ρg→

 πρέπει να προστεθεί στο δεξιό μέρος της (4.4), όπου 

g→

 είναι η επιτάχυνση λόγω της βαρύτητας81. Η δύναμη του βαρυτικού πεδίου δρα ως δύναμη όγκου, διότι είναι ανάλογη της μάζας. Η εξίσωση λοιπόν κίνησης παίρνει την μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+u→⋅∇→u→=-∇→Pρ+g→.





						
							
							(4.5)

						
					

				
			

			



Επιτάχυνση≡ δύναμη αδράνειαςμονάδα μάζας=εξωτερικές δυνάμειςμονάδα μάζας.





			Με αναγραφή της βαρυτικής δύναμης, ανά μονάδα μάζας, ως τη σταθερή επιτάχυνση 

g→

, παραλείπουμε τη μεταβολή του με το ύψος, από την επιφάνεια της Γης, σύμφωνα με τον νόμο της βαρύτητας. Αυτή είναι μία καλή προσέγγιση, για τις περισσότερες περιπτώσεις ροής, στις οποίες, ο όρος της δυναμικής πίεσης υπερισχύει της βαρύτητας και οι διαστάσεις του χώρου, μέσα στον οποίο έχουμε ροή, δεν είναι πολύ μεγάλες. Έτσι, αν το ύψος του ρευστού h είναι πολύ μικρότερο από την ακτίνα της Γης (R0), τότε 

g=σταθερά

 είναι καλή προσέγγιση. Όταν, όμως, μελετούμε την κίνηση αερίων μαζών, σε εύρος χιλιάδων χιλιομέτρων, τότε η μεταβολή πρέπει να υπολογιστεί και είναι σημαντική. Εάν είναι απαραίτητο να περιλάβουμε την εξάρτηση του 

g

 από το ύψος αυτό, τούτο γίνεται εύκολα, με αντικατάσταση του 

g→

 με 

-∇→Ur→

, όπου 

Ur→

 είναι το βαρυτικό δυναμικό ανά μονάδα μάζας ή άλλο διατηρητικό πεδίο. Έτσι, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+u→⋅∇→u→=-∇→Pρ-∇→Ur→.





						
							
							(4.6)

						
					

				
			

			Εδώ, πρέπει να παρατηρήσουμε ότι κάνουμε μία σημαντική υπόθεση: οι δυνάμεις που ασκούνται στα σωματίδια του υγρού είναι τοπικές, δηλαδή ασκούνται μέσω της περιβάλλουσας επιφάνειας. Αυτό δεν θα συνέβαινε όμως, εάν π.χ. το υγρό αποτελείτο από φορτισμένα σωματίδια, μεταξύ των οποίων έχουμε δυνάμεις μεγάλης εμβέλειας και η διαφορική εξίσωση θα είναι ολοκληρωτική.

			Μία άλλη σημαντική υπόθεση για την εξίσωση Euler είναι, ότι δεν έχουμε δυνάμεις τριβής, που δημιουργούν απώλεια ενέργειας και παραγωγή θερμότητας. Από την άλλη πλευρά, πρέπει να τονίσουμε ότι η εξίσωση Euler, για τη διατήρηση ορμής στη μορφή της (4.5), ισχύει, ακόμη και αν η ροή είναι συμπιεστή. Απλώς, στην περίπτωση αυτή, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε, μαζί με την εξίσωση συνέχειας, και την αντίστοιχη καταστατική σχέση. Στη συνέχεια όμως, θα χρησιμοποιήσουμε την υπόθεση του ασυμπίεστου ρευστού, εκτός αν δηλωθεί αλλιώς. Η απλοποίηση αυτή είναι ικανοποιητική, για χαμηλής ταχύτητας ροή, αλλά αυτό που είναι το πιο σημαντικό, είναι ότι θα μας δώσει τη δυνατότητα να δώσουμε μια εύκολη φυσική εικόνα.

			4.3 Θεώρημα Bernoulli και διατήρηση ενέργειας

			Ας αναλύσουμε περαιτέρω την εξίσωση Euler, υπολογίζοντας τον ρυθμό, με τον οποίο κάνουν έργο οι αντίστοιχες δυνάμεις. Αυτό θα μας δώσει μία έκφραση για τον ρυθμό μεταβολής της μηχανικής ενέργειας. Με χρήση της σχέσης για την επιτάχυνση, λόγω μεταφοράς, 

u→⋅∇→u→

, μπορούμε να ξαναγράψουμε την εξίσωση διατήρησης ορμής, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+∇→12u2-u→×ζ→=f→-1ρ∇→P,





						
							
							(4.7)

						
					

				
			

			όπου 

ζ→

 είναι ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας και 

f→

 είναι μία εξωτερική δύναμη ανά μονάδα μάζας, που προέρχεται από ένα διατηρητικό πεδίο U (δυναμική ενέργεια ανά μονάδα μάζας), δηλαδή 

f→=-∇→U

, με 

∇→×f→=0

. Επιπλέον, εάν υποθέσουμε ότι η ροή είναι αστρόβιλη 

ζ→=∇→×u→=0

, τότε έχουμε 

u→=-∇→Φ

 και η (4.7) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∇→∂Φ∂t+∇→12u2=-∇→U-1ρ∇→P.





						
							
							(4.8)

						
					

				
			

			Εάν, επιπλέον των παραπάνω, η ροή είναι στάσιμη 

∂Φ∂t=0

 και δεν υπάρχει εξωτερική δύναμη 

∇→U=0

, τότε, για ένα ασυμπίεστο υγρό με ομογενή πυκνότητα, η (4.8) έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→12u2+Ρρ=0.





						
							
							(4.9)

						
					

				
			

			Εάν τώρα θεωρήσουμε μία στιγμιαία νοητή μετατόπιση του σωματιδίου υγρού, κατά 

dr→

, από τη θέση 

r→

 στην 

r→+dr→

 και πάρουμε το εσωτερικό γινόμενο της (4.9) με 

dr→

, έχουμε από τη σχέση του διαφορικού:

			



dB=∂B∂xdx+∂B∂ydy+∂B∂zdz≡dr→⋅∇→B





			και για την περίπτωση που έχουμε 

∇→B

 =0, τότε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dBr→=d12u2+Ρρ=0.





						
							
							(4.10)

						
					

				
			

			ή

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Br→=12u2+Ρρ=C,





						
							
							(4.11)

						
					

				
			

			όπου, η σταθερά C έχει την ίδια τιμή σε όλο τον όγκο του υγρού. Αυτό συμβαίνει, διότι, από την (4.9) και την (4.11), έχουμε 

∇→C=0

 για κάθε 

r→

. Απαραίτητη προϋπόθεση για αυτό είναι η ροή να είναι αστρόβιλη. Η (4.11) είναι η εξίσωση Bernoulli, για ένα ασυμπίεστο, αστρόβιλο, ομογενές ιδανικό υγρό, χωρίς εξωτερικές δυνάμεις, σε μόνιμη ροή.

			Εάν, τώρα, το υγρό βρίσκεται υπό την επίδραση της βαρύτητας, με δυναμικό U, η (4.11) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12u2+Ur→+Pρ=C.





						
							
							(4.12)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 4.3: Διάγραμμα για τον νόμο Bernoulli σε αστρόβιλη ροή.

			Η εξίσωση αυτή δεν είναι τίποτε άλλο, παρά η αρχή της διατήρησης της ενέργειας, δηλαδή η μεταβολή της ολικής ενέργειας (κινητική + δυναμική) του υγρού σωματιδίου ισούται με το έργο που γίνεται, για να υπερνικηθούν οι δυνάμεις του περιβάλλοντος υγρού στην επιφάνειά του. Έτσι, το έργο της πίεσης αποθηκεύεται ως κινητική ή δυναμική ενέργεια. Ας θεωρήσουμε τη ροή στο Σχ. 4.3 και τον όγκο συστήματος (διακεκομμένες γραμμές), ο οποίος κινείται μαζί με το ρευστό που περικλείει. Κατά τη μετατόπιση, κατά dx, έχουμε τη μετατόπιση μάζας ρdV, που βρίσκεται στον όγκο dV=A1dx, όπου A1 είναι η διατομή στο αριστερό άκρο. Η πίεση στο αριστερό άκρο, P1, κάνει έργο ανά μονάδα μετατοπιζόμενης μάζας:

			



P1A1dxρA1dx=P1ρ.





			Στο άλλο άκρο του σωλήνα, η πίεση ασκεί δύναμη αντίθετη προς την κίνηση της αντίστοιχης μάζας στο δεξιό μέρος και επομένως, έχουμε αρνητικό έργο ίσο με 

-Pzρ

. Το συνολικό έργο, ανά μονάδα μάζας που γίνεται, είναι:

			



P1ρ-P2ρ





			και ισούται με τη μεταβολή της ενέργειας (κινητικής και δυναμικής), κατά τη μετακίνηση του όγκου ελέγχου, δηλαδή:

			



12U22+U2-12u12+U1=P1ρ-P2ρ





			και με ανακατάταξη των όρων, έχουμε το θεώρημα Bernoulli.

			Συνοψίζοντας, η εξίσωση Bernoulli, στη μορφή (4.12), βασίζεται στις παρακάτω υποθέσεις:

			α) Έχουμε μόνιμη ροή, μια συνήθη υπόθεση, στο μεγαλύτερο μέρος αυτού του βιβλίου.

			β) Ασυμπίεστη ροή, δηλαδή χαμηλό αριθμό Mach (Ma<0.3).

			γ) Αστρόβιλη ροή, καθότι παραλείψαμε την κινητική ενέργεια περιστροφής του «σωματιδίου».

			δ) Μη ιξωδική ροή, πολύ περιοριστικό, κοντά σε επιφάνειες που εισάγουν τριβή.

			ε) Δεν έχουμε έργο από έμβολα ή άλλα μηχανήματα κατά μήκος της διαδρομής.

			στ) Δεν έχουμε παραγωγή ή απορρόφηση θερμότητας ανάμεσα σε δύο σημεία της διαδρομής.

			Αν ικανοποιούνται οι παραπάνω υποθέσεις, η εξίσωση Bernoulli είναι ισοδύναμη με την αρχή διατήρησης της μηχανικής ενέργειας. Και αυτό, διότι η εξίσωση Bernoulli βγήκε από την αρχή διατήρησης της ορμής και επομένως, δεν περιέχει τους δύο τελευταίους όρους. Αυτοί, όταν υπάρχουν, θα πρέπει να περιληφθούν στην αντίστοιχη εξίσωση διατήρησης ενέργειας. Εν γένει, αν δεν ικανοποιείται κάποια από τις παραπάνω προϋποθέσεις, τότε πρέπει να διορθώσουμε κατάλληλα την εξίσωση Bernoulli.

			4.3.1 Γενίκευση της αρχής διατήρησης ενέργειας.

			Για ένα συμπιεστό υγρό, η μετατρέψιμη εσωτερική ενέργεια (δηλαδή το έργο που έγινε από την πίεση) συνδέεται με τη θερμοδυναμική διαδικασία. Έτσι π.χ., για ισοθερμική διαδικασία σε ιδανικό αέριο, η πίεση συνδέεται με την πυκνότητα ως Ρ = σταθερά • ρ, ενώ, για ισεντροπική, έχουμε Ρ = σταθερά • ργ, όπου γ είναι θερμοδυναμική σταθερά, που συνδέεται με το λόγο της ειδικής θερμότητας, με σταθερή πίεση ή όγκο. Και για τις δύο περιπτώσεις ισχύει ότι ρ=ρ(Ρ) και έτσι, ο όρος 

1ρ∇→P

, στην εξίσωση Euler, γράφεται ως:

			



1ρ∇→P→∇→∫P1ρP′dP′→∇→∫P1ρ′dP′ρ′dρ′dρ′,





			και στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση Bernoulli γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12u2+Ur→+∫P1ρP′dP′=C.





						
							
							(4.13)

						
					

				
			

			Όπου, πάλι το C είναι σταθερό σε όλο το χώρο.

			Εάν η ροή είναι ασυμπίεστη και αστρόβιλη, αλλά δεν είναι μόνιμη, τότε πρέπει να πάρουμε υπόψη τον όρο 

∂u→∂t

, ο οποίος, στην εξίσωση Bernoulli, συνεισφέρει ως πλήρες διαφορικό, δηλαδή:

			



∂u→∂t⋅dr→=∂∇→Φ∂t⋅dr→=d∂Φ∂t,





			και η (4.12) γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂Φ∂t+12|∇→Φ|2+Ur→+Pρ=Ct,





						
							
							(4.14)

						
					

				
			

			όπου πάλι η σταθερά ολοκλήρωσης C(t) είναι σταθερή στο χώρο, αλλά μπορεί να μεταβάλλεται με το χρόνο.

			To προηγούμενο αποτέλεσμα μπορεί ισοδύναμα να βγει, αν υπολογίσουμε το έργο που γίνεται από μία νοητή μετακίνηση82 πάνω σε σε μία καμπύλη D, που ενώνει δύο τυχαία σημεία. Ο πρώτος όρος μας δίνει, για τη διαφορά ανάμεσα σε δύο σημεία:

			



∫12∂u→∂t⋅dr→=∫12∇→∂Φ∂t⋅dr→=∫12d∂Φ∂t





			και είναι το έργο ανά μονάδα μάζας, λόγω της τοπικής επιτάχυνσης, από αντίστοιχες χρονοεξαρτημένες δυνάμεις.

			Εάν η ροή είναι μόνιμη, αλλά όχι απαραίτητα αστρόβιλη, τότε από την (4.7) και ακολουθώντας τα ίδια βήματα με αυτά που ακολουθήσαμε, για να καταλήξουμε στην (4.11), για την περίπτωση της αστρόβιλης ροής, έχουμε, αντί της (4.11):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d12u2+U+Pρ=dr→⋅u→×ζ→,





						
							
							(4.15)

						
					

				
			

			όπου, η δεξιά πλευρά της (4.15) έχει τη μορφή επί πλέον έργου, που πρέπει να υπολογίσουμε, λόγω στροβιλισμού. Υπό ορισμένες συνθήκες, όμως, το δεξιό μέρος μηδενίζεται:

			Ι) Αν 

u→×ζ→=0

. Στην περίπτωση αυτή, η σταθερά στην εξίσωση Bernoulli είναι η ίδια σε όλο τον χώρο. Αυτό συμβαίνει όταν:

			
					

ζ→=0

, που είναι η περίπτωση της δυναμικής ροής που εξετάσαμε και

					

u→

 και 

ζ→

 είναι παράλληλα, ώστε οι γραμμές ροής και στροβιλισμού συμπίπτουν. Και για τις δύο περιπτώσεις, η (4.12) ισχύει.

			

			ΙΙ) Αν  

u→ × ζ→≠0

, αλλά 

dr→

 είναι στο επίπεδο των 

u→

 και 

ζ→

 (αμφότερα κάθετα στο 

u→×ζ→

). Δηλαδή, διαλέγουμε τη μετατόπιση 

dr→

, από το σημείο P, να είναι στην επιφάνεια, μέσω του P, που περιέχει τις γραμμές ρεύματος και τις γραμμές στροβιλισμού.

			Στην περίπτωση (ΙΙ) (δές Σχ. 4.4α), με συνεπίπεδα διανύσματα, δεν έχουμε έργο, λόγω στροβιλισμού και ισχύει πάλι η (4.12). Υπάρχει, όμως, μία διαφορά εδώ. Η σταθερά, στο δεξιό μέρος της (4.12), έχει διαφορετική τιμή, για κάθε τέτοια επιφάνεια και δεν έχει την ίδια τιμή, σε όλο τον όγκο του υγρού, όπως προηγουμένως. Μια ειδική περίπτωση διαδρομής, κατά την οποία δεν έχουμε έργο, λόγω στροβιλισμού, είναι, ακολουθώντας τις γραμμές ροής, που είναι και πιο κατανοητό.

			[image: ]

			Σχήμα 4.4: (α) Διάγραμμα για το μηδενισμό του έργου στροβιλισμού. Tα διανύσματα 

dr→,u→,ζ→

 είναι στο ίδιο επίπεδο.
(β) Εφαρμογή του γενικευμένου θεωρήματος Bernoulli σε ροή περιστροφής.

			Σε περίπτωση που η ροή δεν είναι μόνιμη με στροβιλισμό, η εξίσωση Bernoulli γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→12u2+U+Pρ=-∂u→∂t-∇→×u→×u→.





						
							
							(4.16)

						
					

				
			

			Εάν δε, ολοκληρώσουμε, πάνω σε μία καμπύλη D, μεταξύ των σημείων 

R→1

 και 

R→2

, έχουμε για την μεταβολή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δ12u2+U+Pρ≡12u2+U+Pρ12=-∂∂t∫12u→⋅dr→+∫12dr→⋅u→×ζ→.





						
							
							(4.17)

						
					

				
			

			Eάν η καμπύλη D συμπίπτει με μια γραμμή ροής, τη χρονική στιγμή t, τότε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του όρου της στροφορμής μας δίνει μηδενική συνεισφορά, σε κάθε σημείο του επικαμπύλιου ολοκληρώματος.

			Αξίζει να θεωρήσουμε πάλι το παράδειγμα 2.8 (Κεφ. 2.6), μόνιμης ροής του στροβίλου με σταθερό στροβιλισμό σε όλο το χώρο. Ας θεωρήσουμε τη μετατόπιση κατά μήκος της ακτίνας R, από το R1 στο R2 (δες Σχ. 4.4β). Τότε, για 

uϕ=ΩR

, έχουμε από την εξίσωση Euler, με ολοκλήρωση83:

			



P=12ρΩ2R2





			και:

			



Δ12u2+Pρ=ΔΩ2R2,





			ενώ το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του όρου στροβιλισμού με 

ζ→=2Ωe^z

 μας δίνει:

			



∫12dr→⋅u→×ζ→=∫12dR2Ω2R=ΔΩ2R2





			και ικανοποιείται η γενικευμένη μορφή του θεωρήματος Bernoulli.

			4.4.1 Εξισώσεις Euler σε κυλινδρικές συντεταγμένες

			Για την περίπτωση ανιξωδικής και ασυμπίεστης ροής, οι εξισώσεις ορμής και συνέχειας μας δίνουν την κατανομή της ταχύτητας 

u→r→,t

 και της πίεσης 

Pr→,t

 στο χώρο και τη μεταβολή τους στο χρόνο. Για προβλήματα ροής με κυλινδρική συμμετρία, είναι σκόπιμο να χρησιμοποιήσουμε κυλινδρικές συντεταγμένες 

r→→R,ϕ,z

 και με συνιστώσες της ταχύτητας 

u→≡uR,uϕ,uz

, οι εξισώσεις διατήρησης ορμής και συνέχειας της πυκνότητας, λαμβάνοντας υπόψη μόνο τη βαθμίδα πίεσης, γίνονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂uR∂t+u→⋅∇→uR-uϕ2R=-1ρ∂P∂R,





							



∂uϕ∂t+u→⋅∇→uϕ-uRuϕR=-1ρR∂P∂ϕ,





							



∂uz∂t+u→⋅∇→uz=-1ρ∂P∂z





						
							
							(4.18)

						
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1R∂∂RRuR+1R∂uϕ∂ϕ+∂uz∂z=0,





						
							
							(4.19)

						
					

				
			

			όπου, σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅∇→=uR∂∂R+uϕR∂∂ϕ+uz∂∂z.





						
							
							(4.20)

						
					

				
			

			Οι όροι στο αριστερό μέρος, που δεν έχουν παραγώγιση, προέρχονται από την παραγώγιση, ως προς 

ϕ

, των μοναδιαίων διανυσμάτων 

e^R

 και 

e^ϕ

. Έτσι π.χ.:

			



u→⋅∇→uRe^R=u→⋅∇→uRe^R+uRuϕRe^ϕ,





			



u→⋅∇→uϕe^ϕ=u→⋅∇→uϕe^ϕ-uϕ2Re^R,





			που μας δίνει συνεισφορά στην ακτινική και στην εφαπτομενική επιτάχυνση.

			Εάν τώρα, η ταχύτητα έχει την μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=uϕR,te^ϕ,





						
							
							(4.21)

						
					

				
			

			οι γραμμές ροής είναι κυκλικές και όπως είδαμε στο Κεφ. 3, λόγω της ανεξαρτησίας της 

uϕ

 από την γωνία 

ϕ

, η σχέση ασυμπιεστότητας (

∇→⋅u→=0

) ικανοποιείται αυτόματα. Για την περίπτωση αυτή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅∇→u→=uϕR∂∂ϕuϕR,te^ϕ=uϕ2R∂∂ϕe^ϕ=-uϕ2Re^R.





						
							
							(4.22)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις Euler γίνονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



             -uϕ2R=-1ρ∂P∂R ,





							



         ∂uϕ∂t=-1ρR∂P∂ϕ ,





							



 0=-1ρ∂P∂z=0





						
							
							(4.23)

						
					

				
			

			και συμπεραίνουμε ότι:

			



PR,ϕ,t=gR,tϕ+fR,t,





			και επειδή η πίεση είναι μονοσήμαντη, δηλ. 

PR,ϕ+2π=PR,ϕ,

 έχουμε 

gR,t=0

, και επομένως, η πίεση εξαρτάται μόνο από την ακτίνα R και το χρόνο t. Αυτό σημαίνει, ότι δεν έχουμε βαθμίδα πίεσης στην 

e^ϕ

 (εφαπτομενική) κατεύθυνση και επομένως 

∂uϕ∂t=0

, δηλαδή δεν έχουμε εφαπτομενική επιτάχυνση. Έτσι, η ταχύτητα είναι και ανεξάρτητη του χρόνου84.

			4.4.1 Εξισώσεις Euler σε σφαιρικές συντεταγμένες

			Με μεταφορά των συνιστωσών της επιτάχυνσης σε σφαιρικές συντεταγμένες καθώς και της βαθμίδας της πίεσης εύκολα βρίσκουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ur∂t+u→⋅∇→ur-uθ2r-uϕ2r=-1ρ∂P∂r,





						
							
							(4.24)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂uθ∂t+u→⋅∇→uθ+uruθr-uϕ2cotθr=-1ρr∂P∂θ,





						
							
							(4.25)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂uϕ∂t+u→⋅∇→uϕ+uruϕr+uθuϕcotθr=-1ρrsinθ∂P∂ϕ ,





						
							
							(4.26)

						
					

				
			

			και

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1r2∂∂rr2ur+1rsinθ∂∂θuθsinθ+1rsinθ∂uϕ∂ϕ=0,





						
							
							(4.27)

						
					

				
			

			Όπου, σε σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅∇→=ur∂∂r+uθr∂∂θ+uϕrsinθ∂∂ϕ.





						
							
							(4.28)

						
					

				
			

			4.5 Φυσική ανάλυση μη ομογενούς ροής

			 4.5.1 Ευθύγραμμη επιτάχυνση

			Ως ένα συγκεκριμένο παράδειγμα, για την ανάλυση του νόμου Bernoulli και της εξίσωσης Euler, χρησιμοποιούμε τη ροή μέσα από μία σύριγγα. Κύριος στόχος είναι η εξέταση της μεθοδολογίας για τη μελέτη ενός προβλήματος υδροδυναμικής και της αναγνώρισης των απλουστεύσεων, χωρίς να χρησιμοποιούμε πολύπλοκα ολοκληρώματα. Ταυτόχρονα, όμως, θα δείξουμε ότι τα αποτελέσματα της εξίσωσης Euler είναι σύμφωνα με αυτό που θα περιμέναμε από την κλασική μηχανική. Θα μας δοθεί, επίσης, η ευκαιρία να μάθουμε να «διαβάζουμε» ένα διάγραμμα του πεδίου ταχύτητας, ώστε να βγάζουμε πληροφορίες για την επιτάχυνση αλλά και τη βαθμίδα πίεσης.

			Υποθέτουμε ότι έχουμε φτάσει σε συνθήκες ομαλής ροής, υπό την πίεση του εμβόλου, που κινείται με σταθερή ταχύτητα up. Στο Σχ. 4.5, δείχνουμε τις γραμμές ροής. Πολύ μακριά, στο αριστερό άκρο, οι γραμμές είναι παράλληλες και κάθετες στο έμβολο. Όσο όμως πλησιάζουμε στη δεξιά οπή, οι γραμμές πρέπει να συγκλίνουν.

			[image: ]

			Σχήμα 4.5: (α) Γραμμές Ροής σε σύριγγα υπό σταθερή πίεση. (β) Σωλήνας ροής σε μεγέθυνση από το (α).

			Εφόσον η ροή είναι μόνιμη, θα χρησιμοποιήσουμε την έννοια του σωλήνα ροής, χωρίς ροή από τα πλαϊνά τοιχώματα του σωλήνα. Η μάζα που διέρχεται, για κάποιο χρονικό διάστημα dt, από δύο διαφορετικές τομές, με εμβαδόν ΔΑ και ΔΑ,’ είναι ίσες, δηλαδή το γινόμενο:

			ρuΔΑ = σταθερά

			είναι σταθερό κατά μήκος του σωλήνα. Για ασυμπίεστο ρευστό, το γινόμενο uΔΑ είναι σταθερό. Όπου έχουμε συσσώρευση γραμμών ροής, αυτό σημαίνει μικρότερη διατομή και επομένως, μεγαλύτερη ταχύτητα του υγρού. Και είναι προφανές από το Σχήμα 4.5α και 4.5β, ότι η μεταβολή της ορμής του σωματιδίου υγρού γίνεται κυρίως κοντά στην οπή. Εδώ, πρέπει να παρατηρήσουμε ότι η εικόνα, κοντά στα τοιχώματα, είναι εξιδανικευμένη. Υποθέτουμε, δηλαδή, ότι η σταθερή εσωτερική επιφάνεια της σύριγγας είναι μία γραμμή ροής. Στην πραγματικότητα όμως, θα υπάρχει ένα στρώμα κοντά στην επιφάνεια, το οποίο θα συμπεριφέρεται διαφορετικά, λόγω των δυνάμεων τριβών που ασκούνται. Δηλαδή, όχι μόνο παραλείπουμε το ιξώδες μέσα στο υγρό, αλλά και τις τριβές στην επιφάνεια, σε επαφή με την σύριγγα. Η περιγραφή, όμως, που δώσαμε είναι αρκετά ικανοποιητική, όταν ο σωλήνας ροής είναι πιο κοντά στο κέντρο της σύριγγας όπου δεν περιμένουμε φαινόμενα του επιφανειακού στρώματος ή φαινόμενα στροβιλισμού, ενώ στο στόμιο, λόγω της μεγάλης ταχύτητας, το ιξώδες δεν έχει σημαντική επίδραση. Σε ένα πραγματικό υγρό και ιδιαίτερα στις γωνίες, θα περιμέναμε τη δημιουργία τοπικών στροβίλων.

			[image: ]

			Σχήμα 4.6: Δυνάμεις σε ένα σωματίδιο ρευστού, κινούμενο στην κεντρική γραμμή ροής της σήραγγας.

			Ας δούμε, τώρα, με μεγαλύτερη λεπτομέρεια, τη δυναμική συμπεριφορά ενός σωματιδίου υγρού, το οποίο για ευκολία διαλέγουμε με τη μορφή κύβου, με κέντρο στον άξονα συμμετρίας (παραλείπουμε την βαρύτητα) της σύριγγας και δύο πλευρές του κάθετες σε αυτόν (Σχ. 4.6). Η ακμή του κύβου είναι b. Η συμμετρική αυτή τοποθέτηση μας δίνει τη δυνατότητα να μελετήσουμε ένα μονοδιάστατο πρόβλημα. Το γεγονός ότι η γραμμή ροής στον άξονα συμμετρίας είναι ευθεία, σημαίνει ότι δεν υπάρχει διαφορά πίεσης στις απέναντι πλευρές, παρά μόνο στη x-κατεύθυνση.

			Στο στοιχειώδες χρονικό διάστημα Δt, το σωματίδιο μετατοπίζεται από τη θέση 

O

 με αρχική ταχύτητα 

uo

 (στην x-κατεύθυνση) στη θέση 

O′

 σε απόσταση 

Δx≈uoΔt

, με τελική ταχύτητα 

u′o

. Η επιτάχυνση του σωματιδίου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=limΔt→O⁡u′ο-uoΔt.





						
							
							(4.29)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση της μόνιμης ροής, η ταχύτητα δεν εξαρτάται άμεσα από το χρόνο, αλλά μόνο από τη θέση x. Έτσι, αναπτύσσοντας σε ανάπτυγμα Taylor, για μικρό Δx, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u′o=uo+∂u∂xoΔx=uo+∂u∂xouoΔt.





						
							
							(4.30)

						
					

				
			

			Με επίλυση από την (4.30) για uo¢-uo και αντικατάσταση στην (4.29), έχουμε για την επιτάχυνση του σωματιδίου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=∂u∂xouo=∂∂x12u2o.





						
							
							(4.31)

						
					

				
			

			Η σχέση αυτή μοιάζει πολύ με την αντίστοιχη ενός σωματιδίου στη μηχανική (περιγραφή Lagrange), καθώς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=dυdt=dυdxdxdt=dυdxυ=ddx12υ2.





						
							
							(4.32)

						
					

				
			

			Αυτό δεν πρέπει να μας εκπλήσσει, διότι, όπως είπαμε και στο Κεφ. 2, οι γραμμές ροής συμπίπτουν με τις τροχιές των σωματιδίων για μόνιμη ροή. Η συμφωνία αυτή είναι εντυπωσιακή, διότι αρχίσαμε από εντελώς διαφορετικές περιγραφές, με διαφορετικές ποσότητες να περιγράφουν την κινητική. Στην κλασική μηχανική, έχουμε την ταχύτητα και τη θέση του σωματιδίου v(t) και x(t), ενώ στην υδροδυναμική, ορίζουμε το πεδίο ταχύτητας u(x,t), και για αυτό και έχουμε μερική παραγώγιση. Πρέπει να πούμε ότι η αριστερή εξίσωση στην (4.31) είναι σύμφωνη με τον ορισμό της υλικής επιτάχυνσης, καθότι για τη μόνιμη ροή ισχύει ότι ∂u/∂t = 0 και απομένει μόνο ο όρος 

u→⋅∇→u→

, που έχει μόνο x-συνιστώσα και ίση με 

u∂u∂x

.

			4.5.2 Εφαπτομενική επιτάχυνση σε καμπύλη γραμμή ροής

			Η προηγούμενη σχέση για την επιτάχυνση, εύκολα γενικεύεται, αν το σωματίδιο βρίσκεται πάνω σε γραμμή ροής, η οποία είναι καμπύλη. Η επιτάχυνση για μόνιμη ροή είναι 

u→⋅∇→u→

, που, εν γένει, έχει συνιστώσες στους τρεις άξονες. Αυτό είναι ανάλογο με την επιτάχυνση ενός σωματιδίου σε καμπυλόγραμμη τροχιά, στη μηχανική. Εκεί, έχουμε την εφαπτομενική επιτάχυνση και την κεντρομόλο. Εδώ, θα ενδιαφερθούμε, προς το παρόν, για την εφαπτομενική επιτάχυνση. Επειδή η 

u→⋅∇→u→

 είναι ανεξάρτητη του συστήματος αναφοράς, κάνουμε μια περιστροφή των αξόνων, ώστε ο νέος x-άξονας να είναι εφαπτόμενος της γραμμής ροής. Τότε, οι δύο συνιστώσες της ταχύτητας μηδενίζονται, ενώ η τρίτη είναι ίση με το μέτρο της ταχύτητας. Έτσι, η εφαπτομενική συνιστώσα της επιτάχυνσης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



εφαπτομενική επιτάχυνση=∂∂s12u2,





						
							
							(4.33)

						
					

				
			

			όπου s είναι κατά μήκος της γραμμής ροής. Στο μέγεθος της κεντρομόλου επιτάχυνσης θα επανέλθουμε σε επόμενη παράγραφο.

			4.5.3 Εξίσωση ορμής

			Εάν παραλείψουμε το ιξώδες, δεν έχουμε διατμητικές τάσεις στο υγρό. Στην περίπτωση αυτή, η δύναμη πίεσης είναι παντού ισοτροπική, αν και η τιμή της διαφέρει από σημείο σε σημείο, όπως πρέπει, ώστε η διαφορά πίεσης να δρα ως δύναμη επιτάχυνσης. Επειδή, στο σωλήνα, η ταχύτητα αυξάνεται κατά το μήκος της ευθείας γραμμής ροής, περιμένουμε η πίεση να είναι μεγαλύτερη στο αριστερό μέρους του κύβου. Η πίεση στις απέναντι επιφάνειες δίνεται από την πίεση στο κέντρο Ο για μικρό μήκος b, με ανάπτυξη σε σειρά Taylor και είναι αντίστοιχα:

			



P-12b∂P∂xo  και  P+12b∂P∂xo





			για την αριστερή και δεξιά πλευρά. Η διαφορά μεταξύ τους, θα μας δώσει την ολική εφαπτομενική δύναμη που ασκείται στον κύβο:

			



ολική εφαπτομενική δύναμη=-b3∂P∂xo,





			στην οποία, πολλαπλασιάσαμε με το εμβαδόν 

b2

 της επιφάνειας, στην οποία ασκείται η πίεση. Το «-»  πρόσημο υφίσταται, επειδή η πίεση στο δεξιό μέρος ασκεί δύναμη στον κύβο, στην x-κατεύθυνση. Με εξίσωση της δύναμης με τη μάζα επί επιτάχυνση έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-b3∂P∂x=ρb3∂∂x12u2.





						
							
							(4.34)

						
					

				
			

			Επειδή περιμένουμε θετική επιτάχυνση, αυτό σημαίνει ότι: ∂Ρ/∂x < 0, κατά μήκος της σύριγγας. Το παραπάνω θα βρει μία πιο ακριβή έκφραση στο νόμο του Bernoulli, για την περίπτωση αυτή. Η (4.34) εύκολα γενικεύεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∂P∂s=ρ∂∂s12u2,





						
							
							(4.35)

						
					

				
			

			αν οι γραμμές ροής είναι καμπυλόγραμμες, σύμφωνα με την (4.9). Με ολοκλήρωση σε κάθε περίπτωση, κατά μήκος της γραμμής ροής, έχουμε: 

			



Pρ+12u2=C,





			όπου η σταθερά είναι εν γένει διαφορετική για κάθε γραμμή ροής, αν και για το πρόβλημά μας είναι η ίδια παντού, γιατί όλες οι γραμμές ροής, στο ένα άκρο, έχουν την ίδια πίεση (του εμβόλου) με την ίδια ταχύτητα του υγρού up. Εδώ, έχουμε την επαλήθευση ότι, σε στενωπό ροής, η πίεση είναι χαμηλότερη, παρόλο που, εκ πρώτης όψεως, ακούγεται περίεργα. Εάν, όμως, δεν είχαμε χαμηλότερη πίεση, δε θα είχαμε μία ολική δύναμη, για να επιταχύνει το υγρό.

			4.5.4 Εγκάρσια βαθμίδα πίεσης και κεντρομόλος επιτάχυνση σε μόνιμη κυκλική ροή

			[image: ]

			Σχήμα 4.7: Εγκάρσιες δυνάμεις σε ένα σωματίδιο ρευστού κινούμενο σε κυκλική τροχιά.

			Σε μία μόνιμη ροή, θεωρούμε ένα σωματίδιο που διαγράφει την κυκλική τροχιά ακτίνας R, του σχήματος 4.7. Στο σημείο P, η u2 συνιστώσα της ταχύτητας μηδενίζεται. Θεωρούμε την ταχύτητα u2(Q) στο γειτονικό σημείο Q, στην τροχιά που απέχει από το P κατά την μετατόπιση:

			



dr→=dx1i^+dx2j^=Rsinθi^+R1-cosθj^





			Aναπτύσσουμε το u2(Q) σε σειρά Taylor, γύρω από το σημείο P και, κρατώντας μόνο τους δύο όρους 1ης τάξης στις μεταβολές dx1 και dx2, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u2Q=∂u2∂x1PRsinθ+∂u2∂x2PR1-cosθ≈∂u2∂x1PRθ





						
							
							(4.36)

						
					

				
			

			Όπου, για μικρές γωνίες θ, κρατήσαμε όρους μέχρι πρώτης τάξης, ως προς θ. Στην (4.36), ο δείκτης P (ή Q) δηλώνει ότι η συνάρτηση υπολογίζεται στις συντεταγμένες των σημείων P (ή Q). Αλλά:

			



u2Q=uQsinθ≈uPθ,





			Πάλι, κρατώντας τον χαμηλότερο όρο ως προς θ. Με εξίσωση των δύο σχέσεων, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u2∂x1P=uRP.





						
							
							(4.37)

						
					

				
			

			Με την επιλογή των αξόνων του σχήματος, η ακτινική επιτάχυνση στο σημείο P είναι:

			



ακτινική επιτάχυνση aRP=u→⋅∇→u2=u1∂u2∂x1P,





			ή με αντικατάσταση από την (4.37) και χρής του ότι u1(P)=u, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aR=u1∂u2∂x1P=u2RP,





						
							
							(4.38)

						
					

				
			

			το οποίο αποτελεί το γνωστό αποτέλεσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης. Επομένως, όπου οι γραμμές ροής είναι καμπύλες, με ακτίνα καμπυλότητας R, έχουμε κεντρομόλο επιτάχυνση και, κατά συνέπεια, ακτινική βαθμίδα πίεσης.

			[image: ] 

			Σχήμα 4.8: Σταθερά περιστρεφόμενο δοχείο με ρευστό.

			Παράδειγμα: Για ένα ομαλά περιστρεφόμενο δοχείο, μαζί με το περιεχόμενο υγρό (Σχ. 4.8), έχουμε μόνο κεντρομόλο επιτάχυνση προς τον άξονα περιστροφής. Σε μόνιμη κατάσταση, η επιφάνεια του υγρού θα πάρει την μορφή παραβολοειδούς εκ περιστροφής.

			Ας θεωρήσουμε ένα σημείο στο ρευστό, σε απόσταση R από τον άξονα περιστροφής. Εάν P0 είναι η ατμοσφαιρική πίεση, τότε η πίεση σε κάθε σημείο, που απέχει απόσταση R από τον άξονα περιστροφής και σε βάθος [z0 + h(R)] από την επιφάνεια του υγρού, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=P0+ρgzo+hR,





						
							
							(4.39)

						
					

				
			

			όπου z0 είναι το βάθος από το χαμηλότερο σημείο της ελεύθερης επιφάνειας και ζ(R) είναι η συνάρτηση, που περιγράφει την ελεύθερη επιφάνεια και το σχήμα της εξαρτάται από την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής. Εάν παραγωγίσουμε την πίεση ως προς R, από την ακτινική συνιστώσα της διατήρησης ορμής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂P∂R=ρgdhdR=ρu2R ,





						
							
							(4.40)

						
					

				
			

			καθότι η ακτινική συνιστώσα της βαθμίδας πίεσης είναι αυτή, που δίνει την κεντρομόλο επιτάχυνση. Εάν η σταθερή γωνιακή ταχύτητα του υγρού είναι ω, τότε έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



gdhdR=ω2R,





						
							
							(4.41)

						
					

				
			

			ή με ολοκλήρωση ως προς R, έχουμε για την ακτινική μεταβολή της επιφάνειας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



hR=ω2R22g .





						
							
							(4.42)

						
					

				
			

			4.6 Αριθμός Froude και συντελεστής πίεσης

			Για την αριθμητική λύση των διαφορικών εξισώσεων της υδροδυναμικής, είναι συχνά χρήσιμο να τις εκφράσουμε σε αδιάστατη μορφή. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να εκτιμήσουμε τη σημασία κάθε όρου, από το μέγεθος του συντελεστή που προκύπτει, με τη μετάβαση σε αδιάστατες μεταβλητές. Η βασική ιδέα είναι να επιλέξουμε τις χαρακτηριστικές κλίμακες του προβλήματος π.χ. μήκους, χρόνου κτλ. Εάν π.χ. έχουμε ένα εμπόδιο μεγέθους L στην ελεύθερη ροή ενός ρευστού, τότε περιμένουμε ότι αυτή είναι η χαρακτηριστική κλίμακα μήκους, και οποιεσδήποτε αλλαγές συμβαίνουν στον χώρο, π.χ. στο πεδίο ταχύτητας, αυτές συμβαίνουν στην κλίμακα L. Εάν δε, η ασυμπτωτική ταχύτητα του ρευστού είναι u0, τότε έχουμε και το χαρακτηριστικό χρόνο 

τ=Lu0

. Με το σκεπτικό αυτό, μπορούμε να κάνουμε τις παρακάτω αλλαγές μεταβλητών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r→=Lr→′u→=u0u→′t=Lu0t′.





						
							
							(4.43)

						
					

				
			

			όπου οι τονισμένες ποσότητες είναι αδιάστατες. Η εξίσωση Euler γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρu02L∂u→′∂t′+ρu02Lu→′⋅∇→′u→′=-ΔPL∇→′P′-ρg∇→′h′,





						
							
							(4.44)

						
					

				
			

			όπου 

∇→′

 σημαίνει παραγώγιση ως προς 

r→′

, και χρησιμοποιήσαμε για το δυναμικό της βαρύτητας ανά μονάδα όγκου:

			



U=ρgLh′r→′





			και για τη βαθμίδα πίεσης:

			



∇→P=ΔPL∇→′P′,





			με 

ΔPL

, μία χαρακτηριστική βαθμίδα πίεσης. Στην (4.44), οι όροι μέσα στην παρένθεση μας δίνουν την τάξη μεγέθους του κάθε όρου, περιμένοντας ότι, αν η επιλογή των χαρακτηριστικών ποσοτήτων είναι η κατάλληλη, οι αδιάστατες ποσότητες τού πεδίου είναι της τάξης τής μονάδας. Εάν, τώρα, διαιρέσουμε την (4.44) με 

ρu02L

, τότε έχουμε την αδιάστατη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→′∂t′+u→′⋅∇→′u→′=-ΔPρu02∇→′P′-1Fr2∇→′h′,





						
							
							(4.45)

						
					

				
			

			όπου η ποσότητα Fr ονομάζεται αριθμός Froude και δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Froude Fr=u0gL.





						
							
							(4.46)

						
					

				
			

			Έτσι, το τετράγωνο του αριθμού Froude μας δίνει τον λόγο της δύναμης αδράνειας85, προς τη βαρυτική δύναμη. Εάν ο αριθμός Froude είναι μεγάλος, αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να παραλείψουμε τη βαρυτική δύναμη, σε σχέση με την αδρανειακή δύναμη. Αυτό θα συμβεί, αν:

			



u02L≫g,





			δηλαδή δεν είναι μόνο η ταχύτητα, αλλά και το χαρακτηριστικό μήκος που παίζουν ρόλο. Αυτό είναι απόλυτα αναμενόμενο, αν θυμηθούμε ότι μπορούμε να συγκρίνουμε μόνο ποσότητες με ίδιες διαστάσεις και ο αριθμός Froude είναι η αδιάστατη ποσότητα που περιέχει και το g. Στα παραπάνω, υποθέσαμε ότι τα χαρακτηριστικά μήκη και ταχύτητες είναι ίδια και στις τρεις κατευθύνσεις. Σε αντίθετη περίπτωση, νέες αδιάστατες ποσότητες, π.χ. λόγος μηκών, θα παίξουν ρόλο.

			Από τον όρο της πίεσης, μπορούμε να ορίσουμε ένα άλλο αδιάστατο αριθμό, ο οποίος ονομάζεται συντελεστής πίεσης και δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



συντελεστής πίεσης Cp=ΔP12ρu02,





						
							
							(4.47)

						
					

				
			

			που μετρά τον λόγο της βαθμίδας πίεσης προς τον αδρανειακό όρο. Συχνά, αντί του Cp, χρησιμοποιείται ο αριθμός Euler, που ορίζεται ως:

			



αριθμός Euler Eu=2Cp .





			Αν δε, θέλουμε να συγκρίνουμε τον όρο της βαρύτητας, προς αυτόν της πίεσης, ορίζουμε τον λόγο:

			



EuFr2=ρgLΔP,





			όπου ο αριθμητής έχει επίσης μονάδες πίεσης και είναι η διαφορά υδροστατικής πίεσης για το μήκος L. Αργότερα, θα δούμε ότι οι αδιάστατοι αυτοί αριθμοί χαρακτηρίζουν την μορφή της ροής και είναι ιδιαίτερα χρήσιμοι, για την ανάπτυξη μοντέλων της ροής, σε μικρότερες κλίμακες στο εργαστήριο.

			Με την εισαγωγή των αδιάστατων σταθερών, έχουμε ένα εύκολο κριτήριο, για την σύγκριση δύο όρων, στην εξίσωση διατήρησης της ορμής. Στην περίπτωσή μας, υποθέσαμε ότι το πρόβλημα ροής εξαρτάται από μερικές χαρακτηριστικές ποσότητες. Λόγω της σημασίας των ποσοτήτων αυτών στον χαρακτηρισμό της ροής, θα αφιερώσουμε παρακάτω ένα ολόκληρο κεφάλαιο (Κεφ. 9)

			Η παραπάνω ανάλυση, επίσης, υποθέτει ότι οι όροι που είναι εκφρασμένοι σε αδιάστατες ποσότητες είναι της ίδιας τάξης μεγέθους86, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



O∂u→′∂t′≈Ou→′⋅∇→′u→′≈O∇→′P′≈O∇→′h′,





						
							
							(4.48)

						
					

				
			

			όπου, το σύμβολο «O» σημαίνει τάξη μεγέθους της αντίστοιχης ποσότητας. Εάν π.χ. η χρονική κλίμακα μεταβολής δεν είναι της τάξης 

Lu0

, αλλά πολύ μεγαλύτερη, τότε μπορούμε να παραλείψουμε τον όρο 

∂u→′∂t′

 και να θεωρήσουμε ότι η ροή μας είναι μόνιμη. Έτσι, από την παραπάνω συζήτηση, έχουμε και ένα ποσοτικό κριτήριο, για να θεωρήσουμε μία ροή ως μόνιμη.

			Αυτό μπορεί να γίνει και ποσοτικά, με εισαγωγή του αντίστοιχου αριθμού. Έτσι, αν θεωρήσουμε ότι η τοπική μεταβολή καθορίζεται από διαφορετική χρονική κλίμακα T, τότε ορίζουμε τον χρόνο ως t=Tt’ και μπορούμε να ορίσουμε τον αριθμό Strouhal ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Strouhal≡S=LUT,





						
							
							(4.49)

						
					

				
			

			που είναι ο λόγος:

			



S=∂u→/∂tu→⋅∇→u→∼όρος τοπικής αδράνειαςόρος αδράνειας μεταφοράς.





			Ο αριθμός Strouhal μας δίνει μια εκτίμηση της χρονικής μεταβολής, τοπικά. Έτσι, αν S<<1 ή 

T≫LU

 , μπορούμε να θεωρήσουμε μόνιμη ροή και να παραλείψουμε τον όρο 

∂u→∂t

 στην εξίσωση Euler.

			4.7 Θερμοδυναμική ιδανικού υγρού

			Εάν ο συντελεστής του ιξώδους μ και η σταθερά θερμικής αγωγιμότητας κ είναι αμελητέες, τότε δεν έχουμε ούτε παραγωγή αλλά ούτε και διάδοση θερμότητας από έναν όγκο ενός υγρού σε άλλο. Εάν δε, επιπλέον, δεν έχουμε και παραγωγή θερμότητας δια ακτινοβολίας ή χημικών αντιδράσεων, τότε έχουμε το ιδανικό υγρό Euler του προηγουμένου κεφαλαίου. Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση διατήρησης ενέργειας δεν αποτελεί επιπλέον εξίσωση, αλλά βγαίνει απευθείας από την εξίσωση Euler, χωρίς άλλες υποθέσεις. Η έλλειψη ανταλλαγής θερμότητας, μεταξύ τμημάτων του υγρού ή του υγρού και περιβαλλουσών επιφανειών, σημαίνει ότι η ροή είναι αδιαβατική σε όλο τον όγκο του υγρού. Η ροή ιδανικού υγρού, λοιπόν, είναι αδιαβατική και επομένως, η εντροπία πρέπει να παραμένει σταθερή, καθώς το σωματίδιο του υγρού κινείται στο χώρο.

			Έτσι, λοιπόν, σε μεταβλητές Euler, ο πρώτος νόμος της θερμοδυναμικής γράφεται, χρησιμοποιώντας την υλική παράγωγο, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DEDt=ðQdt-ðWdt,





						
							
							(4.50)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρυθμός μεταβολήςρυθμός διάδοσηςρυθμόςτης ενέργειας=θερμότητας-που γίνεται έργοτου συστήματοςστο σύστημααπό το σύστημα,





						
							
							(4.51)

						
					

				
			

			όπου, E η ολική ενέργεια που περιλαμβάνει κινητική, δυναμική και εσωτερική ενέργεια, 

ðQdt

 ο ρυθμός παραγωγής θερμότητας87 (ο οποίος μηδενίζεται για την ιδανική περίπτωση) και 

ðWdt

 ο ρυθμός παραγωγής έργου από το υλικό σύστημα (π.χ. το σωματίδιο). Για την ολική ενέργεια, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=K+U+E0-ολική ενέργειαK=12∫Vρu2dV-κινητική  ενέργειαU=∫VρgzdV-δυναμική  ενέργειαE0=∫Vρε0dV-εσωτερική  ενέργεια





						
							
							(4.52)

						
					

				
			

			όπου το σημείο αναφοράς για την δυναμική ενέργεια88 είναι το z=0 και ε0 είναι η πυκνότητα εσωτερικής ενέργειας ανά μονάδα μάζας. Ο ρυθμός παραγωγής έργου89, από το σωματίδιο όγκου V στο περιβάλλον, μέσω της επιφάνειάς του, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dWdt=-∫SPu→⋅dS→=∫V[∇→⋅Pu→]dV=∫V[∇→P]⋅u→dV,





						
							
							(4.53)

						
					

				
			

			όπου η τελευταία ισότητα ισχύει μόνο για ασυμπίεστη ροή.

			Επειδή η ροή είναι αδιαβατική, έχουμε για την εντροπία ανά μονάδα μάζας ενός σωματιδίου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DsDt=0          ή          ∂s∂t+u→⋅∇→s=0,





						
							
							(4.54)

						
					

				
			

			όπου s είναι η εντροπία ανά μονάδα μάζας και χρησιμοποιήσαμε την υλική παράγωγο, καθότι παρακολουθούμε το σωματίδιο στην κίνησή του με σταθερή μάζα. Με χρήση δε, και της εξίσωσης συνέχειας, η (4.54) μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂∂tρs+∇→⋅ρsu→=0,





						
							
							(4.55)

						
					

				
			

			όπου το 

Js=ρsu→

 είναι η πυκνότητα ροής εντροπίας. Η (4.55) έχει την ίδια μορφή, όπως η γενική εξίσωση συνέχειας90 και μας λέει ότι ο ρυθμός μεταβολής στον χρόνο της εντροπίας, ανά μονάδα όγκου, είναι ίση με μείον την απόκλιση του ρεύματος εντροπίας. Έτσι, αν περιβάλλουμε το σωματίδιο με μία νοητή επιφάνεια και ολοκληρώσουμε στον όγκο, τότε ο ρυθμός τοπικής μεταβολής είναι ίσος και αντίθετος με το ρεύμα εντροπίας μέσω της επιφάνειας. Στην αδιαβατική, λοιπόν, ροή, η εξίσωση Euler απλοποιείται, αν η εντροπία είναι σταθερή σε όλο το χώρο. Αυτό θα συμβεί, αν σε οποιαδήποτε χρονική στιγμή, η S είναι σταθερή σε όλο τον όγκο, θα συνεχίσει έτσι και για αργότερους χρόνους. Τότε, η ροή μας είναι ισο-εντροπική.

			Εάν χρησιμοποιήσουμε αντί της πίεσης, την ενθαλπία, ανά μονάδα μάζας, έχουμε για ισεντροπική (s=σταθερή) ροή, από την θερμοδυναμική:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

dh = TdS + υdP   

 ή 

 dh = υdP,



						
							
							(4.56)

						
					

				
			

			όπου υ =1/ρ. Από την διαφορική σχέση 

dh=∇→h⋅dr→

 , έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→Pρ=∇→h





						
							
							(4.57)

						
					

				
			

			και η εξίσωση Euler γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+u→⋅∇→u→=-∇→h.





						
							
							(4.58)

						
					

				
			

			Η σχέση αυτή ισχύει, ακόμη και αν η ροή μας δεν είναι ασυμπίεστη. Στην περίπτωση αυτή, θεωρούμε ότι η πυκνότητα ρ είναι συνάρτηση της πίεσης σε κάθε σημείο, δηλ. ρ(Ρ). Aπό το διαφορικό της ενθαλπίας ανά μονάδα μάζας, για ισεντροπική ροή, και με ολοκλήρωση της (4.56) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



h=∫PaPdPρP,





						
							
							(4.59)

						
					

				
			

			όπου Pα είναι η πίεση αναφοράς. Η σχέση είναι σύμφωνη με την (4.57), όπως φαίνεται, αν πάρουμε την βαθμίδα της (4.59), δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→h=dhdP∇→P=1ρ∇→P.





						
							
							(4.60)

						
					

				
			

			Εάν στην εξίσωση Euler, διαχωρίσουμε τη μεταφορική επιτάχυνση, όπως στην παράγραφο 3.6 και χρησιμοποιήσουμε τον στροβιλισμό 

ζ→=∇→×u→

, τότε γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+ζ→×u→=-∇→12u2+U+∫PaPdPρΡ.





						
							
							(4.61)

						
					

				
			

			Εάν το αριστερό μέρος στην (4.61) μηδενίζεται (μόνιμη και αστρόβιλη ροή), έχουμε τη γενίκευση του νόμου Bernoulli για συμπιεστή ροή, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12u2+U+∫PaPdPρP=σταθερά.





						
							
							(4.62)

						
					

				
			

			Για την ισοεντροπική ροή ενός συμπιεστού αερίου, έχουμε την καταστατική σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=P0ρρ0γ,





						
							
							(4.63)

						
					

				
			

			όπου P0 και ρ0 είναι γνωστές και 

γ=cpcv

, είναι ο λόγος της ειδικής θερμότητας σε σταθερή πίεση προς την ειδική θερμότητα, σε σταθερό όγκο. Για τον αέρα γ = 1.405, θεωρώντας ιδανικό αέριο διατομικών μορίων.

			Η δε ενθαλπία ανά μονάδα μάζας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



h=∫PaPdPρ(P)=∫PaPdPρ0(P/P0)1/γ=γγ-1Pρ(P)+ha.





						
							
							(4.64)

						
					

				
			

			4.8 Θεώρημα κυκλοφορίας Kelvin

			4.8.1 Θεώρημα και συνθήκες

			Η ανιξωδική και ασυμπίεστη ροή δεν θα ήταν τόσο ενδιαφέρουσα, αν δεν υπήρχε το θεώρημα του Kelvin, που λέει ότι ο στροβιλισμός για ένα ασυμπίεστο και ανιξωδικό υγρό διατηρείται στον χρόνο. Όταν θα μελετήσουμε την ροή ιξωδικών ρευστών, θα δούμε ότι σε στερεές επιφάνειες έχουμε και μηδενισμό της εφαπτομενικής ταχύτητας, που δρα ως πηγή στροβιλισμού. Σε πολλές περιπτώσεις, ο στροβιλισμός αυτός διαφεύγει στον όγκο του ρευστού με τη μορφή μεμονωμένων στροβίλων, οι οποίοι μεταφέρονται από την ροή. Μακριά από την επιφάνεια, μπορούμε να θεωρήσουμε τη ροή χωρίς ιξώδες. Θα δείξουμε ότι οι γραμμές αυτές στροβιλισμού κινούνται ως εντοπισμένα σώματα. Η απόδειξη αυτής της βασικής ιδιότητας βασίζεται στο θεώρημα του Kelvin, για τη διατήρηση της κυκλοφορίας ενός ρευστού σωματιδίου, κατά την ροή. Η κυκλοφορία, όπως είδαμε, συνδέεται με τη μέση τιμή του στροβιλισμού, μέσω μιας επιφάνειας και δίνει την ισχύ ενός στροβίλου. Για να δούμε τις συνέπειες της δυναμικής στους στροβίλους, θα υπολογίσουμε πώς μεταβάλλεται με τον χρόνο η κυκλοφορία του στροβίλου K(t), δηλαδή θα υπολογίσουμε την υλική παράγωγο της κυκλοφορίας, 

DKtDt

.

			Θεώρημα Kelvin: Η κυκλοφορία για μια κλειστή διαδρομή C:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



KCt=∮Cu→r→,t⋅dl→





						
							
							(4.65)

						
					

				
			

			διατηρείται με τον χρόνο, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DKtDt=0





						
							
							(4.66)

						
					

				
			

			με την έννοια της υλικής παραγώγου. Με άλλα λόγια, αν παρακολουθήσουμε τα σωματίδια91 του υγρού, που σχηματίζουν την κλειστή διαδρομή C(t), τότε η κυκλοφορία γύρω στη C(t) είναι πάντα η ίδια. Αυτό ισχύει, παρόλο που, ανά πάσα χρονική στιγμή, τα σωματίδια του υγρού, που βρίσκονται κατά μήκος της κλειστής διαδρομής C(t), θα κείνται σε καμπύλη92 με διαφορετικό σχήμα. Εν γένει, η κυκλοφορία θα έχει διαφορετική τιμή από την αρχική της τιμή. Αλλά, ο Kelvin έδειξε ότι η κυκλοφορία παραμένει σταθερή,, όταν η ροή ικανοποιεί τις παρακάτω τρεις συνθήκες:

			α) το υγρό είναι ανιξωδικό

			β) η πυκνότητα είναι σταθερή ή μόνο συνάρτηση της πίεσης

			γ) οι εξωτερικές δυνάμεις όγκου, που πιθανόν υπάρχουν, προέρχονται από ένα δυναμικό

			Στις παραπάνω προϋποθέσεις, δεν είναι απαραίτητο η ροή να είναι αστρόβιλη. Σε μια τέτοια περίπτωση, η κυκλοφορία θα ήταν παντού μηδέν και θα είχαμε μόνο πηγές απόκλισης. Το θεώρημα απλώς μας λέει ότι, άν σε κάποιο όγκο συστήματος έχουμε στροβιλισμό, αυτός κινείται μαζί με το σύστημα. Εάν όμως μία από τις προϋποθέσεις δεν ικανοποιείται, τότε υπάρχει η δυνατότητα να μεταβάλλεται η κυκλοφορία. Στην περίπτωση του ιξώδους π.χ., έχουμε διάχυση του στροβιλισμού έξω από τον όγκο του συστήματος.

			4.8.2 Απόδειξη θεωρήματος Kelvin

			Η απόδειξη είναι εύκολη, αν αντιληφθούμε τι σημαίνει η δράση της ολικής παραγώγου, στο ολοκλήρωμα της (4.65). Στη ροή, κάθε σημείο της C διαδρομής κινείται μαζί με το υγρό και επομένως, η ολική μεταβολή της κυκλοφορίας οφείλεται στην ολική μεταβολή της ταχύτητας, αλλά και της διαδρομής, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DKDt=∮CDu→Dt⋅dl→+u→⋅Ddl→Dt.





						
							
							(4.67)

						
					

				
			

			Ο πρώτος όρος στο ολοκλήρωμα μπορεί να υπολογιστεί από την εξίσωση της ορμής (4.5), ενώ ο δεύτερος όρος θέλει λίγη προσοχή. H ποσότητα 

Ddl→/Dt

 είναι ο ρυθμός μεταβολής, καθώς κινείται το υγρό του διανύσματος που ενώνει δύο σημεία, που απέχουν κατά 

dl→=r→2-r→1

. Αυτό σημαίνει ότι είναι η στιγμιαία σχετική ταχύτητα των δύο αυτών σημείων. Αυτό φαίνεται από το σχήμα (4.9), όπου το υγρό, που ήταν στο σημείο 

r→1

, σε χρόνο δt, μετατοπίζεται στο:

			



r→1+u→r→1δt





			και από το 

r→2

 σε χρόνο δt στο:

			



r→2+u→r→2δt.





			Eπομένως, το διάνυσμα 

dl→=r→2-r→1

 μεταβάλλεται στο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r→2+ur→2δt-r→1+u→r→1δt=dl→+u→r→2-ur→1δt.





						
							
							(4.68)

						
					

				
			

			Εάν τώρα βάλουμε 

r2→=r1→+dl→

 και αναπτύξουμε το 

u→r→2

 σε σειρά Taylor, έχουμε:

			



u→r→2=u→r→1+dl→⋅∇→ u→





			 και επομένως η μεταβολή του 

dl→

 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dl→t-dl→0=u→r→1-u→r→2δt=dl→⋅∇→u→=dl∂u→∂l,





						
							
							(4.69)

						
					

				
			

			όπου, 

∂u→∂l

 είναι η παράγωγος στην κατεύθυνση του 

dl→

. `Ετσι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅Ddl→Dt=u→⋅∂u→∂ldl=∂12u→⋅u→∂ldl=d12u2





						
							
							(4.70)

						
					

				
			

			και επομένως, το ολοκλήρωμά του, για μια κλειστή διαδρομή, ισούται με μηδέν. Το υπόλοιπο μέρος επίσης μηδενίζεται, για αστρόβιλη ροή, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮CDu→Dt⋅dl→=-∮C∇→Pρ+U-12u2⋅dl→=0,





						
							
							(4.71)

						
					

				
			

			διότι στο ολοκλήρωμα έχουμε το ολικό διαφορικό 

dPρ+U-12u2 

 και η ολοκλήρωσή του σε μια κλειστή διαδρομή, θα μας δώσει πάλι μηδέν.
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			Σχήμα 4.9: Διάγραμμα για τον υπολογισμό της σχετικής ταχύτητας δύο σημείων στην διαδρομή C.

			Από την απόδειξη, αξίζει να συγκρατήσουμε δύο χρήσιμα αποτελέσματα Για ένα ομογενές ρευστό, οι δυνάμεις της πίεσης δεν παράγουν στροβιλισμό σε ένα στοιχείο ρευστού. Αυτό εξηγείται, διότι οι δυνάμεις πίεσης είναι πάντα κάθετες στην επιφάνεια και επομένως, δεν ασκούνται ροπές στο στοιχείο. Επίσης, μία διατηρητική δύναμη όγκου, όπως είναι η βαρύτητα, δε δημιουργεί στροβιλισμό.

			Το θεώρημα Kelvin αποδείχθηκε, για αστρόβιλη και ανιξωδική ροή (συμπιεστή αλλά μόνο για ρ(Ρ) και έχει σημαντικές επιπτώσεις. Έστω ότι έχουμε μια ροή, η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες που θέσαμε προηγουμένως και στο υγρό υπάρχει ένας μόνο σωλήνας στροβιλισμού, μεγέθους K. Αυτό σημαίνει ότι, αν πάρουμε μια κλειστή διαδρομή στην επιφάνεια (και γύρω από τον σωλήνα), η κυκλοφορία είναι K και, σύμφωνα με το θεώρημα του Kelvin, παραμένει σταθερή καθώς το υγρό ρέει. Έτσι λοιπόν, οι στρόβιλοι κινούνται με το υγρό και διατηρούν το μέγεθός τους. Έτσι λοιπόν, ο στρόβιλος αποτελείται πάντα από τα ίδια σωματίδια υγρού και αποτελεί μία αυτοτελή κινούμενη μονάδα και όταν ακόμη έχουμε αλληλεπιδράσεις μεταξύ των στροβίλων.

			Εάν, τώρα, η κίνηση του υγρού σε μία περιοχή και σε κάποια χρονική στιγμή είναι αστρόβιλη, τότε σε αυτή τη χρονική στιγμή, η κυκλοφορία, για οποιαδήποτε κλειστή διαδρομή (εντός της αστρόβιλης περιοχής), είναι μηδενική. Θα είναι δε μηδενική και για μετέπειτα χρόνο και η ροή θα συνεχίσει να είναι αστρόβιλη. Έστω π.χ. ότι έχουμε υγρό σε ηρεμία και αυτό τίθεται σε κίνηση, με μετακίνηση των ορίων του. Τότε η ροή του θα είναι αστρόβιλη. Όλοι όμως έχουμε παρατηρήσει ότι, αν έχουμε ένα ξύλο σε ένα ποτήρι με υγρό και το περιστρέψουμε, θα δημιουργηθεί ένας στρόβιλος, ο οποίος θα αυξάνει σε ακτίνα, μέχρις ότου καλύψει σχεδόν όλο το ποτήρι με σταθερό στροβιλισμό, σε όλη την επιφάνεια. Το ίδιο επιτυγχάνεται, αν περιστρέψουμε γρήγορα το ποτήρι. Aυτές οι δύο παρατηρήσεις φαίνεται να αντιτίθενται στο θεώρημα Kelvin. Στην πραγματικότητα όμως δεν υφίσταται αντίθεση, διότι οι δύο αυτές περιπτώσεις δεν ικανοποιούν μία από τις υποθέσεις του θεωρήματος, καθότι τα πραγματικά υγρά είναι ιξωδικά.

			4.8.3 Αποκλίσεις και διαφυγή στροβιλισμού.

			Ας δούμε λοιπόν σε κάθε περίπτωση, πώς μπορούμε να εισάγουμε στροβίλους:

			α) Ιξωδική ροή. Όταν περιστρέφουμε το ποτήρι με το στάσιμο υγρό, οι διατμητικές τάσεις λόγω του ιξώδους, που αναπτύσσονται στην ενδοεπιφάνεια ποτηριού-υγρού, δημιουργούν ροπές στο στρώμα του υγρού, που γειτονεύει με την περιφέρεια του ποτηριού και επιταχύνεται μαζί του. Η ροπή αυτή διαδίδεται σταδιακά στα εσωτερικά στρώματα του υγρού. Με αυτόν τον τρόπο, ο στροβιλισμός διαχέεται από την επιφάνεια προς το εσωτερικό, όπως θα δείξουμε πιο συγκεκριμένα σε λίγο. Αρχικά, ο στροβιλισμός είναι εντοπισμένος σε ένα οριακό στρώμα (δες Κεφ. 7), του οποίου το πάχος δ αυξάνει με τον χρόνο ως 

δ≃2μt/ρ

, ενώ σε εύλογο χρόνο καλύπτει όλο το υγρό. Το ίδιο συμβαίνει αν έχουμε ακίνητο υγρό σε κανάλι και μία επίπεδη πλάκα βυθισμένη στο υγρό και αρχικά ακίνητη. Στην επιφάνεια της πλάκας, το γειτονικό υγρό αποκτά την ταχύτητά της πλάκας. Το υγρό, πολύ μακριά από αυτή, παραμένει στάσιμο και μόνο σταδιακά, μετά από σημαντικό χρόνο, αποκτά μια μικρή ταχύτητα. Εάν τώρα πάρουμε μία διαδρομή, θα δούμε ότι έχουμε κυκλοφορία και αυτό σημαίνει ότι υπάρχουν στρόβιλοι στο υγρό, οι οποίοι αναπτύσσονται στην επιφάνεια και μετά διαχέονται. Στην περίπτωση ιξώδους ροής είδαμε ότι στις εξισώσεις Euler πρέπει να προσθέσουμε τον όρο 

μ∇2u→

 και παίρνουμε την εξίσωση Navier-Stokes, για σταθερή πυκνότητα. Τότε, το θεώρημα Kelvin δεν ισχύει και στο δεξιό μέρος της (4.71) πρέπει να προσθέσουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ∮C∇2u→⋅dl→.





						
							
							(4.72)

						
					

				
			

			Ο όρος αυτός, με χρήση του θεωρήματος Stokes, μετατρέπεται σε επιφανειακό ολοκλήρωμα, ώστε να γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ∫S∇2ζ→⋅dS,→





						
							
							(4.73)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε 

ζ→=∇→×u→

. Έτσι λοιπόν, το θεώρημα Kelvin θα ισχύει αρκετά ικανοποιητικά σε ροές με υψηλό αριθμό Reynolds ,για αρκετά μεγάλους χρόνους, ιδιαίτερα αν η διαδρομή C στον υπολογισμό της κυκλοφορίας είναι μακριά από περιοχές, όπου το ιξώδες είναι υψηλό. Το ίδιο ισχύει και για περιοχέ,ς όπου υπάρχει μεγάλη ροή θερμότητας.

			β) Βαροτροπικό υγρό. Εάν η πυκνότητα δεν είναι σταθερή, τότε ο όρος 

∇→P/ρ

 στην εξίσωση Euler θέλει ιδιαίτερη προσοχή. Εδώ ξεχωρίζουμε δύο περιπτώσεις:

			
					Η πυκνότητα είναι συνάρτηση της πίεσης, δηλαδή ρ = ρ(Ρ). Στην περίπτωση αυτή, το θεώρημα Kelvin συνεχίζει να ισχύει. Αυτό είναι έτσι, αφού:		



∮1ρP∇→P⋅dl→=∮1ρPdP,




	(4.74)


που δίνει πάλι μηδέν για μια κλειστή διαδρομή.


					Εάν η σχέση πυκνότητας και πίεσης δεν είναι τόσο απλή, ο όρος:

			

			



∮1ρ∇→P⋅dl→





			δεν μηδενίζεται. Με χρήση, όμως, του θεωρήματος Stokes και 

∇→×∇→P=0

 μετατρέπεται στην μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∫S1ρ2∇→ρ×∇→P⋅dS→,





						
							
							(4.75)

						
					

				
			

			που μας λέει ότι έχουμε μεταβολή της κυκλοφορίας με τον χρόνο, αν οι επιφάνειες Ρ = σταθερά δεν είναι ταυτόχρονα και επιφάνειες με σταθερή πυκνότητα. Ας θεωρήσουμε στη συνέχεια δύο παραδείγματα ροής με μη σταθερή πυκνότητα και τις συνέπειές της.

			Έστω ότι έχουμε ένα αέριο ρευστό σε ηρεμία, σε ένα ομογενές βαρυτικό πεδίο, ενώ το αέριο θερμαίνεται τοπικά, λόγω κάποιας χημικής δράσης. Η αύξηση του όγκου του θερμαινόμενου αερίου δημιουργεί μία δύναμη άνωσης από το περιβάλλον πυκνότερο αέριο που υπερνικά το βάρος του θερμαινόμενου αερίου. Έτσι, δημιουργούνται ρεύματα μεταφοράς που μεταφέρουν τον στροβιλισμό που δημιουργήθηκε στο πρώτο στάδιο της επιτάχυνσης της μάζας, λόγω της ανυψωτικής δύναμης. Οι παραπάνω στρόβιλοι έχουν δημιουργηθεί μέσα στον όγκο του υγρού και επoμένως σχηματίζουν δακτυλίδια.

			Ένα άλλο παράδειγμα είναι δύο υγρά χωρίς ιξώδες, που δεν αναμειγνύονται και έχουν διαφορετικές πυκνότητες, μέσα σε ένα οριζόντιο ορθογώνιο δοχείο. Όταν το σύστημα είναι σε ηρεμία, υπό την επίδραση του βαρυτικού πεδίου, το πυκνότερο υγρό βρίσκεται κάτω, ενώ η διαχωριστική επιφάνεια είναι οριζόντια. Το σύστημα των δύο ρευστών δεν είναι βαροτροπικό, καθώς η πίεση στις δύο πλευρές της ενδοεπιφάνειας είναι η ίδια, αλλά όχι και η πυκνότητα. Εάν, τώρα, δώσουμε μία κλίση στο δοχείο, το πυκνότερο υγρό ρέει προς τα κάτω, ενώ το ελαφρότερο προς τα πάνω. Έτσι, στην ενδοεπιφάνεια, έχουμε την δημιουργία στροβιλισμού, ο οποίος παράγεται πάλι στο εσωτερικό του υγρού.

			γ) Δυνάμεις όγκου που δεν προέρχονται από δυναμικό. Εάν π.χ. εφαρμόσουμε δύναμη στο ένα άκρο ενός υγρού και όχι στο άλλο, τότε το υγρό στο ένα άκρο θα κινηθεί, ενώ στο άλλο θα παραμείνει ακίνητο, αρχικά. Έτσι, αναπτύσσεται στροβιλισμός στο χώρο, που αρχικά δεν είχαμε.

			4.9 Διατήρηση στροφορμής

			Ο παρατηρητικός αναγνώστης θα πρόσεξε ότι, μέχρι τώρα, δεν αναφερθήκαμε στην αρχή διατήρησης στροφορμής, αν και στην προηγούμενη παράγραφο μελετήσαμε την κυκλοφορία, μια μακροσκοπική ποσότητα, που συνδέεται με την περιστροφή του ρευστού στοιχείου γύρω από άξονά του. Φυσικά, η έννοια της στροφορμής ορίζεται στη μηχανική, για ένα σωματίδιο, γύρω από οποιοδήποτε σταθερό άξονα. Δυστυχώς για μας, η περίπτωση της στροφορμής του σωματιδίου δεν μπορεί να εκφραστεί στην περιγραφή Euler, δηλαδή με χρήση του πεδίου ταχύτητας. Απαιτείται ανά πάσα χρονική στιγμή και η γνώση της θέσης του σωματιδίου, ποσότητα που συνδέεται με την περιγραφή Lagrange. Είδαμε όμως, ότι η μετάβαση από την μία περιγραφή στην άλλη, δηλαδή ο υπολογισμός των τροχιών των σωματιδίων από το πεδίο ταχύτητας, είναι πολύπλοκη διαδικασία. Αντίθετα, η ορμή ενός σωματιδίου δίνεται άμεσα, από τη γνώση του πεδίου ταχύτητας, όπως και ο ρυθμός μεταβολής της.

			Ας θεωρήσουμε την πιο απλή περίπτωση, που το στοιχείο ρευστού, ρδV, κινείται γύρω από τον άξονα του κέντρου μάζας του. Στη μηχανική του στερεού σώματος, βρήκαμε πολύ χρήσιμη την έννοια της ροπής αδρανείας. Ιδιαίτερα για την περιστροφή ενός σώματος, γύρω από ένα άξονα συμμετρίας που το διαπερνά, έχουμε 

L→=Iω→

. Για μη συμμετρικό σώμα, έχουμε τη σχέση για τις συνιστώσες της στροφορμής 

Li=Iijωj

, όπου Iij είναι οι συνιστώσες του τανυστή της ροπής αδρανείας καί 

ω→

 το διάνυσμα γωνιακής ταχύτητας. Για το ρευστό όμως, η έννοια της ροπής δεν είναι χρήσιμη, διότι τα στοιχεία ρευστού είναι παραμορφώσιμα και επομένως, η ιδιότητα αδρανείας δεν είναι μία ιδιότητα που χαρακτηρίζει το στοιχείο ρευστού, καθότι μεταβάλλεται με το χρόνο, ενώ και η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής δεν είναι ίδια για όλο το στοιχείο. Είδαμε όμως ότι για το ρευστό, η έννοια του στροβιλισμού μας δίνει την πληροφορία, για την τοπική περιστροφή. Είναι εύκολο να υπολογιστεί από το πεδίο ταχύτητας και για αυτό είναι πιο χρήσιμη από την έννοια της στροφορμής. Έτσι, αργότερα θα δούμε ότι ο ρυθμός μεταβολής του στροβιλισμού θα μας δώσει χρήσιμα αποτελέσματα. H στροφορμή, για μακροσκοπικούς όγκους, μπορεί να δώσει πρακτικά αποτελέσματα93.
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			Σχήμα 4.10: Ανιξωδική ροή σε δισδιάστατο σωλήνα με κυκλική καμπή. Στο σχήμα φαίνονται οι δυνάμεις που ασκούνται σε ένα στοιχείο ρευστού.

			Ας θεωρήσουμε τη μόνιμη, στρωτή και ανιξωδική δισδιάστατη ροή στο Σχ. 4.10, που αποτελείται από δύο ευθύγραμμα τμήματα, που ενώνονται με ένα τέταρτο κυκλικού σωλήνα και ας παρακολουθήσουμε τη κίνηση του τετραγωνικού στοιχείου, από την αριστερή είσοδο. Στη συνέχεια, ας πάρουμε τον άξονα, που διέρχεται από το κέντρο του κυκλικού σωλήνα. Όταν εξέρχεται από το άλλο άκρο, έχει την ίδια στροφορμή, όπως και στην είσοδο. Και στα δύο σημεία, η ολική εξωτερική ροπή είναι μηδέν94, καθότι οι δυνάμεις από τα τοιχώματα ή το ρευστό περιβάλλον είναι κάθετα στην επιφάνεια του τετραγώνου. Κατά μήκος της καμπής, έχουμε παραμόρφωση και διαφορετική πίεση στα δύο τοιχώματα. Αυτό δίνει καθαρή ροπή, η οποία αλλάζει φορά στο μέσο της καμπής, έτσι ώστε να έχει την ίδια στροφορμή κατά την έξοδο, παρόλο που, κατά μήκος της καμπής, η στροφορμή μεταβάλλεται με το χρόνο.

			4.10 Μακροσκοπικοί νόμοι διατήρησης

			Μέχρι τώρα, δώσαμε τους τοπικούς νόμους διατήρησης, οι οποίοι εκφράζονται με τη μορφή διαφορικών εξισώσεων, ακολουθώντας την συμπεριφορά σωματιδίων, όπως στην κλασική μηχανική. Μία σημαντική δυσκολία είναι ότι τα σωματίδια έχουν όγκο και είναι παραμορφώσιμα. Το μόνο κοινό που έχουν με τα σωματίδια της κλασικής μηχανικής είναι ότι έχουν σταθερή μάζα. Η πολυπλοκότητα της μορφολογίας των ρευστών σωματιδίων μπορεί να αποφευχθεί, αν μπορούμε να επιλέξουμε απλούς όγκους, που παραμένουν σταθεροί σε όγκο, αλλά, φυσικά, δεν μπορούν να διατηρούν σταθερή τη μάζα τους. Αυτό λύνει μία πολυπλοκότητα, αλλά δημιουργεί μία άλλη. Οι νόμοι του Νεύτωνα έχουν διατυπωθεί για σωματίδια με σταθερή μάζα. Το ερώτημα που γεννάται είναι αν μπορούμε να γράψουμε τους νόμους του Νεύτωνα για σωματίδια μεταβλητής μάζας. Αυτό θα διερευνήσουμε στη συνέχεια και αφήνουμε την απάντηση για αργότερα. Ταυτόχρονα, σε πολλές εφαρμογές χρειάζεται να υπολογίσουμε μακροσκοπικές ποσότητες. Και για τους δύο παραπάνω λόγους, είναι χρήσιμο να διατυπώσουμε τους βασικούς νόμους διατήρησης για μακροσκοπικούς όγκους. Φυσικά, στο όριο που ο όγκος μηδενίζεται, πρέπει να μας δίνουν τις τοπικές σχέσεις.

			4.10.1 Νόμοι διατήρησης για υλικό όγκο

			Όπως είδαμε συχνά, χρειάζεται να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής μιας φυσικής ποσότητας ενός ρευστού σωματιδίου σε κίνηση. Να θυμηθούμε ότι στην έννοια του σωματιδίου έχουμε σταθερή μάζα, αλλά όχι όγκο. Αλλά, υπάρχουν και άλλες ποσότητες (π.χ. ορμή, ενέργεια κτλ.), που μας ενδιαφέρουν για το πώς μεταβάλλονται, κατά την κίνηση του ρευστού σωματιδίου. Το πρόβλημα, όμως, είναι ότι, καθώς το σωματίδιο κινείται, αφενός μεν μεταφέρει μαζί του την αντίστοιχη φυσική ποσότητα, αφετέρου δε μετακινείται σε περιοχές, με διαφορετικές τιμές. Η δυσκολία όμως είναι ότι παράλληλα μεταβάλλεται και ο όγκος του. Επειδή, όμως, ο όγκος μεταβάλλεται με το χρόνο, θα ήταν δύσκολο κάθε φορά να πρέπει να υπολογίσουμε το νέο όγκο και την αντίστοιχη ποσότητα, για να υπολογίσουμε τελικά το ρυθμό μεταβολής της φυσικής ποσότητας.

			[image: ]

			Σχήμα 4.11: Παραμόρφωση υλικού όγκου, κατά την ροή κατά μήκος μιας ροϊκής γραμμής.

			Για να γίνει ορατή η μαθηματική δυσκολία, ας θεωρήσουμε ένα σωματίδιο που κινείται κατά μήκος της τροχιάς του σχήματος 4.11, ενώ περικλείεται από μία χρονικά μεταβαλλόμενη υλική επιφάνεια Sm(t), που περικλείει τον υλικό όγκο Vm(t) του σωματιδίου μας95. Η μάζα του σωματιδίου μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



M=∫VmtρdV





						
							
							(4.76)

						
					

				
			

			και ο ρυθμός μεταβολής, καθώς το σωματίδιο κινείται, είναι μηδέν εξ ορισμού, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DMDt=DDt∫VmtρdV=0.





						
							
							(4.77)

						
					

				
			

			Με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να το γενικεύσουμε, για οποιαδήποτε φυσική εκτατική ποσότητα B(t), ολοκληρώνοντας στην αντίστοιχη εντατική 

br→,t

, που είναι η πυκνότητα της B(t) ανά μονάδα μάζας. Έχουμε δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Bt=∫Vmtρbr→,tdV,





						
							
							(4.78)

						
					

				
			

			όπου, για 

br→,t=1

, έχουμε το ολοκλήρωμα για τη μάζα του σωματιδίου. Οι ποσότητες B και b μπορεί να είναι και διανυσματικές. Έτσι, για την ορμή, στον υλικό όγκο 

P→, 

 η αντίστοιχη πυκνότητα ανά μονάδα μάζας είναι η ταχύτητα 

u→

, και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P→t=∫Vmtρu→r→,tdV,





						
							
							(4.79)

						
					

				
			

			όπου, 

ρu→r→,t

 είναι η πυκνότητα ορμής ανά μονάδα όγκου. Αντίστοιχα, για την ενέργεια, έχουμε την πυκνότητα ενέργειας 

εr→,t

, και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Εt=∫Vmtρεr→,tdV.





						
							
							(4.80)

						
					

				
			

			O ρυθμός μεταβολής της εκτατικής ποσότητας B(t) δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DBtDt=DDt∫Vmtρbr→,tdV





						
							
							(4.81)

						
					

				
			

			και οι ποσότητες αυτές εισέρχονται στους νόμους διατήρησης, κατά το πνεύμα Lagrange, που πρέπει να υπολογιστεί, με χρήση της περιγραφής του πεδίου κατά Euler. Για την διατήρηση μάζας π.χ., έχουμε την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DMDt=DDt∫VmtρdV=0,





						
							
							(4.82)

						
					

				
			

			ενώ, για την διατήρηση της ορμής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DP→tDt=DDt∫Vmtρu→r→,tdV=F→mt,





						
							
							(4.83)

						
					

				
			

			όπου 

F→mt

 είναι η ολική δύναμη που ασκείται στον υλικό όγκο Vm(t). Η δύναμη αυτή περιλαμβάνει δυνάμεις όγκου (π.χ. βαρύτητα) ή επιφανειακές δυνάμεις στο όριο Sm(t), αλλά δεν περιλαμβάνει δυνάμεις, που ασκούνται μεταξύ σωματιδίων, εντός του υλικού όγκου, διότι αυτές αναιρούνται ανά ζεύγη (δράση και αντίδραση), όταν προσθέσουμε τις δυνάμεις σε όλα τα σωματίδια του υλικού όγκου. Φυσικά αναφερόμαστε σε αδρανειακά συστήματα αναφοράς και μη σχετικιστικές ταχύτητες.

			Με το ίδιο σκεπτικό ,μπορούμε να γράψουμε και το νόμο διατήρησης της στροφορμής του όγκου, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DL→tDt=DDt∫Vmtρr→×u→r→,tdV=T→mt≡∑ir→i×F→i.





						
							
							(4.84)

						
					

				
			

			H σχέση αυτή βγαίνει, αν γράψουμε την αρχή διατήρησης στροφορμής, για κάθε σωματίδιο του όγκου και στη συνέχεια προσθέσουμε για όλα τα σωματίδια στον όγκο. Τότε, στο δεξιό μέρος, έχουμε την ολική ροπή, που ασκείται από τα έξω, ενώ οι ροπές των δυνάμεων μεταξύ σωματιδίων (εκτός ειδικών περιπτώσεων) μηδενίζονται πάλι ανά ζεύγη. Όπως και στην κλασική μηχανική, η αρχή διατήρησης στροφορμής δεν είναι καινούργιος νόμος, αλλά επακόλουθο της εξίσωσης κίνησης του Νεύτωνα.

			Ο αντίστοιχος νόμος διατήρησης για την ενέργεια είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DEtDt≡DDt∫Vmtρεr→,tdV=ðQdt-ðWdt,





						
							
							(4.85)

						
					

				
			

			όπου η ολική ενέργεια περιλαμβάνει κινητική, δυναμική και εσωτερική ενέργεια, ενώ ο πρώτος όρος, στο δεξιό μέρος, είναι ο ρυθμός, με τον οποίο θερμότητα εισέρχεται έξω από το όγκο, μέσω της υλικής επιφάνειας, και ο δεύτερος όρος το ολικό έργο που γίνεται από έξω, μέσω της επιφάνειας. Αυτό αφορά στο έργο της πίεσης, για μη ιξωδικά ρευστά ή το έργο των ιξωδικών δυνάμεων, όπως θα δούμε στο κεφάλαιο 6.

			4.10.2 Μετατροπή σε όγκο ελέγχου και θεώρημα μεταφοράς Reynolds

			Οι προηγούμενοι νόμοι είναι σε μία μορφή, η οποία δεν είναι εύχρηστη για εφαρμογές. Και τούτο, διότι, κατά την ροή, έχουμε παραμόρφωση του υλικού όγκου96. Το πρόβλημα, όμως, είναι ότι αυτή η παραμόρφωση δεν είναι εκ των προτέρων γνωστή και απαιτεί την προηγούμενη λύση του προβλήματος. Τα πράγματα θα ήταν πιο εύκολα, εάν είχαμε να κάνουμε με ένα όγκο της επιλογής μας97 με γνωστή παραμόρφωση. Τότε, τουλάχιστον η περιοχή ολοκλήρωσης είναι γνωστή, αλλά δημιουργείται το πρόβλημα ότι ο αντίστοιχος νόμος δεν μας δίνει το ρυθμό μεταβολής, κατά την κίνηση του σωματιδίου. Αυτό, όμως, μπορούμε να το ξεπεράσουμε, εάν στην χρονική στιγμή t διαλέξουμε τον όγκο ελέγχου να συμπίπτει με τον υλικό όγκο, στον οποίο θέλουμε να υπολογίσουμε τη μεταβολή της φυσικής ποσότητας. Τις λεπτομέρειες θα τις δούμε σε λίγο. Αλλά, το αποτέλεσμα θα μας οδηγήσει στην διατύπωση ενός σημαντικού θεωρήματος του Reynolds, το οποίο μας δίνει την δυνατότητα να γράψουμε τους βασικούς νόμους διατήρησης χρησιμοποιώντας έναν όγκο της επιλογής μας.

			Για το σκοπό αυτό, θα αρχίσουμε από τον ρυθμό μεταβολής της φυσικής ποσότητας B(t) στον όγκο Vc, τον οποίο διαλέγουμε έτσι, ώστε κάθε σημείο της επιφάνειας ελέγχου να κινείται με μία ταχύτητα 

u→cr→,t

. Με χρήση της (4.78), για την αντίστοιχη εντατική ποσότητα  

b→r→,t

, έχουμε:

			



ϕr→,t≡ρr→,tbr→,t





			και με θεώρηση ενός όγκου ελέγχου Vc, που, σε χρόνο t, συμπίπτει με τον όγκο συστήματος, 

Vmt=Vc

 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DDt∫Vmtϕr→,tdV=limΔt→0∫Vmt+Δtϕr→,t+ΔtdV-∫Vmtϕr→,tdVΔt,





						
							
							(4.86)

						
					

				
			

			όπου, το πρώτο ολοκλήρωμα (στο δεξιό μέρος) υπολογίζεται στον όγκο και τις αντίστοιχες φυσικές ποσότητες σε χρόνο t + δt και το δεύτερο σε χρόνο t. Με ανάπτυξη της ποσότητας στο πρώτο ολοκλήρωμα, σε σειρά Taylor, έχουμε:

			



ϕr→,t+Δt=ϕr→,t+∂ϕ∂t|tΔt





			και με αντικατάσταση στην (4.86), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DDt∫Vmtϕr→,tdV=∫Vc∂ϕr→,t∂tdV+limΔt→0∫Vmt+Δtϕr→,tdV-∫Vmtϕr→,tdVΔt,





						
							
							 (4.87)

						
					

				
			

			όπου, στον πρώτο όρο παραλείψαμε, στο πνεύμα του ορίου, την διαφορά όγκου, η οποία μηδενίζεται στο όριο 

Δt→0

. H διαφορά των ολοκληρωμάτων, στο δεύτερο όρο, μπορεί να υπολογιστεί ως επιφανειακό ολοκλήρωμα, στην επιφάνεια ελέγχου. Αυτό φαίνεται από το σχήμα 4.12. Η διαφορά τους είναι, απλούστατα, η συνολική ποσότητα 

ϕ

 που έχει περάσει, μέσω της επιφάνειας ελέγχου Sc και, αν διαιρέσουμε με Δt, μας δίνει τον αντίστοιχο ρυθμό ροής. Εχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Vmt+Δtϕr→,tdV-∫Vmtϕr→,tdV=∫Scϕr→,tΔtu→c⋅dS→c,





						
							
							(4.88)

						
					

				
			

			όπου 

dS→c

 είναι στην εξωτερική κάθετο, στην επιφάνεια ελέγχου Sc, με μέτρο dS, και 

Δtu→c⋅dS→c

 είναι η αύξηση του όγκου Vm(t) στον χρόνο Δt, λόγω της μετατόπισης του στοιχείου επιφάνειας dS, κατά 

Δtu→c⋅n^

, όπου 

n^

 είναι μοναδιαίο διάνυσμα στην κατεύθυνση 

dS→c

. Με πρόσθεση, για τη μετατόπιση όλων των στοιχείων επιφάνειας, μας δίνει το επιφανειακό ολοκλήρωμα στην επιφάνεια ελέγχου Sc. H ποσότητα 

ϕ

, στο μικρό αυτό διάστημα μετατόπισης, μπορεί να θεωρηθεί ότι δεν μεταβάλλεται, αλλά φυσικά μεταβάλλεται, κατά μήκος της επιφάνειας.

			[image: ]

			Σχήμα 4.12: Μετατόπιση επιφάνειας ελέγχου, λόγω της επιλεγμένης ταχύτητας 

u→cr→,t

 και υπολογισμός της μεταβολής του όγκου ελέγχου για την (4.88). Συνεχής καμπύλη είναι η σταθερή επιφάνεια ελέγχου, ενώ με διακεκομμένες γραμμές οι επιφάνειες του συστήματος σε χρόνο t και t + Δt.

			Με αντικατάσταση της (4.88) στην (4.87), έχουμε για τον ρυθμό, στον επιλεγμένο όγκο ελέγχου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DDt∫Vmtϕr→,tdV=∫Vc∂ϕr→,t∂tdV+∫Scϕr→,tu→⋅n^dS,





						
							
							(4.89)

						
					

				
			

			όπου αντικαταστήσαμε την 

u→c

 με 

u→

, στην υλική επιφάνεια σε χρόνο t. Η σχέση αυτή ονομάζεται Θεώρημα μεταφοράς Reynolds και το φυσικό της νόημα είναι προφανές. Σε κάθε χρονική στιγμή.

			



ρυθμός μεταβολήςτοπικός ρυθμόςκαθαρή ροήκατά=μεταβολής-μέσωτη ροήσε κάθε σημείοτης επιφάνειας





			Ένας μνημονικός κανόνας για το θεώρημα Reynolds είναι ότι, για να υπολογίσουμε τον υλικό ρυθμό μεταβολής κάποιας φυσικής ποσότητας, αυτός αποτελείται από δύο όρους. Ο ένας έχει να κάνει με την τοπική χρονική μεταβολή στον όγκο, και ο δεύτερος, με το γεγονός ότι, στον όγκο ελέγχου, εισρέει ρευστό, μέσω της επιφάνειας, από γειτονικές περιοχές. Τη διαδικασία αυτή είχαμε χρησιμοποιήσει, για την απόδειξη της εξίσωσης συνέχειας στο Κεφ. 2.

			Για την περίπτωση που η ροή είναι μόνιμη, τότε μόνο το επιφανειακό ολοκλήρωμα συνεισφέρει και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DDt∫Vmtϕr→,tdV=∫Scϕr→,tu→⋅n^dS,  μόνιμη ροή.





						
							
							(4.90)

						
					

				
			

			Επίσης, αν θεωρήσουμε μόνιμη ροή σε ένα σύστημα με κλειστά τοιχώματα, εκτός από εισόδους ή εξόδους, με σταθερή ταχύτητα ροής στην διατομή, τότε το επιφανειακό ολοκλήρωμα απλοποιείται ως ένα διακριτό άθροισμα στις εισόδους και εξόδους:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Scϕr→,tu→⋅n^dS=∑i, εξόδουςϕunAi-∑j, εισόδουςϕunAj,





						
							
							(4.91)

						
					

				
			

			όπου un είναι η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας στην αντίστοιχη επιφάνεια εισόδου η εξόδου.

			4.10.3 Σωματιδιακό όριο του υλικού όγκου

			Αξίζει να δούμε τι μας λέει το θεώρημα Reynolds στην μορφή (4.89), αφού αντικαταστήσουμε 

ϕ=ρb

, όταν ο υλικός όγκος γίνει ελάχιστος (δV). Τότε, το δεξιό μέρος μας δίνει την υλική παράγωγο του b, επί την μάζα, δηλ. 

ρδVDbDt

 καθώς η μάζα ρδV είναι σταθερή. Το ολοκλήρωμα όγκου, στο δεξιό μέρος, είναι για σταθερό όγκο (ίσο με δV) και μας δίνει 

δV∂∂tρb

. Το επιφανειακό ολοκλήρωμα μετατρέπεται, με το θεώρημα Gauss, πρώτα σε ολοκλήρωμα όγκου και μας δίνει 

δV∇→⋅ρbu→

. Με πρόσθεση με τους δύο όρους και διαίρεση με τον όγκο δV, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDbDt=∂∂tρb+∇→⋅ρbu→.





						
							
							(4.92)

						
					

				
			

			Εάν ορίσουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jb→=∇→⋅ρbu→





						
							
							(4.93)

						
					

				
			

			το ρεύμα ανά μονάδα όγκου της ποσότητας b, τότε η απόκλισή του είναι ακριβώς η συνεισφορά, από το γεγονός ότι ο όγκος του σωματιδίου έχει αλλάξει. Μετά από απλές πράξεις και με χρήση της εξίσωσης συνέχειας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							



ρDbDt=ρ∂b∂t+b∂ρ∂t+∇→⋅ρbu→=





						
							
							(4.94)

						
					

					
							
							



ρ∂b∂t-b∇→⋅ρu→+∇→⋅ρbu→=ρ∂b∂t+ρu→⋅∇→b,





						
							
							(4.95)

						
					

				
			

			που δεν είναι τίποτε άλλο, παρά ο ορισμός της υλικής παραγώγου. Η παραπάνω σχέση ισχύει και για κάθε συνιστώσα κάποιας διανυσματικής ποσότητας ανά μονάδα μάζας, π.χ. για κάθε συνιστώσα της ταχύτητας (ορμή ανά μονάδα μάζας) ή της αντίστοιχης πυκνότητας στροφορμής, 

r→×u→

. Έτσι, για διανυσματική ποσότητα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDb→Dt=ρ∂b→∂t+ρu→⋅∇→b→.





						
							
							(4.96)

						
					

				
			

			Καθώς το b είναι κάποια φυσική ποσότητα ανά μονάδα μάζας, στην (4.95) ή (4.96) έχουμε το αριστερό μέρος του αντίστοιχου νόμου διατήρησης. Στο δεξιό μέρος, πρέπει να προσθέσουμε τις αντίστοιχες πηγές. Π.χ για την διατήρηση μάζας b=1 και στο δεξιό μέρος έχουμε μηδέν, εκτός αν έχουμε πηγές δημιουργίας νέας μάζας. Για τη διατήρηση ορμής 

b→=u→

 στο δεξιό μέρος, έχουμε όλες τις εξωτερικές δυνάμεις (επιφανείας και όγκου) ανά μονάδα όγκου. Για τη διατήρηση στροφορμής 

b→=r→×u→

 και στο δεξιό μέρος τις ροπές ανά μονάδα όγκου των εξωτερικών δυνάμεων. Δυστυχώς, όπως είπαμε, η σχέση για τη διατήρηση στροφορμής του σωματιδίου δεν είναι εύχρηστη, καθότι απαιτείται η γνώση της θέσης του σωματιδίου, ανά πάσα χρονική στιγμή.

			4.10.4 Νόμοι διατήρησης σε επιλεγμένο όγκο ελέγχου

			Το θεώρημα Reynolds μπορεί να εκφραστεί και σε άλλες μορφές, που ίσως είναι πιο πρακτικές για την επίλυση προβλημάτων. Μία κατεύθυνση που έχει μεγάλο ενδιαφέρον, για πρακτικά προβλήματα, είναι να πάμε στην άλλη κατεύθυνση και να εκφράσουμε τους βασικούς νόμους διατήρησης ως ρυθμούς μεταβολών, πάνω σε επιλεγμένους όγκους ελέγχου, οι οποίοι συχνά υποδεικνύονται από την εφαρμογή. Αυτό μας δίνει την δυνατότητα να κρατήσουμε τους μακροσκοπικούς νόμους, ιδιαίτερα αν η πληροφορία που θέλουμε είναι μακροσκοπικές ποσότητες, όπως π.χ. η δύναμη πάνω στα τοιχώματα ενός αγωγού.

			Η διαδικασία είναι πολύ απλή. Για τους τρεις βασικούς νόμους διατήρησης μάζας, ορμής και ενέργειας αντικαθιστούμε στην (4.89) για 

ϕ

 αντίστοιχα την πυκνότητα ρ, την πυκνότητα ορμής 

ρu→

, την πυκνότητα στροφορμής 

ρr→×u→

 και την πυκνότητα ενέργειας ρε, ανά μονάδα όγκου, αντίστοιχα. Για κάθε νόμο εκφρασμένο σε υλικό όγκο, π.χ. στις σχέσεις (4.77), (4.83), (4.84), και (4.85), αντικαθιστούμε το δεξιό μέρος του νόμου, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Reynolds, από την (4.89), ώστε να έχουμε ολοκληρώματα σε σταθερό όγκο και επιφάνεια ελέγχου. Τρίτον, πρέπει να βεβαιωθούμε ότι το δεξιό μέρος των νόμων δηλαδή η δύναμη, η ροπή κτλ. δεν μεταβάλλονται, όταν τα υπολογίσουμε στον όγκο ελέγχου, αντί στον υλικό όγκο. Θέλει όμως και προσοχή, διότι π.χ. το έργο, που γίνεται από τις δυνάμεις, στην επιφάνεια ελέγχου διαφέρει από τις δυνάμεις στην υλική επιφάνεια, καθώς κινούνται με διαφορετική ταχύτητα.

			Έτσι για την διατήρηση της μάζας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Vc∂ρ∂tdV+∫Scρu→⋅n^dS=0





						
							
							(4.97)

						
					

				
			

			και είναι η μορφή που χρησιμοποιήσαμε στο Κεφ. 3 για την εξαγωγή της εξίσωσης συνέχειας.

			Για την διατήρηση ορμής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Vc∂ρu→∂tdV+∫Scρu→u→⋅n^dS=F→c,





						
							
							(4.98)

						
					

				
			

			όπου 

F→c

 είναι το άθροισμα των δυνάμεων όγκου και επιφάνειας στη μάζα του όγκου ελέγχου και είναι ίδια με αυτή στον υλικό όγκο. Για μία συνεχή κατανομή, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F→c=∫Vcρf→dV+∫Scσ→sdS,





						
							
							(4.99)

						
					

				
			

			όπου 

f→=g→

 είναι δύναμη ανά μονάδα μάζας για την βαρύτητα και 

σ→s

 είναι η δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας στο στοιχείο επιφάνειας dS. Για ανιξωδική ροή, έχουμε 

σ→s=-Pn^

, όπου 

n^

 είναι η εξωτερική κάθετος στο στοιχείο dS. H (4.98) μας λέει ότι ο ρυθμός μεταβολής της ορμής στο σταθερό όγκο ελέγχου (που ισούται με τον υλικό όγκο σε χρόνο t) συν ο ρυθμός ροής ορμής προς τα έξω, μέσω της σταθερής επιφάνειας ελέγχου, σε κάθε χρονική στιγμή ισούται με την δύναμη που ασκείται στον όγκο ελέγχου από τον έξω κόσμο.

			Για την διατήρηση της ενέργειας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Vc∂ρε∂tdV+∫Scρεu→⋅n^dS=ðQdt+∫Scσ→s⋅u→dS.





						
							
							(4.100)

						
					

				
			

			4.11 Διατήρηση ορμής σε μη αδρανειακά συστήματα

			Για ένα σωματίδιο σε ένα αδρανειακό σύστημα, η εξίσωση διατήρησης της ορμής ανά μονάδα μάζας, μας λέει ότι ο ρυθμός μεταβολής της ορμής (επιτάχυνση) ισούται με το σύνολο των πραγματικών δυνάμεων, που ασκούνται στο ρευστό σωματίδιο. Π.χ. για ροή ρευστού στη Γη, οι πραγματικές δυνάμεις είναι η βαρύτητα και η βαθμίδα πίεσης, αν θεωρήσουμε ανιξωδική ροή. Η επιτάχυνση, όμως, αναφέρεται σε ένα αδρανειακό σύστημα. Στη Γη, όμως, μπορούμε να μετρήσουμε το πεδίο ροής και επομένως, την αντίστοιχη επιτάχυνση, σε σχέση με το περιστρεφόμενο (μη αδρανειακό) σύστημα της Γης. Προηγουμένως, είδαμε πώς συνδέονται οι επιταχύνσεις στα δύο συστήματα. Εάν, τώρα, θέλουμε να γράψουμε την εξίσωση για την επιτάχυνση στο μη αδρανειακό σύστημα, τότε πρέπει να λάβουμε υπόψη μας, μαζί με τις πραγματικές και τις ψευδοδυνάμεις98, που στην προκειμένη περίπτωση είναι η δύναμη Coriolis και η φυγόκεντρος. Έχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDu→Dt=-∇→P-ρg∇→h-ρ2Ω→×u→+Ω→×Ω→×r→.





						
							
							(4.101)

						
					

				
			

			Όλες οι ποσότητες στην εξίσωση αναφέρονται σε ένα σύστημα αναφοράς, που περιστρέφεται με τη Γη, και 

Ω→ 

 είναι το διάνυσμα γωνιακής ταχύτητας γύρω από τον άξονα περιστροφής.

			

			
				
					79	Ένα στοιχείο επιφάνειας ορίζεται από ένα διάνυσμα  με μέτρο dS και κατεύθυνση την κάθετη στην επιφάνεια και προς τα έξω.

				

				
					80	Γίνεται, λοιπόν, φανερό ότι η συμβολική σχέση για την ολική δύναμη υποκρύπτει τη δυσκολία στον αναλυτικό υπολογισμό της. Όντως, μόνο για συμμετρικές περιπτώσεις, μπορούμε να μετατρέψουμε το επιφανειακό ολοκλήρωμα σε απλή μορφή. Αυτό θα συμβεί για συμμετρικά σχήματα, όπως π.χ. κύβο, κύλινδρο, σφαίρα κ.τ.λ..

				

				
					81	Η κατεύθυνση της επιτάχυνσης της βαρύτητας είναι στον αρνητικό z-άξονα (δηλ. ), ώστε η αντίστοιχη δυναμική ενέργεια ανά μονάδα μάζας είναι , με σημείο αναφοράς το z=0. Συχνά, για ασυμπίεστη ροή, είναι χρήσιμο να ορίσουμε την ενεργό πίεση , που είναι η διαφορά της πίεσης από την υδροστατική πίεση στο αντίστοιχο σημείο. Έτσι, η  έχει να κάνει με το μέρος της πίεσης, λόγω της ροής του ρευστού και είναι αυτή που μας δίνει την επιτάχυνση.

				

				
					82	Αναφερόμαστε σε νοητή μετακίνηση χωρίς εξέλιξη στον χρόνο, διότι η καμπύλη D δεν είναι η τροχιά κάποιου ρευστού σωματιδίου. Επίσης, αντιστοιχούμε στην επιτάχυνση, τη δύναμη αδρανείας ανά μονάδα μάζας και μπορούμε να μιλάμε για το αντίστοιχο έργο. Για την περίπτωση που η ροή είναι αστρόβιλη, το έργο αυτό είναι ανεξάρτητο της διαδρομής και εξαρτάται μόνο από τα άκρα. Είναι προφανές όμως, ότι το εικονικό αυτό έργο μεταβάλλεται με τη χρονική στιγμή της νοητής μετατόπισης.

				

				
					83	Να παρατηρήσουμε ότι το αποτέλεσμα για την πίεση, μας λέει ότι η πίεση αυξάνει εκεί που αυξάνει και η κινητική ενέργεια. Αυτό θα μας φαινόταν λάθος, αν είχαμε υπόψη μας την απλή μορφή, για αστρόβιλη ροή.

				

				
					84	Το τελευταίο δεν ισχύει, αν πάρουμε υπόψη μας και τις δυνάμεις τριβής, λόγω του ιξώδους, όπως θα δούμε στο Κεφ. 6.

				

				
					85	Αδρανειακή δύναμη ανά μονάδα όγκου είναι ο όρος της υλικής επιτάχυνσης .

				

				
					86	Υπάρχουν και περιπτώσεις που αυτό δεν ισχύει, σε όλο τον χώρο ροής. Αυτό συμβαίνει γύρω από σημεία ηρεμίας. Όταν εισάγουμε έστω και ελάχιστο ιξώδες, η ροή κοντά στα σημεία αυτά αλλάζει σημαντικά, αλλά χωρίς σημαντικές αλλαγές στη ροή, μακριά από τα σημεία αυτά. Έτσι, για τη ροή κοντά στα σημεία ηρεμίας, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και το ιξώδες, παρόλο που ο αριθμός Reynolds είναι μεγάλος. Εντούτοις, η παράλειψη του ιξώδους δεν επηρεάζει μακροσκοπικές ιδιότητες της ροής, εφόσον μείνουμε στο όριο Re>>1 , εκτός από λίγες εξαιρέσεις (Δες Κεφ. 6.15).

				

				
					87	Η ολική ενέργεια εξαρτάται από τη θέση, την ταχύτητα, και τη θερμοδυναμική κατάσταση του σωματιδίου. Δεν ισχύει το ίδιο για το δεξιό μέρος, στο οποίο και οι δύο όροι δεν εξαρτώνται μόνο από την κατάσταση του σωματιδίου αλλά και από την προηγούμενη διαδρομή που ακολούθησε το σωματίδιο, για να φτάσει σε αυτή την κατάσταση. Για αυτό και χρησιμοποιούμε το σύμβολο «d» για την μεταβολή τους, καθότι δεν είναι τέλειο διαφορικό.

				

				
					88	Eάν η ροή γίνεται στην επιφάνεια της γης ή σε οποιαδήποτε άλλη καμπύλη βαρυτική επιφάνεια, η οποία μάλιστα μεταβάλλεται και με τον χρόνο, τότε, αντί του z, θα χρησιμοποιήσουμε το ύψος  από μία ισοδυναμική επιφάνεια.

				

				
					89	Στη γενική περίπτωση έχουμε και δύναμη όγκου (εκτός βαρύτητας) ανά μονάδα μάζας, . Για μη ιξωδική ροή, η αντίστοιχη δύναμη είναι λόγω της πίεσης, που είναι πάντα κάθετη στην επιφάνεια. Για ιξωδική ροή έχουμε και διατμητικές δυνάμεις λόγω ιξώδους (δές Κεφ. 6) και πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τανυστές, ο δε ρυθμός παραγωγής έργου από το σωματίδιο στο περιβάλλον είναι:

					όπου ο δεύτερος όρος είναι ο ρυθμός έργου, λόγω των επιφανειακών δυνάμεων. Στο όριο μη ιξωδικής ροής, έχουμε 

				

				
					90	Η (4.55) μπορεί επίσης να γραφεί και ως:

					και βλέπουμε ότι και η εντροπία ανά μονάδα όγκου διατηρείται κατά την κίνηση, εάν όμως δεν έχουμε μεταβολή του όγκου (), λόγω μη μεταβολής της πυκνότητας, κατά την κίνηση, δηλαδή .

				

				
					91	Η χρήση της υλικής παραγώγου προϋποθέτει ότι δρα σε μια υλική ποσότητα. Στην περίπτωσή μας, είναι η κυκλοφορία σε μια διαδρομή C(t), που κινείται με το ρευστό και της οποίας τη χρονική εξέλιξη παρατηρούμε.

				

				
					92	Στη συζήτηση υποθέτουμε ότι δεν έχουμε φαινόμενα αποφυσαλοποίησης, η οποία δημιουργεί ασυνέχειες στη ροή.

				

				
					93	Για την περίπτωση, όμως, που έχουμε ένα μακροσκοπικό όγκο, τότε μπορούμε να υπολογίσουμε τη στροφορμή του ρευστού σε κάποια χρονική στιγμή. Θα δούμε, αργότερα, πώς μπορούμε να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής του, με το θεώρημα Reynolds, ώστε να εφαρμόσουμε την αρχή διατήρησης του, υποθέτοντας ότι γνωρίζουμε και τις εξωτερικές ροπές που ασκούνται στον όγκο.

				

				
					94	Στα δύο άκρα, η ταχύτητα είναι σταθερή στην επιφάνεια της διατομής. Για να επιτευχθεί αυτό, ίσως απαιτούνται, στα δύο άκρα, δύο έμβολα.

				

				
					95	Εδώ, χρησιμοποιούμε την έννοια του σωματιδίου, διότι μας ενδιαφέρουν οι τοπικοί νόμοι διατήρησης. Σε εφαρμογές όμως της υδροδυναμικής, μας ενδιαφέρει η ροή μακροσκοπικών ποσοτήτων ρευστού και για αυτό ορίζουμε τον υλικό όγκο, ο οποίος, όπως και το σωματίδιο, έχει την ιδιότητα ότι διατηρεί σταθερή μάζα κατά τη ροή. Eν γένει, ο υλικός όγκος είναι ένας τυχαία επιλεγμένος όγκος, σε κάποια χρονική στιγμή, με τον εξής περιορισμό: Τα σημεία στην επιφάνεια κινούνται στο σημείο με την ταχύτητα ροής, η οποία μεταβάλλεται με τον χρόνο. Αυτό ικανοποιεί και την έννοια του σωματιδίου, διότι δεν έχουμε μεταφορά μάζας μέσω της επιφάνειας και ο υλικός όγκος έχει σταθερή μάζα.

				

				
					96	Ακόμη και για ασυμπίεστη ροή με σταθερή πυκνότητα, πάλι έχουμε παραμόρφωση του υλικού όγκου, που προσδιορίζεται από τις οριακές συνθήκες και το αντίστοιχο πεδίο ταχύτητας. Να υπενθυμίσουμε ότι υλικός όγκος είναι ο όγκος που περιέχει πάντα την ίδια μάζα, αλλά παραμορφώνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε η εξωτερική επιφάνεια (ονομάζεται υλική επιφάνεια) να κινείται με την ταχύτητα ροής των σωματιδίων, σε κάθε σημείο της επιφάνειας.

				

				
					97	Ένας όγκος ελέγχου περικλείεται από μία επιφάνεια διαφανή στη ροή και αυτή είναι η διαφορά από τον υλικό όγκο, του οποίου η μεταβολή καθορίζεται από τους νόμους διατήρησης.Επομένως προϋποθέτει γνώση της ροής και αυτός ήταν ο λόγος που θέλουμε να τον αποφύγουμε. Από την άλλη πλευρά, πρέπει να είναι φανερό, ότι ένας όγκος ελέγχου δεν διατηρεί τη μάζα στο εσωτερικό του και αυτό θα απαιτήσει προσοχή στην διατύπωση των νόμων διατήρησης. Το πρόβλημα μπορεί να παραλληλιστεί με αυτό μιας κινούμενης ρουκέτας, η οποία κατά την κίνηση χάνει μέρος της μάζας. Αυτήν ακριβώς τη δυσκολία πρέπει να αντιμετωπίσουμε στη συνέχεια.

					Ένας όγκος ελέγχου, που είναι σταθερός στο χώρο, είναι στο πνεύμα της περιγραφής Euler. Όπως και το πεδίο ροής ορίζεται στον χώρο και εδώ μας ενδιαφέρει τί γίνεται με το περιεχόμενο ορμής ή ενέργειας σε μια επιλεγμένη περιοχή του χώρου. Το πρόβλημα φυσικά είναι ότι οι νόμοι διατήρησης, που διατυπώσαμε προηγουμένως, δεν ισχύουν στην μορφή που δώσαμε για υλικό όγκο.

				

				
					98	Επειδή συχνά αναγκαζόμαστε να δουλεύουμε σε μη αδρανειακά σύστηματα, παραλείπουμε να ξεκαθαρίσουμε ότι είναι ψευδοδυνάμεις, όπως συχνά γίνεται στη βιβλιογραφία. Στη συνέχεια και εμείς θα υποκύψουμε στον πειρασμό να παραλείπουμε τον χαρακτηρισμό «ψευδο» μπροστά από το δύναμη.
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1 

			Ένα κυλινδρικό δοχείο ακτίνας R περιέχει υγρό και περιστρέφεται, μαζί με το υγρό του, με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, γύρω από τον άξονα συμμετρίας του. Δείξτε ότι η επιφάνεια του υγρού έχει την μορφή παραβολοειδούς περιστροφής. Παραλείψτε την επιφανειακή τάση. Γιατί αυτό είναι δυνατόν; Υπολογίστε την πίεση P(r,z) σε κάθε σημείο τού δοχείου. Σε όλη την επιφάνεια, η πίεση είναι σταθερή και ίση με την ατμοσφαιρική.

			[image: ]

			Άσκηση 2

			Νερό εξέρχεται από σωλήνα (διαμέτρου D1=6cm) σε ατμοσφαιρική πίεση P= 100kPa. Στο άκρο εκροής, η διατομή έχει διάμετρο D2=3cm (δες σχήμα). Η ροή είναι ασυμπίεστη, αστρόβιλη και ανιξωδική με ρυθμό εκροής Q=0.002m3/sec.

			α) Υπολογίστε την ταχύτητα στα σημεία (1) και (2).

			β) Ποιά είναι η πίεση στο σημείο (1) του νερού;

			γ) Ποιά είναι η οριζόντια δύναμη, ώστε το λάστιχο να παραμείνει ακίνητο;

			[image: ]

			Άσκηση 3

			Στον καμπυλόγραμμο σωλήνα του σχήματος ρέει σταθερά υγρό, υπό την επίδραση της βαρύτητας. Βρείτε τη δύναμη που ασκείται στον σωλήνα, ανάμεσα στα σημεία (1) και (2). Για τη λύση, ακολουθείστε τα παρακάτω βήματα:

			α) Διαλέξτε ένα κατάλληλο όγκο νερού.

			β) Σχεδιάστε όλες τις εξωτερικές δυνάμεις, πού ασκούνται στον όγκο του νερού.

			γ) Εφαρμόστε την εξίσωση της ορμής.

			[image: ]


			Άσκηση 4 

			Μία μικρή σφαίρα τοποθετείται σε ένα ιδανικό κυλινδρικό αερο-τούνελ ακτίνας R=0.5m. Θεωρείστε την πίεση σταθερή στις δύο επιφάνειες διατομής στα άκρα (1) και (2), με P1=200Pa και P2=100Pa, σε σχέση με την ατμοσφαιρική πίεση. Η ταχύτητα στην είσοδο είναι u1 = U0 = 10m/sec, με σταθερή κατανομή σε όλη τη διατομή. Η κατανομή της ταχύτητας στο σημείο (2), όπως φαίνεται στο σχήμα, μεταβάλλεται γραμμικά με την απόσταση R από τον άξονα, με μηδενική στον άξονα και Umax στην κυλινδρική επιφάνεια, δηλαδή: 

u2=UmaxrR

. ρ = 1.2 kg/m3

			α) Υπολογίστε τον ρυθμό ροής μάζας στο αεροτούνελ.

			β) Βρείτε την τιμή της Umax.

			γ) Υπολογίστε την ολική οριζόντια δύναμη F, που απαιτείται για τη ροή.

			[image: ]

			Άσκηση 5

			Από ένα οριζόντιο σωλήνα εξέρχεται νερό, με μεγάλη ταχύτητα (1m/sec) και διατομή 2cm2 και προσπίπτει κάθετα σε λείο τοίχο. Παραλείψτε την βαρύτητα και χρησιμοποιώντας την ολοκληρωτική εξίσωση ορμής, υπολογίστε την δύναμη που ασκείται στον τοίχο από το εκτοξευόμενο νερό.

			Άσκηση 6

			Θεωρείστε ένα δοχείο σε ρόδες με νερό και σταθερά επιταχυνόμενο, με ρυθμό a, προς τα κάτω, σε ένα κεκλιμένο επίπεδο, με γωνία θ με την οριζόντιο (δες σχήμα). Βρείτε την πίεση στο δοχείο και τη μορφή της επιφάνειας, ως συνάρτηση των a και θ.

			[image: ]

			Άσκηση 7

			Υπολογίστε τη βαθμίδα πίεσης κατά μήκος γραμμής ροής, που απαιτείται να επιταχύνει σε οριζόντιο αγωγό, με επιτάχυνση 100m/sec2. Δίνεται η πυκνότητα του αέρα σε κανονικές συνθήκες και η σταθερά βαρύτητας.

			Άσκηση 8

			Ο αριθμός Froude χαρακτηρίζει τον λόγο της δύναμης αδράνειας προς την βαρύτητα. Ένα πλοίο κινείται μέσω περιοχής, στην οποία έχουμε κύματα με μήκος κύματος 100m. Αν η ταχύτητα είναι 5m/sec, βρείτε την τιμή του αριθμού Froude.

			Άσκηση 9

			Σε ένα ορθογώνιο ανοικτό δοχείο εύρους w και ύψους h, έχουμε σταθερή ασυμπίεστη ροή νερού, με ταχύτητα U. Στο άλλο άκρο στενεύει ομαλά (με οριζόντιο δάπεδο) στο μισό εύρος και έχει το μισό ύψος h/2. Επιλέξτε μία γραμμή ροής στην επιφάνεια και, από την αρχή Bernoulli, βρείτε την ταχύτητα U.

			Άσκηση 10

			Διατυπώστε και εξηγείστε (χωρίς απόδειξη) το θεώρημα Kelvin. Ποιές είναι οι προϋποθέσεις για να ισχύει;

			Άσκηση 11

			Μία αξοσυμμετρική ροή νερού, με ταχύτητα 1m/sec και διατομή 

6×10-4

 m2, προσπίπτει κάθετα σε γυάλινο τοίχο και εξαπλώνεται πάνω του. Χρησιμοποιώντας την ολοκληρωτική εξίσωση ορμής, υπολογίστε τη δύναμη που ασκείται στον τοίχο, λόγω της ροής. Παραλείψτε τη δύναμη της βαρύτητας.

			

		

	
		
			Κεφάλαιο 5

			Ροή Δυναμικού (Αστρόβιλη και Ασυμπίεστη Ροή)

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό, θα μελετήσουμε τις βασικές εξισώσεις στην ιδανική ροή δυναμικού (αστρόβιλη, ανιξωδική), που είναι ικανοποιητική μακριά από επιφάνειες. Το πεδίο δίνεται ως υπέρθεση βασικών πηγών απόκλισης και στροβιλισμού (σημειακές, γραμμικές ή τρισδιάστατες πηγές), σε πλήρη αναλογία με τις αντίστοιχες πηγές στατικού ηλεκτρομαγνητισμού. Ισοδύναμα, έχουμε εφαρμογή των εξισώσεων Euler (ορμής) και Bernoulli (ενέργειας) και διατήρησης μάζας για τον προσδιορισμό του πεδίου ταχύτητας, πίεσης και επιτάχυνσης σε ανιξωδική και αστρόβιλη ροή. Θα αποκτήσουμε εξοικείωση με τις συναρτήσεις δυναμικού και ροής, για τη λύση βασικών ροών δυναμικού. Θα αναπτύξουμε και θα λύσουμε ασυμπίεστες και στρωτές ροές σε καρτεσιανές και καμπυλλόγραμμες (κυλινδρικές, σφαιρικές) συντεταγμένες. Θα μελετήσουμε τη ροή γύρω από στερεά σώματα ή πηγές, σε δύο η τρεις διαστάσεις. Η έλλειψη ιξώδους μας οδηγεί στο παράδοξο μηδενικής αντίστασης που απαιτεί την εισαγωγή ιξώδους κοντά σε επιφάνειες. Η ροή γύρω από σώματα μας δίνει δύναμη ανύψωσης, αν υπάρχει στροβιλισμός κοντά στην επιφάνεια του σώματος, που απαιτεί την εισαγωγή ιξωδικών δυνάμεων (Κεφ.6). Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Faber (1995), Paterson (1983), Liggett (1994), Kundu (2011), Van Dyke (1982) καθώς και την ιστοσελίδα Multi-Media Fluid Mechanics (CD-ROM) http://www.efluids.com

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Βασικές λύσεις της εξίσωσης Laplace. Βασικά μαθηματικά, που περιλαμβάνουν διάφορα συστήματα συντεταγμένων και διανυσματικών πράξεων. Μερικές διαφορικές εξισώσεις. Εξισώσεις υδροδυναμικής για ιδανική ροή (Κεφ. 4) και κινητική περιγραφή (Κεφ.2-3).

			5.1 Ορισμός 

			Είδαμε ότι, εάν το διανυσματικό πεδίο της ταχύτητας ροής 

u→

 είναι αστρόβιλο, δηλαδή 

∇→×u→=0

, τότε το 

u→

, σε αναλογία με το πεδίο βαρυτικής δύναμης, μπορεί να γραφεί με την βοήθεια ενός βαθμωτού δυναμικού ταχύτητας 

Φr→

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

u→=-∇→Φr→

.

						
							
							(5.1)

						
					

				
			

			Το «-» πρόσημο σημαίνει ότι, κατ’ επιλογή, η ροή θα είναι στην κατεύθυνση ελάττωσης του 

Φr→

 και φυσικά κάθετη στις ισοδυναμικές επιφάνειες. Άρα, και οι γραμμές ροής θα είναι κάθετες στις ισοδυναμικές επιφάνειες. Εάν επιπλέον η ροή είναι και ασυμπίεστη (

∇→⋅u→=0

), τότε το δυναμικό ταχύτητας ικανοποιεί την εξίσωση Laplace, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2Φ=0.





						
							
							(5.2)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή έχουμε ροή δυναμικού. Έτσι, η ροή δυναμικού υποθέτει ασυμπίεστη και αστρόβιλη ροή. Αν και για την εξίσωση Laplace δε χρειάστηκε να υποθέσουμε ότι η ροή είναι ανιξωδική, στην πραγματικότητα αποτελεί επιπλέον προϋπόθεση. Και τούτο, διότι σύμφωνα με το θεώρημα διατήρησης κυκλοφορίας του Kelvin, για ανιξωδική ροή, εάν σε μια περιοχή ο στροβιλισμός είναι μηδέν, παραμένει μηδέν για πάντα. Εάν όμως η ροή είναι και ιξωδική, έχουμε διάχυση του στροβιλισμού. Έτσι, ακόμη κι αν, αρχικά, το πεδίο ήταν αστρόβιλο, σταδιακά, θα αποκτήσει στροβιλισμό, λόγω της διάχυσης. Έτσι, για ιξωδική ροή, δεν μπορούμε να υποθέσουμε ότι το πεδίο ταχύτητας είναι αστρόβιλο. Αυτό, όμως, είναι δυνατόν να ισχύει, εάν η επίδραση του ιξώδους και η παρουσία στροβιλισμού περιορίζεται σε μια μικρή περιοχή του όγκου του ρευστού. Αυτό συμβαίνει συχνά, διότι το ιξώδες π.χ. του νερού, στον όγκο του, είναι πολύ μικρό, σε σύγκριση με αυτό, κατά την επαφή νερού με στερεή επιφάνεια. Έτσι προσεγγιστικά (αλλά με μικρό σφάλμα), μπορούμε να παραλείψουμε το ιξώδες στον όγκο του νερού και να το λάβουμε υπόψη μας, κοντά στην επιφάνεια. Αυτό οδηγεί στο λεγόμενο οριακό στρώμα, κάτω από ορισμένες προϋποθέσεις. Εάν η στερεή επιφάνεια είναι μικρή, τότε, όπως θα δούμε, το οριακό στρώμα έχει μικρό πάχος. Εάν όμως η επιφάνεια έχει μεγάλο μήκος, τότε, κατά μήκος της επιφάνειας, η επίδραση του ιξώδους αυξάνει σημαντικά και μπορεί να επηρεάσει την ροή. Εδώ, θα περιοριστούμε κυρίως σε σώματα μικρής επιφάνειας. Στην περίπτωση αυτή, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το οριακό στρώμα εντοπίζεται ή οδηγείται από την εξωτερική ροή, που μπορούμε να θεωρήσουμε αστρόβιλη. Μέσα στο οριακό στρώμα, έχουμε στροβιλισμό, που είναι σχεδόν εντοπισμένος. Για να παραλείψουμε την επίδραση του ιξώδους στον όγκο του νερού, πρέπει να συγκρίνουμε τις ιξωδικές δυνάμεις στον όγκο, με τις αδρανειακές δυνάμεις. Αυτό γίνεται με τον αριθμό Reynolds, που εκφράζει τον λόγο των αδρανειακών δυνάμεων προς τις ιξωδικές και δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Αριθμός Reynolds Re=ρULμ,
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			όπου ρ και μ η πυκνότητα και το ιξώδες του ρευστού αντίστοιχα, U μια χαρακτηριστική ταχύτητα, και L ένα χαρακτηριστικό μήκος, π.χ μέτρο του μεγέθους ενός σώματος, που παρεμβάλλεται στην ροή.

			Η έλλειψη στροβιλισμού σε μία μόνιμη ροή δίνει την δυνατότητα να λύσουμε, αντί της μη γραμμικής εξίσωσης Euler (ως προς το πεδίο ταχύτητας), τη γραμμική εξίσωση Laplace για το δυναμικό ταχύτητας 

Φr→

, στην οποία η αρχή της επαλληλίας των πηγών είναι πολύ ελκυστική. Έτσι, ένας γραμμικός συνδυασμός λύσεων της εξίσωσης Laplace είναι, επίσης, λύση. Οι οριακές συνθήκες του συγκεκριμένου προβλήματος θα καθορίσουν τους συντελεστές βάρους των επιμέρους λύσεων. Αλλά, και για έναν επιπλέον λόγο η νέα περιγραφή είναι ικανοποιητική, καθότι για δεδομένες οριακές συνθήκες η εξίσωση Laplace ικανοποιεί το θεώρημα της μοναδικότητας. Αυτό μας λέει ότι, αν έχουμε βρει, με οποιοδήποτε τρόπο, μία λύση της εξίσωσης Laplace, η οποία ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες, τότε έχουμε βρει τη μοναδική λύση της, αν εξαιρέσουμε την ύπαρξη μιας αυθαίρετης προσθετικής σταθεράς στο δυναμικό ταχύτητας. Αυτή, φυσικά, δεν επηρεάζει τη φυσική ποσότητα της ταχύτητας ροής. Η μοναδικότητα της λύσης της εξίσωσης Laplace οφείλεται στο γεγονός ότι, για ασυμπίεστη και αστρόβιλη ροή, γνωρίζουμε και την απόκλιση (

∇→⋅u→=0

) και το στροβιλισμό (

∇→×u→=0

) του διανυσματικού πεδίου ταχύτητας. Η λύση της εξίσωσης Laplace, για μόνιμη ροή, μας δίνει το δυναμικό 

Φr→

 και αυτό με τη σειρά του την ταχύτητα 

u→r→

. Έτσι, η εξίσωση Bernoulli99 μας χρησιμεύει για να υπολογίσουμε την πίεση 

Pr→

. Η εξίσωση διατήρησης ορμής του Euler αυτόματα ικανοποιείται και δεν θα την εξετάσουμε.

			Ακόμη και στην περίπτωση που η ροή δεν είναι μόνιμη, πάλι χρησιμοποιούμε την εξίσωση Laplace για το δυναμικό ταχύτητας. Παρόλο που η εξίσωση Laplace είναι ανεξάρτητη του χρόνου, η χρονική εξάρτηση του δυναμικού ταχύτητας θα προέλθει από τη χρονική εξάρτηση των οριακών συνθηκών. Πάλι, η πίεση θα υπολογιστεί από την εξίσωση Bernoulli, της οποίας η σταθερά θα εξαρτάται από τον χρόνο, ενώ, για αστρόβιλη ροή, δεν μεταβάλλεται στο χώρο. Η χρονική εξάρτηση της σταθεράς μπορεί να απορροφηθεί στο δυναμικό ταχύτητας,100 χωρίς να αλλάξουμε την ταχύτητα ροής. Αυτό έχει ως συνακόλουθο, η σταθερά στο δεξιό μέρος της εξίσωσης Bernoulli:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pρ+gz+12u2+∂Φ∂t=C0
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			να είναι, όχι μόνο ανεξάρτητη του 

r→

, αλλά και του χρόνου t.

			Εάν τώρα είχαμε υποθέσει ότι το υγρό είναι συμπιεστό, τότε θα είχαμε για αστρόβιλη ροή, από την εξίσωση συνέχειας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρ∇→⋅u→=ρ∇2Φ=-DρDt≡-∂ρ∂t+u→⋅∇→ρ,





						
							
							(5.5)

						
					

				
			

			όπου οι μεταβολές της πυκνότητας του υγρού, κατά τη μετατόπιση των ρευστών σωματιδίων, δρουν ως πηγές του Φ, που επηρεάζουν το δυναμικό σε όλο το χώρο. Έτσι, η απλότητα και η προσθετικότητα της εξίσωσης Laplace χάνεται, και στην περίπτωση αυτή, η έννοια του δυναμικού δεν είναι τόσο χρήσιμη στη λύση προβλημάτων. Εάν η μεταβολή της πυκνότητας των ρευστών σωματιδίων κατά την κίνησή τους (ή ισοδύναμα η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας) είναι γνωστή, τότε έχουμε να λύσουμε την εξίσωση Poisson. Για πεπερασμένο αριθμό σημειακών πηγών, αυτό είναι εύκολο και στη συνέχεια θα δούμε τέτοια παραδείγματα. Ακόμη και αν έχουμε κατανομή των πηγών απόκλισης στο χώρο, πάλι μπορούμε να λύσουμε την εξίσωση Poisson. Αν δεν είναι δυνατόν να γνωρίζουμε την απόκλιση του πεδίου στο χώρο, τότε είμαστε υποχρεωμένοι να λύσουμε την εξίσωση Euler, μαζί με την εξίσωση συνέχειας και την καταστατική σχέση που συνδέει την πυκνότητα με την πίεση. Στην περίπτωση αυτή, θα βασιστούμε σε αριθμητικούς υπολογισμούς, για να βρούμε τις υδροδυναμικές ποσότητες ταχύτητας ροής και πίεσης.

			Στη συνέχεια, θα εκμεταλλευθούμε την ιδιότητα υπέρθεσης της εξίσωσης Laplace για την λύση πρακτικών προβλημάτων, από τα οποία, τα περισσότερα έχουν γνωστά ανάλογα στον ηλεκτρομαγνητισμό. Σε μερικές περιπτώσεις, οι λύσεις αυτές έχουν απειρισμούς, που σημαίνει ότι η εξίσωση Laplace δεν ικανοποιείται στα σημεία αυτά, τα οποία ονομάζονται ανώμαλα σημεία. Αυτά είναι τα σημεία, στα οποία έχουμε σημειακές πηγές απόκλισης ή στροβιλισμού.

			5.1.1 Μέθοδοι λύσης της εξίσωσης Laplace. 

			Η γνώση της συνάρτησης δυναμικού μας δίνει άμεσα το πεδίο ταχύτητας, με απλές παραγωγίσεις, ενώ, και το αντίστροφο είναι εύκολο, ολοκληρώνοντας τις συνιστώσες της ταχύτητας. Οι συναρτήσεις που προκύπτουν, ορίζονται μέχρι μιας σταθεράς. Το τελευταίο, όμως, έχει κυρίως ακαδημαϊκό ενδιαφέρον, διότι είναι αρκετά δύσκολο να προσδιορίσουμε ένα τρισδιάστατο διανυσματικό πεδίο. Αντίθετα, για την εύρεση του δυναμικού ταχύτητας, έχουμε αρκετούς τρόπους, που είναι συστηματικοί. Μερικές μεθόδους αναφέρουμε στη συνέχεια:

			
					Έμμεση μέθοδος: Στη μέθοδο αυτή προσπάθειας και διόρθωσης, με συνδυασμό αναλυτικών λύσεων, προσπαθούμε να ικανοποιήσουμε, όσο καλύτερα γίνεται, την εξίσωση Laplace και τις οριακές συνθήκες. Συνήθως, βρίσκουμε τη συνάρτηση Φ, που ικανοποιεί την εξίσωση Laplace και στη συνέχεια, βρίσκουμε τις οριακές συνθήκες που ικανοποιούν. Εάν δεν μας ικανοποιούν, τότε προσθέτουμε και άλλους όρους. Αντίστροφα, από τις οριακές συνθήκες, μπορούμε να δούμε ποιές αναλυτικές λύσεις της εξίσωσης είναι οι πιο σημαντικές. Mε τον τρόπο αυτό, μπορούμε να βρούμε βασικές λύσεις, με σχετικά απλές οριακές συνθήκες.

					Συνδυασμοί στοιχειωδών ροών: Εδώ, εκμεταλλευόμαστε την αρχή υπέρθεσης και συνδυάζουμε βασικές ροές, για να περιγράψουμε πιο σύνθετες ροές. Έχουμε δηλαδή συνδυασμό πηγών απόκλισης και στροβιλισμού. Σε κάθε περίπτωση, εκτός από τη σταθερή ροή, το πεδίο ταχύτητας μηδενίζεται στο άπειρο και επομένως, δεν είναι δύσκολο να ικανοποιήσουμε τις οριακές συνθήκες στο άπειρο. Φυσικά, σημασία έχει και πόσο γρήγορα πέφτει το πεδίο ταχύτητας στο άπειρο. Εν γένει, απαιτείται προσοχή, διότι η προσθήκη ενός επιπλέον όρου σημαίνει ότι ικανοποιούμε διαφορετικές οριακές συνθήκες, σύμφωνα με την αρχή της μοναδικότητας της λύσης.

					Αναλυτικές λύσεις: Υπάρχουν πολλές τεχνικές που μας επιτρέπουν, είτε λόγω συμμετρίας είτε λόγω μεθόδου, να μετατρέψουμε τη μερική διαφορική εξίσωση σε κανονικές διαφορικές εξισώσεις. Η πιο γνωστή μέθοδος, για γραμμικές διαφορικές εξισώσεις, είναι αυτή των χωρισμένων μεταβλητών. Σε αυτή πρέπει να προσθέσουμε και τις λύσεις με μετασχηματισμούς ομοιότητας, όπου χρησιμοποιούμε νέες μεταβλητές με συνδυασμούς συντεταγμένων. Τέτοιες λύσεις είναι γνωστές από το πρόβλημα της διάχυσης. Εδώ, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και την μέθοδο των ειδώλων, για πηγές μπροστά από αδιαπέραστα επίπεδα.

					Κανονικοί μετασχηματισμοί: Είναι μια δυνατή τεχνική για δισδιάστατα προβλήματα και χρησιμοποιεί τεχνικές μιγαδικής ανάλυσης, ενώ εκμεταλλεύεται ιδιότητες αναλυτικών μιγαδικών συναρτήσεων. Δίνει τη δυνατότητα να μεταφέρουμε γνωστές απλές λύσεις, με μοναδικό τρόπο, σε προβλήματα με πολύπλοκη γεωμετρία, για τα οποία το δυναμικό ταχύτητας δεν είναι γνωστό. Η ιδέα είναι ότι μετασχηματίζουμε γεωμετρικά σχήματα ή καμπύλες. Αν π.χ. γνωρίζουμε την ροή γύρω από ένα κυκλικό κύλινδρο, τότε μπορούμε να λύσουμε αναλυτικά για τη ροή γύρω από οποιοδήποτε κύλινδρο, αρκεί να βρούμε τον κατάλληλο μαθηματικό μετασχηματισμό, ο οποίος αντιστοιχεί όλα τα σημεία της διατομής του γενικευμένου κυλίνδρου με τα σημεία της κυκλικής διατομής.

					Αριθμητική λύση: Υπάρχουν πολλές τεχνικές για την αριθμητική λύση της εξίσωσης Laplace. Σε αυτές, η μερική διαφορική εξίσωση μετατρέπεται σε σύστημα πεπλεγμένων γραμμικών κανονικών διαφορικών εξισώσεων. Στην πράξη, οι πιο χρήσιμες βασίζονται σε τεχνικές πεπερασμένων διαφορών ή πεπερασμένων στοιχείων. Απαιτούνται μεγάλοι κώδικες και γρήγοροι υπολογιστές.

			

			Η αρχή της υπέρθεσης είναι βασική σε αναλυτικές τεχνικές και ισχύει για το δυναμικό και κάθε άλλη ποσότητα, που συνδέεται γραμμικά με το δυναμικό ταχύτητας, όπως είναι η ταχύτητα. Δεν ισχύει, όμως, για την πίεση, διότι, σύμφωνα με το θεώρημα Bernoulli, είναι μη γραμμική συνάρτηση της ταχύτητας. Έτσι, πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε την ταχύτητα ως υπέρθεση ταχυτήτων από γνωστά προβλήματα. Στη συνέχεια, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Bernoulli για τον υπολογισμό της πίεσης, εφόσον ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις εφαρμογής του. Για ασυμπίεστη και αστρόβιλη ροή, δε χρειαζόμαστε τις εξισώσεις διατήρησης ορμής.

			5.1.2 Οριακές συνθήκες για τη ροή δυναμικού. 

			Έχουμε δύο ειδών οριακές συνθήκες: κινητικές και δυναμικές. Στις κινητικές οριακές συνθήκες, ορίζουμε την ταχύτητα ροής στα όρια. Η επιφάνεια ενός στερεού σώματος είναι αδιαπέραστη και το ρευστό δεν έχει ταχύτητα κάθετη στην επιφάνεια 

u→n=0

. Αντιλαμβανόμαστε ότι, αν η επιφάνεια δεν είναι απλή (επίπεδη, κυλινδρική ή σφαιρική), η οριακή αυτή συνθήκη θα μας υποχρεώσει σε αριθμητικούς υπολογισμούς. Εάν, δε, το στερεό σώμα κινείται, τότε, σε κάθε σημείο της επιφάνειας, η κάθετη ταχύτητα του ρευστού ισούται με την ταχύτητα της επιφάνειας, δηλαδή:

			



n^⋅u→=Un,





			όπου η εξωτερική κάθετος στην επιφάνεια ορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα 

n^=n1,n2,n3

 και, αν εισάγουμε το δυναμικό ταχύτητας, η οριακή συνθήκη γράφεται:

			



∂Φ∂n=-Un,





			όπου:

			



∂∂n=n1∂∂x1+n2∂∂x2+n3∂∂x3.





			Στις δυναμικές οριακές συνθήκες ορίζουμε την πίεση ή τη δύναμη (κάθετη για ανιξωδικό ρευστό) στην επιφάνεια. Ο ορισμός της πίεσης, σύμφωνα με το θεώρημα Bernoulli, είναι μια πολύπλοκη μη-γραμμική σχέση ως προς Φ.

			



P=-ρ∂Φ∂t+12∇→Φ2+gz+Ct,





			ενώ, για μόνιμη ροή, η σταθερά δεν μεταβάλλεται με το χρόνο και απουσιάζει ο όρος τοπικής μεταβολής της ταχύτητας. Σε πολλά προβλήματα χρειαζόμαστε και τις δύο οριακές συνθήκες. Σε μία λίμνη ή ποταμό π.χ., γνωρίζουμε την ταχύτητα στο βυθό και τα πλαϊνά, αλλά όχι την πίεση στην επιφάνεια.

			Είδαμε ότι, για δισδιάστατη ασυμπίεστη και αστρόβιλη ροή, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και τη συνάρτηση ροής, η οποία επίσης ικανοποιεί την εξίσωση Laplace. Εδώ, οι οριακές συνθήκες φαινομενικά είναι πολύ απλές. Κάθε επιφάνεια είναι μια γραμμή ροής και επομένως, έχει σταθερή τιμή του Ψ. Φυσικά, εκ των προτέρων δεν γνωρίζουμε την τιμή αυτή. Συχνά, μπορεί κανείς να έχει μια προσεγγιστική απεικόνιση του πεδίου, σχεδιάζοντας ταυτόχρονα τις γραμμές σταθερού δυναμικού και ροής. Αυτό γίνεται, αρχίζοντας από οριακές επιφάνειες, οι οποίες μπορεί να είναι συχνά επιφάνειες σταθερού δυναμικού ή γραμμή ροής. Εκμεταλλευόμαστε το γεγονός ότι οι γραμμές σταθερού δυναμικού είναι παντού κάθετες στις γραμμές ροής. Αρχίζουμε, σχεδιάζοντας πρώτα τις γραμμές ροής με ομογενή πυκνότητα. Αυτές πρέπει να είναι κάθετες στις επιφάνειες σταθερού δυναμικού και παράλληλες στις επιφάνειες σταθερής συνάρτησης ροής. Στη συνέχεια, σχεδιάζουμε τις γραμμές σταθερού Φ. Αυτές θα αρχίζουν και θα καταλήγουν σε οριακές γραμμές ροής και θα είναι κάθετες σε αυτές. Εδώ χρειάζεται προσοχή, ώστε οι οριακές συνθήκες να είναι συνεπείς. Δηλαδή, οι επιφάνειες σταθερού Φ, όταν συναντούν επιφάνειες σταθερού Ψ, πρέπει να είναι κάθετες σε αυτή, στο σημείο επαφής. Αντίθετα, θα έχουμε απειρισμούς στα σημεία που ενώνονται. Τελικά, το πρόχειρο διάγραμμα μπορεί να βελτιωθεί σημαντικά με ορισμένες απλές εκτιμήσεις, κρατώντας όμως τους παραπάνω κανόνες.

			Για την περίπτωση που οι οριακές συνθήκες αφορούν μόνο την ταχύτητα ροής, έχουμε γραμμικές σχέσεις. Μπορούμε δε, να εκμεταλλευτούμε την αρχή της υπέρθεσης με:

			



Φ=∑iciΦi.





			Tο κλειδί, λοιπόν, είναι να συνδυάσουμε γνωστές λύσεις (πηγές) της εξίσωσης Laplace, έτσι ώστε να βελτιώνουμε την ικανοποίηση των οριακών συνθηκών. Για αυτό είναι επιτακτικό να ξεφύγουμε από την πολυπλοκότητα των αριθμητικών λύσεων και να δούμε προβλήματα με απλές οριακές συνθήκες, αλλά σημαντικά χαρακτηριστικά, που υπάρχουν σε όλες τις ροές. Έτσι, αν έχουμε ροή στον άπειρο χώρο και το πεδίο ταχύτητας μηδενίζεται στο άπειρο, τότε, για να έχουμε μη-μηδενικό πεδίο ταχύτητας, πρέπει να υπάρχουν περιοχές, όπου υπάρχουν πηγές, δηλαδή η ροή να μην είναι παντού ασυμπίεστη και αστρόβιλη. Οι πηγές αυτές απόκλισης ή στροβιλισμού του πεδίου μπορεί να περιοριστούν σε μερικές περιπτώσεις, πάνω σε μια ευθεία. Αξίζει λοιπόν να μελετήσουμε τέτοια απλά παραδείγματα. Φυσικά, σε πεπερασμένο χώρο, τα όρια είναι επίσης πηγές ροής.

			5.2 Χαρακτηριστικά παραδείγματα πηγών ροής.

			Αναλυτικές λύσεις σε προβλήματα ροής δυναμικού μπορούν να βρεθούν ως γραμμικοί συνδυασμοί τριών βασικών λύσεων. Αυτές είναι:

			α) η παράλληλη ροή σταθερής ταχύτητας,

			β) η ροή συμμετρικής πηγής (ευθύγραμμης ή σημειακής), και

			γ) η ροή ελεύθερου στροβίλου.

			Στις περιπτώσεις (β) και (γ), οι λύσεις έχουν απειρισμούς στα σημεία της πηγής ή πάνω στον άξονα του στροβίλου, που σημαίνει ότι η εξίσωση Laplace δεν ικανοποιείται σε αυτά τα σημεία. Αυτό, π.χ. στην ευθύγραμμη πηγή, οφείλεται στο ότι η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας, όχι μόνο δε μηδενίζεται (όπως απαιτείται για ασυμπίεστη ροή) αλλά και απειρίζεται. Αυτό είναι προφανές, διότι η πηγή έχει μηδενικό μέγεθος και σε αυτό το σημείο δεν ισχύει η υπόθεση της ασυμπιεστότητας. Αντίστοιχα, για τον ελεύθερο στρόβιλο, απειρίζεται ο στροβιλισμός στον άξονα. Μπορούμε να φανταστούμε ότι οι απειρισμοί αυτοί, λόγω φυσικών επιδράσεων, θα φύγουν και, αντί για ένα σημείο, θα έχουμε μία διευρυμένη πηγή. Αυτό μπορεί να γίνει, αν η ευθύγραμμη πηγή είναι ένας σωλήνας πεπερασμένης διαμέτρου. Αν η ροή μέσω της επιφάνειας έχει τον ίδιο ρυθμό, τότε, η λύση που θα βρούμε, θα ισχύει πάλι έξω από τον κύλινδρο. Ας θεωρήσουμε, προς το παρόν, ότι η ακτίνα του κυλίνδρου συρρικνώνεται, χωρίς να μηδενίζεται.

			Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε τις τρεις βασικές ροές, ενώ θα δώσουμε και μερικούς συνδυασμούς τους, που έχουν φυσικό ενδιαφέρον, όπως η ροή δίπολου, ροή γύρω από κύλινδρο κτλ. Επαφίεται δε, στον αναγνώστη, να συνεχίσει τον κατάλογο των αναλυτικά επιλύσιμων ροών, που, σε δύο διαστάσεις, δεν έχουν τελειωμό.

			5.2.1 Μονοδιάστατη ροή με σταθερή ταχύτητα 

			Στη μονοδιάστατη ροή με σταθερή ταχύτητα (δες Σχ. 5.1), το πεδίο ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=Ui^





						
							
							(5.6)

						
					

				
			

			και το δυναμικό ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-Ux+C,





						
							
							(5.7)

						
					

				
			

			όπου C σταθερά. Εύκολα ορίζεται και η συνάρτηση ροής, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψ=Uy+C′.





						
							
							(5.8)
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			Σχήμα 5.1: Γραμμές ροής (οριζόντιες) και γραμμές σταθερού δυναμικού (κάθετες διακεκομμένες,) για σταθερή ροή. 

			Στο Σχ. 5.1, οι γραμμές ροής είναι παράλληλες με ομογενή πυκνότητα (μηδενική επιτάχυνση), ενώ οι κάθετες διακεκομμένες γραμμές είναι οι γραμμές σταθερού δυναμικού Φ, και η τιμή της ελαττώνεται κατά μήκος της ροής. Για να έχουμε τέτοια ροή, έστω και προσεγγιστικά, πρέπει να είμαστε μακριά από στερεές επιφάνειες, ώστε να μην διαχέεται στροβιλισμός, λόγω ιξώδους, από την επιφάνεια και, όπου υπάρχουν επιφάνειες, να είναι επίπεδες και παράλληλες, ώστε να μη δημιουργούνται στενωποί, όπου, σύμφωνα με την αρχή του Bernoulli, έχουμε αύξηση της ταχύτητας. Το ίδιο διάγραμμα έχουμε, για τις γραμμές ηλεκτρικού πεδίου, ανάμεσα στις πλάκες άπειρης επιφάνειας ενός πυκνωτή. Για πεπερασμένο πυκνωτή, είναι καλή απεικόνιση μακριά από τα άκρα.

			Επειδή η ροή είναι μόνιμη, η επιτάχυνση ενός σωματιδίου προέρχεται μόνο από τον όρο μεταφοράς και πρέπει να μηδενίζεται. Όντως:

			



u→⋅∇→u→=U∂∂xUi^=0.





			Εάν η βαρύτητα θεωρηθεί αμελητέα, αυτό σημαίνει ότι η πίεση είναι σταθερή σε όλο το χώρο, για να μηδενίζεται και η ολική δύναμη. Το τελευταίο προκύπτει και από την αρχή του Bernoulli.

			Σε δύο διαστάσεις, με σταθερή ταχύτητα 

u→=U,V,0

 για το δυναμικό και τη συνάρτηση ροής, έχουμε αντίστοιχα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-Ux-Vy+c,





						
							
							(5.9)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψ=Vx-Uy+c′





						
							
							(5.10)

						
					

				
			

			και σε τρεις διαστάσεις, με 

u→=U,V,W

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-Ux-Vy-Wz+c.





						
							
							(5.11)

						
					

				
			

			Ενώ, αντί για τη συνάρτηση ροής, πρέπει να ορίσουμε διανυσματικό δυναμικό, σε αναλογία με το στατικό μαγνητικό πεδίο (δες Κεφ. 8).

			5.2.2 Ευθύγραμμη ακτινική πηγή

			Στην ακτινική ροή με άπειρη ευθεία πηγή (ή καταβόθρα), η ταχύτητα ροής είναι ακτινικά προς τα έξω (μέσα) αντίστοιχα και, από την εξίσωση συνέχειας για ασυμπίεστη ροή σε κυλινδρικές συντεταγμένες (

R,ϕ,z

), είναι ίση με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=uRe^R,  με uRR=±Q22πR,





						
							
							(5.12)

						
					

				
			

			όπου το «+» (-) αναφέρεται στην ευθεία πηγή (καταβόθρα) αντίστοιχα. Η σταθερά 

Q2

 είναι ο ρυθμός ροής όγκου υγρού ανά μονάδα μήκους (με διαστάσεις [L2T-1] και μονάδες 

m2/sec 

 στο MKS σύστημα) της πηγής, που ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q2=1L∮su→⋅dS→,  με dS→=LRdϕ e^R,





						
							
							(5.13)

						
					

				
			

			όπου, στην κλειστή επιφάνεια S, δεν συνεισφέρουν οι κυκλικές βάσεις, αλλά μόνο η πλευρική επιφάνεια, που αποτελείται από ένα κύλινδρο, με άξονα την πηγή, ακτίνας R και ύψος την μονάδα (L=1). Η σχέση αυτή, σε συνδυασμό με το θεώρημα Gauss, μας λέει ότι η απόκλιση δεν μηδενίζεται παντού. Στο παράδειγμα αυτό, έχουμε μη μηδενική απόκλιση, μόνο στην ευθεία R=0, όπου και απειρίζεται.

			Το αντίστοιχο δυναμικό ταχύτητας είναι, μέχρι μια αυθαίρετη σταθερά, το εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR=∓Q22πlnRa,  -πηγή+καταβόθρα





						
							
							(5.14)

						
					

				
			

			που εύκολα βρίσκεται, από την ολοκλήρωση της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας, uR=–∂Φ/∂R και η σταθερά επιλέχθηκε, ώστε: Φ(R=a)=0. H συνάρτηση ροής για την περίπτωση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψϕ=±Q22πϕ,  uR=1R∂Ψ∂ϕ.





						
							
							(5.15)

						
					

				
			

			Η σχέση αυτή βγαίνει εύκολα, με ολοκλήρωση από τις συνιστώσες της ταχύτητας ή με υπολογισμό της φυσικής σημασίας της συνάρτησης ροής. Έτσι, ο ρυθμός ροής όγκου ανάμεσα σε δύο γραμμές ροής, σε γωνία 

dϕ

, ανά μονάδα ύψους, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dψ=uRRRdϕ=Q22πdϕ





						
							
					

				
			

			και ολοκλήρωση για πεπερασμένη γωνία, μας δίνει την (5.15) για 

Ψϕ=0=0

 και, για το διάστημα 

0<ϕ≤2π

, μας δίνει Q2. Για εφαρμογές, δίνουμε και τη συνάρτηση ροής σε καρτεσιανές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψx,y=±Q22πtan-1yx.





						
							
							(5.16)

						
					

				
			

			Στο διάγραμμα (Σχ. 5.2), φαίνονται οι γραμμές ροής (ακτινικές ευθείες) και οι γραμμές σταθερού δυναμικού (κύκλοι), για πηγή και καταβόθρα. Ο αναγνώστης θα παρατηρήσει ότι υπάρχει μία πολύ χρήσιμη αναλογία του υδροδυναμικού προβλήματος, με το δυναμικό ενός φορτισμένου ευθύγραμμου αγωγού, όπου το πεδίο είναι το ηλεκτρικό πεδίο. Η σταθερά Q, στην περίπτωση αυτή, είναι το ηλεκτρικό φορτίο ανά μονάδα μήκους του αγωγού, ενώ η αντίστοιχη συνάρτηση Ψ είναι η ροή του ηλεκτρικού πεδίου.
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			Σχήμα 5.2: Γραμμές ροής και σταθερού δυναμικού, για ευθύγραμμη (α) πηγή και (β) καταβόθρα. 

			Σε μια ακτινική ροή, η επιτάχυνση των σωματιδίων είναι ακτινική101 και δίνεται από τη σχέση:

			



aR=uR∂uR∂R=-Q22π21R3,





			που πέφτει στο μηδέν στο άπειρο ως 

1R3

. Eπομένως, περιμένουμε ότι μόνο η αντίστοιχη βαθμίδα της πίεσης δεν μηδενίζεται. Έχουμε, λοιπόν:

			



ρuR∂uR∂R=-∂P∂R ,





			



0=-1R∂P∂ϕ ,





			



0=-∂P∂z .





			Από τις δύο τελευταίες εξισώσεις, συμπεραίνουμε ότι η πίεση έχει μόνο ακτινική εξάρτηση, δηλαδή P(R), όπως αναμέναμε. Με ολοκλήρωση της ακτινικής συνιστώσας, έχουμε για την πίεση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=-12ρuR2+C,





						
							
							(5.17)

						
					

				
			

			που θα μπορούσαμε να γράψουμε και από το θεώρημα Bernoulli, όπου η σταθερά C=0, αν το σημείο αναφοράς είναι η πίεση στο άπειρο. Με αντικατάσταση και για την ταχύτητα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR=-ρ2Q22πR2.





						
							
							(5.18)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 5.3: (α) Ταχύτητα, (β) επιτάχυνση (δύναμη ανά μονάδα μάζας) και (γ) πίεση, ως συνάρτηση της ακτίνας R, για την ευθύγραμμη πηγή. 

			Στο Σχ. 5.3, σχεδιάζουμε την ταχύτητα, την επιτάχυνση και την πίεση ως συνάρτηση της ακτίνας R. H πίεση αυξάνει, καθώς απομακρυνόμαστε από την πηγή. Ο απειρισμός στον άξονα είναι αφύσικος, αλλά σύμφωνος με τον απειρισμό του πεδίου ταχύτητας στο ίδιο σημείο, και οφείλεται στο ότι στον άξονα έχουμε σημειακή πηγή απόκλισης. Λόγω συμμετρίας, ο στροβιλισμός μηδενίζεται παντού, ακόμη και στον άξονα. Έτσι, η πηγή χαρακτηρίζεται μόνο από το ρυθμό ροής όγκου ανά μονάδα μήκους της ευθύγραμμης πηγής, Q2. Εάν θέλουμε να γνωρίζουμε την ταχύτητα ενός ρευστού σωματιδίου ως συνάρτηση του χρόνου, θα πρέπει να υπολογίσουμε την τροχιά του σωματιδίου, q(t), στην ακτινική κατεύθυνση. Η συμμετρική ροή που έχουμε, υπολογίζεται από την ολοκλήρωση της, ως εξής:

			



dquRq=dt





			και είναι:

			



qt=q02+Qπt,
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			Σχήμα 5.4: (α) Γεωμετρία πεδίου (β) Γραμμές ροής, για σημειακή πηγή σε επίπεδο που διέρχεται από την πηγή. 

			όπου 

q0=q0

. Από την τροχιά q(t), μπορούμε να υπολογίσουμε την ταχύτητα v(t) και επιτάχυνση 

aR

 (t) του ρευστού σωματιδίου ως συνάρτηση του χρόνου, αρκεί να κάνουμε την αντικατάσταση R→q(t). Αυτό μπορούμε να το επιβεβαιώσουμε για την επιτάχυνση. Για την ακτινική επιτάχυνση του σωματιδίου, έχουμε:

			



aRt=d2qdt2=-Q2/π24(q02+Q2t/π)3/2 ,





			που συμφωνεί με την επιτάχυνση, λόγω μεταφοράς αν 

R→qt=q02+Q2πt

.

			 5.2.3 Σημειακή πηγή.

			Για μια σημειακή πηγή, το δυναμικό ταχύτητας είναι λύση της εξίσωσης Laplace σε τρεις διαστάσεις με σφαιρική συμμετρία, που ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες στο άπειρο, και δίνεται από:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr=-Q4πr,





						
							
							(5.19)

						
					

				
			

			όπου, Q είναι ο ρυθμός εκροής, δηλαδή ο όγκος του υγρού που βγαίνει από την πηγή ανά μονάδα χρόνου, με διαφορετικές διαστάσεις από το αντίστοιχο 

Q2

 στο προηγούμενο παράδειγμα με κυλινδρική συμμετρία. Η αντίστοιχη ταχύτητα ροής είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=Q4πr2





						
							
							(5.20)

						
					

				
			

			ακτινικά προς τα έξω από την πηγή Σχ. 5.4. H εξάρτηση 

1r2

 στην ταχύτητα είναι τέτοια, ώστε να δίνει μηδενική απόκλιση, καθώς η κάθετη επιφάνεια αυξάνει ως 

r2

, σε όλο το χώρο, εκτός από ένα σημείο, όπου πάλι απειρίζεται. Όντως, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂∂rr2ur=0.





						
							
					

				
			

			Η ροή από μία σημειακή πηγή σε τρεις διαστάσεις είναι αξοσυμμετρική, γύρω από ένα άξονα που διέρχεται από τη σημειακή πηγή, που για ευκολία επιλέγουμε να είναι ο z-άξονας. Για αξοσυμμετρική ροή, χρησιμοποιούμε την συνάρτηση ροής Stokes, που δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=1rsinθ∂Ψ∂θ→Ψθ=-Q4πrcosθ,  Ψθ=π/2=0.





						
							
							(5.21)
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			Σχήμα 5.5: (α) Γραμμές ροής και επιφάνεια δυναμικού. (β) Διάγραμμα για τον υπολογισμό της συνάρτησης ροής, για σημειακή πηγή. Η επιφάνεια είναι σε απόσταση r από το κέντρο, αντιστοιχεί στην γωνία dθ και παίρνουμε τη μέση τιμή ως προς τη γωνία 

ϕ

. 
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			Σχήμα 5.6: Γραμμική κατανομή στον x-άξονα σημειακών πηγών καταβόθρας. 

			Το ίδιο αποτέλεσμα θα βρούμε, αν υπολογίσουμε το ρυθμό ροής, μέσω μιας στοιχειώδους επιφάνειας 

dS=r2sinθdθdϕ

 ανά μονάδα γωνίας 

dϕ

 (Σχ. 5.5). Τότε:

			



dΨθ=urdS=Q4πsinθdθ





			και με ολοκλήρωση, έχουμε την (5.21).

			Το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση που έχουμε μία συνεχή κατανομή πηγών, σε ένα μήκος d (Σχ. 5.6). Για το σκοπό αυτό, χρησιμοποιούμε τη γραμμική κατανομή της συνάρτησης ισχύος Q (x) ανά μονάδα μήκους. Με υπέρθεση των σημειακών πηγών, έχουμε, για το δυναμικό ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr→=14π∫-d/2d/2dx′Q(x′)(x-x′)2+y2+z2.





						
							
							(5.22)

						
					

				
			

			Αφήνεται για εξάσκηση στον αναγνώστη να δείξει ότι στο όριο d→ ∞, για ομογενή κατανομή, βρίσκουμε το αποτέλεσμα της ευθύγραμμης πηγής. Παρόμοια σχέση έχουμε, αν οι σημειακές πηγές είναι κατανεμημένες πάνω σε μια καμπύλη C, που περιγράφεται από μία εξίσωση f(x,y,z)=0, με αντίστοιχη ισχύ ανά μονάδα μήκους q(x,y,z).

			Σε τρισδιάστατη κατανομή πηγών, με ισχύ ανά μονάδα όγκου 

q3x,y,z

, μπορούμε να γράψουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr→=14π∫V′dV′q3(x′,y′,z′)(x-x′)2+(y-y′)2+(z-z′)2,





						
							
							(5.23)

						
					

				
			

			όπου η ολοκλήρωση γίνεται στα σημεία (x’,y’,z’), όπου έχουμε μη μηδενική πυκνότητα ισχύος. Στο όριο:

			



q3x′,y′,z′=Qδr→′≡Qδx′δy′δz′





			παίρνουμε το αποτέλεσμα της σημειακής πηγής. Αν αντικαταστήσουμε τη σημειακή πηγή, με μία σφαιρική κατανομή στο χώρο 

q3

 (r´), σε πεπερασμένο όγκο ακτίνας r_0, έτσι ώστε:

			



∫V′dV′q3r′≡4π∫0r0dr′r′2q3r′=Q





			έχουμε τα παρακάτω ευχάριστα αποτελέσματα: Δεν υπάρχει καθόλου απειρισμός στο δυναμικό στο σημείο 

r=0

, καθότι η πυκνότητα 

q3

 είναι πεπερασμένη στο σημείο αυτό και ο αντίστοιχος όγκος τείνει στο μηδέν με την ακτίνα r. Έτσι, εξουδετερώνεται ο απειρισμός ως 

1r′

 από την τετραγωνική ρίζα στο ολοκλήρωμα της (5.23). Επίσης, για r>r0, η λύση είναι ακριβώς η ίδια, όπως και για την σημειακή πηγή, διότι διαλέξαμε ο ρυθμός ροής όγκου στην ακτίνα 

r0

 να είναι ο ίδιος και διατηρήσαμε τη σφαιρική συμμετρία. Έτσι, διατηρήσαμε το ίδιο 

urr0

. Για αυτό το λόγο, δεν μας ανησύχησαν οι αφύσικοι απειρισμοί. Διότι, εκτός από μία μικρή περιοχή, προσδιορίζουν το πεδίο ροής. Οι περιοχές, στις οποίες δεν το προσδιορίζουν, είναι αυτές όπου η απόκλιση του πεδίου είναι μη-μηδενική, γιατί εκεί δεν ισχύει η εξίσωση Laplace και πρέπει να πάρουμε υπόψη την κατανομή της απόκλισης, όπως κάναμε προηγουμένως. H δε, κατανομή 

q3

 είναι μέτρο της τοπικής απόκλισης, όπως και στο αντίστοιχο ηλεκτροστατικό πρόβλημα της κατανομής φορτίου στο χώρο. Έτσι, η ύπαρξη μιας πεπερασμένης περιοχής, με μη-μηδενική μέση απόκλιση, μας λέει ότι η μέση απόκλιση ορίζει το πεδίο σε μεγάλες αποστάσεις, που πρέπει να πέφτει ως

:1r2

.

			5.2.4 Ελεύθερος στρόβιλος

			Στον ελεύθερο στρόβιλο, έχουμε μόνο εφαπτομενική συνιστώσα 

uϕ

 (σε κυλινδρικές συντεταγμένες) της ταχύτητας (Σχ. 5.7), όπου τα σωματίδια ρευστού ακολουθούν μία κυκλική διαδρομή, χωρίς να έχει όμως στροβιλισμό, 

∇→×u→=0

. Αυτό ικανοποιείται για το πεδίο του στροβίλου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕR=K2πR,  με uR=uz=0.





						
							
							(5.24)

						
					

				
			

			Παντού, εκτός από το σημείο R=0, που είναι ένα σημείο άπειρου στροβιλισμού. Το αντίστοιχο δυναμικό ταχύτητας εξαρτάται102 μόνο από την γωνία 

ϕ

 και με ολοκλήρωση της ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φϕ=-∫uϕRRdϕ=-K2πϕ=-K2πtan-1yx,





						
							
							(5.25)

						
					

				
			

			ενώ η συνάρτηση ροής βρίσκεται εύκολα, αν υπολογίσουμε τη ροή ανά μονάδα ύψους, μέσω δύο γραμμών ροής με τιμές 

Ψ

 και 

Ψ+dΨ

. Τότε, 

dΨ≡dQ=uϕdR

 και με ολοκλήρωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΨR=-K2πlnRR0,





						
							
							(5.26)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά 

R0

 επιλέγεται ώστε 

ΨR0=0

. H σταθερά K είναι η ισχύς του στροβίλου και ορίζεται ως η κυκλοφορία του πεδίου ταχύτητας, για μια κυκλική διαδρομή C γύρω από τον άξονα του στροβίλου, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Cu→⋅dl→=∫02πuϕRdϕ=K,





						
							
							(5.27)

						
					

				
			

			εάν στο εσωτερικό της 

C

 περιλαμβάνεται το R=0, αλλιώς μηδενίζεται103. Επειδή η κυκλοφορία στην (5.27) είναι ανεξάρτητη της ακτίνας, αυτό σημαίνει ότι το πεδίο είναι αστρόβιλο παντού, εκτός από τα σημεία στην ευθεία R=0. Οι γραμμές σταθερού δυναμικού είναι ακτινικές και κάθετες στην ταχύτητα σε κάθε σημείο (Σχήμα 5.7). Για το δυναμικό δώσαμε και την μορφή της, σε καρτεσιανές συντεταγμένες, που είναι πιο χρήσιμη, αν έχουμε περισσότερους από ένα στροβίλους.

			[image: ]

			Σχήμα 5.7: Γραμμές ροής (κύκλοι) και σταθερού δυναμικού (διακεκομμένες ακτίνες) για τον ελεύθερο στρόβιλο. 

			Σε ένα πραγματικό στρόβιλο, ο στροβιλισμός δεν περιορίζεται σε μια ευθεία, αλλά σε μια περιοχή (μέσα σε μία ακτίνα 

Rv

), ενώ, από έξω, η ροή είναι αστρόβιλη. Εάν π.χ ένας στερεός κύλινδρος περιστρέφεται γύρω από τον άξονά του, τότε θα δημιουργήσει ένα οριακό στρώμα (δες κεφ. 7) κοντά στην επιφάνεια του κυλίνδρου, όπου θα περιέχει στροβιλισμό. Έξω από το οριακό στρώμα, εάν το ιξώδες του ρευστού είναι αμελητέο, τότε είναι δυνατό τα κυκλικά στρώματα του υγρού να γλιστρούν μεταξύ τους, ώστε να δώσουν την 1/R εξάρτηση της 

uϕ

. Και στην περίπτωση αυτή, η κυκλοφορία της ροής, για μια διαδρομή πολύ κοντά στον κύλινδρο, έχει επιλεγεί να είναι ίση με K και επομένως, το πεδίο έξω από τον κύλινδρο είναι το ίδιο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Cu→⋅dl→=K,        uϕ=K2πR .





						
							
							(5.28)

						
					

				
			

			Για να διατηρηθεί η ροή του ελεύθερου στροβίλου, απαιτείται πίεση, της οποίας η βαθμίδα δίνεται από την εξίσωση Euler. Η επιτάχυνση, στην περίπτωση αυτή, είναι καθαρά κεντρομόλος 

aR=-uϕ2/R

 και επομένως, η πίεση είναι ανεξάρτητη των συντεταγμένων 

ϕ

 και z, αν παραλείψουμε τη δύναμη της βαρύτητας. Για την ακτινική κατεύθυνση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aR=-uϕ2R=-1ρ∂P∂R.





						
							
							(5.29)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση 

uϕ=K/2πR

 και λύση ως προς την πίεση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR=-ρK28π2R2 ,





						
							
							(5.30)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά ολοκλήρωσης μηδενίζεται, αν η πίεση μετριέται σε σχέση με την πίεση στο 

R→∞

. O απειρισμός στην πίεση είναι πιο ισχυρός από αυτόν της ταχύτητας στο R=0. Το αποτέλεσμα μπορεί να βγει και από το θεώρημα Bernoulli, καθότι δεν έχουμε έργο, λόγω στροβιλισμού και η σταθερά είναι ίδια σε όλο το χώρο.

			Και στην περίπτωση αυτή, υπάρχει μία αναλογία με το μαγνητικό πεδίο ενός ευθύγραμμου ρεύματος. Το κοινό στα δύο προβλήματα είναι ότι η απόκλιση και ο στροβιλισμός των δύο πεδίων μηδενίζονται, για διαφορετικούς φυσικά λόγους. Στην περίπτωση της υδροδυναμικής, ο μηδενισμός του 

∇→⋅u→

 οφείλεται στην μη-συμπιεστότητα του υγρού, ενώ στο μαγνητικό πεδίο δεν έχουμε μονόπολα και οι μαγνητικές γραμμές πάντα κλείνουν στον εαυτό τους. Και στις δύο περιπτώσεις, ο στροβιλισμός εντοπίζεται σε μια ευθεία και, στην περίπτωση του μαγνητικού πεδίου ενός ευθύγραμμου ρεύματος, υποθέτουμε την έλλειψη ρευμάτων ή μαγνητικών υλικών εκτός του αγωγού. Το αντίστοιχο του ρεύματος εδώ είναι η κυκλοφορία. Και τα δύο αντιστοιχούν στη μέση τιμή του στροβιλισμού του αντίστοιχου πεδίου. Την αναλογία αυτή θα εκμεταλλευτούμε, όταν λύσουμε πιο πολύπλοκα προβλήματα, στη συνέχεια. Το κοινό ανάμεσα τους είναι ότι το αντίστοιχο δυναμικό ικανοποιεί την εξίσωση Laplace:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2Φ=0





						
							
							(5.31)

						
					

				
			

			με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες, οι οποίες είναι οι ίδιες και στις τρεις περιπτώσεις.

			5.2.5 Μέθοδος των ειδώλων

			Η μέθοδος των ειδώλων χρησιμοποιείται εκτενέστατα στη λύση ηλεκτροστατικών προβλημάτων. Είναι μία ενδιαφέρουσα εφαρμογή της μοναδικότητας της λύσης στην εξίσωση Laplace. Ένα πρόβλημα με πηγές και οριακές επιφάνειες, μπορεί να αντικατασταθεί με ένα ισοδύναμο πρόβλημα, μόνο με πηγές χωρίς επιφάνειες. Αυτό συμβαίνει, αν προσθέτουμε πηγές, μέχρις ότου οι οριακές συνθήκες στις αντίστοιχες επιφάνειες ικανοποιούνται. Τότε η λύση στο χώρο, που οριζόταν από τις επιφάνειες, είναι η ίδια μόνο με τις πηγές.

			[image: ]

			Σχήμα 5.8: Γραμμές ροής (συνεχείς γραμμές), για γραμμική πηγή παράλληλη σε αδιαπέραστη επιφάνεια. Στο ίδιο σχεδιάγραμμα φαίνεται και το είδωλο της πηγής.

			Για να αναφέρουμε ένα παράδειγμα, ας θεωρήσουμε μια γραμμική πηγή παράλληλη σε ένα στερεό επίπεδο και σε απόσταση d από αυτό (δες Σχ. 5.8). Στο επίπεδο, η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας πρέπει να μηδενίζεται. Αυτό ικανοποιείται, αν βάλουμε μία ίση πηγή συμμετρικά προς την επιφάνεια και στη συνέχεια βγάλουμε την στερεή επιφάνεια. Η λύση, για το δυναμικό ταχύτητας με τις δύο πηγές, στα σημεία (

0,±d

), είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=Q2πlnx2+(y-d)2+lnx2+(y+d)2,





						
							
							(5.32)

						
					

				
			

			που είναι συμμετρική συνάρτηση ως προς y, 

Φ-y=Φy

 και επομένως, η παράγωγος 

∂Φ∂y

 είναι αντισυμμετρική ως προς y και μηδενίζεται στο y=0. Στο Σχ. 5.8, φαίνονται οι γραμμές ροής για y>0, με συνεχείς γραμμές, που κοντά στην επιφάνεια είναι παράλληλες σε αυτή, ικανοποιώντας το μηδενισμό της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας στην επιφάνεια, ενώ έχουμε σημείο ηρεμίας στο κέντρο των αξόνων. Οι συμμετρικές γραμμές είναι εκτός του χώρου ενδιαφέροντος και παρουσιάζονται για να τονίσουμε ότι, όπου υπάρχουν νοητές επιφάνειες, στις οποίες μηδενίζεται η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας, μπορούμε να τις αντικαταστήσουμε με πραγματικές αδιαπέραστες επιφάνειες, που διαχωρίζουν τον χώρο σε περιοχές, όπου η λύση είναι η ίδια, όπως στο αρχικό πρόβλημα.

			Η ίδια μέθοδος μπορεί να μας δώσει τη λύση για το πρόβλημα ενός ελεύθερου στροβίλου, με άξονα (x=0, y=b), μπροστά σε αδιαπέραστη επιφάνεια. Και εδώ εισάγουμε ένα είδωλο ελεύθερου στροβίλου, με άξονα συμμετρικά ως προς το επίπεδο, αλλά αντίθετης φοράς (κυκλοφορίας). Το δυναμικό ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-K2πtan-1y-bx-K2πtan-1y+bx





						
							
							(5.33)

						
					

				
			

			και αφήνεται στον αναγνώστη να δείξει ότι, στο επίπεδο y=0, η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας μηδενίζεται, και επομένως, ικανοποιούνται όλες οι οριακές συνθήκες στο πάνω ημιεπίπεδο.

			Η μέθοδος των ειδώλων μπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση, που η πηγή είναι συμμετρικά ανάμεσα σε δύο παράλληλα επίπεδα. Η βασική ιδέα είναι για κάθε επιφάνεια να προσθέτουμε το αντίστοιχο είδωλο. Αυτό όμως δεν αρκεί, όπως εύκολα διαπιστώνει ο αναγνώστης. Αυτό που απαιτείται είναι, για κάθε είδωλο, να προσθέτουμε και το αντίστοιχο δίπολο, ως προς την άλλη επιφάνεια. Κάθε τέτοιο είδωλο απομακρύνεται από τον χώρο ενδιαφέροντος και έχει συνεχώς ελαττούμενη συνεισφορά, αλλά είναι απαραίτητο να διορθώσει την απόκλιση του μηδενισμού της κάθετης ταχύτητας στις δύο επιφάνειες. Έτσι, χρειαζόμαστε άπειρο αριθμό ειδώλων, που είναι στις θέσεις 

y=±2nb

 με 

n=1,2⋯

, αν η απόσταση της πηγής από κάθε επίπεδο είναι b:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-Q2π∑n=-∞∞lnx2+(y-2nb)2 . 





						
							
							(5.34)

						
					

				
			

			Πάλι για 

y=±b

, έχουμε 

∂Φ∂y=0

, καθότι οι όροι αναιρούνται ανά ζεύγη συμμετρικά, για κάθε επίπεδο. Εάν τα επίπεδα σχηματίζουν γωνία, τότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τεχνικές μιγαδικής ανάλυσης, οι οποίες δουλεύουν για δισδιάστατα προβλήματα.

			Έτσι, η έλλειψη ιξώδους διευκολύνει σημαντικά τη λύση του προβλήματος, για ασυμπίεστη και αστρόβιλη ροή. Από την άλλη πλευρά, το ελάχιστο ιξώδες, σε επαφή με μια στερεή επιφάνεια, μας υποχρεώνει να επιβάλουμε, εκτός από την συνθήκη μη-διαπερατότητας της επιφάνειας και τη συνθήκη μη-διολίσθησης. Αυτό αδρανοποιεί την ισχυρή τεχνική των ειδώλων. Η ελπίδα, όμως, είναι ότι, για αρκετά ρευστά, η λύση θα διαφέρει ελάχιστα, εκτός από ένα λεπτό στρώμα κοντά σε κάθε επιφάνεια.

			5.3 Πηγές σε Σταθερή ροή 

			5.3.1 Σταθερή ροή με ευθύγραμμη πηγή

			Ας θεωρήσουμε την υπέρθεση του δυναμικού 

Φ1=-Ux

, που αντιστοιχεί σε ευθύγραμμη σταθερή ροή και 

Φ2=-Q2πlnR

 (όπου 

R=x2+y2

), για ευθύγραμμη πηγή κατά μήκος του z-άξονα. Το ολικό δυναμικό ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φx,y=Φ1+Φ2=-Ux-Q2πlnR





						
							
							(5.35)

						
					

				
			

			ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες γύρω από την πηγή και στο άπειρο για το πεδίο ταχύτητας, του οποίου οι καρτεσιανές συνιστώσες είναι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							



u=-∂Φ∂x=U+Q2πxx2+y2=U+Q2πcosϕR,





						
							
							(5.36)

						
					

					
							
							



υ=-∂Φ∂y=Q2πyx2+y2=Q2πsinϕR,





						
							
							(5.37)

						
					

				
			

			τις οποίες εκφράσαμε και συναρτήσει των πολικών συντεταγμένων R και 

ϕ

. Η ροή είναι δισδιάστατη, καθότι το δυναμικό ταχύτητας 

ΦR,ϕ

 είναι ανεξάρτητο του z.

			Ίσως είναι πιο πρακτικό, για μερικά ερωτήματα, να εκφράσουμε την ταχύτητα, με τις πολικές συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							(5.38)

						
					

					
							
							



uϕ=-Usinϕ,





						
							
							(5.39)

						
					

				
			

			όπου το «-» πρόσημο προτάσσεται, ώστε, για 

uϕ>0

, να έχουμε δεξιόστροφη περιστροφή (από τον ορισμό της κατεύθυνσης του 

e^ϕ

). Το πεδίο ταχύτητας έχει ένα σημείο ηρεμίας, με 

uR=uϕ=0

, για

			



R=b≡Q2πU,  ϕ=π σημείο ηρεμίας.





			[image: ]

			Σχήμα 5.9: (α) Γραμμές ροής για ευθύγραμμη πηγή στο Ο (αρχή αξόνων) και σταθερή ροή. Η έντονη καμπύλη είναι η τομή της επιφάνειας αποκοπής. (β) Διανύσματα βάσης. 

			Στο Σχ. 5.9, παρουσιάζουμε το διάγραμμα ροής και βλέπουμε ότι, μακριά από την πηγή, μοιάζει με αυτό της σταθερής ροής, καθότι το πεδίο της πηγής πέφτει ως 

1R

. Υπάρχει, όμως, μία καμπύλη (διατομή μιας κυλινδρικής επιφάνειας), που διαχωρίζει τη ροή της πηγής από τη σταθερή ροή. Δηλαδή, το ρευστό που εκρέει από την πηγή, παραμένει στο εσωτερικό αυτής της καμπύλης, ενώ το ρευστό που ρέει από το άπειρο δεν διαπερνά αυτή τη διαχωριστική καμπύλη (παχιά καμπύλη) και για αυτό λέγεται καμπύλη αποκοπής. Η καμπύλη αυτή συμπίπτει με μία γραμμή ροής και διέρχεται από το σημείο ηρεμίας. Αυτά τα δύο στοιχεία εξασφαλίζουν ότι η κάθετη στην καμπύλη συνιστώσα της ταχύτητας μηδενίζεται σε όλα τα σημεία της και δεν υπάρχει άλλη τέτοια καμπύλη. Για την καμπύλη αποκοπής, μπορούμε να βρούμε αναλυτική σχέση από την συνάρτηση ροής, που εύκολα βρίσκεται με ολοκλήρωση από το πεδίο ταχύτητας και είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψ=URsinϕ+Q2πϕ-π.





						
							
							(5.40)

						
					

				
			

			H σταθερά ολοκλήρωσης έχει επιλεγεί, ώστε στο σημείο ηρεμίας 

Ψ=0

, που είναι η τιμή και για κάθε γραμμή ροής που διέρχεται από το σημείο ηρεμίας. Έτσι, το πάνω μέρος (y>0) της καμπύλης αποκοπής ικανοποιεί την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R=Qπ-ϕ2πUsinϕ.





						
							
							(5.41)

						
					

				
			

			To μέτρο V της ταχύτητας, σε κάθε σημείο, δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



V2=uR2+uϕ2=U21+bR2+2bRcosϕ,





						
							
							(5.42)

						
					

				
			

			όπου αντικαταστήσαμε 

Q=2πbU

. Πάνω στην καμπύλη αποκοπής, υπάρχει ένα σημείο (συμβολίζεται με m στο Σχ. 5.13) σε γωνία 

ϕ=63o

, όπου το μέτρο της ταχύτητας (εφαπτομενική) είναι μέγιστο για αυτή την καμπύλη και ίσο104 με 

Vmax≈1.26U

. Σύμφωνα με το θεώρημα Bernoulli, η πίεση σε αυτό το σημείο είναι ελάχιστη και αυτό έχει ιδιαίτερη σημασία, αν έχουμε ιξωδική ροή (δες Κεφ. 7). Η ροή παραμένει η ίδια, αν την επιφάνεια αποκοπής αντικαταστήσουμε με στερεή επιφάνεια. Αν ακολουθήσουμε ένα σωματίδιο ρευστού, καθώς κινείται δίπλα στην καμπύλη αποκοπής, λόγω της βαθμίδας της πίεσης, αισθάνεται μεταβαλλόμενη δύναμη. Έτσι, από το σημείο ηρεμίας (μέγιστη πίεση) μέχρι το σημείο m, έχουμε επιτάχυνση, ενώ μετά το σημείο m έχουμε αρνητική επιτάχυνση, λόγω αύξησης της πίεσης. Λόγω της αδράνειας και υπό ορισμένες συνθήκες θα δημιουργηθεί στροβιλισμός και η ροή θα διευκολυνθεί, αν έχουμε διαχωρισμό της ροής (δες Σχ. 5.10β και Κεφ. 7) από την επιφάνεια της στερεούς επιφάνειας, που έχει τοποθετηθεί στη θέση της επιφάνειας αποκοπής.

			Εάν τώρα υπολογίσουμε το ρυθμό ροής μάζας ανά μονάδα ύψους προς τα έξω, μέσα από μία κυλινδρική επιφάνεια S, με άξονα που διέρχεται από το Ο και ακτίνα 

a

, έχουμε, για R=a:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρ∮Su→⋅dS→=ρ∫02πuRadϕ=ρ∫02πUcosϕ+Q2π1aadϕ=ρQ





						
							
							(5.43)

						
					

				
			

			που είναι ανεξάρτητο της ακτίνας 

a

. Όπως βλέπουμε, μόνο η γραμμική πηγή δίνει καθαρή ροή μάζας, μέσα από κυλινδρική επιφάνεια, στο άπειρο. Εάν όμως πάρουμε ένα κάθετο επίπεδο x= x_0>0, ο αντίστοιχος μέσος ρυθμός ροής μάζας ανά μονάδα επιφάνειας είναι U και η πηγή συνεισφέρει γύρω από αυτή την τιμή, ενώ, για 

x0→∞

, η διακύμανση μηδενίζεται και έχουμε ομογενή κατανομή της πυκνότητας των γραμμών ροής.

			Εάν η πίεση μετριέται σε σχέση με την ατμοσφαιρική πίεση στο άπειρο 

R→∞,P∞=0

, όπου η ταχύτητα έχει μέτρο V=U, τότε από το θεώρημα του Bernoulli έχουμε σε κάθε σημείο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12ρU2=P+12ρuR2+uϕ2,





						
							
							(5.44)

						
					

				
			

			ή με λύση για τη σχετική πίεση P σε κάθε σημείο 

R,ϕ

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=-ρUQcosϕ2πR-ρQ28π2R2,





						
							
							(5.45)
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			Σχήμα 5.10: (α) Μεταβολή της πίεσης κατά μήκος του x-άξονα, και (β) Πίεση και δύναμη ανά μονάδα μάζας κατά μήκος της επιφάνειας αποκοπής.

			Στο Σχ. 5.10(α) έχουμε τη μεταβολή της πίεσης κατά μήκος του x-άξονα, με σημείο αναφοράς την πίεση στο άπειρο. Η μέγιστη τιμή αντιστοιχεί στο σημείο ηρεμίας και είναι ίση με 

P=12ρU2

. Από το διάγραμμα, φαίνεται ότι, μετά την πηγή, για ένα σωματίδιο έχουμε επιβράδυνση, ενώ πριν, (αλλά μετά το σημείο ηρεμίας) έχουμε επιτάχυνση. Στο (β) δείχνουμε και την πίεση κατά μήκος της καμπύλης αποκοπής ως συνάρτηση της γωνίας. Αυτή δίνεται από τις (5.41) και (5.45), ως:

			



Paϕ=-12ρU2sin2ϕπ-ϕ+sin2ϕπ-ϕ2.





			Για τον υπολογισμό της δύναμης που ασκείται πάνω στην πηγή, θα υπολογίσουμε την ολική δύναμη στην x- κατεύθυνση 

Fx

, που ασκείται από την πίεση στο υγρό, μέσα σε μία κυλινδρική επιφάνεια, με κέντρο το Ο, ύψος h=1 και ακτίνα a. Στο στοιχείο της επιφάνειας 

dS=hadϕ

, η δύναμη είναι 

dF→=-PR=a,ϕdS→

, με x-συνιστώσα 

dF→x=-PR=a,ϕdS→⋅i^.

 Το «-» πρόσημο οφείλεται στο ότι η δύναμη, λόγω πίεσης, είναι κάθετη στην επιφάνεια του κυλίνδρου και προς τον άξονα, και για 

ϕ=0

, σε αντίθετη κατεύθυνση με το στοιχείο επιφάνειας 

dS→

. Για όλη την επιφάνεια, θα είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Fx=-∫02πPa,ϕcosϕ adϕ=+ρUQ2πa∫02πcosϕ2+Qcosϕ4πaUadϕ=ρUQ2 .





						
							
							(5.46)

						
					

				
			

			Το 

cosϕ

 στην (5.46) οφείλεται στο ότι θέλουμε την x συνιστώσα της δύναμης. Βλέπουμε, λοιπόν, ότι η ολική δύναμη της γραμμικής πηγής στον κύλινδρο είναι μηδέν, ενώ η δύναμη προέρχεται μόνο από τη σύζευξη της σταθερής ροής με την πηγή, όπως φαίνεται από το γινόμενο UQ.

			Ας υπολογίσουμε, τώρα, το ρυθμό μεταβολής της ορμής στην x κατεύθυνση του υγρού, μέσα στον κύλινδρο. Ας πάρουμε ένα στοιχείο όγκου dV, το οποίο περικλείεται από μία κλειστή επιφάνεια S. Για μόνιμη ροή, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής οφείλεται στον ρυθμό, με τον οποίο μάζα εισέρχεται ή εξέρχεται, μεταφέροντας ορμή. Πρέπει να τονίσουμε ότι, στη διαδικασία αυτή, ο όγκος dV παραμένει σταθερός. Εάν, τώρα, έχουμε ένα τυχαίο όγκο V, τότε τον χωρίζουμε σε στοιχεία όγκου 

ΔVi

, με επιφάνεια 

ΔSi

. Για κάθε στοιχείο όγκου 

ΔVi

, έχουμε για το ρυθμό μεταβολής της ορμής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔPιΔt=∮ΔSiρu→u→⋅dSi→,





						
							
							(5.47)

						
					

				
			

			όπου το ολοκλήρωμα είναι πάνω στην κλειστή επιφάνεια 

ΔSi

 που περικλείει τον όγκο 

ΔVi

. Με πρόσθεση, τώρα, ως προς i, για να υπολογίσουμε το ρυθμό μεταβολής της ολικής ορμής, έχουμε για μόνιμη ροή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dP→dt=∑i∮ΔSiρu→u→⋅dSi→=∮Sρu→u→⋅dS→,





						
							
							(5.48)

						
					

				
			

			όπου τα επιφανειακά ολοκληρώματα, σε εσωτερικές επιφάνειες, αναιρούνται ανά ζεύγη και μένει μόνο το ολοκλήρωμα στην εξωτερική επιφάνεια S. Στην περίπτωσή μας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅dS→=uR|R=aadϕ





						
							
							(5.49)

						
					

				
			

			και η x-συνιστώσα της (5.48) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫02πρuxuRadϕ=∫02πρU+Q2πcosϕa+UcosϕQ2π1aadϕ=ρUQ+UQ2=32ρUQ.





						
							
							(5.50)

						
					

				
			

			Η εξίσωση διατήρησης της ορμής μας λέει ότι πρέπει να ασκείται στο υγρό, εντός του κυλίνδρου, μία επιπλέον δύναμη στην x-κατεύθυνση, ίση με 

ρUQ

. Από που προέρχεται αυτή; Η μόνη άλλη επαφή με ξένο σώμα είναι η γραμμική πηγή, η οποία ασκεί δύναμη στο υγρό, που είναι η αντίδραση στη δύναμη που ασκεί το υγρό πάνω στην πηγή. Η δύναμη αυτή έχει x-συνιστώσα 

ρUQ

. Μάλιστα, το αποτέλεσμα αυτό γενικεύεται και μια πηγή ισχύος Q σε πεδίο ταχύτητας 

U→,

 δέχεται δύναμη 

F→=ρU→Q

. Εάν δε, είχαμε καταβόθρα, η δύναμη θα ήταν αντίθετη.

			Το χαρακτηριστικό της επιφάνειας αποκοπής (

Σ

) είναι ότι δεν υπάρχει ανάμιξη ανάμεσα στο υγρό, που είναι στο εσωτερικό και το εξωτερικό της. Επίσης, αν υπολογίσουμε την ολική δύναμη στη x- κατεύθυνση που ασκείται στην επιφάνεια 

Σ

 από το υγρό από έξω, θα δούμε ότι είναι μηδέν. Επειδή η καμπύλη αποκοπής συμπίπτει με μια γραμμή ροής, δεν περιμένουμε να έχουμε και ροή ορμής μέσω της επιφάνειας αποκοπής. Από την άλλη πλευρά, ασκείται η δύναμη αντίδρασης της πηγής. Αυτό σημαίνει ότι, επειδή η ροή είναι μόνιμη, πρέπει να έχουμε από κάπου διαρροή ορμής. Όντως αυτό συμβαίνει, μέσω του επιπέδου 

x→∞

, που κλείνει την επιφάνεια αποκοπής. O ρυθμός ροής ορμής, μέσω αυτής, είναι ίσος με 

ρUQ

.

			Επίσης, εάν στην νοητή αυτή επιφάνεια, βάζαμε μία αδιαπέραστη επιφάνεια (χωρίς ιξώδες), τότε η ροή στο εξωτερικό του 

Σ

 θα ήταν η ίδια, χωρίς να απαιτείται και η γραμμική πηγή. Το στερεό αυτό σώμα, υπό την επίδραση των δύο πεδίων, θα αισθάνεται μηδενική ολική δύναμη. Αυτή η ιδιότητα μπορεί να έχει και πρακτική σημασία. Αν π.χ.θέλουμε να προστατέψουμε κάποιο εμπόδιο στη ροή, τότε το περιβάλλουμε με μια κατάλληλη επιφάνεια EX[1864].

			 5.3.2 Σταθερή ροή με σημειακή πηγή 

			Για μια σημειακή πηγή σε τρεις διαστάσεις, το δυναμικό ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ2=-Q4πr ,





						
							
							(5.51)

						
					

				
			

			όπου Q είναι ο ρυθμός εκροής, δηλαδή ο όγκος του υγρού που βγαίνει από την πηγή ανά μονάδα χρόνου105. Η αντίστοιχη ταχύτητα ροής είναι:

			



ur=Q4πr2





			ακτινικά προς τα έξω από την πηγή. Αν εδώ, πάλι, υπερθέσουμε μία σταθερή ροή, με δυναμικό 

Φ1=-Uz

, όπου διαλέξαμε τον z-άξονα κατά μήκος της σταθερής ροής, έχουμε το συνολικό δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr,θ=-Urcosθ-Q4πr.





						
							
							(5.52)
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			Σχήμα 5.11: Γραμμές ροής για σημειακή πηγή και σταθερή ροή. Όπως στο Σχ.5.9 μόνο που εδώ έχουμε συμμετρία περιστροφής γύρω από τον z-άξονα.

			Tο πεδίο ταχύτητας είναι όπως στο Σχ. 5.11 και μοιάζει με το προηγούμενο Σχ. 5.9, αλλά με τη διαφορά ότι εδώ, έχουμε συμμετρία ως προς περιστροφή γύρω από το z-άξονα. Έτσι, η επιφάνεια αποκοπής, η οποία διέρχεται από το σημείο ηρεμίας, έχει συμμετρία περιστροφής γύρω από το z-άξονα και, για 

z→+∞

, έχει τη μορφή ενός κυλίνδρου, του οποίου όμως η μία βάση, κοντά στο σημείο αποκοπής, είναι καμπύλη επιφάνεια (σφαιροειδής κύλινδρος). Όπως φαίνεται και στο σχήμα, οι γραμμές ροής είναι πάντα στο ίδιο επίπεδο, αλλά, λόγω της διαφορετικής εξάρτησης της ταχύτητας από την απόσταση r, από την πηγή που αντιστοιχεί στο δυναμικό 

Φ2

, η επιφάνεια αποκοπής διαφέρει. Θα μπορούσατε να εφαρμόσετε αυτά που κάναμε στο προηγούμενο παράδειγμα και να βρείτε ότι το πεδίο ταχύτητας έχει καρτεσιανές συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uz=U+Q4πr2cosθ,





						
							
							(5.53)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u⊥=ux2+uy2=Q4πr2sinθ,





						
							
							(5.54)

						
					

				
			

			με 

u⊥

 την κάθετη στο z-άξονα συνιστώσα ή σε σφαιρικές συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=Ucosθ+Q4πr2,





						
							
							(5.55)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uθ=-Usinθ.





						
							
							(5.56)

						
					

				
			

			Προσέξτε ότι δεν υπάρχει εξάρτηση από τη γωνία 

ϕ

 και για αυτό οι γραμμές ροής μοιάζουν με αυτές στο Σχ. 5.9. Το σημείο ηρεμίας a, όπου 

uz=u⊥=0

 έχει καρτεσιανές συντεταγμένες 

z=-b≡-Q4πU,  x=y=0

, ενώ στο προηγούμενο παράδειγμα, η απόσταση από την πηγή είναι x=Q/2U. Σε σφαιρικές συντεταγμένες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r=Q4πU,  θ=π σημείο ηρεμίας.





						
							
							(5.57)

						
					

				
			

			Από το πεδίο ταχύτητας και τις σχέσεις (3.57), ολοκληρώνοντας, έχουμε, για την συνάρτηση ροής Stokes:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψr,θ=12Usin2θr2-Q4πcosθ+1,





						
							
							(5.58)

						
					

				
			

			όπου, επιλέξαμε τη σταθερά ολοκλήρωσης ίση με 

-Q4π

, ώστε η γραμμή ροής 

θ=π

 (r<b) να έχει 

Ψ=0

. Ο πρώτος όρος στη συνάρτηση ροής προέρχεται από τον όρο της σταθερής ροής. Η επιφάνεια αποκοπής δίνεται ( για 

Ψ=0

) από τη σχέση:

			



12Usin2θr2-Q4πcosθ+1=0,





			ή με λύση:

			



rbθ=Q2πUcosθ+1sin2θ .





			Αντίστοιχα, η ολική πίεση P δίνεται από την αρχή Bernoulli σε κάθε σημείο (με την σταθερά 

C=12ρU2

) και είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=-ρUQcosθ4πr2-ρQ232π2r4.





						
							
							(5.59)

						
					

				
			

			H δύναμη στην z-κατεύθυνση, λόγω της πίεσης που ασκείται σε μία σφαιρική επιφάνεια ακτίνας r, που περικλείει την πηγή Ο. είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Fz=-∫0πPr,θcosθ2πr2sinθdθ=ρUQ2∫0πcos2θsinθdθ=13ρUQ,





						
							
							(5.60)

						
					

				
			

			όπου 

2πr2sinθdθ

 είναι το εμβαδόν μιας κυκλικής στοιχειώδους επιφάνειας, με πάχος που αντιστοιχεί σε 

dθ

, ενώ το 

cosθ

 χρειάζεται, για να πάρουμε την z-συνιστώσα της δύναμης. Για μόνιμη ροή, ο ρυθμός μεταβολής της z-συνιστώσας της ορμής δίνεται από το ρυθμό ροής ορμής, μέσω της επιφάνειας ελέγχου και ένας αντίστοιχος υπολογισμός του θα δείξει ότι δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dPzdt=∫0πρuzur2πr2sinθdθ=43ρUQ,





						
							
							(5.61)

						
					

				
			

			πάλι ανεξάρτητο της ακτίνας της σφαιρικής επιφάνειας. Άρα, και στην περίπτωση αυτή, απαιτείται μία επιπλέον δύναμη 

F=ρUQ

, για να ικανοποιείται η εξίσωση μεταβολής της ορμής, η οποία προέρχεται από την αντίδραση της σημειακής πηγής. Έτσι, πάλι η δύναμη, η οποία ασκείται στην πηγή, είναι 

F→=-ρU→Q

.

			5.4 Δίπολο Ροής

			Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα μιας γραμμικής πηγής και μιας παράλληλης γραμμικής καταβόθρας σε απόσταση 2a μεταξύ τους και της ίδιας ισχύος. Έχουν δηλαδή τον ίδιο ρυθμό ροής και εκροής αντίστοιχα όγκου ρευστού Q. Το δυναμικό ταχύτητας στο σημείο 

R→≡R,ϕ

, από το κέντρο συμμετρίας των δύο πηγών, είναι, με υπέρθεση των λύσεων των δύο πηγών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-Q2πlnR1-lnR2=-Q2πlnR1R2,





						
							
							(5.62)

						
					

				
			

			όπου 

R1

 και 

R2

 είναι οι αποστάσεις του σημείου 

PR,ϕ

 από την πηγή και την καταβόθρα αντίστοιχα και Q είναι ο ρυθμός ροής όγκου ανά μονάδα ύψους. Με χρήση απλής γεωμετρίας έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



lnR1R2=12lnR1R22=12ln1-2aRcosϕ+(aR)21+2aRcosϕ+(aR)2,





						
							
							(5.63)

						
					

				
			

			ή

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



lnR1R2=12ln1-4aRcosϕ+Oa2R2,





						
							
							(5.64)

						
					

				
			

			όπου αναπτύξαμε τη συνάρτηση στο 

ln

 σε δυνάμεις του a/R, μέχρι την πρώτη δύναμη. Αν, τώρα, ενδιαφερόμαστε για το δυναμικό, μακριά από τις πηγές, (

aR≪1

), από τις (5.62) και (5.64) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φd=+Qaπ1Rcosϕ=+μd2πRcosϕ,





						
							
							(5.65)

						
					

				
			

			με 

μd=2aQ

. Η σχέση μας θυμίζει το αντίστοιχο δυναμικό για ένα ηλεκτρικό δίπολο σε δύο διαστάσεις και 2Qa είναι το μέγεθος του αντίστοιχου δίπολου ροής για ευθύγραμμες πηγές, που έχει διαστάσεις 

[L3T-1]

. Μακριά από το δίπολο, το πεδίο ταχύτητας πέφτει ως 

u∼1R2

 και έχει συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=-∂Φ∂R=μd2πR2cosϕ,





						
							
							(5.66)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ=-1R∂Φ∂ϕ=μd2πR2sinϕ.





						
							
							(5.67)

						
					

				
			

			Eάν ο προσανατολισμός του δίπολου είναι διαφορετικός, τότε μπορούμε να ορίσουμε το διάνυσμα δίπολου 

μ→

, με μέτρο 

μd=2aQ

 και κατεύθυνση από την πηγή στην καταβόθρα, ώστε το δυναμικό ταχύτητας γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φd=μ→⋅e^R2πR≡12πμ→⋅∇→lnR.





						
							
							(5.68)

						
					

				
			

			Στο Σχ. 5.12α παρουσιάζουμε, για τη ροή πηγής-καταβόθρας, τις γραμμές ροής (συνεχείς γραμμές) και δυναμικού (διακεκομμένες γραμμές). Οι γραμμές σταθερού δυναμικού δίνονται σε καρτεσιανές συντεταγμένες από τη σχέση:

			



Q4πln(x+a)2+y2(x-a)2+y2=Φ0





			και είναι ισοδύναμες με το αντίστοιχο ηλεκτροστατικό πρόβλημα δύο παράλληλων γραμμών αντίθετου φορτίου. Κοντά στις πηγές, ικανοποιούν τις αντίστοιχες οριακές συνθήκες και οι γραμμές σταθερού δυναμικού είναι κύκλοι γύρω από κάθε πηγή. Εάν δε, υπολογίσουμε το ρυθμό ροής μάζας ανά μονάδα ύψους, μέσω μιας κυλινδρικής επιφάνειας, για ένα κύλινδρο γύρω από τη μία πηγή, θα μας δώσει ρQ για την πηγή και το αντίθετο πρόσημο για την καταβόθρα. Ενώ, αν ο κύλινδρος περιλαμβάνει και τις δύο πηγές, θα πάρουμε μηδέν. Το ίδιο αποτέλεσμα θα πάρουμε, αν ο κύλινδρος δεν περιλαμβάνει ούτε την πηγή ούτε την καταβόθρα. Στο πεδίο ταχύτητας δεν έχουμε σημεία ηρεμίας, αν και θα μπορούσαμε να πούμε ότι το 

R→∞

 αποτελεί μια κυλινδρική επιφάνεια ηρεμίας. Εκεί, οι γραμμές σταθερού δυναμικού προσεγγίζουν υπερβολές, που δίνονται από την σχέση (5.65), και γίνονται ευθείες για 

ϕ=0,π2

. Οι γραμμές ροής (Σχ. 5.12β) δίνονται από τη συνάρτηση ροής, που είναι πιο χρήσιμη σε καρτεσιανές συντεταγμένες:

			



Ψx,y=Q2πtan-1yx-a-tan-1yx+a.





			Ασυμπτωτικά (

R→∞

 και 

ϕ≠0

), μπορούν να βρεθούν πιο απλές σχέσεις, από τη συνάρτηση ροής για το δίπολο ροής. Αυτή, δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψd=μd2π1Rsinϕ,  μd=2Qa,





						
							
							(5.69)

						
					

				
			

			που, για σταθερό 

Ψd

, μας δίνουν έλλειψη σε πολικές συντεταγμένες. Η σταθερά 

μd

 είναι το δίπολο ροής.

			[image: ]

			Σχήμα 5.12: Γραμμές ροής και σταθερού δυναμικού: (α) ευθύγραμμης πηγής και ίσης καταβόθρας, (β) προσέγγιση δίπολου.

			Στις τρεις διαστάσεις, για ένα σημειακό δίπολο στην z-κατεύθυνση και ισχύος 

μd=2Qa

, μπορούμε να γράψουμε το αντίστοιχο δυναμικό ταχύτητας και συνάρτηση ροής, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr,θ=μd4πr2cosθ,





						
							
							(5.70)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψr,θ=μd4πrsin2θ,





						
							
							(5.71)

						
					

				
			

			με συνιστώσες ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=-∂Φ∂r=μd2πr3cosθ,





						
							
							(5.72)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uθ=-1r∂Φ∂θ=μd4πr3sinθ.





						
							
							(5.73)

						
					

				
			

			Οι γραμμές ροής και σταθερού δυναμικού μοιάζουν πολύ με τις αντίστοιχες του δισδιάστατου δίπολου, πάνω σε ένα επίπεδο που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και περιέχει το διάνυσμα του δίπολου. Για την περίπτωση του σημειακού δίπολου, φυσικά έχουμε συμμετρία, για περιστροφή γύρω από τον z- άξονα. Για το σημειακό δίπολο, το πεδίο ταχύτητας, ασυμπτωτικά πέφτει ως 

1r3

, ενώ για το δισδιάστατο πρόβλημα ως 

1R2

.

			5.4.1 Δύο παράλληλες πηγές. Ροή κοντά στο σημείο ηρεμίας.

			Στην περίπτωση δύο θετικών πηγών, σε απόσταση 2a στον x-άξονα, το διάγραμμα ροής είναι αρκετά διαφορετικό (δες Σχ. 5.13). Ασυμπτωτικά, είναι ισοδύναμο με μια πηγή διπλάσιας ισχύος. Εδώ, το σημείο στο κέντρο (

R→=0

) είναι σημείο ηρεμίας, ενώ ο y-άξονας είναι διαχωριστική γραμμή και η ροή από κάθε πηγή παραμένει στη μία πλευρά του άξονα. Για την περίπτωση αυτή, το δυναμικό ταχύτητας δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-Q2πlnR1+lnR2=-Q2πlnR1R2,





						
							
							(5.74)

						
					

				
			

			όπου πάλι 

R1

 και 

R2

 είναι οι αποστάσεις του σημείου 

PR,ϕ

 από τις δύο πηγές, αντίστοιχα και για τον κύλινδρο Q είναι ο ρυθμός ροής όγκου ανά μονάδα ύψους. Με χρήση των προηγούμενων σχέσεων για τις αποστάσεις, έχουμε, μακριά από τις πηγές (

R≫a

), για το δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=-QπlnR-Q2πaR21-2cos2ϕ.





						
							
							(5.75)
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			Σχήμα 5.13: Γραμμές ροής και σταθερού δυναμικού δύο ισοδύναμων ευθύγραμμων πηγών. 

			Το σημείο R=0 είναι σημείο ηρεμίας και αξίζει να δούμε με λεπτομέρεια το πεδίο ταχύτητας γύρω από ένα τέτοιο σημείο. Έτσι, για 

R≪a

 έχουμε για το δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ≈-Q2πRa21-2cos2ϕ,     R≪α





						
							
							(5.76)

						
					

				
			

			και σε καρτεσιανές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φx,y≈-Q2πa2y2-x2.





						
							
							(5.77)

						
					

				
			

			Οι αντίστοιχες συνιστώσες της ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=-Qπa2x,  uy=Qπa2y.





						
							
							(5.78)

						
					

				
			

			H αντίστοιχη συνάρτηση ροής είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψx,y≈-Qπa2xy,    R≪α





						
							
							(5.79)

						
					

				
			

			και οι γραμμές ροής κοντά στο σημείο ηρεμίας είναι υπερβολές, με ασύμπτωτες ευθείες τους άξονες, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.13 (συνεχείς γραμμές), ενώ οι γραμμές σταθερού δυναμικού (με διακεκομμένες γραμμές) είναι επίσης υπερβολές, με ασύμπτωτες τις ευθείες 

y=±x

.

			To κριτήριο με τον αριθμό Reynolds δεν ισχύει κοντά στο σημείο ηρεμίας, όπου περιμένουμε ότι το ιξώδες θα αλλάξει σημαντικά το πεδίο ταχύτητας, κοντά στο σημείο ηρεμίας. Αυτό θα οδηγήσει στη δημιουργία οριακού στρώματος, αλλά, μακριά από το σημείο ηρεμίας, δεν περιμένουμε σημαντικές αλλαγές. Στο πρόβλημα αυτό θα επανέλθουμε στο Κεφ. 7.

			Η ροή αυτή συνεπάγεται σημαντική παραμόρφωση των ρευστών σωματιδίων. Ας θεωρήσουμε την κίνηση ενός στοιχείου ρευστού, με τετραγωνική διατομή, που σε χρόνο t=t0 είναι κοντά στην αρχή των αξόνων, με κέντρο στο x0 και πάνω στο x-άξονα. Καθώς το σωματίδιο ακολουθεί τη ροή, είναι φανερό ότι, κατά μήκος της κίνησης του, συρρικνώνεται με ρυθμό 

2Q/πa2

, ενώ με τον ίδιο ρυθμό επεκτείνεται στη y-κατεύθυνση. Όταν φτάσει στο σημείο O, έχει παραμορφωθεί σε άπειρη γραμμή, κατά μήκος του y-άξονα. Αυτό θα γίνει μετά από άπειρο χρόνο, που είναι ένα χαρακτηριστικό των σημείων ηρεμίας. Όντως, η τροχιά του κέντρου αυτού του σωματιδίου, q(t) δίνεται από την σχέση:

			



dquxq=dt,  dqq=Qπα2dt.





			Με τοποθέτηση 

x→qt

 και ολοκλήρωση, έχουμε:

			



qt=x0e-Qπa2t-t0,





			μ

ε qt0=x0

 και στο όριο 

t→∞

, έχουμε 

q=0

.

			5.4.2 Σταθερή ροή γύρω από δισδιάστατο δίπολο

			Εάν, τώρα, στην διπολική δισδιάστατη ροή με 

μ=2aQ

 προσθέσουμε και την ευθύγραμμη ροή με 

Φ2=-Ux=-URcosϕ

, το δυναμικό ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=-κR+URcosϕ,





						
							
							(5.80)

						
					

				
			

			όπου 

κ=μ/2π

 και το αντίστοιχο πεδίο ταχύτητας έχει κυλινδρικές συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=-∂Φ∂R=-κR2-Ucosϕ,





						
							
							(5.81)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ=-1R∂Φ∂ϕ=-κR2+Usinϕ.





						
							
							(5.82)

						
					

				
			

			Εύκολα δείχνουμε, ολοκληρώνοντας τις σχέσεις για την ταχύτητα, ότι η συνάρτηση ροής δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψ=-κR-URsinϕ.





						
							
							(5.83)

						
					

				
			

			Για τη σύνθετη αυτή ροή, βλέπουμε ότι έχουμε δύο σημεία ηρεμίας στον x-άξονα, με συντεταγμένες (

x=±κ/U,y=0

), όπου μηδενίζονται και οι δύο συνιστώσες της ταχύτητας. Στο Σχ. 5.14 παρουσιάζουμε τις γραμμές ροής, για την περίπτωση, κατά την οποία οι δύο αντίθετες πηγές του διπόλου απέχουν μεταξύ τους 2a. To σημαντικό είναι ότι τα δύο σημεία ηρεμίας ενώνονται με την ίδια γραμμή ροής, η οποία, όπως φαίνεται και από τη συνάρτηση ροής στην προσέγγιση του δίπολου, είναι κυκλική, με ακτίνα 

R=κ/U

. Ειδικά στην περίπτωση αυτή, η ακτινική ταχύτητα μηδενίζεται σε ένα κύκλο ακτίνας 

R=κ/U

, που σημαίνει ότι το υγρό από την πηγή, στο εσωτερικό του αντίστοιχου κυλίνδρου, διαφεύγει μόνο μέσω της καταβόθρας, ενώ η σταθερή ροή διοχετεύεται γύρω από τον ιδεατό κύλινδρο, που λειτουργεί ως επιφάνεια αποκοπής. Για να είναι κυκλική η διατομή της επιφάνειας αποκοπής, πρέπει να είναι σε σημαντική απόσταση από τις πηγές, ώστε να ισχύει η προσέγγιση του διπόλου. Αυτό προϋποθέτει ότι 

κU≫a

 ή 

Q≫aU

. Σε αντίθετη περίπτωση, η διαχωριστική επιφάνεια θα είναι γενικευμένη κυλινδρική. Στο Σχ. 5.14 δίνουμε το διάγραμμα ροής, για τη γενική αυτή περίπτωση. Η καμπύλη αποκοπής, που περνά από τα δύο σημεία ηρεμίας, δεν είναι κυκλική, αλλά γενικευμένη ελλειπτική. Οι γραμμές ροής στο εσωτερικό έχουν τη χαρακτηριστική δομή του δδιπόλου. Πάλι, όλη η ροή από την πηγή εξέρχεται μέσω της καταβόθρας. Eάν η ταχύτητα σταθερής ροής 

U→0

, τότε τα σημεία ηρεμίας πηγαίνουν στο άπειρο και το διάγραμμα ροής είναι αυτό του Σχ. 5.12 για το δίπολο ροής.

			[image: ]

			Σχήμα 5.14: Γραμμές σταθερής ροής γύρω από δύο αντίθετες παράλληλες πηγές. 

			Εάν. τώρα, στη θέση της διαχωριστικής επιφάνειας, εισάγουμε ένα στερεό κύλινδρο ακτίνας 

κ/U

, τότε ο μηδενισμός της ακτινικής ταχύτητας, 

urκU,θ=0

, για κάθε γωνία 

θ

, είναι σύμφωνος με την αδιαπερατότητα του κυλίνδρου και επομένως, η ροή στο εξωτερικό του είναι η ίδια με αυτή που υπολογίσαμε προηγουμένως. Και τούτο, διότι αρκούσε να ικανοποιήσουμε τις οριακές συνθήκες στο άπειρο και πάνω στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Η μοναδικότητα της λύσης, για τη γραμμική εξίσωση Laplace, ήταν απαραίτητη προϋπόθεση. Έτσι, λοιπόν, για καλή μας τύχη, η ύπαρξη των επιφανειών αποκοπής μας δίνει τη δυνατότητα να λύσουμε ένα, εκ πρώτης όψεως, πολύ διαφορετικό πρόβλημα, που στην προκειμένη περίπτωση είναι η ροή με σταθερή ταχύτητα, όταν παρεμβάλλεται ένας κύλινδρος. Αύξηση της ακτίνας του κυλίνδρου σημαίνει αύξηση του μεγέθους του διπόλου ροής 

κ

, για δεδομένο U. Εν γένει δε, είναι δυνατό, με κατάλληλη υπέρθεση διπόλων ροής, να μελετήσουμε τη σταθερή ευθύγραμμη ροή, γύρω και από κυλινδρικά σώματα με πολύπλοκη επιφάνεια διατομής. Αρκεί να βρούμε μία επιφάνεια, πάνω στην οποία η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας μηδενίζεται, με τον κατάλληλο συνδυασμό διπόλων ροής.

			5.5 Γενικευμένη λύση της εξίσωσης Laplace.

			Μέχρι τώρα, μελετήσαμε μερικές χαρακτηριστικές πηγές, με συνδυασμούς των οποίων μπορούμε να βρούμε τη λύση για σύνθετα προβλήματα, με απλές όμως οριακές συνθήκες και υψηλό βαθμό συμμετρίας. Στη συνέχεια, θα αναπτύξουμε μία πιο γενική μέθοδο, που μπορεί να αντιμετωπίσει πιο σύνθετες οριακές συνθήκες, ενώ ταυτόχρονα καλύπτει και όλες τις απλές περιπτώσεις που είδαμε προηγουμένως. Πάλι η μέθοδος αυτή δίνει αναλυτικές λύσεις για απλές περιπτώσεις, αλλά έχουμε και ένα συστηματικό τρόπο για αριθμητική επίλυση πιο σύνθετων προβλημάτων. Βασίζεται στην επίλυση της εξίσωσης Laplace, με την μέθοδο διαχωρισμού των μεταβλητών. Ο διαχωρισμός αυτός συμβαίνει για έναν αριθμό διαφορετικών συστημάτων συντεταγμένων, από τα οποία θα μας απασχολήσουν μόνο αυτά για τις σφαιρικές και τις κυλινδρικές.

			5.5.1 Σφαιρικές αρμονικές

			Στη μέθοδο χωρισμένων μεταβλητών, ψάχνουμε για λύσεις της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr,θ,ϕ=RrPθQϕ





						
							
							(5.84)

						
					

				
			

			και με αντικατάσταση στην εξίσωση Laplace, βλέπουμε ότι αυτή γράφεται με τρεις όρους, ο κάθε ένας από τους οποίους εξαρτάται από μία συντεταγμένη (ή μπορεί να διαχωριστεί με απλές πράξεις, όπως στη συνέχεια), εάν διαιρέσουμε με 

Φr2

. Εχουμε λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1Rddrr2dRdr+1PsinθddθsinθdPdθ+1Qsin2θd2Qdϕ2=0.





						
							
							(5.85)

						
					

				
			

			Ο μόνος τρόπος να ικανοποιηθεί η (5.85), για κάθε τιμή των r, 

θ

, και 

ϕ

, είναι ο κάθε όρος να είναι ίσος με μια σταθερά. Έτσι, για τον πρώτο όρο, βάζουμε106:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1Rddrr2dRdr=ll+1.





						
							
							(5.86)

						
					

				
			

			Ενώ, το υπόλοιπο της (5.85) ισούται με 

-ll+1

 και πολλαπλασιάζοντας με 

sin2θ

, μπορεί να διαχωριστεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1Qd2Qdϕ2=m2





						
							
							(5.87)

						
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1PsinθddθsinθdPdθ+[ll+1sin2θ+m2]=0.





						
							
							(5.88)

						
					

				
			

			Η γενική λύση της (5.87) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Qmϕ=Ccosmϕ+Dsinmϕ,





						
							
							(5.89)

						
					

				
			

			όπου φαίνεται ότι σωστά θεωρήσαμε τη σταθερά m ακέραιο αριθμό (που χωρίς απώλεια γενικότητας θεωρείται θετικός η μηδέν), ώστε να ικανοποιείται η περιοδικότητα ως προς 

ϕ

, δηλ. 

Qϕ+2π=Qϕ

. Η ακτινική εξίσωση έχει τη λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rr=Ar-l+1+Brl,





						
							
							(5.90)

						
					

				
			

			ενώ η λύση της (5.88) είναι τα γενικευμένα πολυώνυμα107 

Legendre

 

Plm

.

			5.5.2 Αξοσυμμετρική ροή.

			Εάν η ροή έχει συμμετρία108 γύρω από τον z-άξονα, τότε το δυναμικό ταχύτητας δεν εξαρτάται από την γωνία 

ϕ

, που σημαίνει ότι η μόνη επιτρεπτή τιμή για το m, είναι m=0. Τότε η εξίσωση (5.88), απλοποιείται στην εξίσωση Legendre, με λύση 

Plcosθ,

 που είναι πολυώνυμα ως προς 

cosθ

. Εδώ, δίνουμε τα:

			



P0=1,  P1=cosθ,  P2=123cos2θ-1.





			H γενική λύση, για αξοσυμμετρική ροή, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φr,θ=∑l=0∞Alr-l+1+BlrlPlcosθ,





						
							
							(5.91)

						
					

				
			

			όπου, οι σταθερές 

Al,Bl

 προσδιορίζονται από τις οριακές συνθήκες. Για να ικανοποιήσουμε τις οριακές συνθήκες, δεν αρκεί συνήθως ένας μόνο όρος και χρειαζόμαστε την υπέρθεση . Από τη στιγμή, όμως, που ικανοποιούνται οι οριακές συνθήκες με ένα αριθμό μη-μηδενικών σταθερών, αυτή είναι και η μοναδική λύση. Από την άλλη πλευρά, ο κάθε ένας από τους όρους αντιστοιχεί σε μία από τις πηγές, από τις οποίες τις πιο απλές ήδη είδαμε. Π. χ. οι όροι για 

l

 =0,1 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Β0σταθεράA01rπηγή ή καταβόθραB1rcosθσταθερή ροήA1cosθr2δίπολο στην αρχή





						
							
							(5.92)

						
					

				
			

			Οι υπόλοιποι όροι είναι συνδυασμοί διπόλων και πηγών, ενώ οι όροι με 

rn

 (n>1) δε συμμετέχουν, αν το όριο είναι στο άπειρο, αλλά υπάρχουν, αν ο χώρος είναι πεπερασμένος.

			5.5.3 Σταθερή ροή γύρω από σφαίρα.

			[image: ]

			Σχήμα 5.15: Γραμμές ροής στο επίπεδο x-z γύρω από σφαίρα. Α και Β σημεία ηρεμίας. 

			Στη συνέχεια, θα μελετήσουμε ένα απλό παράδειγμα αστρόβιλης και ασυμπίεστης ροής, που θα μας βοηθήσει να επιδείξουμε την μέθοδο επίλυσης τέτοιων προβλημάτων. Για ροή σταθερής ταχύτητας U, στην z-κατεύθυνση, γύρω από σφαίρα ακτίνας a (Σχ. 5.15), πρέπει να ικανοποιήσουμε την οριακή συνθήκη στο άπειρο:

			



Φ∞=-Uz=-Urcosθ.





			Αυτό σημαίνει ότι δε συμμετέχουν όροι 

rl l>1

 και 

Bl=0

 για 

l≥2

, ενώ 

B1=-U

. Επίσης, ο μηδενισμός της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας στην επιφάνεια της σφαίρας (για κάθε 

θ

) σημαίνει ότι μόνο όροι ανάλογοι με 

cosθ

 θα συμμετέχουν. Έτσι:

			



Φ=-Urcosθ+A11r2cosθ





			και από το μηδενισμό της κάθετης συνιστώσας ταχύτητας, στην επιφάνεια της σφαίρας:

			



urr=a=-∂Φ∂rr=a=Ucosθ+2A11rcosθr=a=0





			έχουμε:

			

A1=-12Ua3

.

			To δυναμικό ταχύτητας είναι:

			



Φr,θ=-Ur1+a32r3cosθ





			και οι συνιστώσες του πεδίου ταχύτητας, 

u→r,θ=ure^r+uθe^θ

, είναι:

			



urr,θ=Ucosθ1-a3r3,



 



uθr,θ=-Usinθ1+a32r3.





			Αντί του δυναμικού ταχύτητας, μπορούμε να λύσουμε για τη συνάρτηση ροής Stokes, από την αντίστοιχη εξίσωση Laplace:

			



∇2Ψr,θ=0,





			με οριακές συνθήκες:

			



ΨR→∞→-12Ur2sin2θ,





			λόγω της σταθερής ροής και:

			



urr=a=1r2sinθdΨdθ|r=a=0.





			Η συνάρτηση ροής είναι ο γραμμικός συνδυασμός αυτής της σταθερής ροής και αυτής για ένα δίπολο, με κατάλληλη επιλογή του δίπολου ροής, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη στην επιφάνεια της σφαίρας.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψr,θ=-12Ur2sin2θ+μd4πrsin2θ,  με μd=4πa3U.





						
							
							(5.93)
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			Σχήμα 5.16: (α) Διάγραμμα της σφαίρας με μια γραμμή ροής (διακεκομμένη γραμμή), που αποτελείται από τρία τμήματα. (β) Μέτρο ταχύτητας (συνεχής γραμμή) και συντελεστής πίεσης (διακεκομμένη ) κατά μήκος της γραμμής ροής στο (α) 

			Ας εξετάσουμε το μέτρο της ταχύτητας ενός σωματιδίου, που διαγράφει την διακεκομμένη γραμμή στο Σχ. 5.16α. Στην περιφέρεια της σφαίρας, η ταχύτητα έχει μόνο εφαπτομενική συνιστώσα, με μέτρο 

|uθr=a,θ|=32Usinθ

, ενώ, κατά μήκος του z-άξονα, η ακτινική συνιστώσα είναι 

urr,θ=0=U1-a3r3

 και το αντίθετο πρόσημο για 

θ=π

. Στο Σχ. 5.16β, η μέγιστη τιμή του μέτρου της ταχύτητας είναι 

umax=1.5U

 για 

θ=±π2

. Στο ίδιο σχήμα, παρουσιάζουμε το συντελεστή πίεσης από το θεώρημα Bernoulli, ο οποίος στην επιφάνεια της σφαίρας ισούται με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Cp=P-P∞12ρU2=1-94sin2θ





						
							
							(5.94)

						
					

				
			

			και έχει την ελάχιστη τιμή 

Cpθ=±π2=-54

, στο σημείο όπου έχουμε το μέγιστο μέτρο ταχύτητας. Εάν, δε, υπολογίσουμε την ολική δύναμη στη σφαίρα, θα βρούμε ότι είναι μηδέν. Ο λεπτομερής υπολογισμός θα εξεταστεί στην επόμενη παράγραφο, όπου θα μελετήσουμε τη ροή γύρω από κύλινδρο. Εδώ, να πούμε ότι το περίεργο αυτό αποτέλεσμα επεκτείνεται και σε μάζα οποιουδήποτε σχήματος. Η αφύσικη αυτή συμπεριφορά οφείλεται στην έλλειψη ιξώδους.

			5.6 Ροή δυναμικού με κυλινδρική συμμετρία.

			Στην περίπτωση κυλινδρικής συμμετρίας, το δυναμικό ταχύτητας είναι ανεξάρτητο της z-συντεταγμένης. Ακολουθούμε τη μέθοδο χωρισμένων μεταβλητών με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=RRQϕ,





						
							
							(5.95)

						
					

				
			

			και εφόσον αντικαταστήσουμε στην δισδιάστατη εξίσωση Laplace, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



RRddRRdRdR=-1Qd2Qdϕ2=m2,





						
							
							(5.96)

						
					

				
			

			αφού διαιρέσουμε με 

ΦR2

. Πάλι, η λύση, για τη γωνιακή εξάρτηση με m>1, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Qϕ=Ccosmϕ+Dsinmϕ,





						
							
							(5.97)

						
					

				
			

			ενώ για την ακτινική εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



RR=ARm+R-m





						
							
							(5.98)

						
					

				
			

			Πάλι, η περιοδικότητα ως προς 

ϕ

 ικανοποιείται, αν το m είναι ακέραιος αριθμός. H περίπτωση m=0 πρέπει να αντιμετωπιστεί ξεχωριστά και σε αυτή αντιστοιχεί η λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ0R,ϕ=R0RQ0ϕ=A0lnR+B0C0+D0ϕ=E0ϕ+F0lnR+G0ϕlnR+H0,





						
							
							(5.99)

						
					

				
			

			όπου οι δύο πρώτοι όροι έχουν απλή φυσική ερμηνεία και αντιστοιχούν σε ελεύθερο στρόβιλο, με κυκλοφορία 

K=2πE0

, ενώ ο δεύτερος αντιστοιχεί σε γραμμική πηγή, με ρυθμό ροής 

Q=2πF0

. H γενική λύση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=Φ0R,ϕ+∑m=1∞RmAmcosmϕ+Bmsinmϕ





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

+∑m=1∞R-mCmcosmϕ+Dmsinmϕ

,

						
							
							(5.100)

						
					

				
			

			όπου οι σταθερές 

Am

, 

Bm

, 

Cm

, 

Dm

 θα καθοριστούν από τις οριακές συνθήκες.

			5.6.1 Αστρόβιλη ροή γύρω από σταθερό κύλινδρο

			Ας θεωρήσουμε τη μόνιμη και αστρόβιλη ροή γύρω από ένα κύλινδρο (Σχ. 5.17). Στη ροή με ταχύτητα 

u→=Ui^

, παρεμβάλλουμε κάθετα κύλινδρο ακτίνας 

R=a

, με άξονα στην z-κατεύθυνση. Υποθέτουμε ότι ο κύλινδρος έχει άπειρο μήκος, ώστε να περιοριστούμε στη λύση ενός δισδιάστατου προβλήματος, χωρίς z-εξάρτηση και z-συνιστώσα της ταχύτητας 

uz=0

. Για πεπερασμένου, αλλά μεγάλου μήκους κύλινδρο, τα αποτελέσματα ισχύουν, αν είμαστε μακριά από τα δύο άκρα.

			Στόχος μας είναι να βρούμε το πεδίο ταχύτητας:

			



u→R,ϕ=uRe^R+uϕe^ϕ,





			σε κυλινδρικές συντεταγμένες. Το πρώτο βήμα στην επίλυση μιας ροής, είναι ο προσδιορισμός των οριακών συνθηκών σε όλη την οριακή επιφάνεια που περιβάλλει το ρευστό. Αυτή αποτελείται από την επιφάνεια στο άπειρο, όπου επιβάλλουμε:

			

u→R→∞=Ui^

.

			Επειδή η επιφάνεια του στερεού είναι αδιαπέραστη στο ρευστό, η κάθετη στην επιφάνεια συνιστώσα της ταχύτητας πρέπει να μηδενίζεται και έχουμε:

			



uRR=a,ϕ=0.





			[image: ]

			Σχήμα 5.17: Γραμμές ροής γύρω από σταθερό κύλινδρο. 

			Η εξίσωση Laplace, σε κυλινδρικές συντεταγμένες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1R∂∂RR∂Φ∂R+1R2∂2Φ∂ϕ2=0,





						
							
							(5.101)

						
					

				
			

			που θα λυθεί μαζί με τις οριακές συνθήκες, για το δυναμικό στο άπειρο με σταθερή ροή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR→∞,ϕ=-Ux=-URcosϕ





						
							
							(5.102)

						
					

				
			

			και στην επιφάνεια του κυλίνδρου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂Φ∂RR=a=0.





						
							
							(5.103)

						
					

				
			

			Από την προηγούμενη παράγραφο και την οριακή συνθήκη στο άπειρο, εύκολα θα πείσουμε τον εαυτό μας ότι μόνο οι όροι που περιέχουν 

cosϕ

 θα συνεισφέρουν109 και βάζουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=fRcosϕ,





						
							
							(5.104)

						
					

				
			

			όπου, η f(R) πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1RddRRdfdR-fR2=0.





						
							
							(5.105)

						
					

				
			

			Επειδή η (5.105) είναι ομογενής διαφορική εξίσωση, η λύση είναι της μορφής 

fR=Rs

, όπου το s πρέπει να βρεθεί και παίρνει τις τιμές 

s=±1

. Η λύση για το δυναμικό ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=AR+BRcosϕ.





						
							
							(5.106)

						
					

				
			

			Από την οριακή συνθήκη στο άπειρο, έχουμε 

A=-U

 και στην επιφάνεια του κυλίνδρου 

B=-Ua2

. Η λύση τώρα γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=-UR+a2Rcos.





						
							
							(5.107)

						
					

				
			

			Οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uRR,ϕ=-∂Φ∂R=U1-a2R2cosϕ.





						
							
							(5.108)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕR,ϕ=-1R∂Φ∂ϕ=-U1+a2R2sinϕ,





						
							
							(5.109)

						
					

				
			

			με σημεία ηρεμίας τα 

R=a,ϕ=0,π

. Το πεδίο ταχύτητας είναι ίδιο με αυτό που βρήκαμε για το δίπολο ροής σε σταθερή ροή, αν διαλέξουμε για την ισχύ του δίπολου:

			



κ≡μd2π=Ua2.





			Η συνάρτηση ροής εύκολα βρίσκεται από την ολοκλήρωση των συνιστωσών ταχύτητας Stokes ή από την αντίστοιχη της ροής γύρω από δίπολο (5.83), με το αντίστοιχο 

κ

 και είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΨR,ϕ=-URsinϕ1-a2R2.





						
							
							(5.110)

						
					

				
			

			Τo μέτρο της ταχύτητας υπολογίζεται πιο εύκολα, αν προηγουμένως δώσουμε τις καρτεσιανές συνιστώσες:

			



uxR,ϕ=U1-a2R2cos2ϕ,





			



uyR,ϕ=Ua2R2sin2ϕ,





			ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u2=U21+a4R4-2a2R2cos2ϕ,





						
							
							(5.111)

						
					

				
			

			με μέγιστη ταχύτητα u=2U για 

R=a,ϕ=±π/2

. Από το θεώρημα Bernoulli, μπορούμε να υπολογίσουμε την πίεση σε κάθε σημείο. Αυτή, συνήθως, εκφράζεται με το συντελεστή πίεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CpR,ϕ=P-P012ρU2=-a4R4-2a2R2cos2ϕ





						
							
							(5.112)

						
					

				
			

			και πάνω στην επιφάνεια του κυλίνδρου:

			



Cpa,ϕ=1-4sin2ϕ,





			που παρουσιάζεται και στο Σχ. 5.18. Τα διανύσματα είναι κάθετα στην επιφάνεια και το μέτρο είναι η τιμή του συντελεστή πίεσης σε αυτό το σημείο της επιφάνειας. Η κατεύθυνση (προς το εσωτερικό ή έξω) δείχνει το πρόσημο και την αντίστοιχη κατεύθυνση της δύναμης που ασκείται από την πίεση, σε σχέση με την ατμοσφαιρική πίεση. Έτσι, ο κύλινδρος τείνει να συμπιέζεται στην κατεύθυνση ροής, και να τεντώνεται στην κάθετη κατεύθυνση, λόγω της αρνητικής διαφορικής πίεσης. Αυτό εξηγεί γιατί, όταν έχουμε μια παραμορφώσιμη στέγη, τότε, όταν ανασηκώνεται, τείνει να πάρει τη μορφή της καμπύλης στο πάνω μέρος. Σε αυτό βοηθά η κατανομή της πίεσης στην πάνω επιφάνεια. Η παραπάνω λύση ισχύει επίσης, αν έχουμε έναν ήμισυ κύλινδρο, πάνω σε επίπεδο, με την καμπύλη επιφάνεια από πάνω, εφόσον θεωρήσουμε ότι, και στο επίπεδο, δεν έχουμε επίδραση του ιξώδους. Βλέπουμε επίσης, ότι στα σημεία ηρεμίας (

R=a, ϕ=0,π

) έχουμε 

Cp=1

, δηλαδή σε αυτά τα σημεία, όπως περιμένουμε από το θεώρημα Bernoulli, έχουμε τη μέγιστη πίεση. Για 

ϕ=±30o

, o συντελεστής πίεσης μηδενίζεται, ενώ η ελάχιστη τιμή του 

Cp

 είναι, για 

ϕ=π2,3π2

, όπου η ταχύτητα έχει τη μέγιστη τιμή.

			[image: ]

			Σχήμα 5.18: Διάγραμμα του συντελεστή πίεσης πάνω στην επιφάνεια του κυλίνδρου. 

			Θα θέλαμε επίσης να ξέρουμε ποιά είναι η ολική δύναμη που ασκείται στον κύλινδρο. Από το διάγραμμα των ροϊκών γραμμών, βλέπουμε μια συμμετρία ως προς τους δύο άξονες, που σημαίνει ότι το μέτρο της ταχύτητας (αν και η κάθετη συνιστώσα αλλάζει πρόσημο) είναι το ίδιο, για συμμετρικά σημεία. Επειδή το θεώρημα Bernoulli ισχύει για κάθε σημείο, έχουμε ότι και η πίεση είναι η ίδια στα τέσσερα συμμετρικά σημεία. Αυτό σημαίνει ότι η ολική δύναμη που ασκείται στον κύλινδρο, ανά μονάδα ύψους, είναι μηδέν. Όντως, η δύναμη δίνεται από την σχέση:

			



F→=-∮SPR=a,ϕn^dS,





			όπου η ολοκλήρωση γίνεται στην κυλινδρική επιφάνεια, με μοναδιαίο ύψος (

dS=adϕdz

) και:

			



n^≡e^R=cosϕi^+sinϕj^,





			είναι το εξωτερικό μοναδιαίο, κάθετο στην επιφάνεια, διάνυσμα. Τότε, οι x και y συνιστώσες της δύναμης είναι:

			



Fx=-a∫02πPR=a,ϕcosϕdϕ,





			



Fy=-a∫02πPR=a,ϕsinϕdϕ





			και με αντικατάσταση για την πίεση, προκύπτει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR=a,ϕ=12ρU2[1-4sin2ϕ],





						
							
							(5.113)

						
					

				
			

			που είναι άρτια και περιοδική συνάρτηση στο διάστημα 

[0,π]

, έχουμε 

Fx=Fy=0

. Έτσι, ο κύλινδρος θα παραμείνει ακίνητος. Από την άλλη πλευρά, από το διάγραμμα του συντελεστή πίεσης, βλέπουμε ότι, αν ο κύλινδρος είναι από εύκαμπτο υλικό, τότε θα παραμορφωθεί, με συμπίεση στην κατεύθυνση της ροής και επιμήκυνση κάθετα στη ροή.

			Για το αποτέλεσμα δεν χρειαζόταν ο παραπάνω αναλυτικός υπολογισμός. Ο μηδενισμός της ολικής δύναμης στον κύλινδρο είναι αναμενόμενος, όπως φαίνεται από τη συμμετρία των γραμμών ροής και επομένως, του μέτρου της ταχύτητας και κατά συνέπεια, της πίεσης για 

±ϕ,±π-ϕ



			[image: ]

			Σχήμα 5.19: Γραμμές ροής γύρω από ένα κύλινδρο, σε σταθερή ροή. Οι κύκλοι με διακεκομμένες γραμμές είναι νοητές καμπύλες, για τον υπολογισμό της δύναμης στο ρευστό που περικλείουν. 

			Το ότι μηδενίζεται η ολική δύναμη, σημαίνει ότι και ο κύλινδρος δε μεταβάλλει την ορμή του. Ας θεωρήσουμε τώρα ένα ιδεατό κύλινδρο ομοαξονικό του στερεού, αλλά μεγαλύτερης ακτίνας b>a στο Σχ. 5.19. Πάλι λόγω συμμετρίας, η ολική δύναμη που ασκείται στη μάζα του ρευστού, εντός του κυλίνδρου, από το ρευστό στο εξωτερικό μηδενίζεται. Εάν όμως ο κύλινδρος έχει διαφορετικό άξονα, π.χ. ο κύλινδρος C στο Σχ. 5.9, τότε έχουμε μη-μηδενική συνολική δύναμη. Αυτό είναι κατανοητό, διότι, λόγω της διαφοράς πίεσης στα διαμετρικά αντίθετα σημεία a και B, έχουμε την απαραίτητη κεντρομόλο επιτάχυνση, καθώς το αντίστοιχο σώμα ρευστού διαγράφει κυκλική τροχιά. Μάλιστα, μπορούμε να υπολογίσουμε την επιτάχυνση των σωματιδίων σε κάθε σημείο, από τη βαθμίδα πίεσης, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aR=12U2-4a4R5+4a2R3cos2ϕ,





						
							
							(5.114)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aϕ=12U24a2R3sin2ϕ.





						
							
							(5.115)

						
					

				
			

			Έτσι, στον κάθετο άξονα (

ϕ=π/2

) έχουμε μόνο κεντρομόλο επιτάχυνση, μετά τον κύλινδρο έχουμε εφαπτομενική επιτάχυνση, ενώ πριν, έχουμε επιβράδυνση.

			Έτσι, για κάθε ρευστό σωματίδιο έχουμε συνολική δύναμη. Όπως επίσης και για κάθε μακροσκοπική ποσότητα μάζας, εκτός από την περίπτωση της μάζας σε ένα ομοαξονικό κύλινδρο. Ιδιαίτερη περίπτωση είναι και η δύναμη που υπολογίσαμε στον στερεό κύλινδρο. Όπως θα δούμε αργότερα, το αποτέλεσμα αυτό ισχύει οποιοδήποτε και αν είναι το σχήμα του σώματος. Το αποτέλεσμα, όμως, αυτό αποτελεί ένα παράδοξο για όποιον έχει πειραματιστεί σε παρόμοια ροή. Το παράδοξο αυτό απασχόλησε για κάποιο διάστημα την υδροδυναμική και ονομάζεται παράδοξο του d’Alembert. Σύντομα όμως, έγινε αντιληπτό ότι η μη συμφωνία με την πειραματική διαπίστωση, οφείλεται στο ότι το υγρό δεν είναι ιδανικό, αλλά έχει ιξώδες. Το ιξώδες είναι σημαντικό, κυρίως στο ρευστό σε επαφή με την επιφάνεια του κυλίνδρου, όπου πρέπει να μηδενίζεται όχι μόνο η ακτινική αλλά και η εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να αλλάξει σημαντικά το πεδίο ταχύτητας κοντά στον κύλινδρο. Εξάλλου, το ρευστό, λόγω του ιξώδους, θα ασκεί διατμητικές δυνάμεις στην επιφάνεια του κυλίνδρου, με αποτέλεσμα τη μετατόπιση του κυλίνδρου, ακολουθώντας την ροή. Αυτό συμβαίνει διότι, με την ιξωδική διόρθωση στο πεδίο ταχύτητας (δες Κεφ. 7), έχουμε σπάσιμο της συμμετρίας στην x-κατεύθυνση. Έτσι, η έλλειψη ιξώδους αποτελεί έναν αδύναμο κρίκο στην υδροδυναμική.

			Εάν πάρουμε υπόψη μας το ιξώδες στην επιφάνεια, τότε αναμένεται η δημιουργία ενός οριακού στρώματος, το οποίο, όσο μικρότερο είναι το ιξώδες στον όγκο του ρευστού, τόσο πιο λεπτό είναι. Αυτό σημαίνει ότι, στο οριακό στρώμα, όπου έχει διαχυθεί στροβιλισμός, δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση Bernoulli για τον υπολογισμό της πίεσης. Όπως θα δούμε όμως, η πίεση είναι συνεχής, δια μέσω του οριακού στρώματος, ώστε, για ροή πολύ μεγάλου αριθμού Reynolds, να μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση Bernoulli, λίγο έξω από το οριακό στρώμα. Τα προηγούμενα αποτελέσματα ισχύουν, ιδιαίτερα, στο αρχικό στάδιο της ροής ,προτού παρουσιαστεί διαχωρισμός (δες Σχ. 5.20) και δημιουργηθεί σκοτεινός κώνος πίσω από τον κύλινδρο.

			[image: ]

			Σχήμα 5.20: Φαινόμενο διαχωρισμού των γραμμών ροής από την επιφάνεια του κυλίνδρου, λόγω ύπαρξης του ιξώδους. 

			Ο κύλινδρος είναι το χειρότερο στερεό σώμα, για την αποφυγή του διαχωρισμού της ροής. Τούτο οφείλεται στο γεγονός, ότι στο πάνω μέρος του κυλίνδρου έχουμε την μέγιστη ταχύτητα (2U), η οποία θα μηδενιστεί στο πίσω μέρος του κυλίνδρου. Ενδιάμεσα, έχουμε αρνητική εφαπτομενική επιτάχυνση με μέτρο 

2U2asin2ϕ

. Εάν πάρουμε υπόψη το ιξώδες μεταξύ ρευστού και κυλίνδρου, τότε ένα σωματίδιο ρευστού, που κινείται στην επιφάνεια του κυλίνδρου, θα έχει αυξημένη αρνητική επιτάχυνση, ενώ τα εξωτερικά στρώματα, λόγω αδράνειας, θα τείνουν να διαχωριστούν, δημιουργώντας ταυτόχρονα και σημαντικό στροβιλισμό σε ένα κώνο στο πίσω μέρος του κυλίνδρου, του οποίου το μέγεθος αυξάνει με την αύξηση του αριθμού Reynolds για τη ροή.

			5.6.2 Υδροδυναμική Μάζα

			Εάν εφαρμόσουμε μία δύναμη σε ένα στερεό σώμα βυθισμένο σε ρευστό, κατά την κίνηση του πρέπει να μετατοπίσει ρευστό, το οποίο επιταχύνεται. Έτσι, η εξωτερική δύναμη επιταχύνει όχι μόνο το στερεό σώμα (μάζας 

Μ0

), αλλά και τη μάζα ρευστού, που είναι σε επαφή. Στην πραγματικότητα, όλο το ρευστό επιταχύνεται, αν και η επιτάχυνση πέφτει πολύ γρήγορα, καθώς απομακρυνόμαστε από το στερεό. Ένας πρακτικός τρόπος να εκφράσουμε το μέρος της δύναμης, που ουσιαστικά πηγαίνει για την επιτάχυνση του ρευστού, είναι να χρησιμοποιήσουμε την έννοια της υδροδυναμικής μάζας, δηλαδή να γράψουμε την επιπλέον δύναμη, ως το γινόμενο μιας ενεργού μάζας επί την επιτάχυνση του στερεού σώματος, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F→εξ=M0+MhdU→dt,





						
							
							(5.116)

						
					

				
			

			όπου 

dU→dt

 είναι η επιτάχυνση του στερεού σώματος, με στιγμιαία ταχύτητα 

U→t

. Ο όρος με την υδροδυναμική μάζα ορίζεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



MhdU→dt=ρ∫VDu→DtdV,





						
							
							(5.117)

						
					

				
			

			που είναι ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του ρευστού, σε όλο το χώρο. Φυσικά, στο άπειρο, πρέπει η επιτάχυνση να πέφτει γρήγορα, ώστε το ολοκλήρωμα να μην απειρίζεται. Η κύρια συνεισφορά θα είναι από το ρευστό κοντά στην σφαίρα. Για ασυμπίεστο και αστρόβιλο ρευστό, εύκολα μπορούμε να υπολογίσουμε την υδροδυναμική μάζα. Από τον ορισμό της επιτάχυνσης, έχουμε για ασυμπίεστο ρευστό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Du→Dt=∂u→∂t+u→⋅∇→u→+u→∇→⋅u→,





						
							
							(5.118)

						
					

				
			

			όπου στο τέλος προσθέσαμε έναν όρο, ο οποίος μηδενίζεται, για ασυμπίεστο ρευστό. Ο πρώτος όρος μπορεί να γραφεί με το δυναμικό ταχύτητας και για την i-συνιστώσα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ui∂t=-∂∂t∂Φ∂xi=-∂∂xi∂Φ∂t=-∇→⋅e^i∂Φ∂t,





						
							
							(5.119)

						
					

				
			

			με 

e^i

 το μοναδιαίο διάνυσμα στην 

xi

 -κατεύθυνση, ενώ οι δύο τελευταίοι όροι στην (5.118) μας δίνουν για την i- συνιστώσα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑juj∂ui∂xj+ui∂uj∂xj=∇→⋅uiu→.





						
							
							(5.120)

						
					

				
			

			Με τις παραπάνω πράξεις, πετύχαμε να εκφράσουμε την ποσότητα στο ολοκλήρωμα όγκου της (5.117), ως την απόκλιση μιας ποσότητας και στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Gauss, μπορούμε να μετατρέψουμε το ολοκλήρωμα σε επιφανειακό. Έχουμε, λοιπόν, για την i-συνιστώσα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



[ρ∫VDu→DtdV]i=ρ∮S-e^i⋅n^∂Φ∂t+uiu→⋅n^dS,





						
							
							(5.121)

						
					

				
			

			όπου 

n^

 είναι η εξωτερική κάθετος, στην περιβάλλουσα επιφάνεια του ρευστού, που περιλαμβάνει όχι μόνο τα εξωτερικά όρια του ρευστού, αλλά και την επιφάνεια της σφαίρας. Εαν το σώμα είναι συμμετρικό, όπως στην περίπτωση της σφαίρας, το αποτέλεσμα της 5.117 θα είναι ανάλογο της επιτάχυνσης του σώματος με την ενεργό μάζα έναν αριθμό. Για μη συμμετρικά σώματα η αντίστοιχη μάζα δίνεται με τη μορφή τανυστή.

			5.7 Φαινόμενο Ανύψωσης Magnus.

			5.7.1 Χαρακτηριστικά ροής. Σημεία αποκοπής.

			Σε προηγούμενο κεφάλαιο, είδαμε ότι η ανιξωδική και αστρόβιλη δισδιάστατη ροή, γύρω από ένα κύλινδρο, δε συνεπάγεται δύναμη στην κατεύθυνση της ροής ούτε δύναμη ανύψωσης, λόγω της συμμετρίας των γραμμών ροής. Αυτό ισχύει, είτε ο κύλινδρος κινείται με σταθερή ταχύτητα σε ασυμπίεστο υγρό, είτε είναι ακίνητος στη σταθερή ροή του υγρού. Στην περίπτωση του ακίνητου κυλίνδρου, η έλλειψη δύναμης ώθησης οφείλεται στην παράλειψη του ιξώδους. Τι συμβαίνει τώρα, αν ο κύλινδρος περιστρέφεται; Όσοι έχουν ασχοληθεί με το τένις (ή επιτραπέζιο τένις), θα έχουν παρατηρήσει ότι η πρόσδοση περιστροφής στο μπαλάκι, το οδηγεί σε τροχιά πολύ διαφορετική, από αυτήν που περιμένουμε από μία ανάκλαση της μπάλας στην επιφάνεια της ρακέτας. Η απόκλιση αυτή από την ευθύγραμμη τροχιά είναι μεγαλύτερη, όταν ο ρυθμός περιστροφής (σπιν στο μπαλάκι) είναι αυξημένος. Η ύπαρξη του κατάλληλου «φάλτσου», θα έχει ως αποτέλεσμα το μπαλάκι να χτυπήσει στο αντίπαλο γήπεδο γρηγορότερα (αργότερα) και πιο κοντά (μακριά), από ότι περιμένει ο αντίπαλος, λόγω ανάκλασης. Πού οφείλεται αυτή η αλλαγή τροχιάς; Μα φυσικά, πρέπει να υπάρχει εξωτερική δύναμη, λόγω του ρευστού, για να εξηγήσουμε την επιτάχυνση στο μπαλάκι. Η δύναμη πρέπει να είναι στην κατεύθυνση της επιτάχυνσης, δηλαδή προς τα κάτω (πάνω). Πού οφείλεται αυτή η δύναμη; Στο πνεύμα της ανιξωδικής ροής, θα το αποδώσουμε σε διαφορά πίεσης στο επάνω και κάτω άκρο. Αυτό το περιμένουμε από το θεώρημα Bernoulli, λόγω της αυξημένης (μειωμένης) ταχύτητας του αέρα, ως προς τη μπάλα, στο κάτω, από το πάνω μέρος.

			Για να εκτιμήσουμε το μέγεθος της δύναμης πτώσης (ανύψωσης), θα θεωρήσουμε το ισοδύναμο πρόβλημα της σταθερής ροής γύρω από ένα περιστρεφόμενο κύλινδρο. Εάν όμως ο κύλινδρος περιστρέφεται ταυτόχρονα, γύρω από το σταθερό άξονα συμμετρίας του, τότε οι γραμμές ροής έχουν τη μορφή του σχήματος 5.21 και η μεγαλύτερη πυκνότητα γραμμών ροής στο πάνω μέρος από το κάτω, υποδηλώνει μία διαφορά πίεσης. Αυτό είναι αναμενόμενο από το θεώρημα Bernoulli, διότι, για τη φορά περιστροφής του κυλίνδρου, περιμένουμε η ταχύτητας ροής στο κάτω μέρος να είναι μικρότερη, από αυτή στο επάνω μέρος. Για να συμβεί αυτό, θα πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και το ιξώδες, μεταξύ του ρευστού και του κυλίνδρου. Η επίδραση αυτή περιορίζεται, πολύ κοντά στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Έτσι, λίγο πιο έξω, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Bernoulli, καθότι η πίεση και η ταχύτητα περιμένουμε να είναι συνεχείς.

			[image: ]

			Σχήμα 5.21: Γραμμές ροής γύρω από περιστρεφόμενο κύλινδρο. 

			Αν ο κύλινδρος είναι ακίνητος σε σταθερή ροή, τότε το δυναμικό, που περιγράφει την ταχύτητα ροής σε κυλινδρικές συντεταγμένες, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΦR,ϕ=-URcosϕ+A-1R-1cosϕ





						
							
							(5.122)

						
					

				
			

			και αντιστοιχεί στην υπέρθεση του δυναμικού, λόγω της σταθερής ροής από το άπειρο, με ταχύτητα U και αυτού για μία διπολική πηγή ροής, της οποίας η ισχύς του δίπολου (δηλαδή η σταθερά 

A-1

) πρέπει να επιλεγεί, ώστε η κυλινδρική επιφάνεια, που διέρχεται από τα δύο σημεία ηρεμίας, να είναι κυκλικής διατομής, με ακτίνα a. Αυτό είναι ισοδύναμο με τον μηδενισμό της ακτινικής συνιστώσας της ταχύτητας στην επιφάνεια του κυλίνδρου, δηλ. 

∂Φ/∂R=0

 στο 

R=a

. Αυτό επιβάλει ότι: 

A-1=-Ua2

 και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-UcosϕR+a2R,





						
							
							(5.123)

						
					

				
			

			που ικανοποιεί ταυτόχρονα και την οριακή συνθήκη στο άπειρο, 

u→R→∞=Ui^

. Για μία ελλειπτική κυλινδρική επιφάνεια, οι δύο αντίθετες πηγές του δίπολου είναι σε πεπερασμένη απόσταση, ενώ, για κάθε γενικευμένης διατομής κύλινδρο, μπορούμε να βρούμε την κατάλληλη κατανομή πηγών.

			Απομένει τώρα να προσθέσουμε και τη συνεισφορά στο δυναμικό, λόγω περιστροφής του κυλίνδρου με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, γύρω από τον άξονα συμμετρίας του. Αν η ροή είναι εντελώς ανιξωδική, η περιστροφή του κυλίνδρου δεν έχει καμία επίδραση. Αναμένουμε όμως, ότι, λόγω ιξώδους, ο περιστρεφόμενος κύλινδρος θα συμπαρασύρει σε περιστροφή ένα πολύ λεπτό στρώμα ρευστού, ενώ το υπόλοιπο ρευστό τίθεται σε μία ροή, που περιγράφεται από το δυναμικό ενός ελεύθερου στροβίλου ισχύος 

K3=-2πΩa2

 για 

R≥a

, όπου, το «-»πρόσημο σημαίνει αριστερόστροφη περιστροφή. Επειδή ο στρόβιλος δεν έχει ακτινική ταχύτητα, αυτό δεν επηρεάζει τη συνθήκη μηδενισμού της ακτινικής ταχύτητας στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Με την επιλογή της σταθεράς 

K3

, ικανοποιήσαμε μία ιδιόμορφη οριακή συνθήκη. Ορίσαμε την κυκλοφορία του πεδίου ροής, για μία κλειστή διαδρομή στην επιφάνεια του κυλίνδρου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Cu→⋅dℓ→=K3.





						
							
							(5.124)

						
					

				
			

			Δεν επιβάλαμε περιορισμό στην εφαπτομενική ταχύτητα, σε κάθε σημείο της επιφάνειας, αλλά μόνο για την ολική της κυκλοφορία. Στην κυκλοφορία, δεν συνεισφέρει ούτε η σταθερή ροή ούτε και το δίπολο ροής, αν και συνεισφέρουν στην κατανομή της ακτινικής συνιστώσας, στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Στην πραγματικότητα, η κυκλοφορία δεν ορίζεται ακριβώς στην επιφάνεια, αλλά για μία κυκλική διαδρομή με λίγο μεγαλύτερη ακτίνα, εντός της οποίας υπάρχει στροβιλισμός. Έτσι, η λύση μας δεν ισχύει πολύ κοντά στην επιφάνεια του κυλίνδρου, όπου το ιξώδες παίζει σημαντικό ρόλο. Στο σημείο αυτό θα επανέλθουμε.

			Τελικά, το ολικό δυναμικό είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-UcosϕR+a2R-K32πϕ,





						
							
							(5.125)

						
					

				
			

			



Φ=Φσταθερή ροή+Φδίπολο+Φελεύθερος στρόβιλος





			και οι συνιστώσες της ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=Ucosϕ1-a2R2,





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ=-Usinϕ1+a2R2+K32πR .





						
							
							(5.126)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 5.22: Γραμμές σταθερού δυναμικού (διακεκομμένες) και συνάρτησης ροής (συνεχείς), γύρω από περιστρεφόμενο κύλινδρο, σε σταθερή ροή. 

			Στο Σχήμα 5.22, έχουμε σχεδιάσει τις γραμμές σταθερού δυναμικού (διακεκομμένη γραμμή), ενώ ταυτόχρονα οι γραμμές ροής (συνεχής γραμμή) είναι, επίσης, οι γραμμές με σταθερή τιμή της συνάρτησης ροής 

ΨR,ϕ

, της οποίας η αναλυτική μορφή, ομοίως βρίσκεται από την εξίσωση Laplace, αν επιβάλουμε τις κατάλληλες οριακές συνθήκες στο άπειρο και στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Ισοδύναμα, μπορούμε να υπερθέσουμε τις αντίστοιχες συναρτήσεις ροής, για τις τρεις πηγές και η ολική συνάρτηση ροής δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψ=UsinϕR-a2R+K32πlnRa,





						
							
							(5.127)

						
					

				
			

			όπου, η αυθαίρετη σταθερά επελέγη να είναι μηδέν, ώστε η επιφάνεια του κυλίνδρου 

R=a

 να είναι μία ισοροική επιφάνεια με 

Ψ=0

. Για 

ϕ=π2

 και 

R>a

, έχουμε 

Ψ>0

 και 

Ψ→∞

, καθώς 

R→∞

. Για 

ϕ=-π2

 και 

R→∞

, τότε 

Ψ→-∞

. Οι γραμμές σταθερού δυναμικού και συνάρτησης ροής είναι κάθετες μεταξύ τους, επειδή, εκ κατασκευής, σε κάθε σημείο ισχύει: 

∇→Φ⋅∇→Ψ=0

. Αυτό ισχύει και στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Η (5.127) ικανοποιεί επίσης τις οριακές συνθήκες. Στο άπειρο π.χ. ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=∂Ψ∂yR⟶∞=U,  uyR⟶∞=0.





						
							
							(5.128)

						
					

				
			

			Επίσης, στην επιφάνεια του κυλίνδρου, έχουμε 

uR=0

, καθότι, για R=a, έχουμε:

			



uRR=a=1R∂Ψ∂ϕR=a=Ucosϕ1-a2R2R=a=0,





			ενώ αφήνεται για εξάσκηση να δείξετε ότι ο όρος του στροβίλου ικανοποιεί πάλι την οριακή συνθήκη, για την κυκλοφορία.

			Ένα σημαντικό χαρακτηριστικό της ροής είναι τα σημεία ηρεμίας, στα οποία μηδενίζονται και οι δύο συνιστώσες της ταχύτητας και τα οποία τώρα, με την πρόσθεση του ελεύθερου στροβίλου, έχουν μετατοπιστεί και δεν βρίσκονται στον x-άξονα. Η μετατόπιση εξαρτάται από την κυκλοφορία, σε σχέση με τη χαρακτηριστική κυκλοφορία (

K0=2πaU

). Η ακτινική ταχύτητα μηδενίζεται στην επιφάνεια του κυλίνδρου 

R=a

, ενώ η εφαπτομενική συνιστώσα μηδενίζεται, για:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



sinϕ=-K4πaU,  αν  K4πaU≤1.





						
							
							(5.129)

						
					

				
			

			Η (5.129) μας δίνει δύο λύσεις, συμμετρικά στο κάτω ήμισυ της κυλινδρικής επιφάνειας (δες Σχ. 5.23), και στην οριακή περίπτωση 

K=4πaU

, τα δύο σημεία ηρεμίας συναντώνται στο σημείο (

R=a,ϕ=-π2

). Για 

K>4πaU

, το σημείο αποκοπής μετατοπίζεται από την επιφάνεια του κυλίνδρου στην ευθεία 

ϕ=-π2

, σε απόσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Raπ=K4πU±K4πU2-a2,  για K>4πaU,





						
							
							(5.130)

						
					

				
			

			η οποία, στο όριο 

K4πUa=1

, είναι 

R=a

 και απομακρύνεται, καθώς αυξάνει η κυκλοφορία. Από το σημείο αυτό, ο στρόβιλος συμπαρασύρει το ρευστό γύρω του, σε κλειστές γραμμές ροής. Να παρατηρήσουμε, πάλι, ότι η γραμμή ροής, που διέρχεται από τα σημεία (ή σημείο) ηρεμίας, δρα διαχωριστικά στο ρευστό. Στην περίπτωση λοιπόν ισχυρού στροβίλου, έχουμε τον εγκλωβισμό σημαντικής ποσότητας ρευστού κοντά στον πυρήνα του στροβίλου, χωρίς να ανανεώνεται η μάζα του.

			[image: ]

			Σχήμα 5.23: Σημεία ηρεμίας για ροή, γύρω από περιστρεφόμενο κύλινδρο. Στο ίδιο σχήμα, δείχνουμε και την ταχύτητα στην επιφάνεια του κυλίνδρου. 

			Για την περίπτωση μας με K<0, η μέγιστη ταχύτητα είναι για 

ϕ=π/2

 προς τα δεξιά, με μέτρο


2U+|K|2πa

. Στο διαμετρικά αντίθετο σημείο, έχει μέτρο 

2U-|K|2πa

, προς τα δεξιά. Για 

|K|4πaU>1

 όμως, η εφαπτομενική ταχύτητα, σε όλη την επιφάνεια, είναι στη 

-e^ϕ

 κατεύθυνση και το ρευστό, που περικλείεται μεταξύ του κυλίνδρου και την επιφάνειας αποκοπής, κινείται σχεδόν κυκλικά γύρω από τον κύλινδρο. Ο αναγνώστης, κοιτώντας το Σχ. 5.23γ, εύλογα διερωτάται τι συμβαίνει, ακριβώς πάνω στην επιφάνεια αποκοπής. Το ερώτημα αυτό δε χρειάζεται να μας απασχολήσει, αφού αυτή έχει μηδενικό πάχος και επομένως, το αντίστοιχο σωματίδιο έχει μηδενική μάζα. Μπορεί όμως να διερωτηθεί τι γίνεται με ένα σωματίδιο, του οποίου το κέντρο είναι πάνω στην καμπύλη. Πολύ σύντομα θα διαχωριστεί και μέρος αυτού θα μείνει γύρω από τον κύλινδρο.

			5.7.2 Δύναμη ανύψωσης

			Για να υπολογίσουμε τη δύναμη ανύψωσης, πρέπει προηγουμένως να γνωρίζουμε την πίεση, σε κάθε σημείο της επιφάνειας του κυλίνδρου, η οποία, από τον νόμο του Bernoulli, δίνεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR,ϕ=12ρU2-uR2-uϕ2,





						
							
							(5.131)

						
					

				
			

			όπου, η πίεση έχει σημείο αναφοράς την ατμοσφαιρική πίεση στο 

R→∞

. Στην ακτίνα του κυλίνδρου με 

uRR=a=0

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR=α,ϕ=12ρU2-uϕ2=12ρU21-4sin2⁡ϕ+ρUK3πasinϕ-12ρK32πα2,





						
							
							(5.132)

						
					

				
			

			η οποία δεν είναι συμμετρική ως προς τον οριζόντιο άξονα, λόγω του όρου με το 

sinϕ

. Αντίθετα, η πίεση είναι συμμετρική ως προς τον y-άξονα και δεν περιμένουμε οριζόντια δύναμη αντίστασης.

			Η κάθετη δύναμη ανά μονάδα μήκους του κυλίνδρου, που ασκείται στο τοίχωμα του κυλίνδρου, σε τόξο μήκους 

adϕ

, έχει μέτρο 

dF=PR=aadϕ

, προς τον άξονα του κυλίνδρου, δηλαδή στην 

-e^R

 κατεύθυνση. Η κάθετη συνιστώσα (y- συνιστώσα) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dF→⋅j^=-dFsinϕ=PR=aasinϕdϕ,





						
							
							(5.133)

						
					

				
			

			και επομένως η ολική δύναμη ανύψωσης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δύναμη     ανύψωσης=-∫02πPR=aasinϕdϕ.





						
							
							(5.134)

						
					

				
			

			Από τη συμμετρία ως προς 

ϕ

 των δύο πρώτων όρων στην (5.132), βλέπουμε ότι δε συνεισφέρουν στη δύναμη ανύψωσης. Να σημειώσουμε ότι η δύναμη της σχετικής πίεσης είναι ίση με την δύναμη της απόλυτης πίεσης, διότι το ολοκλήρωμα της σταθερής ατμοσφαιρικής δύναμης, πάνω στην επιφάνεια του κυλίνδρου, δίνει μηδενική ολική δύναμη. Η πίεση δεν ικανοποιεί την εξίσωση Laplace, αλλά την Bernoulli, ώστε τα δύο δυναμικά ταχύτητας δε δρουν προσθετικά στην πίεση. Έτσι, ο τρίτος όρος, που αντιστοιχεί σε μεταβολή της πίεσης, λόγω της σύζευξης των δύο ροών, μας δίνει μία επιπλέον πίεση (αν 

K3<0

) στο κάτω μέρος, αντί για το πάνω, και επομένως, δημιουργεί ανυψωτική δύναμη στην y-κατεύθυνση, με μέτρο, από την (5.134), ίσο με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Fανύψωσης≡FL=-ρUK3πa∫02πasin2ϕdϕ=-ρUK3.





						
							
							(5.135)

						
					

				
			

			H σχέση αυτή, μας λέει ότι η δύναμη ανύψωσης, ανά μονάδα μήκους του κυλίνδρου, είναι ανάλογη της πυκνότητας και της ταχύτητας του ρευστού. Έτσι, η δύναμη ανύψωσης είναι αμελητέα για ρευστό μικρής πυκνότητας ή ροή μικρής ταχύτητας. Στον αέρα, το χτύπημα στο μπαλάκι πρέπει να είναι δυνατό, αλλά και με πολύ σπιν, για να είναι αποτελεσματικό. Η δύναμη ανύψωσης είναι ανεξάρτητη της ακτίνας του κυλίνδρου, αν και, έμμεσα, εξαρτάται από αυτή, μέσω της κυκλοφορίας. Στο παράδειγμά μας, αυτή ορίστηκε στην επιφάνεια του κυλίνδρου. Μάλιστα, η (5.135) ισχύει και για οποιοδήποτε σχήμα, ακόμη και αν δεν περιστρέφεται. Αρκεί το πεδίο ταχύτητας του ρευστού να έχει μη-μηδενική κυκλοφορία γύρω από το σώμα. Αυτό δε θα συμβεί, για ένα συμμετρικό σώμα, το οποίο τοποθετείται παράλληλα στη ροή ή ακόμη σχηματίζει και γωνία Εάν τώρα, το σώμα στη ροή είναι ένα πτερύγιο, τότε η κυκλοφορία εξαρτάται κρίσιμα από το σχήμα του πτερυγίου, αλλά και τη γωνία πρόσπτωσης της ροής. Στην παρούσα συζήτηση, δεν θα συνυπολογίσουμε πιθανή επίδραση του ιξώδους, η οποία είναι μεν απαραίτητη για την ύπαρξη της κυκλοφορίας, αλλά δεν επηρεάζει την δύναμη ανύψωσης.

			Συχνά, η δύναμη ανύψωσης εκφράζεται με τον συντελεστή ανύψωσης 

CL

, που ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



FL=CL12ρUA,





						
							
							(5.136)

						
					

				
			

			όπου η επιφάνεια A είναι η προβολή κάθετα στη ροή. Π.χ. για το πρόβλημα του κυλίνδρου 

CL=|K3|aU

 και για περιστροφή, με γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, έχουμε 

CL=2πΩaU

. Η διαφορά πίεσης από την ατμοσφαιρική, επίσης εκφράζεται, συναρτήσει της παραμέτρου πίεσης, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CP=P-P∞12ρU2=1-u2U2,





						
							
							(5.137)

						
					

				
			

			και για 

R=a

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CPR=a=1-uϕ2U2=1-(K32πUa+2sinϕ)2,  K3<0.





						
							
							(5.138)

						
					

				
			

			5.7.3 Διατήρηση ορμής

			Ο υπολογισμός της δύναμης που ασκείται στον κύλινδρο θα μπορούσε να γίνει και με έναν επιπλέον τρόπο. Ας θεωρήσουμε την αρχή της μεταβολής της ορμής για ένα όγκο ελέγχου, ο οποίος περικλείεται από δύο κυλινδρικές επιφάνειες με ακτίνες a και b, (b>a) αντίστοιχα, ομόκεντρες με το στερεό κύλινδρο. Ο ρυθμός μεταβολής της ορμής υπολογίζεται εύκολα και πρέπει να ισούται με την ολική δύναμη που ασκείται στο ρευστό, ανάμεσα στους δύο κυλίνδρους. Θα υπολογίσουμε την δύναμη που ασκείται λόγω της πίεσης P(R) στην εξωτερική επιφάνεια ιδεατού κυλίνδρου ακτίνας R, που δίνεται από την (5.131), με το μέτρο της ταχύτητας να δίνεται από τις συνιστώσες στην (5.126), ως ακολούθως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u2=U21+a4R4+K32πR2-2U2a2R2cos2ϕ-sin2ϕ-2Usinϕ1+a2R2K32πR.





						
							
							(5.139)

						
					

				
			

			Μόνο ο όρος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρUK32πb1+a2R2sinϕ





						
							
							(5.140)

						
					

				
			

			θα δώσει συνολική δύναμη ανά μονάδα μήκους, με κάθετη συνιστώσα ανύψωσης ίση με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fR=-12ρUK31+a2R2,





						
							
							(5.141)

						
					

				
			

			η οποία γίνεται 

-ρUK3

 για 

R=a

, όπως υπολογίσαμε προηγουμένως.

			Για μόνιμη ροή, η αντίστοιχη μεταβολή της ορμής του υγρού, ανά μονάδα μήκους στον όγκο ελέγχου, στην κατεύθυνση της δύναμης ανύψωσης, οφείλεται στη ροή ορμής με y-συνιστώσα, μέσω της εξωτερικής επιφάνειας και δίνεται από το ολοκλήρωμα στην κυλινδρική επιφάνεια S(R), με ακτίνα R, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dPydt=∫SRρuyu→⋅dS→=∫02πρuRcosϕ+uϕsinϕuRRdϕ=12ρUK31-a2b2.





						
							
							(5.142)

						
					

				
			

			Εδώ παραλείψαμε τη ροή ορμής, μέσω της εσωτερικής επιφάνειας στο R=a, γιατί εκεί 

uRR=a=0

. Αν συγκρίνουμε τις (5.141) και (5.142), συμπεραίνουμε ότι ο κύλινδρος, στην εσωτερική επιφάνεια του υγρού R=a, ασκεί μία δύναμη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fa=-dPydt-fR=12ρUK31-a2R2+12ρUK31+a2R2=ρUK3,





						
							
							(5.143)

						
					

				
			

			η οποία έχει μέτρο 

ρU|K3|

 προς τα κάτω (

K3<0

), για δεξιόστροφη περιστροφή. Η αντίδραση του υγρού στον κύλινδρο είναι 

-ρUK3

 όπως περιμέναμε. Μάλιστα η σχέση 

f=-ρK3U

 είναι αρκετά γενική και είναι γνωστή ως Kutta-Zhukovski σχέση. Δηλαδή, ισχύει για οποιοδήποτε δισδιάστατο σώμα που κινείται με ταχύτητα U και έχει γύρω του κυκλοφορία 

K3

. Αυτό ίσως μας φαίνεται περίεργο, διότι μας λέει ότι η δύναμη είναι ανεξάρτητη της διατομής (εμβαδού και σχήματος) του κυλινδρικού σώματος. Αυτό όμως γίνεται εύκολα κατανοητό από τον υπολογισμό που μόλις κάναμε. Από τη μία πλευρά, η λύση της εξίσωσης Laplace, με γενικής διατομής κύλινδρο, σημαίνει ότι πρέπει να συμπεριλάβουμε στο δυναμικό 

Φr→

 όρους με τετραπολική κ.τ.λ ροή, οι οποίοι μεταβάλλονται ως 

1/Rn

 με 

n>1

. Αυτοί όμως οι όροι δεν θα συνεισφέρουν, αν διαλέξουμε τον όγκο ελέγχου να περιβάλλεται εξωτερικά από μία σφαιρική επιφάνεια μεγάλης ακτίνας [δηλαδή 

R→∞

 στην (5.143)]. Τούτο, όμως, σημαίνει ότι μόνο οι διπολικοί όροι θα δώσουν σημαντική συνεισφορά πάνω σε αυτή την επιφάνεια.Ταυτόχρονα, και ο ρυθμός μεταβολής της ορμής θα δίνεται σε πρώτη προσέγγιση από την (5.142) και επομένως, από τη διαφορά τους θα έχουμε ότι η δύναμη του υγρού στον κύλινδρο θα είναι πάλι 

-ρUK3

. Αυτό το φαινόμενο ανύψωσης, λόγω περιστροφής του κυλίνδρου, συνήθως αναφέρεται ως 

Magnus

 φαινόμενο, και εν γένει, αν έχουμε ένα κύλινδρο, που περιστρέφεται γύρω από τον άξονα του, με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω→

 σε σταθερή ροή υγρού 

U→

, τότε αισθάνεται δύναμη στην κατεύθυνση 

U→×Ω→

. Εδώ όμως, πρέπει να προειδοποιήσουμε ότι δεν πήραμε υπόψη μας φαινόμενα ιξώδους, τα οποία για μικρό αριθμό Reynolds (

2aρU/μ

), δημιουργούν οριακά στρώματα σημαντικού πάχους, όπου υπάρχει στροβιλισμός.

			5.8 Δύναμη ανύψωσης για στρόβιλο σε σταθερή ροή.

			Για να βεβαιωθούμε ότι η δύναμη ανύψωσης απαιτεί μόνο στροβιλισμό και όχι απαραίτητα στερεό σώμα, ας θεωρήσουμε το πιο απλό πρόβλημα του ελεύθερου στροβίλου σε σταθερή ροή. Το δυναμικό ροής για την περίπτωση αυτή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=-URcosϕ-K32πϕ





						
							
							(5.144)

						
					

				
			

			και οι συνιστώσες (καρτεσιανές και κυλινδρικές) ταχύτητας σε κυλινδρικές και καρτεσιανές συνιστώσες είναι αντίστοιχα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=Ucosϕ,  uϕ=-Usinϕ+K32πR ,





						
							
							(5.145)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=U-K32πRsinϕ,  uy=K32πRcosϕ.





						
							
							(5.146)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τη δύναμη που ασκείται στον στρόβιλο αρκεί να βρούμε τη δύναμη που ασκεί ο στρόβιλος στο ρευστό. Λόγω του απειρισμού της ταχύτητας στον άξονα του στροβίλου, τον υπολογισμό τον κάνουμε έμμεσα, μέσω της αρχής διατήρησης της ορμής για ένα κυλινδρικό όγκο μάζας, που στιγμιαία είναι ο όγκος ελέγχου που περιβάλλεται εξωτερικά από ένα κύλινδρο ακτίνας b (ομοαξονικό του στροβίλου) και εσωτερικά ένα κύλινδρο, που συρρικνώνεται στο όριο του άξονα. Ο ρυθμός μεταβολής της ορμής στον όγκο του συστήματος, καθώς αυτό κινείται, ισούται με τις δυνάμεις που ασκούνται στις δύο επιφάνειες, μία από τις οποίες είναι και η δύναμη που θέλουμε να υπολογίσουμε. Για τον υπολογισμό του ρυθμού μεταβολής της ορμής του συστήματος, χρησιμοποιούμε το θεώρημα Reynolds, έτσι ώστε το ολοκλήρωμα στον όγκο γίνεται στο σταθερό όγκο ελέγχου. Τότε όμως, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και το ρυθμό ροής ορμής, μέσω της εξωτερικής και εσωτερικής επιφάνειας, 

Q→cs

. Έχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DDtP→sys=F→cs+∂∂tP→cυ+Q→cs=F→υ.





						
							
							(5.147)

						
					

				
			

			Για μόνιμη ροή, ο όρος με την τοπική μεταβολή της ορμής μηδενίζεται και έχουμε για τη δύναμη στον στρόβιλο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δύναμη στον στρόβιλο≡-F→υ=Q→cs+F→cs.





						
							
							(5.148)

						
					

				
			

			Για τις καρτεσιανές συνιστώσες της ροής, μέσω της επιφάνειας ελέγχου, έχουμε:

			



Qx=ρ∫02πuxuRRdϕ=0,



 



Qy=ρ∫02πuyuRRdϕ=12ρUK3,





			ενώ δεν έχουμε ροή ορμής μέσω της εσωτερικής κυλινδρικής επιφάνειας, καθότι το ελάχιστο ιξώδες θα μας δώσει μηδενική ταχύτητα στον άξονα. Για τις συνιστώσες της δύναμης στην εξωτερική επιφάνεια αφήνεται για εξάσκηση να δείξετε ότι έχουμε:

			



Fcsx=-∫02πdϕbPb,ϕcosϕ=0,



 



Fcsy=-∫02πdϕbPb,ϕsinϕ=-12ρUK3





			και τελικά η δύναμη ανύψωσης έχει συνιστώσες:

			



Fx=0,  Fy=-ρUK3,





			η οποία είναι προς τα κάτω, καθώς, για το στρόβιλο του σχήματος, έχουμε θετική κυκλοφορία.

			[image: ]

			Σχήμα 5.24: Δύναμη ροής σε στρόβιλο (στον z-άξονα). Η δύναμη είναι στην -y-κατεύθυνση. 

			Έτσι, μπορούμε να γράψουμε την γενική σχέση (δες Σχ. 5.24):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F→=ρU→×K→,





						
							
							(5.149)

						
					

				
			

			όπου 

U→

 είναι το διάνυσμα ταχύτητας της σταθερής ροής και 

K→

 είναι το διάνυσμα της κυκλοφορίας, δηλαδή η μέση τιμή του στροβιλισμού γύρω από το σώμα. Η σχέση αυτή γενικεύεται και για έναν αριθμό στροβίλων ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F→=ρU→×∑i=1nK→i,





						
							
							(5.150)

						
					

				
			

			όπου 

K→i

 είναι η κυκλοφορία του κάθε στροβίλου. Αυτό μας δίνει την δυνατότητα να μελετήσουμε τη δύναμη σε οποιοδήποτε κυλινδρικό σώμα, εφόσον βρούμε την κατάλληλη κατανομή στροβίλων. Για ένα κυκλικό κύλινδρο π.χ., αρκούσαν δύο αντίθετοι στρόβιλοι, έτσι ώστε η επιφάνεια αποκοπής να έχει κυκλική διατομή. Για πιο πολύπλοκη επιφάνεια, είναι πάντα δυνατό να βρούμε τον κατάλληλο συνδυασμό, αλλά τούτο απαιτεί σημαντική εμπειρία.

			5.8.1 Δύναμη ανύψωσης σε πτερύγια.

			Η δύναμη ανύψωσης που υπολογίσαμε είναι η δύναμη, στην οποία βασίζεται η πτητική ικανότητα των αεροπλάνων. Ας θεωρήσουμε προς το παρόν, ένα πτερύγιο άπειρου μήκους, ώστε να έχουμε δισδιάστατο πρόβλημα, που είναι ακίνητο σε σταθερή ροή. Αν το πτερύγιο έχει το συμμετρικό σχήμα του Σχ. 5.25, και είναι τοποθετημένο κατά μήκος της ροής, για αστρόβιλη ροή δεν περιμένουμε δύναμη ανύψωσης, λόγω της συμμετρίας του πεδίου ταχύτητας και επομένως, και της πίεσης πάνω και κάτω από το πτερύγιο. Λόγω δε της συμμετρίας των ροϊκών γραμμών και η κυκλοφορία γύρω από την διατομή του συμμετρικού αυτού πτερυγίου είναι μηδέν, κάτι που είναι σύμφωνο με μηδενική δύναμη ανύψωσης.

			 [image: ]

			Σχήμα 5.25: Σταθερή ροή γύρω από συμμετρικό πτερύγιο ευθυγραμμισμένου με την σταθερή ροή. 

			Στην ανάλυση αυτή, παραλείψαμε εντελώς το ιξώδες, το οποίο αιτιολογείται, αν ο αριθμός Reynolds είναι μεγάλος. Καταρχήν, για συνήθεις ταχύτητες u=350 km/hour

≈

 100m/sec, με αριθμό Mach 

0.3

, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η ροή είναι ασυμπίεστη. Ο αριθμός Reynolds, για εύρος πτερυγίου D= 3m και κινητικό συντελεστή ιξώδους 

ν=μρ=1.5×10-5m2/sec

, είναι 

Re≈2×107

. Αυτό σημαίνει ότι το οριακό στρώμα θα είναι το πολύ μερικά χιλιοστά πάχος, όπως θα δείξουμε αργότερα, και η μέγιστη τιμή (στο πίσω μέρος του πτερυγίου) δίνεται (δες κεφ. 7) από τη σχέση:

			



δ=D2Re





			και επομένως, η επίδρασή του στην αστρόβιλη και ανιξωδική ροή δεν είναι σημαντική, τουλάχιστον όσο αφορά την πίεση. Αυτή είναι η τιμή ακριβώς έξω από το οριακό πάχος, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Bernoulli. H ύπαρξη, όμως, του οριακού στρώματος μπορεί να μας φανεί πολύ χρήσιμη, διότι είναι περιοχή, όπου δημιουργείται στροβιλισμός. Εάν δε, καταφέρουμε με οποιοδήποτε τρόπο ο στροβιλισμός να είναι τέτοιος, ώστε να έχουμε μη-μηδενική κυκλοφορία, τότε θα έχουμε και δύναμη ανύψωσης. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί, είτε αλλάζοντας την γωνία πρόσπτωσης είτε το σχήμα του πτερυγίου. Έτσι, αν γνωρίζουμε την κυκλοφορία, θα βρούμε και τη δύναμη ανύψωσης. Η κυκλοφορία, εν γένει, εξαρτάται από την ταχύτητα ροής, σε συνάρτηση με το σχήμα και τον προσανατολισμό του πτερυγίου.

			[image: ]

			Σχήμα 5.26: (α) Σταθερή ροή γύρω από πτερύγιο χωρίς κυκλοφορία. (β) Πραγματική ροή με κυκλοφορία και εκπομπή στροβίλου. 

			Σε πρώτη φάση θα παραλείψουμε το ιξώδες και θα λύσουμε το πρόβλημα δυναμικού, για την ροή του Σχ. 5.26α. Στην περίπτωση αυτή, δεν έχουμε δύναμη ανύψωσης. Στο σχήμα παρατηρούμε, όπως και για την ροή γύρω από κύλινδρο, δύο σημεία ηρεμίας, ενώ η κυκλοφορία είναι μηδέν, γύρω από το πτερύγιο. Το ένα (Α) είναι στο εμπρόσθιο μέρος του πτερυγίου, και το άλλο (Β) στο οπίσθιο και πάνω μέρος του πτερυγίου. Εάν τώρα, λάβουμε υπόψη μας και το ιξώδες, όπως σε πραγματική ροή, τότε το διάγραμμα ροής στο εμπρόσθιο μέρος δεν θα αλλάξει σημαντικά. Αλλά, στο οπίσθιο μέρος θα έχουμε σημαντικές αλλαγές. Το σημείο ηρεμίας, (Β) στο πάνω πίσω μέρος, σημαίνει ότι το ρευστό ακριβώς κάτω από το πτερύγιο, ακολουθώντας την γραμμή ροής και μόλις φτάσει στο άκρο, πρέπει να αλλάξει κατεύθυνση και να στραφεί προς το σημείο ηρεμίας (Β). Λόγω της ακμής, μία τέτοια τροχιά σημαίνει άπειρη αρνητική επιτάχυνση, κάτι που δεν είναι φυσικό. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα το διαχωρισμό της ροής μακριά από την ακμή. Μάλιστα, αυτό γίνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε το πίσω σημείο ηρεμίας (Β) να μετατοπιστεί ακριβώς στην άκρη της ακμής. Για να το πετύχει αυτό, κατά το διαχωρισμό, έχουμε την απόσπαση στροβιλισμού μακριά από το πτερύγιο. Εάν, μάλιστα, η γωνία πρόσπτωσης είναι μικρή, τότε ο στροβιλισμός αυτός που διαχωρίζεται είναι αρκετά εντοπισμένος, ώστε να σχηματίζει στρόβιλο. Σύμφωνα με το θεώρημα Kelvin, ο στροβιλισμός ενός συστήματος ρευστού, κατά την κίνησή του, παραμένει σταθερός και αρχικά, ήταν μηδέν, για αστρόβιλη ροή. Έτσι, αν ο διαχωρισμένος στρόβιλος έχει μια ποσότητα στροβιλισμού, τότε μία ίση και αντίθετη ποσότητα στροβιλισμού παραμένει κοντά στο πτερύγιο. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να έχουμε μη-μηδενική κυκλοφορία γύρω από το πτερύγιο, ενώ η ροή είναι αστρόβιλη σχεδόν παντού, εκτός από την περιοχή γύρω από το πτερύγιο. Αυτό αρκεί, για να αναπτυχθεί η δύναμη ανύψωσης. Η παραπάνω διαδικασία έχει διατυπωθεί ως κριτήριο Zhukovskii. Το ερώτημα δηλαδή ήταν, ποιά είναι η εξέλιξη της ροής, ώστε να αποφευχθεί ο απειρισμός στην πίσω άκρη. Υπήρχαν πολλοί τρόποι, αλλά επιλέχθηκε αυτός, με τον οποίο το σημείο ηρεμίας μετατοπίζεται στο άκρο. Αυτή η επιλογή, που βασίζεται και σε λεπτομερή ανάλυση, αυτόματα καθορίζει και την κυκλοφορία γύρω από το πτερύγιο. Ως αποτέλεσμα, η ροή στο πίσω άκρο είναι πολύ ομαλή, όπως φαίνεται στο Σχ. 5.26β. Έτσι, για τη δύναμη ανύψωσης, δεν χρησιμοποιούμε μόνο την αρχή Bernoulli. Αυτή μας λέει ότι διαφορετική κατανομή ταχυτήτων πάνω και κάτω, μας δίνει διαφορά πίεσης και επομένως δύναμη ανύψωσης. Η διαφορετική κατανομή ταχυτήτων εκφράζεται από τη μη-μηδενική κυκλοφορία, την οποία εξασφαλίσαμε, χρησιμοποιώντας την λύση Zukovskii. H διαδικασία αυτή, που προϋποθέτει και την εισαγωγή του ιξώδους και επομένως, την ύπαρξη οριακού στρώματος, δεν επηρεάζει την εύρεση της πίεσης, μέσω του θεωρήματος Bernoulli, για τους λόγους που αναφέραμε παραπάνω.

			Έτσι, είναι λανθασμένο το επιχείρημα, που συχνά χρησιμοποιείται, ότι, σε πραγματικά πτερύγια, η επάνω καμπύλη έχει μεγαλύτερο μήκος από την κάτω και επομένως, το ρευστό από πάνω πρέπει να κινηθεί με μεγαλύτερη ταχύτητα, για να φτάσει στην πίσω άκρη, την ίδια στιγμή που φτάνει και το ρευστό από την κάτω πλευρά. Στην προηγούμενη συζήτηση, αυτό δεν απαιτείται. Μάλιστα, αν δούμε την χρονική εξέλιξη ενός συστήματος σωματιδίων σε μια κάθετη γραμμή, θα δούμε μάλλον το αντίστροφο, δηλαδή το σωματίδιο από την πάνω πλευρά, όχι μόνο δεν συναντά το γειτονικό του σωματίδιο που κινείται από κάτω, αλλά φτάνει και πολύ νωρίτερα. Το τελευταίο ισχύει, ακριβώς έξω από το λεπτό οριακό στρώμα, που περιβάλλει το πτερύγιο.

			Ο σχεδιασμός ενός πτερυγίου είναι τέτοιος, ώστε να μεγιστοποιείται η κυκλοφορία και να μην έχουμε μεγάλης κλίμακας διαχωρισμό και τούτο, διότι, στην περιοχή του διαχωρισμού, έχουμε τη δημιουργία τύρβης, με σημαντική σχετική διολίσθηση στρωμάτων ρευστού, με συνέπεια να αναπτύσσονται σημαντικές ιξωδικές δυνάμεις αντίστασης. Έτσι, ο κύλινδρος είναι το πιο ακατάλληλο γεωμετρικό σχήμα για το διαχωρισμό. Όπως αναφέραμε προηγουμένως (Σχ. 5.18), για τη ροή γύρω από κύλινδρο, έχουμε μέγιστη πίεση στα σημεία ηρεμίας και σε ενδιάμεσο σημείο, έχουμε μέγιστο της πίεσης στην επιφάνεια. Αυτό σημαίνει, ότι στο πίσω μισό της διαδρομής έχουμε αντίθετη βαθμίδα πίεσης, που οδηγεί σε διαχωρισμό (δες Κεφ. 7 για λεπτομέρειες). Το βασικό στοιχείο στο σχεδιασμό του πτερυγίου, για την αποφυγή του διαχωρισμού, είναι η βαθμιαία διαμόρφωση προς την ουρά. Εάν δε, σχεδιάσουμε την κατανομή της πίεσης κατά μήκος του πτερυγίου (Σχ. 5.27), παρουσιάζει μια σημαντική πτώση της πίεσης στο μπροστινό μέρος, ενώ αργότερα, έχουμε μόνο βαθμιαία ελάττωση της πίεσης, χωρίς αντίστροφη βαθμίδα πίεσης στο πίσω μέρος. Έτσι, ο διαχωρισμός γίνεται πολύ κοντά στο πίσω άκρο, ώστε η επίδραση του ιξώδους να είναι προσθετική για το μέγιστο μήκος. Στην ουρά δε, ο διαχωρισμός γίνεται σε μια πολύ στενή λωρίδα. Η εικόνα αυτή ισχύει για μικρή γωνία πρόσπτωσης. Για γωνίες μεγαλύτερες από μερικούς βαθμούς, η αύξηση της πίεσης δεν είναι ομαλή και έχουμε διαχωρισμό μεγάλης κλίμακας (δες Σχ. 5.28). Αυτό μπορεί να συμβεί και απότομα και θα δημιουργήσει απότομη πτώση στη δύναμη ανύψωσης.

			[image: ]

			Σχήμα 5.27: (α) Κατανομή της πίεσης (πάνω και κάτω) κατά μήκος του πτερυγίου για σταθερή ροή γύρω από κεκλιμένο πτερύγιο (β). 

			[image: ]

			Σχήμα 5.28: Διαχωρισμός ροής γύρω από πτερύγιο, με μεγάλη κλίση. 

			Η επιλογή της κατάλληλης κυκλοφορίας, με το κριτήριο Zukovskii, έχει επιβεβαιωθεί με την πολύ καλή συμφωνία, που υπάρχει ανάμεσα στην θεωρητική ανάλυση και τις πειραματικές μετρήσεις, για το διάγραμμα ροής και την κατανομή της πίεσης, καθώς και για την δύναμη ανύψωσης. Για ένα συμμετρικό πτερύγιο με μικρή γωνία πρόσπτωσης 

α

 (δες Σχ. 5.27α), το κριτήριο αυτό δίνει για την κυκλοφορία:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



K=πDUα





						
							
							(5.151)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά D είναι το μήκος που δείχνεται στο Σχ. 5.27β και ονομάζεται μήκος χορδής του πτερυγίου. Όπως και στον κύλινδρο, η δύναμη ανύψωσης, για πτερύγιο μήκους L, είναι 

FL=ρUKL

. Εδώ, υποθέσαμε ότι 

L≫D

, ώστε να χρησιμοποιήσουμε την προσέγγιση του άπειρου κυλίνδρου. Πάλι να τονίσουμε ότι η δύναμη αυτή δεν εξαρτάται από το πλάτος του πτερυγίου, παρά μόνο μέσω της κυκλοφορίας. Είναι χρήσιμο να εκφράσουμε την δύναμη ως αδιάστατη ποσότητα, διαιρώντας με την προσπίπτουσα δύναμη στην επιφάνεια 

S=DL

 και έχουμε τον συντελεστή ανύψωσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CL=FL12ρU2DL.





						
							
							(5.152)

						
					

				
			

			Ο όρος 

12ρU2

 έχει μονάδες πίεσης και αναφέρεται ως δυναμική πίεση. Με αντικατάσταση, για τη δύναμη ανύψωσης, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CL=2πα,





						
							
							(5.153)

						
					

				
			

			που ισχύει για μικρές γωνίες και μεγάλο μήκος. Πάνω από περίπου 

α=8o

, έχουμε διαχωρισμό της ροής λίγο μετά το μπροστινό κυκλικό τμήμα. Αυτό οδηγεί σε ελάττωση της δύναμης ανύψωσης και αύξηση της δύναμης αντίστασης. Στην περίπτωση αυτή, για να αξιολογήσουμε την απόδοση του πτερυγίου, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε το τούνελ ανέμου. Μια τέτοια μέτρηση φαίνεται στο Σχ. 5.29, όπου, μετά τις 

13o

, έχουμε πτώση της απόδοσης. Το σημείο αυτό ονομάζεται όριο stall και η πτώση οφείλεται στο διαχωρισμό που αναφέραμε προηγουμένως. Στην περίπτωση αυτή, η ισχύς (κυκλοφορία ) πέφτει απότομα και μπορεί να έχουμε απότομη πτώση, λόγω της απότομης μεταβολής της δύναμης ανύψωσης. H μέγιστη τιμή του συντελεστή ανύψωσης μπορεί να αυξηθεί, με αύξηση της διατομής του πτερυγίου ή δίνοντας ασυμμετρική μορφή ή κατασκευάζοντας σύνθετα πτερύγια με γωνία. Δυστυχώς όμως, αυτές οι αλλαγές αυξάνουν και την αντίσταση. Για αυτό, το πίσω μέρος του πτερυγίου είναι περιστρεφόμενο. Έτσι, κατά την απογείωση του αεροπλάνου, οπότε αυτό χρειάζεται σημαντική ανύψωση, είναι κατεβασμένα τα πτερύγια, ενώ κατά την πτήση ευθυγραμμίζονται, ώστε να μην έχουμε σημαντική αντίσταση. Αυτά τα πτερύγια χρησιμοποιούνται σχεδόν σε όλα τα αεροπλάνα. Αλλά, και το ασυμμετρικό πτερύγιο δίνει αυξημένη ανύψωση, διότι όπως φαίνεται στο σχήμα, έχουμε μεταβολή της κατεύθυνσης της ορμής, λόγω της δύναμης που ασκείται στο ρευστό, από την επιφάνεια του πτερυγίου. Επομένως, και το ρευστό ασκεί αντίθετη δύναμη, η οποία είναι προς τα πάνω. Μάλιστα, τα πτηνά έχουν αυτή την καμπυλομένη μορφή πτερυγίου. Εν γένει, το σχήμα του πτερυγίου είναι πολύ σημαντικό και υπάρχει μεγάλη ποικιλία.
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			Σχήμα 5.29: Συντελεστής ανύψωσης για τυπικό πτερύγιο. Η κρίσιμη γωνία είναι περίπου 

αc≈12∘

. Σύγκριση ανιξωδικής θεωρίας και πειράματος.

			Από την ανάλυση της δύναμης ανύψωσης σε πτερύγια, έγινε φανερό ότι πρέπει να επανέλθουμε στο πρόβλημα, αφού προηγουμένως εντρυφήσουμε στο πρόβλημα της ιξωδικής ροής και της δημιουργίας στροβίλου. Αυτό, κυρίως θα μας βοηθήσει να εκτιμήσουμε την κυκλοφορία γύρω από το πτερύγιο. Ταυτόχρονα όμως, για να εκτιμήσουμε την δύναμη, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις για αστρόβιλη και ανιξωδική ροή. Αυτό για απλά συμμετρικά σχήματα είναι εύκολο. Για πολύπλοκα σχήματα, απαιτούνται αριθμητικοί υπολογισμοί, αλλά, αν προσεγγίσουμε το πτερύγιο ως άπειρου μήκους, το πρόβλημα είναι δισδιάστατο και αυτό μπορεί να αντιμετωπιστεί με τεχνικές της μιγαδικής ανάλυσης, όπου φαίνεται ότι η δύναμη ανύψωσης δίνεται από την απλή σχέση, με την κυκλοφορία ανεξαρτήτου διατομής. Μάλιστα, το πρόβλημα του περιστρεφόμενου κυλίνδρου μπορεί να μας δώσει τη λύση για μια πληθώρα γεωμετρικών σχημάτων, αν βρούμε τον κατάλληλο μετασχηματισμό στο μιγαδικό επίπεδο, ώστε να μετατρέψουμε τον κύκλο σε άλλο γεωμετρικό σχήμα.

			

			
				
					99	Η εξίσωση Bernoulli ισχύει στη περίπτωση αστρόβιλης ροής, διότι δεν έχουμε έργο, λόγω στροβιλισμού και ανιξωδικής ροής, αφού δεν έχουμε ιξωδικές δυνάμεις. Και τα δύο αποτελούν προϋποθέσεις, για να ισχύει το θεώρημα Bernoulli.

				

				
					100	

				

				
					101	Επειδή έχουμε μόνο ακτινική ταχύτητα, δεν έχουμε επιτάχυνση σε άλλη κατεύθυνση. Επίσης, λόγω του ασυμπίεστου, έχουμε μεταβολή του μέτρου της ακτινικής ταχύτητας με την απόσταση από τον άξονα και έχουμε συνεισφορά στην επιτάχυνση, από τον όρο μεταφοράς.

				

				
					102	Η ύπαρξη του στροβίλου οδηγεί στην ιδιαιτερότητα του δυναμικού, να είναι πολλαπλή συνάρτηση της γωνίας . Δηλαδή, κάθε φορά που κάνουμε μια πλήρη περιστροφή, το δυναμικό ταχύτητας μεταβάλλεται κατά . Για αυτό περιοριζόμαστε στο διάστημα , ώστε η συνάρτηση  να είναι μονοσήμαντη.

				

				
					103	Δεν είναι απαραίτητο η διαδρομή να είναι κυκλική, αλλά ισχύει για οποιαδήποτε διαδρομή στο πεδίο του ελεύθερου στροβίλου.

				

				
					104	H τιμή βρίσκεται, με αντικατάσταση της (5.41), για το  της επιφάνειας αποκοπής στην (5.42) και με ελαχιστοποίηση, ως προς . Η γωνία μέγιστης ταχύτητας δίνεται από τη λύση της:

				

				
					105	Το αντίστοιχο Q, στο προηγούμενο παράδειγμα, για την πηγή με κυλινδρική συμμετρία, έχει διαφορετικές διαστάσεις. Εδώ το Q έχει διαστάσεις 

				

				
					106	H μορφή της σταθεράς, με  ακέραιο, βγαίνει από τη λύση των εξισώσεων, για τα πολυώνυμα Legendre. Ο αναγνώστης θα βρει λεπτομέρειες, σε πολλά βιβλία μαθηματικών μεθόδων επίλυσης διαφορικών εξισώσεων.

				

				
					107	Η (5.88), ούσα διαφορική εξίσωση δευτέρου βαθμού, έχει δύο λύσεις, από τις οποίες, όμως, μόνο η μία συγκλίνει για όλες τις γωνίες και, για να ικανοποιηθεί αυτό και για τα , πρέπει να είναι πεπερασμένο πολυώνυμο, που σημαίνει ότι η σταθερά  είναι ακέραιος αριθμός και παίρνει τιμές  με m<. Αλλιώς, έχουμε πρόβλημα απειρισμού για  (). Συχνά, χρησιμοποιούνται οι σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις, που ορίζονται ως:

					με την κατάλληλη κανονικοποίηση.

				

				
					108	H συμμετρία δεν αναφέρεται μόνο στη συμμετρία των επιφανειών (π.χ. στερεά σώματα στη ροή), αλλά και στη συμμετρία των οριακών συνθηκών, μακριά από στερεά σώματα.

				

				
					109	H γενική λύση περιλαμβάνει και όρους με  και , για , με αντίστοιχους συντελεστές A_m και B_m. Οι συναρτήσεις  απορρίπτονται, επειδή δεν ικανοποιούν την άρτια συμμετρία, ως προς  ελλείψει βαρύτητας. Η ακτινική συνάρτηση είναι της μορφής . Η οριακή συνθήκη στο άπειρο επιβάλλει  για . Η οριακή συνθήκη στην επιφάνεια της σφαίρας απαιτεί B_m=0 για , διότι τα  είναι γραμμικά ανεξάρτητα μεταξύ τους. Από την στιγμή, όμως, που βρήκαμε λύση που ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες, δεν απαιτείται η λεπτομερής ανάλυση, γιατί η λύση είναι μοναδική. Στα παραπάνω, υποθέσαμε, επίσης, ότι δεν έχουμε πηγή ακτινικής ροής κατανεμημένη στην επιφάνεια του κυλίνδρου ούτε και πηγή στροβιλισμού. Έτσι, παραλείπουμε τους αντίστοιχους όρους στο  στην (5.100). Υποθέσαμε, δηλαδή, ότι η κυκλοφορία στην επιφάνεια μηδενίζεται, ενώ η πηγή αποκλείστηκε από τον μηδενισμό της ακτινικής ταχύτητας στην επιφάνεια.
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			Ασκήσεις 

			Άσκηση 1

			Δείξτε ότι:

			α) οι συνθήκες για αστρόβιλη και ασυμπίεστη ροή (με σταθερή ταχύτητα U στο άπειρο), γύρω από ένα σταθερό κυκλικό κύλινδρο ακτίνας a, ικανοποιούνται από ένα δυναμικό ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			



ΦR,ϕ=UR+a2Rcosϕ.





			β) το αντίστοιχο δυναμικό, εκπεφρασμένο σε σφαιρικές συντεταγμένες για τη ροή γύρω από μία σφαίρα, είναι:

			



Φr,θ=Ur+12a3r2cosθ.





			Άσκηση 2

			Σε σφαιρικές συντεταγμένες 

r,θ,ϕ

, το δυναμικό ταχύτητας δίνεται από την σχέση:

			



Φ=-kr2P2cosθ=-12kr23cos2θ-1,





			που παριστά την αξονικά συμμετρική ροή, η οποία δημιουργείται από την υπέρθεση δύο ίσων και αντίθετων ρευμάτων. 

			α) Σχεδιάστε τις γραμμές ρεύματος σε ένα επίπεδο, που περιέχει τον άξονα συμμετρίας.

			β) Εάν μία στερεά σφαίρα, με ακτίνα r=α, τοποθετηθεί στην ροή , πώς θα μεταβληθεί το δυναμικό ταχύτητας; Υπολογίστε την κατανομή ταχυτήτων και πίεσης στην επιφάνεια της σφαίρας.

			γ) Αναφέρατε, σύντομα, σε ποιά σημεία θα διέφερε αυτή η ιδανική ροή από την ρεαλιστική.

			Άσκηση 3

			Δείξτε ότι το πεδίο ταχύτητας (σε δισδιάστατες πολικές συντεταγμένες 

R,ϕ

:

			



uR=-U1-a2R2cosϕ,



 



uϕ=U1+a2R2sinϕ+Γ2πr





			παριστά μία ασυμπίεστη και αστρόβιλη ροή, γύρω από ένα κυκλικό κύλινδρο ακτίνας a, με σταθερή ταχύτητα U στο άπειρο και κυκλοφορία 

Γ

, γύρω από τον κύλινδρο. Υπολογίστε την κατανομή πίεσης στην επιφάνεια του κυλίνδρου και δείξτε ότι η δύναμη ανύψωσης, ανά μονάδα μήκους, δίνεται από την σχέση 

D=-ρUΓ

.

			Άσκηση 4

			Θεωρείστε την ασυμπίεστη και άνευ ιξώδους ροή, γύρω από έναν κύλινδρο απείρου μήκους.

			α) Βρείτε την εξίσωση για τη συνάρτηση ροής 

Ψ

.

			β) Δείξτε ότι 

uR=1R∂Ψ∂ϕ

, 

uϕ=∂Ψ∂R

.

			Άσκηση 5

			[image: ]

			Στο βυθό της θάλασσας, έχουμε κατασκευάσει μία ημισφαιρική κατασκευή, για να παρακολουθούμε την κίνηση μεγάλων ψαριών (δες σχήμα).

			α) Ποιά είναι η κατανομή της πίεσης στην εξωτερική επιφάνεια του ημισφαιρίου;

			β) Ποιά είναι η ολική δύναμη και ροπή που ασκείται στην κατασκευή;

			Άσκηση 6

			[image: ]

			Άνεμος, σταθερής ταχύτητας U, ρέει γύρω (δισδιάστατη ροή) από ένα ημικυλινδρικό κτίριο (δες σχήμα)

			α) Υπολογίστε το πεδίο ταχύτητας, αν η ροή είναι αστρόβιλη και ασυμπίεστη.

			β) Υπολογίστε την καμπύλη 

gr,θ=0

, πάνω στην οποία η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας (v) είναι σταθερή.

			γ) Ισχύει η αρχή του Bernoulli; Αν ναι, υπολογίστε την πίεση στο χώρο και βρείτε το σημείο ελάχιστης και μέγιστης πίεσης.

			Άσκηση 7

			Διαλέξτε την ισχύ του δίπολου ροής, ώστε, μαζί με την σταθερή ροή, να μας δίνει ροή με ταχύτητα στο άπειρο 

10m/sec

, γύρω από ένα κύλινδρο ακτίνας 2m.

			Άσκηση 8

			Θεωρείστε ένα στρόβιλο ισχύος K>0 και ένα δίπολο ισχύος 

μ>0

, στην αρχή των αξόνων.

			α) Υπολογίστε το δυναμικό ταχύτητας και τη συνάρτηση ροής.

			β) Υπολογίστε τις συνιστώσες ταχύτητας σε καρτεσιανές και πολικές συντεταγμένες.

			γ) Σχεδιάστε τις ισο-ροϊκές και ισο-δυναμικές καμπύλες.

			Άσκηση 9

			Μία ευθύγραμμη πηγή στο (-1, 0) δίνει 

0.7m2/sec

, ενώ μία καταβόθρα στο σημείο (+2, 0) έχει διπλάσια ισχύ. Εάν η δυναμική πίεση στην αρχή των αξόνων είναι 7.0 kPa, βρείτε την ταχύτητα και δυναμική πίεση στο σημεία (0, 1) και (1, 1). 

ρ=1.24kg/m3

.

			Άσκηση 10

			Θεωρούμε πάλι το πρόβλημα σταθερής ροής, γύρω από πηγή και καταβόθρα, αλλά τώρα, αλλάζουμε τις θέσεις της πηγής και της καταβόθρας. Η πηγή τοποθετείται στη θέση (a,0) και η καταβόθρα στο (-a,0). Έχουν την ίδια ισχύ Q και η σταθερή ροή έχει ταχύτητα U_0>0 παράλληλα στον x-άξονα. Βρείτε τη σχέση ανάμεσα στην εκροή Q, το μήκος a και την ταχύτητα 

U0

, ώστε ρευστό, που βγαίνει από την πηγή, να μην καταλήγει στην καταβόθρα.

			Άσκηση 11

			Δείξτε ότι τα παρακάτω είναι λύσεις της εξίσωσης Laplace. 

			(ι) Εξηγείστε τί είδους πηγές περιγράφουν τα παρακάτω αστρόβιλα και ανιξωδικά πεδία, με δυναμικό ταχύτητας:

			α) 

ϕ=Qr



			β) 

ϕ=C∂∂x1r



			γ) 

ϕ=C∂∂s1r

, όπου 

ds

 είναι η μετατόπιση σε κάποια κατεύθυνση 

s→

.

			δ) 

ϕ=-Q2πlnR



			ε) 

ϕ=-kθ



			στ) 

ϕ=-Ux-q2πlnR



			ζ) 

ϕ=-q2πlnR1-lnR2

, όπου 

R1=|R→-i^|

, 

R2=|R→+i^|

.

			(ιι) Σχεδιάστε προσεγγιστικά τα αντίστοιχα πεδία για τα (α),(δ).

			(ιιι) Εξηγείστε για όλα, το φυσικό νόημα των διαφόρων σταθερών καθώς και πώς μπορούν να μετρηθούν, αν είναι δυνατόν.

			(ιιιι) Βρείτε τα σημεία αποκοπής, αν υπάρχουν. Εξηγείστε ποιά η σημασία τους. Για μία από αυτές τις περιπτώσεις, σχεδιάστε το αντίστοιχο πεδίο ταχύτητας.

			Άσκηση 12

			Θεωρείστε την αστρόβιλη και ανιξωδική ροή, που δημιουργείται από τη σταθερή ροή με ταχύτητα U γύρω από ένα ευθύγραμμο στρόβιλο, με σταθερή κυκλοφορία 

Γ

, που είναι τοποθετημένος παράλληλα και σε απόσταση b, μπροστά από ένα επίπεδο. Όπως φαίνεται στο σχήμα, η σταθερή ροή είναι στην x-κατεύθυνση, ο άξονας του στροβίλου είναι o z, με θετικό στροβιλισμό και η πλάκα έχει κάθετο στο y-άξονα και άπειρη έκταση.

			α) Βρείτε το δυναμικό ταχύτητας, για τη σύνθετη ροή, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες.

			β) Βρείτε τις συνιστώσες της ταχύτητας, σε όλο το πάνω ημιεπίπεδο και το μέτρο της ταχύτητας, στην επιφάνεια της πλάκας.

			γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση ροής 

Ψx,y

, για τη δισδιάστατη ροή και σχεδιάστε το διάγραμμα ροής.

			δ) Βρείτε τις συνθήκες, για τις οποίες έχουμε σημείο ηρεμίας, στην επιφάνεια της πλάκας.

			ε) Βρείτε την ολική δύναμη στην πλάκα, εάν δεν έχουμε βαρύτητα.

			στ) Σχολιάστε πώς διαφέρει η δύναμη ανύψωσης στον στρόβιλο, λόγω της ύπαρξης της πλάκας.

			Άσκηση 13

			Θεωρείστε μία σημειακή πηγή στον z-άξονα και στο σημείο z=-b και μία σημειακή καταβόθρα στο z=b, με ρυθμό ροής 

±Q

 αντίστοιχα. Βρείτε το δυναμικό ταχύτητας και στη συνέχεια, το πεδίο ταχύτητας. Στη συνέχεια, θεωρούμε το όριο 

b→∞

 και 

Q→∞

, αλλά κρατώντας το λόγο 

Qb

 σταθερό. Βρείτε το όριο του πεδίου ταχύτητας και περιγράψτε το σύντομα.

			Άσκηση 14

			Επαναλάβετε το προηγούμενο πρόβλημα, για την περίπτωση δύο ευθύγραμμων πηγών παράλληλα στον z-άξονα, που διέρχονται από τα σημεία 

x=±b

 αντίστοιχα του x-άξονα και έχουν ρυθμό ροής ανά μονάδα μήκους της πηγής 

±Q2

.

			Άσκηση 15

			Θεωρείστε μία ευθύγραμμη πηγή κατά μήκος του z-άξονα, με ισχύ 2m και δύο πηγές με ισχύ -m (δηλαδή δύο καταβόθρες), στις θέσεις 

x=±δ

 αντίστοιχα και παράλληλες προς την πρώτη. Θεωρείστε το όριο 

δ→0

, με τον περιορισμό ότι:

			



limδ→0δ2m=μ2,





			όπου 

μ2

 είναι πεπερασμένο. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής. Υπάρχει κλειστή γραμμή ροής που δεν περνά από το κέντρο των αξόνων;

			Άσκηση 16

			Θεωρείστε στο προηγούμενο πρόβλημα, ότι οι πηγές είναι σημειακές και κατά μήκος του z-άξονα, με ισχύ 2m στην αρχή των αξόνων και δύο πηγές με ισχύ –m, (δηλαδή δύο καταβόθρες) στις θέσεις 

z=±δ

, αντίστοιχα. Θεωρείστε πάλι το όριο 

δ→0

, με τον περιορισμό ότι:

			



limδ→0δ2m=μ2,





			όπου 

μ2

 είναι πεπερασμένο. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής.

			Άσκηση 17

			Θεωρείστε δύο ευθύγραμμες πηγές κατά μήκος του z-άξονα, στά σημεία 

x=±δ/2

, με ισχύ 

m

 αντίστοιχα και δύο πηγές με ισχύ -m (δηλαδή δύο καταβόθρες) στις θέσεις 

y=±δ/2

 αντίστοιχα και παράλληλες μεταξύ τους. Θεωρείστε το όριο 

δ→0

, με τον περιορισμό ότι

			

limδ→0δ2m=μ12

,

			όπου 

μ12

 είναι πεπερασμένο. Οι πηγές αυτές σχηματίζουν ένα τετράπολο ροής. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής.

			Άσκηση 18

			Θεωρείστε ότι οι πηγές στο προηγούμενο πρόβλημα είναι σημειακές. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής.

			Άσκηση 19

			Θεωρείστε τέσσερις σημειακές πηγές στά σημεία 

x=±δ/2

 και 

y=±δ/2

, με ισχύ m αντίστοιχα καί δύο πηγές με ισχύ 

-2m

 (δηλαδή δύο καταβόθρες), στις θέσεις 

z=±δ/2

 αντίστοιχα. Θεωρείστε το όριο 

δ→0

, με τον περιορισμό ότι:

			

limδ→0δ3m=μ123

,

			όπου 

μ123

 είναι πεπερασμένο. Σχεδιάστε το διάγραμμα ροής.

			Άσκηση 20

			Θεωρείστε μία δισδιάστατη ομογενή κατανομή πηγών, στην επιφάνεια ενός δίσκου ακτίνας a, με συνολική ισχύ M. Υπολογίστε την κατεύθυνση του πεδίου ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας και υπολογίστε το δυναμικό ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας. Από το δυναμικό ταχύτητας, σχεδιάστε το μέτρο της ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας, ως  συνάρτηση της απόστασης από το δίσκο.

			Άσκηση 21

			Δύο περιστρεφόμενοι κυλινδρικοί πύργοι, ύψους 15m και διαμέτρου 3m, χρησιμοποιούνται για την προώθηση ενός πλοίου, με τη βοήθεια του ανέμου και το φαινόμενο Magnus. Η ταχύτητα του ανέμου είναι 25 km/hour και οι κύλινδροι περιστρέφονται με 200 περιστροφές ανά λεπτό, ενώ η κατεύθυνση του ανέμου είναι 

60o

 από την γραμμή του πλοίου.

			α) Εκτιμήστε την ολική δύναμη προώθησης που ασκείται στους περιστρεφόμενους πύργους, για ιδανική ροή.

			β) Ποιός προσανατολισμός της σχετικής ταχύτητας του αέρα, θα μας δώσει τη μέγιστη δύναμη προώθησης στο πλοίο; Υπολογίστε αυτή τη δύναμη.

			Άσκηση 22

			Για την προώθηση ενός αεροπλάνου, χρησιμοποιούμε δύο κυλίνδρους και το φαινόμενο 

Magnus

 αντί των πτερυγίων, για να έχουμε την απαιτούμενη δύναμη ανύψωσης. Υπολογίστε το μήκος των κυλίνδρων L, ώστε να έχουμε τα παρακάτω χαρακτηριστικά και να είμαστε εν πτήσει. Ταχύτητα πτήσης U_0=300 km/hour, ύψος πτήσης 2km, μάζα αεροσκάφους 

5⋅106kg

, ακτίνα κυλίνδρου 2 m και γωνιακή ταχύτητα των κυλίνδρων 500 rpm. Από το ύψος πτήσης, υπολογίστε την πυκνότητα του αέρα, που μεταβάλλεται με το ύψος.

			Άσκηση 23

			Σε μία μελλοντική πόλη, στο μέσο της ερήμου σκέφτονται να αρχίσουν την κατασκευή τριών κυλινδρικών κτιρίων ύψους 

30m

 και διαμέτρου 

D1=5m, D2=2m, D3=2m

 αντίστοιχα. Ο πύργος 1 τοποθετείται στην αρχή των αξόνων και οι άλλοι δύο συμμετρικά στον y-άξονα, στις θέσεις -2, 6 και 2,6 αντίστοιχα. Οι κύριοι άνεμοι είναι βόρειοι, με ταχύτητα 30 m/sec. T=25 C, 

Patm=105Pa

.

			α) Σχεδιάστε ποιοτικά το χάρτη ροής (ισορροικές και ισοδυναμικές γραμμές) και εκτιμήστε την ταχύτητα ανέμου και την πίεση στα σημεία (-1,7), (1, 7) και (0,3).

			β) Πού είναι το σημείο μέγιστης ταχύτητας και ελάχιστης πίεσης;

			γ) Ποιά είναι η μέγιστη ταχύτητα μεταξύ των κυλίνδρων και σε ποιό σημείο;

			δ) Για τους παραπάνω υπολογισμούς, θεωρείστε με ποιές πηγές θα προσεγγίσετε το δυναμικό ταχύτητας.

			ε) Γράψτε τη συνάρτηση ροής και το δυναμικό ταχύτητας.

			στ) Για πραγματική ροή, ποιές είναι οι δυνάμεις αντίστασης πάνω στους πύργους;

		

	
		
			Κεφάλαιο 6

			Ιξώδης ροή σε Νευτωνικά υγρά

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό, εισάγουμε τα μαθηματικά που είναι απαραίτητα για την περιγραφή της ιξωδικής ροής με διατμητικές δυνάμεις. Με χρήση τανυστών, εισάγουμε τον τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης, που μας δίνει τη γεωμετρία της ροής (κινηματική), δίνοντας το φυσικό νόημα σε όλα τα στοιχεία και είναι χρήσιμος και για ανιξωδική ροή. Για τις δυνάμεις, εισάγουμε τον τανυστή τάσης, που συνδέεται γραμμικά, για Νευτωνικά ρευστά, με το τανυστή παραμόρφωσης. Εξάγουμε την εξίσωση Navier-Stokes (εξίσωσης ορμής) και την αντίστοιχη ενέργειας, με χρήση τανυστικού συμβολισμού. Εξετάζουμε τις προσεγγίσεις και δίνουμε το φυσικό νόημα των διαφόρων όρων στις εξισώσεις ιξωδικής ροής. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Chorlton (1976), White (2005), Hughes (1979), Tritton (1988), Liggett (1994), Granger (1995).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Διαφορικός λογισμός πολλών μεταβλητών. Τανυστές και πράξεις με τανυστές είναι απαραίτητοι, όταν έχουμε ιξωδικές δυνάμεις που έχουν εφαπτομενικές συνιστώσες σε επιφάνειες. Εδώ, δίνουμε έναν φυσικό αλλά και χρηστικό ορισμό των τανυστών. Στοιχεία θερμοδυναμικής. 

			6.1 Εισαγωγή

			Στο πρόβλημα της ροής γύρω από ένα πτερύγιο, φαίνεται, από τις οπτικές παρατηρήσεις, ότι το πεδίο ταχύτητας και οι γραμμές ροής συμφωνούν με τις προβλέψεις τις ανιξωδικής ροής. Ειδικότερα, το υγρό, το οποίο είναι κοντά στο πτερύγιο, φαίνεται ότι διολισθαίνει κατά μήκος της περιφέρειας του πτερυγίου. Αν κοιτάξουμε όμως πιο προσεκτικά, θα δούμε ότι υπάρχει ένα λεπτό στρώμα, που ονομάζεται οριακό στρώμα, μέσα στο οποίο γίνεται η μετάβαση από τη μη διολίσθηση στην επιφάνεια του πτερυγίου στην φαινομενικά ανιξωδική ροή έξω από το στρώμα αυτό. Στο εσωτερικό αυτού του στρώματος, το ιξώδες είναι πολύ σημαντικό, αν και στο υπόλοιπο μέρος της ροής, εκτός οριακού στρώματος, η επίδραση του ιξώδους είναι αμελητέα.

			[image: ]

			Σχήμα 6.1: Ροή γύρω από κυκλικό κύλινδρο για δύο διαφορετικές τιμές του αριθμού Reynolds: (α)Re= 1, (β)Re= 10.

			Είδαμε επίσης, για τη ροή χωρίς ιξώδες γύρω από ένα σταθερό κύλινδρο, το παράδοξο, ότι δηλαδή δεν ασκείται δύναμη στον κύλινδρο, από το προσπίπτον ρευστό. Η αντίθεση με την παρατηρούμενη συμπεριφορά απαιτεί επίσης την εισαγωγή του ιξώδους. Αυτό όχι μόνο εισάγει στροβιλισμό, όπως και στην περίπτωση του πτερυγίου, αλλά και για όμοιες ταχύτητες με το πρόβλημα του πτερυγίου έχουμε πολύ διαφορετική συμπεριφορά. Παρατηρείται ένας αποχωρισμός του οριακού στρώματος από την επιφάνεια του κυλίνδρου και η δημιουργία μιας σκοτεινής περιοχής (wake) που είναι γεμάτη στροβίλους. Αυτό ήδη το προβλέψαμε στη συζήτηση για τις αδυναμίες της ροής δυναμικού. Ειδικότερα, για το παράδειγμα της ροής γύρω από σφαίρα, είδαμε ότι η πίεση μεταβάλλεται σημαντικά στην επιφάνεια της σφαίρας. Στο σημείο ηρεμίας A του Σχ. 5.16, η πίεση στη ροή δυναμικού έχει ένα τοπικό μέγιστο, στη συνέχεια έχουμε ελάχιστο στο σημείο B και μέγιστο πάλι στο σημείο C με 

Pc=Pa

. Αυτή η διαφορά πίεσης μεταξύ B και C τείνει να επιταχύνει το ρευστό μακριά από την γωνία 

θ=0

 και να οδηγήσει στον διαχωρισμό, όπως θα δούμε αναλυτικότερα στο Κεφ. 8. Φυσικά, το πτερύγιο είναι ειδικά σχεδιασμένο, ώστε να αποφύγουμε μεγάλης κλίμακας διαχωρισμό. Σε αυτό βοηθά το αεροδυναμικό σχήμα, όπου η αρνητική μεταβολή της πίεσης προς το πίσω άκρο του πτερυγίου γίνεται ομαλά και ο διαχωρισμός του οριακού στρώματος συμβαίνει σχεδόν στο άκρο. Αυτά ισχύουν, εφόσον η γωνία πρόσπτωσης δεν είναι μεγάλη. Εάν η γωνία πρόσπτωσης αυξηθεί μερικές μοίρες, τότε στο πίσω μέρος της πτέρυγας έχουμε διαχωρισμό.

			[image: ]

			Σχημα 6.2: Παρατήρηση ροής γύρω από κυκλικό κύλινδρο για Re= 40.

			Η ροή γύρω από έναν κύλινδρο εξαρτάται καθοριστικά από τον αριθμό Re για τη ροή. Στο Σχ. 6.1 παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα για δύο διαφορετικές τιμές του Re, που αντιστοιχούν σε σχετικά χαμηλό αριθμό (Re =1) στο (α) και (Re=10) στο (β). Το διάγραμμα ροής στο (α) μας θυμίζει το αντίστοιχο για ανιξωδική ροή (Σχ. 5.27), όσον αφορά στη συμμετρία. Εδώ όμως, η επίδραση του ιξώδους είναι σημαντική και περιμένουμε μη μηδενική δύναμη στον κύλινδρο. Αυτό εξηγείται, διότι όπως θα δούμε παρακάτω, συμμετρία στο διάγραμμα ροής, για ιξωδική ροή, δεν συνεπάγεται και συμμετρία στην πίεση και τούτο συμβαίνει, διότι δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα Bernoulli για ιξωδική ροή. Η συμμετρία στο διάγραμμα ροής χάνεται για υψηλότερο αριθμό Re στο (β). Μάλιστα το διάγραμμα ροής παρουσιάζει μεγάλη ποικιλία καθώς μεταβάλλουμε τον αριθμό Re. Στο Σχ. 6.2 παρουσιάζουμε τη ροή για Re= 40, όπου στο πίσω μέρος παρατηρούμε μεγάλης κλίμακας στροβίλους. Η παρατήρηση αυτή έγινε με επάλειψη του κυλίνδρου με χρωματισμένο υλικό, το οποίο ακολουθεί τη γραμμή ροής, που είναι εφαπτόμενη του κυλίνδρου. Στη περίπτωση αυτή βλέπουμε και διαχωρισμό.

			Στα δύο παραπάνω παραδείγματα, η εισαγωγή του ιξώδους όχι μόνο αλλάζει την φυσική εικόνα της ροής, αλλά μπορεί να δώσει πολύ διαφορετικά αποτελέσματα από αυτά που έχουμε για 

μ=0

. Για να δώσουμε μία ποιοτική ερμηνεία των φαινομένων αυτών, πρέπει να γράψουμε τις εξισώσεις διατήρησης της ορμής και για την περίπτωση της ιξωδικής ροής. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να βρούμε τις ιξωδικές δυνάμεις, οι οποίες εξαρτώνται από τον ρυθμό παραμόρφωσης στοιχείων όγκου ρευστού, που συνεπάγεται διολίσθηση στρωμάτων ρευστού. Για το παράδειγμα της διολίσθησης μίας πλάκας πάνω από στρώμα ρευστού (δες Σχ. 2.7), η σχέση μεταξύ της διατμητικής δύναμης και βαθμίδας ταχύτητας (που συνδέεται με τον ρυθμό παραμόρφωσης), όπως βγήκε από πειραματικές μετρήσεις, είναι απλή. Εν γένει, η σχέση ανάμεσα στην τάση και τον ρυθμό παραμόρφωσης είναι πολύπλοκη και αποτελεί μία καταστατική σχέση που χαρακτηρίζει το κάθε ρευστό. Εδώ θα περιοριστούμε σε περιπτώσεις όπου η σχέση αυτή είναι γραμμική. Στην περίπτωση αυτή, το υγρό χαρακτηρίζεται ως Νευτωνικό. Και για την απλή αυτή περίπτωση, πρέπει να εισάγουμε τανυστές και να εξετάσουμε τί είδους πεδία ταχύτητας μας δίνουν σχετική κίνηση δύο στρωμάτων ρευστού, ώστε να αναπτύσσονται οι ιξωδικές δυνάμεις. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, αυτό δεν είναι ένα απλό πρόβλημα. Η μελέτη θα γίνει στα πλαίσια του συνεχούς μέσου σε μακροσκοπική κλίμακα, αν και ο υπολογισμός της σταθεράς του ιξώδους απαιτεί μία στατιστική ατομιστική προσέγγιση. Μάλιστα, για αραιά αέρια, οι μακροσκοπικές ιξωδικές δυνάμεις μπορεί να θεωρηθεί ότι οφείλονται στην ανταλλαγή ορμής μεταξύ σωματιδίων στην ιδεατή επιφάνεια ή ακόμη και ανταλλαγή σωματιδίων δια μέσω της επιφάνειας. Επειδή η πυκνότητα παραμένει σταθερή, περιμένουμε ότι τα σωματίδια που διαπερνούν μία επιφάνεια από πάνω, για τη βαθμίδα ταχύτητας του σχήματος 2.6, έχουν μεγαλύτερη ταχύτητα από αυτά που την διαπερνούν αντίστροφα. Αυτό ισοδυναμεί σε μία καθαρή μεταφορά ορμής από τα πάνω προς τα κάτω και, επειδή έχουμε ελάττωση της ορμής επάνω, περιμένουμε ότι η δύναμη της τριβής στο πάνω ρευστό είναι αντίστροφα προς τη βαθμίδα, ενώ στο κάτω ρευστό στην κατεύθυνση της βαθμίδας. Αυτό είναι αναμενόμενο, διότι οι δύο δυνάμεις είναι εσωτερικές και ίσες και αντίθετες.

			6.2 Ρυθμός παραμόρφωσης και τάση σε δισδιάστατη ροή

			Στο μεγαλύτερο μέρος των προηγούμενων κεφαλαίων υποθέσαμε ότι έχουμε ιδανικό υγρό , υπονοώντας ότι, κάτω από ορισμένες συνθήκες, το ιξώδες μπορεί να θεωρηθεί αμελητέο και το κριτήριο για αυτό είναι ο αριθμός Reynolds. Αυτό σημαίνει ότι, αν θεωρήσουμε ένα ρευστό σωματίδιο, που περικλείεται σε μία σφαιρική επιφάνεια, επιτρέπουμε μόνο κάθετες δυνάμεις στην επιφάνεια, λόγω της πίεσης η οποία είναι ισοτροπική. Σύμφωνα δε με τον νόμο Bernoulli, η πίεση P εξαρτάται μόνο από το μέτρο της ταχύτητας στο ίδιο σημείο, υπό ορισμένες συνθήκες ανιξωδικής, αστρόβιλης και μόνιμης ροής. Έχουμε κάνει, λοιπόν, μια σημαντική απλοποίηση, ενώ αναμένουμε ότι οι δυνάμεις τριβής, λόγω του ιξώδους, είναι διατμητικές και ως εκ τούτου, τείνουν να στρέψουν ένα ρευστό σωματίδιο και να εισάγουν στροβιλισμό. Για να είμαστε πιο ακριβείς, διαχέουν τον στροβιλισμό σε περιοχές όπου δεν υπήρχε, όπως θα δούμε. Yπάρχουν και κάθετες στην επιφάνεια τάσεις, λόγω του ιξώδους. Αυτές όμως, δεν πρέπει να συγχέονται με την επιπλέον συνεισφορά της πίεσης.

			[image: ]

			Σχήμα 6.3: Ρυθμός παραμόρφωσης: (α) 

s21

 λόγω ροής με ταχύτητα 

u1x2

 και (β) 

s12

 με ταχύτητα ροής 

u2x1

.

			Στο δεύτερο κεφάλαιο είδαμε ότι, όταν έχουμε ροή υγρού ανάμεσα σε δύο πλάκες (κάτω ακίνητη, πάνω κινείται υπό την επίδραση διατμητικής τάσης), με βαθμίδα ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s21≡∂u1∂x2,





						
							
							(6.1)

						
					

				
			

			η τάση είναι ανάλογη του ρυθμού παραμόρφωσης (Νευτωνικό υγρό), και δίνει δύναμη στην 

x1

 -κατεύθυνση, ανά μονάδα επιφάνειας (με κάθετο στην επιφάνεια στην 

x2

 -κατεύθυνση), 

σ21=μ∂u1∂x2

, όπου 

μ

 είναι ο συντελεστής διατμητικού ιξώδους. Η σχέση αυτή, όπως θα αναμέναμε, μας λέει ότι, αν 

u1

 =σταθερά, τότε δεν υπάρχει διατμητική τάση, ενώ αν αντιστρέψουμε την ταχύτητα 

u1

 τότε αλλάζει φορά και η αντίστοιχη τάση. Για τη ροή με πεδίο ταχύτητας 

u1x2,0,0

, έχουμε μόνο ολίσθηση ανάμεσα σε οριζόντιες επιφάνειες (δες Σχ. 6.3α) και επομένως, οι δυνάμεις του ιξώδους είναι μόνο στην 

x1-

 κατεύθυνση.

			Ας παρατηρήσουμε τη ροή του Σχ. 6.3α, όπου βλέπουμε μετά από χρόνο 

δt

 την παραμόρφωση ενός στοιχειώδους τετραγώνου ρευστού (σε χρόνο t=0), ενώ ταυτόχρονα μετατοπίζεται με την ταχύτητα 

u1

. Παραλείποντας τη μετατόπιση, η μεταβολή αποτελείται από:

			
					μία στροφή κατά γωνία δφ μεταξύ των διαγωνίων του αρχικού τετραγώνου και του ρόμβου, μετά την παραμόρφωση κατά μήκος της ροής.

					μία πραγματική παραμόρφωση (μεταβολή του σχήματος) από τετράγωνο σε ρόμβο, που συνεπάγεται και διολίσθηση μεταξύ στρωμάτων υγρού.

			

			Με το ίδιο σκεπτικό, μπορούμε να πούμε ότι, αν έχουμε ροή με 

x2

 -συνιστώσα της ταχύτητας, που εξαρτάται από την 

x1

 -συντεταγμένη, τότε υπάρχει και η αντίστοιχη βαθμίδα ταχύτητας (δες Σχ. 6.3β):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s12=∂u2∂x1,





						
							
							(6.2)

						
					

				
			

			που μας δίνει δύναμη στην 

x2

 -κατεύθυνση ανά μονάδα επιφάνειας (με κάθετη επιφάνειας στην 

x1

 -κατεύθυνση) με την αντίστοιχη παραμόρφωση που φαίνεται στο σχήμα. Η σταθερά ιξώδους 

μ

 είναι η ίδια αν θεωρήσουμε ότι το υγρό είναι ισοτροπικό και επομένως ο ίδιος ρυθμός παραμόρφωσης (μέτρο) δίνει την ίδια τάση (μέτρο).

			Η εικόνα λοιπόν που παρουσιάζεται στο σχήμα 6.3 δε δείχνει μόνο διατμητική κίνηση, αλλά και περιστροφική. Αυτό φαίνεται πιο καθαρά, αν συνδυάσουμε τις δύο ροές, δηλαδή 

u→=u1x2,u2x1,0

 και θεωρήσουμε τις παρακάτω ταυτότητες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u1∂x2=12∂u1∂x2-∂u2∂x1+12∂u1∂x2+∂u2∂x1,





						
							
							(6.3)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u2∂x1=12∂u2∂x1-∂u1∂x2+12∂u2∂x1+∂u1∂x2,





						
							
							(6.4)

						
					

				
			

			όπου ο πρώτος όρος στις δύο εξισώσεις δίνει τη μέση γωνιακή ταχύτητα 

ω3

 περιστροφής του υγρού γύρω από το 

x3

 -άξονα (δες κεφ.3). Έτσι, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s21=∂u1∂x2=-ω3+12∂u1∂x2+∂u2∂x1,





						
							
							(6.5)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



  s12=∂u2∂x1= ω3+12∂u1∂x2+∂u2∂x1,





						
							
							(6.6)

						
					

				
			

			όπου 

ω3

 είναι η 

x3-

 συνιστώσα του:

			



ω→=12∇→×u→≡12ζ→.





			Έτσι λοιπόν, μπορούμε να πούμε ότι οι δύο βαθμίδες ταχύτητας αποτελούνται από δύο διαφορετικούς όρους. Ο πρώτος δηλώνει περιστροφή, η οποία είναι αντίθετη στις δυο περιπτώσεις, ενώ ο δεύτερος έχει την ίδια συνεισφορά στην παραμόρφωση του παραλληλογράμμου του σχήματος.

			Για τις δισδιάστατες ροές του Σχ. 6.3, οι γωνιακές ταχύτητες της παραμόρφωσης είναι ανάλογες των 

-∂u1/∂x2

 και 

∂u2/∂x1

, διότι οι δύο βαθμίδες ταχύτητας δίνουν αντίθετη φορά περιστροφής. Ας θεωρήσουμε τώρα μία γενικότερη δισδιάστατη ροή με 

u→=u1x1,x2,u2x1,x2,0

. Εάν στη ροή συνυπάρχουν οι δύο βαθμίδες, τότε η περιστροφή ενός σωματιδίου είναι ανάλογη της διαφοράς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∂u1∂x2+∂u2∂x1.





						
							
							(6.7)

						
					

				
			

			Εάν δε, συμβεί:

			



ω3=0    ή   ∂u1∂x2=∂u2∂x1,





			τότε έχουμε μόνο παραμόρφωση, χωρίς να έχουμε περιστροφή, και, όπως φαίνεται και στο σχήμα 6.4α, οι διαγώνιοι του τετραγώνου αλλάζουν μέγεθος αλλά όχι κατεύθυνση. Ταυτόχρονα, επειδή το υγρό είναι ασυμπίεστο, το εμβαδόν του ρόμβου παραμένει το ίδιο με αυτό του τετραγώνου. Εάν, όμως, έχουμε:

			



ω3≠0   η   ∂u1∂x2≠∂u2∂x1,





			τότε έχουμε και περιστροφή. Αν θα έχουμε ταυτόχρονα και παραμόρφωση ή μη, εξαρτάται από το αν:

			



∂u1∂x2+∂u2∂x1≠0,





			ή μηδενίζεται (δες σχ. 6.4 β-γ).

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔιατμητικήΠεριστροφήΠεριστροφήπαραμόρφωσηχωρίςκαιχωρίς περιστροφήπαραμόρφωσηπαραμόρφωση∂u1∂x2-∂u2∂x1=0    ∂u1∂x2-∂u2∂x1≠0  ∂u1∂x2-∂u2∂x1≠0∂u1∂x2+∂u2∂x1≠0 ∂u1∂x2+∂u2∂x1=0     ∂u1∂x2+∂u2∂x1≠0





						
							
							(6.8)
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			Σχήμα 6.4: Διαχωρισμός περιστροφής και παραμόρφωσης: (α) παραμόρφωση, (β) περιστροφή και (γ) παραμόρφωση με περιστροφή.

			Είναι προφανές ότι στην περίπτωση (β) του Σχ. 6.4, που έχουμε μόνο περιστροφή του στοιχείου ρευστού γύρω από τον άξονά του, δεν έχουμε διολίσθηση στρωμάτων του ρευστού και ως εκ τούτου, δεν υπάρχει διατμητική τάση. Αντίθετα, στην περίπτωση (α), η παραμόρφωση (αλλαγή σχήματος χωρίς περιστροφή της διαγωνίου) συνεπάγεται μόνο διολίσθηση στρωμάτων και επομένως διατμητική τάση. Στο (γ) έχουμε αλλαγή σχήματος, αλλά και ταυτόχρονη περιστροφή του. Εδώ λοιπόν, θα πρέπει να συνδέσουμε μόνο το μέρος της πραγματικής παραμόρφωσης με τις διατμητικές τάσεις. Να παρατηρήσουμε ότι η περίπτωση που έχουμε μόνο περιστροφή είναι σπάνια. Αυτό π.χ. συμβαίνει στον εξαναγκασμένο στρόβιλο, όπου τα σωματίδια του υγρού περιστρέφονται με την ίδια γωνιακή ταχύτητα μαζί με το δοχείο, χωρίς παραμόρφωση. Αλλά αυτό είναι μία ειδική περίπτωση, καθότι, αν είμαστε στο σύστημα αναφοράς που περιστρέφεται μαζί με το δοχείο, τότε δεν έχουμε καθόλου ροή. Φυσικά, για να εξηγήσουμε το φαινόμενο στο περιστρεφόμενο σύστημα, πρέπει να εισάγουμε μη αδρανειακές δυνάμεις.

			Πρέπει όμως, να πούμε ότι εν γένει η παραμόρφωση δεν είναι αποτέλεσμα του ιξώδους και είναι δυνατόν να συμβεί ακόμη και σε μη ιξωδική ροή. Ας θεωρήσουμε τη ροή ενός υγρού σε ένα καμπυλωμένο σωλήνα (Σχ. 6.5). Αν δεν έχουμε τριβή, τότε η ταχύτητα στην καμπή αυξάνει από τα μέσα προς τα έξω και προσεγγιστικά έχουμε για την ταχύτητα 

u∼1R

, όπου R είναι η ακτινική απόσταση στην καμπή. Έτσι, η εσωτερική πλευρά του στοιχειώδους ορθογωνίου ταξιδεύει γρηγορότερα από την εξωτερική και επομένως, έχουμε διατμητική παραμόρφωση, που είναι ανάλογη της διαφοράς ταχύτητας ανάμεσα στις δύο πλευρές.

			[image: ]

			Σχήμα 6.5: Ανιξωδική ροή σε καμπή με παραμόρφωση.

			Εάν η ροή είναι αστρόβιλη, τότε στις (6.5 και 6.6) θά βάλουμε τον περιορισμό, ότι στη ροή δεν έχουμε περιστροφή. Αυτό συνεπάγεται ότι οι αντίστοιχες διατμητικές δυνάμεις θα δίνουν μηδενικές συνολικές ροπές, ώστε και η μέση γωνιακή ταχύτητα περιστροφής να είναι μηδέν. Για αυτό η διατμητική τάση π.χ που ασκείται στην 1-επιφάνεια στην 2-κατεύθυνση πρέπει να είναι ίση με αυτή που ασκείται στην 2-επιφάνεια στην 1-κατεύθυνση. Αυτό θα συμβεί, αν ορίσουμε τη διατμητική τάση, μόνο συναρτήσει της πραγματικής παραμόρφωσης, που είναι η ίδια και για τις δύο εξισώσεις (6.5) και (6.6). Η απλή περιστροφή δεν μπορεί να δώσει εσωτερική τριβή, διότι απλούστατα δεν έχουμε τη διολίσθηση μεταξύ δύο στρωμάτων του υγρού. Η αντίσταση, λόγω της τριβής διολίσθησης, προέρχεται μόνο από το συμμετρικό μέρος του 

s12

 ή 

s21

, δηλαδή τον ρυθμό πραγματικής παραμόρφωσης που ισούται με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙12=12∂u1∂x2+∂u2∂x1,





						
							
							(6.9)

						
					

				
			

			ώστε 

ε˙12=ε˙21

. Οι ρυθμοί αυτοί παραμόρφωσης οφείλονται σε τάσεις 

τ12

 και 

τ21

, που ασκούνται αντίρροπα στις επιφάνειες 1 και 2 αντίστοιχα, στις κατευθύνσεις 2 και 1 αντίστοιχα. Αργότερα, θα δούμε ότι οι τάσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ12=2με˙12=μ∂u1∂x2+∂u2∂x1,





						
							
							(6.10)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ21=2με˙21=μ∂u2∂x1+∂u1∂x2,





						
							
							(6.11)

						
					

				
			

			ώστε: 

τ12=τ21

.

			Από τα παραπάνω, φαίνεται ότι στη ροή πρέπει να διαχωρίσουμε την κίνηση των ρευστών σωματιδίων σε μετατόπιση, περιστροφή και παραμόρφωση του σχήματος του σωματιδίου. Αυτή η πληροφορία είναι κρυμμένη στο πεδίο ταχύτητας, εφόσον αυτό μας είναι γνωστό. Αυτό επιτυγχάνεται με τη λύση των εξισώσεων διατήρησης ορμής, αφού προηγουμένως συμπεριλάβουμε τις δυνάμεις λόγω του ιξώδους, οι οποίες εξαρτώνται από βαθμίδες του πεδίου ταχύτητας και ειδικότερα από συνδυασμό βαθμίδων που μας δίνουν αλλαγή του σχήματος. Τα σχόλια αυτά καθορίζουν πώς πρέπει να προχωρήσουμε στη μελέτη της ιξωδικής ροής, ακολουθώντας τα παρακάτω τρία βήματα.

			α) Στην κινητική περιγραφή της ροής, να διαχωρίσουμε στις τρεις διαστάσεις την παραμόρφωση, που ορίζεται με τον τανυστή παραμόρφωσης, από την περιστροφή των σωματιδίων, που ορίζεται με τον τανυστή περιστροφής. Η εισαγωγή του τανυστή παραμόρφωσης, για την περιγραφή της αλλαγής σχήματος, είναι αναγκαία, λόγω της πολυπλοκότητας της παραμόρφωσης.

			β) Να περιγράψουμε τις δυνάμεις που ασκούνται στις επιφάνειες, επεκτείνοντας τον αντίστοιχο ορισμό λόγω της πίεσης, όπου οι δυνάμεις ήταν πάντα κάθετες στην επιφάνεια. Εδώ, οι ιξωδικές δυνάμεις έχουν και συνιστώσα παράλληλη στην επιφάνεια. Αυτό μας υποχρεώνει να ορίσουμε τις δυνάμεις μέσω του τανυστή της τάσης.

			γ) Να συνδέσουμε τις ιξωδικές δυνάμεις με την παραμόρφωση. Αυτό είναι απαραίτητο, ώστε να απαλείψουμε από την εξίσωση ορμής τον τανυστή της τάσης, συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας.

			Τη διαδικασία αυτή θα ακολουθήσουμε στη συνέχεια, δίνοντας όλες τις απαραίτητες λεπτομέρειες.

			 6.3 Τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης
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			Σχήμα 6.6: Πεδίο ταχύτητας στον χώρο σε σταθερό χρόνο σε δυο κοντινά σημεία στο χώρο.

			Για να γενικεύσουμε τα προηγούμενα σε τρισδιάστατη ροή, θα αναφερθούμε στο Σχ. 6.6, όπου παρατηρούμε την ταχύτητα του ρευστού σε δύο κοντινά σημεία την ίδια χρονική στιγμή. Στο σημείο 

r→

 η ταχύτητα είναι 

u→

, ενώ στο γειτονικό σημείο 

r→+Δr→

 η ταχύτητα είναι 

u→+Δu→

. Αν θεωρήσουμε ότι η ταχύτητα είναι ομαλή συνάρτηση στον χώρο110, τότε μπορούμε να αναπτύξουμε την ταχύτητα σε οποιοδήποτε σημείο, και ειδικότερα την ταχύτητα στο σημείο 

r→+Δr→

, σε σειρά Taylor γύρω από το σημείο 

r→

. Εφόσον το 

Δr→

 είναι ελάχιστο, και κρατώντας όρους μέχρι πρώτης τάξης ως προς τις συνιστώσες του, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→r→+Δr→≡u→r→+Δu→r→=u→r→+∑j=13∂u→∂xjΔxj,





						
							
							(6.12)

						
					

				
			

			όπου 

Δxj

 είναι η j-συνιστώσα του 

Δr→

 σε καρτεσιανές συντεταγμένες, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δr→=∑jΔxje^j.





						
							
					

				
			

			Για τη διαφορά ταχύτητας ανάμεσα στα δύο σημεία, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δu→r→=∑j∂u→∂xjΔxj,





						
							
							(6.13)

						
					

				
			

			η οποία γράφεται και σε διανυσματική μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δu→r→=Δr→⋅∇→u→≡∑jiΔxj∂ui∂xje^i.





						
							
							(6.14)

						
					

				
			

			Για την i-συνιστώσα, μπορούμε να γράψουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δuir→=∑j∂ui∂xjΔxj.





						
							
							(6.15)

						
					

				
			

			Βλέπουμε λοιπόν, ότι η διαφορά ταχύτητας ανάμεσα σε δύο γειτονικά σημεία (και κατ’ επέκταση και σε μη γειτονικά σημεία ) ορίζεται πλήρως, αν γνωρίζουμε τις ποσότητες 

∂ui∂xj

, για i,j =1,2,3, δηλαδή τις βαθμίδες των τριών συνιστωσών της ταχύτητας. Οι εννιά αυτές ποσότητες ορίζουν και τους ρυθμούς παραμόρφωσης και μπορούμε να τις γράψουμε σε ένα πίνακα, που ονομάζεται πίνακας βαθμίδας ταχύτητας 111:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uij≡∂ui∂xj=∂u1∂x1∂u1∂x2∂u1∂x3∂u2∂x1∂u2∂x2∂u3∂x3∂u3∂x1∂u3∂x2∂u3∂x3.





						
							
							(6.16)

						
					

				
			

			Η (6.13) μπορεί να γραφεί και ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δuir→=∑j12∂ui∂xj+∂uj∂xi+12∂ui∂xj-∂uj∂xiΔxj,





						
							
							(6.17)

						
					

				
			

			όπου σε κάθε όρο του αθροίσματος στην (6.17), προσθέσαμε και αφαιρέσαμε τον ίδιο όρο, δηλαδή 

∂uj∂xi

, έτσι ώστε μέσα στις αγκύλες 

.......

 έχουμε χωρίσει το 

∂ui∂xj

 σε συμμετρικό και αντισυμμετρικό μέρος ως προς την ανταλλαγή των δεικτών i και j. Ορίζουμε, λοιπόν, τους τανυστές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙ij=12∂ui∂xj+∂uj∂xi,  ε˙ij=ε˙ji,





						
							
							(6.18)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



         Ωij=12∂ui∂xj-∂uj∂xi,  Ωij=-Ωji





						
							
							(6.19)

						
					

				
			

			για i,j=1,2,3. O συμμετρικός τανυστής 

ε˙ij

 ονομάζεται τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης. Ο δε αντισυμμετρικός (

Ωij=-Ωji

) τανυστής 

Ωji

 συνδέεται με περιστροφή και ονομάζεται τανυστής περιστροφής. Π.χ. το στοιχείο 

Ωji

 είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του ρευστού στο σημείο 

r→+Δr→

 γύρω από το ρευστό στο σημείο 

r→

, για αυτό και ονομάζεται τανυστής περιστροφής. H (6.12) μπορεί να γραφεί με τις συνιστώσες ως:

			



uir→+Δr→=uir→+∑j ε˙ijΔxj+∑jΩijΔxjμετατόπιση+παραμόρφωση+περιστροφή





			που συνοψίζεται σχηματικά στο διάγραμμα 6.7.

			[image: ]

			Σχήμα 6.7: Σχηματικός διαχωρισμός της κίνησης ενός στοιχειώδους σώματος ρευστού: α) Μετατόπιση, β) Περιστροφή, γ) Παραμόρφωση, δ)Παραμόρφωση με μεταβολή επιφάνειας.

			Λόγω του αντισυμμετρικού χαρακτήρα του τανυστή 

Ωij

, μπορούμε να ορίσουμε από τα τρία ανεξάρτητα στοιχεία του τανυστή, το διάνυσμα 112:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω→=Ω23,Ω31,Ω12,





						
							
							(6.20)

						
					

				
			

			ή αντιστρόφως:

			



Ωij=∑kϵijkωk,





			όπου το τανυστικό σύμβολο 

ϵijk

 είναι διάφορο του μηδενός, μόνο αν οι τρεις δείκτες είναι διαφορετικοί μεταξύ τους, και ορίζεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϵijk=0αν  δύο ή τρεις δείκτες ίδιοι1ijk  άρτια μετάθεση των 123-1ijk περιττή μετάθεση των 123.





						
							
							(6.21)

						
					

				
			

			Με τον ορισμό του τανυστή 

ϵijk

, η (6.20) ξαναγράφεται για την i-συνιστώσα ως:

			



ωi=∑j,kϵijkΩjk≡ϵijkΩjk,





			όπου οι διπλοί δείκτες i και j στον συμβολισμό Einstein συνεπάγεται άθροιση ως προς j και k.

			Από τον ορισμό του στροβιλισμού και τις σχέσεις (6.19) και (6.20), βλέπουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω→=12∇→×u→





						
							
							(6.22)

						
					

				
			

			και το οποίο βεβαιώνει την ορθότητα της επιλογής του 

ω→

 ως γωνιακή ταχύτητα, σύμφωνα με τα αποτελέσματα στο Κεφ.3. Με επιλογή από την (6.17) της συνεισφοράς του αντισυμμετρικού μέρους, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δu→περιστροφή=∑jiΔxjΩije^i=-∑jikΔxjϵijkωke^i=





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-∑jikΔxjϵijkωke^i=∑iΔr→×ω→ie^i≡Δr→×ω→.





						
							
							(6.23)

						
					

				
			

			Συνοπτικά, μπορούμε να γράψουμε, αντί της (6.12):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→r→+Δr→=u→r→-Δr→×ω→+Δr→⋅ε˙¯¯,





						
							
							(6.24)

						
					

				
			

			όπου στον τελευταίο όρο έχουμε το τανυστικό γινόμενο ενός διανύσματος με έναν τανυστή και μπορεί να αναπτυχθεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δr→⋅ε˙¯¯=∑ijΔxjε˙ije^i.





						
							
							(6.25)

						
					

				
			

			όπου τα i και j παίρνουν πάλι τις τιμές 1,2,3. Έτσι, για τον υπολογισμό της ταχύτητας σε γειτονικό σημείο απαιτείται όχι μόνο ο τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης, αλλά και ο τανυστής περιστροφής. Απλώς, ο τανυστής περιστροφής δε δημιουργεί τάσεις στο ρευστό. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι το άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων του τανυστή βαθμίδας ταχύτητας ή του τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑iε˙ii=∑i∂ui∂xi=∇→⋅u→,





						
							
							(6.26)

						
					

				
			

			δηλαδή ο ρυθμός με τον οποίο μεταβάλλεται ο όγκος του ρευστού και επομένως για ασυμπίεστη ροή, μηδενίζεται.

			Πρέπει να υπενθυμίσουμε ότι, όπως το πεδίο ταχύτητας ροής 

u→r→,t

 μεταβάλλεται στον χώρο, έτσι και οι τανυστές παραμόρφωσης και περιστροφής μεταβάλλονται στον χώρο και για αυτό ονομάζονται τανυστικά πεδία, δηλαδή έχουμε 

Ωijr→,t

 και 

ε˙ijr→,t

, όπου προσθέσαμε και την εξάρτηση από τον χρόνο, στην περίπτωση που η ροή δεν είναι μόνιμη. Στην περίπτωση αυτή, οι προηγούμενοι ορισμοί ισχύουν και η εξάρτηση από τον χρόνο μεταφέρεται μέσω της χρονικής εξάρτησης του πεδίου της ταχύτητας.

			6.3.1 Φυσική ερμηνεία του τανυστή παραμόρφωσης

			Αυτό φαίνεται πιο εύκολα, αν θεωρήσουμε στην περιγραφή Lagrange, την κίνηση ενός στοιχείου ρευστού. Ας αρχίσουμε από την παραμόρφωση του μήκους 

δx

, που σε χρόνο 

t=0

, είναι στον x-άξονα, μεταξύ x και 

x+δx

. Σε χρόνο 

Δt

 οι x-συνιστώσες είναι αντίστοιχα στις θέσεις:

			

x+ur→Δt,  καί  x+δx+ur→+δr→Δt

,

			με 

δr→=δxx^

. Έτσι, το κέντρο μετατοπίζεται κατά:

			

x+δx2+12[ur→+δr→-ur→]Δt-[x+δx2]≈ur→Δt

,

			ενώ η μεταβολή του μήκους, καθώς ακολουθεί τη ροή, είναι:

			



δxΔt-δx0=[ur→+δr→+ur→]δt





			και ο ρυθμός μεταβολής του είναι η υλική παράγωγος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DδxtDt=limΔt→0δxΔt-δx0Δt=[ur→+δr→-ur→]=δu





						
							
							(6.27)

						
					

				
			

			και με χρήση του 

δu=∂u∂xδx

 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u∂x=1δxDδxtDt=ε˙xx,





						
							
							(6.28)

						
					

				
			

			που μας λέει ότι το διαγώνιο στοιχείο 

ε˙xx

 είναι ο ρυθμός της σχετικής μεταβολής του μήκους 

δx

 στην x-κατεύθυνση, καθώς παρακολουθούμε τη ροή. Αντίστοιχα, για μεταβολές στις άλλες δύο κατευθύνσεις, έχουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙yy=∂υ∂y=1δyDδytDt,





						
							
							(6.29)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙zz=∂w∂z=1δzDδztDt .





						
							
							(6.30)

						
					

				
			

			Τα προηγούμενα γίνονται εύκολα κατανοητά, αν θεωρούμε ότι η ροή είναι μονοδιάστατη, αλλά το ίδιο αποτέλεσμα ισχύει και για τρισδιάστατη ροή. Με συνδυασμό των παραπάνω, μπορούμε να υπολογίσουμε τον ρυθμό μεταβολής του όγκου 

δV=δxδyδz

. Ο σχετικός ρυθμός μεταβολής του όγκου συνδέεται με την απόκλιση του πεδίου από τη σχέση:

			



∇→⋅u→=1δVDδVtDt





			και με αντικατάσταση για την υλική παράγωγο των μηκών, έχουμε ότι:

			



∇→⋅u→=1δxδyδz[δyδzDδxDt+δxδzDδyDt+δxδyDδzDt]=ε˙xx+ε˙yy+ε˙zz.





			δηλαδή η απόκλιση συνδέεται με το άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων του τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης.

			Το φυσικό νόημα των μη διαγώνιων στοιχείων για δισδιάστατη ροή ήδη το συζητήσαμε στην παράγραφο 3.7.1. Αναφερόμενοι στο Σχ. 3.10, είδαμε ότι συνδέεται με το ρυθμό μεταβολής της γωνίας μεταξύ δύο καθέτων ευθειών, κατά μήκος των αξόνων στο επίπεδο. Έτσι, το στοιχείο 

ε˙xy

 είναι ο ρυθμός μεταβολής της γωνίας μεταξύ δύο ευθειών στους x- και y- άξονες και εύκολα γενικεύεται για 

ε˙ij

 με 

i≠j

.

			6.3.2 Τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης σε κυλινδρικές συντεταγμένες

			Προβλήματα με κυλινδρική συμμετρία απλοποιούνται σημαντικά, αν χρησιμοποιήσουμε κυλινδρικές συντεταγμένες. Αυτό προϋποθέτει ότι μπορούμε να εκφράσουμε και τον τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης σε κυλινδρικές συντεταγμένες. Αυτό είναι εύκολο, αν αρχίσουμε113 από την σχέση (6.12) ή (6.14) δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δu→r→=Δr→⋅∇→u→,





						
							
							(6.31)

						
					

				
			

			όπου πρώτα πρέπει να υπολογίσουμε τον τελεστή 

Δr→⋅∇→

 σε κυλινδρικές συντεταγμένες και στη συνέχεια να δράσει στην ταχύτητα 

u→

, εκφρασμένη επίσης σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			



u→=uRe^R+uϕe^ϕ+uze^z.





			Στο σημείο αυτό, να θυμίσουμε ότι τα μοναδιαία διανύσματα έχουν εξάρτηση από τις συντεταγμένες, όσον αφορά στην κατεύθυνση, σε αντίθεση με τις καρτεσιανές. Στη συνέχεια, σε αναλογία με τις καρτεσιανές συντεταγμένες, προσπαθούμε να ξεχωρίσουμε τους όρους με το ίδιο μοναδιαίο διάνυσμα και να γράψουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δu→r→=Δr→⋅∇→u→=Δqj  uij e^i,





						
							
							(6.32)

						
					

				
			

			όπου 

Δqj

 είναι το μήκος που αντιστοιχεί στην μεταβολή της 

j

 κυλινδρικής συντεταγμένης, δηλαδή 

ΔR

, 

RΔϕ

, 

Δz

 αντίστοιχα για 

R,ϕ,z

. Τα στοιχεία του τανυστή 

uij

 (με 

i,j=R, ϕ, z

) ορίζουν τη μεταβολή της ταχύτητας για μικρή μετατόπιση και δίνονται στον πίνακα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uij=∂uR∂R1R∂uR∂ϕ-uϕR∂uR∂z∂uϕ∂R1R∂uϕ∂ϕ+uRR∂uϕ∂z∂uz∂R1R∂uz∂ϕ∂uz∂z.





						
							
							(6.33)

						
					

				
			

			Εδώ, ο όρος 

-uϕR

 στο 

uRϕ

 προέρχεται από:

			



1R∂∂ϕuϕe^ϕ=1R∂uϕ∂ϕe^ϕ-uϕRe^R





			και ο 

uRRe^ϕ

 στο 

 uϕϕ 

 από:

			



1R∂∂ϕuRe^R=1R∂uR∂ϕe^R+uRRe^ϕ





			Τα διανύσματα βάσης σε κυλινδρικές συντεταγμένες συνδέονται με αυτά σε καρτεσιανές, ως:

			



e^R=cosϕi^+sinϕj^,





			



e^ϕ=-sinϕi^+cosϕj^.





			Όπως και προηγουμένως, διαχωρίζουμε τον τανυστή 

uij

 σε συμμετρικό μέρος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙ij=12uij+uji





						
							
							(6.34)

						
					

				
			

			και αντισυμμετρικό μέρος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ωij=12uij-uji.





						
							
							(6.35)

						
					

				
			

			Τα ανεξάρτητα στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙RR=∂uR∂R ,





						
							
							(6.36)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙Rϕ=ε˙ϕR=121R∂uR∂ϕ-uϕR+∂uϕ∂R,





						
							
							(6.37)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙Rz=ε˙zR=12∂uR∂z+∂uz∂R,





						
							
							(6.38)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙ϕϕ=1R∂uϕ∂ϕ+uRR,





						
							
							(6.39)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙ϕ,z=ε˙z,ϕ=121R∂uz∂ϕ+∂uϕ∂z,





						
							
							(6.40)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙zz=∂uz∂z,





						
							
							(6.41)

						
					

				
			

			όπου τα διαγώνια στοιχεία μας δίνουν τη σχετική μεταβολή των μηκών (σε ευθεία ή τόξο) κατά μήκος της μεταβολής της αντίστοιχης συντεταγμένης. Τα μη διαγώνια στοιχεία μας δίνουν μεταβολές γωνιών.

			Τα διαγώνια στοιχεία του αντισυμμετρικού τανυστή είναι μηδέν, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΩRR=Ωϕϕ=Ωzz=0,





						
							
							(6.42)

						
					

				
			

			ενώ τα ανεξάρτητα μη διαγώνια στοιχεία του τανυστή περιστροφής είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΩRϕ=-ΩϕR=12∂uϕ∂R-1R∂uR∂ϕ+uϕR,





						
							
							(6.43)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΩzR=-ΩRz=12∂uR∂z-∂uz∂R,





						
							
							(6.44)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ωϕ,z=-Ωz,ϕ=121R∂uz∂ϕ-∂uϕ∂z.





						
							
							(6.45)

						
					

				
			

			Όπως και με τις καρτεσιανές συντεταγμένες, μπορούμε να ορίσουμε το διάνυσμα περιστροφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω→≡ωR,ωϕ,ωz=Ωϕz,ΩzR,ΩRϕ





						
							
							(6.46)

						
					

				
			

			και το στοιχείο 

Ωϕz,

 π.χ. μας δίνει τη δεξιόστροφη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής γύρω από τον 

e^R

 άξονα.

			Παράδειγμα 6.1 Για την ακτινική ροή από ευθύγραμμη πηγή με 

uR=Q2πR

, έχουμε, για τα μη μηδενικά στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης:

			



ε˙RR=∂uR∂R=-Q2πR2





			και:

			



ε˙ϕϕ=2uRR=Q2πR2 . 





			Από το άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων, βλέπουμε ότι:

			



ε˙RR+ε˙ϕϕ=0





			και το στοιχείο επιφάνειας διατηρεί το εμβαδόν του, ενώ, ελλείψει μη διαγώνιων στοιχείων, δεν έχουμε μεταβολή των γωνιών. Επίσης, ο τανυστής περιστροφής μηδενίζεται και δεν έχουμε περιστροφή, όπως αναμένουμε.

			Παράδειγμα 6.2 Αξίζει να δούμε την παραμόρφωση της ροής του περιστρεφόμενου δοχείου, με πεδίο ταχύτητας 

u→=0,uϕ,0

 και 

uϕR=ωR

, όπου 

ω=σταθερά

. Όλα τα στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης (ακόμη και το 

ε˙Rϕ

) μηδενίζονται, ενώ η γωνιακή ταχύτητα έχει μόνο 

ωz

 συνιστώσα, που ισούται με:

			



ΩRϕ=12∂uϕ∂R+uϕR=ω.





			Η σταθερά 

ω

, όπως αναμενόταν, είναι η σταθερή γωνιακή ταχύτητα σε όλο το χώρο. Για τη ροή αυτή δεν περιμένουμε δυνάμεις τριβής στον όγκο του ρευστού, που είναι σύμφωνο με την υπόθεση ιδανικής ροής. Εάν π.χ. έχουμε ένα δοχείο με υγρό και το αναδεύουμε με μία περιστρεφόμενη κυλινδρική ράβδο στο κέντρο, τότε το υγρό γύρω από τη ράβδο τείνει να ακολουθεί τη ράβδο, λόγω του ιξώδους μεταξύ υγρού και ράβδου. Καθώς όμως απομακρυνόμαστε από τον άξονα περιστροφής το υγρό ακολουθεί σαν περιστροφή στερεού, ενώ αρκετά μακριά από τον άξονα θα έχουμε τη ροή του ελεύθερου στροβίλου.

			Παράδειγμα 6.3 Για τη ροή του ελεύθερου στροβίλου με 

uϕ=K2πR

 και 

uR=uz=0

, έχουμε μόνο 

ε˙Rϕ

 (και το συμμετρικό του 

ε˙ϕR

) διάφορο του μηδενός, δηλαδή:

			



ε˙Rϕ=ε˙ϕR=12R∂∂R∂uϕR=-K2πR . 





			Η δε γωνιακή ταχύτητα περιστροφής, για κάθε στοιχείο ρευστού στο σημείο 

r→

 γύρω από τον εαυτό του (και όχι γύρω από τον άξονα περιστροφής του στροβίλου), είναι μηδέν, διότι οι δύο όροι: 

uϕR

 και 

∂uϕ∂R

 αναιρούνται. Έτσι, στη ροή αυτή έχουμε παραμόρφωση και επομένως και ιξωδικές δυνάμεις, τις οποίες πρέπει να λάβουμε υπόψη μας.

			6.3.3 Τανυστής ρυθμού παραμόρφωσης σε σφαιρικές συντεταγμένες

			Εδώ, απλώς παραθέτουμε τις αντίστοιχες σχέσεις, για σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙rr=∂ur∂r,





						
							
							(6.47)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙rθ=ε˙θr=12r∂∂ruθr+1r∂ur∂θ,





						
							
							(6.48)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙rϕ=ε˙ϕr=121rsinθ∂ur∂ϕ+r∂∂ruϕr,





						
							
							(6.49)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙θθ=1r∂uθ∂θ+uθr,





						
							
							(6.50)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙θϕ=ε˙ϕθ=12sinθr∂∂θuϕsinθ+1rsinθ∂uϕ∂ϕ,





						
							
							(6.51)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙ϕϕ=1rsinθ∂uϕ∂ϕ+urr+uθcotθr.





						
							
							(6.52)

						
					

				
			

			Παράδειγμα 6.4 Έτσι, για την ακτινική ροή με 

ur=Q4πr2

 και 

uϕ=uθ=0

 έχουμε μεταβολή των μηκών στις τρεις κατευθύνσεις με:

			



ε˙rr=∂ur∂r=-2Q4πr3 ,





			



ε˙θθ=urr=Q4πr3 ,





			



ε˙ϕϕ=urr=Q4πr3 





			και από το μηδενικό άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων διατηρείται ο όγκος, όπως αναμενόταν. Η βαθμίδα πίεσης χωρίς ιξώδες είναι ακτινική και 

∼1/r5

. Με ιξώδες, η ύπαρξη παραμόρφωσης σημαίνει ότι ταυτόχρονα αναπτύσσονται και ιξωδικές δυνάμεις 

∼1/r4

 (όπως θα δούμε), οι οποίες είναι αμελητέες σε σχέση με τη βαθμίδα πίεσης κοντά στην πηγή, ενώ, μακριά από την πηγή, είναι σημαντικές. Αυτό συνεπάγεται ότι, μακριά από την πηγή, η ανιξωδική ροή δεν είναι ικανοποιητική προσέγγιση.

			6.4 Επιφανειακές δυνάμεις και τανυστής τάσης

			Οι δυνάμεις που ασκούνται σε ένα σωματίδιο ρευστού είναι δυνάμεις όγκου ή επιφάνειας. Στην πρώτη περίπτωση είναι η δύναμη της βαρύτητας, η οποία ασκείται σε όλο τον όγκο του σωματιδίου ή οι ηλεκτρομαγνητικές δυνάμεις, αν τα άτομα του ρευστού είναι σε ιονισμένες καταστάσεις (πλάσμα). Άλλες δυνάμεις, όπως η πίεση ή οι δυνάμεις τριβής λόγω ιξώδους, ασκούνται μέσω επιφανειών. Φυσικά, για την εξίσωση του Νεύτωνα, χρειαζόμαστε την ολική δύναμη που ασκείται σε ένα σώμα, η οποία δίνεται από το άθροισμα των δυνάμεων σε όλες τις εξωτερικές επιφάνειες του ρευστού. Ας εξετάσουμε προς το παρόν τη δύναμη που ασκείται σε μία επιφάνεια. Είδαμε ότι σε μία επιφάνεια ασκούνται δυνάμεις πίεσης, οι οποίες είναι κάθετες στην επιφάνεια, αλλά και ιξωδικές δυνάμεις, όταν έχουμε βαθμίδα ταχύτητας, οι οποίες δίνουν και διατμητικές συνιστώσες στη δύναμη. Επειδή η δύναμη που ασκείται σε μία επιφάνεια είναι ανάλογη της επιφάνειας, έτσι και εδώ ορίζουμε τη δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, όπως και η πίεση, με μόνη διαφορά ότι, λόγω των ιξωδικών δυνάμεων, η δύναμη δεν είναι συνήθως κάθετη στην επιφάνεια. Ας θεωρήσουμε λοιπόν, ένα σημείο 

r→

 και ένα στοιχείο επιφάνειας που περνά από το σημείο αυτό, με εμβαδόν 

δS

 και κάθετο στην επιφάνεια το μοναδιαίο διάνυσμα 

n^

, του οποίου η φορά επιλέγει την πάνω ή κάτω πλευρά της επιφάνειας. Εάν 

δF→

 είναι η ολική δύναμη, που ασκείται στην επιφάνεια από το ρευστό σε επαφή με το πάνω μέρος της επιφάνειας (δες Σχ. 6.8α), τότε ορίζουμε την τάση ως την δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T→n^r→,t=limδS→0δF→δS .





						
							
							(6.53)

						
					

				
			

			Στο όριο 

δS→0

, η τάση είναι ανεξάρτητη του μέτρου της επιφάνειας, αλλά εξαρτάται μόνο από τον προσανατολισμό της, που ορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα 

n^

. Το γεγονός ότι η τάση (δηλαδή το διάνυσμα της δύναμης ανά μονάδα επιφάνειας) εξαρτάται όχι μόνο από το σημείο 

r→

, αλλά και από τον προσανατολισμό της επιφάνειας (ο δείκτης 

n^

 στην τάση αυτό υποδηλώνει), μας δείχνει ότι δεν έχουμε να κάνουμε με μία διανυσματική ποσότητα.

			Από τον νόμο του Νεύτωνα, περιμένουμε ότι σε κάποιο σημείο 

r→

, η επιφανειακή τάση σε στοιχείο επιφάνειας με κάθετο την 

n^

 είναι ίση σε μέτρο αλλά αντίθετη σε φορά από αυτή που ασκείται στην άλλη πλευρά της επιφάνειας με κάθετο 

-n^

, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T→-n^r→,t=-T→n^r→,t.





						
							
							(6.54)

						
					

				
			

			Το αποτέλεσμα αυτό είναι αυτονόητο στη μηχανική στερεών σωμάτων, αλλά όχι τόσο σε ένα συνεχές μέσο και για αυτό θα το δείξουμε, αφού η διαδικασία θα μας φανεί χρήσιμη και για άλλες αποδείξεις. Ας θεωρήσουμε ένα λεπτό δίσκο επιφάνειας 

δS

 και όγκου 

δV=δSδh

 με πάχος 

δh

. Η εξίσωση ισορροπίας για το δίσκο ρευστού είναι:

			



ρδSδhDu→Dt=T→n^r→,tδS+T→-n^r→,tδS+ρδSδhg→,





			όπου 

g→

 είναι η δύναμη όγκου της βαρύτητας ανά μονάδα μάζας. Εάν τώρα πάρουμε το όριο 

δh→0

, τότε οι όροι αδράνειας και δύναμης όγκου, που είναι ανάλογοι του όγκου, μηδενίζονται. Δηλαδή, για το επιπλέον όριο 

δS→0

, οι δυνάμεις επιφάνειας είναι υψηλότερης τάξης. Έτσι, το αποτέλεσμα (6.54) επιβεβαιώνεται.

			[image: ]

			Σχήμα 6.8: (α) Ένα στοιχείο επιφάνειας και η αντίστοιχη δύναμη (β) Δυνάμεις στις δύο πλευρές επιφάνειας.

			Ας υποθέσουμε ότι οι δυνάμεις που ασκούνται σε ένα στοιχείο επιφάνειας με δεδομένο προσανατολισμό είναι γνωστές. Το ερώτημα που γεννάται είναι αν είναι αρκετές, για να βρούμε τις δυνάμεις σε οποιαδήποτε επιφάνεια που διέρχεται από το ίδιο σημείο, αλλά έχει διαφορετικό προσανατολισμό. Η απάντηση είναι αρνητική. Είναι δυνατόν όμως, να γίνει, αν γνωρίζουμε τις δυνάμεις που ασκούνται σε τρία κάθετα επίπεδα, που διέρχονται από το ίδιο σημείο. Αυτό σημαίνει ότι, για να υπολογίζουμε επιφανειακές δυνάμεις, πρέπει να γνωρίζουμε εννιά ποσότητες, οι οποίες σε κάθε σημείο 

r→

 ορίζουν τον τανυστή τάσης 

σij

 με i,j=1,2,3, όπου το στοιχείο 

σij

 είναι η j-συνιστώσα της δύναμης ανά μονάδα επιφάνειας που ασκείται στην επιφάνεια, με κάθετο στην i-κατεύθυνση. Μπορεί δε να γραφεί, με την μορφή πίνακα, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

σ¯¯=σ11σ12σ13σ21σ22σ23σ31σ32σ33

.

						
							
							(6.55)

						
					

				
			

			Στην (6.55), η i-γραμμή μας δίνει την επιφάνεια και η j-στήλη τη συνιστώσα της δύναμης. Έτσι, τα στοιχεία 

σ11

, 

σ12

, 

σ13

 μας δίνουν τις συνιστώσες της δύναμης, που ασκούνται στην επιφάνεια με εξωτερική κάθετο στη θετική x-κατεύθυνση, όπως φαίνεται στο Σχ. 6.9. Ο τανυστής τάσης εξ ορισμού είναι συμμετρικός, καθότι υποθέτουμε ότι το σωματίδιο δεν περιστρέφεται και δεν ασκούνται ροπές. Έχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σij=σji.





						
							
							(6.56)

						
					

				
			

			Είναι φανερό, από τον ορισμό της τάσης, ότι τα στοιχεία του μεταβάλλονται στον χώρο και στον χρόνο δηλ. 

σijr→,t

. Περιμένουμε ότι οι τάσεις εξαρτώνται από το πεδίο ταχύτητας ροής και για μόνιμη ροή, η τάση δεν εξαρτάται από τον χρόνο.

			[image: ]

			Σχήμα 6.9: (α) Συνιστώσες τάσης στη στοιχειώδη επιφάνεια S σε καρτεσιανές συντεταγμένες. (β) Αντίστοιχες δυνάμεις στην επιφάνεια.

			Είδαμε ότι τα διαγώνια στοιχεία του τανυστή τάσης δίνουν δυνάμεις, που είναι στην ίδια κατεύθυνση με την κάθετη στην επιφάνεια. Τα δε μη διαγώνια στοιχεία δίνουν δυνάμεις στην κατεύθυνση των αξόνων, εφόσον η κάθετος είναι στην κατεύθυνση κάποιου άξονα. Εδώ, χρησιμοποιείται η σύμβαση ότι έχουμε εφέλκυση (αντί συμπίεσης, όπως ισχύει για τη δύναμη λόγω πίεσης), εφόσον το αντίστοιχο στοιχείο είναι θετικό. Αυτή η σύμβαση ορίζει ότι σε απέναντι επιφάνεια, που περιβάλει έναν όγκο ελέγχου, η δύναμη πάλι είναι παράλληλη στην κάθετο στην εξωτερική επιφάνεια, δηλαδή πάλι δημιουργεί εφέλκυση στον όγκο που περιβάλει, όπως φαίνεται στο Σχ. 6.10α. Αυτό είναι απαραίτητο, διότι στο όριο που το διαγώνιο στοιχείο έχει την ίδια τιμή, το σύστημα πρέπει να είναι σε ισορροπία. Επίσης, και τα μη διαγώνια στοιχεία στις αρνητικές επιφάνειες (με κάθετο διάνυσμα στους αρνητικούς άξονες) έχουν αντίθετο προσανατολισμό από τις συνιστώσες στις θετικές επιφάνειες, δηλαδή με κάθετο στην κατεύθυνση των αξόνων. Αυτό προϋποθέτει ότι το αντίστοιχο στοιχείο είναι θετικό. Έτσι, σε καρτεσιανές συντεταγμένες, θετικό 

σxx

 δίνει δυνάμεις στην +x-κατεύθυνση στην 

x^

 -επιφάνεια, αλλά στη –x κατεύθυνση στη 

-x^

 επιφάνεια. Θετικό 

σxy

 δίνει δυνάμεις στην +y-κατεύθυνση στη 

x^

 -επιφάνεια, αλλά στην -y κατεύθυνση στη 

-x^

 επιφάνεια. Αυτά συνοψίζονται στο Σχ. 6.10β, όπου δίνουμε τα στοιχεία της τάσης στις επιφάνειες ενός κυβικού όγκου. Η θετική επιλογή της τάσης είναι επίσης συνεπής και με το παρακάτω επιχείρημα. Η βαθμίδα ταχύτητας είναι ίδια στις δύο πλευρές της επιφάνειας και, επειδή θέλουμε να έχουμε την ίδια καταστατική σχέση διατμητικής τάσης και βαθμίδας από πάνω και κάτω από την διαχωριστική επιφάνεια, θεωρούμε ότι, όταν η εξωτερική κάθετος στην επιφάνεια είναι προς τα κάτω, τότε η τάση στην πάνω επιφάνεια θεωρείται θετική στην αντίθετη κατεύθυνση από ότι στην κάτω.

			[image: ]

			Σχήμα 6.10: (α) Συνιστώσες τάσης σε δύο απέναντι επιφάνειες ενός κυβικού στοιχείου. Οι συνιστώσες έχουν αντίθετη κατεύθυνση στις απέναντι εξωτερικές επιφάνειες. (β) Συνιστώσες του τανυστή τάσης στις επιφάνειες ενός κυβικού στοιχείου. 

			Η ολική δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας, με κάθετο στην i-κατεύθυνση, δηλαδή ένα από τα καρτεσιανά επίπεδα με κάθετο σε μία από τις τρεις κατευθύνσεις 

x^,y^,z^

, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T→i=∑kσike^k≡σike^k,





						
							
							(6.57)

						
					

				
			

			όπου 

e^k

 είναι μοναδιαίο διάνυσμα στην k-κατεύθυνση.

			Απομένει όμως, να δείξουμε ότι μπορούμε να υπολογίσουμε και τη δύναμη σε οποιαδήποτε επιφάνεια, η οποία διέρχεται από το ίδιο σημείο. Εάν τώρα θεωρήσουμε στο Σχ. 6.11 ένα επίπεδο, που διέρχεται από το σημείο 

r→

, με κάθετη στην κατεύθυνση του μοναδιαίου διανύσματος 

n^=n1,n2,n3

, θα δείξουμε ότι η δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας που ασκείται σε αυτή έχει j-συνιστώσα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Tnj=∑iniσij,





						
							
							(6.58)

						
					

				
			

			όπου ο δείκτης n δηλώνει την επιφάνεια με κάθετο το μοναδιαίο διάνυσμα 

n^

 και j ο δείκτης της συνιστώσας της δύναμης και με το άθροισμα στον δείκτη i=1,2,3 προσθέτουμε την j-συνιστώσα στις τρεις κάθετες επιφάνειες, που διέρχονται από το ίδιο σημείο. Η δε ολική δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας στην n-επιφάνεια είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T→n=∑ijniσije^j.





						
							
							(6.59)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 6.11: Τρία κάθετα επίπεδα για τον ορισμό της δύναμης στην επιφάνεια με κάθετο 

n^

 από τον τανυστή τάσης. Τα βέλη είναι οι δυνάμεις στην 1-κατεύθυνση.

			Ας θεωρήσουμε το τετράεδρο του Σχ. 6.11, που περικλείεται από την επιφάνεια 

dS→=dSn^

 και τις προβολές της στα τρία κάθετα επίπεδα, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dS→=∑idSie^i≡∑idSnie^i,





						
							
							(6.60)

						
					

				
			

			με:

			



n^=∑inie^i.





			Εάν, τώρα, γνωρίζουμε τις δυνάμεις στις κάθετες επιφάνειες 

dSi

, τότε θα υπολογίσουμε τη δύναμη στην τέταρτη πλευρά. Φυσικά, στο τέλος θα πάρουμε το όριο, όπου ο περικλεισμένος όγκος τείνει στο μηδέν. Πάλι περιμένουμε ότι οι δυνάμεις όγκου, όπως είναι η βαρύτητα στο όριο αυτό, θα είναι αμελητέες σε σύγκριση με τις επιφανειακές δυνάμεις. Έτσι, στην εξίσωση ισορροπίας (διατήρησης ορμής) θα θεωρήσουμε μόνο τις επιφανειακές δυνάμεις. Πρώτα θα υπολογίσουμε την δύναμη στην 1-κατεύθυνση παίρνοντας συνεισφορές από όλες τις εξωτερικές επιφάνειες. Έχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f1-σ11dS1-σ21dS2-σ31dS3=0,





						
							
							(6.61)

						
					

				
			

			όπου 

f1

 είναι η δύναμη στην 1-κατεύθυνση στην 

n^

 επιφάνεια. Τα αρνητικά πρόσημα στην (6.61) οφείλονται στο ότι η εξωτερική κάθετος στις τρεις επιφάνειες είναι αντίθετη από τη φορά των αξόνων. Με αντικατάσταση 

dSi=dSni

 και διαίρεση με dS, έχουμε την 1-συνιστώσα της δύναμης ανά μονάδα επιφάνειας στην 

n^-

 επιφάνεια, ως εξής:

			



Tn1=∑ισi1ni,





			που συμφωνεί με την (6.58) για j=1. Για τις άλλες δύο συνιστώσες της δύναμης, η απόδειξη είναι ίδια, αρκεί να έχουμε υπόψη μας τις σχέσεις (6.53) και (6.54). Έτσι, οι τάσεις114 σε κάθε σημείο και κάθε επιφάνεια ορίζονται από τις 9 συνιστώσες του τανυστή τάσης. Η σημασία του τανυστή της τάσης στο συνεχές μοντέλο συνίσταται στο ότι επιτρέπει να περιγράψουμε την κατάσταση της τάσης σε ένα συνεχές μέσο, χρησιμοποιώντας ποσότητες που εξαρτώνται από το σημείο του χώρου και τον χρόνο, που ορίζονται σε τρία κάθετα επίπεδα. Για να γίνει αυτό, απαιτήθηκαν σε κάθε σημείο 9 ποσότητες (μόνο 6 από τις οποίες είναι ανεξάρτητες). Είναι προφανώς πιο εύκολο με τον ορισμό του τανυστή, από το να έχουμε μία μόνο ποσότητα σε κάθε σημείο, η οποία όμως έχει ένα διπλό (για τις δύο πλευρές κάθε επιφάνειας) άπειρο τιμών, που αντιστοιχούν στους διαφορετικούς προσανατολισμούς της επιφάνειας. Ο τανυστής τάσης δεν είναι απλώς ένα μαθηματικό σύμβολο, αλλά οι συνιστώσες του έχουν φυσικό νόημα, δηλαδή είναι οι συνιστώσες των δυνάμεων που ασκούνται σε τρία κάθετα επίπεδα αναφοράς. Για αυτό το λόγο μάλιστα, οι τρεις τάσεις λέγονται βασικές ή τάσεις αναφοράς και κατά συνθήκη επιλέγονται, ώστε οι τρεις επιφάνειες να έχουν καθέτους στην θετική κατεύθυνση των τριών αξόνων. Από μαθηματικής πλευράς δεν είναι αρκετό να ορίσουμε 9 τυχαίες ποσότητες ως τανυστή (δευτέρας τάξης), αλλά πρέπει αυτές να υπακούν και σε μερικούς κανόνες μετασχηματισμού, όταν πάμε από ένα σύστημα αναφοράς σε ένα άλλο. Μάλιστα, αυτή την ιδιότητα μπορούμε να την εκμεταλλευτούμε, όταν πάμε από ένα σύστημα συντεταγμένων σε ένα άλλο, π.χ. από καρτεσιανές σε καμπυλόγραμμες, αν και εδώ θα αποφύγουμε μία τέτοια χρονοβόρα διαδικασία.

			6.4.1 Συμμετρία του τανυστή τάσης

			Ένα σημείο, που το περάσαμε γρήγορα είναι η συμμετρία του τανυστή τάσης. Αυτό εύκολα βγαίνει, αν εφαρμόσουμε τις εξισώσεις του Νεύτωνα και ειδικότερα, αν θεωρήσουμε τη γωνιακή επιτάχυνση σε ένα σωματίδιο ρευστού, με κέντρο το σημείο 

r→

 γύρω από άξονα που διέρχεται από το σημείο. Η ολική ροπή, εάν επιλέξουμε ο άξονας να είναι στην +z-κατεύθυνση, δίνεται μόνο από τις διατμητικές τάσεις. Οι δυνάμεις βαρύτητας, η πίεση ή γενικότερα η κάθετη τάση δεν δίνει ροπή, διότι διέρχονται από τον άξονα. Έτσι, για το σωματίδιο στο Σχ. 6.12 , οι διατμητικές τάσεις στις απέναντι πλευρές δίνουν την ίδια φορά ροπής, καθότι οι τάσεις στις δύο επιφάνειες έχουν αντίθετη κατεύθυνση. Για δύο γειτονικές πλευρές όμως, οι ροπές (λόγω της συνθήκης ορισμού) δίνουν αντίθετες ροπές. Έτσι, έχουμε για την ολική ροπή, παραλείποντας όρους υψηλότερης τάξης (διαφορά τάσης σε απέναντι πλευρές):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τz=2δx2σyxδyδz-2δx2σxyδyδz=σyx-σxyδxδzδy.





						
							
							(6.62)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 6.12: Διάγραμμα για την απόδειξη της συμμετρίας του τανυστή της τάσης

			Για ένα στοιχειώδη κυβικό όγκο 

δV=δxδyδz

, η ύπαρξη ροπής δίνει γωνιακή επιτάχυνση 

αz

, γύρω από τον z-άξονα, με:

			

Izaz=Tz

,

			όπου 

Iz

 η ροπή αδρανείας γύρω από τον z-άξονα, που δίνεται από την σχέση:

			



Iz=∫-δx/2δx/2∫-δy/2δy/2∫-δz/2δz/2ρx′2+y′2dx′dy′dz′=112ρδx2+δx2δxδyδz,





			όπου οι τονισμένες συντεταγμένες είναι, σε σχέση με τον άξονα περιστροφής, στο σημείο 

r→

. Στο όριο που το σωματίδιο συρρικνώνεται (

δx,δy→0

), μπορούμε να παραλείψουμε τον όρο της γωνιακής επιτάχυνσης, διότι είναι πολύ μικρότερος και έχουμε115 

Tz=0

 ή:

			



σxy=σyx,





			ενώ παρόμοιες σχέσεις ισχύουν και για τις υπόλοιπες διατμητικές τάσεις. Έτσι, τελικά, τρεις από τις μη διαγώνιες συνιστώσες του τανυστή τάσης είναι ίσες με τις συμμετρικές τους. Έτσι, ο τανυστής τάσης έχει έξι ανεξάρτητες συνιστώσες.

			6.5 Σχέση ιξωδικής τάσης- ρυθμού παραμόρφωσης Νευτωνικού υγρού

			Παραμένει ακόμη το ερώτημα πώς συνδέονται οι συνιστώσες του τανυστή τάσης με το πεδίο ροής μέσω του τανυστή του ρυθμού παραμόρφωσης, δηλαδή ποιά είναι η αντίστοιχη καταστατική σχέση. Η πιο απλή προσέγγιση είναι ότι η ιξωδική τάση εξαρτάται γραμμικά από τα στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης, με την προϋπόθεση ότι η σχέση αυτή μας δίνει την υδροστατική πίεση, όταν δεν έχουμε ρυθμό παραμόρφωσης. Στην ολική κάθετη τάση πρέπει να συνυπολογίσουμε την υδροστατική πίεση P και την ιξωδική τάση 

τij

, ώστε για ένα ασυμπίεστο υγρό έχουμε για τον τανυστή της ολικής τάσης 

σij

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σij=-Pδij+τij,





						
							
							(6.63)

						
					

				
			

			όπου η πίεση συνεισφέρει μόνο στην κάθετη τάση (διαγώνια στοιχεία του τανυστή 

σij

) και το «-» πρόσημο σημαίνει ότι η δύναμη πίεσης δρα στην επιφάνεια που περιβάλλει το σωματίδιο και προς τα μέσα. H (6.63) γράφεται επίσης:

			

σ¯¯=-Pl+τ¯¯

,

			όπου 

l

 είναι ο μοναδιαίος 

3×3

 τανυστής.

			Τα 

τij

 είναι τα στοιχεία του τανυστή ιξωδικής τάσης, ο οποίος επίσης είναι συμμετρικός. Τα μη διαγώνια στοιχεία του τανυστή της παραμόρφωσης και του αντίστοιχου της τάσης, τα έχουμε επαρκώς αναλύσει. Το ερώτημα είναι ποιό είναι το φυσικό νόημα της κάθετης ιξωδικής τάσης; Για τον σκοπό αυτό ας πάρουμε πάλι ένα χαρακτηριστικό τετράγωνο ελέγχου εμβαδού 

dx1dx2

 (Σχ. 6.13), εντός του οποίου το υγρό έχει μόνο 

x1

 -συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία εξαρτάται μόνο από την μεταβλητή 

x1

, δηλαδή 

u1=u1x1

, ενώ 

u2=u3=0

. Εάν, τώρα, η ταχύτητα στην πλευρά 

x=dx1

 είναι μεγαλύτερη από αυτή στο x=0, τότε το προπορευόμενο υγρό αισθάνεται μία δύναμη αντίστασης, που εμποδίζει την αύξηση της στοιχειώδους επιφάνειας, ενώ η αντίσταση είναι τόσο μεγαλύτερη όσο αυξάνει και ο ρυθμός παραμόρφωσης. Για να έχουμε μία ποσοτική εικόνα του φαινομένου, θα πρέπει να το μελετήσουμε σε μοριακό επίπεδο. Στην περίπτωση μάλιστα αυτή, δε θα μας προξενούσε καθόλου εντύπωση η ύπαρξη κάθετης τάσης, καθότι τόσο στην διατμητική τάση όσο και στην κάθετη τάση, η αντίσταση προέρχεται όχι μόνο από τις ενδοατομικές δυνάμεις, αλλά και από τη μεταφορά ορμής δια μέσω των νοητών επιφανειών. Στην ιδανική δε περίπτωση ενός ισοτροπικού υγρού, με κεντρικές δυνάμεις αλληλεπίδρασης, η αντίστοιχη σταθερά του ιξώδους μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι ίση με αυτή της διατμητικής τάσης.

			[image: ]

			Σχήμα 6.13: Διαγώνιο στοιχείο του τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης 

ε˙11

 και αντίστοιχη ιξωδική τάση.

			Συνοψίζουμε τα μέχρι τώρα αποτελέσματα και βλέπουμε ότι για ιδανικά (ασυμπίεστα και ανιξωδικά) υγρά Euler, η πίεση ασκείται κάθετα σε κάθε επιφάνεια που διαχωρίζει το υγρό. Αλλά και όταν ακόμη το υγρό είναι ιξωδικό αλλά ακίνητο, πάλι η πίεση δρα κάθετα σε οποιαδήποτε επιφάνεια. Εάν όμως έχουμε κίνηση λόγω ροής, τότε μπορεί να έχουμε μεταφορά εφαπτομενικής συνιστώσας ορμής μέσω μιας επιφάνειας, που αντιστοιχεί σε εφαπτομενικές δυνάμεις. Έτσι λοιπόν, οι δυνάμεις που ασκούνται από έναν όγκο σε έναν γειτονικό, μέσω μιας επιφάνειας που τους διαχωρίζει, χαρακτηρίζεται από τρεις ποσότητες, δηλαδή την κάθετη συνιστώσα και δύο εφαπτομενικές συνιστώσες. Οι δυνάμεις που ασκούνται δια μέσω τριών κάθετων επιπέδων ορίζουν τα στοιχεία του τανυστή τάσης 

τij

. Στη συνέχεια, συνδέουμε τον τανυστή τάσης 

τij

 με τον τανυστή του ρυθμού παραμόρφωσης 

ε˙ij

, του οποίου η γενική σχέση (δές Κεφ. 6.2) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε˙ij=12∂ui∂xj+∂uj∂xi,





						
							
							(6.64)

						
					

				
			

			για i,j=1,2,3. Ο 

ε˙ij

 είναι συμμετρικός τανυστής, όπως φαίνεται από τον ορισμό και οφείλεται στο ότι περιλαμβάνει μόνο πραγματική παραμόρφωση και όχι περιστροφή.

			Περιμένουμε εν γένει ότι ο τανυστής τάσης εξαρτάται από τον ρυθμό παραμόρφωσης και τις ιδιότητες του ρευστού. Ιδιαίτερη θέση στην υδροδυναμική έχει το Νευτωνικό ρευστό, που ορίζεται αυστηρά ως το ισοτροπικό ρευστό, όπου ο τανυστής τάσης και ο τανυστής του ρυθμού παραμόρφωσης συνδέονται γραμμικά. Αυτό σημαίνει ότι ο συντελεστής ιξώδους είναι ανεξάρτητος του ρυθμού παραμόρφωσης και οι ιδιότητες του ασυμπίεστου και ισοτροπικού ρευστού χαρακτηρίζονται μόνο από την πυκνότητα και τον συντελεστή του ιξώδους.

			Η αντίστοιχη σχέση ιξωδικής τάσης και ρυθμού παραμόρφωσης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τij=2με˙ij=μ∂ui∂xj+∂uj∂xi,





						
							
							(6.65)

						
					

				
			

			η οποία δεν περιλαμβάνει ούτε απλή μετατόπιση ούτε περιστροφή, καθότι στις δύο αυτές περιπτώσεις δεν περιμένουμε τη δημιουργία δυνάμεων αντίστασης, που οφείλονται στη διολίσθηση στρωμάτων υγρού μεταξύ τους ή από επιμήκυνση μήκους υγρού. Η σχέση αυτή μεταξύ των δύο τανυστών αποτελεί την «καταστατική εξίσωση» για ένα Νευτωνικό υγρό. Η γραμμική σχέση ανάμεσά τους αποτελεί μία προσέγγιση, ενώ η επιλογή του συστήματος αναφοράς δεν πρέπει να μεταβάλλει την καταστατική αυτή σχέση για απλά ισοτροπικά ρευστά. Σε πιο πολύπλοκες περιπτώσεις, για ανισοτροπικά υγρά (όπως π.χ. υγρούς κρυστάλλους) η ιδιότητα της ισοτροπίας δεν ισχύει. Αλλά και η γραμμική σχέση δεν ισχύει, για μια πολύ μεγάλη ομάδα υγρών, στα οποία η σταθερά του ιξώδους εξαρτάται και από τον τανυστή παραμόρφωσης 

ε˙ij

.

			Σε περίπτωση που το υγρό δεν είναι ασυμπίεστο, δεν έχουμε μεταβολή στις διατμητικές τάσεις, αλλά η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας 

∇→⋅u→

 συνεισφέρει ως κάθετη τάση, καθότι ο αντίστοιχος ρυθμός παραμόρφωσης οδηγεί σε μία αύξηση του όγκου του υγρού. Τότε, τα διαγώνια στοιχεία του ιξωδικού τανυστή τάσης μεταβάλλονται σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τii⟹τii+λ-2μ3∇→⋅u→ ,





						
							
							(6.66)

						
					

				
			

			όπου 

λ

 είναι ο συντελεστής του ιξώδους όγκου116 και είναι σημαντικός για ρευστά με εσωτερικούς βαθμούς ελευθερίας, όπως π.χ. μοριακές ταλαντώσεις κ.τ.λ. Στα υγρά όμως, ο όρος του ιξώδους όγκου μπορεί εύκολα να παραλειφθεί. Θα ήταν όμως σημαντικός σε συμπιεστή ροή, όταν και το διατμητικό ιξώδες είναι μικρό. Παίζει π.χ. σημαντικό ρόλο στην απόσβεση ακουστικών κυμάτων. Ο δε συντελεστής της απόκλισης 

-23μ

 προέρχεται από την κινητική θεωρία των αερίων και ισχύει για ένα μονατομικό αέριο, αλλά θεωρείται ικανοποιητικός και για άλλα αέρια. Θα μπορούσαμε π.χ. να γράψουμε ότι για συμπιεστά ρευστά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τij=με˙ij+μ1ε˙ji+μ2∑kε˙kkδij.





						
							
							(6.67)

						
					

				
			

			Γνωρίζουμε ότι, για να έχουμε μηδενικές ροπές, ο 

τij

 πρέπει να είναι συμμετρικός τανυστής, ώστε 

μ1=μ

. Εάν δε επιπλέον ισχύει ότι117 

τii=0

, τότε έχουμε 

μ2=-2μ3

 και η καταστατική εξίσωση γίνεται η (6.65) και (6.66), αν εξαιρέσουμε τον όρο με το ιξώδες όγκου.

			6.5.1 Σχέση ιξωδικής τάσης-πεδίου ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες

			Ο τανυστής τάσης εύκολα ορίζεται και σε κυλινδρικές συντεταγμένες, αρκεί να ορίσουμε σε κάθε σημείο του χώρου τρία κάθετα επίπεδα, τα οποία να είναι και κάθετα στα μοναδιαία διανύσματα 

e^R,e^ϕ,e^z

, όπως και στις καρτεσιανές συντεταγμένες. Η μόνη διαφορά εδώ είναι ότι τα τρία κάθετα διανύσματα αλλάζουν προσανατολισμό στο χώρο. Έτσι, ορίζουμε τα διαγώνια στοιχεία 

σRR,σϕϕ,σzz

, τα μη διαγώνια 

σRϕ,σRz,σϕz,

 καθώς και τα αντίστοιχα συμμετρικά, όπως στο Σχ. 6.14. Πάλι ο πρώτος δείκτης δείχνει την επιφάνεια και ο δεύτερος τη συνιστώσα της δύναμης. Αρκεί όμως να έχουμε υπόψη ότι όχι μόνο οι τρεις κάθετες επιφάνειες, αλλά και οι προβολές της δύναμης στο τοπικό σύστημα αλλάζουν κατεύθυνση. Φυσικά, και εδώ ισχύουν για τις κατευθύνσεις σε διαμετρικά σημεία, όπως και στις καρτεσιανές συντεταγμένες. Ήδη στην αρχή του κεφαλαίου, είδαμε την επέκταση του ορισμού του τανυστή παραμόρφωσης σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Και το τελευταίο βήμα είναι να γράψουμε τη σχέση ανάμεσα στον τανυστή τάσης και τον τανυστή παραμόρφωσης. Ευτυχώς για εμάς, η επιλογή του ισοτροπικού ρευστού απλοποιεί το πρόβλημα και τούτο, διότι η σχέση αυτή αποτελεί νόμο, ο οποίος ισχύει σε οποιοδήποτε σύστημα συντεταγμένων, αρκεί στην (6.65) να αντικαταστήσουμε τα i,j=1,2,3 με 

i,j=R,ϕ,z

 για κυλινδρικές συντεταγμένες και 

i,j=r,θ,ϕ

 για σφαιρικές συντεταγμένες.

			Εάν, στη συνέχεια, αντικαταστήσουμε για τον τανυστή παραμόρφωσης συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας, οι αντίστοιχες σχέσεις ιξωδικής τάσης και ρυθμού παραμόρφωσης γίνονται

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τRR=2μ∂uR∂R ,





						
							
							(6.68)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τRϕ=τϕR=μ1R∂uR∂ϕ-uϕR+∂uϕ∂R,





						
							
							(6.69)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τRz=τzR=μ∂uR∂z+∂uz∂R,





						
							
							(6.70)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τϕϕ=2μ1R∂uϕ∂ϕ+uRR,





						
							
							(6.71)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τϕ,z=τz,ϕ=μ1R∂uz∂ϕ+∂uϕ∂z,





						
							
							(6.72)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τzz=2μ∂uz∂z ,





						
							
							(6.73)
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			Σχήμα 6.14: Συνιστώσες του τανυστή τάσης σε κυλινδρικές συντεταγμένες.

			Έτσι π.χ. για τη ροή του ελεύθερου στροβίλου με πεδίο ταχύτητας

			



uϕ=K2πR





			και ρυθμό παραμόρφωσης

			



ε˙Rϕ=12∂∂RuϕR=-K2πR3 ,





			έχουμε διατμητική τάση

			



τRϕ=τϕR=2με˙Rϕ=-μKπR3 .





			Να υπενθυμίσουμε ότι, για δεξιόστροφο στρόβιλο, η σταθερά της κυκλοφορίας K είναι θετική και το αρνητικό πρόσημο στη συνιστώσα της τάσης σημαίνει ότι η αντίστοιχη δύναμη είναι στην 

-e^ϕ

 κατεύθυνση. Αυτή η δύναμη πρέπει να ληφθεί υπόψη στην εξίσωση κίνησης, εκτός αν η ροή αντιστοιχεί σε υψηλό αριθμό Reynolds. Εάν υπολογίσουμε την επιτάχυνση για τον ελεύθερο στρόβιλο, έχουμε μόνο ακτινική επιτάχυνση και ίση με:

			



a→=-(K2π)21R3e^R.





			Αυτό σημαίνει ότι θα πρέπει να έχουμε και την αντίστοιχη βαθμίδα πίεσης στην ακτινική κατεύθυνση, διότι, όπως θα δούμε αργότερα, η τάση ιξώδους συνεισφέρει μόνο στην εφαπτομενική κατεύθυνση και θα πρέπει να εξετάσουμε αργότερα ποιά θα είναι η επίδρασή της στη ροή. Ένα σημείο, το οποίο δεν μας ευχαριστεί είναι ο απειρισμός της ταχύτητας και του στροβιλισμού στον άξονα του στροβίλου. Ελπίζουμε ότι οι δυνάμεις της τριβής θα εξομαλύνουν τον απειρισμό. Ως προς το πώς, θα επανέλθουμε στο επόμενο κεφάλαιο.

			6.5.2 Τανυστής ιξωδικής τάσης σε σφαιρικές συντεταγμένες

			Εδώ απλώς παραθέτουμε τις αντίστοιχες σχέσεις για σφαιρικές συντεταγμένες

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τrr=2μϵrr=2μ∂ur∂r ,





						
							
							(6.74)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τrθ=τθr=2μϵrθ=μr∂∂ruθr+1r∂ur∂θ,





						
							
							(6.75)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τrϕ=τϕr=2μϵrϕ=μ1rsinθ∂ur∂ϕ+r∂∂ruϕr,





						
							
							(6.76)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τθθ=2μϵθθ=μ2r∂uθ∂θ+2uθr,





						
							
							(6.77)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τθϕ=τϕθ=2μϵθϕ=μsinθr∂∂θuϕsinθ+1rsinθ∂uϕ∂ϕ,





						
							
							(6.78)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τϕϕ=2μϵϕϕ=2μ1rsinθ∂uϕ∂ϕ+urr+uθcotθr.





						
							
							(6.79)

						
					

				
			

			6.6 Ιξωδικές δυνάμεις σε στοιχειώδες σωματίδιο

			[image: ]

			Σχήμα 6.15: Επιφανειακές τάσεις για τον υπολογισμό της δύναμης στο σωματίδιο όγκου 

dV=dx1dx2dx3

. Οι τάσεις στις απέναντι επιφάνειες έχουν αντίθετη φορά.

			Για τις εξισώσεις διατήρησης ορμής, πρέπει να υπολογίσουμε την ολική ιξωδική δύναμη που ασκείται σε ένα σωματίδιο ρευστού, το οποίο για ευκολία διαλέγουμε να έχει κυβικό σχήμα (δες Σχ. 6.15). Στο σχήμα δείχνουμε, επίσης, τις θετικές κατευθύνσεις για τις συνιστώσες του τανυστή τάσης, που δρουν σε τρεις πλευρές στην επιφάνεια ενός κύβου ελέγχου διαστάσεων 

dx1dx2dx3

. Π.χ. σε κάθε πλευρά του κύβου δρα μία κάθετη (ιξωδική) τάση και δύο διατμητικές τάσεις, που δίνουν δυνάμεις κάθετα ή παράλληλα στην επιφάνεια αντίστοιχα. Τα στοιχεία του τανυστή τάσης μεταβάλλονται από σημείο σε σημείο και ορίζονται, αν σε κάθε σημείο έχουμε τρία νοητά κάθετα επίπεδα. Έτσι, δεν είναι απαραίτητο το σωματίδιο να είναι κύβος ούτε οι πλευρές του να είναι επίπεδες επιφάνειες. Θα περιοριστούμε όμως σε κύβο, ενώ στη συνέχεια θα δώσουμε και τις δυνάμεις σε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες. Να προσθέσουμε ότι, σύμφωνα με την συνθήκη ορισμού, οι θετικές κατευθύνσεις, για τις τάσεις στις απέναντι επιφάνειες, είναι οι αντίθετες από αυτές που δείχνουμε στις τρεις επιφάνειες.

			Η ιξωδική δύναμη 

dF→,

 που δρα σε κάθε επιφάνεια 

dsi

 που περικλείει τον κύβο, έχει τρεις συνιστώσες με 

dFj=τijdsi

 για την i επιφάνεια. Για να βρούμε την ολική δύναμη στον κύβο πρέπει να προσθέσουμε τις δυνάμεις και στις έξι επιφάνειες του κύβου και, για να έχουμε συνολική μη μηδενική δύναμη, πρέπει οι τιμές της τάσης σε απέναντι πλευρές να είναι διαφορετικές.

			Ας υπολογίσουμε πρώτα την δύναμη στη x-κατεύθυνση που προέρχεται από την κάθετη τάση 

τ11

. Η αντίστοιχη δύναμη στις δύο απέναντι επιφάνειες 

S→1 

 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τ11+∂τ11∂x1∂x12dx2dx3-τ11-∂τ11∂x1∂x12dx2dx3=∂τ11∂x1dx1dx2dx3,





						
							
							(6.80)

						
					

				
			

			όπου αναπτύξαμε την τάση στις δύο απέναντι επιφάνειες σε σειρά Taylor μέχρι τον πρώτης τάξης όρο, ενώ το «-» στον δεύτερο όρο είναι απαραίτητο, καθότι η αντίστοιχη τάση στην απέναντι επιφάνεια είναι σε αντίθετη κατεύθυνση. Ταυτόχρονα, και οι διατμητικές τάσεις στις άλλες πλευρές μας δίνουν δύναμη στην 

x1

 κατεύθυνση. Π.χ από την πάνω πλευρά (και την παράλληλή της έχουμε συνισταμένη δύναμη) στην 

x1

 -κατεύθυνση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂τ21∂x2dx1dx2dx3,





						
							
							(6.81)

						
					

				
			

			ενώ από τη δεξιά και αριστερή πλευρά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂τ31∂x3dx1dx2dx3





						
							
							(6.82)

						
					

				
			

			και με πρόσθεση των τριών όρων από τις εξισώσεις (6.80-6.82), έχουμε την ολική δύναμη στην 

x1

 -κατεύθυνση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F1=∂τ11∂x1+∂τ21∂x2+∂τ31∂x3 dx1dx2dx3.





						
							
							(6.83)

						
					

				
			

			Με διαίρεση με τον όγκο 

dV=dx1dx2dx3

 έχουμε τη δύναμη ανά μονάδα όγκου

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f1≡F1dV=∂τ11∂x1+∂τ21∂x2+∂τ31∂x3.





						
							
							(6.84)

						
					

				
			

			Έτσι, ο δεύτερος δείκτης του στοιχείου τάσης, που συνδέεται με την συνιστώσα της δύναμης είναι ο ίδιος και για τους τρεις όρους, ενώ ο πρώτος δείκτης (της επιφάνειας) προστίθεται, διότι έχουμε συνεισφορά και από τις τρεις κάθετες επιφάνειας, ενώ η παραγώγιση προέρχεται από το γεγονός της διαφορικής τάσης από τις απέναντι πλευρές.
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			Σχήμα 6.16: Δυνάμεις στην 1-κατεύθυνση, λόγω των ιξωδικών τάσεων σε ένα κυβικό σωματίδιο ρευστού.

			Με τον ίδιο τρόπο, βρίσκουμε τη δύναμη ανά μονάδα όγκου στην 

x2

 - και 

x3

 -κατεύθυνση αντίστοιχα, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f2=∂τ12∂x1+∂τ22∂x2+∂τ32∂x3,





						
							
							(6.85)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f3=∂τ13∂x1+∂τ23∂x2+∂τ33∂x3.





						
							
							(6.86)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις (6.84 - 6.86) μπορούν να γραφούν συνοπτικά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fi=∑j=13∂∂xjτji,  i=1,2,3.





						
							
							(6.87)

						
					

				
			

			Μπορούμε, επίσης, σε αναλογία με την απόκλιση ενός διανύσματος, να γράψουμε την ολική ιξωδική δύναμη ανά μονάδα όγκου ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f→=∇→⋅τ¯¯,





						
							
							(6.88)

						
					

				
			

			όπου το 

∇→⋅

 δρα μόνο στον πρώτο δείκτη του τανυστή 

τ¯¯

 με στοιχεία 

τji

, ενώ ο δεύτερος δείκτης μας δίνει την συνιστώσα της ολικής δύναμης. Το νόημα είναι, ότι για κάθε 

i

, θεωρούμε το 

τji

 ως την j-συνιστώσα ενός διανύσματος. Η δε δύναμη ανά μονάδα μάζας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fm→=F→dm≡F→ρdV=1ρ∇→⋅τ¯¯.





						
							
							(6.89)

						
					

				
			

			Εάν, τώρα, έχουμε ένα τυχαίο όγκο V, που περικλείεται από μία κλειστή επιφάνεια S, τότε η ολική ιξωδική δύναμη είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F→=∫V∇→⋅τ¯¯dV=∮Sτ¯¯⋅dS→,





						
							
							(6.90)

						
					

				
			

			όπου το εσωτερικό γινόμενο 

τ¯¯⋅dS→

 γίνεται με άθροισμα ως προς τον πρώτο δείκτη του 

τij

, δηλαδή:

			



τ¯¯⋅dS→=τijdSi.





			Είναι χρήσιμο να εκφράσουμε τις ιξωδικές δυνάμεις συναρτήσει παραγώγων του πεδίου ταχύτητας, απαλείφοντας τον τανυστή της τάσης. Για απλότητα, θα θεωρήσουμε εδώ ασυμπίεστο ρευστό. Με αντικατάσταση, για τον τανυστή ιξωδικής τάσης για συμπιεστά ρευστά 

τ¯¯

, από τις (6.65) και (6.66), έχουμε για την 

xi

 -συνιστώσα της ιξωδικής δύναμης ανά μονάδα όγκου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→⋅τ¯¯≡∑k∂∂xkτki=∑k∂∂xkμ∂ui∂xk+∂uk∂xi.





						
							
							(6.91)

						
					

				
			

			Το δεξιό μέλος της (6.91) μπορεί να γραφεί, για σταθερό ιξώδες, με χρήση της ταυτότητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑k∂∂xk∂uk∂xi=∑k∂∂xi∂uk∂xk=∂∂xi∇→⋅u→=0,





						
							
					

				
			

			για ασυμπίεστο ρευστό, ενώ ο άλλος όρος μας δίνει για σταθερό ιξώδες (

μ

)την i-συνιστώσα της 

μ∇2u→

. Έτσι, έχουμε για την ιξωδική δύναμη ανά μονάδα όγκου, για ασυμπίεστη ροή:

			



ιξωδική δύναμημονάδα όγκου=μ∇2u→.





			6.6 Ιξωδικές δυνάμεις σε κυλινδρικές συντεταγμένες

			[image: ]

			Σχήμα 6.17: Δυνάμεις σε κυλινδρικές συντεταγμένες, λόγω των ιξωδικών τάσεων σε ένα στοιχειώδες σωματίδιο ρευστού.

			Με επιλογή του κατάλληλου όγκου (δες Σχ. 6.17) για τον υπολογισμό των ιξωδικών δυνάμεων σε ένα σωματίδιο, εφαρμόζουμε την ίδια διαδικασία, όπως σε καρτεσιανές συντεταγμένες. Αρκεί να θυμόμαστε ότι οι ιξωδικές δυνάμεις θα υπολογιστούν από τις τάσεις πάνω στις εξωτερικές επιφάνειες του στοιχειώδους σωματιδίου, που είναι παράλληλες ανά δύο και αντιστοιχούν σε σταθερές τιμές των αντίστοιχων συντεταγμένων. Η συνολική όμως δύναμη ανά μονάδα όγκου θα υπολογιστεί από τον τανυστή της τάσης στο κέντρο του σωματιδίου. Αυτό σημαίνει ότι θα αναπτύξουμε τις τάσεις στις απέναντι επιφάνειες σε σειρά Taylor γύρω από το κέντρο. Αν είμαστε προσεκτικοί, όμως, θα δούμε ότι δεν μεταβάλλεται μόνο το μέτρο του τανυστή της τάσης στις απέναντι επιφάνειες, αλλά και το μέτρο της επιφάνειας, όπως και ο προσανατολισμός της αντίστοιχης τάσης. Έτσι, σε κυλινδρικές συνιστώσες έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fR=∂τzR∂z+1R∂RτRR∂R+1R∂τRϕ∂ϕ-τϕϕR,





						
							
							(6.92)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fϕ=∂τzϕ∂z+1R2∂R2τRϕ∂R+1R∂τϕϕ∂ϕ,





						
							
							(6.93)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fz=∂τzz∂z+1R∂RτRz∂R+1R∂τϕz∂ϕ.





						
							
							(6.94)

						
					

				
			

			Για την περίπτωση σταθερού ιξώδους μπορούμε να εκφράσουμε τις δυνάμεις συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fR=μ∂2uR∂z2+∂∂R1R∂RuR∂R+1R2∂2uR∂ϕ2-2R2∂uϕ∂ϕ,





						
							
							(6.95)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



                       fϕ=μ∂2uϕ∂z2+∂∂R1R∂Ruϕ∂R+1R2∂uϕ∂ϕ2+2R∂uR∂ϕ,





						
							
							(6.96)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



   fz=μ∂2uz∂z2+1R∂∂RR∂uz∂R+1R2∂2uz∂ϕ2.





						
							
							(6.97)

						
					

				
			

			Η εξαγωγή των παραπάνω εξισώσεων γίνεται και απευθείας από τον υπολογισμό της Λαπλασιανής του πεδίου ταχύτητας:

			



f→=μ∇2u→,





			όπου η Λαπλασιανή σε κυλινδρικές συντεταγμένες δρα όχι μόνο στις συνιστώσες της ταχύτητας, αλλά και στα μοναδιαία διανύσματα.

			Βλέπουμε ότι οι δυνάμεις δίνονται από πολύπλοκες σχέσεις με πολλούς όρους, των οποίων το φυσικό νόημα δεν είναι άμεσα ορατό. Τα πράγματα γίνονται πολύ πιο εύκολα, αν κάνουμε μερικές προσεγγίσεις. Π.χ. αν έχουμε μόνιμη ροή μόνο με ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία εξαρτάται μόνο από το R, τότε οι εξισώσεις Navier-Stokes είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρuR∂uR∂R=-∂P∂R+μ∂∂R1R∂RuR∂R,





						
							
							(6.98)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-1R∂P∂ϕ ,





						
							
							(6.99)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=∂P∂z.





						
							
							(6.100)

						
					

				
			

			Από την εξίσωση συνέχειας για ασυμπίεστη κυλινδρική ροή (δες Κεφ 3), το πεδίο ταχύτητας 

uR=Q2πR

, ενώ από τις (6.99), (6.100) η πίεση μεταβάλλεται μόνο ακτινικά. Για το παραπάνω πεδίο ταχύτητας, οι ιξωδικές δυνάμεις μηδενίζονται ακόμη και στην ακτινική κατεύθυνση. Έτσι, η λύση που είχαμε βρει προηγουμένως για αστρόβιλη ανιξωδική ροή ισχύει. Υπάρχει, όμως, ένα σημείο που θέλει ιδιαίτερη προσοχή. Η απόκλιση στον άξονα (για R=0) απειρίζεται και επομένως, δεν υπακούει την εξίσωση συνέχειας στον άξονα, όπως είναι προφανές. Ένας τρόπος να βγούμε από το αδιέξοδο είναι να θεωρήσουμε ένα κύλινδρο πεπερασμένης ακτίνας γύρω από τον άξονα, από τα τοιχώματα του οποίου εξέρχεται ακτινικά το ρευστό. Τότε, κοντά στον κύλινδρο, το πεδίο ταχύτητας θα αλλάξει και είναι ενδεχόμενο και οι ιξωδικές δυνάμεις να συνεισφέρουν εκεί. Σε μεγαλύτερες αποστάσεις, δεν περιμένουμε αλλαγές στο πεδίο ταχύτητας.

			Εάν έχουμε μόνο κυκλική ροή με 

uϕR

, οι εξισώσεις διατήρησης της ορμής είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ρuϕ2R=-∂P∂R ,





						
							
							(6.101)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-1R∂P∂ϕ+μ∂∂R1R∂Ruϕ∂R,





						
							
							(6.102)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=∂P∂z ,





						
							
							(6.103)

						
					

				
			

			ενώ η εξίσωση συνέχειας ικανοποιείται αυτόματα. Η πίεση πάλι είναι ανεξάρτητη των 

ϕ,z

, ενώ η ακτινική βαθμίδα της πίεσης μας δίνει την ακτινική επιτάχυνση. Από τον μηδενισμό της εφαπτομενικής ιξωδικής δύναμης και τον μηδενισμό της ταχύτητας στο άπειρο, έχουμε τη γνωστή μας λύση για τον ελεύθερο στρόβιλο 

uϕR=Γ2πR

, όπου 

Γ

 είναι η κυκλοφορία. Δηλαδή στον άξονα, η ταχύτητα απειρίζεται και έχουμε στροβιλισμό. Λόγω της ύπαρξης, όμως, του ιξώδους, όπως θα δούμε αργότερα, έχουμε διάχυση στον χρόνο του στροβιλισμού μακριά από τον άξονα, με ρυθμό που εξαρτάται από τη σταθερά ιξώδους. Στο Κεφ. 7 περί στροβιλισμού, θα επανέλθουμε σε αυτό το πρόβλημα με μια προσεγγιστική λύση.

			6.6.1 Ιξωδικές δυνάμεις σε σφαιρικές συντεταγμένες

			Επιλέγουμε πάλι το σωματίδιο να περιβάλλεται από παράλληλες επιφάνειες σταθερού 

r,ϕ,θ

 και υπολογίζουμε τις δυνάμεις που ασκούνται σε κάθε επιφάνεια, χρησιμοποιώντας τον τανυστή τάσης σε σφαιρικές συντεταγμένες. Εδώ τα πράγματα περιπλέκονται σε σχέση με τις καρτεσιανές συντεταγμένες, καθότι οι κάθετοι στις απέναντι επιφάνειες δεν είναι στην ίδια ευθεία, και δίνουν συνεισφορά και στις άλλες συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fr=1r2∂r2τrr∂r+1rsinθ∂τθrsinθ∂θ+1rsinθ∂τϕr∂ϕ-τθθ+τϕϕr,





						
							
							(6.104)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fθ=1r2∂r2τrθ∂r+1rsinθ∂τθθsinθ∂θ++1rsinθ∂τϕθ∂ϕ+τrθr-τϕϕrcotθ,





						
							
							(6.105)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fϕ=1r2∂r2τrϕ∂r+τrϕr+1r∂τθϕ∂θ+2τθϕrcosθ+1rsinθ∂τϕϕ∂ϕ.





						
							
							(6.106)

						
					

				
			

			Πάλι μπορούμε για σταθερό ιξώδες να τις εκφράσουμε ως συνάρτηση του πεδίου ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fr=∇2ur-2urr2-2r2∂uθ∂θ+uθcotθ-2r2sinθ∂uϕ∂ϕ,





						
							
							(6.107)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fθ=∇2uθ+2r2∂ur∂θ-+uθr2sin2θ-2cosθr2sin2θ∂uϕ∂ϕ,





						
							
							(6.108)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fϕ=∇2uϕ-uϕr2sin2θ+2r2sinθ∂ur∂ϕ+2cosθr2sin2θ∂uθ∂ϕ,





						
							
							(6.109)

						
					

				
			

			όπου για κάθε συνάρτηση f έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2f=1r2∂∂rr2∂f∂r+1r2sinθ∂∂θsinθ∂f∂θ+1r2sin2θ∂2f∂ϕ2 .





						
							
							(6.110)

						
					

				
			

			6.7 Εξίσωση Navier-Stokes

			Η εξίσωση της ορμής για το ιξωδικό ρευστό βρίσκεται, αν εξισώσουμε, όπως και στην εξίσωση του Euler (για ανιξωδικό υγρό), τη δύναμη αδράνειας ανά μονάδα μάζας, δηλαδή την επιτάχυνση με το σύνολο των δυνάμεων ανά μονάδα μάζας που ασκούνται. Έτσι, αρκεί στην εξίσωση του Euler να προσθέσουμε την ιξωδική δύναμη, ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Du→Dt=-1ρ∇→P+g→+1ρ∇→⋅τ¯¯,





						
							
							(6.111)

						
					

				
			

			όπου έχουμε τη δύναμη, λόγω του δυναμικού της βαρύτητας και για την επιτάχυνση χρησιμοποιήσαμε την υλική παράγωγο της ταχύτητας, δηλαδή την επιτάχυνση του ρευστού σωματιδίου, καθώς παρακολουθούμε την κίνηση του. Έχουμε λοιπόν:

			



επιτάχυνσησωματιδίου=δύναμηπίεσης+δύναμηβαρύτητας+ιξωδικέςδυνάμεις ,





			όπου οι δυνάμεις είναι ανά μονάδα μάζας.

			Η (7.1), μαζί με την εξίσωση συνέχειας για ασυμπίεστα ρευστά, μας δίνει ένα σύνολο τεσσάρων εξισώσεων με αγνώστους την πίεση (P), τις τρεις συνιστώσες του πεδίου ταχύτητας (

u→

) και τις έξι συνιστώσες του τανυστή της τάσης (τij), δηλαδή συνολικά δέκα αγνώστους. Η εξίσωση διατήρησης ορμής μπορεί να απλοποιηθεί, χρησιμοποιώντας τις καταστατικές σχέσεις που συνδέουν τον τανυστή τάσης με τον τανυστή παραμόρφωσης και στη συνέχεια ο τανυστής τάσης εκφράζεται συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας.

			Εδώ, θα εξετάσουμε την εξίσωση διατήρησης ορμής για ασυμπίεστα ρευστά με σταθερό ιξώδες, όπου είδαμε ότι η ιξωδική δύναμη συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας:

			



∇→⋅τ¯¯=μ∇2u→





			και τελικά έχουμε την εξίσωση Navier-Stokes:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDu→Dt=-∇→P+ρg→+μ∇2u→.





						
							
							(6.112)

						
					

				
			

			Το δεξιό μέρος αυτής της εξίσωσης αποτελείται από άλλους δύο όρους (πλην του ιξωδικού), ο πρώτος από τη δύναμη λόγω πίεσης, ο δεύτερος λόγω του δυναμικού βαρύτητας. Η εξίσωση αυτή ισχύει σε κάθε σύστημα συντεταγμένων, καθότι έχει γραφεί σε αναλλοίωτη μορφή, αρκεί να είμαστε προσεκτικοί στον υπολογισμό της Λαπλασιανής.

			Η λύση της εξίσωσης Navier-Stokes αποτελεί ένα δύσκολο πρόβλημα και είναι δυνατή μόνο με αριθμητικές μεθόδους. Αναλυτικές λύσεις είναι δυνατές μετά από σημαντικές προσεγγίσεις. Οι κύριες προσεγγίσεις που γίνονται είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Μόνιμη ροή

						
							
							



∂u→∂t=0





						
							
							

u→

 ανεξάρτητη του χρόνου

						
					

					
							
							Αστρόβιλη ροή

						
							
							



∇→ × u→=0





						
							
							



u→=-∇→Φ





						
					

					
							
							και ασυμπίεστη

						
							
							



∇→⋅u→=0





						
							
							

∇2Φ=0

,   

∇2Ψ=0

,

						
					

					
							
							Αργή ροή

						
							
							



u→⋅∇→u→≃0





						
							
							Navier-Stokes γραμμική

						
					

					
							
							Ιδανικό υγρό

						
							
							



μ∇2u→≃0





						
							
							Διατηρητικό σύστημα

						
					

				
			

			Στις απλοποιήσεις θα πρέπει να αναφέρουμε και τη γνωστή μας υπόθεση σταθερής πυκνότητας, ώστε η εξίσωση συνέχειας γίνεται ένας περιορισμός στο πεδίο ταχύτητας με μηδενισμό της απόκλισής του. Αυτό σημαίνει ότι αφήνουμε έξω μία ομάδα προβλημάτων μεγάλου ενδιαφέροντος, στην οποία η συμπιεστότητα και η άνωση είναι σημαντικές. Θεωρούμε επίσης, όπως κάναμε στα προηγούμενα, ότι δεν έχουμε μεταβολές της σταθεράς του ιξώδους. Στην πραγματικότητα, η ιξωδική ροή συνοδεύεται με απώλεια ενέργειας υπό την μορφή θερμότητας, που συνεπάγεται και μεταβολή της σταθεράς του ιξώδους, λόγω αύξησης της θερμοκρασίας. Επιπλέον, θα περιοριστούμε σε απλές γεωμετρίες και οριακές συνθήκες, ώστε να έχουμε μόνο δύο μεταβλητές. Στην περίπτωση αυτή, μπορούμε για ασυμπίεστη ροή να εκμεταλλευτούμε και τη μέθοδο συνάρτησης ροής, ώστε να έχουμε και αναλυτικές σχέσεις για τις γραμμές ροής.

			6.8 Θερμοδυναμική και ιξώδης ροή

			Στην παρούσα παράγραφο θα αρχίσουμε από τον πρώτο νόμο της θερμοδυναμικής για την διατήρηση της ενέργειας και, χωρίς να κάνουμε απλοποιήσεις για τον τύπο της ροής, θα λάβουμε υπόψη μας και τους διάφορους μηχανισμούς διάδοσης θερμότητας. Στα υγρά, ο πιο σημαντικός είναι δια αγωγιμότητας. Η δυνατότητα παραγωγής θερμότητας στο εσωτερικό του υγρού είναι δυνατή αν π.χ. έχουμε χημικές αντιδράσεις. Η διάδοση θερμότητας δια ακτινοβολίας είναι αμελητέα για τα υγρά και τις κανονικές συνθήκες που θα θεωρήσουμε εδώ. Χάριν γενίκευσης, όμως, θα λάβουμε υπόψη μας και τους τρεις μηχανισμούς.

			6.8.1 Ρυθμός παραγωγής έργου και διάδοσης θερμότητας

			[image: ]

			 Σχήμα 6.18: Διάνυσμα ροής θερμότητας.

			Ας θεωρήσουμε τον σταθερό όγκο ελέγχου V του Σχ. 6.18, όπου 

dS→

 είναι ένα στοιχείο της επιφάνειας που περιβάλει τον όγκο 

V, u→

 η ταχύτητα ροής και 

q→

 το διάνυσμα της ροής θερμότητας μέσω της επιφάνειας και περιλαμβάνει ροή θερμότητας δια αγωγιμότητας ή ακτινοβολίας. Η κύρια διαφορά στους δύο αυτούς μηχανισμούς είναι ότι, ενώ για μεν την αγωγιμότητα απαιτείται η παρουσία ύλης, στη θερμική ακτινοβολία δεν απαιτείται. Αυτή έχει τη μορφή ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων και εκπέμπεται από κάθε σώμα ανεξάρτητα της θερμοκρασίας του. Στην υδροδυναμική, με την οποία θα ασχοληθούμε, η ακτινοβολούμενη ενέργεια είναι αμελητέα. Το μέτρο του 

q→

 έχει μονάδες ενέργειας ανά μονάδα χρόνου ανά μονάδα επιφανείας. Το μέτρο και η κατεύθυνσή του μεταβάλλονται στον χώρο και στον χρόνο, με τρόπο που θα προσδιοριστεί από κάποιο νόμο. Π.χ. για θερμική αγωγιμότητα περιμένουμε να εξαρτάται από τη βαθμίδα θερμοκρασίας. Προς το παρόν όμως, δεν περιοριζόμαστε στον μηχανισμό διάδοσης θερμότητας και το διανυσματικό πεδίο είναι μία άγνωστη ποσότητα. Έτσι, ο ρυθμός ροής θερμότητας στον όγκο ελέγχου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dQdt=-∫Sq→⋅dS→+∫VqrdV,





						
							
							(6.113)

						
					

				
			

			όπου το «-» πρόσημο οφείλεται στο ότι ορίσαμε το 

q→

 να είναι η ροή θερμότητας προς τα έξω. Στην (6.113) λάβαμε επίσης υπόψη μας και τη δυνατότητα παραγωγής θερμότητας με πυκνότητα ανά μονάδα όγκου 

qr

, λόγω π.χ. χημικών αντιδράσεων, αν το υγρό μας είναι χημικά σύνθετο. Να υπενθυμίσουμε ότι ο ρυθμός αυτός εξαρτάται από τη διαδρομή που ακολουθούμε.

			Αντί του επιφανειακού ολοκληρώματος, μπορούμε, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Gauss, να γράψουμε το δεξιό μέρος της (6.113) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Sq→⋅dS→=∫V∇→⋅q→dV.





						
							
							(6.114)

						
					

				
			

			Η διάδοση θερμότητας δια αγωγιμότητας απαιτεί βαθμίδα θερμοκρασίας. Η ερμηνεία του μηχανισμού διάδοσης, που δεν απαιτεί την μετακίνηση μάζας, απαιτεί μικροσκοπική ανάλυση, της οποίας το αποτέλεσμα συχνά μπορεί να περιγραφεί από τον νόμο Fourier, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q→=-κ∇→T,





						
							
							(6.115)

						
					

				
			

			όπου ο συντελεστής αγωγιμότητας «

κ

 » εξαρτάται από το ρευστό, τη θερμοκρασία και ελάχιστα από την πίεση. Έτσι, η ροή θερμότητας είναι αντίθετη στην βαθμίδα της θερμοκρασίας, δηλαδή από υψηλή σε χαμηλή θερμοκρασία και ακολουθεί σε κάθε σημείο την αρνητική της βαθμίδας κατεύθυνση. Ο νόμος αυτός δεν περιλαμβάνει την ακτινοβολία θερμότητας ούτε τη διάδοση θερμότητας με μεταφορά. Το τελευταίο διαδίδεται με τη μεταφορά των σωματιδίων, τα οποία μεταφέρουν εσωτερική θερμική ενέργεια από το σημείο προέλευσης στο σημείο διάδοσης. Το μέρος αυτό της ενέργειας θα συνυπολογιστεί στην ολική ενέργεια του σωματιδίου μαζί με τη μηχανική ή άλλες μορφές ενέργειας.

			Στην επιφάνεια έχουμε επίσης παραγωγή έργου από την πίεση και κάθετη τάση (αντιστρεπτό έργο) και από τη διατμητική τάση (μέρος του έργου είναι μη αντιστρεπτό έργο). Και τα δύο μαζί μπορούν να εκφραστούν με τον τανυστή τάσης 

σij=-pδij+τij

 και ο ρυθμός παραγωγής έργου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dWdt=-∑ij∫uiσjidAj≡-∫dS→⋅σ¯¯⋅u→.





						
							
							(6.116)

						
					

				
			

			Στην (6.116), η ποσότητα:

			



dFi=σjidAj





			είναι η δύναμη (

i

 -συνιστώσα) που ασκείται στην επιφάνεια με μέτρο 

dAj

, που έχει κάθετη στην j- κατεύθυνση. Εάν δε, πολλαπλασιάσουμε με την 

i

 -συνιστώσα της ταχύτητας και προσθέσουμε ως προς 

i

, έχουμε:

			



∑idFiui=∑iuiσijdAj≡u→⋅dF→  στην dAj επιφάνεια,





			δηλαδή θα βρούμε τον ρυθμό παραγωγής έργου από την j -συνιστώσα (το άθροισμα είναι μόνο ως προς 

i

) της επιφάνειας 

dS→

. Εάν δε, προσθέσουμε ως προς  j, θα βρούμε τον ρυθμό έργου στην επιφάνεια 

dS→

:

			



∑ijdFiui=∑ijuiσijdAj≡dS→⋅σ¯¯⋅u→.





			Για να βρούμε την ολική παραγωγή έργου, πρέπει να προσθέσουμε για κάθε στοιχείο της περιβάλλουσας επιφάνειας, δηλαδή να ολοκληρώσουμε πάνω στην εξωτερική επιφάνεια. Το δε «-» πρόσημο υπονοεί ότι είναι το έργο που γίνεται στο περιβάλλον από το υγρό στον όγκο V. Στην (6.116) δώσαμε τον ρυθμό παραγωγής έργου και σε τανυστική μορφή, όπου το εσωτερικό γινόμενο είναι το εσωτερικό γινόμενο διανύσματος με τανυστή.

			Εάν δε, διαχωρίσουμε την πίεση από την ιξωδική τάση έχουμε:

			



dWdt=-∑ij∫Sui-Pδji+τjidAj=





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=∫SPu→⋅dS→-∑ij∫SuiτjidAj.





						
							
							(6.117)

						
					

				
			

			Για τη συνέχεια είναι χρήσιμο να μετατρέψουμε το επιφανειακό ολοκλήρωμα σε ολοκλήρωμα πάνω στον περικλειόμενο όγκο, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Gauss. Για τον όρο της πίεσης αυτό είναι εύκολο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫SPu→⋅dS→=∫V∇→⋅Pu→dV.





						
							
							(6.118)

						
					

				
			

			Για τον όρο της ιξωδικής τάσης το αποτέλεσμα είναι ορατό, αν χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό τανυστών για τις πράξεις:

			



∑ij∫SuiτijdAj≡∫dS→⋅τ¯¯⋅u→





			



=∫∇→⋅τ¯¯⋅u→dV=∑ij∂∂xjuiτji dV





			



∑ij∫V∂ui∂xjτji+ui∂∂xjτjidV





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=∫ΦdV+∫u→⋅∇→⋅τ¯¯dV





						
							
							(6.119)

						
					

				
			

			όπου η:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=∑ij∂ui∂xjτji





						
							
							(6.120)

						
					

				
			

			ονομάζεται συνάρτηση ιξώδους και μας δίνει τον ρυθμό, με τον οποίο οι διατμητικές τάσεις κάνουν μη αντιστρεπτό έργο, το οποίο παράγει θερμότητα. Για ένα ασυμπίεστο ρευστό, εάν ο συντελεστής ιξώδους δεν εξαρτάται από την τάση, τότε η συνάρτηση ιξώδους γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=μ2∑i∂ui∂xi2+∑i∂ui∂xj+∂uj∂xi2,





						
							
							(6.121)

						
					

				
			

			δηλαδή είναι το άθροισμα θετικών όρων και επομένως, το σωματίδιο του ρευστού χάνει ενέργεια στο υπόλοιπο ρευστό. Ο άλλος όρος στην (6.119) είναι το έργο που γίνεται από την ολική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο του ρευστού, λόγω του ιξώδους, καθώς κινείται στην τροχιά του και είναι αντιστρέψιμο έργο, που συνεισφέρει στη μεταβολή της μηχανικής (κινητική +δυναμική) ενέργειας.

			6.8.2 Εξίσωση διατήρησης ενέργειας

			Από τη θερμοδυναμική, περιμένουμε ότι το άθροισμα του ρυθμού ροής θερμότητας από την επιφάνεια S και το έργο που γίνεται από το περιβάλλον υγρό μέσω της επιφάνειας είναι ίσο με τον ρυθμό μεταβολής της ολικής ενέργειας (κινητική, δυναμική και εσωτερική), που για ένα όγκο V μπορεί να γραφεί118 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=∫VρghdV+∫V12ρu2dV+∫Vρε0dV,





						
							
							(6.122)

						
					

				
			

			δηλαδή

			



ολικήενέργεια=δυναμικήενέργεια+κινητικήενέργεια+εσωτερικήενέργεια,





			όπου 

hr→

 είναι το ύψος και 

ε0

 η εσωτερική ενέργεια ανά μονάδα μάζας και περιλαμβάνει την τυχαία κίνηση των μορίων του υγρού. Η εσωτερική ενέργεια είναι μία ποσότητα, η οποία εξαρτάται από την κατάσταση του υγρού και περιγράφεται από μία καταστατική σχέση, π.χ.:

			



ε0=ε0P,T,





			όπου P είναι η θερμοδυναμική πίεση και T η θερμοκρασία του ρευστού. Μπορούμε να ορίσουμε επίσης και την πυκνότητα ολικής ενέργειας ανά μονάδα μάζας, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ε=12u2+U+ε0,





						
							
							(6.123)

						
					

				
			

			όπου U είναι η δυναμική ενέργεια ανά μονάδα μάζας, ώστε:

			



Ε=∫VρεdV.





			Από τον πρώτο νόμο της θερμοδυναμικής, ο ρυθμός μεταβολής της ολικής ενέργειας συνδέεται με τον ρυθμό διάδοσης θερμότητας και παραγωγής έργου, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DEDt=ðQðt-ðWðt,





						
							
							(6.124)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε την υλική παράγωγο για την ολική ενέργεια, που σημαίνει ότι είναι η μεταβολή, καθώς παρακολουθούμε την κίνηση του ρευστού όγκου. Αυτό σημαίνει ότι, καθώς μετατοπίζεται το σωματίδιο, ο όγκος μεταβάλλεται, αλλά η μάζα που περικλείει παραμένει σταθερή. Έτσι, για τον ρυθμό μεταβολής της ολικής ενέργειας, θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα μεταφοράς Reynolds, που μας δίνει την δυνατότητα, αντί του χρονικά μεταβαλλόμενου όγκου ελέγχου, καθώς κινείται, να υπολογίσουμε τον ρυθμό, χρησιμοποιώντας ένα σταθερό όγκο. Οι ρυθμοί παραγωγής θερμότητας και έργου εξαρτώνται από τη διαδρομή119. Έτσι, στο δεξιό μέρος της (6.124) έχουμε το ρυθμό με τον οποίο διαδίδεται θερμότητα (

dQdt

) από έξω στο σωματίδιο, μέσω των τοιχωμάτων του όγκου ελέγχου, ενώ 

dWdt

 είναι ο ρυθμός με τον οποίο το σωματίδιο κάνει έργο στο εξωτερικό ρευστό. Ο πρώτος όρος στην (6.124) θα μπορούσε να υπάρχει και αν ακόμη δεν είχαμε ροή, εφόσον έχουμε χρονική μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας 

ε0

, λόγω διάδοσης θερμότητας. Αν όμως η ροή θερμότητας είναι τέτοια, ώστε να δημιουργούνται σημαντικές βαθμίδες της θερμοκρασίας, τότε θα έχουμε αστάθεια και δημιουργία ρευμάτων μεταφοράς.

			Ο ρυθμός μεταβολής της ολικής ενέργειας οφείλεται στην τοπική μεταβολή της ενέργειας με τον χρόνο (μερική παράγωγος ως προς χρόνο, διότι ο όγκος V είναι σταθερός) και στην μεταβολή, λόγω της ροής, μέσω της εξωτερικής επιφάνειας. Την ίδια διαδικασία ακολουθήσαμε και στην αρχή διατήρησης της μάζας, η οποία γενικεύτηκε με το θεώρημα Reynolds. Έχουμε λοιπόν, σύμφωνα με το θεώρημα Reynolds, και για σταθερό όγκο ελέγχου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DEDt=∂∂t∫VρεdV+∫Sρεu→⋅dS→ρυθμός μεταβολήςτοπικός ρυθμόςρυθμός καθαρής εκροήςενέργειας συστήματοςμεταβολής ενέργειαςενέργειας μέσωστο σταθερό όγκο Vπεριβάλλουσας επιφάνειας





						
							
							(6.125)

						
					

				
			

			Στην (6.125) η ποσότητα στο επιφανειακό ολοκλήρωμα 

ρεu→

 είναι ο ρυθμός ροής ενέργειας και είναι διανυσματικό μέγεθος με κατεύθυνση, την κατεύθυνση της ταχύτητας και μέτρο, τη ροή μέσω μοναδιαίας, κάθετης στην 

u→

, επιφάνειας. Έτσι 

ρεu→⋅dS→

 είναι ο ρυθμός ροής μέσω της επιφάνειας 

dS→

. Το δεύτερο ολοκλήρωμα θα μπορούσε να γραφεί και στην τανυστική μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Sρεu→⋅dS→≡∑ι∫SρεuidSi.





						
							
							(6.126)

						
					

				
			

			Από την αρχή της διατήρησης της ενέργειας και τις εξισώσεις (6.113), (6.118) και (6.125), έχουμε μία ολοκληρωτική σχέση για την ολική ενέργεια. Επειδή, όμως, όλες οι εξισώσεις (π.χ. Euler, Navier-Stokes κ.τ.λ.) που αναπτύξαμε μέχρι τώρα, για τις οποίες υπάρχουν εύκολες τεχνικές για επίλυση, είναι τοπικές (δηλαδή διαφορικές εξισώσεις), θα ήταν χρήσιμο να βρούμε και τον αντίστοιχο τοπικό νόμο διατήρησης. Για τον σκοπό αυτό, θα προσπαθήσουμε να μετατρέψουμε όλα τα επιφανειακά ολοκληρώματα σε ολοκληρώματα όγκου, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Gauss. Έτσι, έχουμε για το επιφανειακό ολοκλήρωμα στην (6.125):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Sρεu→⋅dS→=∫V∇→⋅ρεu→dV.





						
							
							(6.127)

						
					

				
			

			Έτσι, για την μεταβολή της ενέργειας έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DEDt=∫V∂∂tρε+∇→⋅ρεu→dV ,





						
							
							(6.128)

						
					

				
			

			και μπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω, αν χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση συνέχειας στην ποσότητα στο ολοκλήρωμα. Έχουμε λοιπόν:

			



∂∂tρε+∇→ρεu→=ε∂ρ∂t+ε∇→⋅ρu→+ρ∂ε∂t+ρu→⋅∇→ε=ρDεDt ,





			όπου οι δύο πρώτοι όροι στη μεσαία σχέση μηδενίστηκαν από την εξίσωση της συνέχειας και οι δύο τελευταίοι μας δίνουν την υλική παράγωγο 

Dε/Dt

. Εν μέρει το αποτέλεσμα αυτό είναι αναμενόμενο, καθότι στην υλική παράγωγο κρατάμε τη μάζα του σωματιδίου σταθερή.

			Αφού μετατρέψαμε όλα τα ολοκληρώματα στον όγκο, η εξίσωση διατήρησης ενέργειας γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫VρDεDt+∇→⋅q→+qr+∇→⋅Pu→+u→⋅∇→⋅τ¯¯+ΦdV=0.





						
							
							(6.129)

						
					

				
			

			Επειδή δε ο όγκος dV είναι τυχαίος, η ποσότητα στις αγκύλες μηδενίζεται και παίρνουμε την τοπική σχέση για τη διατήρηση της ενέργειας.

			Η τοπική εξίσωση της ενέργειας, λοιπόν, γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDεDt=-∇→⋅q→-qr-∇→⋅Pu→-∇→⋅τ¯¯⋅u→,





						
							
							(6.130)

						
					

				
			

			δηλαδή:

			



ρυθμόςμεταβολήςενέργειαςσωματιδίου=ρυθμόςδιάδοσηςθερμότητας+ρυθμόςπαραγωγήςθερμότηταςστον όγκο+ρυθμός έργουδυνάμεωνπίεσης+ρυθμός έργουιξωδικώνδυνάμεων,





			ή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDεDt=-∇→⋅q→-qr-u→⋅∇→P-P∇→⋅u→+u→⋅∇→⋅τ¯¯+Φ,





						
							
							(6.131)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε την (6.123) και ότι:

			



∇→⋅Pu→=P⋅∇→⋅u→+u→⋅∇→⋅P.





			Εάν κοιτάξουμε στο δεξιό μέρος της (6.131), έχουμε τον όρο 

u→⋅-∇→P+∇→⋅τ¯¯

, ο οποίος πρέπει να συνδέεται με τον ρυθμό μεταβολής της μηχανικής ενέργειας (κινητική συν δυναμική), όπως φαίνεται από την εξίσωση Navier-Stokes. Αυτό θα μας δώσει τη δυνατότητα από την (6.130) να υπολογίσουμε τον ρυθμό μεταβολής της εσωτερικής ενέργειας.

			Αν, λοιπόν, αρχίσουμε από την εξίσωση Navier-Stokes:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDu→Dt=∇→⋅τ¯¯-∇→P-ρ∇→U,





						
							
							(6.132)

						
					

				
			

			και πάρουμε το εσωτερικό γινόμενο με την ταχύτητα 

u→

 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρu→⋅Du→Dt=12ρDu2Dt=+u→⋅-∇→P+∇→⋅τ¯¯-ρu→⋅∇→U,





						
							
							(6.133)

						
					

				
			

			ή, εφόσον η δυναμική ενέργεια ανά μονάδα μάζας U είναι ανεξάρτητη του χρόνου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDDt12u2+U=u→⋅-∇→P+∇→⋅τ¯¯,





						
							
							(6.134)

						
					

				
			

			όπου προσθέσαμε τον όρο 

 ρ∂U∂t

, ο οποίος είναι ίσος με το μηδέν. Έτσι στο δεξιό μέρος της (6.134) στην παρένθεση, έχουμε τη μηχανική ενέργεια.

			Με αφαίρεση τώρα της (6.134) από την (6.131) και χρήση της (6.123) έχουμε τον ρυθμό μεταβολής της εσωτερικής ενέργειας ανά μονάδα μάζας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDε0Dt=-∇→⋅q→+qr-P∇→⋅u→+Φ.





						
							
							(6.135)

						
					

				
			

			Οι δύο τελευταίοι όροι, λόγω της εξάρτησης από το πεδίο, συνυπάρχουν και στον ρυθμό μεταβολής της μηχανικής ενέργειας και είναι αυτοί που βοηθούν στην μετατροπή από μία μορφή ενέργειας σε άλλη. Έτσι λοιπόν, ο ρυθμός μεταβολής της εσωτερικής ενέργειας, καθώς κινείται το σωματίδιο του ρευστού, εξαρτάται από:

			α) την εισροή θερμότητας στον όγκο του ρευστού, λόγω διάχυσης ή ακτινοβολίας ή τοπικής εξωτερικής θέρμανσης.

			β) 

-P∇→⋅u→

, δηλαδή τον ρυθμό με τον οποίο μετατρέπουμε, λόγω συμπίεσης (ή εκτόνωσης), έργο σε εσωτερική ενέργεια. Η διαδικασία αυτή είναι αντιστρεπτή. Αν π.χ. 

∇→⋅u→<0>0

, δηλαδή έχουμε αύξηση (ελάττωση) του όγκου, τότε η εσωτερική ενέργεια ελαττώνεται (αυξάνει) διότι το σύστημα κάνει έργο στο περιβάλλον ρευστό. Εάν το ρευστό είναι ασυμπίεστο, η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας μηδενίζεται (

∇→⋅u→=0

) και επομένως το αντιστρεπτό έργο μηδενίζεται.

			γ) 

Φ

, τη συνάρτηση ιξώδους, δηλαδή τον ρυθμό μετατροπής του έργου των ιξωδικών δυνάμεων σε εσωτερική ενέργεια. Η διαδικασία αυτή είναι μη αντιστρεπτή.

			Το αν είναι αντιστρεπτή ή όχι η διαδικασία, φαίνεται αν εξετάσουμε τα πρόσημα. Ο όρος 

-P∇→⋅u→

 μπορεί να είναι θετικός η αρνητικός, σύμφωνα με το πρόσημο της απόκλισης, που εξαρτάται από το αν έχουμε ελάττωση η αύξηση του όγκου. Έτσι, η ροή ενέργειας μπορεί να είναι στη μία ή στην άλλη κατεύθυνση αντιστρέφοντας την διαδικασία. Για το πρόσημο του δεύτερου όρου έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=∑i,jτij∂uj∂xi=μ∑i,j-23∇→⋅u→δij+∂ui∂xj+∂uj∂xi∂uj∂xi,





						
							
							(6.136)

						
					

				
			

			όπου αντικαταστήσαμε για τον τανυστή 

τij

 από την (6.18), παραλείποντας τον όρο, λόγω του ιξώδους όγκου. Το δεξιό μέρος της (6.136) μπορεί να γραφεί και σαν τέλειο τετράγωνο120, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ=12μ∑i,j-23∇→⋅u→δij+∂ui∂xj+∂uj∂xi2.





						
							
							(6.137)

						
					

				
			

			Έτσι, το πρόσημο είναι πάντα θετικό και οι ιξωδικές δυνάμεις κάνουν μη αντιστρεπτό έργο, το οποίο μετατρέπεται σε θερμική ενέργεια, η οποία χάνεται από το ρευστό σωματίδιο και δεν μπορεί να μετατραπεί πάλι σε μηχανική ενέργεια.

			Εάν έχουμε έναν απλό αναλυτικό νόμο για την εσωτερική ενέργεια, τότε είναι χρησιμότερο να έχουμε την εξίσωση για τον ρυθμό μεταβολής της εσωτερικής ενέργειας. Συνήθως η εσωτερική ενέργεια είναι συνάρτηση της θερμοκρασίας, οπότε η (6.134) γίνεται μερική διαφορική εξίσωση για τη θερμοκρασία, ενώ και η διάδοση θερμότητας δια αγωγιμότητας εξαρτάται από τη βαθμίδα της θερμοκρασίας. Αν θεωρήσουμε το ρευστό ως ιδανικό αέριο με:

			



dε0=CvdT,





			και ότι η αγωγιμότητα θερμότητας ακολουθεί τον νόμο Fourier

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q→=-κ∇→T,





						
							
							(6.138)

						
					

				
			

			η (6.134) απλοποιείται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρCvDTDt=-P∇→⋅u→+κ∇2T+qr+Φ,





						
							
							(6.139)

						
					

				
			

			όπου 

qr

 είναι το μέρος της ροής θερμότητας δια ακτινοβολίας και παραλείπεται για χαμηλές θερμοκρασίες. Αλλιώς, απαιτείται και η εξάρτησή του από τις θερμοδυναμικές ποσότητες, δηλαδή μία επιπλέον σχέση. Η (6.139) μπορεί να θεωρηθεί ότι περιγράφει τη μεταβολή της θερμοκρασίας. Μαζί δε με την εξίσωση συνέχειας και την εξίσωση Navier-Stokes, μας δίνουν ένα σύνολο πέντε εξισώσεων για έξι αγνώστους 

u→,P,T

 και 

ρ

 αν έχουμε συμπιεστή ροή. Στην περίπτωση αυτή απαιτείται μια επιπλέον καταστατική εξίσωση, που να συνδέει την πίεση 

P=Pρ,T

 με την πυκνότητα και τη θερμοκρασία του υγρού. Εάν δε επιπλέον το ρευστό δεν είναι ιδανικό αέριο, απαιτείται και μία καταστατική εξίσωση, που συνδέει την εσωτερική ενέργεια 

ε0=ε0ρ,T

. Το σύστημα των εξισώσεων είναι πεπλεγμένο, ακόμη και αν υποθέσουμε ότι οι συντελεστές όπως της αγωγιμότητας, του ιξώδους δεν εξαρτώνται από τη θερμοκρασία ή την πίεση.

			Για ασυμπίεστα υγρά, η εξίσωση συνέχειας απλοποιείται στην 

∇→⋅u→=0

 και οι εξισώσεις ορμής και συνέχειας δεν συνδέονται με την εξίσωση της ενέργειας, εφόσον η πυκνότητα και ο συντελεστής ιξώδους δεν συνδέονται με τη θερμοκρασία T. Στην περίπτωση αυτή, λύνουμε πρώτα την εξίσωση Navier-Stokes και συνέχειας για 

u→,P

 και στη συνέχεια αντικαθιστούμε στην εξίσωση της ενέργειας για να υπολογίσουμε την κατανομή της θερμοκρασίας. Η αντίστροφη επίδραση στην ταχύτητα θα υπάρξει μόνο αν η μεταβολή της θερμοκρασίας είναι τόσο σημαντική, ώστε να έχουμε μεταβολή και στις φυσικές ποσότητες που χαρακτηρίζουν το ρευστό. Στις περισσότερες περιπτώσεις με υγρά, η ροή θερμότητας δια ακτινοβολίας είναι αμελητέα, ενώ q’=0, εκτός αν έχουμε χημικές αντιδράσεις. Σε αντίθετη περίπτωση, οι πέντε εξισώσεις πρέπει να λυθούν ταυτόχρονα με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες.

			6.8.3 Οριακές συνθήκες

			Οι συνήθεις οριακές συνθήκες είναι: 

			

un=0

, η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας μηδενίζεται σε στερεές επιφάνειες.

			

uεφ=0

, αν έχουμε ιξώδες, η εφαπτομένη συνιστώσα της ταχύτητας στην επιφάνεια επίσης μηδενίζεται.

			

T1=T2

 σε ενδοεπιφάνεια υγρού-υγρού ή υγρού-στερεού.

			

∂Τ∂n=0

, για αδιαβατική ροή, η κάθετη κλίση της θερμοκρασίας σε επιφάνεια μηδενίζεται.

			Εάν επιπλέον η ροή δεν είναι μόνιμη, τότε πρέπει να δώσουμε και μία αρχική συνθήκη, δηλαδή τη χωρική κατανομή σε χρόνο t=0, για κάθε μεταβλητή 

ρr→,t=0, u→r→,t=0, Pr→,t=0, εr→,t=0, Tr→,t=0

.

			Εάν η ροή είναι ανοικτή, πρέπει να γνωρίζουμε στα ανοίγματα την χωρική κατανομή της ταχύτητας, πίεσης και θερμοκρασίας, για κάθε χρονική στιγμή. Συχνά, στην είσοδο ενός αγωγού μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι παραπάνω ποσότητες είναι σταθερές.

			6.8.4 Εξίσωση μεταβολής εντροπίας

			Μία άλλη μορφή της εξίσωσης ενέργειας έχουμε, αν εισάγουμε την εντροπία από τη θερμοδυναμική σχέση

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dε0=Tds-Pdv,





						
							
							(6.140)

						
					

				
			

			όπου s είναι η εντροπία ανά μονάδα μάζας, και v o όγκος ανά μονάδα μάζας, δηλ. 

v=1ρ

. Με αντικατάσταση του v συναρτήσει της πυκνότητας, με 

dv=-1ρ2dρ

, έχουμε:

			



dε0=Tds+Pρ2dρ





			και λύνοντας για τον όρο της εντροπίας:

			



Tds=dε0-Pρ2dρ.





			Εάν τώρα παρακολουθήσουμε ένα σωματίδιο στην κίνησή του, ο ρυθμός μεταβολής της εντροπίας είναι η υλική παράγωγος και δίνεται από τη σχέση121:

			



ρTDsDt=ρDε0Dt-PρDρDt . 





			Εάν δε αντικαταστήσουμε για τον ρυθμό μεταβολής της εσωτερικής ενέργειας και χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση συνέχειας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρTDsDt=-∇→⋅q→+qr+Φ





						
							
							(6.141)

						
					

				
			

			και βλέπουμε ότι η μεταβολή της εντροπίας οφείλεται στην εισαγωγή ενέργειας είτε μέσω διάδοσης είτε λόγω του μη αντιστρεπτού έργου των ιξωδικών δυνάμεων είτε άλλου μηχανισμού. Εάν τώρα το ιξώδες είναι αμελητέο και δεν έχουμε μηδενική αγωγιμότητα, τότε η (6.141) αποτελεί καταστατική εξίσωση και μας λέει ότι δεν έχουμε μεταβολή της εντροπίας σε μία ιδανική ροή. Ενώ, αντίθετα, δεν μπορούμε να πούμε τίποτε για την θερμοκρασία.

			Από την (6.71) μπορούμε να υπολογίσουμε και την ποσότητα θερμότητας που απορροφάται από το σωματίδιο, καθώς κινείται στον χώρο. 

DsDt

 είναι ο ρυθμός μεταβολής της εντροπίας ανά μονάδα μάζας ρευστού, και 

TDsDt

 είναι η ποσότητα θερμότητας που απορροφάται από τη μονάδα μάζας σε μονάδα χρόνου, ενώ 

ρTDsDt

 είναι η ποσότητα θερμότητας που απορροφάται ανά μονάδα όγκου. Σύμφωνα με την (6.141), έχουμε συνεισφορά από τη θερμότητα, που διαχέεται από άλλες περιοχές, στον όγκο του σωματιδίου, το μέρος του έργου των ιξωδικών δυνάμεων που μετατρέπεται σε θερμότητα και άλλους μηχανισμούς παραγωγής θερμότητας στον όγκο.

			6.8.5 Εξίσωση διάχυσης της θερμοκρασίας

			Μία ειδική μορφή της εξίσωσης μεταβολής της εσωτερικής ενέργειας, είναι η περίπτωση ενός ρευστού σε ηρεμία ή σε κίνηση με χαμηλή ταχύτητα. Εάν επιπλέον, δεν έχουμε μετατροπή έργου πίεσης (όπως συμβαίνει για ασυμπίεστα ρευστά) ή των ιξωδικών δυνάμεων σε εσωτερική ενέργεια, η (6.134) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ρ∂ε0∂t=-∇→⋅q→

.

						
							
							(6.142)

						
					

				
			

			Εάν επιπλέον το ρευστό είναι τέλειο αέριο και η διάδοση θερμότητας υπακούει τον νόμο Fourier, τότε έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρCv∂T∂t=κ∇2T,





						
							
							(6.143)

						
					

				
			

			που είναι η εξίσωση διάχυσης της θερμοκρασίας με σταθερά διάχυσης 

D=κρCv

, που μπορεί να λυθεί ανεξάρτητα από τις άλλες εξισώσεις, οι οποίες ικανοποιούνται έτσι και αλλιώς με τις προσεγγίσεις που κάναμε. Αρκεί να βάλουμε και τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. Πρέπει δε να είναι προφανές ότι δεν έχουμε μηχανισμό αύξησης της εσωτερικής ενέργειας, παρά μόνο διάχυσής της, εάν σε κάποια αρχική χρονική στιγμή έχουμε συγκέντρωση εσωτερικής ενέργειας στον χώρο.

			Πρέπει να πούμε, όμως, ότι η εξίσωση διάχυσης θερμότητας έχει μικρή εφαρμοσιμότητα σε κινούμενα ρευστά. Ο κύριος λόγος είναι ότι, και για μικρή βαθμίδα θερμοκρασίας, δημιουργεί σημαντική μετατόπιση, ακόμη και για αρχικά στάσιμο ρευστό, με τη μορφή ρευμάτων μεταφοράς, εάν λάβουμε υπόψη μας και τη βαρύτητα. Αυτό συμβαίνει επειδή έχουμε μεταβολή του όγκου και επομένως, και μεταβολή της βαρυτικής δύναμης. Το ρεύμα μεταφοράς εμποδίζεται αν το ρευστό είναι πολύ ιξωδικό ή αν η βαθμίδα της θερμοκρασίας είναι στην αντίθετη κατεύθυνση από την βαρύτητα.

			Εάν η ταχύτητα δεν είναι αμελητέα, αλλά το ρευστό είναι ασυμπίεστο και ελάχιστα ιξωδικό, τότε πρέπει να κρατήσουμε και τον όρο μεταφοράς και, αντί της (6.143), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρCv∂T∂t+u→⋅∇→T=κ∇2T





						
							
							(6.144)

						
					

				
			

			και έχουμε τον ανταγωνισμό μεταξύ διάχυσης και μεταφοράς.

			

			
				
					110	Έτσι, δεν περιλαμβάνουμε περιπτώσεις τυχαίας ή έντονα τυρβώδους ροής, όπου απαιτούνται άλλες στατιστικές μαθηματικές τεχνικές.

				

				
					111	Αντί του , συχνά χρησιμοποιείται το σύμβολο , όπου ο δείκτης, που ακολουθεί το κόμμα, σημαίνει παραγώγιση ως προς . Συχνά, επίσης, παραλείπεται και το κόμμα και χρησιμοποιείται για τη βαθμίδα ταχύτητας το σύμβολο .

				

				
					112	Η επιλογή στη σειρά των δεικτών είναι τέτοια, ώστε να διατηρείται ο κανόνας της κυκλικής μετάθεσης.

				

				
					113	Με χρήση των μαθηματικών ιδιοτήτων των τανυστών, για στροφή των αξόνων, μπορούμε να κάνουμε αλλαγή μεταβλητών, από καρτεσιανές σε καμπυλόγραμμες, με στροφή των διανυσμάτων βάσης. Εδώ, θα καταλήξουμε στο ίδιο αποτέλεσμα, αλλά με απλό τρόπο, που βοηθάει στην κατανόηση της φυσικής έννοιας των τανυστών.

				

				
					114	Ο αναγνώστης πρέπει να είναι προσεκτικός, προκειμένου να διαχωρίζει ανάμεσα στην τάση και τον τανυστή τάσης.

				

				
					115	Το αποτέλεσμα αυτό δεν ισχύει για μαγνητικά ρευστά, όπου είναι δυνατό να έχουμε ροπές, που είναι ανάλογες του όγκου. Στην περίπτωση αυτή, έχουμε:

					όπου  είναι η ροπή ανά μονάδα όγκου, λόγω των μαγνητικών δυνάμεων. Για λεπτομέρειες, δες   1985, Κεφάλαιο 8.

				

				
					116	Εδώ, είναι χρήσιμο να παρατηρήσουμε ότι, για συμπιεστά ρευστά, πρέπει να διακρίνουμε τη μηχανική πίεση από τη θερμοδυναμική πίεση P. Η δεύτερη υπεισέρχεται στις καταστατικές εξισώσεις του ρευστού. Η καταστατική εξίσωση περιγράφει την πυκνότητα του ρευστού ως συνάρτηση της πίεσης και της θερμοκρασίας, κάτω από συνθήκες θερμοδυναμικής ισορροπίας. Έτσι, η θερμοδυναμική πίεση είναι η υποθετική πίεση που θα υπήρχε, αν το ρευστό είναι σε ισορροπία στην τοπική πυκνότητα και θερμοκρασία. Με επιχειρήματα της στατιστικής θερμοδυναμικής, μπορεί να δείξει κανείς ότι η πίεση σε ισορροπία διαφέρει από τη μηχανική πίεση, όταν το ρευστό αποτελείται από σύνθετα μόρια, με εσωτερικούς βαθμούς ελευθερίας. Η δε διαφορά είναι ανάλογη του ρυθμού, με τον οποίο μεταβάλλεται η πυκνότητα (ή η πίεση) με τον χρόνο. Η ποσότητα, η οποία μας δίνει μια εκτίμηση του ρυθμού μεταβολής του όγκου, είναι η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας (), που είναι ο ρυθμός μεταβολής του όγκου ανά μονάδα όγκου, για έναν παρατηρητή που κινείται με το ρευστό. Με βάση την πειραματική εμπειρία έχουμε μία γραμμική σχέση, δηλαδή . Φυσικά, για ασυμπίεστη ροή δεν υπάρχει διαφορά. Για συμπιεστή, όμως, ροή, η θερμοδυναμική πίεση είναι υψηλότερη της μηχανικής, όταν έχουμε διόγκωση και αντίθετα για συμπίεση. Οι μοριακές ιδιότητες είναι απεικονισμένες στην σταθερά .

				

				
					117	Στον συμβολισμό   και το ii-στοιχείο έχουν το ίδιο σύμβολο και πρέπει να ξεχωρίζεται από τα συμφραζόμενα. Εδώ εννοούμε το άθροισμα των διαγωνίων στοιχείων.

				

				
					118	Στην παρούσα συζήτηση, θα παραλείψουμε κάθε άλλη μορφή ενέργειας, εκτός από την εσωτερική, την κινητική και τη δυναμική. Εν γένει, στην ολική ενέργεια, μπορούμε να προσθέσουμε και άλλες μορφές ενέργειας, όπως π.χ. ηλεκτρική, μαγνητική, πυρηνική κτλ.. Η εισαγωγή τους, όμως, όχι μόνο απαιτεί την εισαγωγή των αντίστοιχων νέων μεταβλητών αλλά και νόμων. Ειδικότερα, στην περιοχή του έντονα ιονισμένου πλάσματος, έχουμε κυρίαρχη συνεισφορά της επίδρασης του μαγνητικού πεδίου στην υδροδυναμική. Αυτό αποτελεί το αντικείμενο ενός κλάδου, με πολλές εφαρμογές της Μαγνητοϋδροδυναμικής. Οι αντίστοιχες δυνάμεις που ασκούνται, είναι εμβέλειας και θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν ως δυνάμεις όγκου.

				

				
					119	Για αυτό και χρησιμοποιούμε διαφορετικό σύμβολο, για τη χρονική μεταβολή, καθότι τα Q και W δεν είναι συναρτήσεις της κατάστασης.

				

				
					120	Όντως:

					Έτσι, αρκεί να δείξουμε ότι:

				

				
					121	Εφόσον πάρουμε την υλική παράγωγο, παραλείπουμε όρους, οι οποίοι είναι χαμηλότερης τάξης
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Θεωρήστε τη ροή με ταχύτητα 

u→x,y=2xyi^+4y2j^.

 Υπολογίστε τις κάθετες και διατμητικές συνιστώσες του τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης. Εξετάστε αν ένα σωματίδιο ρευστού περιστρέφεται στο σημείο 

x=2,y=1

.

			Άσκηση 2

			Θεωρείστε την επίπεδη ροή Couette ενός ιξωδικού ρευστού ανάμεσα σε δύο παράλληλες επίπεδες πλάκες, σε απόσταση b μεταξύ τους. Σε μόνιμη ροή, η κάτω πλάκα είναι ακίνητη και η κάτω κινείται παράλληλα, με σταθερή ταχύτητα U και το πεδίο ταχύτητας είναι

			



u=Uyb,  υ=w=0.





			α) Βρείτε τον τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης και τον στροβιλισμό.

			β) Υπολογίστε την ολική δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας που πρέπει να ασκήσετε.

			γ) Δείξτε ότι η ροή είναι ασυμπίεστη και η συνάρτηση ροής είναι:

			

Ψx,y=Uy22b+σταθερά

.

			Άσκηση 3

			Σε μια ασυμπίεστη ροή, οι συνιστώσες ταχύτητας είναι

			



u=ax2-y2,  υ=-2axy,  w=0,





			όπου 

a

 είναι σταθερά.

			α) Υπολογίστε υπό ποιές συνθήκες είναι λύση της εξίσωσης 

Navier-Stokes

. Αν αυτές οι συνθήκες υπάρχουν, υπολογίστε την κατανομή πίεσης υπό την επίδραση της βαρύτητας.

			β) Μπορείτε να ορίσετε συνάρτηση ρεύματος για το παραπάνω πεδίο ταχύτητας; Αν ναι, βρείτε την, σχεδιάστε τις καμπύλες σταθερού 

Ψ

 και ερμηνεύστε την μορφή της.

			γ) Μπορεί να ορίσει κανείς ένα δυναμικό ταχύτητας; Αν ναι, βρείτε το και σχεδιάστε τις γραμμές σταθερού 

Φ

.

			Άσκηση 4

			Το πεδίο ταχύτητας έχει μόνο εφαπτομενική συνιστώσα σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

R,ϕ,z

 και δίνεται από τη σχέση:

			



uϕR=K2πR,





			όπου η 

K

 είναι σταθερά και δεν έχουμε εξάρτηση από το 

z

. Υπολογίστε τον τανυστή ρυθμού παραμόρφωσης και τον τανυστή περιστροφής από τον τανυστή βαθμίδας ταχύτητας. Να γίνει σε καρτεσιανές και κυλινδρικές συντεταγμένες και να βρείτε πώς συνδέονται μεταξύ τους. Εξηγείστε.

			Άσκηση 5

			Θεωρείστε τη ροή σε κυλινδρικό σωλήνα ακτίνας 

R0

 με ταχύτητα σε κυλινδρικές συντεταγμένες:

			



uz=U1-R2R02.





			Υπολογίστε τον τανυστή του ρυθμού παραμόρφωσης.

			Άσκηση 6

			Βρείτε τα στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες και επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.36-6.41).

			Άσκηση 7

			Βρείτε τα στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας σε σφαιρικές συντεταγμένες και επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.47-6.52).

			Άσκηση 8

			Υπολογίστε τις συνιστώσες της ιξωδικής δύναμης σε σωματίδιο συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας σε σφαιρικές συντεταγμένες και επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.107-6.109).

			Άσκηση 9

			Βρείτε τα στοιχεία του τανυστή παραμόρφωσης συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες και επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.68-6.73).

			Άσκηση 10

			Επαναλάβετε την προηγούμενη άσκηση για σφαιρικές συντεταγμένες και επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.74-6.79).

			Άσκηση 11

			α) Βρείτε τις ιξωδικές δυνάμεις που ασκούνται σε ένα ρευστό σωματίδιο σε κυλινδρικές συντεταγμένες συναρτήσει του τανυστή τάσης. Για τον σκοπό αυτόν επιλέξτε το κατάλληλο γεωμετρικό σχήμα και υπολογίστε τις δυνάμεις που ασκούνται στην επιφάνειά του. Στη συνέχειαν πάρτε το όριο ελαχίστου όγκου. Επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.92-6.94).

			β) Στις προηγούμενες σχέσειςν αντικαταστήσετε για τον τανυστή τάσης και βρείτε τις ιξωδικές δυνάμεις συναρτήσει του πεδίου ταχύτητας. Επαληθεύστε τις εξισώσεις (6.95-6.97).

			γ) Συγκρίνετε το αποτέλεσμα με τον όρο στην εξίσωση Navier-Stokes 

μ∇2u→r→

.

			Άσκηση 12

			Επαναλάβετε την προηγούμενη άσκηση για σφαιρικές συντεταγμένες και επαληθεύστε τις εξισώσεις. (6.104-6.106) και (6.107-6.109).

			Άσκηση 13

			Εκφράστε με την μορφή τανυστών τις παρακάτω διανυσματικές σχέσεις. Έχετε υπόψη σας ότι διπλός δείκτης σημαίνει άθροισμα ως προς αυτόν τον δείκτη.

			α) 

u→

,

			β) 

u→⋅υ→

, 

			γ) 

∇→⋅υ→

,

			δ) 

u→⋅∇→u→

, 

			ε) 

∇→×u→

.

			Άσκηση 14

			Θεωρείστε τη ροή κοντά σε σημείο ηρεμίας με πεδίο ταχύτητας

			



u=ϵx,   υ=-ϵy,   ϵ>0.





			α) Υπολογίστε τον τανυστή βαθμίδας ταχύτητας.

			β) Από τις ιδιότητες του τανυστή, πείτε αν η ροή είναι αστρόβιλη ή ασυμπίεστη.

			γ) Δώστε τον τανυστή περιστροφής και παραμόρφωσης.

		

	
		
			Κεφάλαιο 7

			Ιξώδης ροή – Εφαρμογές

			Σύνοψη

			Δεδομένου ότι στα προηγούμενα κεφάλαια αποκτήσαμε πλήρη γνώση των βασικών εξισώσεων, στο παρόν εξετάζουμε έναν αριθμό ιξωδικών ροών, οι οποίες  επιδέχονται αναλυτική λύση, στο όριο ερπυστικής ροής. Επιδεικνύουμε το φαινόμενο διάχυσης στην εξίσωση Navier – Stokes, με χρήση του απλού παραδείγματος της απότομης μετακίνησης πλάκας. Θα εκτιμήσουμε δυνάμεις αντίστασης για στρωτές ροές, γύρω από βυθισμένα σώματα. Όσον αφορά στη σφαίρα, έχουμε τη σχέση Stokes για τη δύναμη αντίστασης, η οποία ισχύει πειραματικά, παρόλες τις προσεγγίσεις που δεν ικανοποιούνται σε όλο το πεδίο ροής. Σε κάθε περίπτωση, θα διακρίνουμε τις προσεγγίσεις, ενώ θα χρησιμοποιήσουμε και τη διαφορική μορφή των νόμων διατήρησης, καθώς και την περιγραφή με τον όγκο ελέγχου. Θα εισάγουμε την έννοια του οριακού στρώματος, που είναι ο συνδετικός κρίκος της συνθήκης μη-ολίσθησης στην επιφάνεια σώματος και την αστρόβιλη ροή, μακριά από το σώμα. Στο κεφάλαιο αυτό, θα περιοριστούμε σε στρωτή ροή πάνω σε επίπεδη πλάκα, για να μελετήσουμε τις παραμέτρους, οι οποίες επηρεάζουν το εύρος του οριακού στρώματος και τις δυνάμεις αντίστασης. Στόχος μας είναι να κατανοήσουμε τα βασικά χαρακτηριστικά και τα φαινόμενα διαχωρισμού ροής, που οδηγούν σε σημαντική μείωση της δύναμης ανύψωσης σε ένα πτερύγιο. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Faber (1995), Fox (1985), Tritton (1988), Liggett (1994), Acheson (1995), Granger (1995).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Το κεφάλαιο αυτό βασίζεται στο κεφάλαιο 6 και εφαρμόζει τις βασικές εξισώσεις που είδαμε σε αυτό.

			7.1 Εισαγωγή

			Παρά τις προσεγγίσεις, οι εξισώσεις 

Navier-Stokes

 είναι αρκετά γενικές, ώστε να περιγράψουν τη δυναμική Νευτωνικών ρευστών. Η επέκταση σε συμπιεστά ρευστά, για εφαρμογές στην αεροδυναμική, είναι απλή υπόθεση, καθώς, επίσης, και η επέκταση σε μη Νευτωνικά ρευστά, για εφαρμογές ακόμη και σε πολυμερή, αφού λάβουμε υπόψη μας και τις ελαστικές ιδιότητες, με αντίστοιχες καταστατικές σχέσεις. Η λύση των εξισώσεων αυτών είναι αρκετά σύνθετη, ακόμη και με τα υπολογιστικά μέσα που διαθέτουμε σήμερα. Ευτυχώς, στη μηχανική των ρευστών, υπάρχουν τεχνικές (π.χ. διαστατική ανάλυση και άλλες), προκειμένου να εκτιμήσουμε τη βαρύτητα των διαφόρων όρων στις εξισώσεις και να κάνουμε σημαντικές απλοποιήσεις, οι οποίες ελαττώνουν σημαντικά την υπολογιστική προσπάθεια. Σε ακραίες προσεγγίσεις, υπάρχουν ακόμη και αναλυτικές λύσεις, με τις οποίες θα ασχοληθούμε στο παρόν κεφάλαιο. Στην κατεύθυνση αυτή, μπορούμε να ξεχωρίσουμε δύο σημαντικές περιπτώσεις: Η μία, είναι η ροή σε χαμηλό αριθμό 

Reynolds

 (

Re≪1

), στην οποία μπορούμε να παραλείψουμε τον όρο της αδρανειακής δύναμης ανά μονάδα μάζας (επιτάχυνση) και ονομάζεται ερπυστική ροή. Σε αυτήν, οι ιξωδικές δυνάμεις είναι σημαντικές. Η άλλη περίπτωση, είναι η ροή σε υψηλό αριθμό (

Re≫1

), στην οποία, οι ιξωδικές δυνάμεις είναι αμελητέες, εκτός από τοπικές περιοχές, κοντά σε επιφάνειες, όπου έχουμε ισχυρές διατμητικές τάσεις, λόγω της συνθήκης μη-ολίσθησης (οριακό στρώμα, ουρά πίσω από σώματα στη ροή, περιοχές διαχωρισμού, κτλ.). Έξω από αυτές τις περιοχές, χρησιμοποιούμε την ανιξωδική προσέγγιση και πρέπει να βρούμε έναν τρόπο να συγκολλήσουμε τις λύσεις στις δύο περιοχές. Εδώ, θα ασχοληθούμε μόνο με το στρωτό οριακό στρώμα και θα βασιστούμε στο γεγονός ότι το στρώμα αυτό στην επιφάνεια είναι πολύ λεπτό και μας δίνει την δυνατότητα να κάνουμε εκτιμήσεις για τάξεις μεγέθους των όρων στη εξίσωση 

Navier-Stokes

.

			Την έννοια του οριακού στρώματος εισήγαγε ο 

Prandl

 (1904), ο οποίος και βοήθησε στην κατανόηση σημαντικών φαινομένων. Εξήγησε π.χ. το παράδοξο 

d′Alembert

 στην ανιξωδική ροή, στην οποία ένα σώμα δεν δέχεται δύναμη από περιρρέον ρευστό, σε αντίθεση με καθημερινές παρατηρήσεις. Στη συνέχεια, εισήγαγε το μη-ορατό οριακό στρώμα (με τη δημιουργία κυκλοφορίας Κεφ. 5) και μπόρεσε να εξηγήσει πως πετούν τα πτηνά ή τα αεροπλάνα. Επίσης, εισήγαγε την τεχνική της ανώμαλης (singular) θεωρίας διαταραχών, που θα χρησιμοποιήσουμε χωρίς μαθηματική αυστηρότητα.

			7.2 Ερπυστική ροή

			Μια ειδική περίπτωση ροής με πολλές εφαρμογές είναι η περίπτωση, κατά την οποία έχουμε μικρή (που μπορεί να παραληφθεί, σε σχέση με άλλους όρους) επιτάχυνση των σωματιδίων του ρευστού ή μηδενίζεται ακριβώς σε συμμετρικές περιπτώσεις. Για μόνιμη ροή, αυτό απαιτεί χαμηλές ταχύτητες και για αυτό ονομάζεται ερπυστική ροή. Μετά την προσεγγιστική λύση, πρέπει να εξετάσουμε αν η προσέγγιση ισχύει, και ειδικότερα, αν ισχύει σε όλο τον χώρο. Σε περιοχές που δεν ισχύει, πρέπει να επανεξετάσουμε ποιά επίδραση έχει στις ιδιότητες που μας ενδιαφέρουν. Όπως θα δούμε αργότερα, για ροές γύρω από σώματα, το πρόβλημα υπάρχει πολύ μακριά από το στερεό σώμα. Πιο συγκεκριμένα, πρέπει να συγκρίνουμε τον όρο της επιτάχυνσης με τις ιξωδικές δυνάμεις (

μ∇2u→

) και τη δύναμη λόγω πίεσης (

∇→P

).

			Στη συνέχεια, θα περιγράψουμε μεθόδους για να λύσουμε το σύστημα των τεσσάρων εξισώσεων, που αφορά σε ασυμπίεστη και ερπυστική ροή, χωρίς βαρύτητα:

			



∇→⋅u→=0,





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=∇→P+μ∇2u→,





						
							
							(7.1)

						
					

				
			

			με αγνώστους την κατανομή της πίεσης και των τριών συνιστωσών της ταχύτητας, που πρέπει να ικανοποιούν τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. Έτσι, η βαθμίδα πίεσης δεν μπορεί να επιβληθεί αυθαίρετα, γιατί το πεδίο ταχύτητας, στη συνέχεια, πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση συνέχειας. Μπορεί κανείς να εξαλείψει το πεδίο της ταχύτητας, παίρνοντας την απόκλιση της εξίσωσης διατήρησης της ορμής, οπότε έχουμε 

∇→⋅∇2u→=∇2∇→⋅u→=0

 και η πίεση ικανοποιεί τη βαθμωτή εξίσωση 

Laplace

:

			



∇2P=0,





			της οποίας η λύση πρέπει να ικανοποιεί τη διατήρηση ορμής. Από τη διατήρηση της ορμής υπολογίζουμε το πεδίο ταχύτητας, που με τη σειρά του πρέπει να ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες και την εξίσωση συνέχειας. Τη μέθοδο αυτή θα χρησιμοποιήσουμε, για να υπολογίσουμε τη ροή 

Stokes

, γύρω από μία σφαίρα. Στην περίπτωση αυτή, η συμμετρία και η εμπειρία από τη ροή δυναμικού (ιδιαίτερα για τη γωνιακή εξάρτηση) μας δίνει την λύση.

			Ισοδύναμα, παίρνοντας τον στροβιλισμό της εξίσωσης διατήρησης της ορμής, έχουμε την απαλοιφή της βαθμίδας της πίεσης, ενώ ο όρος της ιξωδικής δύναμης:

			



∇→×∇2u→=∇2∇→×u→≡∇2ζ→





			και ο στροβιλισμός του πεδίου ταχύτητας, ικανοποιεί τη διανυσματική εξίσωση 

Laplace

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2ζ→=0.





						
							
							(7.2)

						
					

				
			

			Στη διαδικασία αυτή, όμως, αυξάνουμε την τάξη της διαφορικής εξίσωσης κατά μία, ενώ και η εφαρμογή των οριακών συνθηκών περιπλέκεται.

			Αντί της διανυσματικής σχέσης (7.2), για δισδιάστατη ροή, μπορούμε να εισάγουμε τη συνάρτηση ροής 

Ψx,y

, η οποία όπως είδαμε (Κεφ. 4) ικανοποιεί την:

			



∇2Ψx,y=ζz,





			καθότι ο στροβιλισμός έχει μόνο 

z-

 συνιστώσα. Έτσι, η εξίσωση 

Laplace

 για τον στροβιλισμό μπορεί να γραφεί για δισδιάστατη ροή, με τη συνάρτηση ροής, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇4Ψ≡∂4Ψ∂x4+2∂4Ψ∂x2∂y2+∂4Ψ∂y4=0.





						
							
							(7.3)

						
					

				
			

			Η εξίσωση αυτή ονομάζεται διαρμονική και παρουσιάζεται και σε πολλά δισδιάστατα προβλήματα ελαστικότητας (Δες Σημειώσεις Ελαστικότητας Ν. Φλυτζάνη). Η διαρμονική εξίσωση έχει πολλές από τις ιδιότητες της εξίσωσης 

Laplace

: π.χ. η ροή γύρω από ένα συμμετρικό σώμα δημιουργεί συμμετρικές γραμμές ροής. Αυτό σημαίνει ότι η ροή είναι αντιστρεπτή. Εάν η βαθμίδα πίεσης αντιστραφεί για οποιοδήποτε λόγο, το σχήμα των γραμμών ροής δεν μεταβάλλεται, αλλά αλλάζει μόνο η φορά της ταχύτητας.

			Αργότερα, θα δώσουμε μερικά παραδείγματα, για τα οποία αναλυτικές λύσεις είναι δυνατές, έτσι ώστε να έχουμε μία ποιοτική εκτίμηση για την επίδραση των ιξωδικών δυνάμεων. Αυτές οι περιπτώσεις, παρά τις απλοποιήσεις, έχουν την αξία τους, όχι μόνο για παιδαγωγικούς λόγους, αλλά και διότι, κάτω από ορισμένες συνθήκες, προσεγγίζουν πραγματικές ροές. Στο τέλος του κεφαλαίου θα επανέλθουμε, για να σχολιάσουμε την γενικότερη περίπτωση. Ένα άλλο σημαντικό σημείο, που αφορά την εξίσωση 

Navier-Stokes

 και στο οποίο επίσης θα αναφερθούμε αργότερα, είναι οι οριακές συνθήκες.

			7.3 Γενικευμένη εξίσωση Navier - Stokes για συμπιεστό ρευστό

			Στην παράγραφο αυτή, θα εξετάσουμε την εξίσωση διατήρησης ορμής, ακόμη και για συμπιεστά ρευστά, επιβεβαιώνοντας ταυτόχρονα και την απλή μορφή. Με αντικατάσταση για τον τανυστή ιξωδικής τάσης για συμπιεστά ρευστά 

τ¯¯

 από τις (6.65) και (6.66), έχουμε για την 

xi

 -συνιστώσα της ιξωδικής δύναμης ανά μονάδα όγκου:

			



∇→⋅τ¯¯=∑k∂∂xkτki=∑k∂∂xkμ∂ui∂xk+∂uk∂xi+∂∂xiλ-23μ∇→⋅u→





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=∑k∂∂xkμ∂ui∂xk+∂uk∂xi+∂∂xiλ-23μ∑k∂uk∂xk,





						
							
							(7.4)

						
					

				
			

			στην οποία περιλάβαμε και το ιξώδες όγκου, με τη σταθερά 

λ

. Το δεξιό μέλος της (7.4) μπορεί να γραφεί για σταθερό ιξώδες, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα:

			



∑k∂∂xk∂uk∂xi=∑k∂∂xi∂uk∂xk=∂∂xi∇→⋅u→,





			σε συντομία, για σταθερό ιξώδες ως η 

i

 -συνιστώσα της:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ∇2u→+λ+13μ∇→∇→⋅u→,





						
							
							(7.5)

						
					

				
			

			Και τελικά, η εξίσωση 

Navier-Stokes

, για συμπιεστά ρευστά και σταθερό ιξώδες, γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDu→Dt=-∇→P+μ∇2u→+λ+13μ∇→∇→⋅u→-∇→Vg.





						
							
							(7.6)

						
					

				
			

			Το δεξιό μέρος αυτής της εξίσωσης αποτελείται από άλλους δύο όρους (πλην των ιξωδικών), εκ των οποίων ο πρώτος από τη δύναμη, λόγω πίεσης, ο δεύτερος λόγω του δυναμικού βαρύτητας

 Vg

. Ενώ, για ασυμπίεστα ρευστά απλοποιείται στην (6.112).

			7.3.1 Οριακές συνθήκες

			Η διανυσματική εξίσωση 

Navier-Stokes

 έχει τρεις συνιστώσες, αλλά περιλαμβάνει τέσσερις αγνώστους: τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας 

u→

 και την πίεση 

P

. Η τέταρτη εξίσωση προέρχεται από την εξίσωση της συνέχειας, η οποία για ασυμπίεστο υγρό, απλοποιείται ως 

∇→⋅u→=0

. Για τη λύση τους, απαιτούνται και οι κατάλληλες οριακές συνθήκες, μερικές από τις οποίες αναφέρουμε σύντομα:

			α) Σε επαφή με ακίνητη στερεά επιφάνεια, η ταχύτητα του υγρού και της επιφάνειας συμφωνούν. Στην περίπτωση κινούμενης επιφάνειας, το ρευστό σε επαφή έχει την ίδια ταχύτητα. Η μεν κάθετη συνιστώσα είναι μηδέν, διότι το υγρό δεν διαπερνά την επιφάνεια, η δε συνθήκη μηδενικής διολίσθησης της παράλληλης, στην επιφάνεια, συνιστώσας δίνει συνήθως ακριβή αποτελέσματα και γίνεται αποδεκτή ως η κατάλληλη οριακή συνθήκη.

			β) Εάν έχουμε παραμορφώσιμα όρια, τότε η ταχύτητα του υγρού στο όριο της επιφάνειας είναι ίση με την ταχύτητα της επιφάνειας. Αυτό π.χ. συμβαίνει στη ροή αίματος στις αρτηρίες.

			γ) Αν η ροή γίνεται χωρίς φυσικά όρια, τότε είναι απαραίτητο να ορίσουμε ασυμπτωτικές (στο άπειρο) οριακές συνθήκες. Αυτές μπορεί, για παράδειγμα, να είναι μηδενική ταχύτητα ροής σε μεγάλες αποστάσεις ή σταθερή ροή. Είναι συχνά απαραίτητο, να κάνουμε ιδιαίτερες υποθέσεις για τη συμπεριφορά της ροής κοντά σε πηγές απόκλισης ή στροβιλισμού, όπως π.χ. για 

R→0

 στον στρόβιλο με το μοντέλο 

Rankine

.

			δ) Είναι επίσης σύνηθες να απαιτείται ο ορισμός της πίεσης στα όρια, όπως π.χ. για κύματα στην επιφάνεια των υγρών, μπορούμε να θεωρήσουμε στην επιφάνεια την ατμοσφαιρική πίεση σταθερή. Αντίστοιχα, για τη ροή σε ένα σωλήνα, μπορούμε να επιβάλλουμε την διαφορά πίεσης ανάμεσα στα δύο άκρα.

			ε) Εάν έχουμε δύο μη αναμιγνυόμενα υγρά, τότε, στην ενδοεπιφάνεια, η πίεση και η κάθετη στην επιφάνεια συνιστώσα της ταχύτητας είναι ίσες με τις αντίστοιχες συνιστώσες της ταχύτητας της επιφάνειας, η οποία περιγράφεται από μία συνάρτηση 

ηx,y,t

.

			στ) Φυσικά, δεν είναι λίγες οι περιπτώσεις που απαιτείται ένας συνδυασμός των παραπάνω οριακών συνθηκών, ενώ η λίστα των πιθανών συνθηκών δεν έχει εξαντληθεί.

			Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε έναν περιορισμένο αριθμό προβλημάτων με ιξωδική ροή, για τα οποία μπορούμε να βρούμε ακριβείς λύσεις. Σε όλες τις περιπτώσεις στις οποίες θα αναφερθούμε, οι μη γραμμικοί όροι μηδενίζονται, όπως συμβαίνει στη ροή 

Couette

 στο επίπεδο, στη ροή ανάμεσα σε δύο παράλληλες επιφάνειες, στη ροή 

Poiseuille

, στη ροή κατά μήκος σωλήνα με σταθερή διατομή. Η κυλινδρική ροή 

Couette

 αποτελεί εξαίρεση, στην οποία μπορούμε να βρούμε λύση, παρόλο που ο μη γραμμικός όρος (κεντρομόλος επιτάχυνση) υπάρχει.

			7.3.2 Σύγκριση εξισώσεων Euler και Navier - Stokes

			Εάν συγκρίνουμε την πλήρη εξίσωση 

Navier-Stokes

 με αυτή του 

Euler

, για ανιξωδική ροή, η διαφορά εντοπίζεται στους επιπλέον όρους, λόγω του ιξώδους. Εάν το υγρό είναι ασυμπίεστο, τότε 

∇→⋅u→=0

 και αν χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα:

			



∇2u→=∇→∇→⋅u→-∇→×∇→×u→





			βλέπουμε ότι οι επιπλέον όροι περιλαμβάνουν μόνο παραγώγους 

∂ui/∂xj

 για 

i≠j

. Επομένως, ο επιπλέον όρος 

μ∇2u→

 είναι αμελητέος, για μικρό ιξώδες ή σε περίπτωση που οι παράγωγοι των συνιστωσών της ταχύτητας, ως προς μεταβλητές σε κάθετη κατεύθυνση προς τη συνιστώσα της ταχύτητας, είναι μικροί. Αυτό μας προειδοποιεί ότι, σε πολλές ροές, έχουμε δύο περιοχές: μία κοντά σε μία στερεά επιφάνεια, όπου το ιξώδες είναι σημαντικό και επομένως, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση 

Navier-Stokes

 και μία άλλη, μακριά από την επιφάνεια, όπου οι εξισώσεις 

Euler

 είναι καλές προσεγγίσεις. Αυτό είναι πολύ σημαντικό, διότι, παρόλο που οι δύο εξισώσεις διαφέρουν κατά έναν όρο, εν τούτοις πρέπει να χρησιμοποιήσουμε διαφορετικές τεχνικές, για την επίλυσή τους. Για την περίπτωση π.χ. που έχουμε ανιξωδική και αστρόβιλη ροή, τότε έχουμε ροή δυναμικού, οπότε η ύπαρξη του δυναμικού ταχύτητας απλοποιεί την λύση. Οι δύο εξισώσεις έχουν, επίσης, διαφορετικής τάξης παραγώγους, ως προς τις συντεταγμένες του χώρου και επομένως, χρειάζονται διαφορετικές οριακές συνθήκες για την επίλυση. Τα δε φαινόμενα που παρουσιάζονται στις δύο εξισώσεις είναι πολύ διαφορετικά, όπως θα δούμε ιδιαίτερα στο κεφάλαιο για τα οριακά στρώματα. Στον πίνακα 7.1, παραθέτουμε συχνές προσεγγίσεις στην εξίσωση 

Navier-Stokes

, οι οποίες ανταποκρίνονται ικανοποιητικά σε σημαντικούς τομείς της υδροδυναμικής.
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			Πίνακας 7.1. Συνήθεις προσεγγίσεις της εξίσωσης Navier-Stokes

			7.4 Διάχυση στην εξίσωση Navier - Stokes

			H δεύτερη παράγωγος, με τη μορφή της Λαπλασιανής του πεδίου ταχύτητας στην ιξωδική δύναμη, δίνει στην εξίσωση τις ιδιότητες της εξίσωσης διάχυσης. Το γεγονός αυτό φαίνεται άμεσα, αν θεωρήσουμε τη μη-μόνιμη ροή, με χαμηλή βαθμίδα πίεσης και μικρό αριθμό Reynolds. Σε αυτή την περίπτωση, η εξίσωση 

Navier-Stokes

 γίνεται η εξίσωση διάχυσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t=ν∇2u→,





						
							
							(7.7)

						
					

				
			

			με σταθερά διάχυσης 

D0=ν

. Όπως είναι φυσικό, τα φαινόμενα διάχυσης που μπορούμε να μελετήσουμε δεν αφορούν την ατομική κλίμακα (που και αυτά συμβαίνουν), δεδομένου ότι είμαστε στην προσέγγιση του συνεχούς, όπου η κλίμακα ορίζεται από τη σταθερά της διάχυσης. Η παράλειψη των άλλων όρων στην εξίσωση 

Navier-Stokes

 είναι κάπως αυθαίρετη και πρέπει η ορθότητα της παράλειψης να επαληθευτεί αργότερα ή να βρούμε τα όρια ισχύος. Η εξίσωση διάχυσης διαφέρει από την κυματική εξίσωση, έχοντας πρώτη παράγωγο ως προς τον χρόνο, αντί για δεύτερη. Έτσι, η εξίσωση διάχυσης περιγράφει μη αντιστρεπτή διαδικασία, όπως είναι και η τριβή του ρευστού, μέσω της διατμητικής τάσης 

μ∂uz∂y

, στην οποία έχουμε απώλεια ενέργειας. Αντίθετα, η κυματική κίνηση είναι αντιστρεπτή διαδικασία, εφόσον δεν έχει ιξωδικές δυνάμεις να αντιμετωπίσει.

			7.4.1 Ιξωδική ροή πάνω από κινούμενη πλάκα

			Για να εκτιμήσουμε το φυσικό νόημα της εξίσωσης διάχυσης για το ρευστό, ας δούμε το εξής απλό παράδειγμα της ροής πάνω από μία κινούμενη πλάκα (δες Σχ. 7.1), με:

			



ux=uy=0,  uz=fy,t





			και με τις παρακάτω οριακές συνθήκες και περιορισμούς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



t=0uzy,0=0για κάθε yt>0uz0,t=u0για y=0t>0uz∞,t→0για y→∞





						
							
							(7.8)

						
					

				
			

			Οι οριακές συνθήκες αντιστοιχούν σε απότομη επιτάχυνση της πλάκας, σε χρόνο 

t=0

, ώστε η ταχύτητα της μεταβάλλεται από μηδέν σε 

u0

.
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			Σχήμα 7.1: Ροή πάνω από μία κινούμενη πλάκα. Πεδίο ταχύτητας 

uzy,t0

 σε κάποια χρονική στιγμή 

t0

.

			Η λύση της (7.7) είναι εύκολη, αν θυμηθούμε ότι η απομάκρυνση με τον χρόνο ενός τυχαίου βηματιστή, σε 1-δ από την αρχή, που ικανοποιεί επίσης την εξίσωση διάχυσης, είναι 

y0=D0t

. Λύσεις αυτής της μορφής, στις οποίες η μεταβλητή είναι συνδυασμός της θέσης και του χρόνου, είναι συνήθεις στην υδροδυναμική και ονομάζονται λύσεις ομοιότητας (

similarity

). Η επιλογή του κατάλληλου συνδυασμού είναι θέμα εμπειρίας, μολονότι βασίζεται σε ασυμπτωτικές τεχνικές. Μία συστηματική μέθοδος για την επίλυση της εξίσωσης διάχυσης, με τις αντίστοιχες οριακές συνθήκες, είναι ο μετασχηματισμός 

Laplace

, από τον οποίο βρίσκουμε και τον κατάλληλο συνδυασμό. Η μέθοδος εφαρμόζεται και στο πρόβλημα της διάχυσης θερμότητας. Αυτό μας οδηγεί να ψάξουμε για λύσεις της (7.7), στην μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uzy,t=fy2D0t=fη,





						
							
							(7.9)

						
					

				
			

			με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



η=y2D0t





						
							
							(7.10)

						
					

				
			

			και ο παράγοντας 

2

 στον παρονομαστή απλοποιεί την αναλυτική λύση. Όπως θα δούμε αργότερα, η μεταβλητή ομοιότητας προκύπτει και από διαστατική ανάλυση. Προς το παρόν, ας αναφέρουμε ότι ο συνδυασμός αυτός κάνει την ποσότητα «

η

 » αδιάστατη. H βασική ιδέα είναι, να βρούμε τον συνδυασμό των 

y,t,ν

, ο οποίος δεν έχει διαστάσεις, αλλά έχει τα χαρακτηριστικά της διάχυσης.

			Με χρήση του χρυσού κανόνα παραγώγισης:

			



duzdy=duzdηdηdy,  duzdt=duzdηdηdt , 





			η εξίσωση διάχυσης, ως συνάρτηση της μεταβλητής ομοιότητας «

η

 » γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2ηduzdη+d2uzdη2=0,





						
							
							(7.11)

						
					

				
			

			που μπορεί να γραφεί με ολοκλήρωση και ως:

			



duzdη=c1e-η2





			και με ολοκλήρωση για άλλη μία φορά, ως προς «

η

 », έχουμε:

			



uzη=c2+c1∫0ηe-s2ds,





			όπου οι σταθερές 

c1

 και 

c2

 ορίζονται από τις οριακές συνθήκες και τελικά, έχουμε για το πεδίο ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uzη=u01-2π∫0ηe-s2ds≡u0[1-erfη],





						
							
							(7.12)

						
					

				
			

			όπου η συνάρτηση 

erfη

 είναι η γνωστή συνάρτηση σφάλματος, από τη θεωρία πιθανοτήτων. H εξάρτηση της ταχύτητας, μόνο από τον λόγο 

η=y2D0t

, σημαίνει ότι θα έχουμε την ίδια ταχύτητα, αν μεταβάλλουμε ταυτόχρονα το 

y

 και το 

t

, αρκεί να έχουμε το ίδιο 

η

. Το άλλο σημείο παρατήρησης είναι ότι η ταχύτητα πέφτει γρήγορα, καθώς απομακρυνόμαστε από την πλάκα (στον ίδιο χρόνο) και αυτή η ελάττωση οφείλεται σε διάχυση. Εάν π.χ. 

η=2.0

 η συνάρτηση σφάλματος είναι 

0.99

 και η αντίστοιχη ταχύτητα είναι περίπου


0.01u0

. Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η τιμή αυτή ορίζει το όριο 

δ

, εκτός του οποίου η κίνηση της πλάκας έγινε ελάχιστα αντιληπτή. Τo εύρος αυτό είναι συνάρτηση του χρόνου και ορίζεται από τη σχέση:

			



δ2νt=2,





			που μας δίνει:

			



δ=4νt.





			Για αέρα σε 

20oC

 π.χ., έχουμε 

ν=1.5⋅10-5m2/sec

 και 

δ=11 cm

, μετά από 1 λεπτό. Για το νερό, έχουμε 

ν=1⋅10-6m2/sec

 και 

δ≈3 cm

. Στο Σχ. 7.2, έχουμε σχεδιάσει την ταχύτητα ως συνάρτηση του 

y

, σε ορισμένες χρονικές στιγμές, για τις οποίες δίνουμε και το αντίστοιχο εύρος. Προς το παρόν, αφήνουμε ανοικτό το ζήτημα του ποιά είναι η ποσότητα, η οποία διαχέεται. Στην εξίσωση θερμότητας είναι η θερμότητα. Εδώ είναι η διάχυση της ορμής, αλλά και του στροβιλισμού του πεδίου ταχύτητας, ο οποίος δημιουργείται στην επιφάνεια της πλάκας και διαχέεται.

			Το αποτέλεσμα, για το εύρος 

δ

, είναι αναμενόμενο, αν συγκρίνουμε τους δύο όρους στην εξίσωση (7.7), ως προς την τάξη μεγέθους. Για πεπερασμένο χρόνο 

t

, ο όρος 

∂u→∂t

 είναι της τάξης 

u0t

 και ο ιξωδικός όρος της τάξης 

νu0δ2

, καθότι δεν περιμένουμε μεταβολή στην 

x

 -κατεύθυνση, κοντά στην πλάκα. Αφού εξισώσουμε, έχουμε, εκτός από έναν αριθμητικό παράγοντα, τη σχέση 

δ=4νt

.
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			Σχήμα 7.2: Ροή σε στιγμιαία επιταχυνόμενη πλάκα. (α) Πεδίο ταχύτητας 

uzy,t

 συναρτήσει του ύψους, για τρεις χρονικές στιγμές. (β) εύρος οριακού στρώματος 

δ

 συναρτήσει του χρόνου.

			7.4.2 Ιξωδική απόσβεση γραμμικού στροβίλου

			Στη δυναμική ροή, γύρω από ένα ευθύγραμμο στρόβιλο (δες Κεφ. 5), είδαμε ότι το πεδίο ταχύτητας δίνεται από τη σχέση:

			



u→=Γ02πRe^ϕ,





			στην οποία 

Γ0

 είναι σταθερά και είναι η κυκλοφορία σε μία τροχιά, γύρω από τον άξονα περιστροφής. Για τον ελεύθερο στρόβιλο, έχουμε μηδενικό στροβιλισμό παντού, εκτός από τον άξονα, όπου ο στροβιλισμός απειρίζεται. Αν, τώρα, δούμε την επίδραση του ιξώδους, περιμένουμε ότι η ροή θα εξασθενήσει, λόγω απώλειας ενέργειας σε θερμότητα και, επίσης, λόγω της διάχυσης του πεδίου ταχύτητας (του στροβιλισμού ακριβέστερα), μακριά από τον άξονα, στην εξέλιξη του χρόνου. Το πώς συμβαίνει αυτό, θα το δούμε, από τις εξισώσεις διατήρησης της ορμής, στο επίπεδο της ροής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-uϕ2R=-1ρ∂P∂R ,





						
							
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂uϕ∂t=ν∂2uϕ∂R2+1R∂uϕ∂R-uϕR2,





						
							
							(7.13)

						
					

				
			

			όπου έχουμε, πάλι μόνο εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία τώρα εξαρτάται και από τον χρόνο 

uϕR,t

, όπως και η πίεση 

PR,t

. Όπως και στην ροή δυναμικού, η βαθμίδα της πίεσης (διαφορετική τώρα) πάλι δίνει την κεντρομόλο επιτάχυνση. Από τη δεύτερη εξίσωση, οι ιξωδικές δυνάμεις δίνουν συνεισφορά μόνο στην εφαπτομενική επιτάχυνση. Τώρα, το πεδίο ταχύτητας ορίζεται από τη δεύτερη εξίσωση, εάν γνωρίζουμε το πεδίο ταχύτητας σε χρόνο 

t=0

, ενώ η πρώτη μας δίνει την πίεση. Στη ροή δυναμικού, για να υπολογίσουμε την ταχύτητα, είχαμε χρησιμοποιήσει τον μηδενισμό του στροβιλισμού, αντί της δεύτερης εξίσωσης. Λόγω της διάχυσης στροβιλισμού, αυτό δεν ισχύει εδώ. Μάλιστα, για να το τονίσουμε αυτό, αντί της ταχύτητας, θα λύσουμε για την κυκλοφορία (μέτρο του στροβιλισμού) 

ΓR,t=2πRuϕR,t

, που συνδέεται με το πεδίο ταχύτητας και έτσι η εφαπτομενική εξίσωση ορμής γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂Γ∂t=ν∂2Γ∂R2-1R∂Γ∂R,





						
							
							(7.14)

						
					

				
			

			με αρχική συνθήκη:

			

ΓR,0=Γ0

.

			Επίσης, λόγω της διάχυσης του στροβιλισμού, απαιτούμε η ταχύτητα στον άξονα να είναι πεπερασμένη για 

t>0

, δηλαδή:

			



Γ0,t=0,  t>0.





			Και για το πρόβλημα αυτό μπορούμε να βρούμε λύση, όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα. Προς εξάσκηση, σας αφήνουμε να δείξετε ότι υπάρχει λύση ομοιότητας, με:

			



ΓR,t=fη,  όπου   η=R2νt .





			Η λύση που ικανοποιεί και τις οριακές συνθήκες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Γ=Γ01-e-R2/4νt,





						
							
							(7.15)

						
					

				
			

			και το αντίστοιχο πεδίο ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

uϕR,t=Γ02πR1-e-R2/4νt

.

						
							
							(7.16)

						
					

				
			

			Σε πολύ μεγάλες αποστάσεις από τον άξονα περιστροφής, δηλαδή σε 

R≫4νt

, το πεδίο ταχύτητας δεν έχει αλλάξει πολύ και τούτο, διότι είμαστε μακριά από το οριακό κυλινδρικό στρώμα, του οποίου η ακτίνα αυξάνει σαν 

δt=4νt

. Έξω από αυτό το στρώμα, ο στροβιλισμός είναι σχεδόν μηδενικός και η λύση δυναμικού ισχύει. Κοντά στον άξονα όμως, έχουμε σημαντική αλλαγή, διότι η ροή δεν είναι αστρόβιλη πια. Έτσι:

			



uϕR,t≈Γ08πνtR,  R≪4νt,





			που αντιστοιχεί σε περιστροφή, με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

ω0=Γ08πνt,

 η οποία ελαττώνεται με τον χρόνο (δες Σχ. 7.3). Στο όριο 

t→∞

, το πεδίο μηδενίζεται παντού, 

uϕR,∞=0

, αφού ο πεπερασμένος στροβιλισμός έχει διαχυθεί σε άπειρο χώρο. Το αποτέλεσμα αυτό δικαιολογεί, εν μέρει, το μοντέλο 

Rankine

, με το οποίο συμφωνεί, για τη συμπεριφορά του πεδίου κοντά στον άξονα και πολύ μακριά από αυτόν, αλλά σε πεπερασμένο χρόνο.

			H πίεση δίνεται με ολοκλήρωση της (7.13) και αφού αντικαταστήσουμε για την ταχύτητα και στα δύο όρια, δίνει:

			



PR,t≈P0+ρ2ω02R2,  R≪4νt,





			



Pr,t≈-ρΓ02π212R2,  R≫4νt,





			όπου, το σημείο αναφοράς της πίεσης είναι στο άπειρο και 

P0

 είναι η πίεση στον άξονα, που μπορεί να υπολογιστεί με ολοκλήρωση της (7.13). Η λύση για τον στρόβιλο με ιξώδες, αποφεύγει τους απειρισμούς στον άξονα (R=0) του ελεύθερου στροβίλου και, σε αντίθεση με το μοντέλο 

Rankine

, δεν έχει ασυνέχειες. Φυσικά, παραμένει ένα μοντέλο, καθότι έχουμε ροή μόνο στο επίπεδο και δεν υπάρχουν εξωτερικές επιφάνειες, οι οποίες επηρεάζουν, λόγω του ιξώδους, στην επιφάνεια. Επίσης, η κινητική ενέργεια στον άπειρο χώρο απειρίζεται και, στην περίπτωση αυτή, οι εξωτερικές επιφάνειες βοηθούν.
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			Σχήμα 7.3: Ιξωδική διάχυση του ελεύθερου στροβίλου σε δύο χρονικές στιγμές. Η σκιασμένη περιοχή είναι το οριακό στρώμα, δηλαδή η περιοχή όπου έχουμε σημαντικό στροβιλισμό. 

			7.5 Ιξωδική Ροή Χωρίς Αδράνεια

			Στη ροή δυναμικού, θεωρήσαμε ότι οι ιξωδικοί όροι μπορούν να παραλειφθούν (αν 

Re≫1

), και ότι η βαθμίδα της πίεσης είναι η μόνη δύναμη στην οποία οφείλεται η επιτάχυνση του ρευστού. Είδαμε, επίσης, ότι η υπόθεση της ασυμπίεστης και αστρόβιλης ροής μας δίνει τη δυνατότητα να παρακάμψουμε τη μη-γραμμική εξίσωση 

Euler

 και να λύσουμε την γραμμική εξίσωση 

Laplace

, για το δυναμικό ταχύτητας. Αυτό όμως δεν είναι δυνατό, όταν έχουμε ιξωδική ροή. Αλλά, και στην ιξωδική ροή υπάρχουν προσεγγίσεις, σύμφωνα με τις οποίες, λύνουμε γραμμικές Δ.Ε., εφόσον μπορούμε να παραλείψουμε τους μη γραμμικούς όρους (ως προς την ταχύτητα) στην επιτάχυνση. Αυτό συμβαίνει αν πάμε στο άλλο άκρο και θεωρήσουμε ότι οι ιξωδικοί όροι είναι σημαντικοί (για 

Re≪1

), ενώ οι όροι της επιτάχυνσης είναι μικροί, και η βαθμίδα πίεσης αντισταθμίζει την ιξωδική δύναμη αντίστασης. Εδώ, διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

			α) ροή, στην οποία ο όρος επιτάχυνσης μηδενίζεται ακριβώς, δηλ. 

u→⋅∇→u→=0

, λόγω συμμετρίας ή άλλων υποθέσεων (για τις συνιστώσες της ταχύτητας και την εξάρτηση από τις συντεταγμένες), για το πεδίο ταχύτητας ροής, και

			β) ροή, στην οποία ο όρος της επιτάχυνσης είναι πολύ μικρός (αν 

Re≪1

), ώστε να θεωρείται παραλείψιμος. Το (β) μπορεί να συμβεί είτε διότι το μέτρο της ταχύτητας είναι μικρό είτε διότι έχουμε μία μόνο συνιστώσα, η οποία εξαρτάται ελάχιστα από την αντίστοιχη συντεταγμένη.

			Για τις παραπάνω περιπτώσεις, έχουμε μία σημαντική απλοποίηση, διότι η εξίσωση 

Navier-Stokes

 γίνεται γραμμική. Εντούτοις, η λύση προβλημάτων ιξωδικής ροής είναι αρκετά πιο δύσκολη, διότι από μαθηματικής πλευράς, περιλαμβάνει την Λαπλασιανή ενός διανυσματικού πεδίου. Ιδιαίτερα σε ροές με καμπυλότητα, στις οποίες πρέπει να χρησιμοποιήσουμε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, η πολυπλοκότητα γίνεται αισθητή. Επίσης, στην ιξωδική ροή, περιλαμβάνονται υψηλότερης τάξης παράγωγοι της ταχύτητας και επομένως, απαιτούνται και επιπλέον οριακές συνθήκες. Και στη ροή δυναμικού, έχουμε να λύσουμε γραμμική εξίσωση, αλλά για βαθμωτή ποσότητα. Επίσης, η γενική λύση της εξίσωσης 

Laplace

, για το δυναμικό ταχύτητας, είναι γνωστή αναλυτικά ως γραμμικός συνδυασμός διαφόρων πηγών (απόκλισης και στροβιλισμού) και, με τον κατάλληλο συνδυασμό, μπορούμε να ικανοποιήσουμε και τις οριακές συνθήκες.

			Παρότι είναι πρακτικά δύσκολο να μηδενίζεται ακριβώς ο αδρανειακός όρος, είναι δυνατόν να παραληφθεί, αν η ροή είναι πολύ αργή, λόγω της μη γραμμικότητας του. Εκτός από την μικρή ταχύτητα, αυτό μπορεί να συμβεί, επίσης, είτε για μικρή πυκνότητα του ρευστού είτε για μεγάλο ιξώδες. Επίσης, επειδή ο όρος του ιξώδους έχει υψηλότερης τάξης παράγωγο, είναι πιο σημαντικός από τον αδρανειακό όρο, εφόσον το χαρακτηριστικό μήκος είναι αρκετά μικρό. Όλα τα παραπάνω συνοψίζονται στο ότι ο αριθμός 

Reynolds

 παίρνει πολύ χαμηλές τιμές (

Re≪1

) και η ροή χαρακτηρίζεται ως ερπυστική ροή. Τέτοια παραδείγματα είναι η ροή σε τριχοειδείς σωλήνες είτε στο εργαστήριο είτε στο υπέδαφος ή γενικότερα σε πορώδη υλικά, στα οποία το χαρακτηριστικό μήκος (δηλαδή η απόσταση ανάμεσα στους κόκκους) είναι μικρή. Η λίπανση των μηχανών χρησιμοποιεί λάδι με υψηλό ιξώδες, που ρέει μέσω των διακένων των ρουλεμάν. Άλλα παραδείγματα είναι η κίνηση μικρών σωματιδίων, μέσω αέρα η υγρού ή η κίνηση μικροοργανισμών (π.χ. σπερματοζωάρια), μέσω βιολογικών ρευστών. Αν και το κριτήριο της ερπυστικής ροής είναι ο αριθμός 

Reynolds

, η πλήρης παράλειψη των αδρανειακών όρων ισοδυναμεί με ρευστό μηδενικής πυκνότητας. Έτσι, το πεδίο ταχύτητας δεν εξαρτάται από την πυκνότητα. Να παρατηρήσουμε ότι ο αριθμός 

Reynolds

 είναι ένας αντιπροσωπευτικός αριθμός, ο οποίος ορίζεται για όλη τη ροή. Υπάρχει όμως περίπτωση, σε μερικά σημεία του χώρου, ο όρος της αδράνειας να είναι συγκρίσιμος με τον όρο της ιξωδικής δύναμης. Έτσι, πάντα απαιτείται προσοχή και να επαληθεύουμε τις υποθέσεις, όπως θα δούμε και στο τέλος αυτού του κεφαλαίου, για την ερπυστική ροή γύρω από σώματα. Επίσης, στην ανιξωδική ροή, τα σημεία ηρεμίας απαιτούν επανεξέταση, για το πεδίο κοντά στο σημείο, καθώς εκεί, η επιτάχυνση, λόγω μεταφοράς, μηδενίζεται και περιμένουμε η επίδραση του ιξώδους να είναι σημαντική.

			Στη συνέχεια, θα δούμε μία σειρά από απλά αλλά σημαντικά προβλήματα ερπυστικής ροής, στα οποία μπορούμε να παραλείψουμε τον αδρανειακό όρο. Αυτά περιλαμβάνουν στρωτές ροές μέσα από κυλινδρικούς αγωγούς, παράλληλες πλάκες, λεπτά υμένια ή ροές γύρω από σώματα, π.χ. σφαίρα. Τα θέματα αυτά, δεν τα παραθέτουμε μόνο για την κατανόηση της ιξωδικής στρωτής ροής, αλλά και διότι, ταυτόχρονα, είναι σημαντικά παραδείγματα για ιστορικούς λόγους και έχουν εφαρμογές, όπως π.χ. στην μέτρηση του ιξώδους, τη ροή σε λεπτά στρώματα λιπαντικού κτλ.

			7.5.1 Στρωτή ροή Poiseuille σε κυλινδρικό σωλήνα.
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			Σχήμα 7.4: Ροή 

Poisseuille

 σε κυλινδρικό σωλήνα. (α) Αξονικό πεδίο (

uz

) με (β) κυλινδρική συμμετρία ( ανεξάρτητο της γωνίας 

ϕ

 ).

			Η ροή 

Poiseuille

 (το όνομα ανήκει σε ιατρό, ο οποίος μελέτησε αυτόν τον τύπο ροής, σε σχέση με τη ροή αίματος στις αρτηρίες), είναι ένα από τα λίγα παραδείγματα, που, λόγω της συμμετρικής ροής, έχουμε αναλυτική λύση. Αυτό προϋποθέτει ότι στη ροή του σχήματος 7.4 έχουμε παραλείψει τη δύναμη της βαρύτητας. Η οριζόντια ροή προϋποθέτει ότι στα δύο άκρα έχουμε διαφορά πίεσης 

ΔP=P2-P1

, όπου 

P1P2

 είναι η πίεση στο αριστερό (δεξιό) άκρο του κυλίνδρου και διαλέγουμε 

P2<P1

, ώστε η ροή να είναι στην κατεύθυνση του 

z

 -άξονα.

			Η ροή έχει μόνο 

z

 -συνιστώσα της ταχύτητας 

uzR

, η οποία φυσικά εξαρτάται από την απόσταση 

R

 από τον άξονα του κυλίνδρου, του οποίου η συμμετρία μας οδηγεί στην χρήση κυλινδρικών συντεταγμένων. Εδώ, θα υποθέσουμε ότι το πεδίο ταχύτητας είναι το ίδιο σε όλο το μήκος. Με αυτόν τον τρόπο, αυτόματα ικανοποιείται, για σταθερή πυκνότητα, η συνέχεια της μάζας 

∇→⋅u→=0

. Έτσι 

uz=uzR

 και 

uR=uϕ=0

. Ταυτόχρονα, επειδή η κίνηση είναι στην 

z

 -κατεύθυνση περιμένουμε και η πίεση 

Pz

 να αποτελεί συνάρτηση μόνο της συντεταγμένης 

z

. Επειδή 

u→⋅∇→u→=0

, εάν υποθέσουμε ότι η ροή είναι μόνιμη, 

∂u→/∂t=0

, τότε μπορούμε να θέσουμε:

			



∂P∂z=C.





			Δεν είναι απαραίτητο να έχουμε 

C=

 σταθερά, αλλά είναι σύμφωνο με τις υποθέσεις για το πεδίο ταχύτητας. Οι οριακές συνθήκες είναι:

			



uz=0  στο R=R0,  duzdR=0  στο R=0.





			Η οριακή συνθήκη στην εσωτερική επιφάνεια του κυλίνδρου, 

R=R0

, λέγεται μηδενικής διολίσθησης. Η συνθήκη αυτή είναι μεν εμπειρική, αλλά φαίνεται να συμφωνεί με τις παρατηρήσεις. Είναι δυνατό όμως να βρούμε υλικά για τον σωλήνα, για τα οποία η συνθήκη αυτή δεν είναι ικανοποιητική. Η οριακή συνθήκη στο 

R=0

 οφείλεται στην κυλινδρική συμμετρία.

			Η εξίσωση 

Navier-Stokes

, για την περίπτωση αυτή, έχει μόνο την 

z

 -συνιστώσα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-dPdz+μ1R∂∂RR∂uz∂R.





						
							
							(7.17)

						
					

				
			

			Τη σχέση αυτή θα μπορούσαμε να την γράψουμε απευθείας, από τον υπολογισμό των διατμητικών τάσεων που ασκούνται. Η δύναμη στην 

z-

 κατεύθυνση, ανά μονάδα μήκους του κυλίνδρου, που ασκεί η διατμητική τάση 

σRz

, μέσω μιας κυλινδρικής επιφάνειας ακτίνας 

R

, στο εσωτερικό υγρό είναι:

			



2πRσRz=2πRμ∂uz∂R,





			καθότι η τάση είναι ανεξάρτητη της γωνίας 

ϕ

 και η ταχύτητα έχει μόνο 

z-

 συνιστώσα. Εάν, τώρα, παρακολουθήσουμε την κίνηση της μάζας, που βρίσκεται σε ένα κυλινδρικό δακτύλιο ύψους μονάδας και πάχους 

dR

 από 

R-dR2

 έως 

R+dR2

, τότε η ολική δύναμη στην 

z

 -κατεύθυνση λόγω της διατμητικής τάσης 

σRz

 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2πRμ∂uz∂R|R+dR2-2πRμ∂uz∂R|R-dR2=2πμ∂∂RR∂uz∂RdR,





						
							
							(7.18)

						
					

				
			

			ενώ η επιμήκης δύναμη, λόγω της βαθμίδας πίεσης 

∂P∂z

, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-2πRdR∂P∂z





						
							
							(7.19)

						
					

				
			

			και εφόσον η ολική επιτάχυνση είναι μηδενική, έχουμε την (7.17). Ας δούμε, όμως, ποιούς περιορισμούς έχουμε στο πεδίο ταχύτητας, ώστε οι δυνάμεις να έχουν τουλάχιστον το σωστό πρόσημο, με δεδομένο ότι έχουμε αρνητική βαθμίδα πίεσης (

dPdz<0

). Λόγω των οριακών συνθηκών, η ταχύτητα ελαττώνεται από τον άξονα προς την κυλινδρική επιφάνεια, όπου μηδενίζεται. Έτσι, αναμένουμε ότι 

duzdR<0

, όπως θα επαληθευτεί αργότερα. Αλλά δεν αρκεί. Για να είναι το δεξιό μέρος της (7.18) αρνητικό και να είναι ανάλογο του 

R

, η αρνητική κλίση αυξάνει σε μέτρο γραμμικά με το 

R

. Αυτά φαίνονται και στο Σχ. 7.5, στο οποίο σχεδιάζουμε την ακτινική κατανομή για την ταχύτητα 

uzR

 και την τάση 

σRzR

, μετά τον υπολογισμό που ακολουθεί. Αξίζει να προσέξουμε λίγο το διάγραμμα της τάσης. Βλέπουμε ότι είναι αρνητική και έχει το μέγιστο μέτρο στην επιφάνεια του ιδεατού κυλίνδρου, όπου το ρευστό παραμένει ακίνητο στην ακτίνα 

R0

. Έτσι, δρα ως μία δύναμη αντίστασης στο ρευστό εντός του κυλίνδρου, από το ρευστό εκτός του νοητού κυλίνδρου. Φυσικά, από τον νόμο δράσης και αντίδρασης στην εσωτερική επιφάνεια, δρα ίση και αντίθετη δύναμη από το ρευστό στο εσωτερικό του κυλίνδρου στο ρευστό από έξω.
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			Σχήμα 7.5: Ροή 

Poiseuille

 σε κύλινδρο. (α) Αξονική ταχύτητα (

uzR

) και (β) εφαπτομενική τάση (

σRzR

).

			Αξίζει να τονιστεί ότι, για όλες τις περιπτώσεις που η εξίσωση 

Navier-Stokes

 έχει ακριβή λύση, αυτή μπορεί να βρεθεί με απλούς συλλογισμούς, λόγω της ύπαρξης συμμετρίας και των άλλων περιοριστικών υποθέσεων. Για να βρούμε τη λύση,, ολοκληρώνουμε την (7.17), ως πρός 

R

, αφού προηγουμένως πολλαπλασιάσουμε με 

R

 και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12R2dPdz=μRduzdR+C1,





						
							
							(7.20)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά 

C1=0

, λόγω της οριακής συνθήκης στο 

R=0

. Με ολοκλήρωση για άλλη μια φορά, αφού προηγουμένως διαιρέσουμε με 

R

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R24dPdz=μuz+C2,





						
							
							(7.21)

						
					

				
			

			όπου υποθέσαμε σταθερή βαθμίδα πίεσης και η σταθερά ολοκλήρωσης:

			



C2=R024dPdz ,





			λόγω της οριακής συνθήκης στο 

R=R0

, δηλαδή την εσωτερική επιφάνεια του κυλίνδρου. `Ετσι, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uz=-R024μdPdz1-R2R02=uz01-R2R02.





						
							
							(7.22)

						
					

				
			

			Από την (7.24), βλέπουμε ότι η μέγιστη ταχύτητα 

uz0

 αυξάνει με την ακτίνα του κυλίνδρου (

∼R02

) και ελαττώνεται με το ιξώδες, ενώ, αν δεν υπάρχει βαθμίδα πίεσης, τότε το ρευστό έχει μηδενική ταχύτητα, όπως αναμενόταν. Εάν ο κύλινδρος είναι κάθετος, δηλαδή παράλληλα προς το βαρυτικό πεδίο της Γης, τότε η κινητήρια δύναμη ανά μονάδα όγκου είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας, αντί της βαθμίδας της πίεσης. Στην περίπτωση αυτή, η ύπαρξη βαθμίδας πίεσης δρα προσθετικά προς τη βαρύτητα. Από την (7.22), βλέπουμε ότι η ροή έχει στροβιλισμό:

			



ζ→=∇→×u→=2uz0RR02e^ϕ,





			που μηδενίζεται μόνο για 

R=0

. Ο στροβιλισμός, λοιπόν, συνεισφέρει ακτινική επιτάχυνση προς την επιφάνεια του κυλίνδρου:

			



-u→×ζ→=2uz0RR021-R2R02e^R,





			που αντισταθμίζεται από τον όρο βαθμίδας της κινητικής ενέργειας με αντίθετη ακτινική επιτάχυνση:

			



∇→12u2=-2uz0RR021-R2R02e^R,





			ώστε η επιτάχυνση σωματιδίου να είναι, όπως περιμέναμε, μηδέν, για λόγους συμμετρίας από τον όρο μεταφοράς. Αλλά και χωρίς υπολογισμούς, επειδή τα σωματίδια κινούνται σε ευθείες, με σταθερή ταχύτητα κατά μήκος της τροχιάς, δεν έχουμε επιτάχυνση. Αξίζει, επίσης, να υπολογίσουμε το έργο που γίνεται σε ένα σωματίδιο, το οποίο κινείται κατά μήκος μίας γραμμής ροής. Καταρχήν, δεν έχουμε μεταβολή της κινητικής ενέργειας ούτε και έργο λόγω στροφορμής, διότι η μετατόπιση γίνεται στο επίπεδο της ταχύτητας και της στροφορμής. Έτσι, παραμένει το έργο λόγω της βαθμίδας πίεσης και των ιξωδικών δυνάμεων.

			Η μέση ταχύτητα ροής, μέσω της διατομής, ορίζεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q=u¯zπR02,





						
							
							(7.23)

						
					

				
			

			όπου 

Q

 είναι ο ρυθμός εκροής όγκου υγρού και δίνεται από την:

			



Q=∫0R0uz2πRdR=-dPdzπR022μR22-R44R02 R22-R44R020R0,





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=πR048μdPdz .





						
							
							(7.24)

						
					

				
			

			Από τις (7.22) και (7.23), βλέπουμε, επίσης, ότι 

uz0=2u¯z

. Η σχέση (7.24) ονομάζεται 

Hagen-Poiseuille

 (είχε βρεθεί από πειραματικές μετρήσεις122) και αποτελεί τη βάση του ιξωδόμετρου τριχοειδούς σωλήνα. 

			Όλες οι ποσότητες στην (7.24) είναι άμεσα μετρήσιμες, εκτός από το ιξώδες 

μ

, το οποίο μπορεί να προσδιοριστεί για κάθε υγρό. Το αποτέλεσμα αυτό είναι πολύ σημαντικό, ιδιαίτερα για τη ροή αίματος σε αρτηρίες, διότι από αυτό προκύπτει ότι μικρή μεταβολή της ακτίνας της αρτηρίας, λόγω εναπόθεσης πλάκας, μπορεί να οδηγήσει σε μεγάλη ελάττωση στο ρυθμό ροής αίματος. Αν υποθέσουμε ότι η βαθμίδα πίεσης είναι σταθερή, ελάττωση κατά 20% στην ακτίνα της αρτηρίας οδηγεί σε ελάττωση κατά 60% του ρυθμού ροής αίματος.
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			Σχήμα 7.6: Ροή Poiseuille σε κύλινδρο. Κατανομή της ταχύτητας συναρτήσει της ακτίνας: (α) στην είσοδο του σωλήνα και (β) σε απόσταση με πλήρως ανεπτυγμένη ροή, όπου το οριακό στρώμα στην εσωτερική επιφάνεια καλύπτει όλο τον όγκο του κυλίνδρου, λόγω της διάχυσης του στροβιλισμού.

			Να προσθέσουμε ότι η παραπάνω λύση υποθέτει μόνιμη ροή και μικρό αριθμό 

Reynolds

. Έτσι π.χ. δεν ισχύει όταν το ρευστό εισέρχεται στον σωλήνα, ούτε για τυρβώδη ροή. Για τις δύο αυτές περιπτώσεις, δίνουμε την κατανομή της ταχύτητας στο Σχ. 7.6. Αυτό που συμβαίνει κατά την είσοδο του ρευστού, με σταθερή ταχύτητα στο σωλήνα, είναι ότι στην επαφή με τον σωλήνα έχουμε μεγάλη διατμητική τάση. Εκεί δημιουργείται μία περιοχή, με μεγάλη βαθμίδα της ταχύτητας και μη μηδενικό στροβιλισμό. Δηλαδή δημιουργείται κοντά στον κύλινδρο ένα οριακό στρώμα, του οποίου το εύρος αυξάνει και κάποια στιγμή γεμίζει όλο τον σωλήνα. Σε αυτήν την περίπτωση, δημιουργείται μόνιμη ροή και στη συνέχεια δεν έχουμε επιτάχυνση. Στο ενδιάμεσο χρονικό διάστημα προσαρμογής έχουμε επιτάχυνση. Το μήκος προσαρμογής είναι ανάλογο της διαμέτρου του σωλήνα και εξαρτάται γραμμικά από τον αριθμό Reynolds, όπως δίνεται από την εμπειρική σχέση:

			



L=a0.32Re+1.4a.





			Η στρωματώδης ροή ισχύει για 

Re≡aU0ν<1150

. Για μεγαλύτερες τιμές, η επιφάνεια του σωλήνα παίζει σημαντικό ρόλο και η ροή περνά από μεταβατικά στάδια και εξελίσσεται σε τυρβώδη, με την κατανομή μέσης ταχύτητας, όπως φαίνεται στο Σχ. 7.6.

			7.6 Ροή Poiseuille σε παράλληλες πλάκες

			[image: ]

			Σχήμα 7.7: Ροή 

Poiseuille

 ανάμεσα σε δύο ακίνητες πλάκες, με σταθερή βαθμίδα πίεσης. Ταχύτητα και τάση συναρτήσει της θέσης μεταξύ των πλακών.

			Εάν τώρα, αντί του κυλινδρικού σωλήνα, είχαμε δύο παράλληλες ακίνητες πλάκες, οι οποίες απέχουν 

2d

 στην 

y-

 κατεύθυνση, η αντίστοιχη σχέση της (7.24) θα είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=-d22μdPdx1-y2d2





						
							
							(7.25)

						
					

				
			

			και διαφέρει μόνο κατά ένα σταθερό παράγοντα. Το «-» πρόσημο σημαίνει ότι η ταχύτητα είναι αντίθετη στη βαθμίδα της πίεσης, η οποία εδώ είναι αρνητική. Το αποτέλεσμα αυτό είναι αναμενόμενο, διότι, εάν στον κύλινδρο πάρουμε μία τομή με ένα επίπεδο που διέρχεται από τον άξονα συμμετρίας, τότε η ροή πάνω στο επίπεδο έχει τις ίδιες οριακές συνθήκες, όπως και στις πλάκες. Φυσικά, στην περίπτωση αυτή, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε καρτεσιανές συντεταγμένες (δες σχήμα 7.7). Το διάγραμμα της ταχύτητας σε μία διατομή μοιάζει με αυτό της ροής σε κύλινδρο. Το διάγραμμα της τάσης, όμως, έχει και θετικές τιμές, όπως εύκολα φαίνεται από την (7.25) και τον ορισμό της τάσης. Η φυσική εικόνα δεν διαφέρει από αυτή στον κύλινδρο. Απλώς, στο καρτεσιανό σύστημα, η επιφάνεια πάνω στην οποία ορίζεται η τάση 

σyx

 δεν αλλάζει προσανατολισμό, ενώ στο κυλινδρικό σύστημα, η επιφάνεια αλλάζει και μάλιστα έχει αντίθετο προσανατολισμό για 

ϕ=π

 από αυτή για 

ϕ=0

.

			Ο ρυθμός ροής μάζας ανά μονάδα εύρους είναι:

			



Q=∫-d+dρuxydy=8d312μdPdx





			και είναι ανάλογος του κύβου της απόστασης μεταξύ των πλακών, ενώ η μέση ταχύτητα ροής είναι:

			



u¯x=Q2d=d23μdPdx=23umax.





			Εάν, ταυτόχρονα, η πάνω πλάκα κινείται με σταθερή ταχύτητα 

U0

, οι οριακές συνθήκες μη ολίσθησης είναι:

			



uxy=-d=0, uxy=d=U0.





			Το πεδίο ταχύτητας, για τη σύνθετη αυτή ροή, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=d22μdPdx1-y2d2+U02yd+1.





						
							
							(7.26)

						
					

				
			

			Αν 

U0=0

, τότε έχουμε το αποτέλεσμα της ροής 

Poiseuille

, όπου η ταχύτητα ροής (καθώς και ο ρυθμός ροής μάζας) είναι ανάλογη της βαθμίδας πίεσης, 

dPdz

, που εφαρμόζεται εξωτερικά. Η δε βαθμίδα πίεσης αντισταθμίζεται από τις ιξωδικές δυνάμεις, οι οποίες αναπτύσσονται, λόγω της βαθμίδας ταχύτητας από τις συνθήκες μη ολίσθησης στις επιφάνειες των πλακών. Η κατανομή της ταχύτητας στο εύρος είναι παραβολική, με κέντρο τον άξονα, όπως είδαμε. Αν, όμως, η βαθμίδα πίεσης είναι μηδενική και 

U0≠0

, τότε έχουμε ροή 

Couette

 (δες Σχ. 7.8). Η ταχύτητα ροής μεταβάλλεται γραμμικά ανάμεσα στις πλάκες:

			



uxy=U02yd+1,





			ενώ η τάση είναι σταθερή, ανεξάρτητα του 

y

. Στην περίπτωση αυτή, και η δύναμη που ασκείται σε ένα σωματίδιο ρευστού, λόγω του ιξώδους μηδενίζεται, διότι δεν αρκεί να έχουμε βαθμίδα στην ταχύτητα αλλά πρέπει και η δεύτερη παράγωγος να είναι διάφορη του μηδενός και για αυτό δεν εξαρτάται από τη σταθερά ιξώδους. Αυτό είναι ικανοποιητικό, γιατί και στην περίπτωση ροής 

Couette

, η επιτάχυνση μηδενίζεται, λόγω συμμετρίας. Για την ροή αυτή, η τάση 

τyx=μU02d

 δεν μεταβάλλεται στο χώρο, όπως και η στροφορμή που έχει μόνο 

z-

 συνιστώσα και ισούται με 

ζz=-U02d

. Ο αντίστοιχος ρυθμός ροής μάζας είναι:

			



Q=∫-a+aρuxydy=ρU0d/2,





			που είναι πολύ διαφορετικός από αυτόν της ροής Poiseuille. Στην ροή Couette, ο ρυθμός είναι ανάλογος της απόστασης των πλακών και η μέση ταχύτητα 

u¯=U0/4

. Η σχέση αυτή ισχύει για σταθερό 

U0

 στην πάνω πλάκα. Αν κρατήσουμε την επιφανειακή δύναμη σταθερή, τα αποτελέσματα θα είναι διαφορετικά.

			[image: ]

			Σχήμα 7.8: Ροή Couette ανάμεσα σε δύο πλάκες, με την κάτω σταθερή και την κάτω κινούμενη, χωρίς βαθμίδα πίεσης. Ταχύτητα και διατμητική τάση συναρτήσει του ύψους.

			Όταν έχουμε και τις δύο συνεισφορές, τότε η κατανομή της ταχύτητας δίνεται από τη σχέση (7.26) και είναι μη κεντρωμένη παραβολική, όπως φαίνεται στο Σχ. 7.9, για διάφορες τιμές της βαθμίδας πίεσης. Η γραμμική κατανομή π.χ. είναι για μηδενική βαθμίδα πίεσης, ενώ για αρνητική (θετική) βαθμίδα, η κατανομή είναι μέγιστη, στην ίδια (αντίθετη) κατεύθυνση με την ταχύτητα 

U0

 της πάνω πλάκας. Το μέγιστο δε αυτό απομακρύνεται από το κέντρο, όταν αυξάνει η ταχύτητα της πάνω πλάκας, ενώ εξαφανίζεται μόνο αν δεν υπάρχει βαθμίδα πίεσης. Εάν η βαθμίδα πίεσης ικανοποιεί 

dPdx=-μU02d2

, τότε η μέγιστη ταχύτητα είναι στην πάνω πλάκα. Εάν δε η βαθμίδα πίεσης έχει αντίθετο πρόσημο 

dPdx=μU02d2

, τότε στην κάτω ακίνητη πλάκα μηδενίζονται ταυτόχρονα η ταχύτητα (λόγω οριακής συνθήκης) και η τάση. Για μεγαλύτερες δε τιμές της βαθμίδας πίεσης 

dPdx>μU02d2

, τότε, κοντά στην κάτω ακίνητη πλάκα, έχουμε ένα στρώμα με αντίθετη ταχύτητα.

			[image: ]

			Σχήμα 7.9: Ροή 

Poiseuille-Couette

 ανάμεσα σε δύο πλάκες με την πάνω κινούμενη με ταχύτητα 

U0

 και βαθμίδα πίεσης. Σύγκριση με ροή χωρίς βαθμίδα πίεσης (ευθεία).

			7.6.1 Ροή χωρίς αδράνεια και βαθμίδα πίεσης

			Στο προηγούμενο παράδειγμα του κυλινδρικού σωλήνα, η βαθμίδα πίεσης είναι η αιτία της ροής. Ακόμα και χωρίς βαθμίδα πίεσης, θα μπορούσαμε να έχουμε ροή, αν είχαμε μία κυλινδρική ράβδο ακτίνας 

b

 στον άξονα του κυλίνδρου, η οποία κινείται με ταχύτητα 

u0

 κατά μήκος του άξονα. Πάλι, λόγω συμμετρίας και της εξίσωσης συνέχειας, περιμένουμε η ταχύτητα να έχει μόνο συνιστώσα παράλληλα στον άξονα του κυλίνδρου, η οποία να εξαρτάται μόνο από την ακτινική απόσταση. Έτσι, για μόνιμη και ασυμπίεστη ροή 

u→=0,0,uR

 και αν επίσης 

dP/dz=0

, η εξίσωση 

Navier-Stokes

 γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddRRdudR=0,





						
							
							(7.27)

						
					

				
			

			όπου αντικαταστήσαμε τη μερική παράγωγο, καθότι η πίεση και η ταχύτητα εξαρτώνται μόνο από το 

R

. Για να ικανοποιείται η (7.27), πρέπει η 

dudR

 να εξαρτάται από το 

R

, μόνο ως 

1R

. Όντως, η λύση που ικανοποιεί οριακές συνθήκες μηδενικής διολίσθησης στα 

R=b

 και 

R=R0

 ,δηλαδή 

uR0=0

, 

ub=U0

 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u=U0lnR0/RlnR0/b.





						
							
							(7.28)

						
					

				
			

			Η δε αντίστοιχη βαθμίδα είναι 

dudR∼1R

. Η τάση 

τRz

 δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τRz=-μU0lnR0/b1R.





						
							
							(7.29)

						
					

				
			

			Εάν κινείται ο εξωτερικός κύλινδρος, τότε για τις οριακές συνθήκες 

uR0=U1

, 

ub=0

 έχουμε αντίστοιχα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u=U1lnR/blnR0/b,





						
							
							(7.30)

						
					

				
			

			και για την τάση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τRz=μU1lnR0/b1R.





						
							
							(7.31)

						
					

				
			

			Όπως φαίνεται στο Σχ. 7.10, η κατανομή της ταχύτητας είναι κοίλη, όταν κινείται ο εσωτερικός κύλινδρος. Εάν κινείτο ο εξωτερικός κύλινδρος, τότε η κατανομή της ταχύτητας θα ήταν όμοια αλλά κυρτή και τούτο, διότι ο εξωτερικός κύλινδρος στην κίνηση του, συμπαρασύρει μεγαλύτερη επιφάνεια ρευστού. Από την άλλη πλευρά, η ολική δύναμη που ασκούμε στις δύο περιπτώσεις για την ίδια ταχύτητα είναι ίδια.

			[image: ]

			Σχήμα 7.10: Αξονική ροή 

Couette

 ανάμεσα σε δύο ομοαξονικούς κυλίνδρους με σταθερή κίνηση του εξωτερικού. Κατανομή της ταχύτητας (αξονική) συναρτήσει της ακτίνας.

			Η ιδιαιτερότητα αυτής της λύσης φαίνεται, αν δούμε τον στροβιλισμό 

ζ→=∇→×u→

 του πεδίου ταχύτητας. Οι συνιστώσες του είναι:

			



ζϕ=-dudR=U0ln⁡bR01R,  ζR=ζz=0.





			7.7 Κυκλική ροή ανάμεσα σε ομοαξονικούς κυλίνδρους

			Στα προηγούμενα παραδείγματα ιξωδικής ροής, ο όρος της επιτάχυνσης δεν υπάρχει, διότι περιοριστήκαμε σε μόνιμη ροή και συμμετρία, έχοντας έτσι μόνο μία συνιστώσα της ταχύτητας, η οποία εξαρτάται από μια μόνο συντεταγμένη, που δεν είναι στην ίδια κατεύθυνση. Έτσι, και ο όρος μεταφοράς στην επιτάχυνση μηδενίζεται. Αυτό σημαίνει ότι το πεδίο ταχύτητας μεταβάλλεται μόνο στο μέτρο και αυτό μόνο κάθετα στην ροή. Έτσι, τα σωματίδια ρευστού κινούνται ευθύγραμμα, σε σταθερή ταχύτητα. Δεν συμβαίνει το ίδιο όμως, αν έχουμε καμπυλόγραμμη ροή. Τότε τουλάχιστον έχουμε κεντρομόλο επιτάχυνση, ενώ, αν είμαστε σε μόνιμη κυκλική ροή, δεν μπορούμε να έχουμε εφαπτομενική επιτάχυνση, ώστε το πεδίο ταχύτητας να είναι μονοσήμαντο, μετά από μία πλήρη περιστροφή. Εν γένει δε, εφόσον το πεδίο ταχύτητας μεταβάλλεται μόνο ακτινικά, έχουμε διολίσθηση στρωμάτων, εκτός αν έχουμε απλή περιστροφή του ρευστού. Έτσι περιμένουμε να έχουμε εφαπτομενικές τάσεις, των οποίων το άθροισμα όμως πρέπει να ισούται με μηδέν, καθότι δεν υπάρχει αντίστοιχη επιτάχυνση. Θα πρέπει, όμως, να έχουμε βαθμίδα πίεσης στην ακτινική κατεύθυνση, στην οποία οφείλεται η κεντρομόλος επιτάχυνση.

			[image: ]

			Σχήμα 7.11: Κυκλική ροή ανάμεσα σε δύο ομοαξονικούς κυλίνδρους με σταθερή περιστροφή του ενός. Κατανομή της ταχύτητας(εφαπτομενική) συναρτήσει της ακτίνας .

			Ας θεωρήσουμε, ως παράδειγμα, τους δύο ομοαξονικούς κυλίνδρους (δες Σχ. 7.11), ακτίνας 

a

 (b) για τον εσωτερικό (εξωτερικό) κύλινδρο, οι οποίοι περιστρέφονται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω1

 

Ω2

, αντίστοιχα. Στο σχήμα, επιλέξαμε δεξιόστροφη περιστροφή και των δύο, ενώ αλλαγή φοράς περιστροφής για ένα κύλινδρο ισοδυναμεί με αλλαγή πρόσημου της αντίστοιχης γωνιακής ταχύτητας. Το πεδίο ταχύτητας έχει μόνο συνιστώσα 

uϕR

 και ικανοποιεί αυτόματα την εξίσωση συνέχειας. Η εξίσωση 

Navier-Stokes

 στο επίπεδο δίνει σε κυλινδρικές συνιστώσες:

			
				
					
					
				
				
					
							
							



-ρuϕ2R=-dPdR ,





						
							
							(7.32)

						
					

					
							
							



0=μd2uϕdR2+1RduϕdR-uϕR2,





						
							
							(7.33)

						
					

				
			

			που με τις οριακές συνθήκες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕa=Ω1a,  uϕb=Ω2b





						
							
							(7.34)

						
					

				
			

			μας δίνουν την ταχύτητα και την πίεση. Έτσι, η κατανομή της αζιμουθιακής συνιστώσας της ταχύτητας από την (7.33), δίνεται από τη γενική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ=AR+B1R,





						
							
							(7.35)

						
					

				
			

			όπου οι σταθερές 

A

 και 

B

 ορίζονται από τις οριακές συνθήκες (7.34) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ=1a2-b2a2Ω1-b2Ω2R+Ω2-Ω1a2b2R





						
							
							(7.36)

						
					

				
			

			και από την (7.32) έχουμε την βαθμίδα πίεσης, που δίνει την κεντρομόλο επιτάχυνση και με ολοκλήρωση έχουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							



P-Pa=ρa2-b2212a2Ω1-b2Ω22R2-a2





						
							
					

					
							
							



+2a2b2Ω2-Ω1a2Ω1-b2Ω22lnRa+a4b4Ω2-Ω121R2-1a2,





						
							
							(7.37)

						
					

				
			

			όπου 

Pa

 είναι η πίεση στον εσωτερικό κύλινδρο, δηλαδή στην ακτίνα 

R=a

. Η δε εφαπτομενική τάση δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τRϕ=μR∂∂RuϕR=-2μa2b2a2-b2Ω2-Ω11R2,





						
							
							(7.38)

						
					

				
			

			στην οποία χρησιμοποιήσαμε για την τάση, το γεγονός ότι δεν έχουμε ακτινική συνιστώσα ταχύτητας.

			Για τη διατήρηση αυτής της κυκλικής ροής, πρέπει να εφαρμόσουμε εξωτερικές ροπές στους δύο κυλίνδρους, οι οποίες είναι ίσες και αντίθετες με τις ροπές που ασκούνται στους κυλίνδρους, από το γειτονικό ρευστό. Η εξωτερική ροπή που ασκείται δεν είναι απαραίτητα στην ίδια φορά, όπως και η γωνιακή ταχύτητα του κυλίνδρου, αλλά εξαρτάται και από τις δύο γωνιακές ταχύτητες. Έτσι, η ροπή που ασκείται από το ρευστό στον εσωτερικό κύλινδρο, ανά μονάδα μήκους στην 

z-

 κατεύθυνση, λόγω της κυλινδρικής συμμετρίας, είναι ίση με την ακτίνα 

a

 επί την δύναμη (στην 

ϕ

 - κατεύθυνση) ανά μονάδα μήκους 

2πaτRϕR=a

, δηλαδή έχουμε για τη ροπή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Σa=R2πRτRϕR=a=4πμa2b2Ω2-Ω1b2-a2 ,





						
							
							(7.39)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε την (7.38) για την τάση. Ομοίως, για τη ροπή στον εξωτερικό κύλινδρο, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Σb=-4πμa2b2Ω2-Ω1b2-a2,





						
							
							(7.40)

						
					

				
			

			δηλαδή είναι ίση και αντίθετη και μπορούμε να το σκεφτούμε ως δράση και αντίδραση, μέσω του ρευστού. Αυτό συμβαίνει, διότι μόνο ο όρος της ταχύτητας, πού είναι ανάλογος του 

1R

, θα συνεισφέρει.Μάλιστα, λόγω παραγώγισης, γίνεται ανάλογος του 

1R2

 και όταν πολλαπλασιαστεί με 

R2

, λόγω ακτίνας και περιφέρειας, μας δίνει αποτέλεσμα ανεξάρτητο της ακτίνας. Από φυσικής σκοπιάς, πρέπει να είναι, διότι η ολική στροφορμή του ρευστού διατηρείται σταθερή και επομένως, η ολική εξωτερική ροπή πρέπει να μηδενίζεται. Το ότι η ροπή είναι ανεξάρτητη της ακτίνας, είναι σύμφωνο και με τον μηδενισμό της εφαπτομενικής δύναμης σε ένα σωματίδιο ρευστού, όπως φαίνεται και από την εξίσωση (7.33), όταν η ροή είναι μόνιμη. Μάλιστα, η υπόθεση της μόνιμης ροής ισχύει για δύο ροές, αυτή της περιστροφής και αυτή του ελεύθερου στροβίλου, στις οποίες το εφαπτομενικό πεδίο ταχύτητας μεταβάλλεται σαν 

R

 και 

1R

 αντίστοιχα. Και για τις δύο περιπτώσεις, η εφαπτομενική δύναμη μηδενίζεται, όπως συμβαίνει και στην περίπτωσή μας, στην οποία οι δύο αυτοί όροι συνυπάρχουν.

			Η παραπάνω διάταξη χρησιμοποιείται για τη μέτρηση του ιξώδους του ενδιάμεσου ρευστού123, κρατώντας τον εσωτερικό κύλινδρο ακίνητο (

Ω1=0

) και μετρώντας την αντίστοιχη ροπή που απαιτείται. Το πεδίο ταχύτητας, στην περίπτωση αυτή, απλοποιείται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕ=Ω2b2b2-22R-a2R,  Ω1=0,





						
							
							(7.41)

						
					

				
			

			ενώ, η πίεση για 

Ω1=0 

 δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P-Pa=ρ(a2-b2)212b4Ω22R2-a2+2a2b6Ω23lnRa+a4b4Ω221R2-1a2 





						
							
							(7.42)

						
					

				
			

			και η ροπή που ασκείται στον εσωτερικό κύλινδρο είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Σa=4πμa2b2Ω2b2-a2,  Ω1=0.





						
							
							(7.43)

						
					

				
			

			Εάν οι δύο κύλινδροι έχουν την ίδια γωνιακή ταχύτητα, τότε το πεδίο είναι αυτό που αντιστοιχεί σε περιστροφή όλης της μάζας του ρευστού, με την ίδια γωνιακή ταχύτητα και οι αντίστοιχες ροπές μηδενίζονται.

			Από τα παραπάνω, φαίνεται ότι μόνο ο όρος του πεδίου ταχύτητας που είναι ανάλογος του 

R

, έχει στροβιλισμό, ο οποίος είναι στην 

z-

 κατεύθυνση και δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζz≡1R∂∂RRuϕ=2a2-b2a2Ω1-b2Ω2





						
							
							(7.44)

						
					

				
			

			και είναι ανεξάρτητη της ακτίνας 

R

.

			7.8 Ερπυστική Ροή Stokes γύρω από σφαίρα

			Οι περιπτώσεις ροών με κάποιο πρακτικό ενδιαφέρον, στις οποίες οι όροι της επιτάχυνσης μηδενίζονται, ακριβώς λόγω συμμετρίας, είναι περιορισμένες. Στην περίπτωση αυτή, οι γραμμές ροής είναι ευθύγραμμες, ενώ οι πλέον ενδιαφέρουσες ροές έχουν καμπύλες γραμμές ροής, που σημαίνει ότι η ροή έχει βαθμίδα πίεσης κάθετη στην κατεύθυνση ροής και επομένως, εν γένει θα έχουμε επιτάχυνση κάθετα και κατά μήκος της ροής.

			Προσεγγιστικές λύσεις στις εξισώσεις 

Navier-Stokes

 μπορούν να βρεθούν σε περιπτώσεις με χαμηλό αριθμό 

Reynolds

 (

Re=2ρaU/μ

), δηλαδή σε περιπτώσεις που ο λόγος των δυνάμεων αδράνειας και ιξώδους είναι μικρός. Αν και η βασική προσέγγιση της ροής χωρίς αδράνεια είναι 

Re=ρaU/μ≪1

, αυτό μπορεί να επιτευχθεί με πολλούς τρόπους, επιλέγοντας τις χαρακτηριστικές παραμέτρους, μολονότι δεν έχουν όλες το ίδιο βάρος. Για μη αδρανειακή ροή, χωρίς βαρύτητα δεν έχουμε εξάρτηση από την πυκνότητα, αλλά μόνο από τον συντελεστή ιξώδους του ρευστού. Στην περίπτωση αυτή, φαινόμενα αδράνειας δεν παίζουν σημαντικό ρόλο (αν και η επιτάχυνση δεν μηδενίζεται ακριβώς) και η ροή καθορίζεται από φαινόμενα ιξώδους. Αυτή η ροή ονομάζεται ερπυστική και είναι η αντίθετη προσέγγιση από αυτή της ιδανικής ροής. Μια τέτοια περίπτωση είναι η πολύ αργή κίνηση (ερπυστική) μιας σφαίρας σε ένα υγρό μέσο ή και το αντίστροφο, δηλαδή η ερπυστική ροή υγρού γύρω από μία σφαίρα. Η μελέτη αυτή θα μας δώσει τη σχέση ανάμεσα στην ταχύτητα και τη δύναμη αντίστασης, για τον προσδιορισμό του ιξώδους ενός υγρού, κατά την αργή πτώση της σφαίρας, μέσω ενός ιξωδικού υγρού. Η σχέση αυτή ονομάζεται νόμος του 

Stokes

.

			Στην περίπτωσή μας, οι γραμμές ροής δεν θα είναι ευθύγραμμες και επομένως, περιμένουμε ότι θα έχουμε επιτάχυνση. Εάν όμως η ροή είναι αργή και μόνιμη, τότε ο όρος της αδράνειας:

			



ρ∂u→∂t+u→·∇→u→





			μπορεί να παραλειφθεί και η εξίσωση 

Navier-Stokes

 γίνεται γραμμική. Στην περίπτωση αυτή, η λύση που είδαμε προηγουμένως (Κεφ. 5) για ιδανική ροή δεν ισχύει, διότι η ροή δεν περιγράφεται από ένα δυναμικό ταχύτητας. Θα αρχίσουμε πάλι από την εξίσωση Navier – Stokes, χωρίς δυνάμεις αδράνειας και βαρύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-∇→P+µ∇2u→





						
							
							(7.45)

						
					

				
			

			για ασυμπίεστη μόνιμη ροή.

			[image: ]

			Σχήμα 7.12: Ερπυστική ροή γύρω από σφαίρα.

			Οι οριακές συνθήκες είναι η σταθερή ροή στην 

z-

 κατεύθυνση 

uz=u0

 στο άπειρο (δες Σχ. 7.12) και μηδενισμός της ταχύτητας στην επιφάνεια της σφαίρας 

u→r=r0,θ=0

, σε σφαιρικές συντεταγμένες. Η οριακή συνθήκη στο 

r=r0

 διαφέρει από αυτήν της ιδανικής ροής (όπου μόνο 

ur=0

). Εδώ, όλη η επιφάνεια στη σφαίρα είναι καλυμμένη από σημεία ηρεμίας και περιμένουμε σημαντικές διαφορές από την ανιξωδική ροή, όπου έχουμε μόνο δύο σημεία ηρεμίας.

			Η απόκλιση της (7.45) μας δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2P=0,





						
							
							(7.46)

						
					

				
			

			καθότι 

∇→⋅∇2u=∇2∇→⋅u→=0

, λόγω της συνέχειας της μάζας. Έτσι, η πίεση ικανοποιεί την εξίσωση 

Laplace

. Μία λύση της, είναι η:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=-Azr3 ,





						
							
							(7.47)

						
					

				
			

			όπου η πίεση μετριέται σε σχέση με την τιμή της στό άπειρο, ώστε 

P=0

 για 

r=∞

. Η επιλογή του πρόσημου είναι τέτοια, ώστε η πίεση να είναι μεγαλύτερη αριστερά της σφαίρας. Η 

A

 είναι μια σταθερά που θα υπολογιστεί. Στο σχ. 7.13 σχεδιάσαμε την πίεση κατά μήκος του 

x

 -άξονα. Θα δούμε ότι η αναλυτική μορφή της ικανοποιεί τις οριακές τιμές του πεδίου ταχύτητας. Η επιλογή της (7.47) είναι τέτοια, ώστε η πίεση να είναι αντισυμμετρική ως προς 

z

 και να συγκλίνει στο μηδέν μακριά από τη σφαίρα, αποτελεί δε λύση της εξίσωσης (7.46). Το τελικό κριτήριο για την αποδοχή της, είναι το κατά πόσον η λύση για το αντίστοιχο πεδίο ταχύτητας ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες. Αν η απάντηση είναι αρνητική, τότε πρέπει να πάρουμε ένα γραμμικό συνδυασμό λύσεων της (7.46).

			[image: ]

			Σχήμα 7.13: Σχεδιάγραμμα της πίεσης κατά μήκος του άξονα συμμετρίας της ροής.

			Αν αντικαταστήσουμε την (7.47) στην εξίσωση 

Navier-Stokes

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2u→=-Aµ∇→zr3,





						
							
							(7.48)

						
					

				
			

			που είναι ένα σύστημα τριών εξισώσεων για τις συνιστώσες της ταχύτητας. Λόγω συμμετρίας, θα χρησιμοποιήσουμε σφαιρικές συντεταγμένες, και οι οριακές συνθήκες γράφονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=uθ=0       r=a





							



ur=u0cosθ    uθ=-u0sinθ,    r→∞





						
							
							(7.49)

						
					

				
			

			η λύση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ur=u0cosθ1-3a2r+a32r3,





						
							
							(7.50)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uθ=-u0sinθ1-3a4r-a34r3,





						
							
							(7.51)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P-P0=-32μu0ar2cosθ,





						
							
							(7.52)

						
					

				
			

			όπως επαληθεύεται με αντικατάσταση. Η λύση αυτή, που οφείλεται στον 

Stokes

, έχει τις εξής εντυπωσιακές ιδιότητες:

			α) Το πεδίο ταχύτητας και οι γραμμές ροής είναι ανεξάρτητα του ιξώδους του ρευστού. Αυτό είναι μία γενική ιδιότητα της ερπυστικής ροής γύρω από τρισδιάστατα σώματα και οφείλεται στην παράλειψη του όρου αδράνειας. Η πίεση, όμως, είναι ανάλογη της σταθεράς ιξώδους και τούτο είναι λογικό, αφού η βαθμίδα της πίεσης αντισταθμίζει την ιξωδική δύναμη.

			β) Στην ερπυστική ροή, βλέπουμε ότι οι γραμμές ροής διατηρούν τη συμμετρία τους, μπροστά και πίσω από το σώμα, κατά μήκος της ροής. Αυτό συμβαίνει μόνο στα δύο όρια, δηλαδή: (α) της αστρόβιλης και ανιξωδικής ροής και (β) της ερπυστικής ιξωδικής ροής. Εάν, δε, αλλάξουμε τη φορά της ταχύτητας 

U

, οι γραμμές ροής δεν μεταβάλλονται, παρά μόνο η ταχύτητα έχει αντίθετη κατεύθυνση. Το γεγονός αυτό οφείλεται πάλι στην παράλειψη του όρου της επιτάχυνσης, λόγω μεταφοράς, που οδηγεί σε ασυμμετρία κατά μήκος της ροής, η οποία είναι χαρακτηριστική για ροές με υψηλό αριθμό 

Reynolds

 και οδηγεί και σε έντονο στροβιλισμό στη σκιά της σφαίρας.

			γ) Όλη η επιφάνεια καλύπτεται από σημεία ηρεμίας. Όχι μόνο τα 

a,0

 και 

a,π

, για την αστρόβιλη και ανιξωδική ροή.

			δ) Η τιμή της ταχύτητας σε κάθε σημείο είναι χαμηλότερη της ελεύθερης ροής στο άπειρο. Στην περίπτωση της δυναμικής ροής (δες Κεφ. 5), η μέγιστη τιμή της ταχύτητας είναι 

1.5u0

 και μάλιστα πάνω στην επιφάνεια της σφαίρας, όπου για την ερπυστική ροή μηδενίζεται ακριβώς.

			ε) H επίδραση της σφαίρας στη ροή επεκτείνεται σε μεγάλες αποστάσεις από τη σφαίρα και αυτό οφείλεται στον όρο 

1r

 στην ταχύτητα. Να σημειώσουμε ότι στην ανιξωδική ροή δυναμικού η ταχύτητα πέφτει ως 

1r2

. Αυτή η διαφορά οδηγεί σε σημαντική μείωση των γραμμών ροής (επομένως και του μέτρου της εφαπτομενικής ταχύτητας), κοντά στη σφαίρα (και αύξηση μακριά από αυτήν), γεγονός που με τη σειρά του οδηγεί και σε σημαντική μείωση της κεντρομόλου επιτάχυνσης των ρευστών σωματιδίων.

			Η δύναμη, ανά μονάδα επιφάνειας στη σφαίρα, δίνεται από τις συνιστώσες της τάσης (πίεσης και ιξώδους) και στην κατεύθυνση της ροής είναι:

			



σ=σrr|r=ae^r⋅k^+σrθ|r=aε^θ⋅k^=





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2μ∂ur∂rr=acos⁡θ-Pr=acos⁡θ-μ1r∂ur∂θ+∂uθ∂r-uθr r=asin⁡θ





						
							
							(7.53)

						
					

				
			

			όπου η πίεση δρα κάθετα στην επιφάνεια, ενώ η διατμητική τάση εφαπτομενικά. Δεν έχουμε συνεισφορά από την, κάθετη στην επιφάνεια της σφαίρας, ιξωδική τάση, διότι μηδενίζεται εκεί. Με αντικατάσταση για 

uθ

 και την πίεση από τις (7.51) και (7.52) αντίστοιχα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σ=32μu0ar2cos2θ+32μu0ar2sin2θ|r=a=3μu0/2a,





						
							
							(7.54)

						
					

				
			

			που είναι ανεξάρτητο της γωνίας 

θ

 και είναι ίδια σε οποιοδήποτε σημείο της επιφάνειας. Έτσι, η ολική δύναμη στη σφαίρα, στην επιφάνεια με εμβαδόν 

4πa2,

 είναι απλώς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



FD=4πa2σ=6πμau0.





						
							
							(7.55)

						
					

				
			

			Βλέπουμε, λοιπόν, ότι, όταν έχουμε ιξώδες, ασκείται μία ολική δύναμη στη σφαίρα, σε αντίθεση με τη δυναμική ροή γύρω από μία σφαίρα, όπου χρειάστηκε να εξηγήσουμε το παράδοξο 

d′Alembert

, δηλαδή την έλλειψη δύναμης. Ο μηδενισμός της δύναμης, για αστρόβιλη και ανιξωδική ροή, οφείλεται στο γεγονός ότι οι γραμμές ροής είναι συμμετρικές και επομένως, από το θεώρημα 

Bernoulli

, η πίεση που ασκείται σε δύο συμμετρικά σημεία κατά μήκος της ροής έχει την ίδια τιμή. Tο αποτέλεσμα αυτό (δηλαδή της μηδενικής δύναμης) ισχύει και για δυναμική ροή γύρω από μη συμμετρικά σώματα. Στην ερπυστική ροή, παρόλο που έχουμε πάλι συμμετρικές γραμμές ροής, δεν ισχύει το ίδιο για την πίεση. Από την (7.52) φαίνεται ότι η πίεση είναι υψηλότερη στην αριστερή πλευρά της σφαίρας, από ότι στη δεξιά. Στην ιξωδική ροή, δεν ισχύει το θεώρημα 

Bernoulli

, καθότι οι ιξωδικές δυνάμεις κάνουν έργο. Από φυσική διαίσθηση είναι αναμενόμενη μία μη-μηδενική δύναμη, διότι το υγρό, όταν έρχεται σε επαφή με την επιφάνεια της σφαίρας, τείνει να τραβήξει μαζί του τη σφαίρα, και, επομένως, για να έχουμε μόνιμη ροή, πρέπει να ασκήσουμε μία ίση και αντίθετη δύναμη στη σφαίρα, προκειμένου να μείνει ακίνητη. Να προσθέσουμε ότι στην δύναμη συνεισφέρουν και η πίεση και η ιξωδική τάση με το ίδιο πρόσημο και σχετικό βάρος 

1:2

, δηλαδή η συνεισφορά της πίεσης συντελείται, προσθέτοντας για κάθε στοιχείο επιφάνειας 

dS=2πa2sinθdθ

, ως εξής:

			



-∫0πP|r=acosθdS=2πμau0





			και της ιξωδικής τάσης:

			



-∫0πτrθ|r=adS=4πμau0.





			H (7.55) μπορεί να γραφεί και ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u0=αFD,





						
							
							(7.56)

						
					

				
			

			όπου το 

α=1/6πμa

 είναι η σταθερά ευκινησίας. Για μικρό Re, δηλαδή μεγάλο 

u

, το ιξωδικό πεδίο ταχύτητας εκτείνεται σε μεγάλες αποστάσεις, που σημαίνει ότι επιφάνειες πολύ μακριά από τη σφαίρα μπορεί να έχουν σημαντική επίδραση, π.χ. σε μία πίπτουσα σφαίρα, για τη μέτρηση του ιξώδους.

			Συχνά ορίζεται και ο συντελεστής αντίστασης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CD=FD12ρu02πa2=24ν2auo=24Re,





						
							
							(7.57)

						
					

				
			

			με 

Re=2au0/ν.



			Η σχέση (7.55) ονομάζεται νόμος του 

Stokes

. Το αποτέλεσμα είναι ανεξάρτητο της πυκνότητας του ρευστού, όπως αναμέναμε να ισχύει για μόνιμη ροή χαμηλού αριθμού 

Reynolds

. Το ίδιο αποτέλεσμα περιμένουμε να ισχύει, αν το ρευστό είναι ακίνητο και η σφαίρα κινείται με ταχύτητα 

-U0

, δηλαδή πάμε σε ένα σύστημα αναφοράς, που κινείται με τη σφαίρα, καθότι ο νόμος 

Stokes

 δεν πρέπει να εξαρτάται από το σύστημα αναφοράς. Εάν έχουμε μία σφαίρα, σε κατακόρυφη πτώση μέσα σε ένα κάθετο σωλήνα με ιξωδικό ρευστό, αυτή θα φτάσει στη σταθερή οριακή ταχύτητα, όταν η δύναμη αντίστασης 

FD

 ισούται με το βάρος της σφαίρας 

mg=4π3a3ρ0

, όπου 

ρ0

 είναι η πυκνότητα της σφαίρας. Αυτό μας δίνει την οριακή ταχύτητα:

			



U0=mg6πμa,





			εφόσον ικανοποιεί 

Re≪1

, αλλιώς απαιτούνται διορθώσεις. Στην περίπτωση που η πυκνότητα του ρευστού, 

ρ

, δεν είναι αμελητέα, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και τη δύναμη της άνωσης 

Fa=ρ43πa3g

. Έτσι, έχουμε:

			



mg=FD+Fa





			και η οριακή ταχύτητα είναι ίση με:

			



U0=29a2gμρ0-ρ.





			Εάν δε η πυκνότητα της σφαίρας είναι ίση με αυτή του ρευστού, τότε η οριακή ταχύτητα είναι μηδέν.

			[image: ]

			Σχήμα 7.14: Σύγκριση της σχέσης 

Stokes

 με πειραματικές μετρήσεις στο ιξωδόμετρο.

			Ο νόμος του 

Stokes

 έπαιξε σημαντικό ρόλο στην ανάλυση βασικών πειραμάτων της Φυσικής, όπως στον καθορισμό του ηλεκτρονικού φορτίου στο πείραμα 

Milliken

, αλλά και στην κίνηση 

Brown

. Xρησιμοποιείται στην μέτρηση του ιξώδους ρευστών, τα οποία τοποθετούνται σε κάθετους αεροστεγείς κυλινδρικούς σωλήνες ύψους L. Στο πάνω άκρο τοποθετείται η σφαίρα διαμέτρου 

2a

 (περίπου το 

1/10

 της διαμέτρου του σωλήνα). Ο χρόνος πτώσης 

Δt

 μας δίνει τη μέση οριακή ταχύτητα 

U0=L/Δt

 και το ιξώδες δίνεται από την προηγούμενη σχέση. Στο Σχ 7.14 βλέπουμε τη σύγκριση της σχέσης 

Stokes

 με τα πειραματικά αποτελέσματα της ιξωδομετρίας πίπτουσας σφαίρας. Βλέπουμε ότι, ενώ η σχέση 

Stokes

 αυστηρά ισχύει για 

Re≪1

, εντούτοις είναι πολύ καλή προσέγγιση, ακόμη και για 

Re=1

. Αυτή η καλή συμφωνία δεν είναι μόνο χρήσιμη για την ιξωδομετρία, αλλά δημιουργεί και εμπιστοσύνη στις προσεγγίσεις και συλλογισμούς, που μας οδήγησαν στα αποτελέσματα της ερπυστικής ροής. Στις εφαρμογές για μικρό 

Re

, πρέπει να είμαστε πολύ προσεκτικοί, γιατί, όπως είπαμε, η επίδραση της σφαίρας στη ροή εκτείνεται σε μεγάλες αποστάσεις. Έτσι, τα όρια του σωλήνα στο ιξωδόμετρο μπορούν να έχουν επίδραση. Για αυτό η διάμετρος του ιξωδόμετρου πίπτουσας σφαίρας π.χ. πρέπει να είναι περίπου εκατό φορές μεγαλύτερη της διαμέτρου της σφαίρας, ώστε το σφάλμα να είναι μικρότερο από 

2%

.

			Είδαμε ότι, για την περίπτωση της σφαίρας, βρήκαμε την ακριβή λύση πολύ εύκολα. Σε αυτό οδηγηθήκαμε από την «έξυπνη» επιλογή, στη λύση για την πίεση. Ας σημειώσουμε ότι η λύση δεν είναι καθόλου απλή, για άλλα γεωμετρικά σχήματα. Επιπλέον, να παρατηρήσουμε ότι η λύση μας, για μεγάλη απόσταση από το σώμα, απαιτεί προσοχή, διότι ο όρος της ιξωδικής τάσης 

∇2u→∼1/r3

 πέφτει γρήγορα για 

r→∞

 και γίνεται συγκρίσιμος με τον όρο αδράνειας 

u→⋅∇→u→∼1/r2

 που παραλείψαμε.

			7.8.1 Stokes λύση με την συνάρτηση ροής 

			Για ασυμπίεστη ροή, η συνάρτησης ροής θα μας δώσει μια πιο συστηματική μέθοδο, στην οποία οι οριακές συνθήκες στην ταχύτητα είναι πιο διαφανείς. Στη ροή 

Stokes

, το πεδίο ταχύτητας εξαρτάται μόνο από τις δύο συντεταγμένες 

r,θ

, λόγω αζιμουθιακής συμμετρίας. Επειδή, επιπλέον, η ροή είναι ασυμπίεστη 

∇→⋅u→=0

, μπορούμε να ορίσουμε τη συνάρτηση ροής (στην περίπτωση αυτή ονομάζεται 

Stokes

 συνάρτηση ροής) 

Ψr,θ

, ώστε οι συνιστώσες της ταχύτητας να δίνονται από τις σχέσεις:

			
				
					
					
				
				
					
							
							



ur=1r2sinθ∂Ψ∂θ ,





						
							
							(7.58)

						
					

					
							
							



uθ=-1rsinθ∂Ψ∂r,





						
							
							(7.59)

						
					

				
			

			οι οποίες ικανοποιούν την εξίσωση της συνέχειας. Επειδή η ροή μας δεν είναι αστρόβιλη, δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ίδια διαδικασία, όπως στη ροή δυναμικού. Για το λόγο αυτό, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε απευθείας την εξίσωση διατήρησης ορμής για ιξωδική ροή, χωρίς τον όρο αδράνειας:

			



0=-∇→P+μ∇2u→,





			από την οποία μπορούμε να απαλείψουμε την πίεση, παίρνοντας τον στροβιλισμό (με επακόλουθο κόστος ότι αυξάνεται η τάξη παραγώγισης) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=∇2ζ→,





						
							
							(7.60)

						
					

				
			

			όπου ανταλλάξαμε τη θέση των τελεστών που δρούν στην ταχύτητα και χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του στροβιλισμού του πεδίου ταχύτητας. Η μόνη μη-μηδενική συνιστώσα του στροβιλισμού είναι η 

ϕ-

 συνιστώσα, η οποία μπορεί να γραφεί συναρτήσει της συνάρτησης ροής 

Ψr,θ

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζϕr,θ=1r∂r uθ∂r-∂ur∂θ=1r1sinθ∂2Ψ∂r2+1r2∂∂θ1sinθ∂Ψ∂θ





						
							
							(7.61)

						
					

				
			

			και με αντικατάσταση στην (7.60), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂2∂r2+sinθr2∂∂θ1sinθ∂∂θ2Ψ=0,





						
							
							(7.62)

						
					

				
			

			μαζί με τις οριακές συνθήκες μηδενισμού της ταχύτητας στην επιφάνεια της σφαίρας:

			



ura,θ=0,→1r∂Ψ∂θ|r=a=0,  uθa,θ=0,→∂Ψ∂r=0,





			ενώ στο άπειρο, έχουμε σταθερή ταχύτητα, με:

			



ur→u0cosθ   και   uθ→-u0sinθ   καθώς   r→∞,





			Η οριακή συνθήκη στο άπειρο, για τη συνάρτηση ροής, μας δίνει:

			



Ψ→12u0r2sin2θ   καθώς   r→∞,





			που μας υποδεικνύει να ψάξουμε για λύση της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

Ψr,θ=frsin2θ

.

						
							
							(7.63)

						
					

				
			

			Αυτό είναι δυνατό, εφόσον η 

fr

 ικανοποιεί, μετά από αντικατάσταση της (7.63) στην (7.62), την:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2dr2-2r22f=0,





						
							
							(7.64)

						
					

				
			

			που είναι ομογενής ως προς 

r

 και έχει λύσεις της μορφής 

rs

, όπου το 

s

 ορίζεται από την εξίσωση:

			



[s-2s-3-2][ss-1-2]=0,





			και έχει τις τιμές 

s=-1,1,2,4

. O όρος με 

r4

 αποκλείεται, λόγω της συνθήκης στο άπειρο, η οποία ορίζει επίσης τον συντελεστή της 

r2

 ως 

u02

. Οι συντελεστές των δύο άλλων δυνάμεων ορίζονται από τις δύο οριακές συνθήκες μηδενισμού της ταχύτητας στη σφαίρα και η συνάρτηση ροής δίνεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψr,θ=u0r2sin2θ12-3a2r+a34r3





						
							
							(7.65)

						
					

				
			

			και φαίνεται ότι οι γραμμές ροής διατηρούν την μπρος-πίσω συμμετρία 

θ→π-θ

, όπως παρατηρήσαμε νωρίτερα. Οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



urr,θ=u0cosθ1-3ar+a32r3,





						
							
							(7.66)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uθr,θ=u0sinθ-1+3a2r-a34r3,





						
							
							(7.67)

						
					

				
			

			που συμφωνεί με το προηγούμενο αποτέλεσμα. Ο δε στροβιλισμός δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζϕr,θ=-3a4r2u0sinθ,





						
							
							(7.68)

						
					

				
			

			που έχει την μέγιστη τιμή, όπως αναμένεται για 

θ=π2

, ενώ πέφτει ως 

1r2

 στο άπειρο.

			7.8.2 Διορθώσεις στην λύση Stokes για πεπερασμένο αριθμό Reynolds

			H αναλυτική μορφή της λύσης 

Stokes

 οφείλεται στην παράλειψη του όρου αδράνειας, που απαιτεί ότι ο αριθμός 

Reynolds

 είναι μικρός. Ο αριθμός αυτός, όμως, είναι μία μακροσκοπική ποσότητα και πρέπει να είμαστε προσεκτικοί, ώστε ο όρος που παραλείπουμε να είναι παντού μικρότερος. Στην πραγματικότητα, ο αριθμός 

Reynolds

 είναι ικανοποιητικός δείκτης κοντά στη σφαίρα, αλλά δεν είναι σίγουρο ότι συμβαίνει το ίδιο μακριά και τούτο, διότι οι δύο όροι που συγκρίνουμε έχουν διαφορετική ασυμπτωτική συμπεριφορά. Επειδή δε, η ταχύτητα στην ιξωδική ροή πέφτει αργά στο άπειρο, αυτό μπορεί να είναι σημαντικό. Επιπλέον, συχνά μας ενδιαφέρουν αποκλίσεις, για την περίπτωση που ο αριθμός 

Reynolds

 είναι πεπερασμένος και περιμένουμε ότι μπορούμε να έχουμε ένα ανάπτυγμα σε δυνάμεις του αριθμού 

Reynolds

. Για τον σκοπό αυτό, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και τον όρο αδράνειας. Από την λύση 

Stokes

, βλέπουμε ότι, ασυμπτωτικά, ο όρος αδράνειας είναι ανάλογος του 

u021r2

, ενώ ο ιξωδικός όρος είναι ανάλογος τού 

νu01r3

 και ο λόγος τους είναι 

Rera

. Έτσι, για μεγάλες αποστάσεις, σε σύγκριση με την ακτίνα της σφαίρας, η αδρανειακή δύναμη είναι σημαντική ακόμα και αν 

Re≪1

. Στην περίπτωση αυτή, η αναλυτική λύση είναι δυνατή, εάν γραμμικοποιήσουμε τον όρο αδράνειας ως προς την ταχύτητα. Αυτό καθίσταται δυνατό, με την προσέγγιση 

Oseen

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→⋅∇→u→≈u0∂u→∂z,





						
							
							(7.69)

						
					

				
			

			στην οποία κρατήσαμε μόνο τη βαθμίδα στην κατεύθυνση της ροής. Για περισσότερες λεπτομέρειες ανατρέξατε σε  προχωρημένα βιβλία Υδροδυναμικής.

			7.8.3 Ροή γύρω από κύλινδρο.

			Η επέκταση της λύσης 

Stokes

 στον κύλινδρο και γενικότερα σε δισδιάστατη ροή δεν είναι δυνατή, όπως θα δούμε σε λίγο, και τούτο, διότι δεν μπορούμε να ικανοποιήσουμε τις οριακές συνθήκες στο άπειρο και στην επιφάνεια του κυλίνδρου, ταυτόχρονα. Σε δύο διαστάσεις, με χρήση της  συνάρτησης ροής, έχουμε την αντίστοιχη της (7.62):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂2∂R2+1R∂∂R+1R2∂2∂ϕ22ΨR,ϕ=0,





						
							
							(7.70)

						
					

				
			

			μαζί με τις οριακές συνθήκες μηδενισμού της ταχύτητας στην επιφάνεια του κυλίνδρου:

			

uRa,ϕ=0,→1R∂Ψ∂ϕ|R=a=0, 

 

uϕa,ϕ=0,→∂Ψ∂R=0,



			ενώ στο άπειρο, έχουμε σταθερή ταχύτητα με την αντίστοιχη συνάρτηση ροής, ως εξής:

			



Ψ→u0Rsinϕ  καθώς  R→∞.





			Εάν ακολουθήσουμε την ίδια διαδικασία, όπως και στη σφαίρα, ψάχνουμε για λύση, με 

ΨR,ϕ=fRsinϕ

 και η γενική λύση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΨR,ϕ=AR3+BRlogR+CR+DRsinϕ.





						
							
							(7.73)

						
					

				
			

			Καταρχήν, από την οριακή συνθήκη στο άπειρο, έχουμε 

A=B=0

 και 

C=u0

. και αφήνουμε στον αναγνώστη να δείξει ότι δεν μπορούμε να ικανοποιήσουμε και τις οριακές συνθήκες στην επιφάνεια του κυλίνδρου, όπως συνέβη στις τρεις διαστάσεις. Αξίζει, επίσης, να διερευνήσουμε τη συμπεριφορά μακριά από τον κύλινδρο. Από τη συνάρτηση ροής, περιμένουμε ότι η ταχύτητα πέφτει ως 

1R2

, που σημαίνει ότι οι ιξωδικές δυνάμεις πέφτουν ως 

1R4

, σε αντίθεση με τον αδρανειακό όρο, που πέφτει ως 

1R2

, που σημαίνει ότι σε σχετικά μικρή απόσταση από τον κύλινδρο, ακόμη και για μικρό 

Re

, υπερισχύει των ιξωδικών δυνάμεων. Η ροή, λοιπόν, είναι σχεδόν παντού ανιξωδική, εκτός από μια μικρή περιοχή γύρω από τον κύλινδρο. Η διαλεύκανση αυτού του παράδοξου απαιτεί αρκετή προσπάθεια και εδώ θα δώσουμε απλώς το αποτέλεσμα για τον συντελεστή αντίστασης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CD≈4πRe2-lnRe.





						
							
							(7.74)

						
					

				
			

			7.9 Παραδείγματα κατανομής θερμοκρασίας

			Για να αποκτήσουμε κάποια οικειότητα με την εξίσωση διατήρησης ενέργειας, θα δούμε την εφαρμογή της σε απλά παραδείγματα, που αναφέραμε στο παρελθόν και δώσαμε αναλυτικές λύσεις, με βάση την εξίσωση διατήρησης ορμής και την εξίσωση συνέχειας. Τώρα βλέπουμε ότι αυτό ήταν εφικτό, εφόσον οι μεταβολές της θερμοκρασίας δεν ήταν σημαντικές, ώστε να μας δώσουν μεταβολές και των σταθερών του ρευστού, όπως το ιξώδες. Επομένως, είναι σκόπιμο να βεβαιωθούμε ότι αυτό δεν συμβαίνει, κατά την επίλυση  της αντίστοιχης εξίσωσης ενέργειας ή για την απλή περίπτωση μεταβολής της θερμοκρασίας.

			7.9.1 Ροή ανάμεσα σε παράλληλες πλάκες

			Ας θεωρήσουμε τη ροή ανάμεσα σε δύο παράλληλες πλάκες, σε απόσταση d, εκ των οποίων η κάτω είναι ακίνητη και η πάνω κινείται με ταχύτητα 

u0

 (δες Σχ. 7.8). Χωρίς εξωτερική βαθμίδα πίεσης, έχουμε μόνο 

ux

 -συνιστώσα της ταχύτητας με:

			



uxy=u012+yd.





			Θα θεωρήσουμε το ρευστό σαν ιδανικό αέριο και θα εξετάσουμε την εξίσωση μεταβολής της θερμοκρασίας. Για μόνιμη ροή με το πεδίο ταχύτητας του προβλήματος, το αριστερό μέρος, στην εξίσωση μεταβολής της θερμοκρασίας, μηδενίζεται ακριβώς, διότι 

u→⋅∇→T=0

, αφού δεν περιμένουμε η θερμοκρασία να μεταβάλλεται κατά μήκος της ροής αλλά κάθετα σε αυτή. Έτσι, για την εξίσωση εσωτερικής ενέργειας έχουμε:

			



0=κ∂2T∂y2+Φ,





			όπου το μη αντιστρεπτό έργο των ιξωδικών δυνάμεων δίνεται ως:

			



Φ=∂ux∂yτyx=μ∂ux∂y2=μu0d2.





			Οι οριακές συνθήκες είναι:

			



T-d2=T1,  Td/2=T2,





			δηλαδή οι δύο πλάκες είναι σε σταθερή θερμοκρασία 

T1

 και 

T2

 αντίστοιχα. Με διπλή ολοκλήρωση της εξίσωσης ενέργειας και εφαρμογή οριακών συνθηκών, έχουμε, για την κατανομή της θερμοκρασίας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ty=T2+T12+T2-T1ya+μu028κ1-4y2d2.





						
							
							(7.75)

						
					

				
			

			Οι δύο πρώτοι όροι είναι η συνεισφορά της αγωγιμότητας που θα υπήρχε, ακόμα και αν δεν έχουμε ροή. Ο τελευταίος όρος προέρχεται από ιξωδικές απώλειες στο ρευστό. Από τον λόγο του τετραγωνικού όρου προς τον γραμμικό, μπορούμε να ορίσουμε την παρακάτω αδιάστατη ποσότητα, η οποία ονομάζεται αριθμός 

Brinkman

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Br=μu02κT2-T1





						
							
							(7.76)

						
					

				
			

			και μας δίνει τον λόγο των ιξωδικών απωλειών προς τη συνεισφορά της διάχυσης. Εάν ο αριθμός 

Brinkman

 είναι μικρός, τότε μπορούμε να παραλείψουμε τις ιξωδικές απώλειες. Μπορούμε, επίσης, να υπολογίσουμε τον ρυθμό διάδοσης θερμότητας στις πλάκες. Εχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



q|y=±d/2=κ∂T∂y|y=±d/2=κd±μu022d.





						
							
							(7.77)

						
					

				
			

			Ο πρώτος όρος οφείλεται, πάλι, στην απλή αγωγιμότητα, ενώ ο δεύτερος στην ιξωδική απώλεια και έχει αντίθετο πρόσημο στις δύο επιφάνειες. Θυμηθείτε ότι είναι διανυσματικό μέγεθος και ανάλογο της βαθμίδας της θερμοκρασίας, που, για τον ιξωδικό όρο, είναι αντίθετη στις δύο επιφάνειες.

			7.9.2 Ροή Poiseuille σε κυλινδρικό αγωγό

			Ομοίως, για την περίπτωση αυτή (δες Σχ. 7.9 και παράγραφο 7.51), έχουμε για την εξίσωση ενέργειας (6.139),:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=κRddRRdTdR+μduzdR2.





						
							
							(7.78)

						
					

				
			

			Το πεδίο ταχύτητας, με βαθμίδα πίεσης, δίνεται από:

			



uzR=-14μdPdza2-R2≡u¯21-R2a2,





			όπου 

u¯

 είναι η μέση ταχύτητα στην διατομή. Ο ιξωδικός όρος στην εξίσωση εσωτερικής ενέργειας γίνεται:

			



Φ=16μu¯2R2a4 .





			Με αντικατάσταση στην (7.78), μαζί με την οριακή συνθήκη για τη θερμοκρασία στον κύλινδρο:

			



Τ=Tw,  R=a





			και ομαλή συμπεριφορά στο 

R=0

 (παραλείπουμε τον λογαριθμικό όρο), έχουμε:

			



Τ=Tw+μu¯2κ1-R4a4,





			με μέγιστη θερμοκρασία στον άξονα 

R=0

, που διαφέρει από τα τοιχώματα κατά 

μu¯2κ

 Έτσι, για ταχύτητα στο νερό περίπου 

50m/sec

, μας δίνει μία διαφορά θερμοκρασίας μικρότερη των 

2οC

 και συνήθως παραλείπεται, εκτός αν έχουμε ρευστό με πολύ υψηλό ιξώδες ή πολύ χαμηλή αγωγιμότητα. Η διάδοση θερμότητας είναι στην ακτινική κατεύθυνση και ο ρυθμός διάδοσης στο τοίχωμα είναι:

			



qw=qR|R=a=κdTdR|R=a=4κTw-T0a,





			όπου η θερμοκρασία στον άξονα 

T0

 δίνεται από τη λύση για τη θερμοκρασία. Βλέπουμε ότι, για να κρατήσουμε τον κύλινδρο σε σταθερή θερμοκρασία, πρέπει να αφαιρέσουμε θερμότητα από το ρευστό.

			7.9.3 Ροή ανάμεσα από περιστρεφόμενους κυλίνδρους

			Για το πρόβλημα δύο ομοαξονικά περιστρεφόμενων κυλίνδρων (δες παράγραφο 7.7), με αζιμουθιακή ταχύτητα, η εξίσωση ενέργειας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=κRddRRdTdR+μduϕdR-uϕR2,





						
							
							(7.79)

						
					

				
			

			με τις επιπλέον οριακές συνθήκες:

			



TR=a=Ta,  TR=b=Tb.





			Με αντικατάσταση για την κατανομή της ταχύτητας στην (7.79), μαζί με τις οριακές συνθήκες, μας δίνει την κατανομή της θερμοκρασίας ακτινικά, T(R), από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T-TaTb-Ta=Brb4(1-ωb/ωa)2b4-a41-a2R21-lu(R/a)lu(b/a)+ln(R/a)ln(b/a),





						
							
							(7.80)

						
					

				
			

			όπου ο αριθμός Brinkman για το πρόβλημα είναι:

			



Br=μa2ωa2κTb-Ta .





			7.10 Οριακό στρώμα

			7.10.1 Εισαγωγή. Εννοια του οριακού στρώματος.

			Σε προηγούμενα κεφάλαια εισάγαμε τον αριθμό 

Reynolds

, ως κριτήριο για την παράλειψη 

Re≫1

 ή μη 

Re≪1

 των ιξωδικών δυνάμεων. Ένα ερώτημα που τίθεται, για ροή με μεγάλο αριθμό 

Reynolds

, είναι το κατά πόσο είναι συνεπές να θεωρήσουμε ότι η συνθήκη μη-ολίσθησης πάνω σε μια επιφάνεια ισχύει, ακόμη και αν η ταχύτητα ροής του ρευστού, πριν έρθει σε επαφή με την επιφάνεια, είναι σημαντική. Έχουμε δηλαδή ανταγωνισμό μεταξύ του ιξώδους, που επιβάλλει μηδενική ταχύτητα και της μεγάλης αρχικής ταχύτητας. Μέχρι τις αρχές του 20ού αιώνα, υπήρχε ένα μεγάλο χάσμα ανάμεσα στα θεωρητικά συμπεράσματα της ανιξωδικής υδροδυναμικής και των παρατηρήσεων. Έτσι π.χ., η θεωρητική υδροδυναμική δεν μπορούσε να εξηγήσει τις διαφορετικές εμπειρικές σχέσεις των πειραμάτων, παρά το γεγονός ότι οι εξισώσεις 

Navier-Stokes

 προϋπήρχαν από τα μέσα του 19ου αιώνα. Η χρησιμότητά τους αναδείχθηκε, μετά τη χρήση υπολογιστικών τεχνικών. Το χάσμα γεφυρώθηκε με τη θεωρία του οριακού στρώματος, που ανέπτυξε ο 

Prandtl

 (1904), ο οποίος βεβαίωσε ότι δεν υπάρχει αντίθεση, καθότι δημιουργείται ένα επιφανειακό στρώμα, μέσω του οποίου γίνεται ομαλά η μετάβαση από μηδενική ταχύτητα στην ασυμπτωτική τιμή της σταθερής ροής. Αυτή η ενδιάμεση περιοχή ονομάζεται οριακό στρώμα και έχει διαφορετικές ιδιότητες από το υπόλοιπο ρευστό. Εάν υποθέσουμε ότι το ιξώδες στον όγκο του ρευστού είναι αμελητέο, τότε η ροή είναι αρχικά αστρόβιλη. Δεν συμβαίνει, όμως, το ίδιο κοντά στην επιφάνεια, όπου το ιξώδες είναι σημαντικό και έχουμε τη δημιουργία στροβιλισμού, ο οποίος απομακρύνεται από την επιφάνεια, λόγω διάχυσης. Θα μπορούσε κάποιος να χαρακτηρίσει το ρευστό, στο οριακό στρώμα, σαν κουρασμένο, διότι έχει χάσει μέρος της ορμής του, από τις ιξωδικές δυνάμεις αντίστασης στην επιφάνεια, ταυτόχρονα δε και σα ζαλισμένο, λόγω στροβιλισμού, που οδηγεί σε απόκλιση από την αρχική πορεία του. Έτσι, σύμφωνα με τον 

Prandtl

, το πεδίο ροής μπορεί να χωριστεί σε δύο περιοχές: Ένα λεπτό οριακό στρώμα γύρω από το σώμα και εκτός αυτού στο υπόλοιπο μια περιοχή ανιξωδικής ροής. Σε κάθε περιοχή, μπορούμε να εισάγουμε προσεγγίσεις, που επιτρέπουν αναλυτικές λύσεις και δίνουν τη δυνατότητα να συγκριθούν με πειραματικά αποτελέσματα.

			[image: ]

			Σχήμα 7.15: (α)Στρωτή ροή γύρω από οριζόντιο πτερύγιο, με τη δημιουργία οριακού στρώματος και μικροστροβίλων στην ουρά. (β) Πτερύγιο υπό γωνία, με έντονα φαινόμενα αποχωρισμού.

			Το όριο του οριακού στρώματος είναι μια ιδεατή επιφάνεια, που διαχωρίζει τη ροή σε στροβιλώδη και μη, μπορεί, όμως, να χαρακτηριστεί από το εύρος του οριακού στρώματος, που μεταβάλλεται πολύ με τον αριθμό 

Reynolds

. Για πολύ μικρό 

Re

 π.χ., έχουμε το όριο της ερπυστικής ροής, όπου η δράση του ιξώδους επεκτείνεται σε όλο τον χώρο. Η δράση του ιξώδους αντισταθμίζεται από τη βαθμίδα πίεσης. Στο άλλο άκρο, 

Re≫1

, το οριακό στρώμα είναι πολύ λεπτό, αλλά εξαρτάται από το σχήμα της επιφάνειας. Για ένα στερεό σώμα, ακόμη και για μέτριες τιμές του 

Re

, περιμένουμε τη δημιουργία στροβιλισμού στο πίσω μέρος, ενώ αύξησή του οδηγεί στην αποκόλληση στροβίλων και στη δημιουργία ουράς. Μάλιστα, εάν το σώμα δεν είναι ειδικά σχεδιασμένο, τότε έχουμε επιπλέον φαινόμενα διαχωρισμού της ροής, λόγω αντίστροφης βαθμίδας πίεσης στην επιφάνεια. Στο Σχ. 7.15α βλέπουμε, σχηματικά, τις γραμμές ροής γύρω από ένα οριζόντιο πτερύγιο, για υψηλό αριθμό 

Reynolds

, με τον σχηματισμό ενός λεπτού οριακού στρώματος, το οποίο ελαφρώς αυξάνει σε πάχος κατά μήκος της επιφάνειας και καταλήγει σε μία ουρά στροβίλων. Στο Σχ. 7.15β βλέπουμε τη ροή, γύρω από ένα πτερύγιο υπό γωνία, όπου, εκτός από την δημιουργία οριακού στρώματος στην αρχή, έχουμε σημαντική απόκλιση από τη στρωτή ροή. Κοντά στην επιφάνεια, η επίδραση του ιξώδους συνεχίζεται και είναι πιθανό να έχουμε αντίστροφη ροή στο άλλο άκρο. Οι προσεγγίσεις που θα αναπτύξουμε για λεπτά οριακά στρώματα δεν ισχύουν για τις περιπτώσεις αποχωρισμένης ροής στο πίσω μέρος. Η θεωρία, όμως, μπορεί να μας πει σε ποιό σημείο της επιφάνειας θα έχουμε διαχωρισμό ροής. Στη δύναμη ανύψωσης των πτερυγίων, το οριακό στρώμα παίζει καθοριστικό ρόλο, λόγω της δημιουργίας κυκλοφορίας γύρω από το πτερύγιο. Λόγω του ιξώδους στην επιφάνεια, όμως, έχουμε και δύναμη αντίστασης. Εδώ, λόγω αποχωρισμού της ροής, έχουμε, επιπλέον, δύναμη αντίστασης (ισχυρότερη από την επιφανειακή τριβή, λόγω ιξώδους), η οποία είναι σημαντική για την πτήση, διότι ελαττώνει ταυτόχρονα και τη δύναμη ανύψωσης. Το οριακό στρώμα και η περιοχή αποχωρισμού μεταβάλλονται με το σχήμα του σώματος, κατά μήκος της ροής. Εδώ, θα δώσουμε μερικά απλά μοντέλα, τα οποία εξηγούν κάποια από τα σημαντικά φαινόμενα.

			Όταν η επιφάνεια είναι μεγάλη, τότε ο αριθμός 

Reynolds

, που χαρακτηρίζει τη ροή, εξαρτάται από το σημείο κατά μήκος της επιφάνειας.Τούτο συμβαίνει, διότι η δράση της ιξωδικής αντίστασης είναι προσθετική στα σωματίδια ρευστού, που κινούνται κατά μήκος της επιφάνειας. Έτσι, είναι πιθανό να έχουμε πολύ διαφορετική ροή, κατά μήκος της επιφάνειας. Στο Σχ. 7.16 π.χ., βλέπουμε τη ροή πάνω από μία πλάκα μεγάλου μήκους και ξεχωρίζουμε τρεις περιοχές. Στην αρχή, η ροή είναι στρωτή και το οριακό στρώμα είναι λεπτό. Μετά από μία μεταβατική περιοχή με αστάθειες, καταλήγουμε σε τυρβώδη ροή, με έντονο στροβιλισμό και πολύπλοκη δομή. Είναι χρήσιμο να δούμε τη συμπεριφορά ενός στοιχείου ρευστού, κατά μήκος μιας γραμμής ροής. Αρχικά, κινείται οριζόντια διατηρώντας το σχήμα του. Όταν εισέλθει στην περιοχή του οριακού στρώματος, κινείται σχεδόν οριζόντια, αλλά περιστρέφεται γύρω από τον εαυτό του, λόγω του στροβιλισμού, ενώ, ταυτόχρονα, διακρίνουμε και παραμόρφωση, λόγω της ανάπτυξης διατμητικών τάσεων. Στη μεταβατική ροή, έχουμε μεγάλες κάθετες μετατοπίσεις, με απόκλιση από την στρωτή ροή. Στο τελευταίο στάδιο, η θέση του στοιχείου είναι απρόβλεπτη και εκτελεί απότομες περιστροφές και μετατοπίσεις, ενώ η έννοια των γραμμών ροής δεν είναι χρήσιμη, λόγω της απότομης χρονικής μεταβολής . Η δε παραμόρφωση είναι τέτοια, που δίνει την εικόνα πλήρους ανάμιξης. Το πάχος της τυρβώδους περιοχής είναι αρκετά μεγαλύτερο από το πάχος στη στρωτή ροή, αλλά και τα δύο έχουν μεγεθυνθεί για ευκρίνεια.

			[image: ]

			Σχήμα 7.16: Ροή πάνω από πλάκα μεγάλου μήκους. Σχηματική αναπαράσταση των τριών περιοχών με μετάβαση από στρωτή σε τυρβώδη ροή, κατά μήκος της επιφάνειας. Στη στρωτή περιοχή, δίνουμε και το πεδίο ταχύτητας, σε κάποιο σημείο της επιφάνειας. 

			Στην παραπάνω συζήτηση, θεωρήσαμε ότι η ροή είναι διαφορετική, κοντά και μακριά από επιφάνειες. Μακριά από επιφάνειες, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το ρευστό είναι ανιξωδικό και αστρόβιλο, ενώ το αντίθετο ισχύει μέσα στο οριακό στρώμα. Έτσι, μπορούμε να λύσουμε, ως προς τη ροή, ξεχωριστά για τις δύο περιοχές, χρησιμοποιώντας την εξίσωση 

Euler

, μακριά από την επιφάνεια και την εξίσωση 

Navier-Stokes

 μέσα στο οριακό στρώμα. Το μόνο πρόβλημα που παραμένει είναι η συνένωση των δύο λύσεων, με συμφωνία. Το πρόβλημα αυτό είναι αρκετά δύσκολο για τη γενική περίπτωση, διότι δεν γνωρίζουμε τα ακριβή όρια των δύο περιοχών124 ούτε τις τιμές του πεδίου ταχύτητας. Αυτή η δυσκολία ξεπερνιέται εύκολα, στην περίπτωση που το οριακό στρώμα είναι λεπτό, διότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε προσεγγιστικές μεθόδους της θεωρίας διαταραχών. Έτσι, θα δούμε ότι οι συνθήκες συνένωσης στο όριο του οριακού στρώματος, που μπορεί να επιλεγούν, είναι αυτές που θα είχαμε για ανιξωδική ροή γύρω από την επιφάνεια. Αυτό σημαίνει ότι παραλείπουμε την αλληλεπίδραση του οριακού στρώματος και της εξωτερική ροής. Για μερικές ροές όμως, η αλληλεπίδραση αυτή πρέπει να συνυπολογιστεί και σε αυτή την περίπτωση, το πρόβλημα της ένωσης των λύσεων στις δύο περιοχές, θα γίνει πιο δύσκολο. Εδώ, θα ακολουθήσουμε την εύκολη προσεγγιστική μέθοδο, την ακρίβεια της οποίας θα αιτιολογήσουμε αργότερα.

			Προτού αναγράψουμε τις εξισώσεις ροής, αξίζει να κάνουμε μια πρώτη ποιοτική ανάλυση, που θα μας οδηγήσει στις προσεγγίσεις για την απλοποίηση του προβλήματος. Καταρχήν, για να έχουμε ένα λεπτό οριακό στρώμα, πρέπει ο ρυθμός μεταφοράς ρευστού, κατά μήκος της ροής, να είναι πολύ μεγαλύτερος από τον ρυθμό κάθετης ιξωδικής διάχυσης του στροβιλισμού. Ας θεωρήσουμε σταθερή ροή ταχύτητας 

U

 παράλληλα σε λεπτό επίπεδο μήκους 

L

. O χρόνος, που ένα στοιχείο ρευστού περνά «κοντά» στην επιφάνεια (όχι σε επαφή) είναι περίπου 

L/U

, ενώ ο χρόνος που απαιτείται,, για να διαδοθεί η δράση του ιξώδους κάθετα στις γραμμές ροής, είναι: 

νLU3

, λόγω διάχυσης. Θέλουμε ο χρόνος διάχυσης να είναι πολύ μεγαλύτερος από τον χρόνο παραμονής, δηλαδή:

			



νLU3  ≫LU, ή Re=ULν≫1.





			Στην πράξη, ο αριθμός 

Reynolds

 πρέπει να είναι 

Re≫1000

, για να έχουμε ένα λεπτό οριακό στρώμα. Μάλιστα, μπορούμε να διακρίνουμε δύο τύπους οριακού στρώματος σε επαφή με οριζόντια πλάκα:

			



στρωτό 1000<Re<106,





			



τυρβώδες 106<Re.





			Στην πρώτη περίπτωση, το οριακό στρώμα είναι αρκετά λεπτό, αλλά αυτό δεν σημαίνει ότι διατηρείται λεπτό σε όλο το μήκος της επιφάνειας. Και στην περίπτωση αυτή, για μέτρια 

Re

, έχουμε ροή στροβιλισμού στο πίσω μέρος. Για μεγαλύτερο 

Re

, οι στρόβιλοι αποχωρίζονται, δημιουργώντας ουρά.

			[image: ]

			Σχήμα 7.17: Επιλογή όγκου ελέγχου για την εκτίμηση του εύρους του οριακού στρώματος

			Μία εκτίμηση του εύρους του οριακού στρώματος μπορούμε να έχουμε από την αρχή διατήρησης μάζας, αν την εφαρμόσουμε στον όγκο ελέγχου του σχήματος 7.17. Το ρευστό φτάνει στο αριστερό άκρο, με ταχύτητα 

U

, σε όλο το ύψος. Κατά μήκος της επιφάνειας, λόγω της συνθήκης μη-ολίσθησης και των ιξωδικών δυνάμεων αντίστασης, έχουμε ομαλή μεταβολή της ταχύτητας με το ύψος. Για να ικανοποιήσουμε τη διατήρηση μάζας για ασυμπίεστο ρευστό, οι γραμμές ροής θα απομακρυνθούν από την επιφάνεια. Η μετατόπιση είναι μικρή, ώστε και η πίεση παραμένει σχεδόν σταθερή, όπως θα συνέβαινε για σταθερή ροή. Ο όγκος ελέγχου του σχήματος περικλείεται από την οριζόντια επιφάνεια και μία γραμμή ροής, εκτός του οριακού στρώματος. Στην αριστερή κάθετη πλευρά ύψους 

h

, η ταχύτητα είναι 

U

 και η απέναντι έχει ύψος 

h+δ0

, με οριζόντια ταχύτητα 

ux,y

, στην οποία το 

δ0x

 εξαρτάται και από το μήκος 

x

. Aπό τη διατήρηση μάζας, έχουμε:

			



∫0h+δ0ρux,ydy-∫0hρUdy=0,





			και για σταθερή μάζα:

			



Uδ0x=-∫0h+δ0[ux,y-U]dy





			και για 

x=L

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δ0LL=∫0∞[1-ux,yU]dy,





						
							
							(7.81)

						
					

				
			

			όπου το ολοκλήρωμα επεκτείνεται στο άπειρο, καθώς είδαμε στην παρ. 6.8.1 ότι ο στροβιλισμός, λόγω διάχυσης, πέφτει εκθετικά έξω από το οριακό στρώμα. Επειδή δε, έξω από το οριακό στρώμα έχουμε προσεγγίσει στο 

99%

 της ταχύτητας 

U

, η συνεισφορά στο ολοκλήρωμα είναι μέσα στο πάχος του οριακού στρώματος. Έτσι, μας γεννάται η σκέψη του αν θα μπορούσαμε να λύσουμε την εξίσωση 

Navier-Stokes

, σε όλο το χώρο, κρατώντας την πίεση σταθερή παντού και βάζοντας οριακή συνθήκη, για την ταχύτητα στο άπειρο, την σταθερή ταχύτητα 

U

. Για να συμβεί αυτό, η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας πρέπει να είναι πολύ μικρότερη από την οριζόντια. Η παραπάνω σχέση μας δίνει μια εκτίμηση για το εύρος, εφόσον έχουμε γνώση του πεδίου ταχύτητας.

			7.10.2 Εξισώσεις οριακού στρώματος για στρωτή ροή. Χαρακτηριστικές κλίμακες. 

			Οι εξισώσεις για μόνιμη δισδιάστατη ασυμπίεστη ιξωδική ροή είναι:

			



∂u∂x+∂υ∂y=0,





			



u∂u∂x+υ∂u∂y=-1ρ∂P∂x+ν[∂2u∂x2+∂2u∂y2] ,





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u∂υ∂x+υ∂υ∂y=-1ρ∂P∂+ν[∂2υ∂x2+∂2υ∂y2] ,





						
							
							(7.82)

						
					

				
			

			Κατά μήκος στερεής επιφάνειας, η ταχύτητα μηδενίζεται και για επίπεδη επιφάνεια έχουμε την οριακή συνθήκη 

u;υ=0;0

. Η κάθετη συνιστώσα μηδενίζεται και για ανιξωδική ροή, ενώ για ιξωδική ροή μηδενίζεται και η οριζόντια συνιστώσα, λόγω της συνθήκης μη ολίσθησης.

			Η προσεγγιστική μέθοδος απαιτεί μία εκτίμηση των όρων των παραπάνω εξισώσεων. Ας θεωρήσουμε, πρώτα, τη ροή, μακριά από την οριζόντια επιφάνεια του σχήματος. Στην περίπτωση αυτή, το μήκος της επιφάνειας 

L

 είναι το σημαντικό χαρακτηριστικό μήκος, για μεταβολές του πεδίου ταχύτητας μακριά από την επιφάνεια. Για την ιξωδική ροή, γύρω από ένα πτερύγιο και μακριά από αυτό, το χαρακτηριστικό μήκος είναι το μήκος της χορδής του πτερυγίου. Μακριά από την επιφάνεια, μία χαρακτηριστική ταχύτητα είναι αυτή της προσπίπτουσας ροής 

U

. Έτσι, για μεταβολές της οριζόντιας ταχύτητας, χαρακτηρίζονται από την τάξη μεγέθους:

			



u∂u∂x∼U2L,





			ενώ, από την εξίσωση συνέχειας, φαίνεται ότι η αντίστοιχη παράγωγος 

∂υ∂y

 είναι της ίδιας τάξης. Επίσης, λόγω του υψηλού 

Re=UL/ν

, μπορούμε να παραλείψουμε τον ιξωδικό όρο, υπό κανονικές συνθήκες 

νair=1.45 10-5cm2/sec

 και 

νwater=1.138 10-6cm2/sec

. Ένα ερώτημα είναι, πόσο μακριά είναι το μακριά; Για να απαντήσουμε σε αυτό το ερώτημα, πρέπει να εξετάσουμε το εύρος του οριακού στρώματος. Όπως θα δούμε αργότερα, η λύση στο οριακό στρώμα πέφτει εκθετικά στα όρια του στρώματος, στην ανιξωδική λύση εκτός οριακού στρώματος.

			Ας προσπαθήσουμε τώρα να κάνουμε μερικές εκτιμήσεις, μέσα στο οριακό στρώμα. Η οριζόντια ταχύτητα, στα όρια του οριακού στρώματος, είναι της τάξης U, σε οριζόντιο μήκος της τάξης 

L

 ενώ, στην επιφάνεια του σώματος (τη θεωρούμε επίπεδη) η ταχύτητα μηδενίζεται. Εάν το πάχος του οριακού στρώματος είναι 

δ≪L

, από την εξίσωση συνέχειας, έχουμε, για την κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας, την τάξη μεγέθους 

V∼δUL≪U

. Κατόπιν εξέτασης της εξίσωσης της 

x

 -συνιστώσας της ορμής, παρατηρούμε ότι οι δύο όροι στην επιτάχυνση (μεταφοράς) είναι της ίδιας τάξης 

∼U2L

. Από τους δύο ιξωδικούς όρους, έχουμε:

			



ν∂2u∂x2∼νUL2,υ∂2u∂y2∼νUδ2





			και ο πρώτος είναι πολύ μικρότερος από τον δεύτερο, ώστε μπορεί να παραλειφθεί. Ο δεύτερος ιξώδης όρος αντισταθμίζει τους δύο όρους της επιτάχυνσης, αν:

			



U2L∼νUδ2≫1ρΔPL,





			όπου 

ΔP/L

 είναι ένα μέτρο της βαθμίδας πίεσης στην 

x-

 κατεύθυνση και είναι δυνατόν να θεωρήσουμε ότι η πίεση είναι σταθερή στην 

x-

 κατεύθυνση. Αυτό, μας δίνει μία εκτίμηση για το εύρος του οριακού στρώματος

			



δ∼LνUL=LRe-1/2.





			Στην εξίσωση ορμής για την 

y-

 κατεύθυνση, οι όροι της επιτάχυνσης είναι της τάξης 

∼U2δL2

, που είναι σημαντικά μικρότεροι από τους αντίστοιχους, στην 

x-

 κατεύθυνση. Οι όροι της ιξωδικής δύναμης είναι, αντίστοιχα, της τάξης:

			



ν∂2υ∂x2∼νUδL3,  υ∂2υ∂y2∼νUδL=U2δL2,





			όπου ο πρώτος μπορεί να παραλειφθεί, ενώ ο δεύτερος είναι της ίδιας τάξης με τον όρο επιτάχυνσης, αλλά και πάλι, πολύ μικρότερος από τον αντίστοιχο όρο στην 

x-

 κατεύθυνση. Το αποτέλεσμα είναι, ότι μπορούμε να θεωρήσουμε πως η πίεση είναι σταθερή και στην 

y-

 κατεύθυνση και δεν θα ασχοληθούμε με την 

y-

 συνιστώσα της εξίσωσης ορμής. Οι εκτιμήσεις αυτές, μπορεί να γίνουν πιο αυστηρές, αν χρησιμοποιήσουμε τεχνικές διαταραχών με ασυμπτωτικές συνθήκες και κατάλληλες κλίμακες. Έτσι, αντί να λύσουμε ξεχωριστά στις δύο περιοχές, θα λύσουμε μόνο μέσα στο οριακό στρώμα, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες.

			7.10.3 Λύση Blasius οριακού στρώματος για στρωτή ροή.

			Προκειμένου να συνοψίσουμε, θα χρησιμοποιήσουμε τις παραπάνω εκτιμήσεις, για να λύσουμε τη στρωτή ροή ως προς το οριακό στρώμα, πάνω σε επίπεδη επιφάνεια άπειρου μήκους (δες 

Tritton

 σελ. 102). Είναι προφανές, ότι δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό του αριθμού 

Reynolds

, για άπειρο μήκος. Με τις παραπάνω προσεγγίσεις, πρέπει να λύσουμε τις εξισώσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u∂u∂x+υ∂u∂y=-1ρ∂P∂x+ν[∂2u∂x2+∂2u∂y2] ,





						
							
							(7.83)

						
					

				
			

			



∂u∂x+∂υ∂y=0,





			με τις οριακές συνθήκες:

			



y=0→ux,0=υx,0=0,





			



y→∞→ux,∞→U,  υx,∞→0,





			



x=0,→u0,y=U.





			Εδώ θα εκμεταλλευτούμε ότι, λόγω της ασυμπιεστότητας, μπορούμε να εισάγουμε τη συνάρτηση ροής, ελαττώνοντας κατά έναν, τον αριθμό των αγνώστων συναρτήσεων. Με εισαγωγή των:

			



ux,y=∂Ψ∂y,  υx,y=-∂Ψ∂x





			ικανοποιούμε αυτόματα την εξίσωση συνέχειας και απομένει η λύση της εξίσωσης της 

x-

 συνιστώσας της ορμής, η οποία γράφεται ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂Ψ∂y∂2Ψ∂x∂y-∂Ψ∂y∂2Ψ∂x∂y=υω=v∂3Ψ∂y3 ,





						
							
							(7.84)

						
					

				
			

			με τις αντίστοιχες οριακές συνθήκες, για τη συνάρτηση ροής:

			



y=0→Ψx,0=σταθερά,





			



y→∞→Ψx,y→Uy,





			



x=0,→Ψ0,y=Uy.





			Σε οριακά στρώματα, η κατανομή της ταχύτητας 

ux,y

, ως συνάρτηση του 

y

, χαρακτηρίζεται από μία κλίμακα, η οποία είναι διαφορετική κατά μήκος της πλάκας, λόγω της σωρευτικής δράσης του ιξώδους στη διαδρομή. Αυτό σημαίνει, ότι οι κατανομές ταχύτητας είναι ίδιες, ανεξάρτητα του 

x

, εάν χρησιμοποιήσουμε την αντίστοιχη αλλαγή στην κάθετη συντεταγμένη, ανάλογα με την κλίμακα που είναι συνάρτηση του 

x

. Από αυτό συνάγουμε ότι η ταχύτητα 

u

 είναι συνάρτηση της μεταβλητής 

η=y/Δx

, όπου 

Δx

 είναι ένα μέτρο του εύρους του οριακού στρώματος. Η λύση αυτή, μας θυμίζει την αντίστοιχη για την διάχυση στροβιλισμού, όταν έχουμε ροή πάνω από κινούμενη πλάκα. Μάλιστα, από την αντίστοιχη αναλυτική σχέση για τον μετασχηματισμό ομοιότητας, μπορούμε να μαντέψουμε την αναλυτική μορφή της συνάρτησης 

Δx

. Η περίπτωση εδώ, για αναλυτική λύση, είναι πιο σύνθετη και αντιμετωπίζεται συστηματικά με πολύπλοκη θεωρία διαταραχών. Εδώ θα κάνουμε λογικές προσεγγίσεις, που θα μας οδηγήσουν στη αναλυτική μορφή του εύρους του οριακού στρώματος και, ταυτόχρονα, είναι συνεπείς με την φυσική εικόνα. Έτσι, θεωρούμε για την 

x

 -συνιστώσα της ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux,y=Ugη,  η=yΔx,





						
							
							(7.85)

						
					

				
			

			όπου η συνάρτηση 

gη

 προσεγγίζει την ασυμπτωτική τιμή 

gη→∞→1

 για 

y≈Δx

. Η συνάρτηση ροής μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψx,y=UΔxfη,





						
							
							(7.86)

						
					

				
			

			καθότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux,y=∂Ψ∂y=UΔx∂fη∂y=U∂fη∂η,





						
							
							(7.87)

						
					

				
			

			που απαιτεί:

			



gη=∂fη∂η≡f′η.





			Η 

y-

 συνιστώσα της ταχύτητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



υx,y=-∂Ψ∂x=-Uf-yΔxf′dΔdx .





						
							
							(7.88)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση στην 

x-

 συνιστώσα της εξίσωσης 

Navier-Stokes

, τις παραγώγους:

			



∂u∂x=∂Uf′∂x=-UyΔ2f″dΔdx ,





			



∂u∂y=UΔf″,





			



∂2u∂y2=UΔ2f‴,





			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U2ΔdΔdxff″+νUΔ2f‴=0.





						
							
							(7.89)

						
					

				
			

			Για να βρούμε λύση ομοιότητας, δηλαδή 

fη

, πρέπει οι συντελεστές στην παραπάνω μη-γραμμική εξίσωση να είναι ανεξάρτητοι του 

x

. Αυτό θα συμβεί, αν οι συντελεστές έχουν λόγο μία σταθερά, που εδώ επιλέγεται για λόγους ευκολίας, ώστε:

			



U2ΔdΔdx=12νUΔ2 .





			Η λύση αυτής της εξίσωσης μας δίνει το εύρος του οριακού στρώματος ( με 

Δ0=0

):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δx=νxU .





						
							
							(7.90)

						
					

				
			

			Η εξίσωση ορμής είναι μη γραμμική και είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ff′′+2f‴=0,





						
							
							(7.91)

						
					

				
			

			με οριακές συνθήκες:

			



η=0→f=f′=0,  η→∞→f′→1.





			Η λύση δόθηκε από τον 

Blausius

 σε πολυωνυμική σειρά, αλλά εδώ δίνεται αριθμητικά για 

f′η

 στο Σχ. 7.18 και διαπιστώνεται ότι για 

η>5

, είναι πολύ κοντά στην ασυμπτωτική τιμή (

95%

). Έτσι, θεωρούμε ότι το εύρος του οριακού στρώματος είναι 

δx=5νxU

.

			Για τη ροή σε επίπεδη πλάκα, βρήκαμε προσεγγιστική αναλυτική για το εύρος του οριακού στρώματος. Η ανάλυση εύκολα επεκτείνεται για μικρής καμπυλότητας επιφάνεια, με επιλογή των κατάλληλων συντεταγμένων για την επιφάνεια. Ο 

x-

 άξονας είναι κατά μήκος της επιφάνειας, ενώ ο 

y-

 άξονας είναι κάθετος σε κάθε σημείο της επιφάνειας. Δεν είναι απαραίτητο να χρησιμοποιήσουμε καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, λόγω της μικρής καμπυλότητας, ενώ η μικρή απόκλιση από τις καρτεσιανές συντεταγμένες, μπορεί να θεωρηθεί ως διαταραχή (δες 

Fluid Mechanics, J. A. Liggett

), αν η ακτίνα καμπυλότητας 

R0≪δ

. Η λύση της στρωτής ροής που αναφέραμε, ισχύει για το αρχικό μέρος της πλάκας, ενώ κατά μήκος έχουμε μετάβαση σε τυρβώδη ροή, της οποίας η αντιμετώπιση απαιτεί διαφορετική θεώρηση. Η θέση της μετάβασης εξαρτάται από πολλές παραμέτρους, αλλά κυρίως χαρακτηρίζεται από τον γενικευμένο αριθμό 

Reynolds

 

Rex=Ux/ν

. Η κρίσιμη τιμή του 

Rex

 εξαρτάται σημαντικά και από ανωμαλίες πάνω στην επιφάνεια.

			[image: ]

			Σχήμα 7.18: Συνάρτηση 

f'η=ux,y/U

 για τον ορισμό του εύρους του οριακού στρώματος.

			7.10.4 Ροή γύρω από σώματα και διαχωρισμός. 

			Βλέπουμε ότι το πεδίο ταχύτητας μεταβάλλεται κατά μήκος του πτερυγίου. Στην αρχή, έχει μία κατανομή που ισχύει για ένα λεπτό οριακό στρώμα, αλλά κοντά στην επιφάνεια, η επίδραση του ιξώδους συνεχίζεται και είναι πιθανό να έχουμε αντίστροφη ροή στο άλλο άκρο. Οι προσεγγίσεις που θα αναπτύξουμε για λεπτά οριακά στρώματα δεν ισχύουν για τις περιπτώσεις αποχωρισμένης ροής στο πίσω μέρος. Η θεωρία, όμως, μπορεί να μας πει σε ποιό σημείο της επιφάνειας θα έχουμε διαχωρισμό ροής.

			Ας θεωρήσουμε, πάλι, τη ροή γύρω από μία ελλειπτική επιφάνεια. Στο Σχ. 7.19 δίνουμε σχηματικά την κατανομή της ταχύτητας σε διάφορα σημεία, στο πάνω μέρος της επιφάνειας, καθώς και την αντίστοιχη πίεση. Για εποπτικούς λόγους, το πάχος του οριακού στρώματος έχει μεγεθυνθεί. Στη ροή πάνω από μία επίπεδη πλάκα, στην λύση 

Blausius

, παραλείψαμε τη μεταβολή της πίεσης, αλλά και εκεί είναι μία προσέγγιση, ειδικά μακριά από την άκρη της πλάκας, αλλά και για μικρές αποστάσεις, διότι δημιουργούνται αστάθειες. Εκεί, θεωρήσαμε ότι το οριακό στρώμα είναι πολύ λεπτό και οι γραμμές ροής πολύ κοντά στο όριο είναι παράλληλες. Για μία καμπύλη επιφάνεια, ακόμη και χωρίς ιξώδες, περιμένουμε μία σημαντική μεταβολή της πίεσης κατά μήκος της επιφάνειας. Παρόμοια κατανομή πίεσης (στην περιφέρεια του σώματος) είχαμε υπολογίσει για την ανιξωδική ροή γύρω από κύλινδρο, ενώ θεωρούμε ότι το οριακό στρώμα είναι λεπτό. Ας θεωρήσουμε τη μετατόπιση ρευστών σωματιδίων κατά μήκος γραμμών ροής, όπου μπορούμε να εφαρμόσουμε τον νόμο 

Bernoulli

, για την πίεση από το πεδίο ταχύτητας. Καθώς ανεβαίνουμε στο μπροστινό μέρος του σώματος, η ταχύτητα αυξάνει, ενώ ταυτόχρονα η πίεση ελαττώνεται, δίνοντας την αναγκαία επιτάχυνση. Στην πλευρά της καθόδου, η ταχύτητα ελαττώνεται, ενώ η πίεση αυξάνει. Στο οριακό στρώμα έχουμε δύο ανταγωνιστικές επιδράσεις. Η διατμητική τάση από την ροή, έξω από το οριακό στρώμα, τείνει να κινήσει το οριακό στρώμα κατά μήκος της ροής, ενώ ενισχύεται από την αρνητική βαθμίδα πίεσης. Η θετική βαθμίδα πίεσης έχει το αντίθετο αποτέλεσμα. Στον ανταγωνισμό αυτό κερδίζει η πίεση, της οποίας η βαθμίδα ασκείται σε όλο τον όγκο του οριακού στρώματος, ενώ η τάση, λόγω της ελεύθερης ροής, ασκείται μόνο στο εξωτερικό όριο του οριακού στρώματος. Η θετική βαθμίδα πίεσης τείνει να επιβραδύνει το ρευστό και αν είναι σημαντική μπορεί να δημιουργήσει μία ζώνη αντίστροφης ροής, κοντά στο πίσω μέρος της επιφάνειας, συνεπικουρούμενου και από τη συνθήκη μη ολίσθησης. Η ζώνη αντίθετης ροής ονομάζεται περιοχή αποχώρησης. Έτσι, η αλλαγή προσήμου στη βαθμίδα πίεσης οδηγεί σε μεταβολή της καμπυλότητας στη σχέση 

uy

, όπως φαίνεται σχηματικά στο Σχ. 7.19. Στο εμπρός μέρος, όπου η βαθμίδα πίεσης είναι αρνητική, η καμπυλότητα στην επιφάνεια είναι θετική, ενώ κατά μήκος της επιφάνειας, το σημείο καμπής απομακρύνεται κάθετα στην επιφάνεια και σταδιακά η καμπυλότητα αλλάζει πρόσημο. Αυτό σημαίνει ότι έχουμε ροή προς τα πίσω (και παράλληλα στην επιφάνεια), καθώς πλησιάζουμε στην ουρά. Αυτή η αντίστροφη ροή θα βρει διέξοδο, αποχωρίζοντας την επιφάνεια.

			Για στρωτή ροή, μπορούμε να δούμε μερικά χαρακτηριστικά του φαινομένου αποχώρησης, αν δούμε την εξίσωση 

Navier-Stokes

 στην επιφάνεια της πλάκας, όπου 

u=υ=0

. Εκεί, η 

x

 -συνιστώσα της ορμής δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-1ρ∂P∂x+ν∂2u∂y2 ,





						
							
							(7.92)

						
					

				
			

			καθότι ο όρος της επιτάχυνσης πάνω στην επιφάνεια μηδενίζεται. Για δεδομένο 

x

, ο όρος 

∂2u∂y2

 μας δίνει την καμπυλότητα της κατανομής ταχύτητας 

uy

, σε δεδομένο 

x

. Έτσι, η αλλαγή πρόσημου, στη βαθμίδα πίεσης, αλλάζει και την καμπυλότητα. Στη λύση 

Blausius,

 η καμπυλότητα είναι πάντα θετική, ενώ από την οριακή συνθήκη, στο 

η=0

, φαίνεται ότι το σημείο καμπής είναι πάνω στην πλάκα, σε κάθε σημείο 

x

. Τα αποτελέσματα συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα, του οποίου τα σημεία αναφέρονται στο Σχ. 7.19. Έτσι, το σημείο 

D

 είναι το σημείο αποχωρισμού.

			[image: ]

			Σχήμα 7.19: Φαινόμενο διαχωρισμού ροής. Κατανομή της ταχύτητας συναρτήσει της κάθετης απόστασης από την επιφάνεια του πτερυγίου, σε σημεία στην επιφάνεια του πτερυγίου. Κατανομή της πίεσης στην επιφάνεια του πτερυγίου 

			
				
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Σημεία

						
							
							
							A

						
							
							B

						
							
							C

						
							
							D

						
							
							E

						
					

					
							
							Βαθμίδα Πίεσης

						
							
							



∂P/∂x





						
							
							



<0





						
							
							



<0





						
							
							



≈0





						
							
							



>0





						
							
							



>0





						
					

					
							
							Καμπυλότητα ταχύτητας

						
							
							



∂2u∂y2y=0





						
							
							



>0





						
							
							



>0





						
							
							



>0





						
							
							



<0





						
							
							



<0





						
					

					
							
							Βαθμίδα ταχύτητας

						
							
							



∂u∂yy=0





						
							
							



>0





						
							
							



>0





						
							
							



>0





						
							
							



=0





						
							
							



<0





						
					

				
			

			Πίνακας 7.2. Βαθμίδα πίεσης, ταχύτητας και και καμπυλότητα ταχύτητας στα σημεία του Σχ. 7.19.

			Το σημείο αποχώρησης στην επιφάνεια ορίζεται ως το σημείο, όπου η διατμητική τάση και η βαθμίδα της ταχύτητας μηδενίζονται, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σημείο αποχωρισμού  τyx=μ∂ux∂yy=0=0





						
							
							(7.93)

						
					

				
			

			και η ζώνη αποχώρησης είναι το μέρος της επιφάνειας, όπου η διατμητική τάση είναι αρνητική,

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζώνη αποχωρισμού  τyx=μ∂ux∂yy=0<0.





						
							
							(7.94)

						
					

				
			

			

			
				
					122	Ο  έκανε πληθώρα πειραμάτων, με σωλήνες διαφορετικής διαμέτρου ( μερικά ) και μήκους  και κατέληξε, για τον ρυθμό εκροής , στη σχέση:

					όπου  είναι η διαφορά πίεσης στα δύο άκρα (με βαθμίδα πίεσης ) και η σταθερά ιξώδους έχει εξάρτηση από τη θερμοκρασία.

				

				
					123	Η χρήση της διάταξης αυτής, στη μέτρηση του ιξώδους, οφείλει και το όνομα της αντίστοιχης ροής ως ροή Couette.

				

				
					124	Το πρόβλημα της ομαλής συγκόλλησης δύο λύσεων μπορεί να αντιμετωπιστεί αριθμητικά, με τεχνικές επαναληπτικών μεθόδων. Έτσι, μπορούμε να αρχίσουμε με κάποια εσωτερική διαχωριστική επιφάνεια (ή περιοχή), με αρχικές οριακές συνθήκες, οι οποίες βελτιώνονται με κάθε επανάληψη. Φυσικά, η επιλογή της αριθμητικής μεθόδου, πρέπει να είναι τέτοια, ώστε να επιτυγχάνεται σύγκλιση στην επαναληπτική προσέγγιση.
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Χρησιμοποιείστε τον νόμο του 

Stokes

 και υπολογίστε την τερματική ταχύτητα 

U

 για μία σφαίρα ακτίνας 

a

, πυκνότητας 

ρ

, που πέφτει μέσα από ένα υγρό, με ιξώδες 

μ

 και πυκνότητα 

ρ0

.

			Άσκηση 2

			Μία σφαιρική σταγόνα νερού, ακτίνας 

r0=5

 μm, κατέρχεται στον αέρα σε 

200C

. Πόσο χρόνο θα χρειαστεί, για να φτάσει στο 

99%

 της τελικής ταχύτητας;

			Άσκηση 3

			Βρείτε την ταχύτητα ελεύθερης πτώσης μιας σφαίρας, διαμέτρου 

D=20

 

cm

, μάζας 15 

kg,

 όταν διέρχεται, μέσω νερού, σε 

25oC

. Άν είχαμε ένα ελλειψοειδές του ίδιου όγκου και μάζας, θα περιμένατε μεγαλύτερη ταχύτητα ή μικρότερη; Χρειάζεστε επιπλέον στοιχεία;

			Άσκηση 4

			Έστω ότι έχουμε αργή ροή ιξώδους υγρού, γύρω από μία σφαίρα. Γράψτε τη λύση για το πεδίο ταχύτητας, αν ασυμπτωτικά η ροή έχει ταχύτητα 

U∞

 στην 

+x

 -κατεύθυνση. Βρείτε την απόσταση από την επιφάνεια της σφαίρας (ακτίνας 

r0

), στην οποία η ταχύτητα ελαττώνεται στο 

90%

.

			Άσκηση 5

			Ένας κύλινδρος ακτίνας 

a

 περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, σε ιξωδικό ρευστό. Ταυτόχρονα, ο κύλινδρος είναι πορώδης στην επιφάνεια και επιτρέπει την ακτινική εισροή με 

uRa=U

, για την ακτινική ταχύτητα στην επιφάνεια του κυλίνδρου.

			α) Δείξτε ότι:

			



uR=-UaR   για   R≥a,





			για την ακτινική ταχύτητα έξω από τον κύλινδρο και για την εφαπτομενική ταχύτητα:

			



R2d2uϕdR2+Re+1RduϕdR+Re-1uϕ=0,





			όπου 

Re=Ua/ν

.

			β) Δείξτε ότι, για 

Re<2

, υπάρχει μόνο μία λύση της εφαπτομενικής εξίσωσης, που ικανοποιεί την οριακή συνθήκη μη ολίσθησης, 

uϕa=0

, στην επιφάνεια του κυλίνδρου και, ταυτόχρονα, έχει πεπερασμένη κυκλοφορία 

ΓR=2πRuϕR

 στο άπειρο. Εάν, όμως, 

Re>2

, τότε υπάρχουν πολλές λύσεις που ικανοποιούν τους παραπάνω περιορισμούς.

			Άσκηση 6

			Έστω ότι θέλουμε να μετρήσουμε το ιξώδες χρησιμοποιώντας:

			α) μία ελεύθερη σφαίρα

			β) δύο οριζόντιες πλάκες που γλιστρούν με σταθερή ταχύτητα

			Για τις δύο αυτές περιπτώσεις:

			γ) Δώστε τις σημαντικές ιδιότητες και παραμέτρους.

			δ) Βρείτε τις αδιάστατες μεταβλητές.

			Άσκηση 7

			Έστω ότι έχουμε ιξωδική ροή μέσα στους περιστρεφόμενους κυλίνδρους (ακτίνας 

R1

 

R2>R1

), με γωνιακές ταχύτητες 

ω1

 και 

ω2

, αντίστοιχα. Βρείτε το πεδίο ταχύτητας και την πίεση στο υγρό. Πώς θα χρησιμοποιήσετε αυτή τη συσκευή, για τη μέτρηση του ιξώδους;

			Άσκηση 8

			Θεωρείστε την ιξωδική ροή με σταθερά πυκνότητα 

ρ

, όπου οι συνιστώσες του πεδίου ταχύτητας σε κυλινδρικές συντεταγμένες, είναι:

			



uϕ=Γ2πR1-e-R24νt,





			



uR=0,





			



uz=0.





			
					Βρείτε και σχεδιάστε την κατανομή πίεσης 

PR,t

, ώστε το πεδίο ταχύτητας να είναι ακριβής λύση της εξίσωσης 

Navier-Stokes

, όταν δεν υπάρχουν δυνάμεις βαρύτητας ή άλλες δυνάμεις όγκου.

					Βρείτε το πεδίο στροβιλισμού 

ζzR,t

.

					Δείξτε ότι για μεγάλες τιμές τού R, η παρακάτω ποσότητα προσεγγίζει σταθερή τιμή.

			

			



12u2+Pρ





			Σημ. Στον υπολογισμό της πίεσης χρησιμοποιείστε το εκθετικό ολοκλήρωμα:

			



Eix=-∫-x∞1te-tdt,





			που για 

x>0

, ορίζεται από την κύρια τιμή. Οι αριθμητικές τιμές δίνονται σε πίνακες ή υπολογίζονται εύκολα, π.χ. με τη χρήση της 

Mathematica

.

			Άσκηση 9

			Ένας κυκλικός κύλινδρος ακτίνας 

a

 περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, σε ιξωδικό ρευστό. Δείξτε ότι η ροή ευθύγραμμου στροβίλου:

			



u→=Ωa2Re^ϕ,  R≥a





			είναι ακριβής λύση των εξισώσεων διατήρησης ορμής, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. Εάν αρχικά ο κύλινδρος είναι ακίνητος και του δώσουμε απότομα περιστροφή, με γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, περιγράψτε πώς αλλάζει ο στροβιλισμός με το χρόνο.

			Άσκηση 10

			Θεωρείστε τη ροή γύρω από αέρια φυσαλίδα, η οποία ανέρχεται με σταθερή ταχύτητα, λόγω της δύναμης ανύψωσης στο ρευστό. Υποθέστε ότι η ροή του ρευστού, γύρω από την κινούμενη σφαίρα, μπορεί να περιγραφεί ως ροή δυναμικού. Από το ιδανικό πεδίο ταχύτητας, υπολογίστε την ιξωδική απώλεια ενέργειας και εξισώστε την με το έργο που γίνεται από τη δύναμη ανύψωσης, για να βρείτε μία σχέση για τη δύναμη αντίστασης στη φυσαλίδα. Κάτω από ποιές συνθήκες ο παραπάνω υπολογισμός είναι ρεαλιστικός;

			Άσκηση 11

			Χρησιμοποιείστε την λύση 

Blausius

, για τη στρωτή ροή πάνω από επίπεδη πλάκα. Σχεδιάστε την διατμητική τάση ως συνάρτηση του η. Πώς συμπεριφέρεται η διατμητική τάση στο άκρο της πλάκας 

σyx0,y

;

			Άσκηση 12

			Νερό ρέει ομαλά και στρωτά πάνω από μία πλάκα (μήκους 0.25 

m

), με ταχύτητα 1.5 

m/s

. Για το νερό 

ν≈9.3x10-7m2/s

. Υπολογίστε:

			α) Το πάχος του οριακού στρώματος σε απόσταση 0.15 

m

 από την άκρη.

			β) Τον ρυθμό μεταβολής του πάχους του οριακού στρώματος σε απόσταση 0.15 

m

 από την άκρη.

			γ) Την ολική δύναμη αντίστασης στην πλάκα και τον συντελεστή αντίστασης.

		

	
		
			Κεφάλαιο 8

			Στροβιλισμός σε Ανιξωδική Ροή

			Σύνοψη

			Ο στροβιλισμός είναι σωληνοειδές (χωρίς απόκλιση) πεδίο, του οποίου τη μεταβολή θα εξετάσουμε υπό την επίδραση ιξωδικών δυνάμεων. Αυτό μας οδηγεί στο να ορίσουμε έννοιες, όπως τέντωμα και στροφή γραμμών στροβιλισμού. Για την περίπτωση που έχουμε εντοπισμένο σωλήνα στροβιλισμού σε ανιξωδική ροή, θα διατυπώσουμε τους νόμους Helmholtz και θα δώσουμε φυσική ερμηνεία σε σωματιδιακό επίπεδο. Θα κατανοήσουμε τη σημασία του στροβιλισμού στον καθορισμό του πεδίου ταχύτητας, για ανιξωδική ροή. Θα δώσουμε ένα μοντέλο, το οποίο έχει μερικά σημαντικά χαρακτηριστικά ενός ανεμοστρόβιλου. Αλληλεπίδραση και δυναμική ευθύγραμμων στροβίλων. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Acheson (1995), Paterson (1983), Batchelor (2000), Landau (1987), Kundu (2011).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Διαφορικός διανυσματικός λογισμός. Λύσεις εξίσωσης Poisson. Βασικές εξισώσεις μεταβολής στροβιλισμού.

			8.1 Εισαγωγή 

			O αναγνώστης θα διερωτηθεί γιατί επανερχόμαστε στην έννοια του στροβιλισμού και μάλιστα αφιερώνουμε ένα νέο κεφάλαιο. Και λογικά διερωτάται, διότι φαινομενικά οι περισσότερες εφαρμογές ροών αναφέρονται στη μεταφορά ρευστού και όχι στην τοπική περιστροφή των σωματιδίων του ρευστού. Όπως είδαμε στο Κεφ. 3 όμως, για ένα ασυμπίεστο ρευστό ο στροβιλισμός είναι που καθορίζει το πεδίο ταχύτητας. Επίσης είδαμε (Κεφ. 7.9) ότι, ακόμη και όταν ο αριθμός 

Reynolds

 είναι σημαντικός κοντά σε μια επιφάνεια, δημιουργείται ένα λεπτό οριακό στρώμα με στροβιλισμό που παίζει ρόλο στη ροή. Μάλιστα, στο αντίθετο άκρο, στην ερπυστική ροή γύρω από μια σφαίρα, το οριακό στρώμα εκτείνεται σε όλο τον χώρο, αν και πέφτει ακτινικά ως 

1r2

. Αλλά και για μεγάλο αριθμό Reynolds, ξαναβρίσκουμε μπροστά μας τον στροβιλισμό, είτε λόγω του φαινομένου του διαχωρισμού λόγω αντιστροφής της βαθμίδας της πίεσης είτε στην ακραία περίπτωση της τύρβης (Σχήμα 7.1). Είδαμε, επίσης, ότι το ιξώδες στην επιφάνεια σωμάτων δίνει περιστροφή στα σωματίδια του ρευστού ενώ το ιξώδες στο ρευστό διαχέει τον στροβιλισμό μακριά από επιφάνειες και, επομένως, για μεγάλες επιφάνειες τα φαινόμενα στροβιλισμού γίνονται πολύ έντονα. Αλλά, ακόμα και αν θεωρήσουμε ότι το ρευστό είναι ανιξωδικό και είμαστε μακριά από επιφάνειες, έχουμε τη δυνατότητα να εισάγουμε στροβίλους, οι οποίοι, σύμφωνα με το θεώρημα 

Kelvin

, κρατούν τον εντοπισμό τους και συμπεριφέρονται σαν σωματίδια. Μάλιστα, όταν οι στρόβιλοι απομακρυνθούν από επιφάνειες, κινούνται σύμφωνα με την ανιξωδική ροή, ενώ μπορεί κανείς να μελετήσει και την αλληλεπίδρασή τους. Στο παρόν, λοιπόν, κεφάλαιο, θα δώσουμε κυρίως έμφαση στον στροβιλισμό σε σχεδόν ανιξωδική ροή. Ο λόγος δεν είναι μόνο ότι υφίστανται σημαντικές εφαρμογές, αλλά και διότι σε ένα πολύπλοκο πρόβλημα η σωστή διαδικασία ανάλυσης απαιτεί να το σπάσουμε σε επιμέρους μικρά και απλά βήματα.

			8.1.1 Γραμμές, επιφάνειες και σωλήνες στροβιλισμού

			Όπως είδαμε στο Κεφ. 2.6, ο στροβιλισμός 

ζ→=∇→×u→

 είναι διανυσματικό πεδίο και ως τέτοιο ορίσαμε, σε αναλογία με το πεδίο ταχύτητας, τις γραμμές στροβιλισμού, οι οποίες είναι εφαπτόμενες σε κάθε σημείο στο διάνυσμα του στροβιλισμού, καθώς και τους σωλήνες στροβιλισμού (Σχήμα 2.12), ως το σύνολο των γραμμών στροβιλισμού, που διέρχονται μέσω μιας κλειστής καμπύλης 

C

. Η πυκνότητα των γραμμών στροβιλισμού είναι ένδειξη του μεγέθους του στροβιλισμού και θα δούμε αργότερα ότι υπάρχουν ροές που γίνονται πιο εύκολα κατανοητές, όταν χρησιμοποιήσουμε την έννοια του στροβιλισμού. Δεν πρέπει να συγχέουμε την έννοια του άξονα του στροβίλου, όπως στο παράδειγμα του ελεύθερου στροβίλου (δες παράδειγμα 2.8), με αυτή της γραμμής στροβιλισμού. Στην πρώτη περίπτωση, έχουμε μία γραμμή, όπου ο στροβιλισμός έχει μία ιδιόμορφη συμπεριφορά (όπως π.χ. ο άπειρος στροβιλισμός στον άξονα του ελεύθερου στροβίλου). Συχνά αναφερόμαστε και στον πυρήνα του στροβίλου, δηλαδή στην περιοχή όπου έχουμε μεγάλη πυκνότητα γραμμών στροβιλισμού. Στον πυρήνα έχουμε σημαντικό στροβιλισμό, ο οποίος πέφτει σημαντικά έξω από αυτόν. Όλες οι γραμμές στροβιλισμού που διέρχονται από μία καμπύλη, αποτελούν μία επιφάνεια στροβιλισμού, ενώ το σύνολο των γραμμών που διέρχονται από μία επιφάνεια αποτελούν έναν σωλήνα στροβιλισμού. Για το παράδειγμα 2.7 (Κεφ. 2.6) ο στροβιλισμός είναι 

ζ→=ωe^z

 και επομένως οι γραμμές στροβιλισμού είναι παράλληλες στον 

z

 -άξονα, με σταθερή πυκνότητα σε όλο τον χώρο. Οι επιφάνειες στροβιλισμού είναι κυλινδρικές επιφάνειες (όχι απαραίτητα με κυκλική βάση), ενώ οι σωλήνες είναι κυλινδρικοί σωλήνες. Σε κάθε σημείο δε είναι κάθετα στις γραμμές ροής. Για το παράδειγμα 2.8 (Κεφ. 2.6), όλες οι γραμμές στροβιλισμού είναι συμπυκνωμένες πάνω στον 

z

 -άξονα. Εάν, όμως, διευρύνουμε τον πυρήνα να έχει ακτίνα 

a

, εντός του οποίου ο στροβιλισμός είναι σταθερός (μοντέλο 

Rankine

), τότε οι γραμμές στροβιλισμού είναι ισοκατανεμημένες στην επιφάνεια του κύκλου ακτίνας 

a

 και δεν ορίζονται στο εξωτερικό του κύκλου. Έτσι, λοιπόν, ενώ το μοντέλο 

Rankine

 βελτιώνει το μοντέλο του στροβίλου χωρίς πυρήνα, η ασυνέχεια στις γραμμές στροβιλισμού υποδηλώνει μία αδυναμία και, όπως είναι αναμενόμενο, θα περιμέναμε μια «διάχυση» των γραμμών προς τα έξω. Θα διερευνήσουμε αργότερα τις συνθήκες που μπορεί να συμβεί αυτό. Στο παράδειγμα 2.9 (Κεφ. 2.6), οι γραμμές στροβιλισμού είναι παράλληλες στον 

z

 -άξονα και, εφόσον 

∂u/∂z=

 σταθερή, έχουν σταθερή πυκνότητα. Οι γραμμές στροβιλισμού στις παραπάνω περιπτώσεις είναι ευθείες γραμμές. Αργότερα, θα μελετήσουμε το μοντέλο στροβίλου του 

Hill

, όπου η ροή είναι πιο πολύπλοκη, ενώ οι γραμμές στροβιλισμού είναι κλειστές καμπύλες. Μάλιστα, πρέπει να τονίσουμε ότι, εξ ορισμού, οι γραμμές στροβιλισμού πρέπει να είναι κλειστές, εκτός αν καταλήγουν σε επιφάνειες.

			Ένα ορατό παράδειγμα κλειστού σωλήνα στροβιλισμού είναι τα δαχτυλίδια καπνού, από την έξοδό τους από το στόμα του καπνιστή. Στην περίπτωση αυτή μάλιστα, το δαχτυλίδι μετακινείται στον χώρο κάθετα στο επίπεδό του, σύμφωνα με το θεώρημα 

Kelvin

. Στην πράξη, έχουμε και διάχυση στροβιλισμού λόγω του ιξώδους.

			Οι γραμμές στροβιλισμού σχηματίζουν κλειστές καμπύλες, γιατί από τον ορισμό του είναι μη αποκλίνον πεδίο 

∇→⋅ζ→=0

 και οι σωλήνες στροβιλισμού κλείνουν στον εαυτό τους, εκτός αν καταλήγουν σε επιφάνεια. Από κάθε σημείο περνά μόνο μια γραμμή στροβιλισμού, εκτός από τα σημεία όπου ο στροβιλισμός μηδενίζεται, διότι τότε δεν ορίζεται κατεύθυνση. Ο μηδενισμός της απόκλισης, με το θεώρημα 

Gauss

, σημαίνει ότι η ροή του στροβιλισμού μέσω μιας κλειστής επιφάνειας είναι μηδέν.

			Μια εκτίμηση για τον στροβιλισμό δίνεται από την κυκλοφορία:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Kc=∮Cu→⋅dr→=∫Aζ→⋅dA→,





						
							
							(8.1)

						
					

				
			

			όπου 

C

 είναι μία κλειστή καμπύλη και 

A

 είναι μια απλά συνδεδεμένη επιφάνεια (όχι απαραίτητα επίπεδη ) που έχει ως όριο την κλειστή καμπύλη 

C

. H κατεύθυνση της καθέτου στην επιφάνεια είναι προς τα πάνω, όταν το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα γίνεται δεξιόστροφα (Σχ. 8.1). Έτσι, η κυκλοφορία σε μια κλειστή καμπύλη είναι ίση με τη ροή στροβιλισμού, μέσω της περικλεισμένης επιφάνειας. Να τονίσουμε, δε, ότι το αποτέλεσμα αυτό ισχύει για όλες τις καμπύλες επιφάνειες, που περικλείει η καμπύλη 

C

. Εάν θεωρήσουμε τον σωλήνα στροβιλισμού που ορίζεται από την καμπύλη 

C

, τότε η κυκλοφορία είναι σταθερή κατά μήκος του σωλήνα. Όπως για την περίπτωση μόνιμης ροής, ο ρυθμός ροής όγκου μέσω σωλήνα ροής είναι σταθερός, έτσι και ο ρυθμός ροής στροβιλισμού στον σωλήνα στροβιλισμού είναι σταθερός. Έτσι, κατά μήκος ενός λεπτού σωλήνα στροβιλισμού, ο στροβιλισμός μεταβάλλεται αντιστρόφως ανάλογα με τη διατομή του σωλήνα στο αντίστοιχο σημείο.

			[image: ]

			Σχήμα 8.1: Κυκλοφορία και ροή στροβιλισμού. Η ροή στροβιλισμού είναι ίδια και για τις δύο επιφάνειες: (α) επίπεδη επιφάνεια και (β) κυρτή επιφάνεια, που ορίζονται από την ίδια καμπύλη 

C

.

			Εάν παρακολουθήσουμε τη χρονική εξέλιξη των σωματιδίων στην καμπύλη 

C

 και υπολογίσουμε την χρονική μεταβολή (υλική παράγωγο) της κυκλοφορίας στην υλική καμπύλη, είδαμε ότι κάτω από ορισμένους περιορισμούς (ανιξωδική ροή κτλ.), αυτή διατηρείται και εκφράζεται από το θεώρημα 

Kelvin

. Το θεώρημα αυτό είναι σημαντικό, διότι μας δεικνύει ότι η μέση τιμή του στροβιλισμού ενός ρευστού σωματιδίου, για ανιξωδική ροή, παραμένει σταθερή, δηλαδή οι στρόβιλοι ακολουθούν τη ροή και έχουν μεγάλο χρόνο ζωής. Επειδή, όμως, η κυκλοφορία είναι βαθμωτή ποσότητα και μας δίνει την μεταβολή για μια μέση τιμή, θα είχε ενδιαφέρον να δούμε πώς μεταβάλλεται ο στροβιλισμός (που είναι διανυσματικό μέγεθος) ενός στοιχειώδους ρευστού σωματιδίου. Αυτό έχει και πρακτικό ενδιαφέρον, διότι ο στροβιλισμός μας δίνει τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής ενός ρευστού σωματιδίου περί τον άξονά του, ενώ ο ρυθμός μεταβολής του κατά την κίνηση θα μας δώσει και τη γωνιακή επιτάχυνση. Αυτή η τελευταία, από την αρχή διατήρησης της στροφορμής, συνδέεται με τις ροπές των εξωτερικών δυνάμεων που ασκούνται σε ένα ρευστό σωματίδιο. Οι ροπές αυτές είναι δύσκολο να υπολογιστούν, για έναν μακροσκοπικό παραμορφώσιμο όγκο. Επίσης, είναι δύσκολο να υπολογίσουμε τον ρυθμό μεταβολής της ροπής αδράνειας, ολοκληρώνοντας πάνω στο σύστημα και εφαρμόζοντας το θεώρημα διατήρησης της στροφορμής. Έτσι, εδώ θα θεωρήσουμε ένα σωματίδιο και θα αρχίσουμε από τις εξισώσεις διατήρησης της ορμής.

			8.2 Εξίσωση μεταβολής στροβιλισμού σωματιδίου

			Θα αρχίσουμε από τη γενική περίπτωση της διατήρησης ορμής σε ιξωδικό ρευστό, ενώ σε πρώτη φάση θα επιτρέψουμε και την μεταβολή της πυκνότητας. Θα θεωρήσουμε όμως και πάλι ότι η πυκνότητα του σωματιδίου κατά την κίνηση είναι σταθερή, στοιχείο που μας επιτρέπει να έχουμε μηδενική απόκλιση του πεδίου ταχύτητας. Παίρνοντας τον στροβιλισμό της εξίσωσης 

Navier-Stokes

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Du→Dt≡∂u→∂t-u→×∇→×u→+∇→12u2=-1ρ∇→P-1ρU+ν∇2u→,





						
							
							(8.2)

						
					

				
			

			έχουμε:125

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ζ→∂t-∇→×u→×ζ→=-∇→×1ρ∇→P+∇→×[ν∇2u→],





						
							
							(8.3)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του στροβιλισμού και το γεγονός ότι 

∇→×∇→f=0

 για κάθε συνάρτηση 

f

. Ο δεύτερος όρος, στην αριστερή πλευρά της (8.3), μπορεί να απλοποιηθεί με τη διανυσματική σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→×u→×ζ→=ζ→⋅∇→u→-u→⋅∇→ζ→+u→∇→⋅ζ→-ζ→∇→⋅u→=ζ→⋅∇→u→-u→⋅∇→ζ→,





						
							
							(8.4)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε ότι 

∇→⋅u→=0

 για ασυμπίεστο σωματίδιο και 

∇→⋅ζ→=0

, διότι ο στροβιλισμός ενός πεδίου δεν έχει απόκλιση. Στον όρο του ιξώδους, εύκολα αποδεικνύεται ότι μπορούμε να αλλάξουμε την σειρά των δύο διαφορικών τελεστών, ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→×∇2u→=∇2∇→×u→=∇2ζ→.





						
							
							(8.5)

						
					

				
			

			Επειδή 

ν=μρ

 πρέπει να περιλάβουμε επίσης τον όρο:126

			



-μρ2∇→ρ×∇2u→.





			Εδώ, θα θεωρήσουμε ότι ο όρος αυτός είναι αμελητέος για μικρό ιξώδες και μικρή βαθμίδα πυκνότητας. Για να συνοψίσουμε, η εξίσωση του στροβιλισμού σε διανυσματική μορφή γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ζ→∂t+u→⋅∇→ζ→=ζ→⋅∇→u→-∇→×1ρ∇→P+ν∇2ζ→,





						
							
							(8.6)

						
					

				
			

			ενώ η 

i

 -συνιστώσα είναι:127,

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ζi∂t+uj∂ζi∂xj=ζj∂ui∂xj+ϵijk1ρ2∂P∂xj∂ρ∂xk+ν∇2ζiτοπική+μεταφορά=τέντωμα+παραγωγή+διάχυση λόγωμεταβολήστροβιλισμούή στροφήστροβιλισμούιξώδους 





						
							
							(8.7)

						
					

				
			

			και στη συνέχεια θα εξηγήσουμε το φυσικό αποτέλεσμα του κάθε όρου, όπως και τις συνθήκες, κάτω από τις οποίες, ο κάθε όρος είναι σημαντικός.

			Ο όρος με την πίεση απλοποιήθηκε ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→×1ρ∇→P=-1ρ2∇→ρ×∇→P





						
							
							(8.8)

						
					

				
			

			και μας δίνει τον ρυθμό μεταβολής του στροβιλισμού, λόγω ανομοιογένειας της πυκνότητας. Είναι πολύ σημαντικός σε στρωματωμένα ρευστά (με ανομοιογενή πυκνότητα), ενώ μηδενίζεται για την περίπτωση βαροτροπικού ρευστού με 

ρP

, διότι η βαθμίδα της πυκνότητας και της πίεσης είναι παράλληλες. Εάν δεν είναι παράλληλες, τότε μπορούμε να πάρουμε την περίπτωση όπου είναι κάθετες, όπως στο Σχ. 8.2. Ας θεωρήσουμε δύο ρευστά σωματίδια ίδιου όγκου, κατά μήκος της βαθμίδας της πυκνότητας. Η πίεση ασκεί δυνάμεις σε αυτά τα σωματίδια, αντίθετες προς τη βαθμίδα πίεσης. Οι αντίστοιχες επιταχύνσεις είναι αντιστρόφως ανάλογες προς την πυκνότητα κάθε σωματιδίου. Σε σχέση με το κέντρο μάζας των δύο σωματιδίων (κατά την μετατόπισή τους), έχουμε μια αριστερόστροφη γωνιακή επιτάχυνση, η οποία οδηγεί σε μεταβολή του στροβιλισμού στην κατεύθυνση, μέσα στο χαρτί. Την ίδια κατεύθυνση μας δίνει και το εξωτερικό γινόμενο των δύο βαθμίδων. Ισοδύναμα, θα μπορούσαμε να πούμε ότι, σε σχέση με το κέντρο μάζας, οι ροπές που ασκούνται στα δύο σωματίδια είναι διαφορετικού μέτρου και κατεύθυνσης. Είναι διαφορετικού μέτρου, διότι οι μάζες απέχουν διαφορετική απόσταση από το κέντρο μάζας. Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε μόνο ομογενή πυκνότητα και τον όρο αυτό, μαζί με τον αντίστοιχο από το ιξώδες, θα τους παραλείψουμε.

			 [image: ]

			Σχήμα 8.2: Διάγραμμα για την ύπαρξη γωνιακής επιτάχυνσης, λόγω ανομοιογένειας στην πυκνότητα.

			Με αντικατάσταση των (8.4), (8.5), (8.8) στην (8.3) για ομογενή πυκνότητα και με παρατήρηση ότι ο όρος 

u→⋅∇→ζ→

 είναι η μεταβολή του στροβιλισμού, λόγω μεταφοράς, έχουμε για την υλική παράγωγο του στροβιλισμού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Dζ→Dt≡∂ζ→∂t+u→⋅∇→ζ→=ζ→⋅∇→u→+ν∇2ζ→,





						
							
							(8.9)

						
					

				
			

			όπου, ο δεύτερος όρος στο δεξιό μέρος μας δίνει τη διάχυση του στροβιλισμού, όπως είδαμε στο Κεφ. 7. Ο όρος 

ζ→⋅∇→u→

 είναι μη γραμμικός, ως προς την ταχύτητα και το φυσικό του νόημα θα προσπαθήσουμε να δώσουμε στη συνέχεια. Εδώ, να παρατηρήσουμε ότι ο όρος αυτός συνεισφέρει μόνο σε σημεία, στα οποία ήδη έχουμε στροβιλισμό. Δεν συνεισφέρει σε δισδιάστατη ροή, όπου η ταχύτητα και οι βαθμίδες της είναι κάθετες με τον στροβιλισμό.

			Ας θεωρήσουμε τη γραμμή στροβιλισμού του σχήματος 8.3 και δύο σημεία που απέχουν 

ds

 κατά μήκος της γραμμής. Σε κάθε σημείο, η ταχύτητα μπορεί να αναπτυχθεί σε συνιστώσες στην κατεύθυνση της γραμμής στροβιλισμού και κάθετα σε αυτή, δηλαδή:

			 [image: ]

			Σχήμα 8.3: Ρυθμός μεταβολής του στροβιλισμού, κατά μήκος και κάθετα της γραμμής στροβιλισμού.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=u∥e^ζ+u⊥e^⊥,





						
							
							(8.10)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e^ζ=ζ→|ζ|





						
							
							(8.11)

						
					

				
			

			και 

e^⊥

 είναι τα αντίστοιχα μοναδιαία διανύσματα. Τότε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→⋅∇→u→=ζe^ζ⋅∇→u→=ζdu→ds=ζdu→∥dse^ζ+du→⊥dse^⊥,





						
							
							(8.12)

						
					

				
			

			όπου, στην 8.12 έχουμε μόνο τη μεταβολή του μέτρου των συνιστωσών ταχύτητας κατά μήκος της γραμμής στροβιλισμού, καθότι τα μοναδιαία διανύσματα αλλάζουν ελάχιστα κατά μήκος της γραμμής.

			Ο πρώτος όρος 

ζdu→∥ds

 μας δίνει τον ρυθμό αύξησης του στροβιλισμού, λόγω τεντώματος της γραμμής στροβιλισμού. Αντιστοιχεί δηλαδή σε μεταφορά στροβιλισμού, κατά μήκος της γραμμής στροβιλισμού. Προϋποθέτει την ύπαρξη στροβιλισμού στο σημείο, αλλά και βαθμίδα ταχύτητας κατά μήκος της γραμμής στροβιλισμού. Στην περίπτωση αυτή, εάν θεωρήσουμε έναν σωλήνα στροβιλισμού, τότε αύξηση του στροβιλισμού κατά μήκος του σωλήνα συνεπάγεται και στένεμα του σωλήνα, ώστε να διατηρηθεί σταθερή η ροή στροβιλισμού.

			Στο Σχ. 8.4, αναπαριστούμε σχηματικά την επίδραση που έχει η βαθμίδα ταχύτητας στη διαμόρφωση σωλήνων στροβιλισμού. Στο (α), βλέπουμε ότι η βαθμίδα ταχύτητας 

∂υ∂y

, παράλληλα προς τον σωλήνα στροβιλισμού, οδηγεί σε αύξηση του στροβιλισμού προς τα πάνω και αντίστοιχο στένεμα του σωλήνα, ώστε να διατηρείται η ροή στροβιλισμού κατά μήκος του σωλήνα.

			[image: ]

			Σχήμα 8.4: (α) Επιμήκυνση των γραμμών στροβιλισμού, για βαθμίδα ταχύτητας κατά μήκος της 

y-

 συνιστώσας της ταχύτητας. (β) Στροφή του σωλήνα στροβιλισμού, λόγω βαθμίδας της 

x

 -συνιστώσας της ταχύτητας στην 

y

 -κατεύθυνση. Στην επιφάνεια του σωλήνα έχουμε σχεδιάσει και την ταχύτητα.

			Για το αποτέλεσμα αυτό, αξίζει να δώσουμε και μια σωματιδιακή ερμηνεία. Επειδή ο στροβιλισμός συνδέεται με την τοπική περιστροφή σωματιδίων, ισοδύναμα θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε τη στροφορμή 

L→

 ενός σωματιδίου, το οποίο, για ευκολία, επιλέγουμε να είναι σφαιρικό. Επειδή η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής (

ω

) γύρω από κάποιο άξονα, είναι το 

12

 του στροβιλισμού, έχουμε:

			



L→=12Iζ→,





			όπου 

Ι

 είναι η ροπή αδράνειας. Για ευκολία αναφερόμαστε στο Σχ. 8.5. Αν παραλείψουμε ιξωδικές δυνάμεις, τότε οι δυνάμεις της πίεσης στην επιφάνεια (κάθετες σε αυτήν) δεν δίνουν ροπές στο σφαιρικό σωματίδιο και, επομένως, η στροφορμή του διατηρείται, καθώς το σωματίδιο κινείται. Έχουμε, λοιπόν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DL→Dt=0   ή   IDζ→Dt=-ζ→DIDt ,





						
							
							(8.13)

						
					

				
			

			καθότι οι κανόνες παραγώγισης ισχύουν και για την υλική παράγωγο. Το δεξιό μέρος οφείλεται στη μεταβολή της ροπής αδράνειας, λόγω της μεταβολής του σχήματος του σωματιδίου. Εάν η ροπή αδράνειας αυξάνει, τότε ο στροβιλισμός θα μειωθεί. Έτσι, στην περίπτωση του Σχ. 8.5, έχουμε την κίνηση ενός ρευστού σωματιδίου σε μια ροή με συγκλίνουσες γραμμές ροής. Το σωματίδιο περιστρέφεται γύρω από τον 

z-

 άξονα, ενώ ταυτόχρονα επιταχύνεται στην 

z-

 κατεύθυνση. Λόγω της μεταβολής ταχύτητας κατά μήκος της ροής, έχουμε βαθμίδα ταχύτητας στην ίδια κατεύθυνση και περιμένουμε το σωματίδιο να επιμηκυνθεί ως ελλειψοειδές, ελαττώνοντας έτσι την ροπή αδράνειας. Για να διατηρηθεί όμως η στροφορμή του σωματιδίου πρέπει να αυξηθεί ο στροβιλισμός του. Έτσι, η επιμήκυνση των σωματιδίων οδηγεί σε σημαντική αύξηση του στροβιλισμού. Παρόμοια φαινόμενα συμβαίνουν και με τον στροβιλισμό του μαγνητικού πεδίου. Συγκλίνουσες μαγνητικές γραμμές, γύρω από γραμμές ρεύματος, οδηγούν σε αύξηση του ρεύματος κατά μήκος, λόγω περιορισμού του κάθετα. Συγκρίνοντας την τελευταία σχέση με την (8.9) για 

ν=0

, ο όρος, στο δεξιό της μέρος, πρέπει να αντιστοιχεί στον ρυθμό μεταβολής της ροπής αδράνειας, για το σωματίδιο που περιγράψαμε.

			[image: ]

			Σχήμα 8.5: Διάγραμμα για την επιμήκυνση ενός σωματιδίου, καθώς κινείται κατά μήκος συγκλινουσών γραμμών ροής και ταυτόχρονα περιστρέφεται.

			Ο δεύτερος όρος 

ζdu→⊥ds

, προϋποθέτει μεταβολή της κάθετης συνιστώσας της ταχύτητας κατά μήκος της γραμμής στροβιλισμού και τείνει να στρέψει τη γραμμή στροβιλισμού. Στο Σχ. 8.4β, βλέπουμε την επίδραση που έχει η βαθμίδα ταχύτητας 

∂u∂y

 . Στην περίπτωση αυτή, η μεταβολή του στροβιλισμού είναι κάθετη στον στροβιλισμό. Αυτό φαίνεται, αν αναπτύξουμε σε συνιστώσες την εξίσωση στροβιλισμού, π.χ. για τον ρυθμό μεταβολής της 

x-

 συνιστώσας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DζxDt=ζx∂ux∂x+ζy∂ux∂y+ζz∂ux∂z+ν∇2uxτέντωμαστροφήστροφήδιάχυσηστροβίλουστροβίλουστροβίλουστροβίλου





						
							
							(8.14)

						
					

				
			

			Έτσι, στη στροφή στην 

x-

 κατεύθυνση συνεισφέρουν οι άλλες δύο συνιστώσες στροβιλισμού και εφόσον φυσικά υπάρχουν και οι αντίστοιχες βαθμίδες ταχύτητας από την (8.14).

			Αν σε κάποια χρονική στιγμή, ο στροβιλισμός ενός συστήματος είναι μηδενικός, η (8.9) μας λέει ότι, για ανιξωδική ροή, ο στροβιλισμός θα παραμείνει για πάντα μηδέν, γεγονός που είναι σε συμφωνία με το θεώρημα 

Kelvin

. Εάν η ροή είναι ιξωδική, λόγω διάχυσης, θα έχουμε μεταφορά στροβιλισμού εκτός σώματος και στη συνέχεια αυτή θα αυξηθεί, λόγω των φαινομένων τεντώματος και στροφής των σωλήνων ροής. Για την περίπτωση αυτή, γνωρίζουμε ότι δεν ισχύει το θεώρημα 

Kelvin

.

			Για δισδιάστατη ροή με:

			



u→=[ux,y,t,υx,y,t,0]





			και:

			



ζ→=[0,0,ζzx,y,t]





			έχουμε:

			



ζ→⋅∇→u→=ζz∂u→∂z=0





			και για μη ιξωδική ροή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Dζ→Dt=0,για δισδιάστατη ροή, και ν=0.





						
							
							(8.15)

						
					

				
			

			Για δισδιάστατη ροή ενός ιδανικού ρευστού, υπό την επίδραση διατηρητικών δυνάμεων, ο στροβιλισμός για κάθε ρευστό στοιχείο διατηρείται και η μόνη μεταβολή στον στροβιλισμό είναι η διάχυση, στην περίπτωση που έχουμε ιξώδες. Ιδιαίτερα για μόνιμη ροή, έχουμε 

u→⋅∇→ζ→=0

, στοιχείο που μας λέει ότι ο στροβιλισμός είναι σταθερός κατά μήκος της γραμμής ροής.

			8.3 Θεωρήματα Helmholtz και στρόβιλοι σε ανιξωδική ροή

			 [image: ]

			Σχήμα 8.6: Ένα σωματίδιο με τις εμφυτευμένες γραμμές στροβιλισμού, σε δύο διαφορετικές χρονικές στιγμές, για ανιξωδική ροή. 

			Για την περίπτωση ανιξωδικής και ασυμπίεστης ροής, μπορούμε να ξαναγράψουμε τις εξισώσεις:

			



∇→⋅ζ→=0,





			



Dζ→Dt≡∂ζ→∂t+u→⋅∇→ζ→=ζ→⋅∇→u→.





			H πρώτη σχέση μας, δείχνει ότι οι γραμμές στροβιλισμού σχηματίζουν βρόγχους και ένας σωλήνας στροβιλισμού δεν τελειώνει στο ρευστό. Αν δεν σχηματίζει έναν κλειστό βρόγχο, πρέπει να τελειώνει στα όρια μίας επιφάνειας. Η δεύτερη, μας δείχνει ότι τα σωματίδια ρευστού μεταφέρουν μαζί τους, κατά τη ροή, τις γραμμές στροβιλισμού (δες Σχ.8.6). Οι δύο αυτές προτάσεις είχαν διατυπωθεί από τον 

Helmholtz

 και φέρουν το όνομά του. Το σημαντικό, όμως, είναι ότι αυτές οι διατυπώσεις μας δείχνουν και τη μέθοδο που πρέπει να ακολουθήσουμε, για να υπολογίσουμε μια τέτοια ροή. Ας υποθέσουμε ότι, αρχικά, γνωρίζουμε το πεδίο ταχύτητας 

u→

 παντού. Σε αυτή την περίπτωση, μπορούμε να υπολογίσουμε τον στροβιλισμό 

ζ→=∇→×u→

, την ίδια χρονική στιγμή. Με βάση την δεύτερη πρόταση 

Helmholtz

, οι γραμμές στροβιλισμού μεταφέρονται με την ταχύτητα 

u→

. Έτσι, γνωρίζουμε τον στροβιλισμό την επόμενη χρονική στιγμή. Με τον νέο στροβιλισμό, μπορούμε να υπολογίσουμε το πεδίο ταχύτητας, με ολοκλήρωση του στροβιλισμού. Οι σταθερές ολοκλήρωσης ορίζονται, χρησιμοποιώντας και τον περιορισμό της μηδενικής απόκλισης. Στη συνέχεια επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία. Η μέθοδος αυτή είναι η ίδια, όπως για το πρόβλημα εύρεσης του μαγνητικού πεδίου, αν γνωρίζουμε τα ρεύματα και την ταχύτητα τους.

			[image: ]

			Σχήμα 8.7: Ροή σωματιδίου με στροβιλισμό και επιμήκυνση λόγω συγκλίνοντος σωλήνα στροβιλισμού. 

			Το φυσικό νόημα των συμπερασμάτων του 

Helmholtz

 βγαίνει με απλά επιχειρήματα. Ας θεωρήσουμε ένα σωματίδιο ρευστού, με τη μορφή ενός στοιχειώδους κυλίνδρου και άξονα, παράλληλο προς τις γραμμές στροβιλισμού (Σχ.8.7) και επιφάνεια 

δA1

. Σε κάποια άλλη χρονική στιγμή, ο κύλινδρος έχει μετατοπιστεί και έχει επιμηκυνθεί κρατώντας σταθερή πυκνότητα. Έτσι, η διατομή του έχει ελαττωθεί (

δA2<δA1

). Επειδή, όμως, οι γραμμές στροβιλισμού παραμένουν προσκολλημένες στο σωματίδιο, αυτό σημαίνει ότι μεταβάλλεται η πυκνότητα τους (γραμμές ανά επιφάνεια) και, επομένως, και το μέτρο του στροβιλισμού (

ζ1→ζ2

). Με πολλαπλασιασμό, όμως, με την επιφάνεια, θα μας δώσει τον ίδιο αριθμό γραμμών στροβιλισμού. Έχουμε, λοιπόν:

			



δA2ζ2=δA1ζ1.





			H σχέση αυτή, όπως θα δούμε αμέσως, είναι ισοδύναμη με την αρχή διατήρησης της στροφορμής του κυλίνδρου και είναι σύμφωνη με το θεώρημα 

Kelvin

, για τη διατήρηση της κυκλοφορίας σε μια διαδρομή, που περικλείει τον σωλήνα ροής και μετατοπίζεται κατά μήκος του, ακολουθώντας τη ροή. Καταρχήν, η στροφορμή διατηρείται, διότι χωρίς ιξώδες, δεν έχουμε εφαπτομενικές δυνάμεις, ενώ οι δυνάμεις της πίεσης είναι κάθετες στην επιφάνεια και δίνουν μηδενικές ροπές. Η στροφορμή είναι ανάλογη της ροπής αδράνειας 

I~MR2

 και του στροβιλισμού. H μάζα παραμένει σταθερή και η αρχή διατήρησης στροφορμής μας δίνει:

			

MR22ζ2=MR12ζ1

,

			που είναι ισοδύναμη με την προηγούμενη σχέση, καθώς η διατομή είναι ανάλογη της ακτίνας στο τετράγωνο.

			Εάν, επιπλέον, χρησιμοποιήσουμε τη διατήρηση της μάζας για ασυμπίεστο ρευστό, έχουμε κατά τη μετατόπιση του κυλίνδρου: 

δℓ1δA1=ℓ2δA2

. Απαλείφοντας το λόγο των διατομών, από την εξίσωση διατήρησης στροφορμής, έχουμε:

			



ζ1ζ2=ℓ1ℓ2 . 





			Έτσι, έχουμε αύξηση του μήκους του στροβίλου, καθώς το σωματίδιο ρευστού κινείται κατά μήκος του σωλήνα, ενώ, ταυτόχρονα, περιστρέφεται γύρω από το διάνυσμα στροβιλισμού.

			[image: ]

			Σχήμα 8.8: Ένα κινούμενο δακτυλίδι στροβιλισμού. (α) Οι γραμμές στροβιλισμού, (β) Διατομή του δακτυλίου. 

			Ας θεωρήσουμε επίσης την κίνηση ενός δακτυλίου στροβιλισμού (Σχ. 8.8α). Ο δακτύλιος κινείται κάθετα στις γραμμές στροβιλισμού, με τις οποίες συνδέουμε και περιστροφική ροή, γύρω από τις γραμμές στροβιλισμού, όπως φαίνεται πιο καθαρά στο Σχ. 8.8β. Η ταχύτητα στο πάνω μέρος της διατομής είναι και η ταχύτητα, με την οποία κινείται ο δακτύλιος. Πάλι ο δακτύλιος μεταφέρει μαζί του τις γραμμές στροβιλισμού. Εάν, δε, αναφερόμαστε σε δακτυλίους καπνού στον αέρα, αυτοί διαρκούν αρκετή ώρα και διαχέονται, μόνο λόγω του ιξώδους .

			Στα παραπάνω παραδείγματα, θεωρήσαμε ότι ήδη υπάρχει στροβιλισμός στο σύστημα και, σύμφωνα με την εξίσωση στροβιλισμού, γνωρίζουμε πώς θα κινηθεί, ακολουθώντας το σωματίδιο. Πώς όμως εισάγεται ο στροβιλισμός αυτός στη ροή; Για αυτό πρέπει να πάρουμε υπόψη μας και το ιξώδες. Ας θεωρήσουμε αρχικά έναν κύλινδρο, βυθισμένο σε νερό, ακίνητο. Αρχικά, έχουμε μηδενικό στροβιλισμό παντού. Στη συνέχεια κινούμε τον κύλινδρο. Αμέσως, έχουμε την εμφάνιση στροβιλισμού στην επιφάνεια, λόγω των ιξωδικών δυνάμεων, ικανοποιώντας την οριακή συνθήκη μη ολίσθησης. Ο στροβιλισμός διαχέεται μακριά από την επιφάνεια, λόγω του ιξώδους στον όγκο του ρευστού και, ταυτόχρονα, μεταφέρεται από την κινούμενη επιφάνεια. Το αν ο στροβιλισμός, καθώς απομακρύνεται από το κινούμενο σώμα, θα διαχυθεί ή θα σχηματιστούν εντοπισμένοι στρόβιλοι, εξαρτάται από τις συνθήκες ροής.

			8.4 Πεδίο ταχύτητας από πηγές στροβιλισμού

			Όπως είδαμε στο κεφάλαιο 3, με το θεώρημα 

Helmholz

, εάν το πεδίο ταχύτητας μηδενίζεται στο άπειρο, τότε το πεδίο ταχύτητας οφείλεται σε πηγές απόκλισης ή στροβιλισμού. Στην περίπτωση που το ρευστό είναι ασυμπίεστο, τότε μηδενίζεται η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας 

∇→⋅u→=0

 και η γνώση των πηγών στροβιλισμού (όπου 

∇→×u→≠0

) ορίζει απόλυτα το πεδίο ταχύτητας. Ένα τέτοιο παράδειγμα είναι ο ελεύθερος στρόβιλος, στην περίπτωση του οποίου έχουμε σημειακή πηγή άπειρου στροβιλισμού, που χαρακτηρίζεται από την κυκλοφορία του.

			Όπως είδαμε στο κεφάλαιο αστρόβιλης ροής, η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας καθορίζει απόλυτα τη ροή. Στην περίπτωση, δε, που η ροή ήταν και ασυμπίεστη, τότε η ροή καθορίζεται από το δυναμικό ταχύτητας, που υπακούει στην εξίσωση 

Laplace

 και ορίζεται από τις οριακές συνθήκες, που μπορεί να περιλαμβάνουν και σημειακές πηγές απόκλισης. Για την περίπτωση, δε, που έχουμε μία κατανομή πηγών απόκλισης, η ροή δίνεται ως υπέρθεση από όλες τις πηγές.

			Τώρα, θα μελετήσουμε την περίπτωση, στην οποία μας δίνεται η κατανομή του στροβιλισμού του πεδίου ταχύτητας 

ζ→r→,t=∇→×u→

, για να εξάγουμε την ταχύτητα 

u→r→,t

. Εδώ, θα υποθέσουμε ότι το υγρό εκτείνεται στο άπειρο και το πεδίο στροβιλισμού ελαττώνεται στο μηδέν, καθώς 

r→∞

 ως 

ζ∼kr2+λ

 όπου 

k>0

 και EX[3613]

			8.4.1 Διανυσματικό δυναμικό ταχύτητας

			Εάν το πεδίο είναι μη αποκλίνον 

∇→⋅u→=0

, τότε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε:128

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=∇→×A→,





						
							
							(8.16)

						
					

				
			

			όπου 

A→r→,t

 είναι το διανυσματικό δυναμικό ταχύτητας. Είναι, δε, προφανές ότι η ταχύτητα 

u→

 δεν μεταβάλλεται, αν στο δυναμικό 

A→

 προσθέσουμε την κλίση οιασδήποτε βαθμωτής συνάρτησης X, δηλαδή 

A→→A→+∇→X.

 Αντίστροφα, όμως, αν γνωρίζουμε το πεδίο ταχύτητας, ο ορισμός του διανυσματικού δυναμικού δεν είναι μονοσήμαντος. Αυτό φυσικά δεν δημιουργεί πρόβλημα, διότι το 

A→

 είναι ένα βοηθητικό διάνυσμα και δεν είναι άμεσα παρατηρήσιμη ποσότητα. Συνήθως, επιβάλλονται κάποιες επιπλέον συνθήκες, ώστε να επιλέξουμε μία από τις πιθανές λύσεις. Η πιο συχνή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→⋅A→=0,





						
							
							(8.17)

						
					

				
			

			η οποία στην ηλεκτροδυναμική ονομάζεται συνθήκη μετασχηματισμού (βαθμίδας) 

Coulomb

. Αυτό πάντα μπορεί να ικανοποιηθεί, με την κατάλληλη επιλογή της αυθαίρετης συνάρτησης X.

			Στόχος μας είναι, να εξάγουμε το διανυσματικό δυναμικό από την κατανομή στροβιλισμού 

ζ→r→,t

. Αντικαθιστούμε για το πεδίο ταχύτητας, από την (8.16), στη σχέση για τον στροβιλισμό του και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→≡∇→×u→=∇→×∇→×A→.





						
							
							(8.18)

						
					

				
			

			Εάν, δε, χρησιμοποιήσουμε τη διανυσματική σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→×∇→×A→=∇→∇→⋅A→-∇2A→





						
							
					

				
			

			και τον περιορισμό (8.17), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2A→=-ζ→,





						
							
							(8.19)

						
					

				
			

			που είναι ισοδύναμη με τρεις εξισώσεις 

Poisson

, για τις τρεις συνιστώσες του 

A→

. Έτσι, για την 

x1

 -συνιστώσα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1r→=14π∫V∞ζ1r′→r→-r′→dr′→,





						
							
							(8.20)

						
					

				
			

			όπου, το ολοκλήρωμα γίνεται σε όλον τον όγκο του υγρού, με αντίστοιχες σχέσεις για τις άλλες δύο συνιστώσες, ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A→r→=14π∫V∞ζ→r′→r→-r′→dr′→.





						
							
							(8.21)

						
					

				
			

			Είναι εύκολο να δείξει κανείς, ότι η (8.21) ικανοποιεί τον περιορισμό 

∇→⋅A→=0

, καθότι

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→r→⋅A→r→=14π∫V∞∇→r→⋅ζ→r′→r→-r′→dr′→=-14π∫V∞∇→r′→⋅ζ→r′→r→-r′→dr′→,





						
							
							(8.22)

						
					

				
			

			όπου ο δείκτης στο 

∇→r→

 (ή 

∇→r→′

) δηλώνει την παραγώγιση ως προς 

r→

 (ή 

r′→

) αντίστοιχα και μετατρέψαμε την 

∇→r

 σε 

∇→r′

, χρησιμοποιώντας ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→r→1r→-r′→=-∇→r→′1r→-r′→





						
							
							(8.23)

						
					

				
			

			και το γεγονός ότι 

∇→⋅ζ→=0

. Ας θεωρήσουμε τον άπειρο όγκο 

V∞

, ως το όριο ενός όγκου 

V0

, με ακτίνα 

R0

, όταν 

R→∞

. Τότε, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇→r→⋅A→=-limR0→∞14π⁡∫V0∇→r→•ζ→r′→r→-r′→dr→′=-limR0→∞14π⁡∫S0ζnr′→r→-r′→dS′,





						
							
							(8.24)

						
					

				
			

			όπου μετατρέψαμε το ολοκλήρωμα στον όγκο 

V0

 σε επιφανειακό ολοκλήρωμα, στην επιφάνεια 

S0

 που περικλείει τον όγκο 

V0

, χρησιμοποιώντας το θεώρημα 

Gauss

. Στην (8.24), 

ζn

 είναι η προβολή του στροβιλισμού κάθετη στην περιβάλλουσα επιφάνεια 

S0

, δηλαδή 

ζ→⋅dS′→≡ζndS′

. Στην εφαρμογή του παραπάνω θεωρήματος, μπορούμε να έχουμε και επιφάνειες, στις οποίες το διάνυσμα στροβιλισμού είναι ασυνεχές, αρκεί η κάθετη συνιστώσα 

ζn

 να είναι συνεχής129.

			Εάν τώρα πάρουμε το όριο 

R0→∞

, τότε λόγω της συμπεριφοράς στο άπειρο του 

ζ→<kr2+λ

 πάνω στην 

S0

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



limR0→∞⁡∫S0ζnr′→r→-r→′dS′=0





						
							
							(8.25)

						
					

				
			

			και, επομένως, δείξαμε ότι ισχύει η υπόθεση 

∇→⋅A→=0

. Όλες οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν, αν θεωρήσουμε ότι ο στροβιλισμός 

Όλ

 περιορίζεται σε ένα όγκο 

V*

, που περικλείεται από την επιφάνεια 

S*

, εάν ταυτόχρονα υποθέσουμε ότι, δια μέσω της 

S*

, έχουμε συνέχεια της κάθετης στην επιφάνεια συνιστώσας του στροβιλισμού. Έτσι, επειδή έξω από την 

S*

 έχουμε 

ζ→=0

, λόγω της συνέχειας, θα έχουμε και 

ζn=0

, στην επιφάνεια 

S*

. Στην περίπτωση αυτή δε, επειδή ο στροβιλισμός εκτός 

S*

 είναι μηδέν, έχουμε ότι το επιφανειακό ολοκλήρωμα στην 

S*

 είναι ίσο και αντίθετο με αυτό στην άπειρη επιφάνεια 

S∞

, και επομένως, πάλι ισχύει ότι: 

∇→⋅A→=0

. Ταυτόχρονα, το ολοκλήρωμα στην (8.21), μπορεί να περιοριστεί μόνο στον όγκο, όπου έχουμε μη μηδενικό στροβιλισμό.

			Από την (8.16) και (8.21), μπορούμε να γράψουμε το πεδίο ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→r′→=∇→r→×14π∫V∞ζ→r→-r→′dr→′=14π∫V∞∇→r→1r→-r→′×ζ→r′→dr′→=14π∫V∞ζ→r′→×n^r→-r′→2dr→′,





						
							
							(8.26)

						
					

				
			

			όπου 

n^=R→/|R→|

 με 

R→=r→-r′→

 είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στην κατεύθυνση που ενώνει την πηγή στο 

r′→

 του πεδίου ταχύτητας ροής (που στην προκειμένη περίπτωση είναι ο στροβιλισμός) με το σημείο 

r→

, όπου υπολογίζεται η επίδραση της πηγής, ενώ η ολοκλήρωση γίνεται για όλον τον όγκο, όπου έχουμε πηγές. Στο Σχ. 8.9, παρουσιάζουμε ένα βοηθητικό διάγραμμα, για τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων στην (8.26). Ακόμη και για την περίπτωση γραμμής στροβιλισμού στο επίπεδο, το ολοκλήρωμα είναι αρκετά πολύπλοκο και μόνο για συμμετρικές κατανομές στροβιλισμού γίνεται αναλυτικά. Στην (8.26), χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι το 

∇→r→×ζ→r′→=0

 και τη διανυσματική σχέση:

			



∇→×fζ→=∇→f×ζ→+f∇→×ζ→.





			 [image: ]

			Σχήμα 8.9: Διάγραμμα για το ολοκλήρωμα στον υπολογισμό του πεδίου ταχύτητας από τον στροβιλισμό. 

			Από την (8.26), βλέπουμε ότι το πεδίο ταχύτητας έχει συνεισφορά από κάθε σημείο του ρευστού με μη μηδενικό στροβιλισμό. Είναι το διανυσματικό άθροισμα όλων των σημείων και η μέγιστη συνεισφορά είναι στη συνιστώσα της ταχύτητας κάθετης στον στρόβιλο, ενώ δεν συνεισφέρει στην ταχύτητα παράλληλα στον στρόβιλο.

			Εάν o στροβιλισμός είναι περιορισμένος στον χώρο και ενδιαφερόμαστε για το πεδίο ταχύτητας αρκετά έξω από αυτή την περιοχή, τότε μπορούμε, όπως και για το μαγνητικό πεδίο, να ορίσουμε το δίπολο στροβιλισμού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



m→=∫r→′×ζ→dr→′





						
							
							(8.27)

						
					

				
			

			και η ποσότητα στο ολοκλήρωμα είναι η πυκνότητα διπολικής ροπής στροβιλισμού, το αντίστοιχο της μαγνήτισης για ρεύματα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



M→=r→×J→.





						
							
							(8.28)

						
					

				
			

			Το αντίστοιχο διανυσματικό δυναμικό, για το δίπολο στροβιλισμού, δίνεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A→r′→=m→×r→|r→|3





						
							
							(8.29)

						
					

				
			

			και το πεδίο ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→r′→≈3e^re^r⋅m→-m→|r→|3 ,





						
							
							(8.30)

						
					

				
			

			όπου 

e^r

 είναι μοναδιαίο διάνυσμα στην κατεύθυνση 

r→

. Και αυτή η σχέση ισχύει μακριά από το δίπολο και έξω από την περιοχή στροβιλισμού.

			Οι παραπάνω σχέσεις βγαίνουν εύκολα, αν αρχίσουμε από το ολοκλήρωμα του διανυσματικού δυναμικού, στην (8.26) και αναπτύξουμε τον παρονομαστή για 

r>>r′

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1r→-r′→≈1|r→|+r→⋅r→′|r→|3+⋯ ,





						
							
							(8.31)

						
					

				
			

			όπου κρατήσαμε μόνο τους δύο πρώτους όρους. Οι υπόλοιποι όροι περιλαμβάνουν πολύπλοκες γωνιακές συναρτήσεις130 Ο πρώτος όρος δεν δίνει συνεισφορά στο ολοκλήρωμα, διότι 

∇→⋅ζ→=0

. O δεύτερος όρος, μετά από κάποιες πράξεις, δίνει το αποτέλεσμα που αναφέραμε.

			8.5 Δισδιάστατη ροή και μονοαξονικός στροβιλισμός.

			Εν γένει, ο υπολογισμός του πεδίου ταχύτητας, για τρισδιάστατη κατανομή στροβιλισμού, είναι ένα πολύπλοκο υπολογιστικό πρόβλημα. Εάν όμως έχουμε δισδιάστατη ροή, ο στροβιλισμός είναι μονοαξονικός ενώ, για συμμετρική κατανομή του στροβιλισμού, τα ολοκληρώματα είναι σχετικά εύκολα. Στη συνέχεια λοιπόν, θα παρουσιάσουμε μερικά τέτοια παραδείγματα. Στόχος μας είναι, να δούμε τη μέθοδο στην πράξη αλλά και να αντλήσουμε από τα αντίστοιχα προβλήματα κατανομής ρευμάτων, στον υπολογισμό του μαγνητικού πεδίου.

			Φυσικά, το πιο απλό παράδειγμα, είναι αυτό του ευθύγραμμου στροβίλου, όπου ο στροβιλισμός μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→=KδR→e^z





						
							
							(8.32)

						
					

				
			

			και, από την (8.26), εύκολα βρίσκουμε το πεδίο ταχύτητας. Με χρήση της γεωμετρίας του Σχ. 8.10 και τον νόμο 

Biot-Savard

 με περιστροφική συμμετρία, έχουμε μόνο εφαπτομενική συνιστώσα, ίση με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕR=K4π∫-∞+∞ssinθs3dz′=K2πR ,





						
							
							(8.33)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε131 (δες Σχ. 8.10) ότι: 

s=r→-r′→=R2+(z-z′)2

,

 sinθ=R/s

 και 

ζ→⋅n^∼ζsinθ

. Το πεδίο ταχύτητας είναι ανεξάρτητο του 

z

, λόγω συμμετρίας, για άπειρο μήκος στροβίλου. Έτσι, η ροή είναι δισδιάστατη και η πηγή αναφέρεται συχνά ως σημειακή. Για να αποφύγουμε τον απειρισμό του στροβιλισμού στον άξονα, μπορούμε να θεωρήσουμε το μοντέλο 

Rankine

 του ελεύθερου στροβίλου.

			[image: ]

			Σχήμα 8.10: Γεωμετρία για την ολοκλήρωση κατά μήκος της γραμμής στροβιλισμού. 

			8.5.1 Ελεύθερος στρόβιλος με πυρήνα (Μοντέλο Rankine)

			Στο παράδειγμα ενός ελεύθερου ιδανικού στροβίλου, ο στροβιλισμός είναι παντού μηδενικός, εκτός από την ευθεία στο 

R→=0

. Ο μηδενισμός του στροβιλισμού για την καθαρά κυκλική ροή, οφείλεται στην εξάρτηση της εφαπτομενικής συνιστώσας της ταχύτητας 

uϕR

, αντιστρόφως ανάλογα από την απόσταση 

R

 από τον άξονα του στροβίλου. Όμως, αυτή ακριβώς η εξάρτηση δημιουργεί προβλήματα στο σημείο 

R→=0

, όπου ο στροβιλισμός δεν ορίζεται. Για να αποφύγουμε αυτή τη δυσκολία, θα προσπαθήσουμε να εξετάσουμε την περίπτωση, στην οποία ο πυρήνας του στροβίλου, δηλαδή η περιοχή όπου ο στροβιλισμός δεν μηδενίζεται, είναι πεπερασμένος κύλινδρος με ακτίνα 

a

. Για την ακριβή μορφή του πεδίου ταχύτητας μπορεί να πάρουμε μία ιδέα, αν παρατηρήσουμε ένα ατμοσφαιρικό στρόβιλο (υποθέτοντας ότι η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας είναι αμελητέα). Εκεί βλέπουμε ότι υπάρχει ένας πυρήνας ακτίνας 

a

, ο οποίος περιστρέφεται σχεδόν σαν στερεό σώμα, με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, ενώ, για μεγαλύτερες ακτίνες, γρήγορα τείνει στον ελεύθερο στρόβιλο χωρίς πυρήνα.

			[image: ]

			Σχήμα 8.11: Στρόβιλος 

Rankine

. Ακτινική κατανομή της ταχύτητας και του στροβιλισμού. 

			Έτσι, λοιπόν, ο 

Rankine

 διατύπωσε το παρακάτω μοντέλο (δες Σχ. 8.11)

			
				
					
					
				
				
					
							
							



uϕ=K32πR  ,   R>a,





						
							
					

					
							
							



=ω0R=K3R2πa2  ,   R<a,





						
							
							(8.34)

						
					

				
			

			όπου διαλέξαμε τη γωνιακή ταχύτητα 

ω0=K3/2πa2

 του πυρήνα, ώστε να έχουμε συνέχεια της ταχύτητας στην επιφάνεια 

R=a

. Η σταθερά 

K3

 είναι η κυκλοφορία για μια κυκλική τροχιά με ακτίνα 

R>a

 και είναι ανεξάρτητη της ακτίνας, όπως θα περιμέναμε, αφού, για 

R>a

, ισχύει η ίδια ταχύτητα, όπως και για το σημειακό στρόβιλο. Για κυκλικές τροχιές, στο εσωτερικό του πυρήνα, η κυκλοφορία εξαρτάται από την ακτίνα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



K=∮CRu→⋅dl→=∫02πuϕRdϕ=∫02πω0RRdϕ=2πω0R2,   R<a





						
							
							(8.35)

						
					

				
			

			και έξω από τον πυρήνα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



K=∫02πω0a2RRdϕ=2πω0a2≡K3 ,    R>a.





						
							
							(8.36)

						
					

				
			

			Προσέξτε ότι, παρόλο που ο στροβιλισμός μηδενίζεται για 

R>a

, έχουμε πεπερασμένη κυκλοφορία για κυκλική τροχιά, που περικλείει τον κύλινδρο ακτίνας 

a

. Αυτό είναι κατανοητό, διότι, αν χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα 

Stokes

 για να μετατρέψουμε το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα της ταχύτητας στην (9) σε επιφανειακό για τον στροβιλισμό, τότε η κυκλική επιφάνεια περιλαμβάνει και περιοχές όπου: 

ζ→≠0

, (στην πραγματικότητα 

ζ→=2ω0=

 σταθερά σε όλο τον πυρήνα). Έτσι, λοιπόν, το αποτέλεσμα για την κυκλοφορία ήταν αναμενόμενο, δηλαδή για 

R<a   K=2ω0πR2

, όπου 

πR2

 η επιφάνεια εντός του κύκλου 

CR

. Όλη η συνεισφορά στην κυκλοφορία προέρχεται από τον πυρήνα του στροβίλου και κάθε διαδρομή, που δεν διέρχεται από τον πυρήνα, δίνει μηδενική κυκλοφορία.

			Από το μοντέλο του 

Rankine

, μπορούμε εύκολα να μεταβούμε στο μοντέλο του ευθύγραμμου στροβίλου, αν πάρουμε τα όρια 

a→0

 και 

ω0→∞

 αλλά 

2πω0a2=K=

 σταθερά. Στο μοντέλο 

Rankine

, αποφύγαμε τον απειρισμό της ταχύτητας στο 

R→=0

. Παρόλα αυτά, δεν είναι απόλυτα ικανοποιητικό, διότι έχουμε ασυνέχεια στο 

R=a

 για τον στροβιλισμό, που είναι παρατηρήσιμη ποσότητα. Αυτό αντικατοπτρίζεται και ως ασυνέχεια, στην πρώτη παράγωγο του 

uϕ

 ως προς 

R

 (Σχ. 8.11).

			Για τον υπολογισμό της πίεσης για το εξωτερικό μέρος 

R>a

, χρησιμοποιούμε το θεώρημα 

Bernoulli

, με 

PR→∞ε

:

			



P=-12ρK2πR2,  R>a.





			Στον πυρήνα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση 

Euler

 για διατήρηση ορμής, για τον υπολογισμό της ακτινικής βαθμίδας πίεσης. Στη συνέχεια, ολοκληρώνουμε ως προς την ακτίνα και η σταθερά που προκύπτει, υπολογίζεται, εξισώνοντας με την εξωτερική πίεση στην ακτίνα 

a

. Έτσι:

			



dPdR=-ρaR=ρω02R





			και με ολοκλήρωση:132

			



P=12ρK2πa22R2+C,  R<a,





			με:

			



C=-ρK2πa2.





			Ένα επιπλέον αποτέλεσμα της κατανομής του στροβιλισμού, σε μία κυκλική επιφάνεια ακτίνας 

a

, είναι ότι και η πίεση στον άξονα 

R=0

 είναι πεπερασμένη και ίση με:

			



PR=0=-ρK2πa2,





			σε σχέση με την πίεση στο άπειρο. Η μέγιστη βαθμίδα πίεσης είναι στην επιφάνεια του πυρήνα του στροβίλου (

R=a

) και αυξάνει ανάλογα της κυκλοφορίας και αντιστρόφως ανάλογα της ακτίνας του πυρήνα. Αυτό σημαίνει ότι, αν στην περιφέρεια του πυρήνα, υπάρχει έστω και μικρή ακτινική συνιστώσα της ταχύτητας, αυτή τοπικά θα ενισχυθεί και θα έχουμε επιτάχυνση ρευστών σωματιδίων προς τον άξονα. Έτσι, έχει ενδιαφέρον να δούμε τον συνδυασμό ακτινικής ροής και ελεύθερου στροβίλου.

			Λόγω του ιξώδους, περιμένουμε ότι η ασυνέχεια του στροβιλισμού εξομαλύνεται, ενώ περιμένουμε και διάχυση του στροβιλισμού σε μεγαλύτερες ακτίνες. Από την εξίσωση διάχυσης στροβιλισμού, περιμένουμε ότι η ακτίνα 

a

 μεταβάλλεται με τον χρόνο, ως 

at≈22νt

. Για το νερό, 

ν=10-6m2/sec

 και χρειάζεται 1 λεπτό για να γίνει η ακτίνα περίπου 

1cm

. Στον αέρα, έχουμε 

ν≈15×10-6m2/sec

 και χρειάζεται 10 ώρες για να γίνει η ακτίνα 

1m

. Έτσι, η διάχυση του στροβιλισμού είναι μια αργή διαδικασία και μπορεί συχνά να παραλειφθεί, ιδιαίτερα όταν υπάρχουν έντονα φαινόμενα τεντώματος των γραμμών στροβιλισμού, όπως συμβαίνει π.χ. στον ανεμοστρόβιλο.

			Επειδή η διάχυση είναι πολύ αργή, ο ολικός όγκος του πυρήνα ενός ανεμοστρόβιλου παραμένει σταθερός. Έτσι, αν το ύψος του 

L

 αυξηθεί κατά τη χρονική εξέλιξη, τότε η ακτίνα 

a

 μειώνεται, έτσι ώστε το γινόμενο 

La2=σταθερά

. Η σχετική μεταβολή τους δίνεται από τη σχέση 

da/dL=-a/2L

. Επειδή, όμως, και ο ολικός στροβιλισμός (δηλαδή η κυκλοφορία) παραμένει σταθερός, έχουμε 

ω0a2=σταθερά

, που σημαίνει ότι η γωνιακή ταχύτητα 

ω0

 μεταβάλλεται ανάλογα με το 

L

 και, αντίστοιχα, η κινητική ενέργεια του στροβίλου. Το έργο που απαιτείται, είναι αυτό που γίνεται από την πίεση, για να έχουμε επιμήκυνση κατά 

L

. Εδώ, πρέπει να αφαιρέσουμε και το έργο που γίνεται από την ατμοσφαιρική πίεση στο πάνω άκρο. Αλλά, η πίεση που υπολογίζουμε είναι σε σχέση με την ατμοσφαιρική και επομένως, αυτό συνυπολογίζεται.

			Έχοντας υπολογίσει την πίεση, η ολική δύναμη που ασκείται στην επαφή με το έδαφος είναι:

			



∫0RmP2πRdR=ρK24π34+lnRma,





			όπου 

Rm

 είναι η μέγιστη εξωτερική ακτίνα. Αυτό επιβάλλεται, διότι αλλιώς η δύναμη απειρίζεται αλλά και διότι συχνά επιβάλλεται από οριακές συνθήκες.

			Το ίδιο αποτέλεσμα θα βρούμε, αν υπολογίσουμε την κινητική ενέργεια στον στρόβιλο μήκους 

L

 και στη συνέχεια παραγωγίσουμε ως προς το μήκος 

L

. H κινητική ενέργεια, για μήκος 

L

, είναι:

			



12ρ∫0Rmuϕ22πRdR=ρK2L4π14+lnRma,





			όπου πάλι βάζουμε μέγιστη ακτίνα. Με παραγώγιση, ως προς 

L

 και αφού λάβουμε υπόψη μας ότι ταυτόχρονα η ακτίνα 

a

 μεταβάλλεται, όπως και η γωνιακή ταχύτητα 

ω0

, ενώ η κυκλοφορία 

K

 παραμένει σταθερή, έχουμε τη δύναμη, που υπολογίσαμε προηγουμένως.

			8.6 Aξοσυμμετρική ροή

			Για ασυμπίεστη ροή σε δύο διαστάσεις, η συνάρτηση ροής εξασφαλίζει ότι μηδενίζεται η απόκλιση του πεδίου ταχύτητας. Για αξοσυμμετρική ροή, έχουμε περιστροφική συμμετρία, ως προς 

ϕ

. Στην περίπτωση αυτή, η ταχύτητα συνδέεται με τη συνάρτηση ρεύματος 

Stokes

 

ΨR,z

, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→=-1R∂Ψ∂z,0,1R∂Ψ∂R.





						
							
							(8.37)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις αυτές θα μπορούσαν να γραφούν και ως:

			



u→=∇→×ΨRe^ϕ.





			Η εισαγωγή του παράγοντα 

1R

 για κυλινδρικές συντεταγμένες δείχνει ότι θέλουμε η συνάρτηση ροής να είναι σταθερή στις γραμμές ροής, όπως συμβαίνει και στις καρτεσιανές συντεταγμένες.

			Ο στροβιλισμός σε κυλινδρικές συντεταγμένες δίνεται από την ορίζουσα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→=1Re^RRe^ϕk^∂/∂R∂/∂ϕ∂/∂zuRRuϕuz=-1R∂2Ψ∂z2+∂∂R1R∂ψ∂Re^ϕ,





						
							
							(8.38)

						
					

				
			

			το οποίο γράφεται εν συντομία:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→=-1RΔ02Ψe^ϕ,





						
							
							(8.39)

						
					

				
			

			όπου ο τελεστής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δ02=∂2∂z2+R∂∂R1R∂∂R





						
							
							(8.40)

						
					

				
			

			διαφέρει από την Λαπλασιανή. Και στην περίπτωση αυτή, στην οποία η ροή είναι πάνω σε επίπεδο, που διέρχεται από τον 

z

 -άξονα, ο στροβιλισμός είναι κάθετος στο επίπεδο, δηλαδή στην 

e^ϕ

 -κατεύθυνση.

			Για μία αξοσυμμετρική ροή, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε και σφαιρικές συντεταγμένες, με 

Ψr,θ

, ώστε:

			



u→r,θ=∇→×Ψrsinθe^ϕ,





			με συνιστώσες:

			



ur=1r2sinθ∂Ψ∂θ,  uθ=-1rsinθ∂Ψ∂r .





			Με την επιλογή αυτή, μπορούμε να δείξουμε ότι η συνάρτηση 

Ψ

 είναι σταθερή κατά μήκος των γραμμών ροής. Όντως:

			



u→⋅∇→Ψ=ur∂Ψ∂r+uθr∂Ψ∂θ=0.





			8.7 Μόνιμος στρόβιλος Burgers. 

			Ο στρόβιλος 

Rankine

 είναι μία βελτίωση, ως προς τη μόνιμη ροή ενός ελεύθερου στροβίλου (σε δύο διαστάσεις), καθότι με την κατανομή του στροβιλισμού, αποφεύγουμε αφύσικους απειρισμούς. Το μειονέκτημά του είναι, ότι έχουμε ασυνέχεια στον στροβιλισμό. Φυσικά, είναι κατανοητό, ότι η ύπαρξη ιξώδους θα εξομαλύνει την ασυνέχεια του στροβιλισμού (δές 6.12). Αυτό, όμως, δημιουργεί ένα σοβαρότερο πρόβλημα. Το ιξώδες οδηγεί και σε διάχυση του στροβιλισμού, ώστε πολύ γρήγορα ο στρόβιλος εξασθενεί και η ροή μας δεν είναι μόνιμη. Αυτό λοιπόν που μας ενδιαφέρει, είναι να βρούμε ένα μηχανισμό ενίσχυσης του στροβιλισμού στον πυρήνα, ώστε να εξισορροπήσουμε τη διάχυσή του. Τέτοιο μηχανισμό είδαμε, όταν συζητήσαμε την εξίσωση διατήρησης του στροβιλισμού. Είδαμε ότι οι αδρανειακοί όροι μεταφοράς, οι οποίοι δεν υπάρχουν, λόγω συμμετρίας, στο μοντέλο 

Rankine

, μπορούν να οδηγήσουν σε «τέντωμα» των γραμμών στροβιλισμού. Ταυτόχρονα, οδηγούν και σε στροφή των γραμμών στροβιλισμού και κατά συνέπεια σε μετατόπιση του στροβίλου. Και τα δύο αυτά χαρακτηριστικά είναι επιθυμητά, για την κατασκευή ενός απλού μοντέλου ανεμοστρόβιλου. Έχει λοιπόν ενδιαφέρον να δούμε, αν μπορούμε να συνδυάσουμε πρώτα το τέντωμα των γραμμών στροβιλισμού με τη διάχυση, ώστε να έχουμε μόνιμη ροή.

			[image: ]

			Σχήμα 8.12: (α) Στρόβιλος 

Burgers

. (β) Μεταβολή της εφαπτομενικής ταχύτητας 

uϕR

. 

			Υπάρχει ένα τέτοιο παράδειγμα που είναι ακριβής λύση της εξίσωσης 

Navier-Stokes

, γνωστή ως στρόβιλος 

Burgers

, που περιλαμβάνει και τα τρία φαινόμενα. Αυτό γίνεται με πρόσθεση ακτινικής συνιστώσας (

uR

) της ταχύτητας προς τον άξονα του στροβίλου. Εάν όμως επιθυμούμε να έχουμε ασυμπίεστη ροή και να διατηρήσουμε τη συμμετρία ως προς τη γωνία 

ϕ

, θα πρέπει να έχει διέξοδο στην 

z-

 κατεύθυνση (δες Σχ. 8.12α). Μια και η εφαπτομενική ταχύτητα 

uϕR

 δεν συνεισφέρει στην αύξηση όγκου, οι δύο συνιστώσες 

uR

 και 

uz

 ικανοποιούν την εξίσωση συνέχειας:

			



1R∂∂RRuR+∂uz∂z=0.





			Μία πιθανή λύση για τις δύο συνιστώσες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uR=-12αR,  uz=αz,





						
							
							(8.41)

						
					

				
			

			όπου 

α

 μία σταθερά. Λόγω της επιλογής για 

uR

 και 

uz

 αλλά και της κυλινδρικής συμμετρίας, έχουμε μόνο 

z

 -συνιστώσα στροβιλισμού, και 

ζ→=ζzRe^z

. Ο όρος που μας ενδιαφέρει στην εξίσωση στροβιλισμού 

u→⋅∇→ζ→

 απλοποιείται ως 

uR∂ζz∂Re^z

 και οδηγεί σε μετατόπιση των γραμμών στροβιλισμού προς τον άξονα. Η 

z-

 συνιστώσα της ταχύτητας, με τον όρο 

ζ→⋅∇→u→=ζz∂uz∂ze^z

, τείνει να επιμηκύνει τις γραμμές στροβιλισμού. Και οι δύο όροι έχουν ως αποτέλεσμα την ενίσχυση του στροβιλισμού κοντά στον πυρήνα και σε αυτό βοήθησε η κατάλληλη επιλογή της εξάρτησης του πεδίου ταχύτητας και στροβιλισμού από τις συντεταγμένες. Η σταθερότητα της λύσης αυτής για μεγάλο εύρος παραμέτρων παραμένει ανοικτό πρόβλημα, ιδιαίτερα αν οι διακυμάνσεις (γραμμική σταθερότητα) είναι σε τρεις διαστάσεις. Για ακτινικές διακυμάνσεις, ο στρόβιλος είναι σταθερός. Έχουμε λοιπόν, για το πεδίο ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→R,z=-12αRe^R+uϕRe^ϕ+αze^z.





						
							
							(8.42)

						
					

				
			

			Φυσικά, απομένει να βρούμε την εφαπτομενική ταχύτητα από την εξίσωση διατήρησης ορμής ή ισοδύναμα, μπορούμε να βρούμε τον στροβιλισμό 

ζzR

 από την εξίσωση διατήρησης στροβιλισμού. Τα δύο συνδέονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζzR=1RddRRuϕ





						
							
							(8.43)

						
					

				
			

			και από την εξίσωση στροβιλισμού για το μόνιμο πεδίο (8.9) έχουμε για την 

z-

 συνιστώσα:

			



-uR∂ζz∂R+ζz∂uz∂z+ν∇2ζz=0





			και με αντικατάσταση για τις συνιστώσες 

uR

 και 

uz

 έχουμε:

			



12αR∂ζz∂R+αζz+ν1R∂∂RR∂ζz∂R=0.





			Με πολλαπλασιασμό  με 

R

 και με συνδυασμό των δύο πρώτων όρων σε κοινό διαφορικό ( η επιλογή για τις συνιστώσες 

uR

 και 

uz

 βοήθησε πάλι ώστε να βρούμε αναλυτικές λύσεις), έχουμε:

			



αddR12R2ζz+νddRR∂ζz∂R=0,





			ή με ολοκλήρωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α2Rζz+ν∂ζz∂R=0,





						
							
							(8.44)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά ολοκλήρωσης μηδενίστηκε, λόγω της οριακής συνθήκης για τον στροβιλισμό στο άπειρο. Εδώ, υποθέτουμε ότι η εφαπτομενική ταχύτητα στο άπειρο πέφτει τουλάχιστον ως 

1R

, ενώ και η ακτινική ταχύτητα δεν συνεισφέρει στον στροβιλισμό στο άπειρο. Ταυτόχρονα, λόγω της συγκέντρωσης των γραμμών στροβιλισμού προς τον άξονα, έχουμε γρήγορη πτώση στο άπειρο. Με ολοκλήρωση της (8.44), έχουμε για τον στροβιλισμό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ→R=αΓ4πνe-αR2/4νe^z,





						
							
							(8.45)

						
					

				
			

			ενώ, εύκολα υπολογίζεται ότι η σταθερά ολοκλήρωσης 

Γ

, είναι η ολική ροή στροβιλισμού, μέσω ενός άπειρου επιπέδου κάθετου στον άξονα, δηλαδή:

			



∫Sζ→⋅dS→=2π∫0∞ζzRdR=∫0∞αΓ4πνe-αR2/4νRdR=Γ,





			αλλά, από την (8.45) φαίνεται ότι ο στροβιλισμός είναι συγκεντρωμένος σε μία ακτίνα:

			



R0=4να.





			Από τις (8.43), (8.45) και με ολοκλήρωση, έχουμε, για την εφαπτομενική συνιστώσα της ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



uϕR=Γ2πR1-e-αR2/4ν,





						
							
							(8.46)

						
					

				
			

			με μέγιστο στο 

R=1.124ν/α

, όπως φαίνεται στο Σχ. 8.12β.

			Ο υπολογισμός της πίεσης έχει αρκετές πράξεις, γιατί πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση 

Navier-Stokes

. Περιμένουμε να είναι ανεξάρτητη της γωνίας 

ϕ

 και μπορεί να γραφεί ως 

PR,z=FR+Gz

. H εξάρτηση από το ύψος είναι:

			



Gz=-12ραz2





			και η αντίστοιχη δύναμη ανά μονάδα μάζας είναι προς τα πάνω (για 

z>0

) και αυξάνει με το ύψος. Η βαθμίδα της πίεσης στην ακτινική κατεύθυνση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂P∂R=-ρ14α2R-uϕ2R=-ρα214-Γ8πν2RR≪R0,-ρα214RR→∞.,





						
							
							(8.47)

						
					

				
			

			όπου δώσαμε αναλυτικά μόνο τα όρια κοντά στον άξονα και στο άπειρο. Έτσι, κοντά στον άξονα, οι δυνάμεις είναι προς τον άξονα, εφόσον η κυκλοφορία είναι αρκετά ισχυρή και έχουμε ακτινική ροή. Μακριά, έχουμε δυνάμεις προς τα έξω, λόγω της ακτινικής ροής στο άπειρο. Η συνάρτηση 

FR

 δίνεται με τη μορφή ολοκληρώματος και μπορούμε να δώσουμε την κατανομή της πίεσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR,z=P0+ρ∫0Ruϕ2R′dR′-12ρα2R24+z2.





						
							
							(8.48)

						
					

				
			

			Για να συνοψίσουμε, να τονίσουμε ότι η λύση είναι μόνιμη, παρόλο που έχουμε ιξώδες και διατηρείται επ’ άπειρον. Μάλιστα, αν δεν είχαμε ιξώδες, η ακτινική ροή οδηγεί σε συνεχή αύξηση του στροβιλισμού και η ροή μας δεν είναι μόνιμη, οπότε πρέπει να έχουμε και την τοπική μεταβολή με τον χρόνο του στροβιλισμού. Από τους τρεις όρους στην εξίσωση στροβιλισμού, ο πρώτος μας δίνει μεταφορά των γραμμών στροβιλισμού προς τον άξονα. Για να γίνει αυτό, απαιτείται ακτινική βαθμίδα του στροβιλισμού. Ο όρος αυτός, μας δίνει μέγιστο ρυθμό αύξησης του στροβιλισμού στην ακτίνα 

R0

, ενώ μηδενίζεται στον άξονα και στο άπειρο. Ο δεύτερος όρος είναι η επιμήκυνση των γραμμών στροβιλισμού και απαιτείται βαθμίδα της ταχύτητας στην 

z-

 κατεύθυνση και έχει τη μέγιστη τιμή στον άξονα. Το άθροισμα των δύο όρων αντισταθμίζει τη διάχυση. Όλοι οι όροι πέφτουν γρήγορα στο άπειρο, αλλά αυτό επετεύχθη, εισάγοντας ακτινική ροή με απειρισμό της ταχύτητας για 

R→∞

. Αυτό όμως, εύκολα διορθώνεται, αν υποθέσουμε ότι η ακτινική ροή αρχίζει από μία κυλινδρική επιφάνεια πεπερασμένης ακτίνας 

a≫R0

 και ταχύτητα στην επιφάνεια 

uRa=-12αa

. Αυτό θα μπορούσε να επιτευχθεί και από μία πιο πολύπλοκη ροή, η οποία όμως κοντά στον στρόβιλο γίνεται ακτινική και ελαττώνεται. Λόγω της γρήγορης πτώσης του στροβιλισμού, περιμένουμε ότι η σύζευξη της πολύπλοκης ροής, μακριά από τον στρόβιλο, με τον στρόβιλο είναι αμελητέα. Κάτι τέτοιο συμβαίνει και στην περίπτωση ενός ανεμοστρόβιλου, στην οποία η ισχυρή βαθμίδα πίεσης κοντά στον άξονα δίνει σημαντική ακτινική επιτάχυνση, ώστε να έχουμε σημαντική ακτινική ταχύτητα κοντά στον ανεμοστρόβιλο. Στο επόμενο κεφάλαιο, θα αναφερθούμε στα κύρια χαρακτηριστικά του ανεμοστρόβιλου. Εκεί, θα δούμε μία άλλη αδυναμία του στροβίλου 

Burgers

. Μία ιδιαιτερότητα του στροβίλου 

Burgers

 είναι ότι, η ακτίνα του στροβίλου συνδέεται με την δευτερεύουσα ακτινική ροή (μέσω του 

α

), ενώ το πλάτος της εφαπτομενικής ταχύτητας, μακριά από τον πυρήνα του στροβίλου, εξαρτάται μόνο από την κυκλοφορία 

Γ

. Όταν όμως έχουμε περιστροφή του ρευστού ανάμεσα σε δύο επίπεδα, όπως συμβαίνει και στην ατμόσφαιρα, τότε έχουμε σύζευξη των δύο και το πρόβλημα γίνεται αρκετά πιο σύνθετο, ώστε να ξεφεύγει αναλυτικής αντιμετώπισης. Εντούτοις, το παρόν μοντέλο είναι πολύ χρήσιμο για την ποιοτική περιγραφή του φαινομένου του ανεμοστρόβιλου.

			8.7.1 Κύρια χαρακτηριστικά ανεμοστρόβιλου 

			Οι ανεμοστρόβιλοι συνήθως συμβαίνουν σε καταιγίδες, οι οποίες είναι ένα πολύπλοκο καιρικό φαινόμενο. Εντούτοις, στη σύνθετη αυτή δομή, οι ανεμοστρόβιλοι αποτελούν σχεδόν αυτοδημιουργούμενα και διατηρούμενα φαινόμενα. Με πολύ απλοϊκό τρόπο, μπορούμε να πούμε ότι ένας ανεμοστρόβιλος αποτελείται από τρία μέρη. Μία περιστρεφόμενη στήλη αέρα, με ακτίνα μικρότερη από μισό χιλιόμετρο. Καθώς ανεβαίνουμε σε ύψος αυξάνει σε ακτίνα, δημιουργώντας ένα χωνί που καταλήγει σε ένα νέφος (Σχ. 8.13). Το νέφος και η επέκτασή του προς τα κάτω σαν χωνί είναι ορατό, διότι σε αυτό έχουμε αδιαβατική εκτόνωση, που οδηγεί σε ψύξη και δημιουργία σταγονιδίων, λόγω συμπύκνωσης. Οι οριζόντιες ταχύτητες σε ανεμοστρόβιλο μπορούν να φτάσουν μέχρι και 200 

km/hr

. Από θεωρητικές όμως εκτιμήσεις και παρατηρήσεις, έχουμε ακόμη μεγαλύτερες κάθετες ταχύτητες κατά μήκος του άξονα. Η φορά περιστροφής του, στο βόρειο ημισφαίριο, είναι δεξιόστροφη ή αριστερόστροφη και τούτο διότι, λόγω της μικρής διάστασής του, η ψευδοδύναμη 

Coliolis

 δεν παίζει ρόλο. Εντούτοις, η παρατηρούμενη φορά περιστροφής είναι δεξιόστροφη και τούτο, διότι αναπτύσσονται συνήθως σε καιρικά φαινόμενα μεγάλων διαστάσεων, στα οποία οι ψευδοδυνάμεις 

Coriolis

 παίζουν ρόλο και το κυκλωνικό σύστημα έχει σημαντική δεξιόστροφη κυκλοφορία.

			 [image: ]

			Σχήμα 8.13: (α) Σχηματική εικόνα ανεμοστρόβιλου (β) Μετατόπιση χωνιού λόγω οριζόντιας ταχύτητας. 

			Αξίζει να εξετάσουμε τη δημιουργία και εξέλιξη ενός ανεμοστρόβιλου, κάτω από το πρίσμα της εξίσωσης μεταβολής του στροβιλισμού. Εάν, με κάποιο τρόπο, δημιουργήσουμε έναν στρόβιλο πεπερασμένου μήκους, τότε αυτός δεν θα εκτονωθεί, αν υπάρχει κατά μήκος του άξονα του στροβίλου ροή, με αυξανόμενη κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας με το ύψος. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί με ισχυρά θερμικά ρεύματα μεταφοράς ανύψωσης. Για αυτό συχνά συμβαίνουν, όταν έχουμε ψυχρά αέρια ρεύματα πάνω από θερμή επιφάνεια της Γης, όπως συμβαίνει το καλοκαίρι. Αυτά, όπως εξηγήσαμε στο μοντέλο 

Burgers

, οδηγούν σε στένεμα και επιμήκυνση του πεπερασμένου μήκους του στροβίλου. Ταυτόχρονα, στο πάνω μέρος δημιουργείται, λόγω της εκτόνωσης, ένα νέφος, το οποίο εύκολα ακολουθεί τη ροή της ατμόσφαιρας και μετατοπίζεται εύκολα παρασύροντας και το χωνί. Εφόσον δε, υπάρχει κάθετη βαθμίδα της οριζόντιας ταχύτητας, τότε θα τείνει να στρέψει το χωνί και η κίνηση αυτή μεταδίδεται μέχρι το στρώμα του στροβίλου σε επαφή με το έδαφος. Τότε, έχουμε μετατόπιση, με καταστρεπτικές συνέπειες στη διαδρομή του, καθότι στον πυρήνα του στροβίλου, όπου όλος ο στροβιλισμός συγκεντρώνεται με μεγάλες ταχύτητες περιστροφής, έχουμε πολύ χαμηλές πιέσεις. Ο όρος 

ζ→⋅∇→u→

 απαιτεί ισχυρό στροβιλισμό, όπως και ισχυρή βαθμίδα της ταχύτητας. Αυτό σημαίνει ότι, για να είναι υπολογίσιμος, πρώτα απαιτείται η ανάπτυξη του στροβίλου και μετά η κατάλληλη βαθμίδα ταχύτητας θα δώσει μετατόπιση του στροβίλου. Η βαθμίδα ταχύτητας υπάρχει πάντα, λόγω της συνθήκης μη ολίσθησης στην επιφάνεια της Γης και της ύπαρξης οριακού στρώματος.

			Ταυτόχρονα, υψηλή ακτινική βαθμίδα της πίεσης τείνει να τονώσει και την κάθετη ροή, καθώς έλκει συνεχώς θερμή μάζα προς τον άξονα, που διαφεύγει προς τα πάνω, αυξάνοντας συνεχώς τον στροβιλισμό. Έτσι εξηγείται και η εκτίμηση, ότι ο ανεμοστρόβιλος είναι μία οντότητα που διατηρείται για μεγάλο διάστημα. Φυσικά, όταν παύσει ένα από τα απαραίτητα στοιχεία που αναφέραμε, η ζωή του θα τερματιστεί. Ταυτόχρονα, αναπτύσσονται και έντονα φαινόμενα τύρβης, τα οποία βοηθούν στην ισχυρή διάχυση του στροβιλισμού. Πριν το τέλος του όμως, έχει φέρει απίστευτες καταστροφές. Να τονίσουμε ότι οι μηχανισμοί γένεσης και εξέλιξης των ανεμοστρόβιλων είναι αρκετά πιο σύνθετοι. Αρκεί να παρατηρήσουμε ότι οι ηλεκτρικές εκκενώσεις στην ατμόσφαιρα αποτελούν συνυπάρχοντα φαινόμενα και είναι πολύ πιθανό να επηρεάζουν τη δημιουργία τους. Εδώ, απλώς προσπαθήσαμε να δώσουμε μία συνεπή εικόνα, που να περιγράφει τη δυναμική συμπεριφορά τους. Σε αυτό βοήθησε και το απλό μοντέλο 

Burgers

, από το οποίο όμως, δεν πρέπει να δεχόμαστε όλα τα συμπεράσματα.

			8.8 Αλληλεπίδραση δύο ευθύγραμμων στροβίλων 

			Στη μέχρι τώρα μελέτη των στροβίλων, θεωρήσαμε ότι ο άξονας τους είναι ακίνητος. Είδαμε, όμως, (Κεφ. 5.12), ότι ένας στρόβιλος με κυκλοφορία 

K>0

, που βρίσκεται σε σταθερή ροή, με ταχύτητα 

U

 στην 

x-

 κατεύθυνση, αισθάνεται δύναμη με μέτρο 

ρUK

 στην 

+y

 κατεύθυνση. Επομένως, περιμένουμε ότι θα επιταχυνθεί στην ίδια κατεύθυνση, εφόσον δεν ασκείται εξωτερική δύναμη για να αντισταθμίσει την δύναμη 

Magnus

. Το ίδιο θα συμβεί, όταν έχουμε περισσότερους του ενός στροβίλους. Ο κάθε στρόβιλος αισθάνεται δύναμη, λόγω του πεδίου ταχύτητας όλων των άλλων στροβίλων, εκτός του δικού του.

			Ας θεωρήσουμε δύο παράλληλους ευθύγραμμους στροβίλους, αντίθετης φοράς με κυκλοφορία 

Γ

 σε απόσταση 

d

 στον 

y-

 άξονα (δές Σχ. 8.14α). Η τιμή του πεδίου ταχύτητας του ενός στη θέση του άλλου είναι:

			



U=K2πd





			στην 

x-

 κατεύθυνση, και, επομένως, ο άξονας του δεύτερου στροβίλου θα κινηθεί με αυτήν την ταχύτητα. Ο κάθε στρόβιλος δεν δίνει μεταφορική κίνηση στον εαυτό του, διότι έχει μόνο εφαπτομενική ταχύτητα. Την ίδια δύναμη θα αισθανθεί και ο άλλος στρόβιλος και θα κινηθεί με την ίδια ταχύτητα, παράλληλα με τον προηγούμενο, σε απόσταση 

d

. Η τροχιά, στην οποία κινείται ο κάθε στρόβιλος, δίνεται από την ολοκλήρωση της:

			



dq→dt=Ui^.





			Στην 

y-

 κατεύθυνση δεν έχουμε μετατόπιση των στροβίλων. Αυτό σημαίνει ότι η δύναμη 

Magnus

 που είναι ελκτική, για την περίπτωσή μας, αντισταθμίζεται από την απωστική δύναμη μεταξύ των δύο στροβίλων. Η δύναμη 

Magnus

 έχει μέτρο:

			



ρUK=ρK22πd,





			όπου αντικαταστήσαμε για την ταχύτητα του στροβίλου. H απωστική δύναμη ανάμεσα στους δύο στροβίλους υπάρχει, διότι θα προτιμούσαν να απομακρυνθούν, ώστε να ελαχιστοποιήσουν την ολική ενέργεια (κινητική στην περίπτωσή μας). Για τον υπολογισμό της δύναμης αυτής, αρκεί να υπολογίσουμε το έργο, για να ελαττώσουμε την απόσταση των δύο στροβίλων κατά 

δd

. Αυτό ισούται με τη μεταβολή της κινητικής ενέργειας. Και διαιρώντας με 

δd

 έχουμε τη δύναμη. Το αποτέλεσμα είναι αυτό που υπολογίσαμε προηγουμένως και επομένως, δεν θα επαναλάβουμε τον υπολογισμό. Θα μπορούσαμε όμως να το είχαμε μαντέψει, αν εκμεταλλευόμασταν την αναλογία με τη δύναμη, ανάμεσα σε δύο παράλληλους αγωγούς αντίθετου ρεύματος. Η δύναμη στην περίπτωση αυτή, έχει μέτρο ανά μονάδα μήκους του αγωγού:

			



μ0I22πd .





			Με χρήση της αντιστοιχίας που είδαμε στο Κεφ. 5, 

I→K

 και 

μ0→ρ

, έχουμε, για την άπωση των στροβίλων, ότι σε μέτρο ισούται με την δύναμη 

Magnus

. Να σημειώσουμε ότι, ενώ η άπωση των δύο στροβίλων υπάρχει και για σταθερούς στροβίλους, η δύναμη 

Magnus

 απαιτεί την κίνηση του στροβίλου. Έτσι, αν αφήσουμε ελεύθερους τους δύο στροβίλους, αντί να απομακρυνθούν, μετατοπίζονται παράλληλα, λόγω της λειτουργίας και της δύναμης Magnus.

			Στο ενδιάμεσο επίπεδο, που χωρίζει τους δύο στροβίλους, η ταχύτητα ροής έχει μόνο 

x-

 συνιστώσα. Έτσι, θα μπορούσαμε να τοποθετήσουμε ένα λεπτό υλικό, χωρίς να επηρεάσουμε τη ροή. Αυτό προϋποθέτει, ότι το επίπεδο δεν δημιουργεί ιξωδικές τάσεις. Στη συνήθη περίπτωση που έχουμε ιξώδες, το οριακό στρώμα που δημιουργείται στην επιφάνεια είναι πολύ λεπτό σε σύγκριση με την απόσταση 

d

 και, αν απομακρυνθούμε λίγο από το επίπεδο, το πεδίο ροής είναι το ίδιο. Έτσι, το πρόβλημα της ροής ενός στροβίλου παράλληλου στην επιφάνεια, είναι ισοδύναμο με αυτό των δύο στροβίλων, χωρίς το επίπεδο, εφόσον δεν πάμε πολύ κοντά στην επιφάνεια. Εάν όμως το οριακό στρώμα είναι σημαντικό, τότε θα έχουμε σταδιακή απόσβεση του στροβιλισμού, αλλά και της μεταφορικής κίνησης του στροβίλου.

			 [image: ]

			Σχήμα 8.14: (α) Ευθύγραμμη κίνηση δύο στροβίλων ίδιας ισχύος (

K

) και αντίθετης φοράς. (β) Κίνηση δύο στροβίλων ίδιας ισχύος και φοράς. Διαγράφουν κυκλική τροχι,ά με κέντρο το μέσο της μεταξύ τους απόστασης, 

R0=d/2

.

			Είδαμε ότι δύο ελεύθεροι στρόβιλοι αντίθετης φοράς κινούνται κάθετα στο διάνυσμα που τα συνδέει. Ας δούμε τώρα την περίπτωση που οι δύο στρόβιλοι έχουν την ίδια φορά. Τότε, η ταχύτητα που δίνεται σε κάθε στρόβιλο από το πεδίο του άλλου είναι αντίθετης φοράς μεταξύ τους. Ως αποτέλεσμα αυτού, οι δύο στρόβιλοι διαγράφουν κυκλική τροχιά, σε διαμετρικά αντίθετα σημεία, γύρω από έναν άξονα, που είναι στο κέντρο της απόστασής τους (Σχ. 8.14β), όπου η ταχύτητα, λόγω των στροβίλων, μηδενίζεται. Η εφαπτομενική ταχύτητα είναι 

U=K2πd

 και η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής 

K2πd2

.

			Αν οι δύο στρόβιλοι δεν είναι της ίδιας ισχύος, τότε και στις δύο περιπτώσεις διαγράφουν κυκλικές τροχιές. Στην περίπτωση που έχουμε δύο στροβίλους ίδιας ισχύος, αλλά αντίθετης φοράς, είδαμε ότι αυτοί κινούνται παράλληλα, λόγω της αλληλεπίδρασής τους. Αν, όμως, έχουν διαφορετική ισχύ (

Κ1>Κ2

), τότε διαγράφουν και οι δύο κυκλικές τροχιές με την ίδια φορά, αλλά με διαφορετική ακτίνα (

R1

 και 

R2

 αντίστοιχα και 

d=R2-R1

) (δες Σχ. 8.15α) Ο στρόβιλος με τη μεγαλύτερη ισχύ διαγράφει κύκλο μικρότερης ακτίνας, με τον ασθενέστερο να κινείται εξωτερικά σε κύκλο, αλλά στην ίδια ακτινική ευθεία με τον άλλο στρόβιλο. Στην περίπτωση που οι δύο στρόβιλοι έχουν ίδια φορά και ισχύ, είδαμε ότι κινούνται σε κύκλο, διαμετρικά αντίθετα, αλλά, αν έχουν διαφορετική ισχύ, τότε πάλι κινούνται σε κυκλικές τροχιές, αλλά με διαφορετική ακτίνα (

R1

 και 

R2

 αντίστοιχα και 

d=R2+R1

) και παραμένουν στην ίδια ευθεία με το κέντρο των κυκλικών τροχιών (δες Σχ. 8.15β). Το κέντρο περιστροφής ορίζεται ως το σημείο, όπου το πεδίο ταχύτητας, από την υπέρθεση των δύο στροβίλων, μηδενίζεται.

			[image: ]

			Σχήμα 8.15: Κίνηση δύο στροβίλων διαφορετικής ισχύος 

K1>K2 

 (α) αντίθετης φοράς και (β) ίδιας φοράς. Και στις δύο περιπτώσεις η απόσταση μεταξύ τους είναι 

d



			Αξίζει να παρατηρήσουμε τη ροή, για την περίπτωση δύο αντίθετων στροβίλων, στο σύστημα που κινείται μαζί τους. Για να βρούμε τη λύση στο αρχικό σύστημα, κάνουμε τις αλλαγές 

x→x-Ut

 και 

u→→u→+Ui^

. Για το πεδίο ταχύτητας, αρκεί να συνδυάσουμε τη ροή δύο ακίνητων στροβίλων, με μία σταθερή ροή σε αντίθετη κατεύθυνση, με ταχύτητα 

-U

. To δυναμικό ταχύτητας και η συνάρτηση ροής είναι:

			



Φx,y=-Kx2πd-K2πtan-1y-d/2x-tan-1y+d/2x,





			



Ψx,y=-Ky2πd-K2πlnx2+(y-d/2)2x2+(y+d/2)2,





			όπου ο πρώτος όρος αντιστοιχεί στη σταθερή ροή με ταχύτητα 

-U

. Εύκολα επιβεβαιώνουμε ότι, στο κινούμενο σύστημα, οι στρόβιλοι είναι ακίνητοι, δηλαδή: 

u→x=0,y=±d/2=0

. Τα σημεία ηρεμίας στο κινούμενο σύστημα αναφοράς είναι πάνω στο διαχωριστικό επίπεδο (

y=0

) και για 

x=±34d

. Μάλιστα, έχουμε επιλέξει τη σταθερά στη συνάρτηση ροής, ώστε η τιμή της γραμμής που διέρχεται από τα σημεία ηρεμίας να είναι μηδέν. Έτσι, υπάρχει μία επιφάνεια αποκοπής 

Ψx,y=0

, η οποία μεταφέρεται μαζί με τους στροβίλους. Εάν λοιπόν, είχαμε χρωματίσει το ρευστό στην περιοχή αυτή, τότε στο αρχικό σύστημα αναφοράς, η χρωματισμένη περιοχή κινείται μαζί με τους στροβίλους.

			

			
				
					125	Δεν μπορούμε να ανταλλάξουμε τη σειρά των τελεστών  με την υλική παράγωγο, καθότι η δεύτερη είναι μη-γραμμική συνάρτηση της ταχύτητας.

				

				
					126	H -συνιστώσα του όρου:

					με τανυστικό συμβολισμό είναι:

					και επομένως:

				

				
					127	Στην εξίσωση αυτή, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό , όπου ο διπλός δείκτης υπονοεί άθροισμα ως προς αυτόν τον δείκτη.

				

				
					128	Ένα αντίστοιχο πρόβλημα στην ηλεκτροδυναμική είναι η εύρεση του στατικού μαγνητικού πεδίου, , το οποίο είναι μη αποκλίνον, όταν γνωρίζουμε την κατανομή των ρευμάτων, , στο χώρο. Και εκεί μπορούμε να ορίσουμε το μαγνητικό πεδίο, ως , με το αντίστοιχο διανυσματικό δυναμικό . Τα αποτελέσματα ισχύουν με την αντιστοιχία:

				

				
					129	Θα ήταν ενδιαφέρον να σκεφτεί κανείς το ηλεκτροστατικό ανάλογο.

				

				
					130	Το ανάπτυγμα δίνεται συναρτήσει διανυσματικών σφαιρικών αρμονικών συναρτήσεων και δίνουν πολυπολικά αναπτύγματα. Λεπτομέρειες π.χ. .

				

				
					131	Το ολοκλήρωμα είναι εύκολο με την αλλαγή μεταβλητών  και τα όρια ολοκλήρωσης για την γωνία  είναι .

				

				
					132	Θα μπορούσαμε πάλι να υπολογίσουμε την πίεση από την εξίσωση διατήρησης ενέργειας, αλλά πρέπει να υπολογίσουμε και το έργο που γίνεται, λόγω στροβιλισμού, καθώς μετακινούμαστε ακτινικά. Έτσι, η διατήρηση ενέργειας, για , μας δίνει:

					Το ολοκλήρωμα για το έργο του στροβιλισμού είναι:

					ενώ η σταθερά  υπολογίζεται όπως προηγουμένως. Το αποτέλεσμα είναι το ίδιο με αυτό από την εξίσωση ορμής.
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Υπολογίστε τη συνάρτηση ροής για τον 

Rankine

 στρόβιλο, αν 

uϕ=U

 για 

R=a

.

			Άσκηση 2

			Θεωρείστε μια δισδιάστατη ροή, με συνιστώσες του πεδίου ταχύτητας 

u=ux,y,t,υx,y,t

.

			α) Δείξτε ότι το διάνυσμα στροβιλισμού είναι κάθετο στο 

xy-

 επίπεδο.

			β) Υπολογίστε τον όρο τεντώματος του στροβίλου, 

ζ→⋅∇→u→

. Εξηγείστε το αποτέλεσμα με φυσικό επιχείρημα.

			Άσκηση 3

			Θεωρείστε τον στρόβιλο 

Burgers

 σε κυλινδρικές συντεταγμένες 

R,ϕ,z

, με συνιστώσες του πεδίου ταχύτητας 

u→=uR,uϕ,uz=-12αR,uϕR,αz

.

			α) Δείξτε ότι ο στροβιλισμός έχει μόνο μία συνιστώσα: 

ζ→=0,0,ζz



			β) Δώστε τη 

ϕ-

 συνιστώσα της εξίσωσης Navier - Stokes και δείξτε ότι μπορεί να γραφεί ως:

			



12αRζz+ν∂ζz∂R=0.





			γ) Δείξτε ότι 

ζz=CeβR2

 είναι λύση και βρείτε την 

β

.

			δ) Τέλος, δώστε την λύση από την συνιστώσα 

ζz

, για την αζιμουθιακή ταχύτητα 

uϕ

.

			Άσκηση 4

			Ένας κυκλικός κύλινδρος, ακτίνας 

a

, περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, σε ιξωδικό ρευστό. Δείξτε ότι η ροή ευθύγραμμου στροβίλου:

			



u→=Ωa2Re^ϕ,  R≥a,





			είναι ακριβής λύση των εξισώσεων διατήρησης ορμής, με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες. Εάν αρχικά ο κύλινδρος είναι ακίνητος και του δώσουμε απότομα περιστροφή με γωνιακή ταχύτητα 

Ω

, περιγράψτε πώς αλλάζει ο στροβιλισμός με τον χρόνο.

			Άσκηση 5

			Θεωρείστε μία δισδιάστατη ομογενή κατανομή πηγών στην επιφάνεια ενός δίσκου, ακτίνας 

a

, με συνολική ισχύ 

M

. Υπολογίστε την κατεύθυνση του πεδίου ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας και υπολογίστε το δυναμικό ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας. Από το δυναμικό ταχύτητας, σχεδιάστε το μέτρο της ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας, ως συνάρτηση της απόστασης από τον δίσκο.

			Άσκηση 6

			Θεωρείστε 

Ν

 ελεύθερους σημειακούς στροβίλους, οι οποίοι είναι τοποθετημένοι πάνω σε ένα κύκλο και σε σταθερή απόσταση μεταξύ τους. Αποδείξτε ότι οι στρόβιλοι θα παραμείνουν πάνω στον κύκλο κατά την μετατόπιση. Υπολογίστε την ταχύτητα τους.

			Άσκηση 7

			Θεωρείστε ένα ζεύγος ελεύθερων στροβίλων με αντίθετη φορά, ισχύ 

K

 και αρχικά σε απόσταση 

d

. Το ζεύγος πλησιάζει ένα σταθερό τοίχο, παράλληλο στο διάνυσμα της μεταξύ τους απόστασης. Υπολογίστε την τροχιά των δύο στροβίλων, για ένα ιδανικό ανιξωδικό ρευστό. Τί συμβαίνει, αν το ρευστό είναι ιξωδικό; Στη συνέχεια, θεωρείστε και την πρόσπτωση υπό γωνία.

			Άσκηση 8

			Θεωρείστε τις τροχιές δύο ελεύθερων σημειακών στροβίλων αντίθετης φοράς, αλλά διαφορετικής ισχύος, 

K1

 και 

K2

 αντίστοιχα. Περιγράψτε και εξηγείστε τις τροχιές. Στη συνέχεια, θεωρείστε και την περίπτωση της ίδιας φοράς.

			Άσκηση 9

			Θεωρείστε δύο ζεύγη ελεύθερων στροβίλων, όπως στο Σχ. 8.16, όπου στο κάθε ζεύγος οι στρόβιλοι έχουν αντίθετη φορά και απέχουν μεταξύ τους 

d1

 και 

d2

 για τα δύο ζεύγη. Όλοι έχουν ισχύ 

κ

. Εκτιμήστε την τροχιά για τα δύο ζεύγη, για ιδανικό ρευστό. Πείτε αν το αποτέλεσμα αλλάζει, εφόσον τοποθετήσουμε έναν τοίχο κάθετο, στo μέσο κάθε ζεύγους. Τί αλλάζει, στην περίπτωση που έχουμε ιξώδες;

			Άσκηση 10

			Θεωρείστε την ασυμπίεστη ροή με αζιμουθιακή συμμετρία χωρίς απόκλιση πάνω στον άξονα συμμετρίας. Η συνιστώσα ταχύτητας στον άξονα συμμετρίας, καθώς και ο στροβιλισμός δίνονται από τις σχέσεις:

			



uz=γz,  ζ→=ζRe^z





			τις άλλες δύο συνιστώσες 

uRR,z

 και 

uϕR,z

 για τις δύο περιπτώσεις:

			α) 

ζR=0



			β) 

ζR=Ω0e-R2/b2

.

		

	
		
			Κεφάλαιο 9

			Διαστατική Ανάλυση και Ομοιότητα

			Σύνοψη

			Διαστατική ανάλυση και ομοιότητα. Να κατανοήσουμε τη σημασία των πιο συχνών αδιάστατων αριθμών στην υδροδυναμική, καθώς και τη μαθηματική αξία τους. Επίσης, τη χρησιμότητα, ώστε να ξεχωρίζουμε τις πιο σημαντικές διεργασίες στην μοντελοποίηση υδροδυναμικών συστημάτων και την αξιολόγηση πειραματικών αποτελεσμάτων, για την ελαχιστοποίηση των μετρήσεων. Η διαστατική ανάλυση βασίζεται στο θεώρημα Buckingham (Pi Θεώρημα), το οποίο θα εφαρμόσουμε σε απλά παραδείγματα. Για περισσότερες πληροφορίες ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί το αντίστοιχο κεφάλαιο στα συγγράμματα Fox (1985), Liggett (1994), Duncan (1953), Bridgman (1922), Granger (1995).

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Βασικές εξισώσεις υδροδυναμικής.

			9.1 Εισαγωγή

			Στα προηγούμενα κεφάλαια, μελετήσαμε ροές σε ασυμπίεστα ρευστά με υψηλό βαθμό συμμετρίας, όπου μπορούμε να έχουμε αναλυτικές λύσεις. Στα κεφάλαια 4 και 5, μάλιστα, περιοριστήκαμε σε ανιξωδική ροή, παραλείποντας τις ιξωδικές δυνάμεις στην εξίσωση ορμής. Για τον σκοπό αυτό, εισάγαμε τον αριθμό 

Reynolds

 ως τον λόγο των αδρανειακών δυνάμεων προς τις ιξωδικές, που δίνεται από την σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Reynolds=αδρανειακή δύναμηιξωδική δύναμη→Re=ρu0Lμ,





						
							
							(9.1)

						
					

				
			

			όπου 

L

 και 

u0

 είναι χαρακτηριστικά μήκος και ταχύτητα αντίστοιχα. Εάν ο αριθμός 

Reynolds

 είναι μεγάλος (

Re≫1

), αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να παραλείψουμε την ιξωδική δύναμη σε σχέση με την αδρανειακή δύναμη. Δεν είναι μόνο η ταχύτητα, αλλά και το χαρακτηριστικό μήκος που παίζουν ρόλο και ακόμα ιδιότητες του ρευστού, που θεωρήσαμε σταθερές και ανεξάρτητες από τις συνθήκες ροής και θερμοδυναμικής κατάστασης του ρευστού. Για να φτάσουμε σε αυτό το συμπέρασμα, ακολουθήσαμε τη διαδικασία αδιαστατοποίησης της εξίσωσης ορμής, που θα μελετήσουμε πιο συστηματικά στο παρόν κεφάλαιο. Την περιοχή 

Re≫1

 μπορούμε να τη χωρίσουμε σε τμήματα, με πολύ διαφορετική συμπεριφορά και μεταβατικά στάδια από την στρωτή ροή, σε τυρβώδη ροή. Ο λόγος είναι ότι έχουμε πληθώρα φαινομένων, που θα διαφανούν, όταν μελετήσουμε αριθμητικά το σύνολο των υδροδυναμικών εξισώσεων διατήρησης, μαζί με τους καταστατικούς νόμους που έχουν διαφορετική μορφή, ανάλογα με τις υδροδυναμικές ή θερμοδυναμικές παραμέτρους. Αυτό, επίσης, μπορεί να διαπιστωθεί με εκτεταμένες πειραματικές μετρήσεις, που μετριάζονται, όμως, με την χρήση της διαστατικής ανάλυσης. Και οι δύο αυτές κατευθύνσεις δεν είναι στους στόχους του βιβλίου. Αποτελούν, όμως, κύριες δραστηριότητες της υδροδυναμικής. Το κριτήριο του αριθμού 

Re≫1

 δεν ισχύει σε περιοχές στο χώρο, όπου ο μεταφορικός αδρανειακός όρος είναι αμελητέος, 

u→⋅∇→u→≈0

, είτε λόγω συμμετρίας είτε λόγω της χωρικής μεταβολής του πεδίου ταχύτητας είτε είναι στάσιμα σημεία όπου μηδενίζεται το πεδίο ταχύτητας. Στα σημεία αυτά δημιουργούνται αστάθειες, που μπορούν να επεκταθούν σε όλον τον όγκο του ρευστού, με μεταβολή κάποιων σημαντικών παραμέτρων.

			Στο Κεφ. 6, εισάγαμε και τις ιξωδικές δυνάμεις, αλλά στη συνέχεια περιοριστήκαμε στην ερπυστική ροή, δηλαδή στο όριο με χαμηλό αριθμό 

Reynolds

, (

Re<<1

), όπου ο όρος του ιξώδους είναι σημαντικός. Για τη ροή γύρω από σφαίρα, παραλείψαμε τον αδρανειακό όρο και βρήκαμε αναλυτικά τον νόμο 

Stokes

 για τη δύναμη αντίστασης. Ασυμπτωτικά (μακριά από τη σφαίρα), όμως, ο αδρανειακός όρος υπερτερεί (

∼1r2

) σε σχέση με την ιξωδική δύναμη (

∼1r3

). Η δύναμη, όμως, αντίστασης δίνεται από το πεδίο ταχύτητας και τον τανυστή τάσης κοντά στη σφαίρα, όπου υπερτερεί ο ιξωδικός όρος. Αυτό επιβεβαιώνεται και από πειραματικές μετρήσεις. Αύξηση του αριθμού 

Reynolds

 ( 

Re≥1

) απαιτεί να κρατήσουμε τον αδρανειακό όρο έστω και στην προσέγγιση 

Oseen

 (δες Κεφ. 7). Χωρίς σημαντικές προσεγγίσεις, η μόνη διέξοδος θα ήταν η προσφυγή σε αριθμητικούς υπολογισμούς, με ταυτόχρονη λύση των εξισώσεων που περιγράφουν τους νόμους διατήρησης (συνέχειας, ορμής, ενέργειας) και λαμβάνοντας υπόψη μας τους καταστατικούς νόμους για τις ιδιότητες του ρευστού. Μία πιο συνετή διαδικασία, είναι η χρήση προσεγγιστικών μεθόδων, ακόμη και στην περίπτωση της αριθμητικής επίλυσης, όπως είναι οι τεχνικές της θεωρίας διαταραχών, η οποία βασίζεται στην εκτίμηση της τάξης μεγέθους των διαφόρων όρων στις υδροδυναμικές εξισώσεις. Σε αυτή την οικογένεια μεθόδων υπάγεται και η διαστατική ανάλυση της εξίσωσης ορμής, που αναφέραμε προηγουμένως. Με τη μέθοδο αυτή, έχουμε ένα συστηματικό τρόπο να εκτιμήσουμε τους μικρούς όρους σε μία εξίσωση και να οδηγηθούμε, είτε σε αναλυτική λύση των απλοποιημένων εξισώσεων είτε σε προσεγγιστικές αριθμητικές λύσεις.

			Η διαδικασία που συχνά ακολουθούμε σε διάφορους κλάδους της φυσικής, είναι να εντοπίσουμε τις σημαντικές κλίμακες (συνήθως χώρου και χρόνου, αλλά όχι μόνο). Στη συνέχεια, κανονικοποιούμε τις φυσικές ποσότητες σε αυτές τις κλίμακες και έχουμε αδιάστατες ποσότητες. Η διαστατική ανάλυση είναι επίσης χρήσιμη για την ανάλυση πειραματικών δεδομένων, στην περίπτωση των οποίων, έχουμε πολλές φυσικές παραμέτρους που επηρεάζουν τις μετρήσεις και επομένως, απαιτούνται μετρήσεις, μεταβάλλοντας κάθε μία παράμετρο αλλά κρατώντας τις άλλες σταθερές. Τα αποτελέσματα καταγράφονται με τη μορφή πολλών διαγραμμάτων, που δεν μας βοηθούν να κατανοήσουμε τις σημαντικές ανταγωνιστικές «δυνάμεις» που καθορίζουν τη ροή. Αντίθετα, η διαστατική ανάλυση θα μας οδηγήσει σε «αδιάστατους αριθμούς», που παίζουν σημαντικό ρόλο στην κατανόηση των σημαντικών επιδράσεων. Αυτοί καθορίζουν τη ροή και όχι ξεχωριστά η κάθε γεωμετρική διάσταση (αντικειμένων στη ροή ή διαστάσεων περιορισμού ροής ) ή οι φυσικές παράμετροι της ροής (πυκνότητα, ιξώδες επιφανειακή τάση κτλ.) ή άλλες μεταβλητές όπως είναι το πεδίο ταχύτητας και ροή θερμότητας. Με τους αδιάστατους αριθμούς, μπορούμε να ξεχωρίσουμε περιοχές ευστάθειας και αστάθειας ή την μετάβαση από στρωτή σε τυρβώδη ροή. Ταυτόχρονα, απλοποιείται η πειραματική διαδικασία, διότι απαιτούνται μετρήσεις, με μεταβολή μόνο των αδιάστατων αριθμών, περιορίζοντας τον αριθμό των διαγραμμάτων.

			Στη συνέχεια, θα συστηματοποιήσουμε τη διαδικασία της διαστατικής ανάλυσης, βασιζόμενοι σε ένα βασικό θεώρημα του 

Buckingham

, που μας δίνει τη δυνατότητα να κάνουμε το πρώτο σημαντικό βήμα στη διερεύνηση των σχέσεων μεταξύ φυσικών παραμέτρων. Βασικό συστατικό, είναι η ιδιότητα της ομοιογένειας των βασικών νόμων, αλλά και κάθε μαθηματικής σχέσης. Θα εισάγουμε, επίσης, την έννοια της δυναμικής ομοιότητας, που είναι βασική για τη μοντελοποίηση φυσικών φαινομένων και τη διερεύνηση στο εργαστήριο, με μοντέλα μικρής κλίμακας. Πριν από αυτό, όμως, θα δώσουμε δύο απλά παραδείγματα ως κίνητρο, για να αποδεχθούμε τη φυσική διαδικασία της διαστατικής ανάλυσης και να εκτιμήσουμε την απλοποίηση της πειραματικής διαδικασίας.

			9.2 Κλίμακες και παράμετροι ομοιότητας

			Τα πρώτα βήματα, για την κατανόηση οιουδήποτε φυσικού φαινομένου, είναι ο καθορισμός των σημαντικών μεταβλητών (γεωμετρικών, φυσικών και υδροδυναμικών) και στη συνέχεια, η εύρεση και διατύπωση του φυσικού νόμου, που συνδέει τις μεταβλητές αυτές. Για απλά φυσικά φαινόμενα, αυτό είναι εύκολο από βασικές αρχές. Για ένα απλό εκκρεμές π.χ. μήκους 

l

, μάζας 

m

 σε πεδίο βαρύτητας 

g

 χωρίς τριβή είναι εύκολο να βρούμε, ότι η φυσική συχνότητα ταλάντωσης 

ω0

 δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=gl.





						
							
							(9.2)

						
					

				
			

			Το αποτέλεσμα αυτό, που δεν εξαρτάται από τη μάζα του βαριδιού 

m

, μπορεί να εξαχθεί και από απλή εξέταση των μονάδων. Από τις τρεις σταθερές 

g

, 

l

 και 

m

, η μόνη ποσότητα με μονάδες συχνότητας είναι η 

g/l

. Εδώ, υποθέτουμε ότι δεν ασκούνται άλλες δυνάμεις στο εκκρεμές, πλην της βαρύτητας (και φυσικά τη δύναμη στήριξης, που δεν επηρεάζει την συχνότητα του εκκρεμούς). Η (9.2) εύκολα βγαίνει από τη λύση της εξίσωσης του Νεύτωνα, για μικρές αποκλίσεις από την κάθετο (σε γωνία 

θ

):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mld2θdt2=-mgθ.





						
							
							(9.3)

						
					

				
			

			Μπορούμε, όμως, να τη βρούμε, χρησιμοποιώντας διαστατική ανάλυση. Ο λόγος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Π=ω0g/l ,





						
							
							(9.4)

						
					

				
			

			είναι ανεξάρτητος από την αλλαγή των μονάδων μέτρησης 

M,L,T

 (μάζας, μήκους, χρόνου) και ονομάζεται αδιάστατος αριθμός. Έτσι, μπορούμε να γράψουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=cgl,





						
							
							(9.5)

						
					

				
			

			όπου 

c

 είναι μία σταθερά, άγνωστη προς το παρόν, για την οποία χρειαζόμαστε επιπλέον πληροφορίες, π.χ. την εξίσωση (9.3). Εδώ, υποθέσαμε ότι το εκκρεμές (απλό) δεν έχει άλλα χαρακτηριστικά μήκη.

			Τα παρακάτω συνοψίζουν μερικά από τα σημαντικά χαρακτηριστικά της διαστατικής ανάλυσης, που είναι ένα δυνατό εργαλείο για να «ανακαλύπτει» σημαντικές σχέσεις, αλλά, ταυτόχρονα, αφήνει και μία απροσδιοριστία:

			α) Η συχνότητα 

ω0

 δεν εξαρτάται από τη μάζα. Αυτή είναι μία έκπληξη και οφείλεται στο γεγονός, ότι η δύναμη της βαρύτητας είναι ανάλογη της μάζας, όπως και η αδρανειακή. Επίσης, έχουμε μόνο μία σύνθετη ποσότητα με μονάδες συχνότητας. Εάν, όμως, έχουμε επιπλέον δυνάμεις, είναι πιθανό να έχουμε εξάρτηση από τη μάζα, όπως εύκολα διαπιστώνεται, εφόσον προσθέσουμε και δύναμη τριβής. Αυτό προϋποθέτει ότι έχουμε μία νέα σύνθετη ποσότητα, με μονάδες συχνότητας. Στην περίπτωση αυτή, θα έχουμε και απόσβεση.

			β) Η σταθερά 

c

 δεν προσδιορίζεται μόνο από τη διαστατική ανάλυση. Αυτό απαιτεί τη λύση της εξίσωσης του Νεύτωνα ή περιορισμούς από τη φυσική του προβλήματος, π.χ. ισότητα μέσης κινητικής και δυναμικής ενέργειας.

			Εάν, τώρα, η μάζα του εκκρεμούς είναι κατανεμημένη στο μήκος 

l

, τότε εισέρχεται μία νέα ποσότητα, η ροπή αδράνειας 

I

. Επειδή, όμως, οι μονάδες της αδράνειας είναι 

ML2

, τότε η σταθερά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Π2=Iml2





						
							
							(9.6)

						
					

				
			

			είναι επίσης αδιάστατος αριθμός. Πάλι, όμως, η μόνη σύνθετη ποσότητα, με μονάδες συχνότητας, είναι η 

gl

. Η διαστατική ανάλυση στην περίπτωση αυτή, μας λέει ότι η συχνότητα ταλάντωσης είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=glΦΠ2≡glΦIml2,





						
							
							(9.7)

						
					

				
			

			όπου 

ΦΠ2

 είναι μία συνάρτηση της αδιάστατης ποσότητας 

Π2

, η αναλυτική μορφή της οποίας δεν μπορεί να προσδιοριστεί από διαστατική ανάλυση. Για τον σκοπό αυτό, απαιτείται η ανάπτυξη μιας θεωρίας ή η θεώρηση της ακριβούς λύσης της εξίσωσης κίνησης. Εναλλακτικά, μπορούμε να κάνουμε πειραματικές μετρήσεις, μεταβάλλοντας τον αριθμό 

Π2

, μεταβάλλοντας π.χ. μόνο την κατανομή της μάζας στο μήκος 

l

.

			Στην περίπτωση ομοιογενούς κατανομής της μάζας στο μήκος 

l

, γνωρίζουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=mglI,





						
							
							(9.8)

						
					

				
			

			με 

I=ml2/3

. Συγκρίνοντας την (9.7) με την (9.8) για την περίπτωση αυτή, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=3gl,  ΦΠ2=3.





						
							
							(9.9)

						
					

				
			

			Στον προηγούμενο υπολογισμό, παραλείψαμε το γεγονός, ότι η ράβδος έχει και πάχος, π.χ. μια κυλινδρική ράβδος με διάμετρο της κυκλικής βάσης 

d

. Η σχέση για την συχνότητα γίνεται πιο πολύπλοκη, καθότι εισέρχεται ένα νέο μήκος, δηλαδή η διάμετρος του κυλίνδρου 

d

. Από φυσική διαίσθηση, περιμένουμε ότι αν 

dl≪1

, τότε το αποτέλεσμα δεν πρέπει να διαφέρει σημαντικά από το προηγούμενο. Πάλι για ομογενή κατανομή, έχουμε για τη ροπή αδράνειας:

			



I=13ml2+12md22=13ml21+38dl2





			και η συχνότητα ταλάντωσης μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=3gl1+38dl2-1/2.





						
							
							(9.10)

						
					

				
			

			που για μικρό 

dl≪1

, μας δίνει την προηγούμενη σχέση. Έτσι, εξαρτάται επίσης και από το λόγο 

dl

 , ο οποίος είναι ένας νέος αδιάστατος αριθμός. Η σχέση αυτή είναι ακριβής και ισχύει για οποιοδήποτε λόγο 

dl

, αλλά δεν μπορούμε να τη βγάλουμε μόνο από διαστατική ανάλυση, εκτός αν γράψουμε την εξίσωση κίνησης του εκκρεμούς και υπολογίσουμε τη ροπή αδράνειας για τον κύλινδρο, ή, εναλλακτικά, αν πειραματιστούμε για διαφορετικές τιμές του λόγου 

dl

. Είναι δηλαδή λογικό, να υποθέσουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=glΦdl,  dl≪1,





						
							
							(9.11)

						
					

				
			

			ή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω0=gdΦ′ld,  dl≫1,





						
							
							(9.12)

						
					

				
			

			όπου στο αριστερό μέρος, οι άγνωστες συναρτήσεις μπορούν να προσδιοριστούν ή προσεγγιστούν, χρησιμοποιώντας τη φυσική διαίσθηση ή την πειραματική διαδικασία.

			Για να εκτιμήσουμε τη χρησιμότητα της διαστατικής ανάλυσης, σε συνδυασμό με τους βασικούς νόμους της υδροδυναμικής, σε ροές με σύνθετη γεωμετρία, ας θεωρήσουμε τη ροή του Σχ. 9.1, σε σωλήνα με κάποιο περιοριστικό φράγμα. Ο κυλινδρικός σωλήνας έχει διατομή με διάμετρο 

d

 και κατά μήκος της ροής έχουμε φράγμα, με κυκλική οπή διαμέτρου 

d0

, με κέντρο τον άξονα του κυλίνδρου. Η ταχύτητα ροής στο ένα άκρο είναι σταθερή και ίση με 

u1

. Για να βρούμε την εξάρτηση της διαφοράς πίεσης στα σημεία 1 και 2, από την ταχύτητα 

u1

, την πυκνότητα του ρευστού 

ρ

 και την διάμετρο 

d0

 (η διάμετρος 

d

 θεωρείται δεδομένη), μπορούμε να κάνουμε μετρήσεις της πίεσης, για σταθερή πυκνότητα και 

d0

 ως συνάρτηση της ταχύτητας 

u1

 και να επαναλάβουμε τις μετρήσεις για διαφορετικές τιμές του 

d0

, ώστε να έχουμε το αποτέλεσμα του σχήματος (9.2α), όπου η πυκνότητα είναι σε μονάδες της πυκνότητας του νερού και 

d0

 είναι ως προς το 

d

. Για υγρό διαφορετικής πυκνότητας, απαιτείται επανάληψη των παραπάνω μετρήσεων. Αυτή η κοπιαστική διαδικασία μπορεί να αποφευχθεί, εφόσον αξιοποιήσουμε τα αποτελέσματα της διαστατικής ανάλυσης.

			[image: ]

			Σχήμα 9.1: Ροή σε κυλινδρικό σωλήνα με φράγμα δακτυλίου με κυκλική οπή.

			Ας υποθέσουμε ότι η επίδραση του ιξώδους στα τοιχώματα είναι αμελητέα και η δημιουργία στροβιλισμού περιορίζεται σε ένα λεπτό οριακό στρώμα και δεν φτάνει στον άξονα συμμετρίας. Στην περιοχή κοντά στο φράγμα, που μπορεί να δημιουργήσει στροβιλισμό, θεωρούμε ότι αυτός περιορίζεται στις γωνίες. Έτσι, αν θεωρήσουμε τη γραμμή ροής, πάνω στον άξονα συμμετρίας, περιμένουμε να είναι αστρόβιλη και, επομένως, ισχύει η απλή μορφή της εξίσωσης 

Bernoulli

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1-P2=12ρu22-12ρu12.





						
							
							(9.13)

						
					

				
			

			Εδώ, επίσης υποθέσαμε ότι έχουμε μόνιμη ασυμπίεστη ροή και χαμηλό ιξώδες, ώστε κοντά στο φράγμα να έχουμε ομαλή σύγκλιση των γραμμών ροής. Οι συνθήκες αυτές ικανοποιούνται στα σημεία 1 και 2, μακριά από επιφάνειες. Από την εξίσωση συνέχειας, για κυκλικές διατομές και υποθέτοντας ότι υφίσταται σχεδόν σταθερή ταχύτητα σε κάθε διατομή, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u2u1=dd02,





						
							
							(9.14)

						
					

				
			

			ώστε απαλείφοντας την ταχύτητα 

u2

 από την (9.13), έχουμε για τον συντελεστή πίεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Cp=P1-P212ρu12=dd04-1.





						
							
							(9.15)

						
					

				
			

			Έτσι, λοιπόν, για ιδανικές συνθήκες, περιμένουμε ότι ένα διάγραμμα της κανονικοποιημένης πίεσης, δηλαδή του αδιάστατου αριθμού 

Cp

 συναρτήσει του λόγου 

d0d

, θα μας δώσει μία μόνο καμπύλη (δες Σχ. 9.2β) η οποία συνοψίζει τα αποτελέσματα των καμπυλών στο Σχ. 9.2α. Ταυτόχρονα, ξέρουμε πώς μεταβάλλεται η διαφορά πίεσης με την πυκνότητα και την ταχύτητα ροής 

u1

. Μία προειδοποίηση όμως είναι απαραίτητη, καθότι η εξάρτηση από τον λόγο 

d0d

, για πραγματική ροή, δεν θα είναι τόσο απλή, εφόσον οι προϋποθέσεις που βάλαμε δεν ισχύουν. Για 

d0d≪1

, περιμένουμε σημαντικές αποκλίσεις από την απλή αναλυτική σχέση. Η γεωμετρία είναι πολύπλοκη και η γεωμετρία των γραμμών ροής είναι πιο σύνθετη. Επιπλέον, παραλείψαμε το ιξώδες του νερού και θεωρήσαμε μόνο την επίδραση των τοιχωμάτων. Επίσης, μετά τον λαιμό, περιμένουμε διαχωρισμό, όπου η περιοχή, που διατηρείται η αστρόβιλη ροή, έχει διάμετρο πολύ μικρότερη από 

d0

. Εντούτοις, και πάλι περιμένουμε, για σημαντικό αριθμό 

Re

, ότι η εξάρτηση του 

Cp

 θα είναι κυρίως από το λόγο 

d0d

, δηλαδή 

Cp=f1d0d

, όπου 

f1d0d

 είναι μία άγνωστη συνάρτηση, η οποία προσδιορίζεται με μόνο δύο καμπύλες στο Σχ. 9.2α. Η δεύτερη χρειάζεται, για να βεβαιωθούμε ότι ισχύουν οι συνθήκες ροής που υποθέσαμε.

			[image: ]

			Σχήμα 9.2: (α) Σχεδιάγραμμα μετρήσεων 

P1-P2

 συναρτήσει 

u1

 για διάφορες τιμές του 

d0/d

 και 

ρ=1

. (β) Σχεδιάγραμμα μετρήσεων των αδιάστατων αριθμών 

CP

 και 

d0/d

.

			Παραπάνω, καταφέραμε να περιορίσουμε ένα πρόβλημα με πέντε μεταβλητές 

ΔP,ρ,u1,d,d0

 σε δύο 

ΔP/ρu12/2

 και 

d/d0

, οι οποίες είναι και αδιάστατες. Σημειωτέον, ότι δεν υπάρχουν άλλες αδιάστατες ποσότητες, χρησιμοποιώντας τις πέντε σταθερές ποσότητες. Φυσικά, ένας πιο παρατηρητικός ερευνητής θα θεωρούσε ότι υπάρχουν και άλλα μήκη και θα ήθελε να διερευνήσει περαιτέρω το θέμα, όσον αφορά στην επίδρασή τους στον συντελεστή πίεσης. Άλλο μήκος είναι π.χ. το πάχος του λαιμού, το χαρακτηριστικό μήκος διάχυσης του στροβιλισμού που συνδέεται με τον αριθμό 

Re

 κτλ.. Αυτό σημαίνει ότι η απλή χρήση του θεωρήματος 

Bernoulli

 δεν αρκεί για να δώσει λύση στο πρόβλημα. Έτσι, η πρόοδος εναπόκειται στην εξεύρεση των πιθανών αδιάστατων ποσοτήτων και στην πειραματική μέτρηση για τον καθορισμό των σημαντικών στη διαμόρφωση της ροής. Ο καθορισμός των πιθανών αδιάστατων παραμέτρων και η μορφή τους ορίζεται από το Θεώρημα 

Buckhingham

, που θα δούμε στη συνέχεια.

			9.3 Διαστατική ομοιογένεια και θεώρημα Buckhingham

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Ποσότητα

						
							
							Σύμβολο

						
							
							Διαστάσεις (L, T, M, Θ)

						
					

					
							
							Μήκος

						
							
							



L





						
							
							



L





						
					

					
							
							Επιφάνεια

						
							
							



A





						
							
							



L2





						
					

					
							
							Όγκος

						
							
							



V





						
							
							



L3





						
					

					
							
							Ταχύτητα

						
							
							



U





						
							
							



LT-1





						
					

					
							
							Επιτάχυνση

						
							
							



a





						
							
							



LT-2





						
					

					
							
							Γωνιακή Ταχύτητα

						
							
							



ω,Ω





						
							
							



T-1





						
					

					
							
							Ρυθμός ροής όγκου

						
							
							



Q





						
							
							



L3T-1





						
					

					
							
							Ρυθμός ροής μάζας

						
							
							



m˙





						
							
							



MT-1





						
					

					
							
							Δύναμη

						
							
							



F





						
							
							



MLT-2





						
					

					
							
							Πίεση, τάση

						
							
							



P,σ





						
							
							



ML-1T-2





						
					

					
							
							Ιξώδες

						
							
							



μ





						
							
							



ML-1T-1





						
					

					
							
							Κινηματικό ιξώδες

						
							
							



ν





						
							
							



L2T-1





						
					

					
							
							Επιφανειακή τάση

						
							
							



σ





						
							
							



MT-2





						
					

					
							
							Ροπή

						
							
							



τ





						
							
							



ML2T-2





						
					

					
							
							Ορμή

						
							
							



p





						
							
							



MLT-1





						
					

					
							
							Ενέργεια, έργο

						
							
							



E,W





						
							
							



ML2T-2





						
					

					
							
							Ισχύς

						
							
							



P





						
							
							



ML2T-3





						
					

					
							
							Πυκνότητα

						
							
							



ρ





						
							
							



ML-3





						
					

					
							
							Θερμοκρασία

						
							
							



Θ





						
							
							



Θ





						
					

					
							
							Εντροπία

						
							
							



S





						
							
							



ML2T-2TΘ-1





						
					

					
							
							Θερμική αγωγιμότητα

						
							
							



κ





						
							
							



MLT-3Θ-1





						
					

				
			

			Πίνακας 9.1: Φυσικές ποσότητες, σύμβολα και διαστάσεις

			Σε κάθε σύστημα μονάδων, μπορούμε να θεωρήσουμε μερικές ποσότητες ως βασικές, ώστε οι διαστάσεις των υπολοίπων να εκφράζονται συναρτήσει αυτών. Έτσι π.χ. αν θεωρήσουμε ως βασικές το μήκος (

L

), τη μάζα (

M

), τον χρόνο (

T

) και τη θερμοκρασία (

Θ

), τότε οι υπόλοιπες εκφράζονται συναρτήσει αυτών, όπως φαίνεται στον πίνακα 9.1. Εάν το ρευστό περιέχει ηλεκτρικά φορτία ή ρεύματα, τότε πρέπει να προσθέσουμε στις βασικές μονάδες και το ηλεκτρικό φορτίο. Αυτό ισχύει, αν το ρευστό είναι πλάσμα. Για μακροσκοπικά προβλήματα, πιο χρήσιμο είναι το ρεύμα 

I

, οι μονάδες του οποίου είναι φορτίο ανά μονάδα χρόνου. Στον πίνακα, οι διαστάσεις της ταχύτητας είναι 

[u]=LT-1

, όπου ο συμβολισμός 

[u]

 οφείλεται στον 

Maxwell

 και το σύμβολο 

[u]

 υποδηλώνει τις διαστάσεις της ποσότητας 

u

 συναρτήσει των βασικών. Μια αδιάστατη ποσότητα 

ϕ

 γράφεται, για τις διαστάσεις, ως 

[ϕ]=1

, καθότι η αριθμητική της τιμή είναι η ίδια σε οποιοδήποτε σύστημα μονάδων. Η επιλογή των βασικών διαστάσεων έχει έναν βαθμό αυθαιρεσίας, π.χ. αντί της μάζας 

M

 μπορούμε να επιλέξουμε την πυκνότητα 

ρ

, αφού 

M=ρL3

. Για την κατάλληλη επιλογή, παίρνουμε υπόψη μας το φυσικό πρόβλημα.

			Στον Πίνακα 9.1, βλέπουμε ότι όλες οι διαστάσεις μπορούν να εκφραστούν ως πολυωνυμικές δυνάμεις της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



[Ψ]=CLαMβTγ,





						
							
							(9.16)

						
					

				
			

			όπου 

C

 και οι δυνάμεις 

α,β,γ

 είναι σταθερές. Αυτή η ιδιότητα, που είναι γενική αρχή, ονομάζεται διαστατική αρχή και είναι καθοριστική για τη διαστατική ανάλυση. Π. χ., για το πρόβλημα του εκκρεμούς, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω=T-1,  g=LT-2,  l=L,  και       [m]=M.





						
							
							(9.17)

						
					

				
			

			Εάν, τώρα, το 

ω

 είναι συνάρτηση των 

g

, 

l

, 

m

 τότε θα είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



[ω]=gαlβmγ=(LT-2)αLβMγ=Lα+βT-2αMγ,





						
							
							(9.18)

						
					

				
			

			και για να ισούται με 

T-1

, πρέπει να ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α+β=0,  2α=1,  γ=0,





						
							
							(9.19)

						
					

				
			

			ή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α=-β=12,  γ=0





						
							
							(9.20)

						
					

				
			

			και βρίσκουμε 

ω=cgl

, όπως περιμέναμε. Ο προσδιορισμός της σταθεράς 

c

 γίνεται με πειραματικές μετρήσεις του 

ω

 ως συνάρτηση του 

l

. Ο αποκλεισμός της εξάρτησης από τη μάζα, όπως συμπεραίνεται από τη διαστατική αρχή, διευκολύνει την πειραματική διερεύνηση.

			Η παραπάνω διαδικασία συστηματοποιείται στο θεώρημα 

Buckingham

, που διαχωρίζει τις φυσικές ποσότητες σε ανεξάρτητες (βασικές) και εξαρτημένες, των οποίων οι διαστάσεις μπορεί να είναι διαφορετικές ή ίδιες από τις βασικές, αλλά ακόμη και μεταξύ τους υπάρχουν μεταβλητές που έχουν ίδιες διαστάσεις. Για παράδειγμα, στη ροή γύρω από σφαίρα, έχουμε μόνο ένα χαρακτηριστικό μήκος, που είναι η διάμετρος της σφαίρας, ενώ, για τη ροή γύρω από ένα ελλειψοειδές, έχουμε δύο μήκη, το ένα από τα οποία θα διαλέξουμε ως βασικό και το άλλο ως εξαρτημένο. Το ποιό από τα δύο θα διαλέξουμε ως βασικό, εξαρτάται από τον προσανατολισμό σε σχέση με τη σταθερή ροή. Η επιλογή κάποιου μήκους ως βασικού σημαίνει ότι οι σημαντικές μεταβολές στη ροή, συμβαίνουν σε αυτό το μήκος και το θεωρούμε ως τη φυσική κλίμακα του προβλήματος. Είναι επίσης πιθανόν ότι, για διαφορετικές φυσικές ποσότητες, διαφορετικά μήκη είναι τα σημαντικά και για αυτό απαιτείται προσοχή.

			Εν γένει, σε ένα φυσικό σύστημα, η μέτρηση μιας εξαρτημένης μεταβλητής 

a

 δίνεται σαν συνάρτηση από 

n

 ελεγχόμενες παραμέτρους, 

j=3

 (ή 4 με την θερμοκρασία), από τις οποίες είναι ανεξάρτητες (

a1,⋯,aj

) και οι υπόλοιπες 

k=n-j

 είναι εξαρτημένες (

aj+1,⋯⋯an

),

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ai=fa1,⋯,aj⏞βασικές︷,aj+1,⋯ai-1,ai+1,⋯an⏞εξαρτημένες︷,  i=j+1,⋯n.





						
							
							(9.21)

						
					

				
			

			Η επιλογή των κλιμάκων των ανεξάρτητων μεταβλητών σημαίνει ότι κάθε εξαρτημένη μεταβλητή μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει αυτών (όχι απαραίτητα όλων). Έτσι, για κάθε εξαρτημένη μεταβλητή, μπορούμε να ορίσουμε την αδιάστατη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Πι=aia1pi⋯ajqi,  i=j+1,⋯,n,





						
							
							(9.22)

						
					

				
			

			όπου οι αριθμοί 

pi, ⋯, qi

 είναι κατάλληλες δυνάμεις για διαστατική ομοιότητα, που μπορεί να είναι και μηδενικές. Επειδή η σχέση μεταξύ των παραμέτρων πρέπει να είναι διαστατικά ομοιογενής, αυτό οδηγεί σε μία σημαντική απλοποίηση, που βασίζεται στο θεώρημα 

Buckingham

. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να γράψουμε τη σχέση ανάμεσα στις 

k

 εξαρτημένες αδιάστατες ποσότητες, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Πi=ΦiΠj+1,⋯Πi-1,Πi+1,⋯Πn,  i=j+1,⋯n,





						
							
							(9.23)

						
					

				
			

			όπου η 

Φi⋯

 είναι συνάρτηση μόνο 

k=n-j-1

 μεταβλητών και μάλιστα σε αδιάστατη μορφή, αλλά διαφορετική για κάθε περίπτωση. Είναι δε δυνατόν οι αδιάστατες ποσότητες να ομαδοποιηθούν σε ομάδες και οι συναρτήσεις να συσχετίζουν μόνο μεταβλητές από την ίδια ομάδα. Δυστυχώς, η αναλυτική μορφή της 

Φi⋯

 δεν δίνεται από τη διαστατική ανάλυση και για αυτόν τον σκοπό, πρέπει να καταφύγουμε στη δημιουργία μιας θεωρίας η ενός μοντέλου.

			Στο παράδειγμα του εκκρεμούς, με κατανεμημένη μάζα (όχι απαραίτητα ομογενώς), έχουμε πέντε παραμέτρους 

ω,g,l,m,

 και 

I

. Από αυτές, τρεις (

j=3

) θεωρούνται ως βασικές και επιλέγουμε τις 

g, l

 και 

m

. Έτσι, έχουμε δύο εξαρτημένες ποσότητες, των οποίων η αδιάστατη μορφή είναι:

			



Π1=ωg/l,  Π2=Iml2→Π1=ΦΠ2.





			Για τη ροή γύρω από μία σφαίρα χωρίς βαρύτητα, στον υπολογισμό της δύναμης στη σφαίρα 

FL,U,ρ,μ

 έχουμε πέντε (

n=5

) παραμέτρους, από τις οποίες διαλέγουμε τις 

L,U,ρ

 ως βασικές, καθότι μόνο η 

ρ

 περιέχει τη μάζα και μόνο η 

U

 περιέχει τον χρόνο. Έτσι, είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους και δεν μπορούμε να σχηματίσουμε αδιάστατη ποσότητα μεταξύ τους. Απομένουν δύο 

F

 και 

μ

, για τις οποίες μπορούμε να σχηματίσουμε τις παρακάτω αδιάστατες ποσότητες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Π1=LαUβργ F=L0U0ρ0,→α=-2, β=-2, γ=-1,→Π1=FρU2L2≡CD,





						
							
							(9.24)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Π2=LαUβργ μ-1 =L0U0ρ0,→α=1, β=1, γ=1,→Π2=ρULμ≡Re,





						
							
							(9.25)

						
					

				
			

			με 

[F]=MLT-1

 και 

[μ]=ML-1T-1

. Σύμφωνα με το θεώρημα 

Buckingham

, δεν υπάρχει άλλος ανεξάρτητος αδιάστατος αριθμός και μπορούμε να γράψουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Π1=ΦΠ2⇒CD=ΦRe→FρU2L2=ΦρULμ,





						
							
							(9.26)

						
					

				
			

			όπου 

ΦRe

 είναι άγνωστη ακόμη συνάρτηση. Στο τελευταίο βήμα, για να βρούμε τις αδιάστατες ποσότητες, γράψαμε το γινόμενο δυνάμεων των βασικών παραμέτρων επί την πρώτη δύναμη της εξαρτημένης ποσότητας 

F

,εκφρασμένα στις βασικές διαστάσεις 

M, L, T

 και βρίσκουμε τις δυνάμεις 

α, β, γ

, ώστε:

			



Π1=LαUβργF=Lα(LT-1)β(ML-3)γ(MLT-2)=M0L0T0.





			Για τη δύναμη του 

F

 στην 

Π1

, διαλέξαμε τη μονάδα, επειδή είναι η ποσότητα που θα μετρήσουμε. Θα μπορούσαμε να επιλέξουμε 

-1

, που θα είχε ως αποτέλεσμα να βρούμε τον αντίστροφο αδιάστατο αριθμό. Μάλιστα, οποιαδήποτε ακέραια επιλογή δύναμης του 

F

 θα μας έδινε αντίστοιχη δύναμη του αδιάστατου αριθμού. Σε αντίθεση για τον άλλο αδιάστατο αριθμό, πήραμε το ιξώδες στην 

-1

 δύναμη, διότι έτσι έχουμε τον αριθμό 

Re

 για τον αντίστοιχο αδιάστατο αριθμό.

			9.4 Παραδείγματα Διαστατικής ανάλυσης

			9.4.1 Οριακή ταχύτητα σε ιξωδικό ρευστό

			Ας θεωρήσουμε μία σφαίρα ακτίνας 

R

, η οποία πέφτει υπό την επίδραση της βαρύτητας (

g

) σε ένα παχύρρευστο υγρό, με σταθερά ιξώδους 

μ

. Κάτω από την επίδραση της βαρύτητας, η σφαίρα επιταχύνεται, αλλά αυτό σημαίνει ότι και οι ιξωδικές δυνάμεις αυξάνουν, τείνοντας να αντισταθμίσουν τη δύναμη της βαρύτητας και να οδηγήσουν σε πτώση με οριακή ταχύτητα 

u0

. Με χρήση της διαστατικής ανάλυσης, θα προσπαθήσουμε να βρούμε πώς συνδέεται η ταχύτητα 

u0

 με τις άλλες φυσικές παραμέτρους του προβλήματος. Στη διαδρομή αυτή, θα δούμε ότι η διαστατική ανάλυση από μόνη της δεν επαρκεί, αλλά απαιτεί και επιπλέον υποθέσεις. Λόγω του γεγονότος ότι έχουμε περισσότερες μεταβλητές, θα έχουμε και περισσότερους από δύο αδιάστατους αριθμούς. Επίσης, έχουμε τρεις ανταγωνιστικές δυνάμεις: βαρύτητα, άνωση και ιξωδική δύναμη. Ανάλογα με το ποιές είναι οι επικρατέστερες, περιμένουμε και διαφορετικές σχέσεις για την οριακή ταχύτητα.

			Καταρχήν, στο πρόβλημα έχουμε 

n=6

 σημαντικές παραμέτρους:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R-ακτίνα σφαίραςμ-δυναμικό ιξώδεςg-επιτάχυνση της βαρύτηταςρσφαίρα-πυκνότητα της σφαίραςρυγρό-πυκνότητα του ρευστούu0-οριακή ταχύτητα της σφαίρας





						
							
					

				
			

			Δεν είναι πάντα εύκολο σε ένα πρόβλημα, να ξεκαθαρίσουμε ποιές είναι οι σημαντικές παράμετροι. Π.χ., αν είχαμε την πτώση ενός κυλίνδρου, θα είχαμε δύο μήκη να θεωρήσουμε: το ύψος 

h

 και τη διάμετρο βάσης 

d

. Η συμμετοχή της μίας ή της άλλης (ή και των δύο) εξαρτάται από τον λόγο 

dh

, ενώ είναι δυνατόν, ανάλογα με τον προσανατολισμό κατά την πτώση, να πάρουμε υπόψη μας την περιστροφή και, επομένως, τη ροπή αδράνειας 

I

. Για ισχυρό ιξώδες, θα έχουμε απόσβεση στην περιστροφή. Από τις παραπάνω ποσότητες, τρεις: η μάζα, το μήκος και ο χρόνος (

M, L, T

) συνήθως θεωρούνται οι βασικές. Ισοδύναμα όμως, μπορούμε να κάνουμε και την επιλογή άλλων τριών, που είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, π.χ. η πυκνότητα του υγρού 

ρυγρό

, η ακτίνα της σφαίρας 

R

 και η επιτάχυνση της βαρύτητας 

g

. Σύμφωνα με το θεώρημα 

Buckingham

, απομένουν τρεις εξαρτημένες μεταβλητές 

u0, ρσφαίρα, μ

 και επομένως, μπορούμε να κατασκευάσουμε τρεις αδιάστατες ποσότητες 

Π1, Π2, Π3

:

			
				
					
					
				
				
					
							
							



Π1=ρσφαίραρυγρό→δύναμη βαρύτηταςδύναμη άνωσης ,





						
							
							(9.27)

						
					

					
							
							



Π2=u02Rg→δύναμη αδράνειαςδύναμη βαρύτητας ,





						
							
							(9.28)

						
					

					
							
							



Π3=ρυγρόRu0μ→δύναμη αδράνειαςδύναμη ιξώδους . 





						
							
							(9.29)

						
					

				
			

			Από καθαρά διαστατική θεώρηση, οι αδιάστατες αυτές ποσότητες είναι απόλυτα κατανοητές, αλλά και από τη φυσική του προβλήματος θα μπορούσαν να εξαχθούν. Η 

Π1

 είναι αυτόματη συνέπεια της ύπαρξης δύο πυκνοτήτων (σφαίρα και υγρό). Είναι ο λόγος δύο ανταγωνιστικών δυνάμεων: βαρύτητα προς άνωση. Από τη φυσική, περιμένουμε ότι, άν 

ρυγρό<ρσφαίρα

 (

Π1>1

), τότε θα έχουμε πτώση της σφαίρας, ενώ, για 

ρυγρό>ρσφαίρα

 (

Π1<1

), θα έχουμε άνοδο της σφαίρας. Το δεύτερο θα συνέβαινε π.χ., αν η σφαίρα ήταν φυσαλίδα αέρος. Ο αριθμός 

Π2

 είναι το τετράγωνο του αριθμού 

Froude

 και μας δίνει τον λόγο της αδρανειακής δύναμης ως προς την δύναμη βαρύτητας, που μπορεί να θεωρηθεί και ως ο λόγος της κινητικής ενέργειας της σφαίρας δια τη μεταβολή της δυναμικής ενέργειας στο μήκος 

R

. Ο αριθμός 

Π3

 μας δίνει το λόγο της δύναμης αδράνειας προς τη δύναμη ιξώδους, δηλαδή ο αριθμός 

Reynolds

. Βασιζόμενοι στο θεώρημα 

Buckingham

, έχουμε 

Π2=fΠ3 ,Π1

 ή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u02Rg=fρυγρό Ru0μ,ρσφαίραρυγρό.





						
							
							(9.30)

						
					

				
			

			Η επιλογή 

Π2=fΠ3,Π1

 και όχι η 

Π3=f3Π2,Π1

 είναι αυθαίρετη προς το παρόν, αλλά θα προσπαθήσουμε να την αιτιολογήσουμε.

			Το θεώρημα 

Buckingham

 δεν μας βοηθά να προχωρήσουμε και να βρούμε την αναλυτική μορφή της συνάρτησης 

fΠ3, Π1

. Μπορούμε, όμως, να κάνουμε σημαντική πρόοδο, αν χρησιμοποιήσουμε φυσικά επίχειρήματα, παράλληλα με διαστατική ανάλυση. Συχνά, η φυσική μπορεί να μας οδηγήσει σε σημαντικές απλοποιήσεις, περιορίζοντας εξαρχής τον αριθμό των αδιάστατων παραμέτρων, που επηρεάζουν τη ροή. Ας περιοριστούμε λοιπόν στην περίπτωση, στην οποία ο αριθμός 

Reynolds

 (

Re<<1

) είναι μικρός, γεγονός που σημαίνει ότι η επίδραση της αδρανειακής δύναμης είναι πολύ μικρή και στην εξίσωση 

Euler

 οι ιξωδικές δυνάμεις αντισταθμίζουν τη βαρύτητα και την άνωση, οι οποίες είναι ανάλογες προς την επιτάχυνση 

g

 της βαρύτητας, ώστε να μας δώσουν μηδέν επιτάχυνση (για οριακή ταχύτητα). Επειδή, όμως, η δύναμη του ιξώδους είναι ανάλογη του 

μ

, δηλαδή έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δύναμη βαρύτητα-δύναμη άνωσης∼g=αντίσταση ιξώδους∼μ.





						
							
							(9.31)

						
					

				
			

			Περιμένουμε ότι οι σταθερές 

g

 και 

μ

 θα απαντώνται ως ο λόγος 

g/μ

, που σημαίνει ότι για να είναι το 

g

 ανάλογο του 

μ

, πρέπει η αδιάστατη ποσότητα 

Π3=ρυγρόRu0/μ

 να είναι ένας πολλαπλασιαστικός παράγοντας στην 

f

 και επομένως, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u02Rg=ρυγρόRu0μf′ρσφαίραρυγρό,





						
							
							(9.32)

						
					

				
			

			όπου 

f′

 είναι μία άγνωστη συνάρτηση της 

Π1=ρσφαίρα/ρυγρό

. Για να κάνουμε και το τελευταίο βήμα, πάλι καταφεύγουμε στη Φυσική. Παρατηρούμε ότι, αν οι πυκνότητες είναι ίσες 

Π1=ρσφαίρα/ρυγρό=1

, τότε η σφαίρα ισορροπεί ακίνητη με μηδενική ταχύτητα (

u0=0

), διότι η δύναμη της βαρύτητας ισούται με την άνωση 

gρσφαίρα-ρυγρό=0

. Εάν δε 

u0=0

, δεν έχουμε και ιξωδικές δυνάμεις. Για να συμβεί αυτό, πρέπει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f′ρσφαίραρυγρό=Cρσφαίραρυγρό-1,





						
							
							(9.33)

						
					

				
			

			όπου 

C

 είναι μία άγνωστη σταθερά. Έχουμε λοιπόν για την οριακή ταχύτητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u0=CρυγρόR2gμρσφαίραρυγρό-1.





						
							
							(9.34)

						
					

				
			

			Στην παρούσα περίπτωση, μπορούμε να υπολογίσουμε και την σταθερά 

C

 με απλές πράξεις. Η βαρύτητα μείον την άνωση είναι:

			



4π3ρσφαίρα-ρυγρόgR3.





			Στην προσέγγιση 

Stokes

, η αντίσταση της τριβής είναι:

			



FD=6πμu0R





			και εξίσωση με τις βαρυτικές δυνάμεις μας δίνει την(9.34) και ταυτόχρονα τη σταθερά 

C=2/9

. Εάν η σφαίρα ήταν φούσκα αέρος, που αναδύεται από το ρευστό στην επιφάνεια, λόγω άνωσης 

ρφούσκα αέρος≪ρυγρό

, η τιμή της σταθεράς 

C=1/9

.

			9.4.2 Δύναμη αντίστασης σε βυθισμένο σώμα σε οριζόντια κίνηση.

			Έστω ένα βυθισμένο σώμα, με χαρακτηριστική διάσταση 

L

, που κινείται οριζόντια σε ένα ρευστό, με ταχύτητα 

U

. Θα παραλείψουμε τη βαρύτητα, εάν ο όρος αυτός είναι αρκετά μικρότερος από τον ιξωδικό, ενώ ήδη παραλείψαμε τον αδρανειακό, καθότι 

Re≪1

. Έτσι, θέλουμε:

			



ReFr=ρgμUL2≪1.





			Φυσικά, πρέπει να υπάρχει και κάθετη δύναμη, ώστε να στηρίζεται το σώμα. Αλλά και αν δεν υπάρχει, υποθέτουμε ότι η κάθετη μετατόπιση είναι αμελητέα σε σχέση με το μέγεθος του σώματος και την οριζόντια μετατόπιση. Αυτό βάζει περιορισμούς στον χρόνο παρατήρησης, 

t≪Lg 

 και 

t≪Ug. 

 Εδώ έχουμε πέντε σημαντικές μεταβλητές 

Fd,L,U,μ,ρ

 , τρεις από τις οποίες είναι βασικές (

L,U,ρ

), ενώ για τις άλλες δύο: 

Fd

 και 

μ,

, μπορούμε να ορίσουμε τους αδιάστατους αριθμούς:

			



Re=ρLUμ,  CD=FDρL2U2/2 . 





			Ισοδύναμα, θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε και το γινόμενό τους, που μας δίνει πάλι αδιάστατο αριθμό:

			



C′=12CDRe=FDLUμ ,





			που, μαζί με τον αριθμό 

Reynolds

, μας δίνει ένα άλλο ζευγάρι. Αυτό είναι ισοδύναμο με το να είχαμε διαλέξει, ως βασικές ποσότητες, τις 

L,U,μ

. Αυτό είναι λογικό, καθότι περιμένουμε το ιξώδες να παίξει καθοριστικό ρόλο. Έτσι, μπορούμε να γράψουμε:

			



C′=FDLUμ=ΦRe





			και για την ερπυστική ροή γύρω από σφαίρα, γνωρίζουμε ότι 

FD=3πdUμ

, όπου 

d→L

 είναι η διάμετρος της σφαίρας. Έτσι, για 

Re≪1

, η πειραματική διερεύνηση θα μας δώσει 

ΦRe=3π

. Για μεγάλες τιμές του 

Re

, περιμένουμε ο αδρανειακός όρος να είναι σημαντικός και, επομένως, είναι πιο σωστό να θεωρήσουμε ως βασικές τις 

L, U, ρ 

. Έτσι, έχουμε:

			



CD=FDρL2U2/2=GRe,  →    FD=ρL2U22GRe.





			Εάν τώρα 

20< Re <2.000

, τότε η συνάρτηση 

GRe∼1Re

, ενώ, για 

Re

 μέχρι 

105

, θα βρούμε 

GRe∼1

, όπως φαίνεται στο Σχ. 7.14. Για μεγαλύτερο αριθμό 

Reynolds

, έχουμε απότομη πτώση του συντελεστή αντίστασης. Στα όρια αυτά, έχουμε εξάρτηση από την αδρότητα της επιφάνειας της σφαίρας. Επιπλέον, αν η ταχύτητα ροής πλησιάζει την ταχύτητα του ήχου, τότε θα έχουμε συμπιεστότητα του ρευστού και θα έχουμε και εξάρτηση από τον αριθμό EX[4250].

			9.4.3 Δύναμη ανύψωσης πτερυγίου.

			Ας εφαρμόσουμε την τεχνική της διαστατικής ανάλυσης στη δύναμη ανύψωσης, σε ένα πτερύγιο. Τα σημαντικά χαρακτηριστικά του πτερυγίου (δες Σχ. 9.3) είναι το μήκος χορδής 

D

 και η γωνία κλίσης της χορδής με την οριζόντια 

α

. Η δύναμη ανύψωσης πρέπει να αντισταθμίσει το βάρος του αεροπλάνου, αλλά δεν θεωρούμε ότι επηρεάζει τη ροή και έτσι δεν συμπεριλάβαμε το 

g

 ως σημαντική παράμετρο. Εάν, όμως, η δύναμη ανύψωσης γίνει μικρότερη από το βάρος, τότε η βαρύτητα είναι καθοριστική για την επιταχυνόμενη πορεία προς το έδαφος. Σκοπός μας είναι να βρούμε τη σχέση που συνδέει τη δύναμη ανύψωσης 

FL

 με τις γεωμετρικές και άλλες παραμέτρους ροής, όπως η ταχύτητα 

U

, η πυκνότητα 

ρ

, και το ιξώδες 

μ

, δηλαδή:

			



FL=fU,α,D,ρ,μ.





			Από τις έξι μεταβλητές, θεωρούμε τρεις ως βασικές: την πυκνότητα (

ρ

), την ταχύτητα 

U

 και το μήκος χορδής 

D

, οι οποίες είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, δηλαδή δεν μπορούμε να βρούμε αδιάστατο αριθμό μεταξύ τους. Για τις υπόλοιπες δύο: 

FL

 και 

μ

, θα βρούμε τους αντίστοιχους αδιάστατους αριθμούς, ενώ η γωνία 

α

 είναι αδιάστατη ποσότητα. Για τη δύναμη ανύψωσης, έχουμε την αδιάστατη ποσότητα:

			



CL=FLρD2U2/2 ,





			όπου 

CL

 είναι ο συντελεστής ανύψωσης, ενώ για το ιξώδες έχουμε τον αριθμό:

			



Re=ρUDμ .





			Σύμφωνα με το Θεώρημα 

Buckingham

, έχουμε:

			



CL=fRe,α→FLρD2U2/2=fρUDμ, α.





			Έτσι, κατασκευάζοντας ένα μοντέλο-πτερύγιο και κρατώντας σταθερή τη γωνία 

α

 και τον αριθμό 

Re

, η μέτρηση του συντελεστή ανύψωσης 

CL

, στο μοντέλο θα είναι ίδια με το πρωτότυπο. Η εύρεση της αναλυτικής μορφής απαιτεί τη διενέργεια πειραματικών μετρήσεων. Θα μπορούσε, όμως, να υποθέσει κανείς ότι, για μικρές γωνίες, η δύναμη ανύψωσης είναι ανάλογη της γωνίας. Για μεγάλο αριθμό 

Re

, περιμένουμε ότι η δύναμη ανύψωσης δεν εξαρτάται από το ιξώδες και, επομένως, έχουμε:

			



FL∼ρU2D2α,





			που είναι σύμφωνο με τα αποτελέσματα της ανιξωδικής ροής. Η ιξωδική ροή είναι σημαντική, μόνο κοντά στην επιφάνεια του πτερυγίου και μας δίνει την απαραίτητη κυκλοφορία 

Γ

 και με σύγκριση με τη σχέση για τη δύναμη ανύψωσης, στο Κεφ. 5, συμπεραίνουμε ότι, για το πτερύγιο, η κυκλοφορία 

Γ=ADUα

, δηλαδή εξαρτάται από τη γωνία 

α

, και η σταθερά 

A

, που είναι ένας αριθμός της τάξης 

O1

, αλλάζει με τη γεωμετρία του πτερυγίου. Να παρατηρήσουμε ότι το αποτέλεσμα αυτό, μπορεί να εξαχθεί με μιγαδική ανάλυση, εφόσον θεωρήσουμε ότι το μήκος 

L

 της πρόσοψης του πτερυγίου είναι μεγάλο (

L≫D

). Αυτό βασίζεται στη γνώση της ιξωδικής ροής γύρω από κύλινδρο (ή άλλο κυλινδρικό σχήμα), ενώ, με τεχνικές της μιγαδικής ανάλυσης, μετασχηματίζουμε τον κύκλο στο σχήμα της διατομής του πτερυγίου. Ο ίδιος μετασχηματισμός θα μετατρέψει τη λύση για τον κυκλικό κύλινδρο, σε αυτή για το πτερύγιο. Τη λύση αυτή, πρώτοι διατύπωσαν οι 

Kutta

 και 

Joukowski

, όπως αναφέραμε στο Κεφ. 5.

			9.5 Μοντελοποίηση και ομοιότητα.

			Η ανάπτυξη μοντέλων είναι ένα σημαντικό εργαλείο της υδροδυναμικής και αεροδυναμικής, συμπεριλαμβανομένης και της διαστημικής αεροπλοίας. Γενικά, είναι μία εμπειρική και πειραματική τεχνική, αλλά χρησιμοποιεί και αποτελέσματα από την ανάλυση των υδροδυναμικών εξισώσεων. Η δημιουργία πειραματικών δεξαμενών, αεροσηράγγων ή άλλων κατασκευών, για τον έλεγχο πλοίων ή αεροπλάνων, δεν οφείλεται στην έλλειψη εμπιστοσύνης στις θεωρητικές προβλέψεις, αλλά στο γεγονός ότι  πολλά προβλήματα στην υδροδυναμική είναι τόσο σύνθετα και δαιδαλώδη, ώστε δεν είναι δυνατό να λυθούν ακόμη και αριθμητικά. Όπως και η θεωρητική ανάλυση, έτσι και η πρακτική αξιολόγηση έχει τις τεχνικές της, αν και απαιτεί αρκετή εμπειρία για τη διατύπωση του πειραματικού προβλήματος και την ακριβή κατασκευή του φυσικού μοντέλου. Για την εξαγωγή αξιόπιστων συμπερασμάτων και εμπειρικών σχέσεων απαιτούνται μεγάλης διάρκειας παρατηρήσεις. Έτσι π.χ., το διαστημικό λεωφορείο πέρασε 100.000 ώρες πειραματικής μελέτης σε αεροσήραγγα.

			Η κύρια τεχνική που χρησιμοποιείται στην ανάλυση των αποτελεσμάτων από τα πειραματικά μοντέλα είναι η διαστατική ανάλυση. Αυτή θα μας βοηθήσει στον περιορισμό του αριθμού των σημαντικών αδιάστατων αριθμών και επομένως, στη μείωση των απαραίτητων πειραματικών μετρήσεων. Αυτοί προκύπτουν από τη διαδικασία, βασισμένη στο θεώρημα 

Bukhingham

 και τη φυσική διαίσθηση. Η διαίσθηση επικουρείται από τη συγκριτική μελέτη των διαφόρων όρων, στις υδροδυναμικές εξισώσεις. Αυτό γίνεται με την τεχνική της αδιαστατοποίησης των εξισώσεων και οι συντελεστές, σε κάθε όρο, έχουν τις ίδιες διαστάσεις, λόγω της διαστατικής ομοιότητας σε μία εξίσωση. Οι λόγοι αυτών των συντελεστών μας δίνουν τους πιο σημαντικούς (συνήθως) αδιάστατους αριθμούς. Στη μοντελοποίηση εξίσου σημαντική είναι η έννοια της ομοιότητας, δηλαδή το σύνολο των κανόνων, με τους οποίους θα κατασκευάσουμε μοντέλα μικρών διαστάσεων, αλλά αρκετά «όμοια» με τα πραγματικά, ώστε να παράξουμε πειραματικά αποτελέσματα και συμπεράσματα, που είναι αξιόπιστα, αν κάνουμε την προέκταση στις πραγματικές διαστάσεις και συνθήκες.

			[image: ]

			Σχήμα 9.3: Γεωμετρική ομοιότητα ενός πρωτότυπου πτερυγίου και του μοντέλου.

			Η εύρεση των αδιάστατων παραμέτρων στην υδροδυναμική, αποτελεί τη βάση της πειραματικής μοντελοποίησης. Για την κατασκευή και σχεδιασμό ενός πτερυγίου αεροπλάνου, απαιτείται η βεβαιότητα ότι θα έχει τα απαιτούμενα χαρακτηριστικά. Επειδή ο πειραματισμός εν πτήσει είναι πολύ επικίνδυνος, απαιτείται η δοκιμαστική μελέτη σε ένα μοντέλο, που είναι όμοιο με το πραγματικό, αλλά σε μικρότερη κλίμακα. Το πρώτο είναι, ότι το πραγματικό και το μοντέλο πρέπει να έχουν γεωμετρική ομοιότητα, δηλαδή όλες οι γεωμετρικές διαστάσεις να είναι σε αναλογία. Π.χ. για ένα πτερύγιο (δες Σχ. 9.3), έχουμε τρία μήκη: η διατομή του ορίζεται από το μήκος χορδής 

D

 και το πάχος του πτερυγίου 

h

, ενώ και το μήκος 

L

 είναι σημαντικό. Στην προσέγγιση του Κεφ. 5, θεωρήσαμε ότι 

L≫D,h

, δηλαδή το πτερύγιο είναι κυλινδρική (με διατομή όπως στο σχήμα) επιφάνεια και, επομένως, μπορούμε να θεωρήσουμε δισδιάστατη ροή. Έτσι, το μοντέλο θα έχει διαστάσεις 

Dm,hm,Lm

, ώστε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



DmD=hmh=LmL=λ,





						
							
							(9.35)

						
					

				
			

			ώστε πάλι 

Lm≫Dm,hm

. Στα άκρα του πτερυγίου, μπορεί να έχουμε φαινόμενα που διαταράσσουν τη δισδιάστατη ροή, με τα οποία όμως δεν θα ασχοληθούμε. Επίσης θεωρούμε ότι και το σχήμα της διατομής μεταβάλλεται όμοια. Οι διαφορικές εξισώσεις της υδροδυναμικής, καθώς και οι οριακές συνθήκες είναι ίδιες σε αδιάστατη μορφή, αν, εκτός από τη γεωμετρική ομοιότητα, επιβάλουμε και οι αδιάστατοι αριθμοί να είναι ίσοι στο πραγματικό και το μοντέλο πτερύγιο. Τότε λέμε ότι έχουμε και δυναμική ομοιότητα. Έτσι, θέλουμε τους ίδιους αριθμούς 

Reynolds

 

Re

 και συντελεστή πίεσης 

CP

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Re=ρLu0μ=ρmLmumμm ,





						
							
							(9.36)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



CP=ΔP12ρu02=ΔPm12ρmum2 .





						
							
							(9.37)

						
					

				
			

			Έτσι, οι τιμές μέτρησης είναι ίδιες για τις αδιάστατες ποσότητες στο πρωτότυπο και στο μοντέλο. Αυτή είναι η διαδικασία που ακολουθείται στην πειραματική διερεύνηση των πτερυγίων σε τούνελ αέρος. Εάν η ταχύτητα της ροής είναι υψηλή, τότε πρέπει να τη συγκρίνουμε με την ταχύτητα του ήχου, ώστε να βεβαιωθούμε ότι δεν έχουμε συμπιεστή ροή και, επομένως, μεταβολή της πυκνότητας, που έχει επίδραση και στην εξίσωση της ορμής. Έτσι, επιπλέον, έχουμε τον αριθμό 

Mach

, ο οποίος πρέπει να είναι ίδιος στο μοντέλο και το πρωτότυπο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ma=u0c0=umcm .





						
							
							(9.38)

						
					

				
			

			Στην πράξη, δεν είναι πάντα εύκολο να έχουμε τέλεια δυναμική ομοιότητα, δηλαδή να ικανοποιούνται οι (9.36-9.38). Εάν θεωρήσουμε την αεροδυναμική συμπεριφορά του πτερυγίου, τότε οι σημαντικοί αριθμοί είναι οι 

Reynolds

 και 

Mach

. Με απαλοιφή των ταχυτήτων από την (9.36) και (9.38), έχουμε τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



νmν0=Lmcmlc0 .





						
							
							(9.39)

						
					

				
			

			Επειδή το πρωτότυπο είναι πολύ μεγαλύτερων διαστάσεων και κινείται στον αέρα, πρέπει να βρούμε ένα μοντέλο ρευστό, με πολύ χαμηλό κινητικό ιξώδες και υψηλή ταχύτητα ήχου. Αυτό είναι σχεδόν αδύνατο, λόγω κόστους και ασφάλειας, καθότι υποψήφιο αέριο είναι το υδρογόνο. Εν γένει και στο τούνελ χρησιμοποιούμε αέρα, αλλά προσπαθούμε να επηρεάσουμε τις ιδιότητες του αερίου με τη θερμοκρασία και την πίεση, δεν είναι όμως ικανό να αντισταθμίσει τα διαφορετικά γεωμετρικά μήκη. Έτσι, δεν είναι δυνατό να έχουμε και τον ίδιο αριθμό 

Reynolds

, αλλά να έχουμε μόνο τον ίδιο αριθμό 

Mach

. Στην περίπτωση αυτή, μπορούμε να επεκτείνουμε τα πειραματικά αποτελέσματα από την περιοχή του 

Rem

 για το μοντέλο, στην περιοχή του 

Re

 για το πρωτότυπο, που μπορεί να διαφέρουν κατά μία τάξη μεγέθους. Αυτό απαιτεί και μία εκτίμηση για την αβεβαιότητα στη γραφική επέκταση. Είναι προφανές ότι η επέκταση αυτή θα συνεπικουρηθεί και από την αριθμητική λύση των υδροδυναμικών εξισώσεων. Συχνά, τα πειραματικά αποτελέσματα στο μοντέλο μπορούν να χρησιμοποιηθούν στο πρωτότυπο, ακόμη και αν οι αριθμοί 

Reynolds

 διαφέρουν, εφόσον ικανοποιούνται μερικές προϋποθέσεις. Μία είναι για μεγάλο αριθμό 

Reynolds

, ώστε οι ιξωδικές δυνάμεις μπορούν να παραλειφθούν και στο πρωτότυπο και στο μοντέλο. Η ροή και στο μοντέλο και στο πρωτότυπο να είναι στρωτή και να μην έχουμε φαινόμενα διαχωρισμού της ροής.

			Στη γεωμετρική ομοιότητα, η σμίκρυνση των διαστάσεων μπορεί να εισάγει νέα φαινόμενα, που αλλάζουν ριζικά τη ροή. Π.χ. η ροή σε ένα μεγάλου μήκους και εύρους κανάλι μπορεί να είναι πολύ διαφορετική στο μοντέλο. Η μεταφορά στο εργαστήριο μπορεί να δώσει μοντέλο με βάθος μερικών χιλιοστών, πολύ μικρότερο από το εύρος του οριακού στρώματος. Εδώ, οι ιξωδικές δυνάμεις δημιουργούν στροβιλισμό σε όλον τον όγκο του νερού.

			9.6 Σημαντικοί αδιάστατοι αριθμοί στην υδροδυναμική

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Αδιάστατος αριθμός

						
							
							Σύμβολο

						
							
							Σχέση

						
							
							Αριθμητής/ παρανομαστής

						
							
							εφαρμογή

						
					

					
							
							Reynolds

						
							
							



Re





						
							
							



ρLU/μ





						
							
							



αδρανειακή δύναμη ιξωδική δύναμη





						
							
							ιξωδική ροή

						
					

					
							
							Froude

						
							
							



Fr





						
							
							



U/gL





						
							
							



αδρανειακή δύναμη βαρυτική δύναμη





						
							
							ροή σε ανοικτό αγωγό

						
					

					
							
							Stokes

						
							
							



St





						
							
							



μU/ρgL2





						
							
							



ιξωδική δύναμη βαρυτική δύναμη





						
							
							πτώση σωμάτων

						
					

					
							
							Weber

						
							
							



We





						
							
							



ρLU2/σl





						
							
							



δύναμη δυναμικής πίεσηςδύναμη επιφανειακής τάσης





						
							
							επιφανειακή τάση

						
					

					
							
							Mach

						
							
							



Ma





						
							
							



U/c





						
							
							



ταχύτητα ροής ταχύτητα ήχου





						
							
							συμπιεστότητα

						
					

					
							
							Συντελεστής

							Αντίστασης

						
							
							



CD





						
							
							



FD/ρU2L2/2





						
							
							



δύναμη αντίστασηςαδρανειακή δύναμη





						
							
							ροή γύρω από αντικείμενα

						
					

					
							
							Συντελεστής

							Πίεσης

						
							
							



CP





						
							
							



ΔP/ρU2/2





						
							
							



δύναμη πίεσης αδρανειακή δύναμη





						
							
							ροή γύρω από αντικείμενα

						
					

					
							
							Euler

						
							
							



Eu





						
							
							



ρU22/ΔP=1/CP





						
							
							



αδρανειακή πίεση πίεση





						
							
							γενική ροή

						
					

					
							
							Συντελεστής Ανύψωσης

						
							
							



CL





						
							
							



Fανυψ/ρU2L2/2





						
							
							



δύναμη ανύψωσηςδύναμη δυναμικής πίεσης





						
							
							ιξωδική θέρμανση

						
					

					
							
							Brinkman

						
							
							



Br





						
							
							



μU2/ κΔΘ





						
							
							



ιξωδική μεταφορά ροή θερμότητας





						
							
							ιξωδική θέρμανση

						
					

					
							
							Strouhal

						
							
							



S





						
							
							



L/UT





						
							
							



χρονική κλίμακα ροής περίοδο ταλάντωσης





						
							
							μη μόνιμη ροή

						
					

					
							
							Capillary

						
							
							



Ca





						
							
							



μU/σl





						
							
							



ιξωδική δύναμη επιφανειακή τάση





						
							
							τριχοειδή φαινόμενα

						
					

					
							
							Cavitation

						
							
							



Q





						
							
							



p-pυ/ρU2/2





						
							
							



διαφορά από πίεση ατμών αδρανειακή πίεση





						
							
							συμπίεση ροής φυσαλίδες

						
					

					
							
							Λόγος Ειδικής Θερμότητας 

						
							
							



γ





						
							
							



cp/cυ





						
							
							



ειδική θερμότητα Ρ=σταθ. ειδική θερμότητα V=σταθ. 
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Ec





						
							
							



U2/cpΔΤ





						
							
							



κινητική ενέργεια θερμική ενέργεια





						
							
							μεταφορά θερμότητας

						
					

					
							
							Prandtl

						
							
							



Pr





						
							
							



υ/α





						
							
							



διαχυτικότητα ορμής διαχυτικότητα θερμότητας





						
							
							μεταφορά θερμότητας

						
					

				
			

			Πίνακας 9.2

			Στον πίνακα 2, δίνουμε σημαντικούς αδιάστατους αριθμούς, μερικούς από τους οποίους έχουμε ήδη ορίσει. Εδώ θα προσπαθήσουμε να δώσουμε τον ορισμό και για τους υπόλοιπους, που παρουσιάζονται στις εξισώσεις διατήρησης μάζας, ορμής ενέργειας κτλ. Εδώ θα υποθέσουμε ότι έχουμε στο φυσικό πρόβλημα ένα μικρό αριθμό κλιμάκων (μήκους, χρόνου, πυκνότητας, θερμοκρασίας), που επηρεάζουν σημαντικά τη ροή. Φυσικά, μπορούμε να σκεφτούμε προβλήματα, στα οποία, λόγω γεωμετρίας, έχουμε διαφορετικά μήκη κλίμακας σε κάθε κατεύθυνση, κάτι που οδηγεί σε σημαντική αύξηση του αριθμού των αδιάστατων αριθμών.

			Ας αρχίσουμε από την εξίσωση συνέχειας, για συμπιεστό ρευστό σε μη μόνιμη ροή

			



DρDt=∂ρ∂t+u→⋅∇→ρ=-ρ∇→⋅u→.





			Ας υποθέσουμε τις κλίμακες 

L,T,U,ρ0

 για το μήκος, χρόνο, ταχύτητα και πυκνότητα αντίστοιχα. Εδώ, θεωρούμε ότι η τοπική μεταβολή με τον χρόνο, σε κλίμακα 

T

, δεν είναι ίδια με τον χαρακτηριστικό χρόνο 

L/U

, λόγω της ροής. Έτσι, συγκρίνοντας τους δύο όρους στο δεξιό της εξίσωσης συνέχειας, μπορούμε να ορίσουμε τον αριθμό 

Strouhal

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αριθμός Strouhal∼τοπική μεταβολή∼∂ρ∂tμεταφορική μεταβολή∼u→⋅∇→ρ→S=L/UT,





						
							
							(9.40)

						
					

				
			

			που είναι ένα μέτρο χρονικά μεταβατικών φαινομένων. Εάν 

T≫LU

, τότε 

S≪1

, οπότε μπορούμε να παραλείψουμε τον όρο τοπικής μεταβολής και να θεωρήσουμε ότι η ροή είναι μόνιμη.

			Στη συνέχεια, ας θεωρήσουμε μόνιμη ροή, ώστε η μόνη κλίμακα χρόνου είναι 

LU

, αλλά συμπιεστή. Στην περίπτωση αυτή, θα θεωρήσουμε ότι η πυκνότητα είναι συνάρτηση της πίεσης (

ρP

), η οποία με τη σειρά της μεταβάλλεται στον χώρο. Ο όρος μεταφοράς μπορεί να γραφεί ως:

			



u→⋅∇→ρ=u→⋅dρdP∇→P=1cs2u→⋅∇→P,





			όπου χρησιμοποιήσαμε την σχέση:

			



dPdρ=cs2





			για την ταχύτητα του ήχου στο ρευστό 

cs

. Στη συνέχεια, με κανονικοποίηση της πίεσης ως 

P12ρ0U2≡Eu

, έχουμε τον αδιάστατο αριθμό 

Euler

. Μπορούμε να υπολογίσουμε τον λόγο της μεταφοράς, ως προς τον ρυθμό μεταβολής όγκου του κινούμενου σωματιδίου:

			



όρος μεταφοράςρυθμός μεταβολής όγκου=u→⋅∇→ρ-ρ∇→⋅u→∼1cs2u→⋅∇→P-ρ∇→⋅u→∼U2cs2Eu.





			Εάν δε, ο αριθμός 

Eu≈1

, τότε, αν ο αριθμός 

Mach

, 

Ma=Ucs≪1

, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το ρευστό είναι ασυμπίεστο και η εξίσωση συνέχειας απλοποιείται ως 

∇→⋅u→=0

.

			Εάν έχουμε ροή σε σωλήνα με λεπτό λαιμό σε κάποιο σημείο, περιμένουμε ότι στο σημείο αυτό, για να έχουμε ασυμπίεστη ροή, περιμένουμε υψηλή ταχύτητα και επομένως χαμηλή πίεση. Εάν δε, η πίεση στο σημείο αυτό πέσει στην πίεση ατμού (

Pv

), τότε έχουμε το φαινόμενο της σπηλαίωσης. Το κριτήριο για να αποφύγουμε σπηλαίωση δίνεται από τον αδιάστατο αριθμό σπηλαίωσης, που ορίζεται ως:

			



αριθμός σπηλαίωσης Q=P0-Pv12ρ0U2,





			όπου 

12ρ0U2  

 συχνά αναφέρεται ως δύναμη αδρανειακής πίεσης σε μονάδα επιφάνειας. Εάν 

Q≫1

, δεν έχουμε σπηλαίωση. Σε αντίθετη περίπτωση, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας τις μεγάλες και απότομες μεταβολές της πυκνότητας στο σημείο της σπηλαίωσης. Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να εισάγουμε τουλάχιστον δύο επιπλέον κλίμακες, μία χωρική, που είναι το μέγεθος του σπηλαίου και μία δεύτερη, χρονική, που είναι ο χρόνος κατάρρευσης του σπηλαίου με μεγάλη ταχύτητα. Επιπλέον, η πυκνότητα εκεί, διαφέρει κατά τάξεις μεγέθους, από την πυκνότητα στον υπόλοιπο χώρο. Αυτό σημαίνει ότι και οι καταστατικές σχέσεις είναι αρκετά πολύπλοκες.

			Ας επανέλθουμε στην εξίσωση ορμής, σε ιξωδικό και συμπιεστό ρευστό. Για λόγους απλότητας, θα παραλείψουμε την επίδραση της βαρύτητας και θα θεωρήσουμε ότι υπάρχει μόνο μία σημαντική κλίμακα χρόνου, αυτή πού καθορίζεται από το πεδίο ταχύτητας, δηλαδή 

U/L

, ενώ έχουμε τις κλίμακες μήκους 

L

 και πυκνότητας 

ρ0

. Ταυτόχρονα, υπάρχει μία καταστατική σχέση, που συνδέει την πυκνότητα και την πίεση 

ρP

, και στην εξίσωση ορμής 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρDu→Dt=-∇→P+μ∇2u→.





						
							
							(9.41)

						
					

				
			

			η τάξη μεγέθους των τριών όρων είναι αντίστοιχα:

			



Oρ0U2L,  Oρ0cs2L,  OμUL2 . 





			Για τη βαθμίδα πίεσης χρησιμοποιήσαμε την καταστατική σχέση 

ρP

 και τον ορισμό της ταχύτητας του ήχου:

			



-∇→P=-dPdρ∇→ρ=-cs2∇→ρ→ρ0cs2L∇→′ρ′,





			και στο τελευταίο βήμα, πήγαμε στις αδιάστατες ποσότητες 

r→=Lr→′,   ρ=ρ0ρ′, 

 και προκύπτουν οι αδιάστατοι αριθμοί,

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αδρανειακή δύναμηβαθμίδα πίεσης=ρDu→Dt-∇→P~OU2cs2=Ma2,





						
							
							(9.42)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αδρανειακή δύναμηιξωδική δύναμη=ρDu→Dt-μ∇2u→~OρULμ~Re.





						
							
							(9.43)

						
					

				
			

			Έτσι, οι δύο αδιάστατοι αριθμοί 

Ma

 και 

Re

, καθώς και ο λόγος τους, καθορίζουν τη δυναμική της ροής. Εάν ο αριθμός 

Reynolds

 είναι μεγάλος, αυτό σημαίνει ότι, για μεγάλο αριθμό 

Mach

, ο όρος του ιξώδους είναι μικρός και μπορεί να παραλειφθεί, όπως κάναμε στα κεφάλαια 4-5. Εκεί, ταυτόχρονα, παραλείψαμε την ιδιότητα μη ολίσθησης σε στερεή επιφάνεια και τυχόν απώλειες λόγω ιξώδους. Στο δε κεφάλαιο 5, πήγαμε ένα βήμα πιο πέρα και υποθέσαμε μηδενικό στροβιλισμό. Αυτό είναι λογική συνέπεια του θεωρήματος 

Kelvin

. Εφόσον, αρχικά, δεν έχουμε στροβιλισμό, η έλλειψη ιξώδους δεν παράγει στροβιλισμό στις επιφάνειες ούτε διαχέει στροβιλισμό, που πιθανόν να υπάρχει, κοντά σε επιφάνειες. Η άποψη αυτή, μας οδήγησε στο παράδοξο πρόβλημα 

d′Alembert

, για τη δύναμη αντίστασης αλλά και έλλειψη ανύψωσης σε περιστρεφόμενο σώμα ή σε αεροπλάνα. Όπως αντιλήφθηκε ο 

Prandtl

, πρέπει να είμαστε προσεκτικοί κοντά σε επιφάνειες, αλλά και όταν η ροή μας δημιουργεί διακυμάνσεις μικρής κλίμακας. Έτσι, κοντά σε επιφάνειες, είναι απαραίτητο να κρατάμε τον ιξωδικό όρο, που καθορίζει το οριακό στρώμα. Έτσι, η ροή δημιουργεί μια καινούργια κλίμακα μήκους, που είναι το πάχος του οριακού στρώματος 

δ

, ταυτόχρονα με άλλα σημαντικά μήκη, όπως π.χ. το μήκος της επιφάνειας 

L≫δ

 και αντίστοιχους αδιάστατους αριθμούς Reynolds,

			



 Reδ=ρ0δUμ≪ReL=ρ0LUμ.





			Έτσι, ο ιξωδικός όρος, που έχει δεύτερη παράγωγο ως προς την κάθετο στην επιφάνεια, γίνεται πολύ σημαντικός. Με άλλα λόγια, οι μεταβολές κάθετα στην επιφάνεια γίνονται στη μικρή κλίμακα 

δ

. Να τονίσουμε ότι αυτό συμβαίνει, διότι ο ιξωδικός όρος έχει τις υψηλότερες παραγώγους στο χώρο.Έτσι, κοντά σε περιοχές όπου ισχύει η μη ολίσθηση, η ροή δημιουργεί μία νέα εσωτερική (μη γεωμετρική) κλίμακα.

			Αντίστροφα, αν ο αριθμός 

Re

 είναι μικρός, τότε μπορούμε να παραλείψουμε την αδρανειακή δύναμη. Αυτή ήταν η περίπτωση της ερπυστικής ροής στις εφαρμογές του κεφαλαίου 7, όπου η βαθμίδα της πίεσης αντισταθμίζει την ιξωδική δύναμη. Εδώ μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η χρονική κλίμακα δεν είναι 

LU

, αλλά καθορίζεται από άλλες παραμέτρους. Έτσι, ο όρος της τοπικής μεταβολής είναι ανεξάρτητος από τον όρο λόγω μεταφοράς και θα τον κρατήσουμε, ώστε η εξίσωση ορμής γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρ∂u→∂t=-∇→P+μ∇2u→.





						
							
							(9.44)

						
					

				
			

			Μάλιστα, αν δεν υπάρχει ο όρος της βαθμίδας πίεσης, τότε έχουμε ένα πρόβλημα διάχυσης και είναι λογικό να διαλέξουμε, ως κλίμακα χρόνου, τον χαρακτηριστικό χρόνο διάχυσης, δηλ. 

τD=L2/ν

, 

ν=μ/ρ0

. Ταυτόχρονα, για μικρή βαθμίδα πίεσης, σε σχέση με την ιξωδική δύναμη, περιμένουμε ότι η κλίμακα της πίεσης θα έχει μέσα τη σταθερά του ιξώδους, δηλαδή 

PD=μU/L

 Στο ίδιο αποτέλεσμα θα φτάναμε, αν βασιζόμασταν στη διαδικασία, που υποδεικνύει το θεώρημα 

Buckingham

. Εδώ, έχουμε 6 παραμέτρους 

T

, 

L

 

U

 

ρ0

, 

μ

 και 

Pd

. Από αυτές, η μία 

ρ0

 μπορεί να απορροφηθεί, αν διαιρέσουμε την εξίσωση 

Stokes

 με 

ρ0

, οπότε, αντί 

μ

 και 

P

, εισάγουμε τις 

ν=μ/ρ

 και 

P/ρ

. Μας απομένουν 

ν=5

 ποσότητες 

T

, 

L

, 

U

, 

ν

 και 

Pρ=Pd/ρ0

. Από αυτές, τρεις θεωρούνται ως ανεξάρτητες και επιλέγουμε τις 

L,

 

U,

 

ν

. Για τις άλλες δύο, μπορούμε να κατασκευάσουμε αδιάστατους αριθμούς:

			



TL2/ν,  P/ρνU/L , 





			που ορίζουν τις δύο κλίμακες που αναφέραμε. Ο άλλος χαρακτηριστικός χρόνος 

Tt=L/U

 χαρακτηρίζει τον όρο μεταφοράς, που παραλείψαμε. Να παρατηρήσουμε ότι ο λόγος των δύο χρονικών κλιμάκων είναι 

TtτD=LUν≡Re

 (ο αριθμός 

Reynolds

), ο οποίος στην προσέγγιση δεν εισέρχεται στην εξίσωση 

Stokes

. Είναι πιο σοφό, όμως, να θεωρήσουμε την εξίσωση σε αδιάστατες ποσότητες, με:

			



r→=Lr→′,  t=Tt′,  u→=Uu→′,  P=Pρρ0P′,





			όπου θεωρήσαμε ότι η πυκνότητα είναι σχεδόν σταθερή και μπορεί να απορροφηθεί σε άλλες ποσότητες (

μρ=ν, P0/ρ=Pρ

). Η 

Pρ=P0/ρ0

 έχει μονάδες πίεσης δια πυκνότητα και δεν χρησιμοποιούμε την καταστατική σχέση 

ρP

, εφόσον δεν έχουμε σημαντική βαθμίδα πίεσης. Η εξίσωση ορμής γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



UT∂u′→∂t′+U2Lu→⋅∇→u→=-PρL∇′→P′+νUL2∇′2u′→





						
							
							(9.45)

						
					

				
			

			και με διαίρεση, με τον συντελεστή του ιξωδικού όρου 

νUL2

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



τDT∂u′→∂t′+Reu→⋅∇→u→=-PρLνU∇′→P′+1∇′2u′→,





						
							
							(9.46)

						
					

				
			

			όπου 

τD=L2/ν

 είναι χαρακτηριστικός χρόνος διάχυσης και ο συντελεστής 

Cp=P0/ρνU/L

. Εδώ, δεν πρέπει να τον συγχέουμε με τον αντίστοιχο συντελεστή πίεσης, στην εξίσωση 

Euler

 . Εδώ, ο παρονομαστής είναι η ιξωδική δύναμη. Εάν ο αριθμός 

Re

 είναι μικρός, τότε ο αδρανειακός όρος μεταφοράς παραλείπεται, αλλά παραμένει ο τοπικός όρος, καθότι η κλίμακα χρόνου καθορίζεται από το ιξώδες, δηλ. 

T=τD

. Αυτό υποθέτει, ότι ο συντελεστής 

Cp

 είναι σχετικά μικρός.

			Έτσι, η τάξη μεγέθους των τριών όρων, σε σύγκριση με τον ιξωδικό όρο, είναι αντίστοιχα:

			



OτDT,  ORe,  OCp.





			Αυτό προϋποθέτει ότι έχουμε κάνει τη σωστή επιλογή κλιμάκων και επομένως, οι όροι, που πολλαπλασιάζουν τις αδιάστατες σταθερές (εκτός παρενθέσεων), είναι της 

O1

. Εάν, κατά την αριθμητική επίλυση, παρουσιαστούν σημαντικές διαφορές τάξης μεγέθους, αυτό σημαίνει ότι κάπου έχουμε ξεχάσει μία επίδραση, που μας δίνει νέα σημαντική κλίμακα. Επίσης, είναι δυνατό σε διαφορετικές περιοχές του ρευστού, να είναι σημαντικές διαφορετικές κλίμακες. Να αναφέρουμε το παράδειγμα της ροής 

Stokes

 γύρω από μία σφαίρα. Στο παράδειγμα αυτό, η παράλειψη της αδρανειακής δύναμης σημαίνει ότι ο αριθμός 

Re

 είναι πολύ μικρός. Έτσι, η λύση που βρήκαμε ικανοποιεί την προσέγγιση κοντά στη σφαίρα, αλλά όχι μακριά. Εντούτοις, η δύναμη αντίστασης που υπολογίσαμε για τη σφαίρα, επιβεβαιώνεται από πειράματα για μικρό αριθμό 

Re

. Αυτό είναι λογικό, διότι κοντά στην επιφάνεια της σφαίρας το ιξώδες είναι καθοριστικό. Βελτιώσεις σε αυτή τη σχέση απαιτούν να κρατήσουμε τον αδρανειακό όρο και η επόμενη διόρθωση στον συντελεστή αντίστασης (αδιάστατη δύναμη αντίστασης) είναι ανάλογη του αριθμού 

Re

 (δες Κεφ. 7).

			Η δύναμη αντίστασης μπορεί να εκτιμηθεί από διαστατική ανάλυση, εάν ταυτόχρονα υποθέσουμε ότι το ιξώδες είναι καθοριστικό. Στο πρόβλημα αυτό, έχουμε πέντε παραμέτρους (

Fd, R, U, ρ, ν

), τρεις από τις οποίες 

R, U, ρ

 επιλέγουμε ως βασικές. Για τις άλλες δύο 

Fd,ν

 μπορούμε να βρούμε αδιάστατες ποσότητες. Για την 

Fd

 βλέπουμε ότι 

Fd R

 έχει μονάδες ενέργειας 

E

, την οποία μπορούμε να εκφράσουμε ως 

E=12ρR3U2

, ενώ ο λόγος 

Π1=Fd RE=FdρR2U2/2≡Cd

 είναι αδιάστατος και είναι ο συντελεστής αντίστασης που ορίσαμε στο Κεφ. 7. Για το 

ν

, μπορούμε να ορίσουμε την αδιάστατη ποσότητα 

Π2=νUR≡1Re

. Έτσι, έχουμε τη σχέση:

			



Π1=ΦΠ2→Cd=Φ1Re→Fd=ρR3U2ΦνUR.





			Για να προχωρήσουμε, πρέπει να δούμε τη φυσική. Στο όριο ερπυστικής ροής, περιμένουμε ότι η δύναμη αντίστασης προέρχεται από τις ιξωδικές δυνάμεις, που είναι ανάλογες του 

ν

, οπότε η συνάρτηση 

ΦνUR=AνUR≡A1Re

, όπου η σταθερά 

A

 πρέπει να προσδιοριστεί είτε από πείραμα είτε από τη λύση της εξίσωσης 

Stokes

 και είναι ίση με 

A=12π

.

			9.6.1 Αδιάστατοι αριθμοί στην εξίσωση ενέργειας

			Στην εξίσωση ενέργειας για ιξωδική και συμπιεστή ροή, εισέρχονται αρκετοί αριθμοί. Εδώ, θα αναφέρουμε μερικούς μόνο. Ο αριθμός 

Prandtl

 ορίζεται ως:

			



αριθμός Prandl Pr=μcpk=να, α=kρcp ,





			όπου 

k

 η σταθερά θερμικής αγωγιμότητας και 

α

 είναι η θερμική διαχυσιμότητα. Ο αριθμός 

Prandtl

 είναι ο λόγος του ρυθμού ιξωδικής διάχυσης (διάχυση στροβιλισμού 

∼ν

), προς τη θερμική διάχυση 

∼α

. Η θερμότητα διαχέεται με ρυθμό που ορίζεται από τη σταθερά διαχυσιμότητας 

k

. Επίσης, στροβιλισμός, που δημιουργείται σε επιφάνειες, διαχέεται στο ρευστό, ανάλογα με τη σταθερά κινητικού ιξώδους. Ο αριθμός 

Prandtl

 είναι περίπου 

0.7

 για τον αέρα και 

7

 για το νερό.

			Ο αριθμός 

Eckert

 ορίζεται ως:

			



αριθμός Eckert Ec=U2cpΔT ,





			όπου 

U

 είναι μία χαρακτηριστική ταχύτητα του προβλήματος και 

ΔT

 χαρακτηριστική διαφορά θερμοκρασίας. Και οι δύο αυτοί αριθμοί εισέρχονται στη ροή 

Poiseuille

, μέσω παράλληλων πλακών, σε διαφορετική θερμοκρασία για τη μεταβολή της θερμοκρασίας παράλληλα στα επίπεδα (δες Κεφ. 7).

			9.7 Διαστατική ανάλυση της ροής Couette - Poiseuille

			Ας θεωρήσουμε, πάλι, την ασυμπίεστη και ερπυστική ροή ανάμεσα σε δύο πλάκες, με σταθερή βαθμίδα πίεσης 

ΔPΔx

 και την πάνω πλάκα κινούμενη με σταθερή ταχύτητα 

U

, χωρίς την επίδραση της βαρύτητας. Το πεδίο ταχύτητας 

uxy

 μπορεί εύκολα να βρεθεί, από τις εξισώσεις 

Navier-Stokes

, με τις οριακές συνθήκες 

uxy=0=0

 και 

uxy=a=U

, όπως είδαμε στο Κεφ. 7. Παρότι το πρόβλημα λύνεται αναλυτικά, με τις προσεγγίσεις που αναφέραμε, εδώ θα δούμε πόσο μακριά θα πάμε, με τη μέθοδο διαστατικής ανάλυσης. Ο απώτερος σκοπός μας είναι να την επεκτείνουμε και στην περίπτωση που έχουμε βαρύτητα και η ροή γίνεται δισδιάστατη, όπου η αναλυτική λύση δεν είναι δυνατή. Ας αρχίσουμε από τη διατήρηση ορμής, χωρίς βαρύτητα και αδρανειακή δύναμη και τις οριακές συνθήκες για την ταχύτητα:

			



ΔPΔx+μd2uxdy2=0,





			



uxy=0=0,  uxy=a=U.





			Θα αδιαστατοποιήσουμε την εξίσωση ορμής και τις οριακές συνθήκες, χρησιμοποιώντας τις αδιάστατες μεταβλητές:

			



ux′=uxU,  y′=ya,





			οπότε έχουμε:

			



ΔPΔx+μd2ux′Ud(y′a)2=0Π+d2ux′d(y′)2=0,





			



ux′y′=0=0,  ux′y′=1=1,





			όπου ορίσαμε την αδιάστατη ποσότητα:

			



Π=a2μUΔPΔx .





			Έτσι, μπορούμε να γράψουμε τη λύση στις αδιάστατες ποσότητες:

			



u′x=u′xy′,Π





			και στην περίπτωση αυτή, η αναλυτική μορφή είναι:

			



u′xy′=Π2y′-y′2+y′,  0≥y′≤1.





			Στην αδιάστατη μορφή είναι πια φανερό ότι η λύση εξαρτάται καθοριστικά από την αδιάστατη ποσότητα 

Π

, η οποία είναι ο λόγος της κινητήριας δύναμης, που οφείλεται στη σταθερή βαθμίδα πίεσης, προς την ιξωδική δύναμη αντίστασης. Για οριακές τιμές του 

Π

, έχουμε τις εξής περιπτώσεις:

			α) Αν 

Π≪1

, τότε 

u′x≈y′

, που αντιστοιχεί στην επίπεδη ροή 

Couette

, στην οποία η βαθμίδα πίεσης δεν είναι σημαντική.

			β) Αν 

Π≫1

, τότε 

u′x≈Π2y′-y′2

, που αντιστοιχεί στην επίπεδη ροή 

Poiseuille

, στην οποία η ταχύτητα της πάνω πλάκας είναι αμελητέα.

			γ) Αν 

Π~O1

, τότε ισχύει η (7.26), που αντιστοιχεί στην επίπεδη ροή 

Couette-Poiseuille

, στην οποία οι δύο δυνάμεις ανταγωνίζονται.

			Άσχετα από την ύπαρξη αναλυτικής λύσης, η διαδικασία αδιαστατοποίησης μας δίνει τη δυνατότητα να προσεγγίσουμε πειραματικά τη συνάρτηση 

u′x=u′xy′,Π

, μετρώντας 

u′x=ux/U

, σε διάφορα σημεία 

y′=y/a

, για διάφορες τιμές του 

Π

.

			Θα εκτιμήσουμε τη διαδικασία της αδιαστατοποίησης στη γενίκευση του προηγουμένου προβλήματος, με την επίδραση της βαρύτητας. Στην περίπτωση αυτή, το πεδίο ταχύτητας είναι δισδιάστατο 

u→=uxx,y,uyx,y,0

 και περιοριζόμενοι σε ασυμπίεστη ροή, έχουμε από τις εξισώσεις συνέχειας και ορμής:

			



∂ux∂x+∂uy∂y=0,





			



ρ∂ux∂t+ux∂ux∂x+uy∂ux∂y=-∂p∂x+μ∂2ux∂x2+∂2ux∂y2+ρg,





			



ρ∂uy∂t+ux∂uy∂x+uy∂uy∂y=-∂p∂y+μ∂2uy∂x2+∂2uy∂y2.





			Λύση των εξισώσεων θα μας δώσει το πεδίο ταχύτητας 

uxx,y,t,  uyx,y,t

 και η πίεση 

px,y,t

 ως συνάρτηση των 

x,y,t

, και των αδιάστατων σταθερών του προβλήματος. Στο πρόβλημα έχουμε έξι παραμέτρους, τις 

L,a,ρ,μ,g,U

, μία από τις οποίες, η 

U

, εισάγεται από τις οριακές συνθήκες στο άπειρο. Τρεις από αυτές, οι 

L,U,μ

, θεωρούνται βασικές και, για τις άλλες τρεις, εισάγουμε αδιάστατους αριθμούς. Το ποιοί θα είναι αυτοί, θα αφήσουμε να βγει από τη διαδικασία αδιαστατοποίησης. Επειδή έχουμε δύο μήκη 

L

 και 

a

, διαφορετικά στις δύο κατευθύνσεις, που είναι οι κλίμακες μεταβολών, εισάγουμε τις αδιάστατες συντεταγμένες:

			



x′=xL,  y′=ya .





			Εισάγουμε, επίσης, αδιάστατες συνιστώσες ταχύτητας:

			



u′x=uxU,  u′y=uyU .





			Για τον χρόνο, έχουμε δύο επιλογές:

			



LU    και   L2ν





			για κλίμακα χρόνου. Το ποιά θα επιλέξουμε, εξαρτάται από το αν η τοπική χρονική εξέλιξη της ροής καθορίζεται από τον αδρανειακό όρο μεταφοράς (όπως θεωρούμε εδώ) ή από την διάχυση στροβιλισμού. Για την πίεση, οι χαρακτηριστικές κλίμακες είναι:

			



μUL   και   ρU2.





			Για ιξωδική ροή σε περιορισμένο χώρο, η πρώτη επιλογή είναι φυσική για την κλίμακα πίεσης, καθότι η βαθμίδα πίεσης αντισταθμίζει την ιξωδική αντίσταση. Έτσι, εισάγουμε τις αδιάστατες ποσότητες χρόνου και πίεσης:

			



t′=tL/U    και  p′=pμU/L





			και έχουμε:

			



ϵ∂u′x∂x′+∂u′y∂y′=0,  ϵ=aL ,





			



Re∂u′x∂t′+u′x∂u′x∂x′+1ϵu′y∂u′x∂y′=-∂p′∂x′+∂2u′x∂x′2+1ϵ2∂2u′x∂y′2+St,





			



Re∂u′y∂t′+u′x∂u′y∂x′+1ϵu′y∂u′y∂y′=-1ϵ∂p′∂y′+∂2u′y∂x′2+1ϵ2∂2u′y∂y′2,





			όπου ορίσαμε τους αδιάστατους αριθμούς:

			



Re=ρULμ,  St=ρgL2μU





			οι οποίοι είναι αντίστοιχα ο αριθμός 

Reynolds

 και 

Stokes

.

			Είναι προφανές ότι αναλυτική λύση των παραπάνω εξισώσεων είναι αδύνατη, ακόμη και αν χρησιμοποιήσουμε φυσικά επιχειρήματα για να παραλείψουμε κάποιους όρους. Αυτό όμως που μπορούμε να πούμε με τη διαστατική ανάλυση είναι ότι οι αδιάστατες ποσότητες ταχύτητας και πίεσης δίνονται από τις παρακάτω συναρτήσεις:

			



u→′=u→′x′,y,′t′;Re,St,ϵ,  p′=p′x′,y′,t′;Re,St,ϵ,





			τη μορφή των οποίων μπορούμε να προσεγγίσουμε με πειραματικές μετρήσεις, για διάφορες τιμές των αδιάστατων αριθμών.

			9.8 Navier - Stokes

			Οι εξισώσεις 

Navier-Stokes

 είναι αρκετά σύνθετες και η εύρεση της πιο γενικής λύσης (αριθμητικά) δεν οδηγεί στην κατανόηση των φυσικών μηχανισμών που οδηγούν τη ροή, αλλά και την ταξινόμησή της με βάση σημαντικά χαρακτηριστικά. Έτσι, προσεγγίσεις που ισχύουν, υπό ορισμένες προϋποθέσεις, είναι πιο χρήσιμες, διότι και οι κινητήριες δυνάμεις είναι ορατές, αλλά και η ροή έχει αναμενόμενα χαρακτηριστικά, εφόσον οι προσεγγίσεις ισχύουν. Για τις προσεγγίσεις, χρειαζόμαστε μία διαδικασία, ώστε να δούμε τί είναι μικρό και μπορεί να παραλειφθεί και τί μεγάλο και σημαντικό. Για τον σκοπό αυτό, πρέπει να βρούμε τις κατάλληλες κλίμακες φυσικών μεγεθών και τις κλίμακες μεταβολής. Κανονικοποίηση ως προς αυτές τις κλίμακες μας οδηγεί σε αδιάστατους αριθμούς, που μας υποδεικνύουν τους σημαντικούς όρους σε μία εξίσωση, αλλά και τις διαφορικές εξισώσεις της υδροδυναμικής σε αδιάστατη μορφή. Για να εξετάσουμε ένα παράδειγμα, θα επανέλθουμε στην ασυμπίεστη ροή με σταθερή πυκνότητα. Η βασική ιδέα είναι να επιλέξουμε τις χαρακτηριστικές κλίμακες του προβλήματος, π.χ. μήκους, χρόνου κτλ. Εάν, για παράδειγμα, έχουμε ένα εμπόδιο μεγέθους 

L

 στην ελεύθερη ροή ενός ρευστού, τότε περιμένουμε ότι αυτή είναι η χαρακτηριστική κλίμακα μήκους και οποιεσδήποτε αλλαγές συμβαίνουν στον χώρο, π.χ. στο πεδίο ταχύτητας, αυτές συμβαίνουν στην κλίμακα 

L

. Εάν δε, η ασυμπτωτική ταχύτητα του ρευστού είναι 

u0

, τότε έχουμε και τον χαρακτηριστικό χρόνο 

τ=Lu0

.

			Για τη ροή ανέμου πάνω από στερεό ή την κίνηση πλοίου στη θάλασσα, το χαρακτηριστικό μήκος 

L

 είναι προφανές. Για άλλες περιπτώσεις, οδηγούμαστε από φυσική διαίσθηση. Η περίοδος των κυμάτων, η διάρκεια του ανέμου ή της κίνησης του πλοίου είναι πιθανές κλίμακες χρόνου. Εάν η βαρύτητα αναμένεται να είναι σημαντική, τότε η επιτάχυνση της βαρύτητας μπορεί να θεωρηθεί ως κατάλληλη κλίμακα δύναμης όγκου ανά μονάδα μάζας.

			Αφού επιλέξουμε τις κατάλληλες κλίμακες, εισάγουμε τις αδιάστατες μεταβλητές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u→′=u→U,  t′=tT,  r→ ′=r→L,  P′=PΔP,  f→′=f→/g,





						
							
							(9.47)

						
					

				
			

			όπου η κλίμακα πίεσης (στην πράξη η βαθμίδα πίεσης εισέρχεται και είναι σημαντική) 

ΔP

 είναι ακόμη άγνωστη και 

f→

 είναι δύναμη ανά μονάδα μάζας, π.χ. λόγω βαρύτητας, που μπορεί να μεταβάλλεται και με το ύψος. Η εξίσωση 

Navier-Stokes

, με διαίρεση με 

ρU2/L

, γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



LTU∂u→ ′∂t′+u→ ′⋅∇′u→ ′=-ΔPρU2∇′P′+gLU2 f→′+νUL ∇′2u→ ′.





						
							
							(9.48)

						
					

				
			

			Επειδή τα 

L,T

 είναι χαρακτηριστικές κλίμακες μήκους και χρόνου, οι παραγωγίσεις ως προς τις αδιάστατες ποσότητες, είναι της τάξης της μονάδας. Μάλιστα, όλοι οι όροι, εκτός των παραγόντων σε παρένθεση, είναι της ίδια τάξης. Σε κάθε όρο, υπάρχει και ένας αδιάστατος αριθμός (η ποσότητα σε παρένθεση), ενώ, με διαίρεση, ο συντελεστής του πιο σημαντικού όρου είναι μονάδα. Έτσι, οι υπόλοιποι συντελεστές μας δίνουν την σχετική σημασία αυτού του όρου, με τον πιο σημαντικό. Η (9.48) είναι σε μορφή, στην οποία ο πιο σημαντικός όρος είναι ο αδρανειακός όρος μεταφοράς. Έτσι, η συνεισφορά του όρου της βαθμίδας πίεσης δίνεται από το λόγο 

ΔP/ρU2

, της στιγμιαίας επιτάχυνσης από το 

L/TU

, της βαρύτητας από 

gL/U2

 και των ιξωδικών δυνάμεων από 

ν/U2

, κτλ. Οι αδιάστατοι αυτοί αριθμοί αναφέρονται και με ονόματα. Έτσι:

			



Strouhal αριθμόςSt=LTU∼τοπική επιτάχυνσημεταφορική επιτάχυνσηReynolds αριθμόςRe=ULν∼αδράνειαιξωδική δύναμηFroude αριθμόςFr2=U2gL∼αδράνειαβαρύτητα





			Όπως είδαμε από τη ροή γύρω από σώματα, η ροή μεταβάλλεται σημαντικά με μεταβολή του αριθμού 

Reynolds

, με μετάβαση από στρωτή σε τυρβώδη ροή, με σημαντικές μεταβολές στη δύναμη αντίστασης. Έτσι, μπορούμε να ξεχωρίσουμε δύο σημαντικές κατηγορίες ροής και να κάνουμε τις παρακάτω προσεγγίσεις:

			(i) Ροή υψηλού αριθμού 

Reynolds

 (

Re=ULν≫1

)

			Θεωρούμε ότι οι συντελεστές των όρων τοπικής επιτάχυνσης, βαθμίδας πίεσης και βαρύτητας είναι της ίδιας τάξης με τη μεταφορική αδράνεια. Αυτό μας επιτρέπει να παραλείψουμε τον ιξωδικό όρο, οπότε η εξίσωση διατήρησης της ορμής γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



LTU∂u→ ′∂t′+u→ ′⋅∇′u→ ′=-ΔPρU2∇′P′+gLU2 f→′





						
							
							(9.49)

						
					

				
			

			και στις αρχικές μεταβλητές είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂u→∂t+u→⋅∇u→=-1ρ ∇→P+ρf→,





						
							
							(9.50)

						
					

				
			

			δηλαδή η εξίσωση 

Euler

, για ανιξωδική ασυμπίεστη ροή με σταθερή πυκνότητα.

			Εάν, επιπλέον, ο αριθμός 

Strouhal

 είναι επίσης μικρός, δηλαδή η κλίμακα χρόνου τοπικής μεταβολής είναι μεγάλη σε σχέση με την 

L/U

, μπορούμε να θεωρήσουμε τη ροή ως μόνιμη. Έτσι, για μόνιμη και ανιξωδική ροή, η κλίμακα της δυναμικής πίεσης καθορίζεται από 

ΔP/ρU2=O1

, δηλαδή η η κλίμακα είναι της τάξης του 

ρU2

. Αυτό είναι απαραίτητο, για να έχουμε επιτάχυνση, καθότι η δύναμη της βαρύτητας δίνει μόνο κάθετη συνιστώσα. Επίσης, αφού παραλείψαμε τις ιξωδικές δυνάμεις, οι οριακές συνθήκες σε επιφάνειες είναι μόνο για την κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας.

			(ii) Ροή Χαμηλού αριθμού 

Reynolds

 (

Re=ULν≪1

)

			Αν 

Re≪1

 για χαμηλή ταχύτητα ή μικρό σώμα ή μεγάλο ιξώδες, τότε οι ιξωδικές δυνάμεις είναι οι πιο σημαντικές στην εξίσωση ορμής, ενώ οι δυνάμεις αδράνειας (επιτάχυνση) είναι αμελητέες. Εάν, επιπλέον, δεν έχουμε βαρύτητα, τότε οι ιξωδικές δυνάμεις θα εξισορροπηθούν από τη βαθμίδα πίεσης. Έτσι, η κλίμακα της πίεσης ικανοποιεί:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔPρU2=OνUL≪1  ή  ΔP=OνUL.





						
							
							(9.51)

						
					

				
			

			Έτσι, οι κλίμακες πίεσης είναι πολύ διαφορετικές για ροή χαμηλού και υψηλού αριθμού 

Reynolds

, και η εξίσωση ορμής γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ULν LTU∂u→′∂t′+ULνu→′⋅∇→′u→′=-∇→′P′+ULνgLU2 f→′+ ∇→′2u→ ′.





						
							
							(9.52)

						
					

				
			

			Για μικρό αριθμό 

Reynolds

, μία προσέγγιση τής (9.52) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-∇→′P′+ ∇′2u→′





						
							
							(9.53)

						
					

				
			

			και σε διαστατική μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=-1ρ∇→ P+v∇2u→,





						
							
							(9.54)

						
					

				
			

			που είναι οι εξισώσεις 

Stokes

, που χρησιμοποιήσαμε για ερπυστική ροή στο Κεφ. 7. Εδώ, σε επιφάνειες έχουμε την οριακή συνθήκη μη ολίσθησης, δηλαδή η ταχύτητα του ρευστού, σε επαφή με επιφάνεια, είναι ίση με την ταχύτητα της επιφάνειας,

			Οι αδιάστατοι αυτοί αριθμοί χαρακτηρίζουν τη μορφή της ροής και είναι ιδιαίτερα χρήσιμοι για την ανάπτυξη μοντέλων της ροής σε μικρότερες κλίμακες, στο εργαστήριο. Η εξίσωση διατήρησης ενέργειας απαιτεί την εισαγωγή νέων αδιάστατων παραμέτρων. Μια άλλη σημαντική απλοποίηση είναι ότι θεωρήσαμε τις φυσικές παραμέτρους ως σταθερές, ενώ μεταβάλλονται με τη θερμοκρασία και επομένως, και στο χώρο και στον χρόνο. Για τις ροές που ενδιαφερθήκαμε εδώ, αυτή είναι μία ικανοποιητική προσέγγιση, που μας δίνει τη δυνατότητα να λύσουμε την εξίσωση ορμής, ανεξάρτητα από την εξίσωση ενέργειας.
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			Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Αναπτύξτε μία σχέση, που συνδέει τη δύναμη αντίστασης ενός αντικειμένου μέσα σε ένα κινούμενο υγρό συναρτήσει όλων των παραμέτρων που είναι σημαντικές όπως: μήκος αντικειμένου 

L

, ταχύτητα υγρού 

U

, πυκνότητα υγρού (

ρ

), και συντελεστή ιξώδους 

μ

. Η λύση είναι μονοσήμαντη; Ποιό είναι το φυσικό νόημα στην περίπτωση δύο η περισσοτέρων λύσεων;

			Άσκηση 2

			Η δύναμη αντίστασης 

F

 σε ένα υποβρύχιο, λόγω ιξωδικής αντίστασης, είναι:

			



FρU2D2=fρUDμ,





			όπου 

D

 είναι ένα χαρακτηριστικό μήκος. Το υποβρύχιο κινείται με ταχύτητα 10 

m/s

 σε θαλάσσιο νερό. Για να εκτιμήσουμε την αντίσταση, κατασκευάζουμε ένα μοντέλο σε κλίμακα 

1/100

 και κάνουμε μετρήσεις σε καθαρό νερό. Εκτιμήστε την ταχύτητα του μοντέλου στα πειράματα.

			Άσκηση 3

			Χρησιμοποιώντας την αρχή της διαστατικής ομογένειας, ορίστε τις σχέσεις ανάμεσα στα παρακάτω:

			α) Tην περίοδο ταλάντωσης 

T

 ενός επιπλέοντος κυλίνδρου διαμέτρου 

d

 σε όρθια θέση, αν η μάζα του κυλίνδρου είναι 

m

 και το ειδικό βάρος του υγρού 

ρg



			β) Την εκροή 

Q

 (όγκο/χρόνο) ενός υγρού, με ιξώδες 

μ

, μέσω ενός σωλήνα μήκους 

L

, με ομογενή κυκλική διατομή και επιμήκη βαθμίδα πίεσης 

ΔP/Δz

.

			γ) Τη δύναμη αντίστασης 

Fd

, σε μία σταγόνα ακτίνας 

R

, που πέφτει με ταχύτητα 

U

, μέσω αέρα, με δυναμικό συντελεστή ιξώδους 

μ

.

			δ) Την ταχύτητα επιφανειακών (

capillary

) κυμάτων 

c

, μήκους κύματος 

L

, στην επιφάνεια ενός υγρού πυκνότητας 

ρ

 και επιφανειακής τάσης 

σ

.

			Άσκηση 4

			Με χρήση διαστατικής ομογένειας, ορίστε τη σχέση ανάμεσα στην ταχύτητα των επιφανειακών υγρών κυμάτων μήκους κύματος, όταν:

			α) η βαρύτητα είναι σημαντική.

			β) η επιφανειακή τάση είναι σημαντική.

			Άσκηση 5

			Ορίστε τον αριθμό 

Reynolds

 και εξηγείστε το φυσικό του νόημα.

			Ένας τυπικός μεσο-ωκεάνειος στρόβιλος, διαμέτρου 

D=100 km

, χαρακτηρίζεται από ταχύτητα 0.3 

m/sec

. Καθορίστε αν η ροή είναι στρωτή ή τυρβώδης, όταν η διαχωριστική τιμή της σταθεράς του 

Reynolds

 είναι 2.000.

			Άσκηση 6

			Ο αριθμός 

Froude

 χαρακτηρίζει τον λόγο της δύναμης αδράνειας προς τη βαρύτητα. Ένα πλοίο κινείται μέσω περιοχής, στην οποία έχουμε κύματα με μήκος κύματος 100 

m

. Αν η ταχύτητα είναι 5 

m/sec

, βρείτε την τιμή του αριθμού 

Froude

.

			Άσκηση 7

			Έστω ότι θέλουμε να μετρήσουμε το ιξώδες, χρησιμοποιώντας μία:

			α) ελεύθερη πίπτουσα σφαίρα

			β) δύο οριζόντιες πλάκες, που γλιστρούν με σταθερή ταχύτητα

			Για τις δύο αυτές περιπτώσεις:

			α) δώστε τις σημαντικές φυσικές ιδιότητες και παραμέτρους,

			β) βρείτε τις αδιάστατες μεταβλητές.

			Άσκηση 8

			Ένα άτομο πέφτει από αεροπλάνο και αυτόματα μαζεύεται, σχηματίζοντας σφαίρα ακτίνας 

R=50cm

. Θεωρείστε ότι η πυκνότητα του ατόμου είναι κοντά στην πυκνότητα του νερού (

1gr/cm3

) και του αέρα είναι 

10-3gr/cm3

. Θεωρείστε ότι, για μεγάλο αριθμό 

Reynolds

, μπορούμε να παραλείψουμε την επίδραση του ιξώδους. Με χρήση διαστατικής ανάλυσης αλλά και των βασικών νόμων, υπολογίστε την οριακή ταχύτητα πτώσης. Ελέγξτε αν ισχύει η υπόθεση για τον αριθμό 

Reynolds

.

			Άσκηση 9

			Θεωρείστε μία προπέλα διάστασης 

D

 με 

Ν

 περιστροφές ανά δευτερόλεπτο, σε κίνηση με ταχύτητα 

U

 σε ρευστό πυκνότητας 

ρ

 και ιξώδους 

μ

. Με χρήση διαστατικής ανάλυσης, εκτιμήστε την εξάρτηση της δύναμης αντίστασης στις σημαντικές παραμέτρους του προβλήματος

			Άσκηση 10

			Βρείτε τούς αδιάστατους λόγους των:

			α) κεντρομόλου δύναμης και δύναμης 

Coriolis

 (

mfU

). Αυτός ο λόγος ονομάζεται αριθμός 

Rossby

. (

f=2Ωsinϕ

) είναι η 

Coriolis

 παράμετρος, όπου 

Ω

 είναι η γωνιακή ταχύτητα της περιστροφής της γης και 

ϕ

 είναι το γεωγραφικό πλάτος.

			β) δύναμης αντίστασης (ιξώδους) προς τη κεντρομόλο δύναμη με γωνιακή ταχύτητα ω. Αυτός ο λόγος ονομάζεται αριθμός 

Eckman

.

			Άσκηση 11

			Ένα βυθισμένο υποβρύχιο κινείται με 15 

m/sec

. Ποιά πρέπει να είναι η κατάλληλη ταχύτητα σε ένα μοντέλο 20 φορές μικρότερο:

			α) στο νερό;

			β) στον αέρα;

			Άσκηση 12

			Στη μελέτη ενός μοντέλου βρέθηκε ότι και η βαρύτητα και ιξώδη φαινόμενα είναι σημαντικά. Εάν το μοντέλο λειτουργήσει σε νερό, ενώ το πρωτότυπο θα χρησιμοποιηθεί στον αέρα και τα δύο σε 

20°C

 ποιό είναι το μόνο κατάλληλο χαρακτηριστικό μήκος του μοντέλου, σε σχέση με το πρωτότυπο;
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