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Ορολογία


    active: ενεργός


    all-pass: ολοπερατός


    attenuation: εξασθένιση


    augmented: επαυξημένος


    blocking zero: μηδενικό φραγής


    causal: αιτιακός


    channel: δίαυλος


    clockwise: ωρολογιακός


    controllability: ελεγξιμότητα


    corner frequency: συχνότητα


    counterclockwise: ανθωρολογιακός


    decomposition: αποσύνθεση


    decoupling: αποσύζευξη


    detectability: εντοπισιμότητα


    dual: δυϊκός


    gain: απολαβή


    generalised functions: γενικευμένες συναρτήσεις


    high-pass: υψηλοπερατό


    impulse: ώση


    Linear Fractional Transformation (LFT): γραμμικός κλασματικός μετασχηματισμός


    linear, time invariant systems: γραμμικά, χρονικά αμετάβλητα συστήματα


    loop: βρόχος


    low-pass: χαμηλοπερατός


    mode, modal: ιδιοαποκρίσεις, ιδιοαποκρισιακός


    monic polynomials: μονικά πολυώνυμα


    null space: μηδενοχώρος


    observability: παρατηρησιμότητα


    observer: παρατηρητής


    packed matrix: συσκευασμένος πίνακας


    partition, -ed: διαμερισμός, -ένος


    passive: παθητικός


    phase variable canonical form: κανονική μορφή μεταβλητών φάσης


    proper: πρέπον, -ουσα, -ον


    pseudoinverse: ψευδοαντίστροφος


    ramp: αναρρίχηση


    rank: βαθμός


    reachability: προσεγγισιμότητα


    realization: πραγμάτωση


    robust: στιβαρός


    rollοver: αποκύλιση


    scaling (matrix): (πίνακας) κλιμάκωσης


    semi-active: ημιενεργός


    singular: ιδιόμορφος


    spectral: φασματικός


    stabilizability: σταθεροποιησιμότητα


    staircase (form): κλιμακωτή μορφή


    state: κατάσταση


    step: βαθμίδα


    strictly proper: αυστηρά πρέπων, -ουσα, -ον


    switching curve: καμπύλη μεταπήδησης


    transfer matrix: πίνακας μεταφοράς


    transmission zeros: μηδενικά μετάδοσης


    two port (diagram): (διάγραμμα) δύο θυρών


    well-posed: εύθετος




     


    




Πρόλογος


    Ο τομέας των Συστημάτων Αυτομάτου Ελέγχου (ή απλά Αυτομάτου Ελέγχου) έχει εξελιχθεί σε ένα διεπιστημονικό πεδίο με εφαρμογές σε μία ποικιλία περιοχών: έλεγχο διεργασιών, ρομποτική, αυτοκινητοβιομηχανία, τηλεπικοινωνίες, δομικές κατασκευές, ιατρική, οικονομία, κοινωνικές επιστήμες. Σε κάποιες από τις περιοχές αυτές η θεωρία του αυτομάτου ελέγχου παρέχει λύσεις για την κατασκευή συσκευών ή εξαρτημάτων, ενώ σε άλλες βοηθάει στην κατανόηση πολύπλοκων δυναμικών φαινομένων.


    Για να υλοποιηθούν τα επιτεύγματα αυτά, η επιστήμη του Αυτομάτου Ελέγχου μεταπήδησε από το επίπεδο σχεδίασης ελεγκτών μονομεταβλητών συστημάτων στο επίπεδο σχεδίασης πολυμεταβλητών συστημάτων με συζευγμένες μεταβλητές.


    Κοινός στόχος όλων των προσπαθειών ήταν, και είναι:


    «Η επίτευξη προκαθορισμένων στόχων απόδοσης σε συνθήκες αβεβαιότητας».


    Οι στόχοι κυμαίνονται από απλές προδιαγραφές σε παραμέτρους μεταβατικής απόκρισης σε πιο σύνθετους δείκτες κατανάλωσης ενέργειας ή ελαχιστοποίησης χρόνου. Σύγχρονες τεχνικές προδιαγράφουν τους στόχους σε όρους «μεγέθους» σημάτων ενδιαφέροντος, όπως το σφάλμα σταθερής κατάστασης ή το σήμα ελέγχου.


    Οι συνθήκες αβεβαιότητας περιλαμβάνουν σφάλματα στο μαθηματικό υπόδειγμα της διαδικασίας (ηθελημένο ή μη), θόρυβο στις μετρήσεις και μη μετρήσιμες εξωγενείς εισόδους.


    Αναγκαία συνθήκη για την επίλυση του προβλήματος είναι η χρήση της δομής της ανατροφοδότησης. Δυστυχώς όμως δεν είναι και ικανή. Οι κλασικές προσεγγίσεις στο πρόβλημα αυτό, τις οποίες θα τοποθετούσα χρονικά μέχρι το τέλος της δεκαετίας του 1970, αντιμετώπισαν το θέμα έμμεσα, δηλαδή χωρίς να συμπεριλαμβάνουν την αβεβαιότητα αναλυτικά στη σχεδίαση του ελεγκτή. Οι προσεγγίσεις αυτές περιλαμβάνουν μεθόδους τοποθέτησης πόλων, βέλτιστο τετραγωνικό ελεγκτή, διαμόρφωση βρόχου κ.λπ. Νεότερες προσεγγίσεις αποπειρώνται να αντιμετωπίσουν την αβεβαιότητα αναλυτικά μέσω τεχνικών στιβαρούς ελέγχου όπως ο H∞ .


    Στο ηλεκτρονικό αυτό σύγγραμμα θα παρουσιάσω τις σύγχρονες αυτές τεχνικές σχεδίασης, συνδέοντάς τις με τις κλασικές, επισημαίνοντας σε κάθε περίπτωση τις ατέλειες οι οποίες απαιτούν βελτίωση.


    Η δομή του συγγράμματος περιλαμβάνει τρία μέρη: εισαγωγικές έννοιες, θεωρία βέβαιων συστημάτων και θεωρία αβέβαιων συστημάτων. Το σύγγραμμα συμπληρώνεται με ειδικό κεφάλαιο το οποίο περιγράφει με λεπτομέρεια μαθηματικά υποδείγματα συνήθων διαδικασιών οι οποίες χρησιμοποιούνται ως παραδείγματα εφαρμογών. Η θεωρία των συστημάτων διαιρείται φυσιολογικά στην ανάλυση και σύνθεση.


     


    Το σύγγραμμα αυτό υλοποιήθηκε στα πλαίσια της δράσης Κάλλιπος: 1η Πρόσκληση «Ηλεκτρονικά Ακαδημαϊκά Συγγράμματα και Βοηθήματα για Επιστήμες Μηχανικών και Πληροφορική».


    Ευχαριστώ τον κριτικό αναγνώστη, αλλά και φίλο-συνεργάτη Καθηγητή Γ. Σταυρακάκη για την πολύτιμη συνδρομή του και παρατηρήσεις.


    


    Ετυμολογικά σχόλια


     


    Οι λέξεις οι οποίες απαρτίζουν τα «Συστήματα Αυτομάτου Ελέγχου» έχουν παλαιότατες ρίζες. Επειδή η γλώσσα αποτελεί βασικό πολιτιστικό πλούτο, παραθέτω τα σχετικά λήμματα.


    σύστημα [συν+ίστημι]: συναποτελούμενο από πολλά μέρη τα οποία δρουν ως όλον.


    ίστημι (δασ.) [σαόω, με παρεμβολή του τ (πόλις – πτόλις, αμός – ατμός), εξ αναδιπλασιασμού, δηλαδή σί-στα-μι > ίστημι (το σ σε δασεία, α>η). Εκτός και αν το ι εκ του ίημι (ρίζα ι-). Διότι επί σωτηρίας, διατηρήσεως και διαφυλάξεως αναφέρονται οι περισσότερες σημασίες του ίστημι. Ότι η ρίζα είναι σα- > στα-, φαίνεται εκ των έ-στα-σαν (αόρ.), στάς (μετοχ.), στα-σώ (μέλλ.), έ-στα-κα (πρκμ.) κ.ά.]: εμποδίζω, αναχαιτίζω, μένω σταθερός, υψώνομαι, παρατάσσω, βάζω να σταθεί, στήνω, τοποθετώ, εγείρω, διεγείρω, ανακινώ, θέτω, διορίζω, ορίζω, ιδρύω, τακτοποιώ, ευρίσκομαι, θέτω στην πλάστιγγα, ζυγίζω.


    αυτόματος [αυτός + μάω, ματίζω]: ο πράττων κάτι με δική του θέληση.


    μάω [μάμμα]: θερμώς επιθυμώ, ποθώ (να φάω, μαμ), σπεύδω, έχω διάθεση ή κλίση να κάνω κάτι, έχω σκοπό, επιζητώ κάτι, εποφθαλμιώ.


    μάμμα [μα, η πρώτη συλλαβή του νηπίου μετά την εκφορά του α, η οποία αρχίζει με κλειστά χείλη. Μαμαμα… = μαμμά (γι’ αυτό τα δύο μ). Επειδή δε βρίσκεται συνεχώς με τη μητέρα του, η οποία και το ταΐζει, φυσικώς συνδέεται το μα με τη μα-μά, τον μα-ζόν, το μαμ ( = τροφή, θέλω να φάω), μαι-μά-ω, μα-ίνεται δε όταν πεινάει. Κατόπιν όταν κορεσθεί μα-ίεται (= εξετάζει) τα πάντα γύρω του διότι έχει έμφυτη την τάση προς μά-θηση].


    ελέγχω [ε (εξ α επιτατ., α>ε) + λέγω + άγω (γ>χ)]: ανακρίνω, ερωτώ, επιπλήττω, ατιμάζω, κατηγορώ, φέρω προς απόδειξη, αναιρώ, απορρίπτω, αποδεικνύω, νικώ, καταβάλλω.


    Τα παραπάνω καταδεικνύουν πιστεύω την ανάγκη διατήρησης της ελληνικής ορολογίας, πράγμα ομολογουμένως δύσκολο. Προς αυτήν την κατεύθυνση καταθέτω κάποιες απλές κατευθύνσεις.


    Βασικά χρησιμοποιώ δύο κανόνες:


     


    1.      Προσπαθώ να υπάρχει αντιστοίχηση ένα-προς-ένα.


     


    Αυτό σημαίνει, για παράδειγμα, ότι δεν θα μεταφράσω τη λέξη model ως πρωτότυπο γιατί τότε η λέξη prototype έχει την ίδια αντιστοίχηση. Θα τη μεταφράσω ως υπόδειγμα. Επίσης δε θα μεταφράσω τη λέξη standard ως υπόδειγμα καθώς αυτήν την έχω δεσμεύσει για το model. Ο κανόνας αυτός δεν είναι εύκολο να τηρηθεί αλλά τουλάχιστον πρέπει να γίνει προσπάθεια.


     


    2.      Προσπαθώ να μεταφράσω εκ της ετυμολόγησης της λέξης και όχι εκ της σημασίας της.


     


    Για παράδειγμα, η λέξη pattern (η οποία έχει καθιερωθεί ως πρότυπο, αλλά αυτό είπα είναι το standard), έχει τη ρίζα της στο patron η οποία παραπέμπει στον πατέρα (κάτι σαν πατέρας-πρότυπο). Θα μπορούσε λοιπόν να μεταφραστεί πατρότυπο. Αν αυτό ακούγεται κάπως υπερβολικό, η λέξη μορφή δεν θα ήταν άσχημη.


    Τελειώνοντας αυτό το μικρό σημείωμα, μία πρόταση για τις λέξεις με το πρόθεμα e-.


    Η μετάφραση αυτών των όρων έχει δύο δυσκολίες: η ελληνική γλώσσα δεν χρησιμοποιεί συνδετική παύλα και το πρόθεμα η- (: ηλεκτρονικός) το οποίο αντιστοιχεί στο e- (: electronic) είναι άρθρο. Προτείνω λοιπόν το πρόθεμα ηλε (χωρίς παύλα). Έτσι: ηλεμπόριο, ηλεβίβλίο, ηλεταχυδρομείο, ηλεκπαίδευση (και όχι τηλεκπαίδευση).


    Ακολουθούν οι πηγές τις οποίες χρησιμοποιώ.
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1 Εισαγωγή


    1.1 Ιστορικά


     


    Θεωρώ αρκετά ασφαλές να ορίσω ως τη χρονική έναρξη της σύγχρονης θεωρίας Αυτομάτου Ελέγχου τις αρχές της δεκαετίας του 1960. Την περίοδο αυτήν οι ανάγκες επίλυσης προβλημάτων του διαστημικού προγράμματος της NASA (αλλά και της αντίστοιχης Σοβιετικής υπηρεσίας) απετέλεσαν το γόνιμο έδαφος πάνω στο οποίο αναπτύχθηκαν προχωρημένες τεχνικές πολυμεταβλητών συστημάτων.


    Εκ των κυρίων ερευνητών της περιόδου αυτής είναι ο R. E. Kalman, στον οποίο αποδίδεται η θεμελίωση της κλασικής θεωρίας γραμμικών πολυμεταβλητών συστημάτων σε δομή χώρου κατάστασης. Η δουλειά του R. Bellman στον τομέα του δυναμικού προγραμματισμού και του Pontryagin στον βέλτιστο έλεγχο, συμπληρώνουν τους βασικούς ερευνητές της σύγχρονης θεωρίας βέλτιστου ελέγχου γραμμικών και μη γραμμικών συστημάτων. Μία γεωμετρική προσέγγιση του θέματος δίδεται από τον Wonham. Η περίοδος αυτή χαρακτηρίζεται επίσης από μία διαμάχη, με τα δύο μέρη να είναι τοποθετημένα εκατέρωθεν του Ατλαντικού, ως προς το ποιος είναι ο καταλληλότερος χώρος για την ανάλυση και σύνθεση των πολύπλοκων συστημάτων: ο χρόνος ή η συχνότητα;


    Όμως τα «κλασικά» ερωτήματα παραμένουν καθώς οι μέθοδοι αυτές δεν δίνουν πειστικές απαντήσεις στο πρόβλημα της ευρωστίας, δηλαδή της ικανοποιητικής απόδοσης σε συνθήκες αβεβαιότητας.


    Στις αρχές της δεκαετίας του 1980 μπορεί κανείς να διακρίνει την αρχή μιας νέας περιόδου της θεωρίας του Αυτομάτου Ελέγχου. Η δουλειά του Zames περί του ελέγχου H∞ σηματοδοτεί τη χρήση νορμών ως κριτήριο απόδοσης των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου και εισάγει την αβεβαιότητα αναλυτικά στο μαθηματικό υπόδειγμα. Οι πρώτες απόπειρες επίλυσης των δύσκολων μαθηματικών προβλημάτων, τις οποίες η νέα προσέγγιση δημιουργεί, χρησιμοποιούν το δοκιμασμένο υπόδειγμα του χώρου κατάστασης στο πεδίο του χρόνου, αλλά αντιμετωπίζουν σοβαρές δυσκολίες. Ο Doyle, χρησιμοποιώντας την παραμετροποίηση του Youla, λύνει ένα πρόβλημα Nehari, και προτείνει την πρώτη λύση στο γενικό, ρητό πρόβλημα του βέλτιστου ελέγχου H∞. Όμως το σημαντικό βήμα περιγράφεται στη δημοσίευση DGKF (Doyle, Glover, Khargonekar, Francis) το 1989, η οποία εκτός των άλλων, συμφιλιώνει την παλιά έριδα χρόνου και συχνότητας, παρουσιάζοντας μια λύση η οποία χρησιμοποιεί στοιχεία και από τις δύο προσεγγίσεις.


    Έκτοτε, νέα προβλήματα αναζητούν λύσεις και παλαιά προβλήματα αναδιατυπώνονται και λύνονται πιο αποδοτικά. Η γραμμική θεωρία επεκτείνεται στη μη γραμμική περιοχή, η πεπερασμένη διάσταση δεν αποτελεί περιορισμό, χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα μπαίνουν στο παιγνίδι και ούτω καθεξής.


    1.2 Πλαίσιο


     


    Στα επόμενα κεφάλαια θα παρουσιαστεί ο τρόπος με τον οποίο μπορούν να υλοποιηθούν τα τελευταία αποτελέσματα από τη θεωρία του Ελέγχου Συστημάτων. Στην ενότητα αυτή θα δώσω το γενικό πλαίσιο στο οποίο θα κινηθώ. Αν ο αναγνώστης δεν είναι εξοικειωμένος με κάποιες από τις έννοιες, ας μην αποθαρρυνθεί. Οι έννοιες αυτές θα αναλυθούν διεξοδικά στη συνέχεια.


    Ως «σύστημα» θα θεωρήσω μαθηματικές αναπαραστάσεις φυσικών διαδικασιών. Συγκεκριμένα θα θεωρήσω ότι το σύστημα είναι μία απεικόνιση P, η οποία συσχετίζει μία συνάρτηση εισόδου w(t) με μία συνάρτηση εξόδου z(t):


    z(t)=P[w(t)]


    Σχηματικά θα εκφράσω το σύστημα αυτό με το ακόλουθο δομικό διάγραμμα:
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    Σχήμα 1.1 Στοιχειώδες δομικό διάγραμμα.


    Κάποιοι συγγραφείς σχεδιάζουν το Σχ. 1.1 με αντίστροφη φορά βελών, δηλαδή,
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    Σχήμα 1.2 Αντίστροφο στοιχειώδες δομικό διάγραμμα.


    Ο λόγος είναι ότι επειδή ο πολλαπλασιασμός πινάκων δεν είναι αντιμεταθετικός, δηλαδή, P(s)z(s)≠z(s)P(s) (όταν και οι δύο πολλαπλασιασμοί επιτρέπονται από τις διαστάσεις των P, z), το Σχ. 1.2 δηλώνει την πράξη z(s)=P(s)w(s) (η P(s) εξ αριστερών του w(s)), ενώ το Σχ. 1.1 την z(s)=w(s)P(s) (η P(s) εκ δεξιών του w(s)).


    Μεταξύ των πολλών κατηγοριών απεικονίσεων (συστημάτων) και συναρτήσεων εισόδου-εξόδου θα περιοριστώ σε:


     


    ·         Γραμμικά, αιτιατά, χρονικά αμετάβλητα συστήματα πεπερασμένης διάστασης. Τα συστήματα αυτά αναπαρίστανται στο πεδίο της συχνότητας με τελεστές οι οποίοι ανήκουν στον χώρο RH2 των ρητών, αυστηρά πρεπουσών συναρτήσεων μεταφοράς.


    ·         Σήματα πεπερασμένης ενέργειας ή σήματα L2.


     


    Με τον όρο «έλεγχο» ή «αντιστάθμιση» εννοώ ένα άλλο (υπο)σύστημα K το οποίο συνδεδεμένο κατάλληλα με το P θα ελαχιστοποιεί κάποιο κριτήριο επιθυμητής συμπεριφοράς του συνολικού συστήματος (P και Κ). Στο Σχ. 1.3 φαίνεται το δομικό διάγραμμα της προκύπτουσας αρχιτεκτονικής.
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    Σχήμα 1.3 Δομικό διάγραμμα ελεγκτή-εγκατάστασης.


    Η δομή αυτή ίσως να παραξενέψει αυτούς οι οποίοι είναι συνηθισμένοι στα «κλασικά» δομικά διαγράμματα, όπως αυτό του Σχ. 1.4.
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    Σχήμα 1.4 Κλασικό δομικό διάγραμμα συστήματος με ανατροφοδότηση.


    Όπως όμως θα δείξω, το Σχ. 1.4 μπορεί να μετατραπεί στο Σχ. 1.3, και τα κλασικά κριτήρια σχεδίασης (εύρος ζώνης, κορυφή συντονισμού κ.λπ) μπορούν να εκφραστούν στο πλαίσιο βελτιστοποίησης κάποιας νόρμας της συνάρτησης μεταφοράς κλειστού βρόχου T.


    Για να έχει μία τέτοια προσέγγιση νόημα, το z θα πρέπει να αναπαριστά μεταβλητές οι οποίες πρέπει να διατηρηθούν «μικρές», ενώ και το w θα πρέπει να είναι έτσι ορισμένο ώστε να είναι «μικρό».


    Στη θεωρία η οποία θα ακολουθήσει, θα παρουσιαστούν οι γνωστές τεχνικές σχεδίασης (τοποθέτηση πόλων, γραμμικός τετραγωνικός ρυθμιστής, κ.λπ.) και μέσω του εντοπισμού των αδυναμιών τους θα οδηγηθούμε σταδιακά στη σχεδίαση με βάση νόρμες του Τ. Ειδικότερα, θα παρουσιαστούν τεχνικές σχεδίασης με βάση τις νόρμες H2 και H∞.


    Η νόρμα H∞ έχει ένα πλεονέκτημα: προκύπτει ως η επαγόμενη νόρμα όταν τα σήματα z, w ανήκουν στον χώρο L2, είναι δηλαδή σήματα με πεπερασμένη ενέργεια (σημ.: η νόρμα H2 δεν είναι επαγόμενη και δεν υπακούει στην υποπολλαπλασιαστική ιδιότητα). Η ιδιότητα αυτή, σε συνδυασμό με το γεγονός ότι είναι μικρότερη από τη μονάδα, εξασφαλίζει την ισχύ του «θεωρήματος της μικρής απολαβής». Το θεώρημα αυτό είναι η βάση για την ανάλυση και σύνθεση συστημάτων με αβεβαιότητα.


    Η φυσική σημασία της χρήσης της νόρμας H∞ είναι ότι:


     


    ·         Η ελαχιστοποίησή της ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της μέγιστης απολαβής του συστήματος (ως προς την ενέργεια).


    ·         Αν το w είναι οποιοδήποτε L2 σήμα, τότε ελαχιστοποίηση της νόρμας H∞ ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της χειρότερης επίδρασης του επί της ενέργειας του z.


     


    Η δυνατότητα της ανάλυσης και σύνθεσης συστημάτων με αβεβαιότητα με τη χρήση της νόρμας H∞ έχει συμβάλει στην περαιτέρω εξάπλωση των εφαρμογών των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου. Η αβεβαιότητα γενικά είναι μία κατάσταση η οποία προκύπτει επειδή:


     


    ·         Οι αρχικές συνθήκες του συστήματος δεν είναι επακριβώς γνωστές.


    ·         Το σύστημα υπόκειται σε διαταραχές από το περιβάλλον του και η εκάστοτε επιθυμητή κατάσταση του δεν είναι γενικά γνωστή εκ των προτέρων.


    ·         Το μαθηματικό υπόδειγμα της διαδικασίας είναι ανεπαρκές, είτε λόγω απλοποίησης, είτε λόγω λανθασμένων τιμών των παραμέτρων.


     


    Έτσι, ο στόχος του ελέγχου μπορεί να προσδιοριστεί ως:


     


    
      Να βρεθεί ένας αντισταθμιστής ανατροφοδότησης τέτοιος ώστε να ελαχιστοποιείται η επίδραση των άγνωστων αρχικών συνθηκών και των εξωτερικών διαταραχών στη συμπεριφορά του συστήματος, υπό τον περιορισμό της μη ακριβούς αναπαράστασης του συστήματος.

    


     


    Για την επίτευξη του στόχου θα μελετηθούν δύο προβλήματα:


     


    ·         Πρόβλημα ανάλυσης: δοθέντος του ελεγκτή, να υπολογιστεί αν τα υπό ρύθμιση σήματα (σφάλμα, έλεγχος) ικανοποιούν τις επιθυμητές ιδιότητες για κάθε αποδεκτή διαταραχή και αβεβαιότητα.


    ·         Πρόβλημα σύνθεσης: σχεδίαση ενός ελεγκτή τέτοιου ώστε τα υπό ρύθμιση σήματα να ικανοποιούν τις επιθυμητές ιδιότητες για κάθε αποδεκτή διαταραχή και αβεβαιότητα.


     


    Για την επίλυση των προβλημάτων αυτών, το σύστημα θα αναπαρασταθεί σχηματικά από το διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 1.5.
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    Σχήμα 1.5 Διάγραμμα δύο θυρών με μπλοκ αβεβαιότητας.


    Πιο τυπικά: ας εκφράσω τον πίνακα συνάρτησης μεταφοράς από την είσοδο w στην έξοδο z, ως Tzw, και ας υποθέσω ότι η αποδεκτή αβεβαιότητα Δ ικανοποιεί την,
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    για κάποιο γu >0. Τότε το πρόβλημα της ανάλυσης είναι: δοθέντος του Κ, να απαντηθεί αν το σύστημα κλειστού βρόχου είναι ευσταθές για όλες τις αποδεκτές Δ και ║Tzw║∞≤γp για κάποιο προδιαγεγραμμένο γp. Το πρόβλημα της σύνθεσης είναι η εύρεση του αντισταθμιστή Κ, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι προαναφερθείσες απαιτήσεις.


    Τέλος θα χρησιμοποιήσω την ακόλουθη ορολογία:


    Ονομαστική απόδοση: Το σύστημα ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης θεωρώντας το μαθηματικό υπόδειγμα ακριβές («βέβαιο»). Κατ’ ακολουθία ορίζεται και η ονομαστική ευστάθεια.


    Στιβαρή απόδοση: Το σύστημα ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης για κάθε αποδεκτή αβέβαιη εγκατάσταση.


    Όπως θα φανεί στη συνέχεια, το πλαίσιο του ελέγχου H∞ ενοποιεί την επίλυση των δύο αυτών προβλημάτων.


     


    Είναι προφανές ότι κάποια συστήματα (ίσως τα περισσότερα) δεν πληρούν τις προαναφερόμενες προϋποθέσεις. Στις περιπτώσεις αυτές, το πρόβλημα θα πρέπει να αναδιατυπωθεί, ίσως μέσω κατάλληλων μετασχηματισμών ή συναρτήσεων βαρών, έτσι ώστε να μπορεί να επιλυθεί στο πλαίσιο του ελέγχου H∞.


    Τέλος ας σημειωθεί ότι η προσέγγιση αυτή (η οποία δεν είναι φυσικά μοναδική) προσπαθεί να απαντήσει καλύτερα από τις προηγούμενες στο μόνιμο ερώτημα το οποίο θέτει η θεωρία αυτομάτου ελέγχου: πώς δηλαδή θα σχεδιαστεί ένα σύστημα το οποίο θα λειτουργεί ικανοποιητικά στο περιβάλλον για το οποίο έχει κατασκευαστεί. Ίσως αυτό να ακούγεται απλό, αλλά δεν είναι, όπως θα γίνει αντιληπτό στη συνέχεια.
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2 Σχετικά μαθηματικά εργαλεία


    2.1 Αλγεβρικές δομές


    2.1.1 Γραμμικοί χώροι


     


    Ένας γραμμικός χώρος V αποτελείται από ένα (μη κενό) σύνολο X (επί ενός πεδίου F) και τους τελεστές της πρόσθεσης και βαθμωτού πολλαπλασιασμού, οι οποίοι έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες:


     


    1. x1+x2=x2+x1 για κάθε x1, x2ÎX,


    2. (x1+x2)+x3=x1+(x2+x3) για κάθε x1, x2, x2ÎX,


    3. Υπάρχει ένα μοναδικό στοιχείο του X, το οποίο παρίσταται με το 0, τέτοιο ώστε 0+x=x για κάθε x1ÎX,


    4. Για κάθε xÎX υπάρχει ένα μοναδικό στοιχείο −xÎX τέτοιο ώστε x+(−x)=0,


    5. 1x=x, για κάθε xÎX,


    6. 0x=0, για κάθε xÎX,


    7. α(βx)=(αβ)x, (α+β)x=αx+βx, α(x1+x2)=αx1+αx2 για κάθε α, βÎF και x1, x2ÎX.


     


    Αν V=R (το σύνολο των πραγματικών αριθμών), ο γραμμικός χώρος καλείται πραγματικός· αν V=C (το σύνολο των μιγαδικών αριθμών), ο γραμμικός χώρος καλείται μιγαδικός.


    Παράδειγμα 2.1 Ο Ευκλείδειος χώρος n διαστάσεων Rn είναι ένας πραγματικός διανυσματικός γραμμικός χώρος. Τα στοιχεία του συμβολίζονται με το γνωστό διάνυσμα στήλης,


    [image: ]


    Η πρόσθεση και ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός ορίζονται στοιχείο προς στοιχείο ως,


    [image: ]


    Ταυτόσημοι ορισμοί ισχύουν και για τον μιγαδικό χώρο Cn.


    Παράδειγμα 2.2 Περαιτέρω, μπορούμε να ορίσουμε τον χώρο των μιγαδικών πινάκων διάστασης m´n, Cm´n, της μορφής,


    [image: ]


    Η πρόσθεση και ο βαθμωτός πολλαπλασιασμός ορίζονται και εδώ στοιχείο προς στοιχείο, καθιστώντας τον Cm´n γραμμικό χώρο.


    Παράδειγμα 2.3 Ιδιαίτερης σημασίας στη μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου είναι ένας γραμμικός χώρος πινάκων τον οποίο θα ορίσω αμέσως. Καταρχάς θα χρειαστώ τον Ερμιτιανό συζυγή του πίνακα ΑÎCm´n,


    [image: ]


    όπου α* συμβολίζει τον συζυγή του μιγαδικού αριθμού α. Με λόγια, ο Ερμιτιανός συζυγής Α* σχηματίζεται αναστρέφοντας τον Α και στη συνέχεια αντικαθιστώντας κάθε στοιχείο με το συζυγές του. Ένας τετραγωνικός πίνακας ΑÎCn×n καλείται Ερμιτιανός αν,


    Α=Α*


    Ο χώρος των Ερμιτιανών πινάκων συμβολίζεται με Hn.


    Ένας υποχώρος ενός χώρου V είναι ένα υποσύνολο του V το οποίο είναι, επίσης, ένας μετρικός χώρος επί του ίδιου πεδίου και τελεστών.


    2.2 Συνδυασμός τοπολογικών και αλγεβρικών δομών


    2.2.1 Νόρμα και χώρος Banach


     


    Ορισμός 2.1 ΣΕ έναν γραμμικό χώρο V η νόρμα ║.║V ενός στοιχείου qÎV είναι μία συνάρτηση V®[0, ¥) η οποία έχει τις παρακάτω ιδιότητες:


     


    1.      ║q║≥0, και ║q║=0 αν και μόνον αν q=0,


    2.      ║αq║=│α│║q║, "αÎR,


    3.      ║q1+q2║≤║q1║+║q2║.


     


    Ένας γραμμικός χώρος εφοδιασμένος με μία νόρμα καλείται νορμικός γραμμικός χώρος.


    Η νόρμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να επάγει μία μετρική ορίζοντας,


     


    ρ(q, r) =║q−r║


     


    Ένας πλήρης νορμικός γραμμικός χώρος (υπό τη συνήθη μετρική η οποία επάγεται από τη νόρμα) καλείται χώρος Banach.


     


    ·         Η νόρμα ορίζει τη γνωστή έννοια του μεγέθους ενός στοιχείου (ο συμβολισμός με δύο κάθετες γραμμές χρησιμοποιείται για να τονίσει το γεγονός ότι η νόρμα είναι γενίκευση της έννοιας της απόλυτης τιμής).


    ·         Η νόρμα της διαφοράς δύο στοιχείων είναι ένα μέτρο της εγγύτητας των στοιχείων και επίσης καθορίζουν τη μορφή της γειτονιάς ενός στοιχείου.


     


    Ο τρόπος με τον οποίο ορίζεται η νόρμα αφήνει περιθώρια για πολλές συναρτήσεις οι οποίες μπορεί να είναι υποψήφιες για τον σκοπό αυτό.


    Παράδειγμα 2.4 Έστω p πραγματικός αριθμός στο διάστημα 1£p<¥. Ο χώρος όλων των q=[q1 … qn], με νόρμα η οποία ορίζεται ως,
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    συμβολίζεται με [image: ]. Οι νόρμες αυτές καλούνται νόρμες lp.


    Κλασικά παραδείγματα των χώρων αυτών είναι οι χώροι Rn και Cn εφοδιασμένοι με τη νόρμα [image: ].


    Η επιλογή του p εξαρτάται από τη συγκεκριμένη εφαρμογή και έχει διαφορετική φυσική σημασία. Για παράδειγμα, για p=1, η (2.1) υπολογίζει απλά το άθροισμα των απόλυτων τιμών των στοιχείων του διανύσματος, για p=2, έχουμε τη γνωστή Ευκλείδεια νόρμα κ.ο.κ.


    Για να κατανοηθεί καλύτερα η έννοια της νόρμας, στα Σχ. 2.1, 2.2 φαίνονται οι περιοχές οι οποίες ορίζονται από δύο χαρακτηριστικές νόρμες στον δισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο. Αυτές είναι οι,


    [image: ]


    Έτσι, τα σημεία q(2) τα οποία ικανοποιούν τη σχέση ║q(2)+q(1)║<δ για τυχαίο q(1) κείτονται εντός κύκλου ακτίνας δ στην πρώτη περίπτωση, ενώ στη δεύτερη στο εσωτερικό κατάλληλου ρόμβου.


     


    [image: ]


    Σχήμα 2.1 Το σύνολο σημείων τα οποία ικανοποιούν την ║q(2)−q(1)║l2<δ.


    [image: ]


    Σχήμα 2.2 Το σύνολο σημείων τα οποία ικανοποιούν ║q(2)−q(1)║l1<δ.


    Παράδειγμα 2.5 Έστω πάλι ο γραμμικός χώρος των q=[q1 … qn]. Η προηγούμενη οικογένεια νορμών επεκτείνεται και στην περίπτωση p=¥, αν οριστεί (Rudin 1987),


    [image: ]


    Αυτός ο χώρος Banach ορίζεται κατ’ αναλογίαν ως [image: ]. Ο λόγος είναι ότι,


    [image: ]


    Παράδειγμα 2.6 Έστω ο (άπειρης διάστασης) γραμμικός χώρος των φραγμένων ακολουθιών q=[q1 … qn] με νόρμα ορισμένη ως,


    ║q║=sup│qn│


    Ο χώρος αυτός καλείται l¥.


    Σημείωση: ο τελεστής sup (supremum) σημαίνει το ελάχιστο άνω φράγμα.


    2.2.2 Εσωτερικό γινόμενο και χώρος Hilbert


     


    Η έννοια του εσωτερικού γινόμενου είναι στενά συνδεδεμένη με την έννοια της νόρμας. Ο τυπικός ορισμός ακολουθεί:


    Ορισμός 2.2 Το εσωτερικό γινόμενο < . , . >V επί ενός διανυσματικού χώρου V, είναι μία συνάρτηση V´V®F η οποία ικανοποιεί:


     


    1.      <q , q >V ≥0, για κάθε qÎV,


    2.      <q , q >V =0 αν και μόνον αν q=0,


    3.      <p, a1q+a2r>=a1<p, q>+a2<p, r> για κάθε p, q, rÎV και βαθμωτούς ai, δηλαδή το εσωτερικό γινόμενο είναι γραμμική συνάρτηση,


    4.      [image: ] (συζυγής μιγαδικός) για κάθε q, rÎV.


     


    Γεωμετρικά, το εσωτερικό γινόμενο γενικεύει την έννοια της γωνίας δύο στοιχείων του διανυσματικού χώρου V.


    Ορισμός 2.3 Ένας διανυσματικός χώρος V εφοδιασμένος με ένα εσωτερικό γινόμενο < . , . >V καλείται χώρος εσωτερικού γινόμενου.


    Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι το εσωτερικό γινόμενο επάγει τη νόρμα,
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    Ορισμός 2.4 Ένας πλήρης χώρος εσωτερικού γινόμενου, με την αντίστοιχη επαγόμενη νόρμα, καλείται χώρος Hilbert.


    Τέλος, κάθε κλειστό υποσύνολο ενός πλήρους χώρου με νόρμα, είναι επίσης ένας πλήρης χώρος με νόρμα.


    2.2.3 Τελεστές


     


    Ορισμός 2.5 Έστω V και Z δύο χώροι Banach. Μία απεικόνιση F από τον V στον Z καλείται γραμμικός, φραγμένος τελεστής αν:


     


    1.      (γραμμικότητα) F(a1q+a2r)=a1F(q)+a2F(r) για κάθε q, rÎV και βαθμωτούς ai,


    2.      (φραγή) Υπάρχει βαθμωτός κ≥0, τέτοιος, ώστε:


    ║Fq║≤κ║q║V για κάθε qÎV


    Ο χώρος των γραμμικών, φραγμένων τελεστών οι οποίοι απεικονίζουν τον V στον Z, θα συμβολίζεται με L(V, Z).


    Ορισμός 2.6 Η επαγόμενη νόρμα στον χώρο L(V, Z) ορίζεται ως:
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    Μπορεί ν’ αποδειχθεί (Rudin 1987) ότι η νόρμα αυτή ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του Ορισμού 2.1. Μπορεί επίσης ν’ αποδειχθεί ότι, αν ο Z είναι πλήρης χώρος, το ίδιο ισχύει και για τον L(V, Z).


    2.2.4 Νόρμες πινάκων


     


    Για τον ορισμό κάποιων νορμών πινάκων είναι απαραίτητη η έννοια της ιδιόμορφης τιμής (singular value). Η σχετική θεωρία έπεται.


    Κάθε ορθογώνιος πίνακας ΑÎCm×n βαθμού ρ μπορεί να αποσυντεθεί ως:
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    Οι εμπλεκόμενοι πίνακες έχουν ως εξής:


    Οι U, V είναι m´m, n´nαντίστοιχα και μοναδιαίοι, δηλαδή U*U=Im×m, V*V=In´n.


    O [image: ] ορίζεται ως,


    [image: ]


    όπου,


    [image: ]


    Τα σi καλούνται ιδιόμορφες τιμές (ή κύριες απολαβές) του πίνακα Α, ενώ η έκφραση (2.4) καλείται αποσύνθεση ιδιόμορφης τιμής (SVD, Singular Value Decomposition).


    Οι ιδιόμορφες τιμές υπολογίζονται από την,


    [image: ]


    (αν m≥n). Εύκολα κανείς βρίσκει ότι ισχύουν τα ακόλουθα:


    Α*ui=σivi


    Αvi=σiui


    από όπου προκύπτει ότι,


    [image: ]


    [image: ]


    Οι σχέσεις αυτές υπονοούν ότι τα vi είναι τα δεξιά ιδιοδιανύσματα του Α*Α και τα [image: ] τ’ αριστερά ιδιοδιανύσματα του ΑΑ*. Τα διανύσματα vi και ui καλούνται δεξιά και αριστερά ιδιόμορφα διανύσματα του Α αντίστοιχα. Να σημειωθεί, όμως, ότι πρέπει πρώτα να κανονικοποιηθούν πριν χρησιμοποιηθούν για να σχηματίσουν τους V και U.


    Οι ιδιόμορφες τιμές είναι μη αρνητικοί αριθμοί και, συνήθως, διατάσσονται σε φθίνουσα σειρά,


    σ1³σ2³ .. .³σρ


    Ιδιαίτερης σημασίας είναι η μέγιστη και ελάχιστη ιδιόμορφη τιμή οι οποίες συμβολίζονται αντίστοιχα με [image: ] και σ.


    Αν ║x║ είναι μία οποιαδήποτε διανυσματική νόρμα, τότε η επαγόμενη μητρική νόρμα ορίζεται ως,


    [image: ]


    Ειδικότερα, αν χρησιμοποιηθεί η Ευκλείδεια διανυσματική νόρμα,


    ║x║=(x*x)1/2


    τότε η επαγόμενη μητρική νόρμα είναι η νόρμα Hilbert ή φασματική νόρμα,


    ║Α║s=[image: ]


    όπου έχει χρησιμοποιηθεί η πρώτη των,
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    Παράδειγμα 2.7 Έστω ο πίνακας,
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    Η εντολή svd του MATLAB δίνει τα παρακάτω αποτελέσματα:


     


    >> [U, S, V] = svd(A)


    [image: ]


    Η εκτέλεση των κατάλληλων πράξεων θα επιβεβαιώσει την ακρίβεια της λύσης.


    Μπορεί λοιπόν ν’ αποδειχθεί ότι στον χώρο των πινάκων Cm´n, η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή,


    [image: ]


    συνιστά εφικτή νόρμα.


    Μία άλλη αποδεκτή νόρμα είναι η νόρμα Frobenius η οποία ορίζεται ως:


    [image: ]


    Παράδειγμα 2.8 Έστω ο πίνακας,
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    Η εντολή norm του MATLAB δίνει (και) τη νόρμα Frobenius,


     


    >> n = norm(A, 'fro')


     


    [image: ]


    2.3 Χώροι σημάτων και συναρτήσεων μεταφοράς


    2.3.1 Πεδίο χρόνου


    Έστω u(t) μία μετρήσιμη κατά Lebesque συνάρτηση R®Cn η οποία ικανοποιεί,


    [image: ]


    για p³1, και είναι μηδενική για t<0. Ο χώρος αυτός των μετρήσιμων κατά Lebesque συναρτήσεων συμβολίζεται με Lp[0, ¥) ή απλά Lp. Τότε, η παράσταση,
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    καλείται p-νόρμα άπειρου ορίζοντα και είναι η συνήθης νόρμα η οποία χρησιμοποιείται. Ο υπολογισμός της νόρμας αυτής γίνεται σε δύο βήματα:


     


    1.      Υπολογίζεται η νόρμα του διανύσματος σε κάθε χρονική στιγμή, χρησιμοποιώντας κάποια διανυσματική νόρμα.


    2.      Υπολογίζεται η χρονική νόρμα επί του διανύσματος η οποία προέκυψε από το (1).


     


    Για τον υπολογισμό των (1)-(2) χρησιμοποιείται συνήθως η ίδια νόρμα.


    Για παράδειγμα, αν p=2, η (2.6) γίνεται,
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    Ο χώρος αυτός των μετρήσιμων κατά Lebesque συναρτήσεων συμβολίζεται με L2[0, ¥) ή απλά L2.


    Η νόρμα (2.7) καλείται νόρμα-2 άπειρου ορίζοντα ή ολοκληρωτικό τετραγωνικό σφάλμα (ISE-integral square error). Η φυσική της σημασία είναι ότι αντικατοπτρίζει την ενέργεια του σήματος.


    Η νόρμα αυτή επεκτείνεται, όπως προηγουμένως, ορίζοντας,


    [image: ]


    Η νόρμα αυτή καλείται supremum. Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι, αν η u(t) είναι συνεχής, τότε,


    [image: ]


    Το σύνολο των μετρήσιμων κατά Lebesque συναρτήσεων με φραγμένη supremum νόρμα συμβολίζεται με L¥.


    Οι νόρμες οι οποίες ορίστηκαν προηγούμενα έχουν τα ανάλογά τους και για πεπερασμένο ορίζοντα [0, Τ]. Στην περίπτωση αυτήν οι αντίστοιχες νόρμες καλούνται p-νόρμες πεπερασμένου ορίζοντα και ορίζονται ως,
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    οι δε αντίστοιχοι χώροι συμβολίζονται με Lp[0, T] .


    2.3.2 Πεδίο συχνότητας


    Ο χώρος L2(Ri) είναι ένας χώρος Hilbert πινάκων μιγαδικών συναρτήσεων επί του άξονα Ri με εσωτερικό γινόμενο,
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    Η επαγόμενη νόρμα στον χώρο αυτόν είναι τότε,
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    Οι νόρμες ║F(s)║2 υπολογίζονται ως ακολούθως στην περίπτωση κατά την οποία η F(s) μπορεί να υλοποιηθεί σε μορφή χώρου κατάστασης. Έστω,


    [image: ]


    με Α ευσταθή (το οποίο σημαίνει όμως D=0). Μπορεί να δειχτεί (Maciejowski 1994) ότι,
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    όπου ο Γραμιανός πίνακας προσεγγισιμότητας Wr, ικανοποιεί την εξίσωση Lyapunov,


    0=AWr+WrA*+BB*


    Η έννοια της ιδιόμορφης τιμής μπορεί να επεκταθεί και στους πίνακες μεταφοράς, με τη διαφορά ότι στην περίπτωση αυτήν οι ιδιόμορφες τιμές είναι συναρτήσεις της συχνότητας ω και συμβολίζονται με σi(ω). Δηλαδή, ο πίνακας μεταφοράς G(s) μπορεί να αποσυντεθεί ως,


    G(ωi)=UΣ(ωi)V*


    όπου ο Σ(ωi) = διαγ[σ1(ωi), …, σn(ωi)]. Στη μορφή αυτήν τα διαγράμματα μέτρου των διαγωνίων συναρτήσεων είναι οι συναρτήσεις των ιδιόμορφων τιμών του G(s).


    Παράδειγμα 2.9 Έστω ο πίνακας μεταφοράς,


    [image: ]


    Ο πίνακας αποσυντίθεται ως,
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    Η εντολή sigma του MATLAB δίνει το γράφημα του Σχ. 2.3.


     


    [image: ]


     


    Σχήμα 2.3 Κύριες απολαβές για το Παρ. 2.9.


     


    Περαιτέρω, μπορούν να οριστούν αντίστοιχες νόρμες. Έτσι, η φασματική νόρμα του G(s) ορίζεται ως:


    ║G(ωi)║s=[image: ]


    Αυτή η νόρμα ενός πίνακα μεταφοράς «πάσχει» από το γεγονός ότι είναι συνάρτηση (του ω) και όχι ένας αριθμός. Σε περιπτώσεις στις οποίες αυτό δεν είναι επιθυμητό, μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι νόρμες ║G(s)║2 και ║G(s)║∞.


    Ο χώρος L¥(Ri) είναι ένας χώρος Banach πινάκων μιγαδικών συναρτήσεων, οι οποίοι είναι φραγμένοι στον φανταστικό άξονα Ri με νόρμα,


    [image: ]


    Ο ρητός υποχώρος του L¥(Ri), ο οποίος συμβολίζεται με RL¥(Ri), αποτελείται από πρέποντες πίνακες μεταφοράς πραγματικών ρητών συναρτήσεων, οι οποίοι δεν έχουν πόλους στον φανταστικό άξονα.


    Ο χώρος H¥(Ri) ή απλά H¥ είναι ένας κλειστός υποχώρος του L¥(Ri), ο οποίος αποτελείται από συναρτήσεις οι οποίες είναι αναλυτικές και φραγμένες στο ανοιχτό δεξιό ημιεπίπεδο. Η νόρμα στον χώρο αυτόν ορίζεται ως,
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            (2.11)

          
        

      


    


    Μπορεί ν’ αποδειχθεί, γενικεύοντας την αρχή του μέγιστου μέτρου (Boyd and Desoer 1985), ότι η (2.11) είναι ισοδύναμη με την,
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    Ο υπολογισμός της ║G(s)║∞ δεν είναι τόσο απλός. Παρόλο που γραφικά η τιμή αυτή αντιστοιχεί στην κορυφή του γραφήματος Bode, δεν είναι δυνατό γενικά να βρεθούν αναλυτικές εκφράσεις για τον υπολογισμό της. Ένας από τους προσεγγιστικούς αλγόριθμους οι οποίοι χρησιμοποιούνται για την εύρεσή της είναι ο αλγόριθμος διχοτόμησης, ο οποίος βασίζεται στο εξής λήμμα:


    Λήμμα 2.1 (Φραγμένο πραγματικά λήμμα). Έστω γ>0 και,
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    τότε, ║G(s)║∞<γ, αν και μόνον αν:


     


    1.      [image: ] και,


    2.      ο Χαμιλτονιανός πίνακας Η,


    [image: ]


    δεν έχει ιδιοτιμές στον φανταστικό άξονα.


    Tα βήματα είναι τα εξής:


     


    1.      Επιλέγεται ένα άνω και κάτω φράγμα γu και γl έτσι ώστε γu ≤║G(s)║∞≤γl.


    2.      Αν (γu−γl)/γl είναι μικρότερο από κάποιο προκαθορισμένο όριο, τότε,


    ║G(s)║∞≈(γu+γl)/2


    διαφορετικά τίθεται,


    γ =(γu+γl)/2


    3.      Χρησιμοποιείται το φραγμένο πραγματικά λήμμα για να δοκιμαστεί αν ║G(s)║∞<γ. Ειδικότερα, αν ο Η έχει μία ιδιοτιμή στον φανταστικό άξονα (Ri), τίθεται γl=γ, αλλιώς γu=γ και πηγαίνουμε στο βήμα (2).


     


    Σε κάθε περίπτωση, η εντολή norm του MATLAB μάς γλιτώνει από τον κόπο:


    Παράδειγμα 2.10 Έστω ο πίνακας μεταφοράς,
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    >> G = [tf([1], [1 5]) tf([3 0],[1 1 10]) ; tf([1],[1 3]) tf(2,[1 6])];


    >> n2 = norm(G)


    n2 = 2.26


    >> [infv, fpeak] = norm(G, 'inf')


    infv = 3.02


    fpeak = 3.16


     


    Η τελευταία απάντηση επαληθεύεται και από το αντίστοιχο γράφημα μέτρου (Σχ. 2.4).


     


    [image: ]


    Σχήμα 2.4 Γράφημα μέτρου ιδιόμορφης τιμής.


     


    Και σε αυτήν την περίπτωση, επίσης, ισχύει η,
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    η οποία μπορεί να ερμηνευτεί ως εξής: η απολαβή ενός πολυμεταβλητού συστήματος κυμαίνεται μεταξύ της ελάχιστης και μέγιστης κύριας απολαβής του πίνακα μεταφοράς του. Ισοδύναμα, η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή μπορεί να θεωρηθεί ως η μέγιστη «απολαβή» του συστήματος καθώς το διάνυσμα «εισόδου» x παίρνει όλες τις δυνατές τιμές. Ας γίνω λίγο πιο σαφής.


    Έστω το βασικό σύστημα του Σχ. 2.5, όπου G(s) είναι ο πίνακας συνάρτησης μεταφοράς ενός πολυμεταβλητού ευσταθούς συστήματος και
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    [image: ]


     


    Σχήμα 2.5 Βασικό δομικό μπλοκ.


     


    Τότε ξεκινώντας από μηδενικές αρχικές συνθήκες το θεώρημα Parseval δίνει,
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    Επιπλέον, υπάρχουν συγκεκριμένες είσοδοι [image: ], οι οποίες έχουν ως αποτέλεσμα ο λόγος [image: ] να παίρνει τιμές αυθαίρετα κοντά στο β. Εξαιτίας αυτού η ║G║∞ αναφέρεται και ως η L2 απολαβή (ή RMS) του συστήματος.


    Μία άλλη ερμηνεία της ║G║∞ είναι επίσης δυνατή αν η είσοδος [image: ] είναι αρμονική. Αν,
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    με ║a║2 ≤1, τότε η έξοδος στη σταθερή κατάσταση είναι,
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    όπου ║b║2 ≤β, και επιπλέον το β είναι ο μικρότερος αριθμός για τον οποίο ισχύει η ανισότητα αυτή.


    Έστω το σύστημα του Σχ. 2.6 με,
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    Σχήμα 2.6 Βασικό δομικό μπλοκ με ημιτονοειδή είσοδο.


     


    Τότε η απόκριση σταθεράς κατάστασης μπορεί να γραφτεί.
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    Μ’ αυτά τα δεδομένα,
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    Τώρα, η Gm×n(s) μπορεί να αποσυντεθεί ως,


    G(ωi)=U(ωi)ΣV*(ωi)


    όπου οι Um×m and Vn×n είναι ορθομοναδιαίοι πίνακες (U*U=I),
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    όπου p=min{m, n}, και τα σi είναι οι ιδιόμορφες τιμές του G καταταγμένες κατ’ αύξουσα σειρά (σ1> σ2>… >σp. Στη μορφή αυτήν, οι στήλες του V καλούνται κύριες κατευθύνσεις εισόδου (principal input directions), οι στήλες του U κύριες κατευθύνσεις εξόδου (principal output directions) και τα σi κύριες απολαβές (principal gains).


    Το ακόλουθο ισχύει:


    Gvi=σiui


     


    Ειδικότερα, αν οι U και V εκφραστούν σε πολική μορφή,


    Ukj=uki[image: ]


    Vli=vli[image: ]


    τότε αν η είσοδος στο σύστημα είναι,


    r(t)=vliσυν(ωt+φli)


    η έξοδος του είναι,


    y(t)=σiukiσυν(ωt+θki)


    Αυτό δείχνει γιατί η ιδιόμορφη τιμή είναι η επέκταση της έννοιας της απολαβής σε πολυμεταβλητά συστήματα.


    Παράδειγμα 2.11 Θεωρήστε το σύστημα μάζας/ελατηρίου/αποσβεστήρα του Σχ. 2.7.
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    Σχήμα 2.7 Σύστημα μάζας/ελατηρίου/αποσβεστήρα.


     


    Το δυναμικό αυτό σύστημα περιγράφεται από τις ακόλουθες εξισώσεις:


    [image: ]


    [image: ]


    όπου k1=1, k2=4, b1=0,2, b2=0,1, m1=1, m2=2 σε κατάλληλες μονάδες.


    Το γράφημα των ιδιόμορφων τιμών της συνάρτησης μεταφοράς,


    G(s)=C(sI−A)−1B+D


    φαίνεται στο Σχ. 2.8.
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    Σχήμα 2.8 Ιδιόμορφες τιμές.


     


    Από το γράφημα φαίνεται ότι ║G(s)║∞= ║G(ωi)║∞=11,45 για ω=0,85 (μέγιστη τιμή). Αυτό σημαίνει ότι, αν το σύστημα διεγερθεί με την είσοδο,
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    η μέγιστη έξοδος του θα είναι ενισχυμένη κατά 11,45 φορές.


    Η απόκριση αυτή φαίνεται στο Σχ. 2.9 (κώδικας MATLAB).
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    Σχήμα 2.9 Είσοδοι και έξοδοι.


     


    Δηλαδή, η ιδιόμορφη τιμή είναι ένα μέτρο του «μεγέθους» του πίνακα G(s).


    2.4 Πρόσημα πινάκων


     


    Το πρόσημο ενός τετραγωνικού πίνακα F διάστασης n´n ορίζεται με τη βοήθεια τετραγωνικών μορφών του τύπου,


    
      
        
          	
             

          

          	
            Q=xTFx

          

          	
            (2.12)

          
        

      


    


    Ο πίνακας F καλείται θετικά ορισμένος αν η αντίστοιχη τετραγωνική μορφή (2.12) είναι θετική (Q>0) για x≠0. Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να συμβαίνει αυτό είναι όλοι οι κύριοι υποπίνακες του F να έχουν θετικές ορίζουσες, δηλαδή,


    [image: ]


    Αντίστοιχα ο F καλείται θετικά ημιορισμένος αν Q≥0 με αντίστοιχες ικανές και αναγκαίες συνθήκες.


    Οι ορισμοί επεκτείνονται σε αρνητικά ορισμένους και αρνητικά ημιορισμένους πίνακες οι οποίοι ορίζονται εύκολα μέσω των αρνητικών τους π.χ. ο F είναι αρνητικά ημιορισμένος αν ο −F είναι θετικά ημιορισμένος. Τέλος, ένας πίνακας καλείται αόριστος αν δεν είναι τίποτα από τα προηγούμενα.


    Αν ο F είναι συμμετρικός, οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες μετατρέπονται σε αντίστοιχες συνθήκες για τις ιδιοτιμές του F. Για παράδειγμα, αν λi>0, "iτότε ο F είναι θετικά ορισμένος.


    2.5 Ανάπτυξη Taylor


     


    Η ανάπτυξη Taylor μιας συνάρτησης f(q) με συνεχείς πρώτες και δεύτερες μερικές παραγώγους γύρω από το σημείο q δίνεται από τη σχέση,
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            (2.13)

          
        

      


    


    όπου O(3) συμβολίζει όρους παραγώγων τάξης 3 και άνω, και


    [image: ] (Ιακωβιανό διάνυσμα κλίσης)
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            (2.14)

          
        

      


    


    2.6 Γενικευμένες συναρτήσεις


     


    Στη μελέτη της συμπεριφοράς συστημάτων αυτομάτου ελέγχου χρησιμοποιούνται συγκεκριμένα σήματα με φυσική σημασία. Κάποια από τα σήματα αυτά ανήκουν σε μία σχετικά «εξωτική» κατηγορία μαθηματικών σχέσεων οι οποίες καλούνται γενικευμένες συναρτήσεις (Lighthill 1959).


    Μία γενικευμένη συνάρτηση g(t) είναι μία διαδικασία απόδοσης ενός αριθμού Νg[φ(t)] σε κάποια αυθαίρετη συνάρτηση φ(t) η οποία ανήκει στην κλάση C.


    Ο αριθμός αυτός μπορεί να είναι η τιμή της φ(t) (όπου σε αυτήν την περίπτωση ταυτίζεται με τη συνήθη έννοια της συνάρτησης), η τιμή της παραγώγου της φ(t) για t=t0, το εμβαδόν κάτω από τη φ(t) σε κάποιο διάστημα κ.λπ.


    Ο αριθμός Νg[φ(t)] γράφεται βολικά ως ολοκλήρωμα,
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    Με τον τρόπο αυτόν, διάφορες ιδιότητες των γενικευμένων συναρτήσεων (π.χ. γραμμικότητα), αποδεικνύονται εύκολα.


    Η πρώτη παράγωγος μίας γενικευμένης συνάρτησης ορίζεται ως,


    [image: ]


    ενώ η n−οστή παράγωγος ως,
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    Επίσης από τον ορισμό (2.15) συνεπάγεται ότι,
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    Ο εναλλακτικός ορισμός (2.16), ο οποίος παραπέμπει στην πράξη της συνέλιξης, είναι ιδιαίτερα χρήσιμος για το πεδίο των Συστημάτων Ελέγχου.


    Όπως γίνεται αντιληπτό, μία γενικευμένη συνάρτηση δεν μπορεί να παίρνει τιμές για μεμονωμένα t· μπορεί όμως να εξισώνεται με μία συνήθη συνάρτηση ψ(t) σε ένα διάστημα τιμών (a, b),


    g(t)=ψ(t), a<t<b


    αν για όλες τις συναρτήσεις ψ οι οποίες είναι μηδέν εκτός του διαστήματος (a, b),
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            (2.17)

          
        

      


    


    Α. Μοναδιαία συνάρτηση ώσης δ(t)


     


    Η συνάρτηση αυτή ορίζεται ως,
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            (2.18)

          
        

      


    


    με τη φ(t) συνεχή στο μηδέν. Εναλλακτικά αν ορίσω,


    φ(τ)=ψ(t−τ)


    για δεδομένο t, τότε από την (2.16),
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            (2.19)

          
        

      


    


    Η (2.19) ορίζει την ωστική συνάρτηση δ(t) ως τη συνάρτηση της οποίας η συνέλιξη με κάποια συνάρτηση ψ παράγει την ίδια συνάρτηση ψ. Ο ορισμός αυτός όπως είπα είναι πιο χρήσιμος για τη θεωρία η οποία παρουσιάζει το βιβλίο αυτό.


    Εναλλακτικά η μοναδιαία ώση μπορεί να οριστεί ως το όριο συνήθων συναρτήσεων, όπως για παράδειγμα, της γνωστής γκωσσιανής (Σχ. 2.10),


    [image: ]


     


    [image: ]


    Σχήμα 2.10 Μοναδιαία ώση ως όριο γκωσσιανής.


     


    Πάντως, παρά την αυστηρή πλέον θεώρηση των γενικευμένων συναρτήσεων, στις πλείστες των περιπτώσεων χρησιμοποιείται ο απλούστερος, αλλά όχι μαθηματικά ακριβής, ορισμός μέσω των συνήθων συναρτήσεων:
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            (2.20)

          
        

      


    


    Η γραφική της αναπαράσταση είναι όπως στο Σχ. 2.11.


     


    [image: ]


    Σχήμα 2.11 Μοναδιαία ωστική συνάρτηση.


     


    Η ωστική συνάρτηση χρησιμοποιείται ως μαθηματικό πρότυπο ξαφνικών διαταραχών πολύ μικρής διάρκειας, π.χ. βύθισμα τάσης ή σεισμικές δονήσεις. Χρησιμοποιείται επίσης για τη μετατροπή συστημάτων με μη μηδενικές αρχικές συνθήκες σε συστήματα με μηδενικές αρχικές συνθήκες, αναπαριστώντας τις αρχικές συνθήκες με κατάλληλες ωστικές εισόδους.


    Ο συνελικτικός ορισμός (2.19) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να οριστούν συγγενείς γενικευμένες συναρτήσεις όπως παράγωγοι ή ολοκληρώματα της δ(t). Έτσι, η ωστική απόκριση του συστήματος,
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    είναι η μοναδιαία διπλέτα u1(t). Σε όρους συνέλιξης η (2.21) γράφεται,


    [image: ]


    Γραφικά η u1(t) μπορεί να αναπαρασταθεί με το γράφημα του Σχ. 2.12.


     


    [image: ]


    Σχήμα 2.12 Μοναδιαία διπλέτα.


     


    Το σχήμα αυτό προκύπτει από τον κλασικό ορισμό της παραγώγου,
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    Πιο γνωστές συναρτήσεις προκύπτουν από ολοκληρώματα της δ(t). Έτσι, η u−1(t) ορίζεται ως:


    [image: ]


    Η u−1(t) είναι γνωστή ως μοναδιαία συνάρτηση βαθμίδας (unit step function) και λόγω της ιδιαίτερης σημασίας της στη μελέτη των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, συμβολίζεται απλά ως u(t).


    Αντίστοιχα με τον ορισμό (2.20) η μοναδιαία συνάρτηση βαθμίδας μπορεί να οριστεί μέσω της σχέσης,


    [image: ]


    Η γραφική της παράσταση, φαίνεται στο Σχ. 2.13.


     


    [image: ]


    Σχήμα 2.13 Μοναδιαία συνάρτηση βαθμίδας.


     


    Η συνάρτηση βαθμίδας χρησιμοποιείται ως το μαθηματικό υπόδειγμα σταθερής συμπεριφοράς, δηλαδή σε περιπτώσεις όπου είναι επιθυμητό η έξοδος να έχει σταθερή τιμή, π.χ. η τάση ενός συστήματος παροχής ηλεκτρικής ενέργειας, η γωνιακή ταχύτητα ενός κινητήρα κ.λπ.


     


    Κώδικες MATLAB


     


    % spring.m


    % γραφήματα ιδιόμορφων τιμών συστήματος ελατηρίου/αποσβεστήρα


    


    % Για το σύγγραμμα "Σύγχρονη Θεωρία Ελέγχου" της δράσης ΚΑΛΛΙΠΟΣ


    % Α. Πουλιέζος, v. 1.0, 1/2/15


    


    % Παράδειγμα 2.11


    


    % σταθερές


    k1 = 1;


    k2 = 4;


    b1 = 0.2;


    b2 = 0.1;


    m1 = 1;


    m2 = 2;


    


    A = [ 0 0 1 0;


    0 0 0 1;


    -k1/m1 k1/m1 -b1/m1 b1/m1;


    k1/m2 -(k1+k2)/m2 b1/m2 -(b1+b2)/m2];


    


    B = [ 0 0;


    0 0;


    1/m1 0;


    0 1/m2];


    


    C = [1 0 0 0;


    0 1 0 0];


    


    D = 0;


    


    sys_1 = ss(A, B, C, D);


    


    % ιδιόμορφες τιμές


    [svs, ws] = sigma(sys_1);


    % γραφήματα


    figure(1)


    semilogx(ws, svs(1,:), 'b', ws, svs(2,:), 'r', 'LineWidth', 2)


    xlabel('\itω\rm (rad)')


    ylabel('\itσ\rm')


    


    te = 200;


    t = 0: 0.001: te;


    om = 0.8511;


    u = [2*sin(om*t); sin(om*t - 0.12)];


    y = lsim(sys_1, u, t);


    figure(2)


    plot(t, u(1, :), 'b', t, u(2, :), 'b:', t, y(:, 1), 'r', t, y(:, 2), 'r:', 'LineWidth', 2)


    xlabel('\itt\rm (sec)')
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3 Αναπαράσταση συστημάτων


    3.1 Μαθηματική αναπαράσταση


    3.1.1 Αναπαράσταση στο πεδίο του χρόνου


     


    Στο σύγγραμμα αυτό θα μελετηθούν δυναμικά συστήματα τα οποία αναπαρίστανται από συνήθεις, γραμμικές διαφορικές εξισώσεις με σταθερούς συντελεστές, Τα συστήματα αυτά καλούνται γραμμικά, χρονικά αμετάβλητα συστήματα.


    Από μαθηματικής άποψης τα δυναμικά συστήματα ανήκουν στην κατηγορία των διανυσματικών διαφορικών εξισώσεων, δηλαδή συστημάτων διαφορικών εξισώσεων τα οποία περιγράφονται σε κανονική λυμένη μορφή ως:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.1)

          
        

      


    


    Αν στην (3.1) προστεθούν αρχικές συνθήκες,
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            (3.2)

          
        

      


    


    τότε ορίζεται ένα πρόβλημα αρχικών τιμών.


    Ο χώρος Rn+1 ο οποίος ορίζεται από τις συνιστώσες ποσότητες x, y1(x), …, yn(x) καλείται εκτεταμένος χώρος των φάσεων.


    Αν στις συναρτήσεις fi του συστήματος (3.1) δεν εμφανίζεται η ανεξάρτητη μεταβλητή x, δηλαδή,


    [image: ]


    τότε το σύστημα καλείται αυτόνομο. ΣΕ ένα αυτόνομο σύστημα ο χώρος Rn ο οποίος ορίζεται από τις συνιστώσες ποσότητες y1(x), …, yn(x) καλείται χώρος των φάσεων.


    Αν τώρα στη θέση της ανεξάρτητης μεταβλητής x τεθεί ο χρόνος t, τότε το σύστημα (3.1) καλείται δυναμικό, ενώ ως αυτόνομο νοείται το χρονικά αμετάβλητο σύστημα.


    Έτσι, και λόγω του ότι αναφερόμαστε σε γραμμικά συστήματα, το κατάλληλο μαθηματικό υπόδειγμα, ανάλογο του (3.1), είναι της μορφής,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
            (3.3)

          
        

      


    


    όπου λόγω του χρονικά αμετάβλητου έχει θεωρηθεί χωρίς βλάβη γενικότητας ότι t0=0. Στη μορφή αυτήν η διανυσματική συνάρτηση,


    [image: ]


    καλείται κατάσταση του συστήματος, ενώ η,


    [image: ]


    είναι η (διανυσματική) είσοδος στο σύστημα.


    Στα συστήματα ελέγχου η (3.3) συμπληρώνεται από την αλγεβρική εξίσωση,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)+Du(t)

          

          	
            (3.4)

          
        

      


    


    όπου,


    [image: ]


    η (διανυσματική) έξοδος.


    Οι πίνακες Α (n´n), Β (n´r), C (m´n), D (m´r) καλούνται πίνακες του χώρου κατάστασης, ενώ η διάσταση n καλείται (δυναμική) τάξη του συστήματος.


    Το σύστημα (3.3)-(3.4) περιγράφεται επίσης σε μορφή συσκευασμένου πίνακα ως:
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            (3.5)

          
        

      


    


    Δεδομένου ότι τα φυσικά συστήματα περιγράφονται φυσιολογικά από διαφορικές εξισώσεις διαφόρων τάξεων, ο συνηθέστερος τρόπος κατάστρωσης της (3.3) είναι μέσω κατάλληλου μετασχηματισμού της αρχικής διαφορικής εξίσωσης. Ο μετασχηματισμός αυτός δεν είναι μοναδικός, αλλά είναι χρήσιμο να ξέρουμε τουλάχιστον μία προσέγγιση, καθώς οι διάφορες μορφές συσχετίζονται μεταξύ τους. Έτσι, έστω ότι το σύστημα περιγράφεται φυσιολογικά από τη βαθμωτή διαφορική εξίσωση τάξης n,
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            (3.6)

          
        

      


    


    με τις αντίστοιχες n αρχικές συνθήκες της y,


    [image: ]


    Παρατηρείστε ότι η μεγαλύτερη τάξη παραγώγου του y και του u είναι n. Αυτό δεν είναι τυχαίο, καθώς η μέγιστη τάξη παραγώγου του u δεν μπορεί να είναι μεγαλύτερη από τη μέγιστη τάξη παραγώγου του y για να είναι το σύστημα αιτιακό. Επίσης ότι an=1.


    Θα επιλύσω το πρόβλημα σε δύο βήματα. Στο πρώτο βήμα ας εξετάσω την πιο απλή εκδοχή της (3.6),
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            (3.7)

          
        

      


    


    Ας θέσω,
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    Τότε,
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    Άρα,
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            (3.8)
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    Τώρα, χρησιμοποιώντας την αρχή της υπέρθεσης, η λύση της (3.6) είναι,
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            (3.9)

          
        

      


    


    Από τις (3.9), (3.7) προκύπτει ότι,
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            (3.10)

          
        

      


    


    το οποίο σημαίνει ότι η εξίσωση εξόδου είναι,
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            (3.11)

          
        

      


    


    Οι (3.8), (3.11) αποτελούν τη μορφή χώρου κατάστασης της διαφορικής εξίσωσης (3.6), γνωστής ως κανονική μορφή μεταβλητών φάσης.


    Μία απλούστερη έκφραση προκύπτει αν bn=0. Στην περίπτωση αυτήν το σύστημα καλείται αυστηρά πρέπον (περισσότερα στη συνέχεια). Τότε,
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            (3.12)

          
        

      


    


    μορφή η οποία εκτός των άλλων είναι και πιο ευκολομνημόνευτη.


     


    Η επιλογή των μεταβλητών κατάστασης είναι σημαντική για τη σωστή αναπαράσταση του συστήματος, καθώς θα πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε το σύστημα να προσδιορίζεται εντελώς κάθε χρονική στιγμή t όταν ξέρουμε την ιστορία των εισόδων {u(τ), 0≤τ≤t} και την τωρινή και αρχική τιμή των μεταβλητών καταστάσεων x(0) και x(t). Η ενδιάμεση μετεξέλιξη του συστήματος την περίοδο 0<τ<t έχει καταγραφεί στις μεταβλητές κατάστασης. Πιο συγκεκριμένα μπορούμε να διατυπώσουμε τον ακόλουθο ορισμό:


    Ορισμός 3.1 Οι μεταβλητές κατάστασης x1(t), x2(t), ..., xn(t) ενός συστήματος ορίζονται ως ένας (ελάχιστος) αριθμός μεταβλητών τέτοιων ώστε αν γνωρίζουμε τις τιμές τους για οποιαδήποτε χρονική στιγμή t0, τη συνάρτηση εισόδου η οποία εφαρμόζεται στο σύστημα για t>t0, και τον μαθηματικό νόμο ο οποίος συνδέει την είσοδο, τις μεταβλητές κατάστασης και το σύστημα, τότε καθίσταται δυνατός ο προσδιορισμός της κατάστασης του συστήματος για οποιαδήποτε χρονική στιγμή t>t0.


    Η κατάστρωση των εξισώσεων (3.3)-(3.4) απαιτεί γνώση των φυσικών νόμων οι οποίοι διέπουν τις διαδικασίες του συστήματος, γνώση η οποία δεν είναι πάντα διαθέσιμη στον μηχανικό Αυτομάτου Ελέγχου. Για τον λόγο αυτόν είναι απαραίτητη η διεπιστημονική προσέγγιση στο στάδιο της κατάστρωσης του μαθηματικού υποδείγματος. Μια μικρή ιδέα της διαδικασίας αυτής μπορούμε να ληφθεί με τα παραδείγματα τα οποία παρατίθενται στο Παράρτημα.


    Για ποιο λόγο όμως χρειάζεται ένας άλλος τύπος μαθηματικού υποδείγματος και δεν είναι αρκετή η γνωστή μας αναπαράσταση των συναρτήσεων μεταφοράς; Υπάρχουν δύο βασικοί λόγοι και άλλοι δευτερεύοντες:


     


    1.      Η δομή του χώρου κατάστασης μπορεί να χειριστεί χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα.


    2.      Περαιτέρω, η δομή του χώρου κατάστασης μπορεί να χειριστεί μη γραμμικά (χρονικά μεταβαλλόμενα) συστήματα, δηλαδή συστήματα τα οποία αναπαρίστανται από εξισώσεις της μορφής,
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            (3.13)

          
        

      


    


    3.      Η ύπαρξη μη μηδενικών αρχικών συνθηκών δεν δημιουργεί ιδιαίτερο πρόβλημα, αφού όπως θα φανεί είναι μέρος της λύσης.


    4.      Η λύση εκφράζεται απευθείας στο πεδίο του χρόνου, απαλλάσσοντάς μας από τη διαδικασία αντιστροφής του μετασχηματισμού Laplace.


     


    Παρόλα τα προαναφερθέντα, σε γραμμικά, χρονικά μη μεταβαλλόμενα συστήματα, η παράλληλη θεώρηση των συστημάτων στο πεδίο του χρόνου και στο πεδίο της συχνότητας, δίνει πολύτιμη πληροφορία για τη συμπεριφορά και απόδοση του συστήματος.


    3.1.2 Αναπαράσταση στο πεδίο της συχνότητας


     


    Οι εξισώσεις (3.3)−(3.4) εκφράζουν το μαθηματικό υπόδειγμα των συστημάτων στο πεδίο του χρόνου. Στα Συστήματα Αυτομάτου Ελέγχου είναι εξίσου σημαντική και η αναπαράσταση τους στο πεδίο της συχνότητας, καθώς τα σήματα τα οποία τα διατρέχουν εμφανίζονται σε διαφορετικές συχνότητες. Η μετάβαση από τη μία μορφή στην άλλη είναι σχετικά απλή μέσω του γνωστού μετασχηματισμού Laplace.


    Το πολυμεταβλητό σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=0

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)+Du(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    μπορεί να μετασχηματιστεί κατά Laplace παρόμοια με ένα σύστημα μίας εισόδου-μίας εξόδου. Η μόνη διαφορά είναι ότι στη θέση της βαθμωτής συνάρτησης μεταφοράς προκύπτει ένας πίνακας συναρτήσεων μεταφοράς.


    Θεωρώντας λοιπόν μηδενικές αρχικές συνθήκες, ο μετασχηματισμός Laplace των (3.3)-(3.4) δίνει,


    (sI−A)x(s)=Bu(s)Þx(s)=(sI−A)−1Bu(s)


    y(s)=Cx(s)+Du(s)


    υποθέτοντας ότι ο (sI−A) είναι αντιστρέψιμος. Επομένως, αντικαθιστώντας την x(s) παίρνω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y(s)=[C(sI−A)−1B+D]u(s)

          

          	
            (3.14)

          
        

      


    


    όπου ο πίνακας μεταφοράς (transfer matrix) είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=[C(sI−A)−1B+D]

          

          	
            (3.15)

          
        

      


    


    Η διάσταση του G(s) είναι m´r.


    Η μορφή του G(s) είναι,


    [image: ]


    όπου τα gij(s) είναι βαθμωτές συναρτήσεις της μορφής,


    [image: ]


    Ορισμός 3.2 H βαθμωτή συνάρτηση μεταφοράς gij(s) είναι ρητή πραγματική συνάρτηση. Περαιτέρω, αν nij≥mij η συνάρτηση καλείται πρέπουσα (proper), ενώ αν nij>mij καλείται αυστηρά πρέπουσα (strictly proper). Παρόμοια ο πίνακας μεταφοράς G(s) καλείται ρητός πραγματικός αν όλες οι gij(s) είναι ρητές πραγματικές, και πρέπων ή αυστηρά πρέπων αν όλες οι gij(s) είναι πρέπουσες ή αυστηρά πρέπουσες.


    Από τον ορισμό προκύπτει ευθέως ότι, αν μία βαθμωτή συνάρτηση είναι πρέπουσα, τότε το,


    [image: ]


    ενώ αν είναι αυστηρά πρέπουσα,


    [image: ]


    Λόγω της (3.15) κάθε πίνακας συνάρτησης μεταφοράς είναι ρητός πραγματικός και πρέπων, αφού,


    [image: ]


    και ο πίνακας adj(sI−A) αποτελείται από πραγματικές συναρτήσεις βαθμού <n, ενώ βαθμός[det(sI−A)]=n(adj: συμπληρωματικός πίνακας).


    3.1.2.1 Πόλοι και μηδενικά


     


    Πόλοι και μηδενικά καλούνται στην ορολογία των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου οι ρίζες του αριθμητή και του παρανομαστή της συνάρτησης μεταφοράς. Στην περίπτωση συστημάτων μίας εισόδου-μίας εξόδου ο ορισμός αυτός είναι προφανής, αλλά για τα πολυμεταβλητά συστήματα όπου έχουμε να κάνουμε με πίνακες μεταφοράς χρειάζεται ένας επιπλέον μηχανισμός, η μορφή Smith-McMillan.


    Έστω λοιπόν ο πίνακας μεταφοράς G(s)m´r και έστω d(s) το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο μονικό πολυώνυμο των παρανομαστών της G(s). Δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=Ν(s)/d(s)

          

          	
            (3.16)

          
        

      


    


    όπου ο πολυωνυμικός πίνακας N(s) μπορεί να γραφτεί ως,
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            (3.17)

          
        

      


    


    με,


    Λ(s)=διαγ(λ1(s), …, λn(s))


    n=βαθμός (Ν(s))=ο μέγιστος δυνατός βαθμός του N(s) για τουλάχιστον έναν μιγαδικό s


    Τα πολυώνυμα λi(s) είναι μοναδικά μονικά πολυώνυμα, τέτοια ώστε,


     


    λi(s)| λi+1(s) για i=1, …, n−1.


    λi(s)= Di(s)/Di-1(s) για i=1, …, n−1, όπου Di(s) είναι ο μονικός μέγιστος κοινός διαιρέτης όλων των μη μηδενικών υποριζουσών τάξης i του N(s) με D0(s)=1.


     


    Αντικαθιστώντας την (3.16) στην (3.17) παίρνουμε,


    [image: ]


    όπου Λd(s)=διαγ(εi(s)/ψi(s)), έχοντας κάνει τις σχετικές απαλοιφές των κοινών όρων.


    Είμαι τώρα σε θέση να δώσω τους ακόλουθους ορισμούς:


    Ορισμός 3.3 Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο χ(s) του πίνακα συνάρτησης μεταφοράς G(s) ορίζεται ως,


    χ(s)=ψ1(s)ψ2(s) … ψn(s)


    όπου τα ψi(s) είναι τα πολυώνυμα των παρανομαστών της μορφής Smith−McMillan.


    Ορισμός 3.4 Ο αριθμός [image: ] καλείται βαθμός McMillan του G(s).


    Ορισμός 3.5 Οι πόλοι του πίνακα συνάρτησης μεταφοράς G(s) είναι οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυώνυμου.


    Ορισμός 3.6 Το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο πολυώνυμο των εi(s), pz(s), καλείται μηδενικό πολυώνυμο του G(s).


    Ορισμός 3.7 Οι ρίζες του μηδενικού πολυώνυμου καλούνται μηδενικά μετάδοσης (transmission zeros) του G(s).


    Ορισμός 3.8 Ένας μιγαδικός αριθμός z0 καλείται μηδενικό φραγής (blocking zero) αν G(z0)=0.


    Από τους παραπάνω ορισμούς βλέπουμε ότι υπάρχει μία διαφορά σε ότι αφορά στα μηδενικά ανάμεσα στα βαθμωτά και πολυμεταβλητά συστήματα. Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι ένας μιγαδικός αριθμός z0 είναι μηδενικό μετάδοσης αν και μόνον αν υπάρχει u0≠0 τέτοιο ώστε G(z0)u0=0.


    Παράδειγμα 3.1 Έστω,


    [image: ]


    [image: ]


    Ας θέσω τον SN(s) σε μορφή Smith-McMillan,


    D0(s)=1


    D1(s)=μ.κ.δ.{s, s(s+1)2, 2s(s+1)2, −s(s+1)2}=s


    .[image: ]


    Επομένως τα λi(s) είναι,


    [image: ]


    και τέλος η μορφή Smith−McMillan υπολογίζεται ως:


    [image: ]


    Οι πόλοι της G(s) είναι οι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύμου,


    χ(s)=ψ1(s)ψ2)s)=(s+1)2(s+2)4


    δηλαδή δύο πόλοι στο −1 και τέσσερις πόλοι στο −2, ενώ υπάρχει και ένα μηδενικό μεταφοράς στο 0 (μηδενικό πολυώνυμο pz(s)=ε1(s)ε2(s)=s).


    3.1.3 Μετάβαση από το πεδίο συχνότητας στο πεδίο του χρόνου


     


    Δοθείσης της αναπαράστασης του χώρου κατάστασης στο πεδίο του χρόνου, (3.3)-(3.4), είναι θεωρητικά απλό να μεταβούμε στην αναπαράσταση στο πεδίο της συχνότητας (3.14) (αν και η αντιστροφή του (sI−A) δεν είναι υπολογιστικά εύκολη – ας όψεται το MATLAB). Η αντίστροφη διαδικασία δεν είναι όμως προφανής, ιδιαίτερα όταν επιθυμούμε οι προκύπτοντες πίνακες να έχουν συγκεκριμένη δομή, για παράδειγμα, να είναι ελάχιστης πραγμάτωσης. Προς το παρόν θα περιγραφεί μία μέθοδος η οποία υπολογίζει μία «ικανοποιητική» δομή.


    Ας γράψω την G(s) σε μορφή στηλών ως,


    G(s)=[g1(s), g2(s), …, gr(s)]


    όπου κάθε στήλη εκφράζεται ως,


    [image: ]


    όπου di(s) είναι το κοινό (μονικό) πολυώνυμο των παρανομαστών του gi(s),


    [image: ]


    ni(s) είναι ένα διάνυσμα πολυωνύμων, με βαθμούς μικρότερους των ki, και δi ένα διάνυσμα σταθερών. Έστω το j−στό στοιχείο του ni(s),


    [image: ]


    Στη συνέχεια σχηματίζω τους ακόλουθους πίνακες:


    [image: ]


    [image: ]


    Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι η τετράδα (Ai, Bi, Ci, δi) είναι μία πραγμάτωση της gi(s). Συνεπάγεται ότι μία πραγμάτωση του G(s) δίνεται από την τετράδα (A, B, C, D) όπου,


    Α=διαγ{Α1, Α2, …, Αr}, B=διαγ{B1, B2, …, Br}


    C=διαγ{C1, C2, …, Cr}, D=διαγ{δ1, δ2, …, δr}


    3.2 Σχηματική αναπαράσταση


    3.2.1 Δομικά διαγράμματα στο πεδίο του χρόνου


     


    Οι (3.3)-(3.4) αναπαρίστανται σχηματικά μέσω του δομικού διαγράμματος του Σχ. 3.1, όπου το μπλε τετράγωνο συμβολίζει την πράξη της ολοκλήρωσης και οι πολλαπλασιασμοί των πινάκων νοούνται από τα δεξιά (π.χ. Du).


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.1 Δομικό διάγραμμα χώρου κατάστασης.


    Πώς όμως συντίθενται δύο συστήματα τα οποία αναπαρίστανται στον χώρο καταστάσεων; Δηλαδή, πώς επιτελείται, για παράδειγμα, η απλοποίηση του Σχ. 3.2, το οποίο αναπαριστά δύο συστήματα εν σειρά;


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.2 Απλοποίηση δομικού διαγράμματος χώρου κατάστασης.


     


    Έστω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.18)

          
        

      


    


    δηλαδή,


    
      
        
          	
            δεδομένο

          

          	
            P1: [image: ]=A1x1(t)+B1u(t), y1(t)=C1x1(t)+D1u(t)

          

          	
            (3.19)

          
        


        
          	
            δεδομένο

          

          	
            P2: [image: ]=A2x2(t)+B2y1(t), y(t)=C2x2(t)+D1y1(t)

          

          	
            (3.20)

          
        


        
          	
            ζητούμενο

          

          	
            P3: [image: ]=A3x3(t)+B3u(t), y(t)=C3x3(t)+D3u(t)

          

          	
            (3.21)

          
        

      


    


    (όπου τα P1, P2 όχι απαραίτητα ίδιων διαστάσεων). Ο μόνος τρόπος να είναι η (3.21) ισοδύναμη με τις (3.19)-(3.20) και να διατηρεί την απαίτηση να είναι πρώτης τάξης, είναι να σχηματιστεί το επαυξημένο σύστημα,


    [image: ]


    το οποίο προκύπτει απλά αν αντικαταστήσω το y1 της (3.19) στην (3.20). Η μέθοδος αυτή ισχύει για αυθαίρετες διασυνδέσεις, όπως, για παράδειγμα, η σύνδεση αρνητικής ανατροφοδότησης του Σχ. 3.3.


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.3 Δομικά διαγράμματα ανατροφοδότησης.


    Το αριστερό διάγραμμα του Σχ. 3.3 είναι ισοδύναμο με το Σχ. 3.4,


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.4 Δομικό διάγραμμα χώρου κατάστασης.


    δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            P1: [image: ]=Ax(t)+Bu(t), y(t)=Cx(t)+Du(t)

          

          	
            (3.22)

          
        

      


    


    Επίσης,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)+D(r(t)−y(t))Þy(t)=(I+D)−1Cx(t)+(I+D)−1Dr(t)

          

          	
            (3.23)

          
        

      


    


    Επομένως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]=Ax(t)+B(r(t)−y(t))Þ


            [image: ]=Ax(t)+B(r(t)−(I+D)−1Cx(t)+(I+D)−1Dr(t))Þ


            [image: ]=(A−B(I+D)−1C)x(t)+ B(I−(I+D)−1D)r(t)

          

          	
            (3.24)

          
        

      


    


    Οι (3.23), (3.24) αποτελούν τις ζητούμενες εξισώσεις:


    
      
        
          	
             

          

          	
            P: [image: ]=(A−B(I+D)−1C)x(t)+ B(I−(I+D)−1D)r(t)


            y(t)= (I+D)−1Cx(t)+(I+D)−1Dr(t)

          

          	
            (3.25)

          
        

      


    


    Η (3.25) ίσως να μην φαίνεται οικεία στους επαΐοντες, βασικά λόγω της ύπαρξης του D. Αν D=0, το οποίο είναι το σύνηθες, η (3.25) γίνεται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            P: [image: ]=(A−BC)x(t)+ Br(t)


            y(t)=Cx(t)

          

          	
            (3.26)

          
        

      


    


    Το δομικό διάγραμμα του Σχ. 3.1 είναι σε διανυσματική μορφή και προτιμάται λόγω της απλότητάς του εάν δεν απαιτείται αλλιώς. Σε περιπτώσεις όμως κατά τις οποίες χρειάζεται περισσότερη λεπτομέρεια, το Σχ. 3.1 μπορεί να σχεδιαστεί σε βαθμωτή μορφή. Έστω,


    [image: ]


    τότε το Σχ. 3.1 σχεδιάζεται αναλυτικά ως το Σχ. 3.5.


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.5 Δομικό διάγραμμα χώρου κατάστασης σε βαθμωτή μορφή.


    3.2.2 Δομικά διαγράμματα στο πεδίο της συχνότητας


     


    Δεδομένης της (3.14), είναι προφανές ότι και τα πολυμεταβλητά συστήματα αναπαρίστανται μέσω δομικών διαγραμμάτων στο πεδίο της συχνότητας, όπως ακριβώς και με τα συστήματα μίας εισόδου-μίας εξόδου.


    Έτσι, το σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y(s)=[C(sI−A)−1B+D]u(s)

          

          	
            (3.14)

          
        

      


    


    δίνεται από το Σχ. 3.6.


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.6 Δομικό διάγραμμα στο πεδίο της συχνότητας.


    Οι γνωστές τεχνικές απλοποίησης αυτών των δομικών διαγραμμάτων για συστήματα μίας εισόδου-μίας εξόδου, μεταφέρονται αυτούσιες στα συστήματα πολλών εισόδων-πολλών εξόδων, με τη μόνη διαφορά ότι τα εμπλεκόμενα σήματα είναι διανύσματα. Κάποια συγγράμματα ξεχωρίζουν τις δύο περιπτώσεις χρησιμοποιώντας διπλή γραμμή για τα διανυσματικά σήματα (Σχ. 3.7). Θεωρώ ότι κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο, καθώς και τα βαθμωτά σήματα είναι επί της ουσίας διανύσματα διάστασης 1×1 και ως εκ τούτου η περίπτωση των συστημάτων μίας εισόδου-μίας εξόδου είναι υποπερίπτωση των πολυμεταβλητών συστημάτων.


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.7 Πολυμεταβλητό δομικό διάγραμμα στο πεδίο της συχνότητας.


    3.2.3 Μικτά δομικά διαγράμματα


     


    Η σύγχρονη θεωρία ελέγχου η οποία βασίζεται στην ελαχιστοποίηση κάποιας νόρμας της συνάρτησης μεταφοράς, χρησιμοποιεί τα λεγόμενα διαγράμματα «δύο θυρών». Το γενόσημο διάγραμμα δύο θυρών φαίνεται στο Σχ. 3.8.


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.8 Διάγραμμα δύο θυρών.


    Αυτό το διάγραμμα έχει μία εξωτερική (διανυσματική) είσοδο, w, και μία (διανυσματική) έξοδο z. Το σήμα w, εκφράζει την επίδραση του περιβάλλοντος επί του συστήματος όπως εξωτερικές διαταραχές, θόρυβος μετρήσεων και εντολές λειτουργίας (στοιχεία τα οποία δεν μπορούν να τροποποιηθούν από το σήμα ελέγχου u). Το σήμα z περιέχει όλα τα χαρακτηριστικά του συστήματος τα οποία επιθυμούμε να ελέγξουμε (καταστάσεις, σφάλματα ή ενέργεια ελέγχου). Περαιτέρω, P είναι η εγκατάσταση, ενώ ο ελεγκτής Kέχει ως στόχο να εξασφαλίσει ότι η απεικόνιση μεταξύ w και z έχει τα επιθυμητά χαρακτηριστικά παράγοντας το σήμα ελέγχου u, χρησιμοποιώντας το σήμα μετρήσεων y.


    Το σχήμα είναι ισοδύναμο με τις εξής εξισώσεις στον χώρο κατάστασης:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.27)

          
        

      


    


    ή ισοδύναμα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.28)

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]=AKxK(t)+BKy(t)

          

          	
            (3.29)

          
        


        
          	
             

          

          	
            u(t)=CKxK(t)+DKy(t)

          

          	
            (3.30)

          
        

      


    


    Το Σχ. 3.8 αντιστοιχείται και στο πεδίο της συχνότητας. Δεδομένου ότι το P έχει δύο εισόδους και δύο εξόδους, διαμερίζεται φυσικά ως ακολούθως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.31)

          
        

      


    


    (όπου έχει χρησιμοποιηθεί η μορφή του συσκευασμένου πίνακα). Ο πίνακας D22 έχει τεθεί =0 για λόγους ευθεσίας (περισσότερα παρακάτω).


    H αντίστοιχη μορφή για το Κ είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.32)

          
        

      


    


    Με λίγη άλγεβρα βρίσκεται και η συνάρτηση μεταφοράς κλειστού βρόχου Τzw(s),


    
      
        
          	
             

          

          	
            Tzw(s)=P11(s)+P12(s)K(s)(I−P22(s)K(s))−1P21(s)

          

          	
            (3.33)

          
        

      


    


    ή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z(s)=Tzw(s)w=Fl(P, K)w(s)

          

          	
            (3.34)

          
        

      


    


    H έκφραση (3.33) για την Tzw καλείται (κατώτερος) γραμμικός κλασματικός μετασχηματισμός (lower LFT, Linear Fractional Transformation).


    Οι διαστάσεις των διαφόρων μεταβλητών είναι:


     


    
      
        	
          x

        

        	
          n

        
      


      
        	
          w

        

        	
          m1

        
      


      
        	
          u

        

        	
          m2

        
      


      
        	
          z

        

        	
          p1

        
      


      
        	
          y

        

        	
          p2

        
      

    



     


    Οι (3.31), (3.32) συνδυάζονται για να δώσουν:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.35)

          
        

      


    


    3.2.4 Αντιστοίχηση κλασικού διαγράμματος ελέγχου και διαγράμματος δύο θυρών


     


    Η μορφοποίηση των γνωστών προβλημάτων αυτομάτου ελέγχου σε διαγράμματα δύο θυρών δεν είναι προφανής. Έστω το κλασικό δομικό διάγραμμα παρακολούθησης του Σχ. 3.9 με τη γνωστή ερμηνεία των μεταβλητών.


    [image: ]


    Σχήμα 3.9 Κλασικό σύστημα παρακολούθησης (μη σταθμισμένο).


    Η πρωτεύουσα είσοδος είναι το σήμα αναφοράς r, ενώ η πρωτεύουσα έξοδος είναι η μέτρηση yn. Εκτός της πρωτεύουσας εισόδου, στο σύστημα επιδρούν και εξωγενή σήματα εισόδου όπως οι διαταραχές do(εξόδου) και di (εισόδου) και ο θόρυβος μετρήσεων n.


    Στόχος της «ονομαστικής» σχεδίασης είναι να διατηρηθεί το μέγεθος του σφάλματος «μικρό», παρόλες τις διαταραχές και τον θόρυβο στις μετρήσεις και ο έλεγχος να έχει μικρό μέγεθος έτσι ώστε να εξοικονομείται ενέργεια.


    Από το Σχ. 3.9,


    e=r−C2yd=r−C2(do+Gv)


    =r−C2do−C2G(di+u)


    =r−C2do−C2Gdi−C2Gu


    και,


    yn=yd+n=(do+Gv)+n=G(di+u)+do+n


    =Gdi+Gu+do+n


    u=Cr−Cyn


    Συλλέγοντας όλα τα παραπάνω, έχω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.36)

          
        

      


    


    Αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ][image: ]

          

          	
            (3.37)

          
        

      


    


    η (3.36) γράφεται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.38)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.39)

          
        

      


    


    Η (3.38) και (3.39) καθορίζουν τους αντίστοιχους πίνακες του Σχ. 3.8. Στο Σχ. 3.10 φαίνεται μια πιο λεπτομερής απεικόνιση της συσχέτισης αυτής.


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.10 Πρόβλημα παρακολούθησης σε διάγραμμα δύο θυρών.


    Για να βρεθεί η έκφραση του Σχ. 3.10 στον χώρο κατάστασης, έστω ότι,


    [image: ]


    Έτσι, οι εξισώσεις οι οποίες συνδέουν τις εισόδους, εξόδους, καταστάσεις και είσοδο/έξοδο στον ελεγκτή είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.40)

          
        


        
          	
             

          

          	
            yn=CGxG+n+do

          

          	
            (3.41)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.42)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.43)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.44)

          
        


        
          	

          	

          	

          	
        

      


    


    Έτσι, η (3.28) είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    Περαιτέρω, οι εξισώσεις χώρου κατάστασης για τον ελεγκτή θα είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]K(t)=AKxK(t)+BKy(t)

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            u(t)=CKxK(t)+DKy(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    Παράδειγμα 3.2 Έστω το σύστημα ρύθμισης (απόρριψης διαταραχών) του Σχ. 3.11, με,


    [image: ]


     


    [image: ]


    Σχήμα 3.11 Σύστημα ρύθμισης.


    Μέσω της διαδικασίας υπολογισμού της (3.36) βρίσκω,


    [image: ]


    ενώ η (3.31) είναι,


    [image: ]


    Τέλος προκύπτει η Tzw(s) (3.33):


    [image: ]


    3.3 Αντιμετώπιση μη γραμμικών συστημάτων


     


    Όπως προείπα η πραγματικότητα είναι μη γραμμική. Η θεωρία των γραμμικών συστημάτων όμως δεν είναι απαραίτητα περιοριστική. Μη γραμμικά συστήματα μπορούν να γραμμικοποιηθούν γύρω από κάποιο σημείο ισορροπίας, και το προκύπτον σύστημα να χρησιμοποιηθεί για την ανάλυση και σύνθεση του συστήματος. Σε κάθε περίπτωση όμως, πρέπει να θυμόμαστε ότι τα όποια αποτελέσματα έχουν εφαρμογή μόνο στην περιοχή γύρω από το σημείο ισορροπίας. Η διαδικασία έχει ως εξής:


    Έστω το μη γραμμικό σύστημα n μεταβλητών κατάστασης xi, m εξόδων yj και r εισόδων uk,


    [image: ]=f(x(t), u(t))


    y(t)=g(x(t))


    Έστω ότι οι είσοδοι σταθεροποιούνται σε ένα ορισμένο επίπεδο,


    u(t)=u*=σταθερό, t>ts


    Καλούνται καταστάσεις (σημεία) ισορροπίας του συστήματος τα διανύσματα x* τα οποία είναι λύσεις των εξισώσεων,


    [image: ]=0, δηλαδή f(x*, u*)=0


    Έστω ότι τέτοιες λύσεις υπάρχουν. Τα σημεία ισορροπίας των εξόδων θα δίνονται από τη σχέση,


    y*=g(x*)


    Ας θεωρήσω τώρα μικρές μετατοπίσεις γύρω από την κατάσταση ισορροπίας:


    x=x*+δx


    u=u*+δu


    y=y*+δy


    και ας εφαρμόσω την ανάπτυξη Taylor των συναρτήσεων f(x, u) και g(x) γύρω από το σημείο ισορροπίας. Γενικά ισχύει,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (3.45)

          
        

      


    


    Θέτω,


    [image: ]


    [image: ]


    Παραβλέποντας τους όρους μεγαλύτερου βαθμού, η (3.45) γράφεται:


    
      
        
          	
             

          

          	
            δx=Aδx+Bδu

          

          	
            (3.46)

          
        

      


    


    Με παρόμοιο τρόπο αναπτύσσω την g(x) γύρω από το y*,


    [image: ]


    Επειδή δy=y−y* οι μετατοπίσεις των εξόδων μπορούν να προσεγγιστούν από τη γραμμική σχέση,


    
      
        
          	
             

          

          	
            δy=Cδx

          

          	
            (3.47)

          
        

      


    


    Συνδυάζοντας τις (3.46) και (3.47), παίρνω τη γραμμική προσέγγιση του μη γραμμικού συστήματος γύρω από το σημείο ισορροπίας:


    δx=Aδx+Bδu


    δy=Cδx


    Η μη γραμμικότητα όμως μπορεί να αντιμετωπιστεί και με διαφορετικό τρόπο στο πλαίσιο της θεωρίας ελέγχου αβέβαιων συστημάτων (περισσότερα στο σχετικό κεφάλαιο).
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4 Ανάλυση «βέβαιων» συστημάτων


    4.1 Μετασχηματισμοί κατάστασης


     


    Έστω πάλι το γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο, δυναμικό σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
            (4.1)

          
        


        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)+Du(t)

          

          	
            (4.2)

          
        

      


    


    και ένας ομαλός n´n πίνακας Μ. Το διάνυσμα,


    z=Mx


    καλείται μετασχηματισμένο διάνυσμα κατάστασης.


    Το σύστημα (4.1)−(4.2) μπορεί εύκολα να μετασχηματιστεί έτσι το διάνυσμα κατάστασης να είναι το z. Στην πραγματικότητα το z δεν είναι τίποτα άλλο παρά ένας γραμμικός συνδυασμός των αρχικών καταστάσεων. Έχω,


    [image: ]=M(Ax+Bu)=MAx+MBu


    Όμως,


    x=M−1z


    και αντικαθιστώντας,


    [image: ]=MAM−1z+MBU


    y=CM−1z


    Ορίζοντας τους μετασχηματισμένους πίνακες,


    [image: ]=MAM−1


    [image: ]=MB


    [image: ]=CM−1


    λαμβάνω τις μετασχηματισμένες εξισώσεις κατάστασης:


    [image: ]


    [image: ]


    Προσέξτε ότι οι πίνακες Α και [image: ] έχουν πάντα τις ίδιες ιδιοτιμές και συνεπώς ο μετασχηματισμός Μ δεν αλλάζει τα δυναμικά χαρακτηριστικά του συστήματος.


    4.1.1 Διαγώνιος μετασχηματισμός


     


    Ένας ιδιαίτερα χρήσιμος μετασχηματισμός είναι αυτός ο οποίος θέτει έναν τετραγωνικό πίνακα σε διαγώνια μορφή. Ας θεωρήσω λοιπόν έναν πίνακα Αn´n, τον πίνακα των δεξιών ιδιοδιανυσμάτων του W, και τον πίνακα των ιδιοτιμών Λ=διαγ(λ1, λ2, ..., λn). Ας υποθέσω καταρχάς λi ¹λj. Τότε ο πίνακας W είναι αντιστρέψιμος και ισχύει:


    A=WΛW−1


    Έστω τώρα ότι επιλέγω τον μετασχηματισμό M=W−1. Ο μετασχηματισμένος πίνακας του συστήματος είναι,


    [image: ]=W−1AW=W−1(WΛW−1)W=Λ


    δηλαδή ο διαγώνιος πίνακας των ιδιοτιμών. Οι μετασχηματισμένοι πίνακες εισόδων και εξόδων είναι,


    [image: ] και [image: ]


    Αν τις μετασχηματισμένες καταστάσεις τις καλέσω ξ , θα έχω:


    [image: ]


    [image: ]


    Οι καταστάσεις ξ καλούνται αποσυζευγμένες καταστάσεις (decoupled states) και έχουν τη βασική ιδιότητα ότι η συμπεριφορά τους είναι ανεξάρτητη από τις υπόλοιπες: σε κάθε διακεκριμένη ιδιοτιμή λk αντιστοιχεί και μία διαγώνια κατάσταση.


    Αν τώρα οι ιδιοτιμές δεν είναι διακεκριμένες και δεν μπορούν να βρεθούν n γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, τότε ισχύει το ακόλουθο θεώρημα:


    Θεώρημα 4.1 Έστω ο (n´n) πίνακας Α με k διακεκριμένες ιδιοτιμές λ1, λ2, ..., λk, κάθε μία από τις οποίες έχει πολλαπλότητα mi. Τότε μπορούμε πάντα να βρούμε έναν ομαλό πίνακα W, διαμερισμένο ως,


    W=[W1 W2 ... Wk]


    τέτοιον ώστε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            A=WJW−1

          

          	
            (4.3)

          
        

      


    


    όπου,


    J=διαγ[J1 J2 ... Jk]


    Οι πίνακες Wi, Ji είναι διαστάσεων (mi´mi). Οι στήλες των Wi αποτελούν μία ειδικά επιλεγμένη βάση του μηδενοχώρου Ni, i=1, ..., k. Οι πίνακες Ji μπορούν περαιτέρω να υποδιαμεριστούν ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.4)

          
        

      


    


    όπου κάθε υποπίνακας Jij είναι της μορφής,


    [image: ]


    Ο πίνακας J καλείται κανονική μορφή Jordan του πίνακα Α. Ο υπολογισμός του πίνακα W επιτυγχάνεται ως εξής:


    Καταρχάς παρατηρώ ότι από την (4.3) προκύπτει ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            AW=WJ

          

          	
            (4.5)

          
        

      


    


    Ας παραστήσω τις στήλες του W ως q1, q2, ..., qn. Τότε από τη μορφή του J και την (4.5) προκύπτει ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            Aqi=λqi+γiqi−1

          

          	
            (4.6)

          
        

      


    


    όπου το γi είναι 0 ή 1, ανάλογα με τον J. Ας υποδιαμερίσω τον Wi παρόμοια με τον υποδιαμερισμό (4.4), ως:


    [image: ]


    Τότε ο αριθμός γi είναι 0 όταν η αντίστοιχη στήλη qi του W είναι η πρώτη στήλη ενός υποδιαμερίσματος. Από την (4.6) προκύπτει ότι στην περίπτωση αυτήν το qi είναι ιδιοδιάνυσμα του Α, άρα οι πρώτες στήλες κάθε υποδιαμέρισμα είναι τα ιδιοδιανύσματα του Α. Οι υπόλοιπες στήλες ακολουθούν από την (4.6) με γi=1. Αυτές οι επόμενες στήλες καλούνται γενικευμένα ιδιοδιανύσματα του Α. Η διαδικασία σταματά όταν η (4.6) δεν έχει λύση.


    4.2 Επίλυση γραμμικών συστημάτων


     


    Έστω το γραμμικό, μη ομογενές, δυναμικό σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
            (3.3)

          
        

      


    


    Για την επίλυση της εξίσωσης αυτής θα χρησιμοποιήσω την εκθετική συνάρτηση πίνακα eA η οποία ορίζεται αντίστοιχα με τη βαθμωτή εκθετική συνάρτηση eα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.7)

          
        

      


    


    Μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι η σειρά αυτή συγκλίνει για κάθε τετραγωνικό πίνακα Α (Rosenbrock 1970).


    Συλλέγοντας τους όρους οι οποίοι περιέχουν το x(t) αριστερά και πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με e−At, βρίσκω:


    [image: ]


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.8)

          
        

      


    


    Ο πίνακας,


    Φ(t)=eAt


    καλείται πίνακας μετάβασης από την αρχική στιγμή t0=0 στη χρονική στιγμή t. Υπολογίζεται (σχετικά) εύκολα με τη χρήση του διαγώνιου μετασχηματισμού της προηγούμενης ενότητας.


    Πώς όμως το κλασικό διάγραμμα ελέγχου του Σχ. 4.1, αναπαρίσταται μέσω των (4.1)−(4.2);


     


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.1 Κλασικό δομικό διάγραμμα ελέγχου.


    Από το Σχ. 4.1, ο έλεγχος δίνεται από την,


    
      
        
          	
             

          

          	
            u(t)=K[r(t)−y(t)]

          

          	
            (4.9)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας την (4.9) στην (4.1), παίρνω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+BK[r(t)−Cx(t)], x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            Þ[image: ](t)=(A−BKC)x(t)+BKr(t), x(0)=x0

          

          	
            (4.10)

          
        

      


    


    4.2.1 Γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα


     


    Αν οι ιδιοτιμές του Α είναι διακεκριμένες ή δεν είναι αλλά μπορεί να βρεθεί ένα σύνολο γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανυσμάτων, τότε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.11)

          
        

      


    


    όπου,


    [image: ]


    και W ο πίνακας των δεξιών ιδιοδιανυσμάτων.


    Σημείωση: η (4.11) δεν είναι προφανής. Χρειάζεται να δείξω ότι,


    [image: ]


    Η βασική ιδιότητα την οποία θα χρησιμοποιήσω είναι η:


    Β=P−1APÞΒn=(P−1AP)n=P−1AnP


    Πράγματι αν,


    Β=P−1APÞPΒ=APÞPΒ2=APB=APP−1AP=A2PÞΒ2=P−1A2P


    Προχωρώντας επαγωγικά αποδεικνύεται η εν λόγω ιδιότητα. Στη συνέχεια ας γράψω την (4.7) ως,


    [image: ]


    Συνεπώς θα πρέπει να υπολογίζεται ο διαγώνιος μετασχηματισμός W, ο αντίστροφος W−1, ο πίνακας ιδιοτιμών Λ και μετά η εκθετική παράσταση eΛt (εναλλακτικά χρησιμοποιείται η εντολή expm του Matlab).


    Αν το σύστημα είναι ομογενές, δηλαδή περιγράφεται από την,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]=Ax(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        

      


    


    η λύση απλουστεύεται καθώς η (4.8) γίνεται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            x(t)=eAtx0

          

          	
            (4.12)

          
        

      


    


    και μετασχηματίζοντάς την σε μορφή Jordan μέσω της x = Wξ, λαμβάνω,


    Wξ(t)=eAtWξ0


    ή,


    ξ(t)=W−1eAtWξ0=eΛtξ0


    Η αρχική συνθήκη ξ0 βρίσκεται εύκολα αφού,


    [image: ]


    (όπου το [image: ] είναι η i−οστή γραμμή του W −1).


    Έτσι, η (4.12) γίνεται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.13)

          
        

      


    


    Η ανάπτυξη αυτή καλείται ιδιοαποκρισιακή αποσύνθεση (modal decomposition). Καταδεικνύει τον τρόπο με τον οποίο η συνολική χρονική απόκριση συντίθεται από ένα άθροισμα επιμέρους αποκρίσεων οι οποίες σχετίζονται με τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του συστήματος.


    Παράδειγμα 4.1 Ας δούμε το παράδειγμα της αναδευόμενης δεξαμενής (Παράρτημα, 8.2),


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.14)

          
        

      


    


    Οι ιδιοτιμές του πίνακα Α είναι:


    λ1=−0,01, λ2=−0,02


    ενώ τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα,


    w1=[1 0]T, w2=[0 1]T


    Έτσι, η (4.11) δίνει,


    [image: ]


    ενώ η λύση (4.8) είναι,


    [image: ]


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.15)

          
        

      


    


    Ας δούμε κάποιες αποκρίσεις για μηδενικές αρχικές συνθήκες και διάφορες τιμές της εισόδου u(t).


    A.     Συνάρτηση βαθμίδας u(t)=[0,002 0,002]T m3/s. Η (4.15) γίνεται,


    [image: ]


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.16)

          
        

      


    


    Όπως φαίνεται από την (4.16) οι αποκρίσεις τείνουν σε μια σταθερή τιμή, ενώ οι εκθέτες των εκθετικών όρων είναι οι ιδιοτιμές του Α. Το γεγονός ότι είναι αρνητικές είναι ο λόγος για τον οποίο οι αποκρίσεις είναι πεπερασμένες. Η παρατήρηση αυτή θα γενικευτεί στην ενότητα περί ευστάθειας.


    Η γραφική αναπαράσταση των αποκρίσεων φαίνονται στο Σχ. 4.2, όπου παρατίθενται οι αποκρίσεις για κάθε είσοδο ξεχωριστά (βλέπε Εξ. (4.15)) και οι συνολικές.


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.2 Χρονικές αποκρίσεις σε είσοδο βαθμίδας.


    Β. Αρμονική είσοδος u(t)=0,002´[ημ(20πt) ημ(20πt)].


    Στην περίπτωση αυτήν η (4.15) γίνεται,


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Η τελευταία σχέση δείχνει ότι οι αποκρίσεις «καταλήγουν» σε μία αρμονική απόκριση αφού η επίδραση των εκθετικών όρων έχει εξασθενήσει. Τα ευρήματα επιβεβαιώνονται από τα γραφήματα του Σχ. 4.3.


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.3 Χρονικές αποκρίσεις σε αρμονική είσοδο.


    4.2.2 Γραμμικά εξαρτημένα ιδιοδιανύσματα


     


    Αν οι ιδιοτιμές του Α δεν είναι διακεκριμένες τότε το σύστημα μπορεί να τεθεί σε μορφή Jordan μέσω του μετασχηματισμού (4.3),


    
      
        
          	
             

          

          	
            A=WJW−1

          

          	
             

          
        

      


    


    όπου,


    J=διαγ[J1 J2 ... Jk]


    Έστω ότι ο Α έχει k διακεκριμένες ιδιοτιμές, λ1, λ2, …, λk με πολλαπλότητες mi. Τότε,


    eAt=TeJtT−1


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    όπου nij είναι η διάσταση του Jij.


    4.3 Ιδιότητες συστημάτων


    4.3.1 Ελεγξιμότητα


     


    Έστω το προαναφερθέν σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
            (4.1)

          
        

      


    


    Ορισμός 4.1 Ένα σύστημα καλείται πλήρως ελέγξιμο (completely controllable) αν δεδομένων των αρχικών συνθηκών κατάστασης x0 και μιας επιθυμητής τιμής καταστάσεων x*(t), μπορούμε πάντα να βρούμε κατάλληλες και πεπερασμένες τιμές ελέγχου u(t) ώστε το σύστημα να φθάσει στην επιθυμητή τιμή σε πεπερασμένο χρόνο t <¥.


    Ορισμός 4.2 Ο Γραμιανός ελεγξιμότητας ορίζεται ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.17)

          
        

      


    


    Θεώρημα 4.2 Το σύστημα (4.1) είναι πλήρως ελέγξιμο αν και μόνον αν ο n´nr πίνακας ελεγξιμότητας,


    Γ=[B ¦ ΑΒ ¦ ... ¦ Αn−1B]


    είναι πλήρους βαθμού, δηλαδή βαθμός (Γ) = n.


    4.3.2 Παρατηρησιμότητα


     


    Ορισμός 4.3 Ένα σύστημα καλείται πλήρως παρατηρήσιμο (completely observable) αν γνωρίζοντας τις τιμές των εξόδων y(t) και εισόδων u(t) για ένα πεπερασμένο χρονικό διάστημα t, 0<t<¥ τότε μπορούμε να ανακτήσουμε τις τιμές των μεταβλητών κατάστασης x(t) για οποιαδήποτε χρονική στιγμή του διαστήματος [0, t].


    Αυτό σημαίνει ότι παρατηρώντας τις σχέσεις του συστήματος με το περιβάλλον (είσοδοι-έξοδοι) μπορούμε να υπολογίσουμε την εσωτερική συμπεριφορά του συστήματος.


    Θεώρημα 4.3 Ένα σύστημα είναι πλήρως παρατηρήσιμο αν και μόνον αν ο nm´n πίνακας παρατηρησιμότητας,


    [image: ]


    είναι πλήρους βαθμού, δηλαδή βαθμός [Θ]=n.


    Η ελεγξιμότητα και η παρατηρησιμότητα είναι έννοιες δυϊκές. Αυτό σημαίνει ότι, αν έχουμε τα συστήματα (Σ1), (Σ2):


    
      
        
          	
            (Σ1)

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
            y(t)=Cx(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
            (Σ2)

          

          	
            [image: ](t)=ATx(t)+CTu(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
            y(t)=BTx(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    τότε οι ακόλουθες ιδιότητες ισχύουν ταυτόχρονα:


     


    
      
        	
          Σ1

        

        	
          Σ2

        
      


      
        	
          ελεγξιμότητα

        

        	
          παρατηρησιμότητα

        
      


      
        	
          παρατηρησιμότητα

        

        	
          ελεγξιμότητα

        
      

    



    4.3.3 Ελάχιστες πραγματώσεις


     


    Έστω πάλι το τυπικό σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
            (4.1)

          
        


        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)+Du(t)

          

          	
            (4.2)

          
        

      


    


    το οποίο εκκινεί από ακινησία δηλαδή x(0)=0. Η σχέση εισόδου-εξόδου για το σύστημα αυτό δίνεται από τη σχέση,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.18)

          
        

      


    


    Αν θεωρηθεί ότι η σχέση (4.18), δηλαδή η απεικόνιση εισόδου-εξόδου, είναι το ουσιαστικό αντικείμενο της μελέτης μας, τότε το σύστημα χώρου κατάστασης είναι απλά μία πραγμάτωση αυτής της απεικόνισης, δηλαδή ένας τρόπος να οριστεί αυτή η απεικόνιση με όρους μίας διανυσματικής διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης.


    Ορισμός 4.4 Δύο πραγματώσεις είναι ισοδύναμες αν,


    [image: ]


    για όλες τις συναρτήσεις εισόδου u(t), t≥0.


    Θεώρημα 4.4 Δύο πραγματώσεις (A, B, C, D), (A1, B1, C1, D1) είναι ισοδύναμες αν και μόνον αν D=D1 και,


    [image: ]


    Ορισμός 4.5 Η πραγμάτωση (A, B, C, D) καλείται ελάχιστη αν δεν υπάρχει ισοδύναμη πραγμάτωση μικρότερης τάξης.


    Θεώρημα 4.5 Αν το ζεύγος (C, A) είναι παρατηρήσιμο και το (A, B) ελέγξιμο, τότε η (A, B, C, D) είναι ελάχιστη πραγμάτωση.


    Απόδειξη: στον (Barnett 1975, 125).


     


    Το Θεώρημα 4.5 μας δίνει και τη διαδικασία εύρεσης μίας ελάχιστης πραγμάτωσης. Αν η αρχική πραγμάτωση είναι σε μορφή χώρου κατάστασης, έστω (A, B, C, D), τότε μέσω της αποσύνθεσης Kalman το σύστημα μπορεί να μετασχηματιστεί σε μορφή ελάχιστης πραγμάτωσης. Η διαδικασία αυτή είναι ως ακολούθως:


    Κατασκευάζεται ένας πίνακας μετασχηματισμού,


    [image: ]


    του οποίου οι υποπίνακες ορίζονται ως ακολούθως:


     


    1.      Οι στήλες του [image: ] αποτελούν μία βάση του υποχώρου ο οποίος είναι ελέγξιμος και μη παρατηρήσιμος.


    2.      Ο Tco είναι το συμπλήρωμα του [image: ] στον ελέγξιμο υποχώρο, δηλαδή οι στήλες του είναι βάση του υποχώρου ο οποίος είναι ελέγξιμος και παρατηρήσιμος.


    3.      Ο [image: ] είναι το συμπλήρωμα του [image: ] στον μη παρατηρήσιμο υποχώρο, δηλαδή οι στήλες του είναι βάση του υποχώρου ο οποίος είναι μη ελέγξιμος και μη παρατηρήσιμος.


    4.      Ο [image: ] είναι το συμπλήρωμα του [image: ] έτσι ώστε ο Τ να είναι αντιστρέψιμος, δηλαδή οι στήλες του είναι βάση του υποχώρου ο οποίος είναι μη ελέγξιμος και παρατηρήσιμος.


     


    (Σημείωση: κάποιοι από τους παραπάνω υποπίνακες μπορεί να είναι μηδενικής διάστασης· αυτό εξαρτάται από τη φύση του συστήματος).


    Στη συνέχεια εκτελώ τον μετασχηματισμό ομοιότητας,


    [image: ]


    όπου μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι οι πίνακες [image: ] είναι της μορφής,


    [image: ]


    [image: ]


    Το μετασχηματισμένο σύστημα αναπαρίσταται εύγλωττα από το διάγραμμα του Σχ. 4.4.


     


    

    [image: ]


    Σχήμα 4.4 Αποσύνθεση Kalman.


    Έτσι, η ελάχιστη πραγμάτωση αποτελείται βασικά από το υποσύστημα Σco.


    4.3.4 Ευστάθεια


     


    Υπάρχουν διάφοροι ορισμοί για την ευστάθεια, αυτό όμως το οποίο ενδιαφέρει πρακτικά είναι η κατάσταση x(t) του συστήματος να μην «εκρήγνυται». Αυτό πρέπει να ισχύει τόσο για αυτόνομη κίνηση (u(t)=0) όσο και για βεβιασμένη (u(t) ¹0). Η πρώτη απαίτηση καλείται ασυμπτωτική ευστάθεια (asymptotic stability), ενώ η δεύτερη ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου (ΒΙΒΟ stability).


    Ορισμός 4.6 Το σημείο x* είναι σημείο ισορροπίας της μη γραμμικής διαφορικής εξίσωσης,


    [image: ](t)=f(x(t))


    αν και μόνον αν,


    0=f(x*)


    Για το γραμμικό σύστημα [image: ](t)=Ax(t) ένα προφανές σημείο ισορροπίας είναι το x*=0, αφού απαιτείται Ax(t)=0. Αν όμως ο Α έχει μηδενικές ιδιοτιμές, τότε υπάρχουν άπειρα μη μηδενικά ιδιοδιανύσματα τα οποία ικανοποιούν την εξίσωση ισορροπίας.


    Ορισμός 4.7 Το σύστημα {[image: ](t)=Ax(t), x(0)=x0} καλείται ευσταθές κατά Lyapunov γύρω από το σημείο ισορροπίας x*=0, αν για μικρές μετατοπίσεις γύρω από το x*=0, δηλαδή για αρχικές συνθήκες x0 τέτοιες ώστε,


    ║x0║<δ


    η τροχιά του συστήματος x(t) παραμένει πάντα μέσα σε μια φραγμένη περιοχή του x*, δηλαδή,


    ║x(t)║<ε


    όπου ε = ε(δ) <¥.


    Ορισμός 4.8 Το σύστημα {[image: ](t)=Ax(t), x(0)=x0} καλείται ασυμπτωτικά ευσταθές γύρω από το σημείο ισορροπίας x*=0 αν υπάρχει μια περιοχή δ έτσι ώστε για αρχικές συνθήκες εντός αυτής της περιοχής το σύστημα να τείνει πάντα να επιστρέψει στο x*=0, δηλαδή,


    [image: ]


    Όταν ένα σύστημα είναι ασυμπτωτικά ευσταθές τότε είναι και ευσταθές κατά Lyapunov. Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει γιατί ένα σύστημα μπορεί να παραμένει διαρκώς σε μια πεπερασμένη απόσταση γύρω από το σημείο ισορροπίας χωρίς ποτέ να το προσεγγίζει ικανοποιητικά (ένα τέτοιο παράδειγμα είναι το είδος της αδιάφορης ισορροπίας στη μηχανική).


    Θεώρημα 4.6 Το σύστημα {[image: ](t)=Ax(t), x(0)=x0} είναι,


     


    1.      Ευσταθές κατά Lyapunov αν και μόνον αν Re{λi}≤0 και τα ιδιοδιανύσματα τα οποία αντιστοιχούν στις μηδενικές ιδιοτιμές είναι διακεκριμένα.


    2.      Ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνον αν Re{λi}<0.


     


    Απόδειξη


    Η λύση του συστήματος δίνεται από τη σχέση:


    x(t)=eAtx0


    Το σημείο ισορροπίας είναι το x*=0 (εκτός αν μία λ=0) και χρησιμοποιώντας τον διαγώνιο μετασχηματισμό A = W−1Λ W έχω:


    x(t)=W−1eΛtWx0


    Η λύση x(t) είναι δηλαδή γραμμικός συνδυασμός των χρονικών εκθετικών [image: ]. Είναι γνωστό όμως ότι, [image: ] αν και μόνο αν Re(λi)<0.


    Αν τώρα κάθε [image: ], οποιοσδήποτε γραμμικός συνδυασμός θα τείνει επίσης στο μηδέν. Αντίστροφα αν ο γραμμικός συνδυασμός δεν τείνει στο μηδέν, τότε θα υπάρχει τουλάχιστον ένας όρος [image: ]ο οποίος δεν τείνει στο μηδέν, πράγμα εφικτό μόνο αν Re(λi) > 0, όπερ άτοπο.


    Επειδή η ευστάθεια του συστήματος καθορίζεται από τις ιδιοτιμές του Α, ο πίνακας αυτός καλείται πίνακας ευστάθειας του συστήματος (stability matrix). Ειδικότερα, αν όλες οι ιδιοτιμές του ικανοποιούν Re(λi)<0 (δηλαδή είναι ασυμπτωτικά ευσταθής) τότε ο πίνακας Α καλείται και Hurwitz.


    Ορισμός 4.9 Έστω ότι το σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    βρίσκεται σε μηδενικές αρχικές συνθήκες x(0) = 0 και διεγείρεται από πεπερασμένες τιμές εισόδου, ║u(t)║<M<∞ για 0<t<∞. Καλείται ευσταθές φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου αν κάθε απόκριση y(t) είναι επίσης πεπερασμένη, δηλαδή,


    ║y(t)║<P<∞ για 0<t<∞


    Θεώρημα 4.7 Η ευστάθεια φραγμένης-εισόδου φραγμένης εξόδου είναι ισοδύναμη με την ασυμπτωτική ευστάθεια ή ισοδύναμα, όταν ένα σύστημα είναι ασυμπτωτικά ευσταθές τότε είναι και ευσταθές φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου. Το αντίθετο ισχύει μόνον αν το σύστημα είναι πλήρως ελέγξιμο και παρατηρήσιμο.


    4.3.5 Σταθεροποιησιμότητα


     


    Σε πρακτικές εφαρμογές είναι αρκετή μια πιο ασθενής ιδιότητα από την ελεγξιμότητα, η σταθεροποιησιμότητα (stabilizability). Η ιδιότητα αυτή συσχετίζεται με την ελεγξιμότητα των ασταθών πόλων.


    Ορισμός 4.10 Το γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
            

          
        

      


    


    είναι σταθεροποιήσιμο αν ο ασταθής υποχώρος του περιέχεται στον ελέγξιμο υποχώρο του.


    Ο παραπάνω ορισμός είναι ισοδύναμος με την πρόταση: το ζεύγος (Α, Β) είναι σταθεροποιήσιμο.


     


    
      Αυτό το οποίο στην ουσία περιγράφει η ιδιότητα αυτή είναι η δυνατότητα του ελέγχου των ασταθών καταστάσεων, αφού έτσι και αλλιώς οι σταθερές καταστάσεις δεν δημιουργούν προβλήματα καθώς τείνουν στο μηδέν.

    


     


    Η ιδιότητα αυτή εξακριβώνεται μετασχηματίζοντας το σύστημα στην ελέγξιμη κλιμακωτή μορφή,


    [image: ]


    μέσω ενός κατάλληλου μοναδικού πίνακα μετασχηματισμού ομοιότητας Τ, δηλαδή [image: ]=ΤΑΤΤ, [image: ]=ΤΒ. Στη μορφή αυτήν, ο Ac είναι το ελέγξιμο κομμάτι του Α, ενώ ο Αuc το μη ελέγξιμο. Επομένως το σύστημα είναι σταθεροποιήσιμο αν ο Auc είναι ασυμπτωτικά ευσταθής, δηλαδή το πραγματικό μέρος των ιδιοτιμών του είναι αυστηρά (<0) αρνητικό.


    Η εντολή ctrbf του ΜΑΤLAB χρησιμοποιεί τον αλγόριθμο ο οποίος αναφέρεται στον Rosenbrock για να υπολογίσει τη μορφή αυτή. Η συνάρτηση con_stb κάνει τα υπόλοιπα.


    Σημείωση: η συνάρτηση αυτή χρησιμοποιεί την ιδιότητα του δυϊσμού.


     


    Παράδειγμα 4.2 Έστω δύο συστήματα με πίνακες,


    [image: ]


    Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση con_stb βρίσκουμε ότι το ζεύγος (Α1, Β1) δεν είναι ελέγξιμο αλλά είναι σταθεροποιήσιμο, ενώ το (Α2, Β2) δεν είναι ούτε ελέγξιμο ούτε σταθεροποιήσιμο.


    4.3.6 Εντοπισιμότητα


     


    Μία πιο ασθενής ιδιότητα από την παρατηρησιμότητα είναι η εντοπισιμότητα (detectability). Η ιδιότητα αυτή ορίζεται ως εξής:


    Ορισμός 4.11 Το γραμμικό, χρονικά αμετάβλητο σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    είναι εντοπίσιμο αν ο μη παρατηρήσιμος υποχώρος του περιέχεται στον ευσταθή υποχώρο του. Εναλλακτικά αυτό σημαίνει ότι οι μη παρατηρήσιμες ιδιοκαταστάσεις είναι ευσταθείς.


    Η ιδιότητα αυτή εξακριβώνεται με αντίστοιχο τρόπο της περίπτωσης της σταθεροποιησιμότητας, αφού πρώτα μετασχηματίσουμε το σύστημα στην κλιμακωτή παρατηρήσιμη μορφή,


    [image: ]


    μέσω ενός μοναδικού πίνακα μετασχηματισμού Τ ([image: ]=ΤΑΤΤ, [image: ]=CTΤ). Στη μορφή αυτήν, ο υποπίνακας Αuo είναι το ασταθές τμήμα, επομένως για να είναι το σύστημα εντοπίσιμο πρέπει Re{λi(Auo)}<0. Η συνθήκη αυτή χρησιμοποιείται στη συνάρτηση obs_det.


    Η σταθεροποιησιμότητα και η εντοπισιμότητα είναι επίσης έννοιες δυϊκές. Αυτό σημαίνει ότι, αν έχουμε τα συστήματα (Σ1), (Σ2):


    
      
        
          	
            (Σ1)

          

          	
            [image: ](t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
            y(t)=Cx(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
            (Σ2)

          

          	
            [image: ](t)=ATx(t)+CTu(t), x(0)=x0

          

          	
             

          
        


        
          	
            y(t)=BTx(t)

          

          	
             

          
        

      


    


    τότε οι ακόλουθες ιδιότητες ισχύουν ταυτόχρονα:


     


    
      
        	
          Σ1

        

        	
          Σ2

        
      


      
        	
          σταθεροποιησιμότητα

        

        	
          εντοπισιμότητα

        
      


      
        	
          εντοπισιμότητα

        

        	
          σταθεροποιησιμότητα

        
      

    



    4.3.7 Εσωτερική ευστάθεια


     


    Η ευστάθειας φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου δεν αρκεί μόνο για την είσοδο αναφοράς-έξοδο του συστήματος. Η ανεπάρκεια αυτή προκύπτει γιατί στο σύστημα είναι πιθανόν να απαλείφονται ασταθείς πόλοι από μηδενικά του συστήματος όπως δείχνει και το ακόλουθο παράδειγμα.


    Παράδειγμα 4.3 Έστω το σύστημα του Σχ. 4.5.


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.5 Σύστημα με απαλοιφή πόλων.


    Η συνάρτηση μεταφοράς εισόδου αναφοράς-εξόδου (y(s)/r(s)) είναι,


    [image: ]


    Όπως φαίνεται το σύστημα είναι ευσταθές για μ>0. Όμως αν θεωρήσω διαταραχές di και do(Σχ. 4.6), η συνάρτηση μεταφοράς διαταραχής εξόδου-σήματος ελέγχου (u(s)/do(s)) είναι,


    [image: ]


    η οποία είναι ασταθής (πόλος στο s=−1). Έτσι, ενώ το σύστημα είναι ευσταθές δεν είναι εσωτερικά ευσταθές. Για να συμβαίνει αυτό πρέπει να εξετάσω την απόκριση των εσωτερικών σημάτων u, y σε σχέση με τα εξωτερικά σήματα di, do. Εύκολα βρίσκω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            u=(Ι+ΚP)−1di−K(Ι+PK)−1do


            y=P(Ι+ΚP)−1di+(Ι+PK)−1do

          

          	
            (4.19)

          
        

      


    


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.6 Σύστημα με διαταραχές.


    Επομένως, για να είναι το σύστημα αυτό εσωτερικά ευσταθές πρέπει και οι τέσσερις συναρτήσεις μεταφοράς, οι οποίες εμφανίζονται στην (4.19) να είναι ευσταθείς.


    Με τον όρο εσωτερική ευστάθεια εννοείται ότι όλες οι καταστάσεις του συστήματος παραμένουν φραγμένες για κάθε φραγμένη είσοδο σε οποιοδήποτε σημείο του συστήματος και οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες.


    Η εσωτερική ευστάθεια είναι μία βασική προϋπόθεση για κάθε πραγματικό σύστημα ανατροφοδότησης. Αυτό ισχύει γιατί τα διασυνδεδεμένα συστήματα υπόκεινται αναπόφευκτα σε μη μηδενικές αρχικές συνθήκες και μικρά σφάλματα, τα οποία σε κάποια σημεία του συνολικού συστήματος ανατροφοδότησης μπορεί να οδηγήσουν σε μη φραγμένα σήματα.


    Η εσωτερική ευστάθεια συνδέεται με την έννοια της ευστάθειας φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου καθώς απαιτεί ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου σε κάθε σημείο του συστήματος. Το παράδειγμα το οποίο ακολουθεί, δείχνει ότι οι δύο έννοιες δεν είναι ταυτόσημες.


    Για την εύρεση των συνθηκών οι οποίες εξασφαλίζουν την εσωτερική ευστάθεια, χρειάζεται η έννοια του εύθετου (well-posed) συστήματος.


    Ορισμός 4.12 Ένα σύστημα είναι εύθετο αν όλοι οι πίνακες μεταφοράς του κλειστού βρόχου του είναι καλώς ορισμένες και πρέποντες.


    Η ιδιότητα της ευθεσίας είθισται να διερευνάται μέσω του Σχ. 4.7.


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.7 Δομικό διάγραμμα ευθεσίας.


    Για ποιο λόγο άραγε είναι απαραίτητο να εισαχθεί ακόμη ένας τρόπος σχηματικής απεικόνισης των εξεταζόμενων συστημάτων; Η απάντηση είναι ότι το Σχ. 4.7 είναι πιο απλό σε σχέση με το «τυπικό» 4.8 και παράλληλα περιέχει όλη την απαραίτητη πληροφορία για την εξαγωγή συμπερασμάτων σχετικά με την εσωτερική ευστάθεια του συστήματος. Για να γίνω απόλυτα κατανοητός, οι σχετικοί πίνακες μεταφοράς είναι (Σχ. 4.7):


    e=r−yd=r−(do+Gv)=r−do−G(di+Ken)=r−do−Gdi−GK(r−yn)=


    =r−do−Gdi−GK(r−n−yd)]=r−do−Gdi−GK(−n+e)]=


    =r−do−Gdi−GKr+GKn−GKe+GKr


    Þ(I+GK)e=r−Gdi−do+GKn


    
      
        
          	
             

          

          	
            Þe=(I+GK)−1r−(I+GK)−1do−(I+GK)−1Gdi+(I+GK)−1GKn

          

          	
            (4.20)

          
        

      


    


    ενώ,


    u=Ken=K(r−yn)=Kr−K(n+Gv+do)


    Þu=Kr−Kn−KGu−KGdi−Kdo


    (I+KG)u=Kr−Kn−KGdi−KdoÞu=(I+KG)−1(Kr−Kdo−KGdi−Kn)


    
      
        
          	
             

          

          	
            Þu=(I+KG)−1K[r−n−do]−(I+KG)−1KGdi

          

          	
            (4.21)

          
        

      


    


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.8 Κλασικό σύστημα παρακολούθησης.


    Από την (4.21) φαίνεται ότι οι πίνακες μεταφοράς από το do, n και r στο u είναι ίδιοι (με μία διαφορά προσήμου). Περαιτέρω, οι αντίστοιχοι πίνακες μεταφοράς για το e (ή το yd) είναι συναφείς, πράγμα το οποίο σημαίνει ότι το σύστημα είναι εύθετο αν και μόνον αν ο πίνακας μεταφοράς από το [image: ] στο u υπάρχει και είναι πρέπων.


    Έτσι, μετατρέπω το Σχ. 4.8 στο ισοδύναμό του Σχ. 4.7, όπου τα εξωτερικά σήματα εισόδου στον βρόχο ανατροφοδότησης ομαδοποιούνται ως w1, w2 και τα σήματα εισόδου στην εγκατάσταση και τον ελεγκτή ως e1, e2. Προσέξτε όμως ότι το Σχ. 4.8 είναι σε δομή αρνητικής ανατροφοδότησης, ενώ το Σχ. 4.7 σε δομή θετικής ανατροφοδότησης. Επομένως, για να μεταφερθούν τα θεωρήματα τα οποία ακολουθούν, στη δομή 4.8, το πρόσημο του Κ πρέπει ν’ αντιστραφεί.


    Ισχύει το ακόλουθο θεώρημα:


    Θεώρημα 4.8 Το σύστημα του Σχ. 4.7, είναι εύθετο αν και μόνον αν ο πίνακας,


    [image: ]


    είναι αντιστρέψιμος.


    Απόδειξη: στους (Zhou et al. 1995, 119).


     


    Το Θεώρημα 4.8 μπορεί να διατυπωθεί και σε όρους πινάκων χώρου κατάστασης. Έτσι, αν,


    [image: ]


    τότε Κ(∞)=DK, P(∞)=D και η συνθήκη του θεωρήματος δίνει I+DKD αντιστρέψιμος. Δεδομένου ότι στα περισσότερα συστήματα D=0, η απαίτηση αυτή ικανοποιείται εκ κατασκευής.


    Το Θεώρημα 4.8 μπορεί επίσης να διατυπωθεί και για το διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 4.9.


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.9 Δομικό διάγραμμα δύο θυρών.


    Θεώρημα 4.9 Η συνδεσμολογία του Σχ. 4.9 είναι εύθετη αν και μόνον αν ο πίνακας I−D22DK είναι ομαλός (έχει αντίστροφο). Ειδικότερα, αν D22=0 ή DK=0 (δηλαδή o P22(s) ή o Κ(s) είναι αυστηρά πρέποντες) τότε η συνδεσμολογία του Σχ. 4.9 είναι εύθετη.


    Απόδειξη


    Συλλέγοντας τις εξισώσεις κατάστασης και εξόδου για το σύστημα του Σχ. 4.9 έχω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.22)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.23)

          
        

      


    


    Προφανώς το αριστερό μέλος της (4.23) είναι αντιστρέψιμο αν και μόνον αν ο I−D22DK είναι ομαλός.


    Είμαι τώρα έτοιμος για τον ακόλουθο ορισμό:


    Ορισμός 4.13 Το σύστημα του Σχ. 4.9 είναι εσωτερικά ευσταθές αν είναι εύθετο και αν για κάθε αρχική συνθήκη x(0) του P και xK(0) του Kισχύει,


    [image: ]


    όταν w=0.


    Το επόμενο θεώρημα μας δίνει μία άμεση δοκιμασία για την εσωτερική ευστάθεια.


    Θεώρημα 4.10 Το σύστημα του Σχ. 4.9 είναι εσωτερικά ευσταθές αν και μόνον αν ο I−D22DK είναι ομαλός και ο,


    [image: ]


    είναι Hurwitz.


    Απόδειξη


    Δεδομένου ότι ο Acl είναι ο πίνακας κατάστασης του κλειστού βρόχου το θεώρημα προκύπτει ευθέως (με χρήση των (4.22), (4.23)).


    Η διατύπωση της εσωτερικής ευστάθειας μέσω του ορισμού 4.13 αναφέρεται σε αυτόνομα συστήματα (με μηδενική είσοδο). Υπ’ αυτήν την έννοια συμπίπτει με τον ορισμό της ασυμπτωτικής ευστάθειας. Όμως έχει ευθεία σχέση με την ευστάθεια εισόδου-εξόδου του συστήματος. Ειδικότερα, ο πίνακας μεταφοράς Tzw(s) του συστήματος είναι (για DK=0):
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    Αν ο Acl είναι Hurwitz, τότε ο πίνακας αυτός θα έχει όλους τους πόλους του στο αριστερό ημιεπίπεδο, δηλαδή Tzw(s)ÎRH2 ή ισοδύναμα η απεικόνιση αυτή είναι φραγμένη και αιτιακή στο L2[0, ∞). Οι ιδιότητες αυτές είναι ακριβώς αυτό το οποίο ορίζεται ως ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου.


    Το ερώτημα το οποίο τίθεται είναι αν οι δύο αυτές έννοιες (εσωτερική ευστάθεια και ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου) είναι ισοδύναμες, δηλαδή αν η ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου υπονοεί και εσωτερική ευστάθεια. Η απάντηση είναι αρνητική, αφού αν θεωρήσω την ακραία περίπτωση C1=D11=D12=0, τότε Tzw(s)=0, αλλά ο Acl δεν περιορίζεται με κάποιο τρόπο.


    Σχεδιάζοντας το Σχ. 4.7 ως το Σχ. 4.10, μπορεί ν’ αποδειχθεί το ακόλουθο λήμμα.


    Λήμμα 4.1 Δοθέντος ενός ελεγκτή Κ, το Σχ. 4.9 είναι εσωτερικά ευσταθές αν και μόνον αν το Σχ. 4.10 είναι εσωτερικά ευσταθές.
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    Σχήμα 4.10 Διάγραμμα εσωτερικής ευστάθειας.


    Με το λήμμα αυτό μπορώ τώρα να δείξω το ακόλουθο θεώρημα.


    Θεώρημα 4.11 Έστω ότι το σύστημα (Α, Β2, C2) είναι σταθεροποιήσιμο και εντοπίσιμο. Τότε το σύστημα του Σχ. 4.10 είναι εσωτερικά ευσταθές αν και μόνον αν η συνάρτηση μεταφοράς,
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    Απόδειξη: στους (Dullerud & Paganini 2000, 177).


     


    Με το Θεώρημα αυτό συνδέεται η έννοια της εσωτερικής ευστάθειας με την ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου αν ως είσοδος εννοηθεί το [image: ] και έξοδος το [image: ]. Έτσι,


    


    εσωτερική ευστάθεια Þ ευστάθεια φραγμένης εισόδου-φραγμένης εξόδου


    ευστάθεια φραγμένης-εισόδου-φραγμένης εξόδου + σταθεροποιησιμότητα - εντοπισιμότητα Þ εσωτερική ευστάθεια.


    4.3.7.1 Εσωτερική σταθεροποίηση


     


    Στην προηγούμενη ενότητα εξέτασα την έννοια της εσωτερικής ευστάθειας για το συγκεκριμένο σύστημα του Σχ. 4.9. Το επόμενο ερώτημα το οποίο τίθεται είναι κάτω από ποιες συνθήκες ο συγκεκριμένος ελεγκτής μπορεί να βρεθεί. Το θεώρημα το οποίο ακολουθεί, απαντά στην ερώτηση αυτή.


    Θεώρημα 4.12 Η απαραίτητη και ικανή συνθήκη για την ύπαρξη ενός εσωτερικά σταθεροποιητικού ελεγκτή K του Σχ. 4.9 είναι το (Α, Β2, C2) να είναι σταθεροποιήσιμο και εντοπίσιμο. Αν αυτό ισχύει, ένας τέτοιος ελεγκτής δίνεται από την,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (4.24)

          
        

      


    


    όπου F και L είναι πίνακες οι οποίοι καθιστούν τους A+B2F και A+LC2 ευσταθείς.


    Απόδειξη: στους (Dullerud & Paganini 2000, 179).


     


    Το αποτέλεσμα αυτό είναι μία λύση στο πρόβλημα της σταθεροποίησης, αφού μας εφοδιάζει με μία κατασκευαστική διαδικασία για την εύρεση ενός σταθεροποιητή. Στη συγκεκριμένη περίπτωση αυτός συντίθεται από έναν ασυμπτωτικό παρατηρητή και ανατροφοδότηση καταστάσεων. Όμως ο συγκεκριμένος ελεγκτής είναι ένας μόνο από το σύνολο των εφικτών ελεγκτών. Για να βρεθεί το πλήρες σύνολο όλων των σταθεροποιητικών ελεγκτών χρειάζονται στοιχεία από τη θεωρία των αμοιβαία πρώτων παραγοντοποιήσεων. Συγκεκριμένα, έστω μία διπλά αμοιβαία πρώτη παραγοντοποίηση,
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    όπου P22(s)=N(s)M−1(s)=M−1(s)N(s). Τότε ισχύει το εξής:


    Θεώρημα 4.13 Παραμετροποίηση Youla Έστω (Α, Β2, C2) μία σταθεροποιήσιμη και εντοπίσιμη πραγμάτωση. Τότε, όλοι οι ελεγκτές οι οποίοι σταθεροποιούν εσωτερικά το σύστημα του Σχ. 4.9 δίνονται από την,


    Κ(s)=[Y(s)−M(s)Q(s)][(X(s)−N(s)Q(s)]−1=[X(s)−Q(s)N(s)]−1[Y(s)−Q(s)M(s)]


    όπου Q(s)ÎRH∞ και ο Χ(∞)−N(∞)Q(∞) είναι αντιστρέψιμος.


    Απόδειξη: στους (Dullerud & Paganini 2000, 190).


    4.3.8 Γενικευμένο (πολυμεταβλητό) θεώρημα Nyquist


     


    Όπως καταλαβαίνει κάποιος και από τον τίτλο της ενότητας, το γνωστό θεώρημα Nyquist (Nyquist 1932) επεκτείνεται και στην περίπτωση των πολυμεταβλητών συστημάτων, αν και όχι τόσο εύκολα. Καταρχάς ας θυμίσω το θεώρημα στη μονομεταβλητή του μορφή:


    Θεώρημα 4.14 Γενικευμένο θεώρημα Nyquist μίας εισόδου-μίας εξόδου: έστω σύστημα κλειστού βρόχου του οποίου η συνάρτηση βρόχου L(s) έχει P πόλους εντός του περιγράμματος Nyquist Γ. Έστω N το καθαρό πλήθος των δεξιόστροφων περικυκλώσεων του −1 από την L(s) όταν αυτή διατρέχει το περίγραμμα Nyquist Γ δεξιόστροφα. Τότε το κλειστό σύστημα έχει N+P πόλους στο δεξιό ημιεπίπεδο.


    Συνάγεται ότι για να είναι το σύστημα ευσταθές πρέπει N=−P(Σχ. 4.11 και 4.12).
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    Σχήμα 4.11 Σύστημα μίας εισόδου-μίας εξόδου.


     


    [image: ]


    Σχήμα 4.12 Περίγραμμα Nyquist ΓÎC.


    Για να επεκταθεί το θεώρημα στην πολυμεταβλητή περίπτωση, θεωρείται το δομικό διάγραμμα του Σχ. 4.13, όπου ο H(s)=K(s)G(s) είναι τετράγωνος πίνακας μεταφοράς σε μορφή Smith-McMillan, δηλαδή δεν περιέχει κρυμμένους ασταθείς πόλους.
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    Σχήμα 4.13 Σύστημα πολλών εισόδων-πολλών εξόδων.


    Στη μορφή αυτήν εξετάζεται η ευστάθεια του κλειστού συστήματος όταν μεταβάλλεται το k. Για να συνεχίσω χρειάζομαι μία εναλλακτική διατύπωση του Θεωρήματος 4.11.


    Θεώρημα 4.15 Για το σύστημα του Σχ. 4.7 ισχύει: αν ο K(s) είναι εκθετικά ευσταθής, τότε ο P21(s) είναι εκθετικά ευσταθής αν και μόνον αν,


     


    (1)   η det[I−P(s)K(s)] δεν έχει μηδενικά στο κλειστό δεξιό ημιεπίπεδο (συμπεριλαμβανομένου του απείρου), και,


    (2)   ο [I−P(s)K(s)]−1P(s) είναι αναλυτικός (δηλαδή δεν έχει πόλους) σε κάθε πόλο της P(s) στο κλειστό δεξιό ημιεπίπεδο (συμπεριλαμβανομένου του απείρου).


     


    Απόδειξη: στον (Maciejowski 1994, 57).


     


    Ας εφαρμόσω το Θεώρημα 4.15 στο σύστημα του Σχ. 4.13, όπου K(s)=−kI, P(s)=L(s)=K(s)P(s). Έστω ότι η det[I+kL(s)] έχει Po πόλους και Pc μηδενικά στο κλειστό δεξιό ημιεπίπεδο. Τότε, εκ της αρχής του ορίσματος,


    
      
        
          	
             

          

          	
            Δ{argdet[I+kL(s)]}=−2π(Pc−Po)

          

          	
            (4.25)

          
        

      


    


    όπου Δ{arg} είναι η μεταβολή του ορίσματος καθώς το s διασχίζει το περίγραμμα Nyquist με τον συνήθη τρόπο (Σχ. 4.12). Αφού για να είναι το σύστημα ευσταθές, όλοι οι πόλοι του πρέπει να βρίσκονται στο αριστερό ημιεπίπεδο, η συνθήκη η οποία προκύπτει από την (4.25) είναι ότι το γράφημα Nyquist πρέπει να περικυκλώνει την αρχή των αξόνων ανθωρολογιακά Po φορές.


    Για να εξεταστεί όμως η συνθήκη αυτή (η οποία είναι πανομοιότυπη με τη συνθήκη για συστήματα μίας εισόδου-μίας εξόδου) θα πρέπει να σχεδιαστεί το γράφημα Nyquist για κάθε τιμή του k η οποία ενδιαφέρει. Μπορεί όμως ν’ αποδειχθεί ότι,
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            (4.26)

          
        

      


    


    Επομένως,
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            (4.27)

          
        

      


    


    όπου λi ιδιοτιμή του L(s). Από την (4.27) προκύπτει ότι η ευστάθεια κρίνεται από το πλήθος περικυκλώσεων του κρίσιμου σημείου −1 από τα γραφήματα των kλi(s). Τα γραφήματα αυτά καλούνται χαρακτηριστικοί τόποι.


    Η διαδικασία αυτή, η οποία παραλληλίζει απόλυτα αυτήν των συστημάτων μίας εισόδου-μίας εξόδου, έχει ένα ακόμη πρόβλημα το οποίο δεν είναι άμεσα ορατό: τα γραφήματα των ξεχωριστών ιδιοτιμών δεν είναι πάντα κλειστές καμπύλες, όπως π.χ. αν,


    [image: ]


    Ευτυχώς και αυτό το πρόβλημα ξεπερνιέται, καθώς αποδεικνύεται, όχι όμως εύκολα, ότι το σύνολο των επιμέρους χαρακτηριστικών τόπων σχηματίζει κλειστή καμπύλη (Desoer 1980).


    Καταλήγω έτσι στο γενικευμένο, πολυμεταβλητό θεώρημα Nyquist:


    Θεώρημα 4.16 Γενικευμένο πολυμεταβλητό θεώρημα Nyquist: το σύστημα κλειστού βρόχου του οποίου η συνάρτηση βρόχου L(s) έχει Pο ασταθείς πόλους (Smith-McMillan), είναι ευσταθές αν και μόνο αν οι χαρακτηριστικοί τόποι της kL(s) περικυκλώνουν το σημείο −1 ανθωρολογιακά Pο φορές, υπό την προϋπόθεση ότι δεν υπάρχουν κρυμμένοι ασταθείς πόλοι.


     


    Παράδειγμα 4.4 (Maciejowski 1994, 61) Έστω ο πίνακας συνάρτησης μεταφοράς,
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    Οι ιδιοτιμές του πίνακα αυτού βρίσκονται από τη λύση της,


    |λΙ−L(s)|=0


    δηλαδή,


    [image: ]


    [image: ]


    Το διάγραμμα Nyquist αυτής της συνάρτησης μεταφοράς φαίνεται στο Σχ. 4.14.
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    Σχήμα 4.14 Πολυμεταβλητή καμπύλη Nyquist με περιοχές ευστάθειας.


    Όπως φαίνεται από το διάγραμμα, οι καμπύλες τέμνουν τον πραγματικό άξονα στα σημεία −0,8 και 0,54 και −0,4. Επομένως το σύστημα παραμένει ευσταθές για,
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    Σημειωση: το Σχ. 4.14 δεν έχει σχεδιαστεί μέσω MATLAB, καθώς δεν έχει τη δυνατότητα αυτή. Χρησιμοποιήθηκε η εργαλειοθήκη MIMO των Vivero και Liceaga-Castro η οποία βρίσκεται εδώ.


     




     


     


    Κώδικες MATLAB


    Συνάρτηση διακρίβωσης ελεγξιμότητας/σταθεροποιησιμότητας


    function un_stb = con_stb(A, B)


    %


    % test pair (A, B) for controllability/stabilizability


     


    % un_stb: 0 uncontrollable/unstabilizable


    % 1 controllable


    % 2 stabilizable


     


    AT = A';


    BT = B';


    % check observability/detectability of dual system


    un_stb = obs_det(AT, BT);


    Συνάρτηση διακρίβωσης παρατηρησιμότητας/εντοπισιμότητας


    function un_det = obs_det(A, C)


    %


    % test pair (C, A) for observability/detectability


     


    % un_det: 0 unobservable/undetectable


    % 1 observable


    % 2 detectable


     


    % get size of dummy B


    s_B = size(A, 1);


    [AO, BO, CO, T, ko] = obsvf(A, ones(s_B, 1), C);


    % number of observable states


    sum_k = sum(ko);


    if sum_k < s_B


    % (C, A) unobservable


    % check detectability


    dim_uo = s_B − sum_k;


    eig_uo = eig(AO(1: dim_uo, 1: dim_uo));


    ch = sum(real(eig_uo)<0);


    if ch == dim_uo


    % (C, A) detectable


    un_det = 2;


    else


    % (C, A) unobservable/undetectable


    un_det = 0;


    end


    else


    % (C, A) observable


    un_det = 1;


    end


    Υποσημειώσεις


     


    Gramian: από τον Δανό μαθηματικό Jørgen Pedersen Gram (1850-1916).


    Βιβλιογραφικές αναφορές


    Barnett, S. 1975. Introduction to mathematical control theory. Oxford: Clarendon Press. 0198596189.


    Desoer, C. A. and Y.-T. Wang. 1980. “On the Generalized Nyquist Stability Criterion.” IEEE Transactions On Automatic Control 25 (2): 187-196.


    Dullerud, G. E. and F. Paganini. 2000. A course in robust control theory – A convex approach. N.Y.: Springer.


    Maciejowski], J. M. 1994. Multivariable feedback design. Addison-Wesley. 0201182432.


    [Vivero], O. and J. Liceaga-Castro. 2008. MIMO toolbox for MATLAB. http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/10816-mimo-toolbox.


    Nyquist, H. 1932. “Regeneration theory”. Bell System Technical Journal 11: 126–147.


    Rosenbrock, H. H. (1970). State space and multivariable theory. John Wiley.


    [Rosenbrock], H. H. and C. Storey. 1970. Mathematics of dynamical systems. John Wiley. 471736503.


    Zhou, K., Doyle J. C. and K. Glover. 1995. Robust and optimal control. Prentice-Hall. 0134565673.


     




     


    




5 Σύνθεση «βέβαιων» συστημάτων


    Στο κεφάλαιο αυτό θα αποπειραθεί μία ποιοτική προσέγγιση των στόχων ενός καλοσχεδιασμένου Συστήματος Αυτομάτου Ελέγχου. Θα δείξω επίσης τις αδυναμίες των κλασικών μεθόδων σχεδίασης και τη συσχέτιση τους με τις μεθόδους ελαχίστης νόρμας.


    Λόγω του ότι οι μέθοδοι σχεδίασης συστημάτων μίας εισόδου-μίας εξόδου είναι γενικώς γνωστοί και κατανοητοί, θα ήταν καλό και οι μέθοδοι για τα συστήματα πολλών εισόδων-πολλών εξόδων να παραλληλιστούν με αυτές. Δυστυχώς αυτό μπορεί να γίνει μέχρις ενός σημείου: οι περιορισμοί θα πρέπει να εκφραστούν σε όρους ιδιόμορφων τιμών των εμπλεκόμενων συναρτήσεων.


    Ο τίτλος ίσως ξενίσει. Συνήθως η ιδιότητα της «βεβαιότητας» δεν τονίζεται· παρά ταύτα λόγω του ότι το παρόν σύγγραμμα αναφέρεται και σε αβέβαια συστήματα, θεωρώ ότι είναι χρήσιμο να είναι σαφές σε τι είδους συστήματα αναφέρομαι.


    5.1 Στόχοι σχεδίασης


     


    Οι στόχοι της σχεδίασης μπορούν να διατυπωθούν επιγραμματικά ως,


     


    
      Σ1. Το σύστημα πρέπει να είναι ευσταθές.


      Σ2. Το σύστημα πρέπει να ακολουθεί ικανοποιητικά τις εντολές εισόδου χωρίς να δαπανάται υπερβολική ενέργεια ελέγχου.

    


     


    ακόμη και όταν,


     


    
      Π1. Το σύστημα επηρεάζεται από απρόβλεπτες «διαταραχές» συμπεριλαμβανομένου και του θορύβου των μετρήσεων.


      Π2. Το μαθηματικό πρότυπο το οποίο χρησιμοποιείται στη σχεδίαση είναι μία προσέγγιση του πραγματικού.

    


     


    Οι μέθοδοι ονοματικής σχεδίασης λύνουν το πρόβλημα Π1 με διάφορους τρόπους, ενώ η αναλυτική λύση στο πρόβλημα Π2 απαιτεί μεθόδους στιβαρής σχεδίασης οι οποίες θα παρουσιαστούν στο επόμενο κεφάλαιο.


    Για να κατανοηθούν καλύτερα οι δυσκολίες οι οποίες υπάρχουν, έστω το πρόβλημα της ονομαστικής σχεδίασης στην «κλασική» του τοποθέτηση, χρησιμοποιώντας τη διάταξη του Σχ. 5.1.
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    Σχήμα 5.1 Τυπικό δομικό διάγραμμα παρακολούθησης.


    Θυμίζω τις διαστάσεις των βασικών πινάκων του χώρου κατάστασης από όπου προκύπτουν και οι διαστάσεις των σημάτων: Α (n´n), Β (n´r), C (m´n), D (m´r). Επομένως ο G(s) είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=[C(sI−A)−1B+D]

          

          	
            (5.1)

          
        

      


    


    είναι m´r.


    Λόγω του στόχου (Σ2), χρειάζεται να βρω τις εξισώσεις οι οποίες συνδέουν τα e, u με τα r, di, do, n. Χρησιμοποιώντας το δομικό διάγραμμα βρίσκω:


    e=r−y=r−(do+Gu)=r−do−G(di+Ken)=r−do−Gdi−GK(r−yn)=


    =r−do−Gdi−GK(r−n−y)=r−do−Gdi−GK(r−n+e−r)=


    
      
        
          	
             

          

          	
            Þe=r−do−Gdi+GKn−GKe

          

          	
            (5.2)

          
        

      


    


    Þ(Im+GK)e=r−Gdi−do+GKnÞ


    
      
        
          	
             

          

          	
            e=(Im+GK)−1[r−Gdi−do+GKn]

          

          	
            (5.3)

          
        

      


    


    ενώ,


    u=Ken=K(r−yn)=Kr−K(n+Gu+do)


    Þu=Kr−Kn−KGuK−KGdi−Kdo


    (Ir+KG)u=Kr−Kn−KGdi−KdoÞu=(Ir+KG)−1(Kr−Kdo−KGdi−Kn)


    
      
        
          	
             

          

          	
            Þu=(Ir+KG)−1Kr−(Ir+KG)−1Kdo−(Ir+KG)−1KGdi−(Ir+KG)−1Kn

          

          	
            (5.4)

          
        

      


    


    Επίσης, αφού ud=u+di,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ud=(Ir+KG)−1Kr−(Ir+KG)−1Kdo+(Ir+KG)−1di−(Ir+KG)−1Kn

          

          	
            (5.5)

          
        

      


    


    Σημείωση: κατά τη διαδικασία εύρεσης των (5.3), (5.5) υπέθεσα ότι οι πίνακες (I+GΚ) και (I+KG) είναι αντιστρέψιμοι. Επίσης παρατηρείστε ότι γενικώς GΚ¹KG, παρά μόνον αν το σύστημα είναι τετραγωνικό. Γι’ αυτό στις (5.3), (5.5) ο μοναδιαίος πίνακας Ι δεικτοδοτείται από τη διάστασή του.


    Οι (5.3), (5.5) μπορούν ν’ απλοποιηθούν με τον ορισμό των παρακάτω εννοιών:


    Li(s)=K(s)G(s): συνάρτηση βρόχου εισόδου


    Lo(s)=G(s)K(s): συνάρτηση βρόχου (εξόδου)


    Si(s)=[Ir+K(s)G(s)]−1=[Ιr+Li(s)]−1: συνάρτηση ευαισθησίας εισόδου


    Τi(s)=Ir−Si(s): συμπληρωματική συνάρτηση ευαισθησίας εισόδου


    So(s)=[Im+G(s)K(s)]−1=[Ιm+Lο(s)]−1: συνάρτηση ευαισθησίας (εξόδου)


    Τo(s)=Im−So(s): συμπληρωματική συνάρτηση ευαισθησίας (εξόδου)


    Επίσης ας σημειωθεί ότι,


    To=−(Im+Lo)−1+ImÞ(Im+Lo)To=−Im+Im+Lo=Lo


    ÞTo=(Im+Lo)−1Lo=SoLo=[Im+G(s)K(s)]−1G(s)K(s)


    Ο όρος συνάρτηση ευαισθησίας προέρχεται από την εξής ιδέα: η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος του Σχ. 5.2 είναι T=(Ι+KG)−1KG.


     


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.2 Τυπικό δομικό διάγραμμα.


    Ένας τρόπος να οριστεί το πόσο ευαίσθητη είναι η T σε μεταβολές στο G, είναι να υπολογιστεί ο οριακός λόγος μιας σχετικής μεταβολής του T (δηλ. ΔT/T) ως προς μια σχετική μεταβολή του G (δηλ. ΔG/G). Μεταχειριζόμενος την G ως μεταβλητή και την T ως συνάρτηση, έχω:


    [image: ]


    Το δεξιό μέλος της ανωτέρω έκφρασης εύκολα (;) βρίσκεται ότι ισούται με So. Επομένως η So εκφράζει την ευαισθησία της συνάρτησης μεταφοράς κλειστού βρόχου T σε οριακές μεταβολές στην G.


    Τέλος η ποσότητα [image: ] καλείται και διαφορά επιστροφής (return difference).


    Με τους ορισμούς αυτούς οι (5.3), (5.5) γίνονται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            e =Sor−Sodo−SoGdi+Ton

          

          	
            (5.6)

          
        


        
          	
             

          

          	
            ud=SiKr−SiKdo+Sidi−SiKn

          

          	
            (5.7)

          
        


        
          	

          	

          	

          	
        

      


    


    Οι (5.6), (5.7) παρουσιάζονται σχηματικά στα διαγράμματα του Σχ. 5.3.


     


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          [image: ]

        
      

    



    Σχήμα 5.3 Διαγράμματα επιρροής u και e.


    Σε κάποιες περιπτώσεις είναι πιθανόν να απαιτούνται οι συναρτήσεις μεταφοράς άλλων σημάτων. Αυτές προκύπτουν εύκολα από τις βασικές. Για παράδειγμα, αν χρειάζεται η απόκριση της yG, από την,


    
      
        
          	
             

          

          	
            e=r−do−Gdi+GKn−GKe

          

          	
            (5.2)

          
        

      


    


    Þr−y=r−do−Gdi+GKn−GK(r−y)


    Þ−yG−do=−do−Gdi+GKn−GK(r−yG−do)


    Þ−yG−GKyG=−Gdi+GKn−GK(r−do)


    Þ−[Im+GK]yG=−Gdi+GKn−GKr+GKdo


    ÞyG=[Im+GK]−1Gdi−[Im+GK]−1GKn+[Im+GK]−1GKr−[Im+GK]−1GKdo


    
      
        
          	
             

          

          	
            ÞyG=SoGdi−Ton+Tor−Todo

          

          	
            (5.8)

          
        

      


    


    Επίσης,


    y=yG+do=SoGdi−Ton+Tor−Todo+do


    
      
        
          	
             

          

          	
            Þy=SoGdi−Ton+Tor+Sodo

          

          	
            (5.9)

          
        

      


    


    Η (5.9) είναι χρήσιμη όταν rº0, δηλαδή σε προβλήματα ρύθμισης.


     


    Ας δούμε τώρα ξεχωριστά τις απαιτήσεις Σ1 και Σ2.


    Καταρχάς η απαίτηση Σ1 οδηγεί στο ότι όλες οι συναρτήσεις μεταφοράς οι οποίες εμφανίζονται στο Σχ. 5.3 να είναι ευσταθείς, δηλαδή να έχουν πόλους στο αριστερό ημιεπίπεδο.


    Επιπλέον, η απαίτηση Σ1 σε συνδυασμό με τις Π1, Π2 οδηγούν στην ύπαρξη επαρκών περιθωρίων ευστάθειας.


    Η Σ2 απαιτεί τα μεγέθη των e, u να είναι «μικρά», δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ║e║<γ1, ║u║<γ2

          

          	
            (5.10)

          
        

      


    


    για κάποια κατάλληλη νόρμα και προδιαγεγραμμένα γ1, γ2. Προφανώς για να έχει νόημα το πρόβλημα αυτό όλοι οι είσοδοι στις (5.6), (5.7) πρέπει να είναι φραγμένοι.


    Επιπλέον, λόγω της Σ1, το σύστημα πρέπει να είναι ευσταθές.


     


    Θα είναι χρήσιμο στη συνέχεια να εξαχθεί η συνολική συνάρτηση μεταφοράς εισόδων-εξόδων του συστήματος του Σχ. 5.1. Αν,


    [image: ]


    τότε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.11)

          
        

      


    


    5.1.1 Εγγενείς περιορισμοί στη σχεδίαση


     


    Όπως φαίνεται από τις (5.6), (5.7), για να επιτευχθεί ο στόχος θα πρέπει να είναι δυνατόν να βρεθεί ένας κατάλληλος ελεγκτής K. Οι ιδιότητες του ελεγκτή αυτού πρέπει να είναι τέτοιες οι οποίες να καθιστούν και τα δύο αθροίσματα «μικρά». Για να είναι τα αθροίσματα μικρά, θα πρέπει ο συντελεστής κάθε όρου να μπορεί να «μικρύνει» κατά βούληση. Από την (5.6) αυτό σημαίνει:


     


     


     


    
      
        
          	
             

          

          	
            αιτία

          

          	
            μέγεθος

          

          	
             

          
        


        
          	
            So= (I+GK)−1

          

          	
            παρακολούθηση / διαταραχή στην έξοδο της εγκατάστασης

          

          	
            μικρό

          

          	
            (5.12)

          
        


        
          	
            SoG= (I+GK)−1G

          

          	
            διαταραχή στην είσοδο της εγκατάστασης

          

          	
            μικρό

          

          	
            (5.13)

          
        


        
          	
            To= (I+GK)−1GK

          

          	
            θόρυβος

          

          	
            μικρό

          

          	
            (5.14)

          
        

      


    


     


    Παράλληλα από την (5.7) προκύπτει:


     


    
      
        
          	
            Για μικρό έλεγχο:

          

          	
            αιτία

          

          	
            μέγεθος

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            SiK= (I+KG)−1K

          

          	
            παρακολούθηση / διαταραχή στην έξοδο της εγκατάστασης / θόρυβος

          

          	
            μικρό

          

          	
            (5.15)

          
        


        
          	
             

          

          	
            Si= (I+KG)−1

          

          	
            διαταραχή στην είσοδο της εγκατάστασης

          

          	
            μικρό

          

          	
            (5.16)

          
        

      


    


     


    Για να προχωρήσω την ανάλυση πρέπει να επιλέξω μία νόρμα με την οποία θα χαρακτηρίζεται το μέγεθος των διαφόρων πινάκων οι οποίοι εμφανίζονται, έστω η φασματική [image: ](.).


    Κοιτώντας τις (5.12)−(5.14) παρατηρώ τα εξής:


     


    ·         (Σ1) Αν το μέγεθος της συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου So=[I+GK]−1 είναι μικρό, τότε οι (5.12), (5.13) μπορούν να τιθασευτούν. Μεταφραζόμενο σε όρους νορμών αυτό σημαίνει [image: ](So) μικρό.


    ·         (Σ2) Η (5.14) απαιτεί To μικρό, δηλαδή [image: ](Τo) μικρό, το οποίο αντιφάσκει με το (Σ1) αφού λόγω της τριγωνικής ανισότητας των νορμών ║To+So║≤║To║+║So║ Þ1≤║To║+║So║· οπότε στην καλύτερη περίπτωση ║To║+║So║=1.


     


    Η αντίφαση αυτή μπορεί να υπερπηδηθεί μόνον αν ληφθεί υπόψη και η συχνότητα των σημάτων θορύβου και διαταραχών. Αν σε ένα σύστημα οι συχνότητες αυτές απέχουν μεταξύ τους, τότε ίσως είναι εφικτό να βρεθεί ένας Κ ο οποίος να καθιστά την So μεγάλη στις συχνότητες των διαταραχών και μικρή στις συχνότητες του θορύβου. Για καλή μας τύχη, στα περισσότερα φυσικά συστήματα, ο θόρυβος των αισθητήρων υφίσταται σε υψηλές συχνότητες (λόγω π.χ. των θερμικών μεταβολών στα κυκλώματα τους), ενώ οι διαταραχές και οι εντολές είναι σήματα χαμηλών συχνοτήτων. Εν πάση περιπτώσει είναι φανερή μία εγγενής αδυναμία των συστημάτων ανατροφοδότησης:


     


    
      Είναι αδύνατον να απορριφθούν ταυτόχρονα θόρυβος και διαταραχές, τα οποία έχουν ενέργεια στις ίδιες ζώνες συχνοτήτων.

    


     


    Από τις (5.15)-(5.16) τώρα συμπεραίνεται ότι,


     


    ·         (Σ3) Αν η SiK=(I+KG)−1K είναι μικρή, ικανοποιούνται οι (5.15), (5.16). Για να συμβεί αυτό μπορεί ν’ αποδειχθεί (Maciejowski 1977, 84) ότι,


    [image: ]


    Αυτό είναι δυνατό μόνον αν [image: ] ή [image: ].


    Από τις (Σ1)-(Σ3) καταλήγω λοιπόν στις εξής απαιτήσεις ως προς τις φασματικές νόρμες των κατάλληλων συναρτήσεων:


     


    
      
        
          	
            μικρό σφάλμα (παρακολούθηση, διαταραχές)

          

          	
            [image: ](So) μικρό για ω<ω1

          

          	
            (5.17)

          
        


        
          	
            μικρό σφάλμα (θόρυβος)

          

          	
            [image: ](Τo) μικρό για ω>ω2 (>ω1)

          

          	
            (5.18)

          
        


        
          	
            μικρός έλεγχος (παρακολούθηση, διαταραχές, θόρυβος)

          

          	
            [image: ](Κ) μικρό όπου [image: ](G) όχι >>1

          

          	
            (5.19)

          
        

      


    


     


    Οι (5.17)-(5.19) μπορούν να απλουστευθούν περαιτέρω σε μια προσπάθεια να διατυπωθούν συναρτήσει του ευθέος βρόχου Lo(s)=G(s)K(s). Πράγματι, μπορεί ν’ αποδειχθεί (Maciejowski 1997, 87-91) ότι οι (5.17)-(5.19) μετατρέπονται προσεγγιστικά στις:


     


    
      
        
          	
            Προδιαγραφή σχεδίασης

          

          	
            Απαίτηση στον ανοικτό βρόχο

          

          	
            περιοχή συχνοτήτων

          

          	
             

          
        


        
          	
            μικρό σφάλμα (θόρυβος)

          

          	
            [image: ](Lo) << 1

          

          	
            υψηλές: ω>ω1

          

          	
            (5.20)

          
        


        
          	
            μικρό σφάλμα (παρακολούθηση, διαταραχές)

          

          	
            σ(Lo) >> 1

          

          	
            χαμηλές: ω<ω2 (<ω1)

          

          	
            (5.21)

          
        


        
          	
            μικρός έλεγχος (παρακολούθηση, διαταραχές)

          

          	
            [image: ](Κ)<<1

          

          	
            ω, όπου [image: ](G) όχι >>1

          

          	
            (5.22)

          
        

      


    


     


    Η ιδανική μορφή της Lo (ακριβέστερα: της μέγιστης και ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής της) φαίνεται στο Σχ. 5.4.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.4 Ιδανικό διάγραμμα ιδιόμορφης τιμής πίνακα συνάρτησης μεταφοράς ευθέος βρόχου.


    Ακολουθούν δύο παραδείγματα τα οποία θα βοηθήσουν στην κατανόηση των εννοιών αυτών.


    Παράδειγμα 5.5 (μίας εισόδου-μίας εξόδου). Έστω το σύστημα του Σχ. 5.5, με,


    [image: ]


    Το διάγραμμα Bode του ευθέος βρόχου KG (1) δίνει πληροφορία για το περιθώριο ενίσχυσης και φάσης, Σχ. 5.6.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.5 Διάγραμμα παρακολούθησης.


    [image: ]


    Σχήμα 5.6 Διαγράμματα μέτρου και φάσης ευθέος βρόχου.


    Στο Σχ. 5.6 φαίνεται ότι το περιθώριο ενίσχυσης είναι 12dB, το οποίο σημαίνει ότι η ενίσχυση στον ευθύ βρόχο μπορεί να αυξηθεί μέχρι 4 φορές χωρίς το σύστημα να αποσταθεροποιηθεί. Ο γεωμετρικός τόπος ριζών (Σχ. 5.7), μέσω της εντολής rlocfind του MATLAB, επιβεβαιώνει ότι Κ=6 (=4×1,5) είναι η οριακή ενίσχυση, οι δε χρονικές αποκρίσεις βαθμίδας του Σχ. 5.8 δείχνουν ότι για Κ<6 το σύστημα είναι ευσταθές.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.7 Γεωμετρικός τόπος ριζών.


    [image: ]


    Σχήμα 5.8 Αποκρίσεις βαθμίδας για διάφορες τιμές της απολαβής Κ.


    [image: ]


    Σχήμα 5.9 Διαγράμματα Bode κλειστού συστήματος.


    Στο Σχ. 5.9 φαίνεται το διάγραμμα μέτρου και το εύρος ζώνης του κλειστού συστήματος, το οποίο είναι περίπου ωb = 1 rad/sec. Αυτό σημαίνει ότι το σύστημα θα εξαστενεί σήματα θορύβου με συχνότητα ωn>1 rad/sec. Στα Σχ. 5.10, 5.11 επαληθεύεται η πρόβλεψη αυτή για τις συχνότητες 0,6 και 10 rad/sec αντίστοιχα. Επίσης στα Σχ. 5.12, 5.13 φαίνονται οι αντίστοιχες αποκρίσεις για είσοδο διαταραχών.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.10 Απόκριση βαθμίδας υπό καθεστώς θορύβου 0,6 rad/sec.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.11 Απόκριση βαθμίδας υπό καθεστώς θορύβου 10 rad/sec.


    [image: ]


    Σχήμα 5.12 Απόκριση βαθμίδας υπό καθεστώς διαταραχών 0,1 rad/sec.


    [image: ]


    Σχήμα 5.13 Απόκριση βαθμίδας υπό καθεστώς διαταραχών 10 rad/sec.


    Παράδειγμα 5.6 Έστω ένα γραμμικοποιημένο πρότυπο της κάθετης δυναμικής ενός αεριωθούμενου αεροσκάφους (Hung 1982):


    [image: ]


    όπου,


    
      
        	
          r:

        

        	
          ύψος

        

        	
          φ1:

        

        	
          γωνία ανασχετικού πτερυγίου (spoiler)

        
      


      
        	
          vf :

        

        	
          πρόστια ταχύτητα

        

        	
          φ2:

        

        	
          γωνία πτερυγίου ανόδου-καθόδου

        
      


      
        	
          θ:

        

        	
          γωνία πρόνευσης

        

        	
          T:

        

        	
          πρόστια επιτάχυνση

        
      


      
        	
          vv:

        

        	
          κάθετη ταχύτητα

        

        	
           

        

        	
           

        
      

    



     


    Θέτοντας,


    [image: ]


    το σύστημα γίνεται,


    [image: ]=Ax+Bu


    y=Cx+Du


    με,


    [image: ]


    [image: ]


    Έστω ελεγκτής με πίνακα συνάρτησης μεταφοράς,


    [image: ]


    όπου K(s)=ΚC(sI−ΚΑ)−1ΚΒ+ΚD με,


    [image: ], [image: ]


    [image: ], [image: ]


    Ο ελεγκτής αυτός έχει προκύψει μέσω της σχεδιαστικής μεθόδου της διαγώνιας υπεροχής (diagonal dominance) (Maciejowski 1997, 189-203).


    Το συνολικό σύστημα είναι στη διάταξη του Σχ. 5.14.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.14 Σύστημα ελέγχου αεροσκάφους.


    Ας δούμε τώρα τις προβλέψεις των (5.17)-(5.19) και κατά πόσον αυτές επαληθεύονται.


     


    ·         Βασικός παράγοντας για το μέγεθος του σφάλματος είναι η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή της συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου So. Το γράφημα της φαίνεται στο Σχ. 5.15.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.15 Διάγραμμα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου So .


    Όπως φαίνεται, η τιμή της είναι χαμηλή στις χαμηλές συχνότητες και περίπου 0 στις υψηλές. Αυτό σημαίνει ότι η απόκριση του σφάλματος σε είσοδο αναφοράς, διαταραχές και θόρυβο θα είναι ικανοποιητική. Τα Σχ. 5.16-5.20 επαληθεύουν την πρόβλεψη αυτή. Ειδικότερα, στο Σχ. 5.16 φαίνεται το σφάλμα σε είσοδο αναφοράς βαθμίδας και για τις τρεις εισόδους να μηδενίζεται. Στα Σχ. 5.17-5.18 φαίνεται η επίδραση διαταραχών βαθμίδας εισόδου και εξόδου οι οποίες επίσης μηδενίζονται. Τέλος στα Σχ. 5.19-5.20 φαίνεται η επίδραση αρμονικού θορύβου διαφορετικών συχνοτήτων. Όπως φαίνεται ο θόρυβος χαμηλής συχνότητας επηρεάζει πολύ περισσότερο το σφάλμα από ότι ο θόρυβος υψηλής συχνότητας ο οποίος αποκόπτεται επιτυχώς.


    Τα ίδια συμπεράσματα προκύπτουν και από την εξέταση του Σχ. 5.21 όπου φαίνεται το διάγραμμα Bode της μέγιστης και ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής της συνάρτησης ευθέος βρόχου Lo (=GK). Οι Εξ. (5.20)-(5.22) μας λένε τι πρέπει να ισχύει και αυτό πράγματι επαληθεύεται, αφού,


    [image: ](GK)<<1 για ω>20 rad


    σ(GK)>>1 για ω<0,1 rad


    [image: ]


    Σχήμα 5.16 Απόκριση σφάλματος σε είσοδο αναφοράς r = [0,5 0,6 0,4]T.


    [image: ]


    Σχήμα 5.17 Απόκριση σφάλματος σε διαταραχή εξόδου do = [0,25 0,3 0,2]T.


    [image: ]


    Σχήμα 5.18 Απόκριση σφάλματος σε διαταραχή εισόδου di = [0,25 0,3 0,2]T.


    [image: ]


    Σχήμα 5.19 Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο n1 = 0,2´[ημ(100t) ημ(50t) ημ(200t)]T.


    [image: ]


    Σχήμα 5.20 Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο n2 = 0,2´[ημ(10t) ημ(5t) ημ(20t)]T.


    [image: ]


    Σχήμα 5.21 Διάγραμμα μέγιστης / ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής συνάρτησης ευθέος βρόχου Lo=GK.


    ·         Βασικός παράγοντας για το μέγεθος του ελέγχου είναι η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή της συνάρτησης SiK. Το γράφημα της φαίνεται στο Σχ. 5.22. Από ότι φαίνεται τα πράγματα δεν είναι ευοίωνα για την επίδραση του θορύβου στον έλεγχο καθώς η τιμή στις ψηλές συχνότητες είναι αρκετά μεγάλη. Οι ίδιες προβλέψεις προκύπτουν και από την εξέταση του Σχ. 5.23 όπου φαίνονται τα διαγράμματα Bode των [image: ](Κ) και [image: ](P). Είναι φανερό ότι η προϋπόθεση της (5.22) δεν ικανοποιείται. Τα Σχ. (5.24)-(5.26) επαληθεύουν την ανάλυση καθώς ο έλεγχος είναι μικρός εξαιτίας του σήματος αναφοράς και της διαταραχής εισόδου αλλά απαγορευτικά μεγάλος λόγω του θορύβου μετρήσεων.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.22 Διάγραμμα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής του SiK.


    [image: ]


    Σχήμα 5.23 Διάγραμμα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής των G, K.


    [image: ]


    Σχήμα 5.24 Απόκριση σήματος ελέγχου σε είσοδο αναφοράς r(t) = [0,5 0,6 0,4]T .


    [image: ]


    Σχήμα 5.25 Απόκριση σήματος ελέγχου σε διαταραχή εισόδου di(t) = [0,25 0,3 0,2]T.


    [image: ]


    Σχήμα 5.26 Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο n1(t) = 0,2´[ημ(100t) ημ(50t) ημ(200t)]T.


    Το παράδειγμα αυτό καταδεικνύει τη δυσκολία σύνθεσης ενός ελεγκτή ο οποίος να ικανοποιεί έστω και τις απαιτήσεις της ονομαστικής σχεδίασης. Να σημειωθεί ότι στη σχεδίαση αυτή δεν έχουν εξεταστεί θέματα περιθωρίων ευστάθειας. Στη συνέχεια θα δείξω πως μπορούν να λυθούν τα προβλήματα αυτά μέσω μιας διαφορετικής προσέγγισης.


    Κώδικας MATLAB.


    5.1.2 Το σταθμισμένο σύστημα


     


    Στην αρχή του κεφαλαίου υπέθεσα ότι τα εμπλεκόμενα σήματα εισόδου-εξόδου είναι «μικρά», μετρούμενα με κάποια κατάλληλη νόρμα. Βέβαια η υπόθεση αυτή δεν είναι δυνατόν να ισχύει για αυθαίρετα συστήματα. Ο τρόπος με τον οποίο επιτυγχάνεται η ισχύς της παραδοχής αυτής για οποιοδήποτε σύστημα είναι με τη χρήση πινάκων συναρτήσεων βαρών. Έτσι, το τυπικό δομικό διάγραμμα του Σχ. 5.1 μετασχηματίζεται στο ισοδύναμό του Σχ. 5.27.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.27 Κλασικό διάγραμμα συστήματος παρακολούθησης (σταθμισμένο).


     


    Στο σταθμισμένο αυτό σύστημα θεωρείται ότι για τα σήματα εισόδου,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ║r║2, ║n║2,║di║2,║do║2 <1

          

          	
            (5.23)

          
        

      


    


    ενώ οι πίνακες βαρών,


    
      
        
          	
             

          

          	
            Wr(s), Wn(s), Wdi(s), Wdo(s), We(s), Wu(s) ÎRH2

          

          	
            (5.24)

          
        

      


    


    με στοιχεία δηλαδή τα οποία είναι συναρτήσεις μεταφοράς πρέπουσες, ρητές και ευσταθείς (χωρίς μηδενικά στον φανταστικό άξονα).


    Οι πίνακες βαρών είναι συνήθως διαγώνιοι πίνακες, των οποίων τα διαγώνια στοιχεία είναι μονοδιάστατες συναρτήσεις μεταφοράς, οι οποίες επιλέγονται έτσι ώστε να αντικατοπτρίζουν τη γνώση για τη φύση των διαταραχών ή του θορύβου και των σχεδιαστικών στόχων. Για παράδειγμα, οι Wdi, Wdo ορίζονται για να εκφράσουν κατάλληλα την περιοχή συχνοτήτων στην οποία δρουν οι διαταραχές ή το φάσμα ισχύος τους. Η Wdo μπορεί να χρησιμεύσει για να ορίσει τις συχνότητες του θορύβου μετρήσεων, ενώ η We μπορεί να μορφοποιήσει το σχήμα κάποιων σημαντικών συναρτήσεων μεταφοράς του συστήματος, όπως για παράδειγμα, της συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου. Αντίστοιχα η Wu εκφράζει τυχόν περιορισμούς στο μέγεθος του σήματος ελέγχου, ενώ τέλος η Wrμπορεί, προαιρετικά να μορφοποιήσει την είσοδο αναφοράς.


    Οι συναρτήσεις μορφοποίησης συναρτήσεων μεταφοράς είναι μία καινούργια έννοια και ένα καινούργιο εργαλείο. Στην ουσία θα φανεί ότι είναι το μόνο εργαλείο στα χέρια του σχεδιαστή του συστήματος, αφού όλα τα άλλα είναι δεδομένα. Δεν θα ήταν λοιπόν υπερβολή αν θα έλεγα ότι η επιλογή των συναρτήσεων βαρών είναι το πιο σημαντικό βήμα στη σχεδίαση του συστήματος. Το ερώτημα βέβαια το οποίο προκύπτει πλέον είναι ποια πρέπει να είναι η ακριβής μορφή αυτών των συναρτήσεων. Στα συναφή κεφάλαια θα γίνει πιο λεπτομερής αναφορά στους πίνακες βαρών και μέσω παραδειγμάτων θα προσπαθήσω να φωτίσω το σημαντικό αυτό σημείο.


    Οι εξισώσεις οι οποίες διέπουν την απόδοση του συστήματος του Σχ. 5.27, προκύπτουν παρόμοια με αυτές των Εξ. (5.6), (5.7), (5.9) αντικαθιστώντας τα σήματα με τα σταθμισμένα ανάλογα τους:


    
      
        
          	
             

          

          	
            ew=WeSoWrr−WeSoWdodo−WeSoGWdidi+WeToWnn

          

          	
            (5.25)

          
        


        
          	
             

          

          	
            uw=WuKSoWrr−WuKSoWdodo−WuTiWdidi−WuKSoWnn

          

          	
            (5.26)

          
        


        
          	
             

          

          	
            yw=WeSoWdodo+WeSoGWdidi+WeToWrr−WeToWnn

          

          	
            (5.27)

          
        


        
          	

          	

          	

          	
        

      


    


    Παρατηρείστε ότι στην (5.26) χρησιμοποιείται η έξοδος του ελεγκτή u ως σήμα ενδιαφέροντος καθώς αυτή πρέπει να διατηρηθεί «μικρή» και όχι η ud. Επίσης η (5.27) είναι ισοδύναμη της (5.26), όταν rº0, δηλαδή σε προβλήματα ρύθμισης.


    Οι σχέσεις (5.25)-(5.27) μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τη σχεδίαση του ελεγκτή Κ αφού δείχνουν ότι για να ισχύει,


    ║uw║2 <1


    πρέπει οι [image: ] να είναι μικρότερες της μονάδας. Αντίστοιχες σχέσεις προκύπτουν και για την απαίτηση ║yw║2<1. Ο τρόπος με τον οποίο οι σχέσεις αυτές μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να βρεθεί ένας ελεγκτής Κ ο οποίος να τις ικανοποιεί και παράλληλα καθιστά το συνολικό σύστημα εσωτερικά ευσταθές, θα περιγραφούν στη συνέχεια.


    5.2 Ανατροφοδότηση κατάστασης/τοποθέτηση πόλων


     


    Η σχεδιαστική μέθοδος της ανατροφοδότησης κατάστασης είναι από τις πρώτες μεθόδους οι οποίες χρησιμοποιήθηκαν για την κατασκευή πολυμεταβλητών συστημάτων ελέγχου. Στοχεύει στην αλλαγή της δυναμικής του συστήματος, μετακινώντας τους πόλους του κλειστού συστήματος σε αυθαίρετες θέσεις, μέσω μίας γραμμικής ανατροφοδότησης της κατάστασης του συστήματος.


    Το βασικό προτέρημα της μεθόδου αυτής είναι ότι μπορεί να σταθεροποιήσει ασταθή συστήματα (υπό κάποιες προϋποθέσεις) και έτσι να ικανοποιηθεί η βασική απαίτηση ενός καλοσχεδιασμένου συστήματος ελέγχου. Πέραν όμως απ’ αυτό, δεδομένου ότι η θέση των πόλων διαμορφώνει εν πολλοίς τη μεταβατική απόκριση του συστήματος (Εξ. 4.13), η τοποθέτηση των πόλων μπορεί να ικανοποιήσει και άλλες απαιτήσεις.


     


    Τα συστήματα ελέγχου μπορούν να διαιρεθούν σε δύο ευρείες κατηγορίες: ρύθμισης και παρακολούθησης. Τα συστήματα αυτόματης ρύθμισης ή ρυθμιστές προσπαθούν να διατηρήσουν το σύστημα στην κατάσταση ισορροπίας υπό την επήρεια διαταραχών. Παραδείγματα περιλαμβάνουν τα συστήματα ρύθμισης θερμοκρασίας, διατήρησης σταθερού υψομέτρου δορυφόρων, ρύθμισης τάσης κ.λπ. Κατά τη σχεδίαση των συστημάτων αυτών πρωταρχικό ρόλο παίζει η μεταβατική απόκριση.


    Στα συστήματα παρακολούθησης η έξοδος πρέπει να ακολουθεί επακριβώς μία μη μηδενική σταθερά είσοδο ή ακόμη και αργά μεταβαλλόμενη. Παραδείγματα αυτού του τύπου περιλαμβάνουν αυτόματους πιλότους αεροσκαφών ή πλοίων.


    Και στις δύο περιπτώσεις ο έλεγχος θα είναι μία σταθερή, γραμμική συνάρτηση των καταστάσεων, δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            u(t)=−Kx(t)

          

          	
            (5.28)

          
        

      


    


    Στη συνέχεια θα δείξω τη λύση στο πρόβλημα της ρύθμισης και στη συνέχεια τη λύση στο πρόβλημα της παρακολούθησης.


    5.2.1 Ρύθμιση


     


    Το δομικό διάγραμμα του προβλήματος απεικονίζεται στο Σχ. 5.28. Στη διάταξη αυτή γίνεται η όχι και τόσο ρεαλιστική υπόθεση ότι όλες οι καταστάσεις είναι μετρήσιμες (στη συνέχεια θα χαλαρώσω αυτήν την απαίτηση). H εξίσωση του είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.29)

          
        

      


    


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.28 Γραμμικός ρυθμιστής.


    Το ακόλουθο θεώρημα μας δίνει το εργαλείο για την εύρεση του (σταθερού) πίνακα Κ.


    Θεώρημα 5.1 (Wonham 1968) Αν το ζευγάρι (Α, Β) είναι ελέγξιμο, μπορεί να βρεθεί πίνακας Κ, τέτοιος ώστε οι ιδιοτιμές του πίνακα [image: ] να τοποθετηθούν σε οποιαδήποτε (ευσταθή) θέση.


    Το θεώρημα αυτό μας εξασφαλίζει την τοποθέτηση των ιδιοτιμών σε οποιαδήποτε θέση αλλά δεν απαντά στο ερώτημα ποιά είναι η βέλτιστη θέση.


    Για τον υπολογισμό του πίνακα Κ έχουν προταθεί πολλοί αλγόριθμοι. Θα παρουσιάσω στη συνέχεια έναν απλό (Barnett 1975, 113), αφού ούτως ή άλλως το MATLAB προσφέρει μία πολύ αποτελεσματική ρουτίνα.


    Έστω λ1, …, λn οι διακεκριμένες ιδιοτιμές του Α, w1, …, wn τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.30)

          
        

      


    


    και μ1, …, μn οι επιθυμητές διακεκριμένες ιδιοτιμές του [image: ]. Τότε ένας κατάλληλος πίνακας δίνεται από τις σχέσεις:


    Κ=fgW−1


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.31)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.32)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.33)

          
        

      


    


    και f είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσμα τέτοιο ώστε όλα τα βi¹0.


    Παράδειγμα 5.7 Έστω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.34)

          
        

      


    


    και μ1=−3, μ2=−4.


    Οι ιδιοτιμές του Α είναι λ1=−1, λ2=−2. Επίσης,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.35)

          
        

      


    


    Άρα, α1=6, α2=−2 και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.36)

          
        

      


    


    Μία εφικτή επιλογή για τα fi είναι f1=1, f2=−1, η οποία δίνει τελικά β1=3, β2=−2, g1=2, g2=1 και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.37)

          
        

      


    


    Όπως φάνηκε και από το παράδειγμα, η επιλογή του Κ δεν είναι μοναδική. Αυτό είναι προφανές αφού υπάρχουν n2 στοιχεία του Κ για να επιλεγούν n ιδιοτιμές.


    Η MATLAB υλοποιεί έναν στιβαρό αλγόριθμο (Kautsky et al. 1985) για τη λύση του προβλήματος μέσω της εντολής,


     


    
      K=place(A,B,p), η οποία υπολογίζει έναν πίνακα ανάδρασης κατάστασης K, τέτοιον ώστε οι ιδιοτιμές του A–BK να είναι αυτές οι οποίες ορίζονται στο διάνυσμα p.

    


     


    Η έννοια της στιβαρότητας σχετίζεται εδώ με την ελαχιστοποίηση της ευαισθησίας των ιδιοτιμών ως προς αλλαγές στα στοιχεία των εμπλεκομένων πινάκων. Αυτό επιτυγχάνεται χρησιμοποιώντας τους επιπλέον βαθμούς ελευθερίας οι οποίοι υπάρχουν στο πρόβλημα.


    5.2.2 Παρακολούθηση


     


    Έστω ξανά το γνωστό σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.38)

          
        

      


    


    Στο πρόβλημα της παρακολούθησης η επιθυμητή τελική θέση είναι [image: ]=xr≠0 (*). Το πρόβλημα αυτό μπορεί να ιδωθεί ως μία υποπερίπτωση του γενικότερου προβλήματος [image: ]=xr≠0 (αν J=I). Ο πίνακας J, διάστασης mj´n, επιλέγει τις μεταβλητές τις οποίες επιθυμούμε να παρακολουθήσουμε. Ο λόγος για τον οποίο εισάγεται ένας νέος πίνακας είναι ότι είναι δυνατό να παρακολουθούνται λιγότερες μεταβλητές απ’ αυτές οι οποίες παρατηρούνται, δηλαδή mj<m. Το πρόβλημα αυτό μπορεί να λυθεί παρόμοια με αυτό του ρυθμιστή αν εισάγω μία νέα μεταβλητή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.39)

          
        

      


    


    οπότε επαυξάνοντας την αρχική εξίσωση παίρνω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.40)

          
        

      


    


    Στη σταθερή κατάσταση, [image: ]οπότε,


    [image: ]


    και ορίζοντας νέες μεταβλητές,


    [image: ]


    καταλήγω στο σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.41)

          
        

      


    


    Κατάφερα να τροποποιήσω το πρόβλημα έτσι ώστε να τεθεί στη μορφή την οποία ξέρω να λύσω: ως ένα πρόβλημα ρύθμισης. Έτσι, βρίσκοντας έναν πίνακα ανάδρασης [image: ] για το σύστημα (5.41), καταλήγω στις εξής εξισώσεις:


    [image: ]


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.42)

          
        

      


    


    Με την τιμή αυτή για το σήμα ελέγχου u(t) το σύστημα (5.40) γίνεται,


    [image: ]


    Το δομικό διάγραμμα του συνολικού συστήματος φαίνεται στο Σχ. 5.29.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.29 Δομικό διάγραμμα για το πρόβλημα της παρακολούθησης.


    (Στο παραπάνω σχήμα έχει αντιστραφεί η φορά των προσήμων αντίστοιχα στα μπλοκ του xr και Κ2, έτσι η συνολική σειρά παραμένει αναλλοίωτη).


    Η διαδικασία αυτή είναι δυνατή εφόσον ισχύουν οι γνωστές προϋποθέσεις, δηλαδή να είναι το ζεύγος [image: ] ελέγξιμο. Το ακόλουθο θεώρημα μας δίνει τις συνθήκες για να συμβαίνει αυτό.


    Θεώρημα 5.2 Το ζεύγος [image: ] είναι ελέγξιμο αν και μόνον αν το ζεύγος (Α, Β) είναι ελέγξιμο και ο πίνακας,


    [image: ]


    είναι πλήρους τάξης ίσης προς τον αριθμό των σειρών (n + mj). Επειδή ο αριθμός των στηλών είναι (n + r) πρέπει r ³ mj, δηλαδή οι είσοδοι πρέπει να είναι τουλάχιστον όσες και οι καταστάσεις τις οποίες θέλουμε να παρακολουθηθούν.


    Τα χαρακτηριστικά της χρονικής απόκρισης εξαρτώνται από τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του συνολικού πίνακα κατάστασης,


    [image: ]


    Έτσι, επιθυμητά χαρακτηριστικά όπως υπερύψωση και ταχύτητα απόκρισης μπορούν να ικανοποιηθούν με την κατάλληλη επιλογή του πίνακα [image: ].


    5.2.3 Επιλογή της θέσης των πόλων


     


    Όπως τόνισα και στην εισαγωγή της ενότητας, ο προτεινόμενος τρόπος σχεδίασης τοποθετεί τους πόλους (ή ιδιοτιμές) του κλειστού συστήματος σε αυθαίρετη, επιθυμητή θέση, αλλά δεν δίνει καμιά οδηγία σχετικά με το ποια πρέπει να είναι αυτή η θέση. Στο σημείο αυτό θα δείξω μία απλή μέθοδο, και στη συνέχεια μέσω της θεωρίας του βέλτιστου τετραγωνικού ελεγκτή, θα δείξω μία πιο σύνθετη.


    Η απλή μέθοδος βασίζεται στην έννοια των κυρίαρχων πόλων και συνίσταται στην τοποθέτηση ενός ζεύγους συζυγών μιγαδικών πόλων σε θέση τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι προδιαγραφές της μεταβατικής απόκρισης, των δε υπολοίπων πόλων αριστερότερα. Με αυτό τον τρόπο οι αριστερότεροι πόλοι δεν επηρεάζουν σημαντικά τη συνολική μεταβατική απόκριση του συστήματος, το οποίο συμπεριφέρεται προσεγγιστικά ως ένα σύστημα δευτέρας τάξης. Λίγη προσοχή χρειάζεται στην επιλογή των απομακρυσμένων πόλων, γιατί όσο αριστερότερα είναι τόσο μεγαλύτερος έλεγχος χρειάζεται, καθώς το σύστημα καθίσταται ταχύτερο.


    Παράδειγμα 5.8 Έστω το υπόδειγμα του ελεγκτή πλάγιας πτήσης του αεροσκάφους Boeing 747 (βλέπε Παράρτημα, Εν. 8.6) με ζητούμενο «ο ελεγκτής να κάνει την πτήση άνετη». Έχει φανεί ότι αυτό επιτυγχάνεται αν οι φυσικές συχνότητες του συστήματος είναι <1 rad/s και ο λόγος απόσβεσης ζ >0,5.


    Λύση


    Καταρχάς πρέπει να ελεγχθεί η ισχύς του Θεωρήματος 5.2.


    Η εντολή ctrb(A,B) δίνει για τον πίνακα ελεγξιμότητας Γ,


    [image: ]


    ενώ η rank(Γ): 4. Επίσης ο,


    [image: ]


    έχει βαθμό 5, επομένως μπορώ να προχωρήσω στη σχεδίαση.


    Η eig(A) δίνει για τις ιδιοτιμές του Α: λ1,2=−0,03±0,95i, λ3=−0,56, λ4=−0,007.


    Τα αποτελέσματα αυτά δείχνουν ότι το σύστημα είναι ευσταθές (αφού οι ιδιοτιμές έχουν αρνητικά πραγματικά μέρη) αλλά οι τιμές του δεν ικανοποιούν τις προδιαγραφές.


    Ένα ζευγάρι πόλων το οποίο ικανοποιεί τις προδιαγραφές είναι το,


    [image: ]=−0,28±0,64i


    για ζ=0,77, ωn=0,37. Το άλλο ζευγάρι μπορεί να τοποθετηθεί μακρύτερα (περίπου 4 φορές) για να μην επηρεάζει:


    s3,4=−2,8±0,64i


    Τα αποτελέσματα για x(0)=[ 0 [image: ] 0 0] φαίνονται στο Σχ. 5.30 και είναι ικανοποιητικά.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.30 Έλεγχος πλάγιας πτήσης αεροσκάφους.


    5.2.4 Παρατηρητές κατάστασης


     


    Το διάνυσμα κατάστασης είναι σχεδόν πάντα μη μετρήσιμο στο σύνολο του. Άρα, μια πιο ρεαλιστική θεώρηση της εξίσωσης εξόδου είναι η,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y(t)=Cx(t), C¹I

          

          	
            (5.43)

          
        

      


    


    Στην περίπτωση αυτή είναι μεγάλης σημασίας η λεγόμενη,


    Αρχή διαχωρισμού: αν το διάνυσμα κατάστασης δεν είναι μετρήσιμο στο σύνολο του, τότε ως είσοδος στον μηχανισμό ελέγχου μπορεί να χρησιμοποιηθεί μία εκτίμηση [image: ] της κατάστασης, διαχωρίζοντας έτσι το συνολικό πρόβλημα σε δύο υποπροβλήματα: του ελέγχου και της εκτίμησης.


    Απόδειξη: στον (Davis 1977).


     


    Η διαδικασία αυτή φαίνεται στο Σχ. 5.31. Ο αλγόριθμος εκτίμησης καλείται παρατηρητής κατάστασης στην ορολογία των συστημάτων ελέγχου.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.31 Παρακολούθηση με παρατηρητή κατάστασης.


    Η εκτίμηση [image: ] θα ικανοποιεί και αυτή κάποια κατάλληλη διαφορική εξίσωση, έτσι το πρόβλημα το οποίο ανακύπτει είναι αν η εκτίμηση θα συγκλίνει προς την πραγματική κατάσταση. Μία προσέγγιση στο πρόβλημα είναι ο παρατηρητής να χρησιμοποιήσει τους γνωστούς πίνακες Α, Β για να μιμηθεί το ελεγχόμενο σύστημα. Έτσι, αν η εξίσωση του παρατηρητή είναι η,


    [image: ]


    η εξίσωση του σφάλματος εκτίμησης [image: ] είναι,


    [image: ]


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.44)

          
        

      


    


    Η εξίσωση αυτή δείχνει ότι το σφάλμα εκτίμησης θα τείνει στο μηδέν αν ο πίνακας Α είναι ευσταθής. Το πρόβλημα είναι ότι αφενός ο Α μπορεί να είναι ασταθής, αφετέρου, αν είναι ευσταθής, η σύγκλιση να επιτυγχάνεται με ρυθμό ο οποίος μπορεί να είναι ανεπαρκής. Και τα δύο προβλήματα λύνονται με τη χρήση ανατροφοδότησης και στον παρατηρητή μέσω ενός όρου διόρθωσης ως εξής:
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            (5.45)

          
        

      


    


    Έτσι, η εξίσωση του σφάλματος γίνεται,
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    Με το τέχνασμα αυτό ο πίνακας μετάβασης του σφάλματος γίνεται Α−LC, οι ιδιοτιμές του οποίου ρυθμίζονται μέσω του L. Η ρύθμιση αυτή είναι εφικτή αν το σύστημα είναι παρατηρήσιμο (Kwakernaak 1972, 334). Η εύρεση του L επιτυγχάνεται όπως και του Κ (είναι μάλιστα δυϊκό πρόβλημα), δηλαδή μέσω της,


     


    
      LΤ=place(AT,CT,q), η οποία υπολογίζει έναν πίνακα ανάδρασης κατάστασης LΤ τέτοιον ώστε οι ιδιοτιμές του AΤ–LΤCΤ να είναι αυτές οι οποίες ορίζονται στο διάνυσμα q.

    


     


    Προφανώς και εδώ ανακύπτει το ερώτημα, πού να τοποθετηθούν οι ιδιοτιμές. Εάν δεν υπάρχει κάποιος ιδιαίτερος λόγος περί του αντιθέτου, ένας προσεγγιστικός κανόνας υποδεικνύει να έχουν πραγματικά μέρη πενταπλάσια των αντίστοιχων ιδιοτιμών του παρατηρούμενου συστήματος (προσοχή: δηλαδή του Α−ΒΚ). Με τον τρόπο αυτό εξασφαλίζεται ότι ο παρατηρητής θα συγκλίνει πιο γρήγορα από ότι το σύστημα στη σταθερή του κατάσταση.


    Η συνολική εξίσωση του συστήματος βρίσκεται αν επαυξηθεί η εξίσωση κατάστασης με την εξίσωση του παρατηρητή, δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.46)

          
        

      


    


    Τώρα αν το πρόβλημα είναι ρύθμισης, τότε,


    u(t)=−K(t)[image: ](t)


    και αντικαθιστώντας στην (5.46) , παίρνω για το συνολικό κλειστό σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.47)

          
        

      


    


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.32 Ρύθμιση με παρατηρητή κατάστασης.


    Αν το πρόβλημα είναι παρακολούθησης, τότε ο έλεγχος είναι της μορφής της (5.42), δηλαδή,


    [image: ]


    και η (5.46) γίνεται,
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            (5.48)

          
        

      


    


    (παρατηρείστε ότι το p(t) χρησιμοποιεί πλέον την εκτιμώμενη κατάσταση [image: ]).


    Το σύστημα (5.48) είναι ένα σύστημα 2n+mj εξισώσεων και περιλαμβάνει την κατάσταση, τον παρατηρητή και τον παρακολουθητή.


    Οι απαραίτητες εξισώσεις για την υλοποίηση του ελεγκτή είναι οι (5.42), (5.45), ενώ το δομικό του διάγραμμα φαίνεται στο Σχ. 5.33.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.33 Παρακολούθηση με παρατηρητή κατάστασης.


    Ο προαναφερθείς παρατηρητής καλείται παρατηρητής πλήρους τάξης. Μία πιο «οικονομική» εκδοχή του παρατηρητή αυτού μπορεί να υλοποιηθεί αν εκτιμηθούν μόνο οι καταστάσεις οι οποίες δεν είναι παρατηρήσιμες.


    Παράδειγμα 5.9 Έστω πάλι το πρόβλημα του ελέγχου πλάγιας πτήσης του αεροσκάφους Boeing, το οποίο ανέλυσα στο Παρ. 5.8, αλλά αυτήν τη φορά ας υποθέσω ότι το διάνυσμα εξόδου (μέτρηση) είναι το,


    [image: ]


    Ας επιλέξω το διάνυσμα q ως,


    [image: ]


    δηλαδή οι πόλοι του παρατηρητή τοποθετούνται 4 φορές αριστερότερα των πόλων του συστήματος. Στο Σχ. 5.34 φαίνεται ότι το προκύπτον σύστημα έχει την ίδια συμπεριφορά με το προηγούμενο.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.34 Έλεγχος πλάγιας πτήσης αεροσκάφους με πλήρη παρατηρητή κατάστασης.


    5.2.5 Παρατηρητής μειωμένης τάξης


     


    Ο παρατηρητής μειωμένης τάξης στηρίζεται στο γεγονός ότι, αν η διάσταση του διανύσματος εξόδου y(t) είναι m (<n), δεν υπάρχει λόγος να εκτιμώνται περισσότερες από n−m καταστάσεις. Ο παρατηρητής ο οποίος προκύπτει καλείται παρατηρητής μειωμένης τάξης ή παρατηρητής Luenberger (Luenberger 1964). Η διαδικασία έχει ως ακολούθως.


    Καταρχάς ορίζεται ένας γραμμικός μετασχηματισμός της κατάστασης,


    [image: ]


    όπου ο Τ είναι κάποιος πίνακας τέτοιος ώστε ο [image: ] να έχει αντίστροφο και έστω αυτός [image: ].


    Αυτό θα είναι δυνατό αν βαθμός (C)=m. Συνδυάζοντας τα y, z:


    [image: ]


    Επομένως,


    [image: ]


    Για να εκτιμήσω το z χρειάζομαι τη διαφορική εξίσωση η οποία διέπει την εξέλιξη του. Προπολλαπλασιάζοντας την εξίσωση κατάστασης με τον Ε, παίρνω,


    [image: ]


    ή,


    [image: ]


    Έτσι, η διαφορική εξίσωση για το z είναι η,


    [image: ]


    Ένας παρατηρητής πλήρους τάξης για το z θα ήταν ο,


    [image: ]


    Δυστυχώς ο διορθωτικός όρος [image: ] ισούται με μηδέν, αφού,


    [image: ]


    Μία εναλλακτική επιλογή είναι ο διορθωτικός όρος να είναι συνάρτηση της παραγώγου του y,


    [image: ]


    Συγκλίνει ο παρατηρητής αυτός προς την πραγματική τιμή του z; Η εξίσωση σφάλματος είναι,


    [image: ]


    και το ερώτημα μπορεί να απαντηθεί θετικά αν ο πίνακας L μπορεί να σταθεροποιήσει την εξίσωση σφάλματος. Αποδεικνύεται ότι παρατηρησιμότητα του ζεύγους (C, A) συνεπάγεται και παρατηρησιμότητα του [image: ] (Luenberger 1964).


    Ορίζοντας,


    [image: ]


    καταλήγω στην τελική μορφή του παρατηρητή μειωμένης τάξης,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]


            [image: ]

          

          	
            (5.49)


            (5.50)

          
        

      


    


    με τους πίνακες να ορίζονται από τις σχέσεις,


    F=[image: ]–L[image: ], H=FL+[image: ]–L[image: ], G=[image: ]–L[image: ], N=P+ML


    Ο L σχεδιάζεται και εδώ όπως και στην περίπτωση του παρατηρητή πλήρους τάξης, δηλαδή με ιδιοτιμές οι οποίες έχουν πενταπλάσιο πραγματικό μέρος απ’ αυτές του Α−ΒΚ.


    Το συνολικό σύστημα κατάστασης-παρατηρητή είναι το εξής:
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            (5.51)

          
        

      


    


    Στο πρόβλημα ρύθμισης ο έλεγχος δίνεται από την,


    u(t)=−K[image: ](t)=−K(Mw(t)+Ny(t))=−KM)w(t)−KNCx(t)


    οπότε αντικαθιστώντας στην (5.51), παίρνω την εξίσωση του κλειστού συστήματος,
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            (5.52)

          
        

      


    


    Το δομικό διάγραμμα του συστήματος παρατήρησης το οποίο χρησιμοποιεί παρατηρητή μειωμένης τάξης φαίνεται στο Σχ. 5.35.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.35 Ρύθμιση με παρατηρητή μειωμένης τάξης.


    Στο πρόβλημα παρακολούθησης, ο έλεγχος δίνεται από την (5.42), δηλαδή,
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            (5.53)

          
        

      


    


    όπου έγινε χρήση της (5.50).


    Αντικαθιστώντας στην (5.51), παίρνω τη συνολική εξίσωση κατάστασης-παρατηρητή μειωμένης τάξης-παρακολουθητή:


    [image: ]


    ή,


    [image: ]


    Έτσι, οι εξισώσεις οι οποίες χρειάζονται για την υλοποίηση του ελεγκτή (οι οποίες πρέπει να περιέχουν μόνο εισόδους και εξόδους) είναι οι (5.49), (5.50) και (5.53).


    Το δομικό διάγραμμα του συστήματος παρατήρησης το οποίο χρησιμοποιεί παρατηρητή μειωμένης τάξης φαίνεται στο Σχ. 5.36.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.36 Παρακολούθηση με παρατηρητή μειωμένης τάξης.


    Παράδειγμα 5.10 Έστω πάλι το πρόβλημα του ελέγχου πλάγιας πτήσης του αεροσκάφους Boeing, το οποίο ανέλυσα στο Παρ. 5.8. Δεδομένου ότι το διάνυσμα εξόδου (μέτρηση) είναι το,


    [image: ]


    ας χρησιμοποιήσω έναν παρατηρητή (μειωμένης) τάξης 3 για να εκτιμήσω τις καταστάσεις β, p, φ. Ας επιλέξω τις ιδιοτιμές του πίνακα L ως,


    [image: ]


    Στο Σχ. 5.37 φαίνεται ότι το προκύπτον σύστημα έχει χειρότερη συμπεριφορά από το προηγούμενο, με μεγαλύτερη υπερύψωση και χρόνο αποκατάστασης. Η βελτίωση της απόδοσης είναι δυνατή αλλά πρέπει να έχουμε υπόψη μας ότι καλύτερη ταχύτητα απόκρισης έρχεται πάντα με κόστος ακριβότερο έλεγχο.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.37 Ρύθμιση Boeing 747με παρατηρητή μειωμένης τάξης.


    5.2.6 Απόρριψη διαταραχών


     


    Η συμπεριφορά των αλγορίθμων τοποθέτησης πόλων υπό καθεστώς διαταραχών θα διερευνηθεί με τη βοήθεια του δομικού διαγράμματος του Σχ. 5.38.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.38 Διάγραμμα προβλήματος απόρριψης διαταραχών.


    Στο σύστημα αυτό η διαταραχή εφαρμόζεται στην είσοδο του συστήματος (δηλαδή δρα ως επιπλέον όρος ελέγχου). Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η διαταραχή δρα στην έξοδο. Η αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων ακολουθεί παρόμοια πορεία με αυτήν η οποία θα εκτεθεί στη συνέχεια και ως εκ τούτου δεν θα αναλυθεί ξεχωριστά.


    Οι εξισώσεις οι οποίες διέπουν το συγκεκριμένο σύστημα μπορούν να γραφτούν γενικά ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]


            y(t)=Cx(t)


            [image: ]=g(u(t), y(t))


            u(t)=f(xr, d(t), [image: ]), [image: ]

          

          	
            (5.54)

          
        

      


    


    όπου d είναι διάστασης q και g και f κανόνες οι οποίοι πρέπει να βρεθούν.


    Πριν προχωρήσω στην ανάλυση αυτών των συστημάτων, ας δούμε πώς η διαταραχή επηρεάζει τη συμπεριφορά των σχεδιάσεων τις οποίες έχω περιγράψει. Έστω χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η κατάσταση είναι μετρήσιμη (αφού το πρόβλημα του ελέγχου διαχωρίζεται απόλυτα απ’ αυτό της παρατήρησης), δηλαδή το σύστημα (5.54) δίνεται από την,
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            y(t)=x(t)

          

          	
            (5.55)

          
        

      


    


    Είναι πιο εύκολο να δούμε τη σταθερή κατάσταση της (5.55) στο πεδίο της συχνότητας μέσω του θεωρήματος τελικής τιμής του μετασχηματισμού Laplace:
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            (5.57)

          
        

      


    


    Αν η d(t) είναι σταθερή συνάρτηση (και αφού η xr είναι σταθερή), η (5.57) γίνεται,
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            (5.58)

          
        

      


    


    Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με s και παίρνοντας όρια,
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    Η τελευταία σχέση είναι της μορφής Ay1=Ay2 με Α μη τετραγωνικό πίνακα. Προπολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη με ΑΤ παίρνω,


    (ΑΤΑ)y1=(ΑΤΑ)y2Þ(ΑΤΑ)–1(ΑΤΑ)y1=y2Þy1=y2


    Επομένως,
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            (5.59)

          
        

      


    


    Αυτό το οποίο λέει με λόγια η (5.59) είναι ένα πολύ σημαντικό αποτέλεσμα:


    «Η ύπαρξη του ολοκληρωτή στον ελεγκτή απορρίπτει κάθε σταθερή διαταραχή».


     


    Άρα ακόμη και αν δεν κάνουμε τίποτα για την αντιμετώπιση των διαταραχών, το σύστημα μας μπορεί να αποδώσει αρκετά ικανοποιητικά. Εναλλακτικά, σε γενικές γραμμές, όσα έχουν εκτεθεί στις προηγούμενες ενότητες, μπορούν να τροποποιηθούν έτσι ώστε να συμπεριλάβουν την επίδραση των διαταραχών. Αυτό μπορεί να γίνει με την πρόσθεση ενός επιπλέον όρου στην εξίσωση του ελέγχου, έτσι ώστε να αντισταθμίζεται η διαταραχή, δηλαδή,


    [image: ]


    άρα,
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            (5.60)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας τον έλεγχο αυτόν στην εξίσωση κατάστασης (5.54) παίρνω,
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            (5.61)

          
        

      


    


    όπου η χρήση του προσεγγιστικού δηλώνει την ανακρίβεια στη μέτρηση της διαταραχής.


     


    Η λύση του προβλήματος εξαρτάται από τη διαθέσιμη πληροφορία για τη διαταραχή. Σε σειρά δυσκολίας, οι περιπτώσεις είναι:


     


    ·         Μετρήσιμη διαταραχή.


    ·         Μη μετρήσιμη διαταραχή της οποίας η χρονική μεταβολή ικανοποιεί κάποια γραμμική διαφορική εξίσωση με άγνωστους συντελεστές.


    ·         Μη μετρήσιμη διαταραχή, άγνωστου υποδείγματος.


     


    Στη συνέχεια θα δείξω κάποιες τυπικές λύσεις των παραπάνω προβλημάτων, οι οποίες προφανώς δεν εξαντλούν την πλούσια σχετική βιβλιογραφία. Αποτελούν όμως μία πρώτη, σχετικά απλή, προσέγγιση στην αντιμετώπιση των συγκεκριμένων καταστάσεων. Σε κάθε περίπτωση, θα υποθέσω τη χρήση παρατηρητή μειωμένης τάξης σε πρόβλημα παρακολούθησης.


    5.2.6.1 Μετρήσιμη διαταραχή


     


    Στην περίπτωση αυτήν από την (5.60), προκύπτει


    
      
        
          	
             

          

          	
            ud(t)=–B–1Βdd(t)

          

          	
            (5.62)

          
        

      


    


    Δυστυχώς η παραπάνω πράξη είναι εφικτή μόνον αν ο Β είναι τετραγωνικός (και αντιστρέψιμος), το οποίο με τη σειρά του σημαίνει ότι καταρχάς η διάσταση του ελέγχου είναι ίση με τη διάσταση της κατάστασης (m=r): πράγμα απίθανο.


    Μία προσέγγιση στην περίπτωση αυτήν είναι η ελαχιστοποίηση του,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.63)

          
        

      


    


    (αφού δεν μπορεί να μηδενιστεί). Τώρα,


    [image: ]


    Η ανωτέρω έκφραση ελαχιστοποιείται αν,
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            (5.64)

          
        

      


    


    όπου ο πίνακας Β† καλείται ψευδοαντίστροφος ή αντίστροφος Moore-Penrose του Β. Ο ειδήμων αναγνώστης θα αναγνωρίσει την (5.64) ως τη λύση ελαχίστων τετραγώνων. Να σημειωθεί ότι στην περίπτωση στην οποία ένας πίνακας αντιστρέφεται, ο ψευδοαντίστροφος του ισούται με τον αντίστροφο, επομένως μπορώ να χρησιμοποιήσω την (5.64) χωρίς βλάβη γενικότητας.


    Η εξίσωση κατάστασης γίνεται λοιπόν,
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            (5.65)

          
        

      


    


    Η σχεδίαση φαίνεται στο Σχ. 5.39.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.39 Παρακολούθηση με παρατηρητή μειωμένης τάξης και μετρήσιμη διαταραχή.


    Για να βρω τις εξισώσεις οι οποίες διέπουν τη σχεδίαση, πρέπει να τροποποιήσω τις αρχικές εξισώσεις έτσι ώστε να συμπεριλάβουν τον τροποποιημένο έλεγχο. Έτσι, το σύστημα παρακολούθησης με παρατηρητή μειωμένης τάξης γίνεται,
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            (5.66)

          
        

      


    


    με,


    G=[image: ]–L[image: ]


    και,
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    Αφού,
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            (5.67)

          
        

      


    


    και,


    [image: ]


    η (5.66) γίνεται,


    [image: ]


    ενώ η συνολική εξίσωση του κλειστού συστήματος παρακολουθητή-παρατηρητή μειωμένης τάξης-μετρήσιμης διαταραχής γίνεται,


    [image: ]


    Προβλήματα όπου παρουσιάζονται τέτοιες περιπτώσεις είναι, για παράδειγμα:


     


    ·         Στον έλεγχο γωνιακής ταχύτητας ανεμογεννητριών, όπου η πρωτεύουσα διαταραχή, η οποία είναι η ταχύτητα του ανέμου, μπορεί να μετρηθεί με κατάλληλα όργανα (π.χ. LIDAR) σε κάποια απόσταση πριν την ανεμογεννήτρια.


    ·         Στον έλεγχο της ταχύτητας οχήματος, κάποιες από τις διαταραχές, όπως το φορτίο ή η κάθετη κλίση του οδοστρώματος, μπορούν να μετρηθούν με κατάλληλες μετρητικές διατάξεις.


    


    5.2.6.2 Μη μετρήσιμη διαταραχή με γνωστό υπόδειγμα


     


    Στην περίπτωση αυτήν υποτίθεται ότι η διαταραχή d(t) υπακούει στην εξίσωση,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.68)

          
        

      


    


    Πριν προχωρήσω στη διαμόρφωση και επίλυση του προβλήματος, ας διευκρινίσω τι σημαίνει η αναπαράσταση (5.68). Καταρχάς η επιλογή της διαφορικής εξίσωσης ως υποδείγματος, δεν αποκλείει σταθερές διαταραχές (θέτοντας Ad=0, z(0)=c). Επιπλέον, κάθε (πολυωνυμικό) σήμα της μορφής,


    [image: ]


    μπορεί να γραφτεί στη μορφή (5.68), με,


    [image: ]


    Για παράδειγμα, αν οι διαταραχές είναι συναρτήσεις αναρρίχησης,


    [image: ]


    (q=2, p=2), ενώ η ορίζουσα διαφορική είναι η,


    [image: ]


    Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό,


    z1(t)=d1(t)


    z2(t)=d2(t)


    [image: ]


    [image: ]


    παίρνω,


    [image: ]


    ενώ,


    [image: ]


    Τέλος, ημιτονοειδείς διαταραχές μπορούν να ενταχθούν στο πλαίσιο αυτό, αφού η d(t)=αημ(ωt+β) είναι λύση της,


    [image: ]


    Η απλούστερη προσέγγιση στο πρόβλημα είναι μέσω της επαύξησης του διανύσματος κατάστασης x με αυτό της διαταραχής z. Έτσι, προκύπτει το επαυξημένο σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.69)

          
        

      


    


    ή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.70)

          
        

      


    


    Στην (5.70) προσθέτω και την εξίσωση της παρατήρησης,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.71)

          
        

      


    


    Οι εξισώσεις (5.70), (5.71) μπορούν τώρα να χρησιμοποιηθούν για να εφαρμοστεί ο παρατηρητής μειωμένης τάξης ο οποίος περιγράφεται από τις (5.49), (5.50) και (5.53) με τις κατάλληλες αλλαγές στους πίνακες. Η εκτιμημένη διαταραχή, [image: ], μπορεί στη συνέχεια να χρησιμοποιηθεί στην (5.67), καταλήγοντας στο σύστημα του Σχ. 5.40.


    Οι απαιτήσεις ύπαρξης του ελεγκτή παραμένουν επίσης οι ίδιες, δηλαδή παρατηρησιμότητα του ζεύγους (Cz, Az).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.40 Παρατηρητής και μη μετρήσιμη διαταραχή γνωστού υποδείγματος.


    Για την εύρεση της εξίσωσης του συνολικού συστήματος, έχω:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.72)

          
        

      


    


    και,


    [image: ]


    Έτσι, η (5.66) γίνεται,


    [image: ]


    ενώ η συνολική εξίσωση του κλειστού συστήματος παρακολουθητή-παρατηρητή μειωμένης τάξης-μετρήσιμης διαταραχής γίνεται,


    [image: ]


    5.2.6.3 Άγνωστη διαταραχή-παρατηρητής άγνωστης εισόδου


     


    Σε πολλά συστήματα η διαταραχή είναι μη μετρήσιμη και τυχαία. ΣΕ αυτές τις περιπτώσεις μπορούμε ν’ αποπειραθούμε να την εκτιμήσουμε με τον ίδιο τρόπο με τον οποίον εκτιμούμε την κατάσταση. Αυτό βέβαια προϋποθέτει ότι η δυναμική της διαταραχής είναι τέτοια η οποία να επιτρέπει την εκτίμηση της σε ικανοποιητικό χρόνο. Από τις πολλές μεθόδους οι οποίες έχουν προταθεί για την επίλυση του προβλήματος, παραθέτω αυτήν η οποία αναφέρεται στον (Twardy 2004).


    Έστω λοιπόν ότι το σύστημα περιγράφεται από τις,
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            y(t)=Cx(t)

          

          	
            (5.73)

          
        

      


    


    ενώ ο ζητούμενος παρατηρητής από τις,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.74)

          
        

      


    


    με τους εμπλεκόμενους πίνακες F, T, K, H κατάλληλων διαστάσεων.


    Ορισμός 5.14 Το σύστημα (5.74) καλείται παρατηρητής άγνωστης εισόδου (ΠΑΕ) (unknown input


    observer – UIO) του συστήματος (5.73), αν [image: ] για κάθε x(0), z(0), u(t), ανεξάρτητα από την παρουσία της διαταραχής d(t).


    Χρησιμοποιώντας τις (5.73), (5.74), η εξίσωση η οποία διέπει το σφάλμα είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.75)

          
        


        
          	
             

          

          	
            Κ1+Κ2=Κ

          

          	
            (5.76)

          
        

      


    


    Από τις (5.75), (5.76) προκύπτει ότι, αν οι εμπλεκόμενοι πίνακες ικανοποιούν τις,


    
      
        
          	
             

          

          	
            (ΗC−I)Bd=0

          

          	
            (5.77)

          
        


        
          	
             

          

          	
            I−HC=T

          

          	
            (5.78)

          
        


        
          	
             

          

          	
            A−HCA−K1C=F

          

          	
            (5.79)

          
        


        
          	
             

          

          	
            K2=FH

          

          	
            (5.80)

          
        

      


    


    τότε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.81)

          
        

      


    


    Άρα αν ο πίνακας F είναι ευσταθής και ισχύουν οι (5.76)-(5.80), το σύστημα (5.74) είναι παρατηρητής άγνωστης εισόδου για το σύστημα (5.73).


    Θεώρημα 5.3 Οι αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να είναι οι (5.74) παρατηρητής άγνωστης εισόδου για το σύστημα (5.73), είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            βαθμός(CBd)=βαθμός (Bd)

          

          	
            (5.82)

          
        


        
          	
             

          

          	
            το ζεύγος (C, A1) είναι εντοπίσιμο (Α1=Α−Bd(CBd)†CA)

          

          	
            (5.83)

          
        

      


    


    Απόδειξη: στον (Twardy 2004).


    Αν οι συνθήκες του Θεωρ. 5.3 ισχύουν, μία λύση της (5.77) είναι Η=Bd(CBd)†. Με τη λύση αυτή F=A1−K1C.


    Τα βήματα σχεδίασης ενός παρατηρητή άγνωστης εισόδου είναι λοιπόν:


     


    1.      Έλεγχος συνθηκών Θεωρ. 5.3.


    2.      Υπολογισμός Η=Bd(CBd)†, Τ, Α1.


    3.      Εύρεση πίνακα K1 ο οποίος να σταθεροποιεί τον F=A1−K1C. Αυτό επιτυγχάνεται με τη γνωστή εντολή place.


    4.      Υπολογισμός των F, K.


     


    Ο παρατηρητής αυτός κατατάσσεται στους πλήρους τάξης. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται και παρατηρητές άγνωστης εισόδου μειωμένης τάξης, βλέπε π.χ. (Hui 2005).


    5.3 Βέλτιστος έλεγχος: παρακολουθητής LQ (γραμμικό σύστημα - τετραγωνικό κόστος)


     


    Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσω έναν ακόμη κλασικό ελεγκτή, τον καλούμενο γραμμικό τετραγωνικό (LQ, linear quadratic). Ο ελεγκτής αυτός βασίζεται στη θεωρία του βέλτιστου ελέγχου η οποία θεμελιώθηκε από τον Pontryagin, και λύνει το πρόβλημα του ελέγχου, ελαχιστοποιώντας μία συνάρτηση κόστους. Μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε προβλήματα όπου η κατάσταση ενός γραμμικού συστήματος πρέπει να ακολουθήσει συγκεκριμένη τροχιά με μικρή κατανάλωση ενέργειας.


    Το μαθηματικό πρότυπο του προβλήματος αυτού είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.84)

          
        

      


    


    όταν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.85)

          
        

      


    


    όπου ως νόρμα ║.║ νοείται η Ευκλείδεια.


    Η συνάρτηση r(t) είναι η επιθυμητή τροχιά, τα t0, tf , x(t0) δεδομένα αλλά η x(tf ) ελεύθερη. Οι πίνακες Η και Q είναι συμμετρικοί, θετικά ημιορισμένοι, ενώ ο R συμμετρικός και θετικά ορισμένος. Για να μη μπλέξω παραπάνω από ότι χρειάζεται μπορώ να υποθέσω ότι όλοι οι πίνακες είναι χρονικά αμετάβλητοι. Τα αποτελέσματα επεκτείνονται αυτούσια και στην περίπτωση στην οποία οι πίνακες είναι χρονικά μεταβαλλόμενοι.


    Για να βρεθεί ο βέλτιστος έλεγχος, εφαρμόζονται οι γενικές προϋποθέσεις για βέλτιστο οι οποίες προκύπτουν από τη θεωρία του βέλτιστου ελέγχου (Pontryagin et al. 1962).


    Η Χαμιλτονιανή είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.86)

          
        

      


    


    Οι αναγκαίες συνθήκες είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.87)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.88)

          
        

      


    


    συν τις συνοριακές συνθήκες (tf δεδομένο, άρα δtf = 0):


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.89)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας το u* από την (5.87) στην (5.85) και χρησιμοποιώντας και την (5.88), παίρνω την επιμερισμένη μορφή του συνόλου των 2n διαφορικών οι οποίες πρέπει να ικανοποιούνται:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.90)

          
        

      


    


    Το σύστημα αυτό είναι μη ομογενές και η λύση του στον οποιοδήποτε tf είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.91)

          
        

      


    


    όπου [image: ] είναι ο πίνακας μετάβασης του συστήματος. Αντικαθιστώντας τη συνοριακή συνθήκη για την p*(tf) από την (5.89) και την x*(tf) μέσω της πρώτης των (5.91) δίνει:


    [image: ]


    οπότε λύνοντας για την p* τελικά:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.92)

          
        

      


    


    όπου ο ορισμός των K(t), s(t) είναι προφανής. Επομένως ο βέλτιστος έλεγχος είναι:


    [image: ]


    Ο πίνακας F(t) είναι ο πίνακας ανατροφοδότησης. Τα μέχρι τώρα αποτελέσματα, αν και όχι τελικά (αφού απομένει ο υπολογισμός του Φ), επιτρέπουν ορισμένες παρατηρήσεις:


     


    ·         Ακόμη και για χρονικά αμετάβλητα συστήματα, ο έλεγχος είναι χρονικά μεταβαλλόμενος. Παρακάτω θα δείξω πώς μπορεί να υλοποιηθεί ένας υποβέλτιστος αλλά χρονικά αμετάβλητος έλεγχος (προσέξτε τη διαφορά μεταξύ σταθερού και χρονικά αμετάβλητου!).


    ·         Η v(t) εξαρτάται από τις μελλοντικές τιμές της r(t), δηλαδή ο βέλτιστος έλεγχος έχει προβλεπτική ικανότητα αλλά είναι και μη αιτιακός. Αυτό βέβαια είναι εφικτό όταν το μέλλον, δηλαδή η r(t), είναι γνωστή. Σε αντίθετη περίπτωση ο βέλτιστος έλεγχος δεν είναι υλοποιήσιμος.


    


    Ας επανέλθω στον υπολογισμό του πίνακα μεταφοράς. Παραγωγίζοντας τη λύση p*,


    [image: ]


    Αντικαθιστώντας τις παραγώγους μέσω των διαφορικών (5.90) και απαλείφοντας την p* χρησιμοποιώντας την (5.92) δίνει,


    [image: ]


    Η εξίσωση αυτή πρέπει να ισχύει για όλες τις x*, r, οπότε ο κάθε όρος πρέπει να μηδενίζεται:


    
      
        	
           

        

        	
          [image: ]

        

        	
          (5.93)

        
      

    



    Η εξίσωση για τον Κ είναι η γνωστή μητρική διαφορική εξίσωση Riccati, η οποία παρουσιάζεται σε πολλά προβλήματα της θεωρίας του αυτομάτου ελέγχου. Ο Κ μπορεί να αποδειχθεί ότι είναι συμμετρικός (Kalman 1960) και επομένως η Riccati είναι ένα σύστημα n(n+1)/2 διαφορικών εξισώσεων με συνοριακές συνθήκες οι οποίες προκύπτουν από τις (5.89), (5.92):


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.94)

          
        

      


    


    Το πρόβλημα και η λύση του παρουσιάζονται συνοπτικά κατωτέρω:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Πίνακας 5.1 Πρόβλημα βέλτιστης παρακολούθησης γραμμικού συστήματος.


    Για να λυθεί λοιπόν το πρόβλημα, επιλύω εκ των προτέρων για τις K(t) και s(t) λύνοντας τις αντίστοιχες πεπλεγμένες διαφορικές αντίστροφα από τα συνηθισμένα αφού οι συνοριακές συνθήκες είναι στον τελικό χρόνο. Οι τιμές τους αποθηκεύονται και χρησιμεύουν για τον υπολογισμό του u*. Η διαδικασία αυτή γίνεται πιο προσιτή για διακριτά συστήματα, αφού στα συνεχή, θεωρητικά τουλάχιστον, απαιτούνται άπειρες τιμές.


    Παράδειγμα 5.11 (Kirk 1988, 223) Έστω το σύστημα,


    [image: ], [image: ]


    και το συναρτησιακό υπό ελαχιστοποίηση,


    [image: ]


    Η αντιστοίχηση των παραμέτρων δίνει:


    [image: ]


    [image: ]


    Επίσης,


    [image: ]


    Η διατύπωση του προβλήματος σημαίνει να διατηρηθεί η κατάσταση x1 κοντά στη συνάρτηση αναρρίχησης r1(t)=0,2t, χωρίς μεγάλη δαπάνη ελέγχου.


    Λύση


    Η εξίσωση Riccati είναι,


    [image: ]


    δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.95)

          
        

      


    


    με τελικές συνθήκες,


    [image: ]


    Η εξίσωση για την s(t) ([image: ]):


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.96)

          
        

      


    


    ενώ ο βέλτιστος έλεγχος ([image: ]):


    [image: ]


    Οι (5.95)-(5.96) αποτελούν ένα σύνολο 5 μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με τελικές συνθήκες και δεν είναι εύκολο να λυθούν. Στο τέλος της ενότητας παραθέτω τον κώδικα MATLAB ο οποίος τις λύνει και ο οποίος χρησιμοποιεί, μεταξύ άλλων, μια τροποποιημένη εκδοχή της ρουτίνας ode45 (η οποία επιλύει συνήθεις διαφορικές εξισώσεις με αρχικές συνθήκες). Η λύση φαίνεται στα Σχ. 5.41-5.44.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.41 Τροχιές της Riccati.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.42 Τροχιές της s(t).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.43 Τροχιά του u*(t).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.44 Τροχιές του x*(t) και r(t). (optimal_tracker('Kirk223'))


     


    Τα αποτελέσματα δείχνουν καλά, με την κατάσταση x1 να ακολουθεί την επιθυμητή τροχιά ικανοποιητικά μετά από την αρχική συνθήκη. Το σφάλμα παρακολούθησης αυξάνει προϊόντος του χρόνου, καθώς όπως δείχνει το Σχ. 5.43, η απαίτηση στον έλεγχο μεγαλώνει, αλλά διατηρείται χαμηλά λόγω της ποινής της συνάρτησης κόστους. Εντύπωση προκαλεί η «προβλεπτική» ικανότητα του ελέγχου όπως φαίνεται από τις ουρές των γραφημάτων πριν το τέλος του χρονικού ορίζοντα.


    5.3.1 Γραμμικός τετραγωνικός ρυθμιστής (LQR)


     


    Στην ειδική περίπτωση όπου [image: ], δηλαδή στο πρόβλημα της ρύθμισης, οι εξισώσεις γίνονται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.97)

          
        

      


    


    όταν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.98)

          
        

      


    


    Η λύση προκύπτει από τον Πίν. 5.1 με τις κατάλληλες αλλαγές και φαίνεται στον Πιν. 5.2.


     


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Πίνακας 5.2 Πρόβλημα ρύθμισης γραμμικού συστήματος.


    Παράδειγμα 5.12 (Kirk 1988, 216). Έστω το σύστημα,


    [image: ], [image: ]


    και το συναρτησιακό υπό ελαχιστοποίηση,


    [image: ]


    Η διατύπωση υπονοεί ότι η κατάσταση πρέπει να διατηρηθεί κοντά στο 0 με μικρή δαπάνη ελέγχου.


    Λύση


    Η αντιστοίχηση των παραμέτρων δίνει:


    [image: ]


    Έτσι, η εξίσωση Riccati είναι,


    [image: ]


    με τελικές συνθήκες,


    [image: ]


    ενώ ο βέλτιστος έλεγχος,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.99)

          
        

      


    


    Το MATLAB δεν λύνει αυτόματα ούτε αυτό το, ευκολότερο, πρόβλημα. Οι κατάλληλες ρουτίνες παρατίθενται εδώ, ενώ τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχ. 5.45.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.45 Βέλτιστος έλεγχος και τροχιές. (opreglic(‘Kirk216’))


    5.3.2 Άπειρος ορίζοντας


     


    Στα προβλήματα ρύθμισης υπάρχει ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα όταν [image: ], και οι σχετικοί πίνακες είναι χρονικά αμετάβλητοι, δηλαδή το πρόβλημα είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.100)

          
        

      


    


    Θέτοντας Q=DDT, προκύπτουν οι παρακάτω συνθήκες:


    Θεώρημα 5.4 Αν (Α, Β) είναι σταθεροποιήσιμο ζευγάρι, (D, A) εντοπίσιμο και R>0 τότε[image: ] (Kalman 1960).


    Ο πίνακας Κ βρίσκεται και από την Εξ. (5.93) θέτοντας [image: ],


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.101)

          
        

      


    


    η οποία είναι η μητρική αλγεβρική εξίσωση Riccati. Ο πίνακας αυτός αποδεικνύεται ότι είναι μοναδικός, συμμετρικός και θετικά ημιορισμένος. Περαιτέρω, είναι τέτοιος ώστε να καθιστά το σύστημα ευσταθές (Kalman 1960).


    Η εντολή K = LQR(A,B,Q,R,S) λύνει την (5.101) έμμεσα αφού επιστρέφει τον πίνακα Κ ο οποίος καθιστά τον έλεγχο u=−Kx βέλτιστο, άρα δεν χρειάζεται η πράξη της (5.99). Σημειώστε επίσης ότι είναι επιτρεπτό να χρησιμοποιηθεί ο σταθερός Κ ακόμη και σε προβλήματα πεπερασμένου χρόνου, οδηγώντας όμως σε υποβέλτιστη λύση. Αν η διαφορά δεν είναι σημαντική, το κέρδος από την απλούστευση εξισορροπεί τη ζημία της προσέγγισης. Σε κάθε περίπτωση, η (5.101) αποτελεί την εναλλακτική μέθοδο τοποθέτησης πόλων την οποία ανέφερα στην Εν. 5.2.3.


    Παράδειγμα 5.13 Έστω το σύστημα του αντεστραμμένου εκκρεμούς το οποίο περιγράφεται στο Παράρτημα (8.3). Το σύστημα ξεκινάει από τη θέση x(0)=[0,25m (3π/180)rad 0 0]T και επιθυμείται η ελαχιστοποίηση του δείκτη,


    [image: ]


    με,


    [image: ]


    Η διατύπωση σημαίνει τη σχεδίαση ενός ελεγκτή ο οποίος να επαναφέρει το σύστημα στη θέση ισορροπίας από διαταραγμένη θέση. Οι τιμές των Q, R έχουν επιλεγεί με βάση τα μεγέθη των εμπλεκομένων μεταβλητών.


    Η εντολή lqr επιστρέφει τον πίνακα K=[ −3,1623 −113,6543 −16,1689 −26,4434] με τα αποτελέσματα των Σχ. 5.46, 5.47. Να σημειώσω ότι ο έλεγχος u=−Kx μετατόπισε τις αρχικές ιδιοτιμές [0 4,5124 −4,8319 −1,7318] (ασταθές σύστημα) στις θέσεις [ −8,8167 −2,0971+0,5119i −2,0971−0,5119i −0,4686].


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.46 Βέλτιστες τροχιές. (opreglic_it(‘pend’))


    [image: ]


    Σχήμα 5.47 Βέλτιστος έλεγχος. (opreglic_it(‘pend’))


    Τα αποτελέσματα είναι ικανοποιητικά με τις μεταβλητές εντός των φυσικών ορίων της συγκεκριμένης συσκευής: η γωνία μικρότερη από 5°, η δύναμη < 26 Ν, η θέση εντός ± 0,5m.


    5.3.3 Απόδοση LQR άπειρου ορίζοντα


     


    Ο ελεγκτής LQR έχει αποδειχθεί ότι έχει ιδιαίτερα στιβαρή απόδοση. Αλλά πριν την απόδειξη, ας δούμε πως συμπεριφέρεται με βάση τα κριτήρια της Εν. 5.1.1 και σε σχέση με το Παρ. 5.13.


    Θυμίζω τις προϋποθέσεις για καλή απόδοση:


     


    
      
        
          	
            μικρό σφάλμα (παρακολούθηση, διαταραχές)

          

          	
            [image: ](So) μικρό για ω<ω1

          

          	
            (5.17)

          
        


        
          	
            μικρό σφάλμα (θόρυβος)

          

          	
            [image: ](Τo) μικρό για ω>ω2 (>ω1)

          

          	
             

          
        


        
          	
            μικρός έλεγχος (παρακολούθηση, διαταραχές, θόρυβος)

          

          	
            [image: ](Κ) μικρό όπου [image: ](P) όχι >>1

          

          	
            (5.102)

          
        

      


    


     


    Βασικό εργαλείο για τις διαπιστώσεις οι οποίες θα ακολουθήσουν είναι η λεγόμενη ισότητα της διαφοράς επιστροφής (return difference equality).


    Θεώρημα 5.5 Το σύστημα ελέγχου του βέλτιστου γραμμικού τετραγωνικού ελεγκτή ικανοποιεί την ισότητα της διαφοράς επιστροφής,


    [image: ]


    Απόδειξη


    Αφαιρώντας και προσθέτοντας τον όρο sP στη Riccati, παίρνω


    [image: ]


    Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά με B(−sI−AT)−1 και από δεξιά με (sI−AT)−1Β και παρατηρώντας ότι RK=BTP, (αφού K=R−1BTP)


    [image: ]


    Ομαδοποιώντας τους όρους του αριστερού μέλους σε τετραγωνική μορφή, παίρνω τελικά,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.103)

          
        

      


    


    Από το θεώρημα αυτό μπορούν να εξαχθούν ενδιαφέροντα αποτελέσματα για τις ιδιόμορφες τιμές του συστήματος. Για παράδειγμα, αν R=ρΙ (τυπικό), η (5.103) δίνει,


    [image: ]


    Επειδή, So(ωi)=[Im+P(ωi)K(ωi)]−1,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ] για κάθε ω

          

          	
            (5.104)

          
        

      


    


    Άρα η (5.17) ικανοποιείται και με το παραπάνω.


    Ας δούμε το Παρ. 5.13. Η γραφική παράσταση των [image: ], [image: ] φαίνεται στο Σχ. 5.48 και επιβεβαιώνει την (5.17), αλλά επίσης δείχνει ότι και η συμπληρωματική ευαισθησία είναι χαμηλή στις ψηλές συχνότητες, γεγονός το οποίο προδικάζει ανοσία στον θόρυβο. Βέβαια η σ(Κ) είναι υψηλή, αλλά αυτό μπορεί να βελτιωθεί αν αυξηθεί ο R (Σχ. 5.49).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.48 [image: ], [image: ].


    [image: ]


    Σχήμα 5.49 [image: ], [image: ].


    5.3.3.1 LQR άπειρου ορίζοντα με μικτό όρο


     


    Σε κάποια προβλήματα (π.χ. έλεγχο ενεργούς ανάρτησης) η συνάρτηση κόστους (5.100) περιέχει τον μικτό όρο xu, είναι δηλαδή της μορφής,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.105)

          
        

      


    


    Τα προβλήματα αυτά μπορούν να μετασχηματιστούν έτσι ώστε να λυθούν μέσω των εξισώσεων οι οποίες ισχύουν για το απλούστερο πρόβλημα.


    Για να μετασχηματίσω την (5.105) χρησιμοποιώ τη διανυσματική εκδοχή της τεχνικής της συμπλήρωσης τετραγώνων,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.106)

          
        

      


    


    Στη συνέχεια ας γράψω την αρχική διαφορική ως,


    
      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            (5.107)

          
        

      


    


    Παρατηρώντας τις (5.106), (5.107) βλέπω ότι η (5.105) γράφεται ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.108)

          
        

      


    


    Οι (5.107), (5.100) συνιστούν ένα πρόβλημα σε τυπική μορφή, του οποίου η λύση φαίνεται στον Πίν. 5.3.


     


    [image: ]


    Πίνακας 5.3 Πρόβλημα LQ με μικτό όρο.


    5.3.3.2 Επιλογή των Q, R, S


     


    Η επιλογή των τιμών για τους πίνακες βαρών Q, R, S, παρόλο εν πολλοίς αυθαίρετη, εν τούτοις μπορεί να γίνει με μία απλή διαδικασία.


    Καταρχάς επειδή ο S περιέχει μικτούς όρους, αρκεί να περιγράψουμε τη διαδικασία για τους Q, R. H επιλογή των τιμών έχει δύο βήματα:


    Στο πρώτο βήμα τα (διαγώνια) στοιχεία επιλέγονται έτσι ώστε όλοι οι όροι να έχουν την ίδια προσδοκώμενη τάξη μεγέθους. Δηλαδή, αν το σήμα ελέγχου είναι της τάξης του 102 και η κατάσταση της τάξης του 10−2, τότε q1=108, r1=1. Το βήμα αυτό είναι απαραίτητο.


    Στη συνέχεια πολλαπλασιάζονται οι πίνακες οι οποίοι βρέθηκαν από το πρώτο βήμα, με ένα επιθυμητό συντελεστή βαρύτητας α, β, γ, όπου α+β+γ=1, για να εκφραστεί η σχετική σημασία των επιμέρους στόχων. Περαιτέρω, συντελεστές μi, κi δύναται να σταθμίσουν τα επιμέρους διαγώνια στοιχεία με,


    [image: ]


    Οι πίνακες λοιπόν εκφράζονται ως,


    [image: ]


    [image: ]


    Η διαδικασία αυτή δεν είναι αυστηρός κανόνας, γλυτώνει όμως τον σχεδιαστή από αχρείαστες επαναλαμβανόμενες εικασίες.


    Παράδειγμα 5.14 Βέλτιστος έλεγχος ενεργούς ανάρτησης σε υπόδειγμα ¼.


    Το μαθηματικό υπόδειγμα του παραδείγματος αυτού παρουσιάζεται στο Παράρτημα (8.1). Για το συγκεκριμένο παράδειγμα θα υποθέσω ότι y=x, δηλαδή όλο το διάνυσμα κατάστασης είναι μετρήσιμο.


    Το σύνηθες κριτήριο απόδοσης το οποίο χρησιμοποιείται στη σχεδίαση των αναρτήσεων είναι «πολυδιάστατο» και συναποτελείται από:


     


    1.      Κριτήριο ευστάθειας (κρατήματος): διατήρηση του αυτοκινήτου σε παράλληλη, ως προς τον δρόμο, θέση, και,


    2.      Κριτήριο άνεσης: ελαχιστοποίηση κατακόρυφων επιταχύνσεων εξαιτίας της γεωμετρίας του δρόμου.


    Επιπλέον, θα μπορούσε να προστεθεί και το,


    3.      Κριτήριο εξοικονόμησης ενέργειας: ελαχιστοποίηση κόστους ελέγχου.


     


    Η μαθηματική περιγραφή των παραπάνω κριτηρίων ακολουθεί.


    
      
        
          	
            1.

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.109)

          
        

      


    


    Η μορφή αυτή όμως απαιτεί γνώση του r, δηλαδή της μορφολογίας του δρόμου, πράγμα προς το παρόν αδύνατο με εύκολο και φτηνό τρόπο. Έτσι, ένα τροποποιημένο κριτήριο είναι το,


    
      
        
          	
            1α.

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    ή,


    
      
        
          	
            1α.

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.110)

          
        


        
          	
            2.

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.111)

          
        

      


    


    Κι αυτό το κριτήριο έχει ένα προβληματάκι καθώς η επιτάχυνση δεν είναι μέρος του διανύσματος κατάστασης x. Όμως,


    
      
        
          	
            2.

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.112)

          
        

      


    


    και η (5.111) γίνεται,


    
      
        
          	
            2.

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.113)

          
        

      


    


    Τέλος,


    
      
        
          	
            3.

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.114)

          
        

      


    


    Συνδυάζοντας τις (5.110), (5.113), (5.114), το πρόβλημα βελτιστοποίησης είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.115)

          
        

      


    


    με,


    [image: ]


    και q1, q2, r τα βάρη.


    Έστω οι εξής τιμές:


     


    
      
        	
          παράμετρος

        

        	
          μονάδα

        

        	
          τιμή

        
      


      
        	
          ms

        

        	
          kg

        

        	
          1.460

        
      


      
        	
          mus

        

        	
          kg

        

        	
          40

        
      


      
        	
          bs

        

        	
          N∙s/m

        

        	
          980

        
      


      
        	
          ks

        

        	
          N/m

        

        	
          17.000

        
      


      
        	
          kt

        

        	
          N/m

        

        	
          180.000

        
      

    



    Πίνακας 5.4 Τιμές παραμέτρων ενεργούς ανάρτησης.


    Για τις τιμές των συντελεστών βαρών q1, q2, r σκέφτομαι ως εξής: η τάξη μεγέθους του [image: ] είναι 5×10−4 (m/s), του [image: ] 50×10−4 (m/s2) και του u2, 106 (N). Επομένως για τη σωστή κλίμακα q1=(1/5)×104, q2=(1/50)×104, r=10−6. Αν θεωρήσω τους 3 όρους της ίδιας σημασίας μπορώ ν’ αφήσω τα q1, q2, r ως έχουν.


    Με τις τιμές αυτές η εντολή K = LQR(A,B,Q,R,S) δίνει,


    [image: ]


    ενώ τα αποτελέσματα της προσομοίωσης για,


    [image: ]


    φαίνονται στα Σχ. 5.50, 5.51, 5.52 , 5.53 (η r(t) προσομοιώνει ένα «σαμαράκι»).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.50 Κατάσταση xs (μπλε γραμμή: LQR, κόκκινη γραμμή: παθητική ανάρτηση).


    [image: ]


    Σχήμα 5.51 Κατάσταση [image: ] (μπλε γραμμή: LQR, κόκκινη γραμμή: παθητική ανάρτηση).


    [image: ]


    Σχήμα 5.52 Έλεγχος


    [image: ]


    Σχήμα 5.53 Διαταραχή .


    Τα αποτελέσματα είναι πολύ ικανοποιητικά, αφού η απόσβεση της ταλάντωσης είναι αισθητά ταχύτερη με την ενεργή ανάρτηση.


    5.3.4 Βέλτιστος παρατηρητής-φίλτρο Kalman


     


    Όπως ανέφερα και στην Εν. 5.3, ο βέλτιστος τετραγωνικός ρυθμιστής απαιτεί τη μέτρηση όλου του διανύσματος κατάστασης. Όταν αυτό δεν είναι εφικτό επιστρατεύεται η αρχή του διαχωρισμού και ο έλεγχος γίνεται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            u*(t)=−R−1BTK(t)[image: ]

          

          	
            (5.116)

          
        

      


    


    όπου [image: ] οποιαδήποτε εκτιμήτρια του x με κάποια από τις μεθόδους της Εν. 5.2.4.


    Μια εναλλακτική επιλογή αποτελεί το φημισμένο φίλτρο Kalman-Bucy (Kalman 1960). Το φίλτρο αυτό είναι η λύση στο ακόλουθο πρόβλημα.


    Έστω το σύστημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.117)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.118)

          
        

      


    


    Να βρεθεί ο εκτιμητής [image: ] ο οποίος ελαχιστοποιεί την προσδοκώμενη τιμή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.119)

          
        

      


    


    όπου οι όροι w1(t), w2(t) εκφράζουν τον «θόρυβο» στις αντίστοιχες εξισώσεις ή με άλλα λόγια το γεγονός ότι και οι δύο εξισώσεις είναι εξιδανίκευση της πραγματικότητας. Στην πιο απλή περίπτωση τα w1(t), w2(t) είναι λευκός θόρυβος με,


    [image: ]


    όπου,


    [image: ]


    και δ η συνάρτηση Dirac. Επίσης,


    [image: ]


    Περαιτέρω, οι {w(t)}, {v(t)}, x(0) είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους για [image: ]. Ουσιαστικά η (5.117) είναι το αντίστοιχο σύστημα (5.85) με την πρόσθεση λευκού θορύβου. Τέλος, η (5.119) υπονοεί την ελαχιστοποίηση του σφάλματος εκτίμησης.


    Η λύση του προβλήματος δίνεται από τις,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.120)

          
        

      


    


    Οι εξισώσεις (5.120) είναι τελικά αυτές οι οποίες συνιστούν το φίλτρο Kalman-Bucy. Επίσης,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.121)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.122)

          
        

      


    


    Τέλος το βέλτιστο κόστος είναι,


    [image: ]


    (συγκρίνετε με το αιτιοκρατικό ανάλογο: [image: ]).


    Και οι εξισώσεις αυτές έχουν το άπειρου ορίζοντα (tf®∞) ανάλογό τους, το οποίο είναι και πιο εύκολο μέσω των ακόλουθων εξισώσεων.


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.123)

          
        

      


    


    και ο (σταθερός) Q ικανοποιεί τη (δυϊκή) αλγεβρική εξίσωση Ricatti,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.124)

          
        

      


    


    Έτσι, αντί να επιλέγονται οι ιδιοτιμές του πίνακα του παρατηρητή L, όπως απαιτούν οι τεχνικές της Εν. 5.2.4, επιλέγονται οι πίνακες V1, V2. Ένας τρόπος να επιλεγούν οι πίνακες αυτοί, είναι αν ιδωθούν ως ένας «συμβιβασμός» μεταξύ της ταχύτητας με την οποία η εκτίμηση [image: ]συγκλίνει στη x(t) και της «ανοσίας» στον θόρυβο των μετρήσεων. Έτσι, για παράδειγμα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.125)

          
        

      


    


    Παράδειγμα 5.15 Βέλτιστος έλεγχος «ευφυούς» δοκού (Παράρτημα, 8.5).


    Στο πρόβλημα αυτό στόχος είναι η απόσβεση των ταλαντώσεων μίας πρόβολου δοκού οι οποίες παράγονται από εξωτερικές δυνάμεις, π.χ. άνεμος. Η απόσβεση επιτυγχάνεται μέσω κατάλληλης ηλεκτρικής φόρτισης των πιεζοηλεκτρικών επενεργητών, οι οποίοι επίσης παίζουν και τον ρόλο των αισθητήρων. Το τελευταίο αυτό σχόλιο χρήζει σημείωσης: τα πιεζοηλεκτρικά είναι 4, ενώ οι καταστάσεις 16, πράγμα το οποίο σημαίνει ότι στην πράξη απαιτείται παρατηρητής. Ας δούμε όμως και τις δύο περιπτώσεις για λόγους σύγκρισης, ξεκινώντας με την παραδοχή ότι όλες οι καταστάσεις είναι γνωστές στον ελεγκτή.


    Το δομικό διάγραμμα του προβλήματος φαίνεται στο Σχ. 5.54.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.54 Δομικό διάγραμμα ελέγχου ευφυούς δοκού.


    όπου,


    
      
        
          	
             

          

          	
            Gr(s)=C(sI−A)−1B


            Gd(s)=C(sI−A)−1G

          

          	
            (5.126)

          
        

      


    


    Όπως φαίνεται το πρόβλημα εμπίπτει στην κατηγορία των προβλημάτων «απόρριψης διαταραχής εξόδου».


    Το πρώτο, αλλά και μοναδικό βήμα της σχεδίασης είναι η επιλογή των πινάκων βαρών Q, R. Για να γίνει αυτό θα ακολουθήσω τη μεθοδολογία της Εν. 5.3.3.2. Αυτό απαιτεί εκτίμηση των μέγιστων τιμών των εμπλεκόμενων μεταβλητών, δηλαδή της τάσης και των μετατοπίσεων. Δεδομένου ότι η μέγιστη μετατόπιση είναι του ελεύθερου άκρου, στο Σχ. 5.55 φαίνεται το γράφημα της μετατόπισης του ελεύθερου άκρου σε είσοδο 500 V.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.55 Μετατόπιση άκρου δοκού σε είσοδο 500V.


    Με βάση το Σχ. 5.55 θέτω,


    Q=106×διαγ[1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0]


    R=I4×4


    Δυστυχώς οι τιμές αυτές, οι οποίες δίνουν ίση στάθμιση στην κατάσταση και στον έλεγχο, δεν δίνουν αποτελέσματα τα οποία να βελτιώνουν σημαντικά την κατάσταση σε σχέση με το σύστημα χωρίς έλεγχο. Οπότε δοκιμάζω μία σειρά από εναλλακτικούς πίνακες R, ξεκινώντας από τον,


    R=I4×4×10−3


    Μ’ αυτούς τους πίνακες και για διαταραχή 10Ν στο ελεύθερο άκρο, παίρνω τα αποτελέσματα τα οποία φαίνονται στα Σχ. 5.56, 5.57 (οι λεζάντες σημαίνουν τη δύναμη του 10 με την οποία είναι πολλαπλασιασμένα τα στοιχεία του R).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.56 Μετατόπιση άκρου δοκού σε είσοδο 10N.


    [image: ]


    Σχήμα 5.57 Σήματα ελέγχου σε είσοδο 10Ν.


    Όπως φαίνεται, τα αποτελέσματα τώρα είναι πιο ικανοποιητικά, αλλά το Σχ. 5.56 δεν αναδεικνύει (λόγω της κλίμακας) μία εγγενή αδυναμία του ελέγχου LQR: το γεγονός ότι δεν εξασφαλίζει μηδενικό σφάλμα σταθερής κατάστασης σε σταθερές διαταραχές. Ας το ξανασχεδιάσω, αυτήν τη φορά με την απόκριση LQR μόνη της και R=I4×4×10−7 (Σχ. 5.58).


    /


    [image: ]


    Σχήμα 5.58 Μετατόπιση άκρου δοκού σε είσοδο 10N.


    Η θεωρία επιβεβαιώνεται, αν και η τελική κατάσταση είναι πολύ μικρή (2×10−7 m). Αυτό όμως οφείλεται στο μέγεθος της κλίμακας του συστήματος, και δεν θα πρέπει να οδηγήσει σε λάθος συμπεράσματα.


    Στη συνέχεια ας δούμε την πραγματική περίπτωση, δηλαδή τη χρήση παρατηρητή (μειωμένης τάξης καθώς 4 καταστάσεις μετρώνται). Τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχ. 5.59. Οι ιδιοτιμές του παρατηρητή έχουν πραγματικό μέρος 5 φορές το πραγματικό μέρος των ιδιοτιμών του πλήρους συστήματος (Α−ΒΚ).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.59 Μετατόπιση άκρου δοκού σε είσοδο 10N με παρατηρητή μειωμένης τάξης.


    Όπως φαίνεται, η απόδοση έχει επιδεινωθεί σε σχέση με το σύστημα πλήρους μέτρησης, αλλά η κλίμακα πάλι «σκιάζει» τη διαφορά μεταξύ των δύο συστημάτων. Αυτή φαίνεται καλύτερα στο Σχ. 5.60, όπου πλέον είναι εμφανής η αναμενόμενη υπεροχή του συστήματος με πλήρη μέτρηση έναντι αυτού με τον παρατηρητή μειωμένης τάξης.
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    Σχήμα 5.60 Μετατόπιση άκρου δοκού σε είσοδο 10N με παρατηρητή μειωμένης τάξης.


    5.3.5 Προβλήματα ελάχιστου χρόνου


     


    Στο σημείο θέλω να ανοίξω μία «παρένθεση» και να παρουσιάσω τη λύση σε μία ιδιαίτερη κατηγορία προβλημάτων βέλτιστου ελέγχου στα οποία ο στόχος είναι να μετακινηθεί το σύστημα από μία αρχική θέση σε μία (δεδομένη) τελική σε ελάχιστο χρόνο. Μαθηματικά, το σύστημα,


    [image: ]


    πρέπει να μετακινηθεί από το x0 στο S(t) με ελαχιστοποίηση του,
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    όπου το διάνυσμα ελέγχου φράζεται μέσω των,
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    Ο λόγος για τον οποίο παραθέτω το πρόβλημα αυτό, είναι ότι η λύση του δεν μπορεί να βρεθεί παρά μόνο στο πλαίσιο της θεωρίας του Βέλτιστου Ελέγχου, αποτέλεσμα της οποίας είναι και ο ελεγκτής LQR τον οποίο μόλις παρουσίασα.


    Όπως φαίνεται, το σύστημα δίνεται σε μια ειδική μορφή η οποία αποτελεί το πιο περίπλοκο σύστημα της κατηγορίας αυτής για το οποίο μπορούν να εξαχθούν κάποια αναλυτικά αποτελέσματα. Για τη λύση του προβλήματος θα χρησιμοποιήσω την αρχή του ελαχίστου του Pontryagin (Pontryagin et al. 1962).


    Η Χαμιλτονιανή είναι,
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    Η αρχή του ελαχίστου επιβάλλει,
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    Επιμερίζοντας τον Β,
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    οπότε,
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    Επομένως, υποθέτοντας ότι τα στοιχεία του u είναι ανεξάρτητα, πρέπει να ελαχιστοποιηθεί κάθε όρος του αθροίσματος χωριστά. Αυτό επιτυγχάνεται με την εξής λογική:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.127)

          
        

      


    


    Όπως φαίνεται, υπάρχει πρόβλημα αν η[image: ] είναι μηδέν για κάποιο πεπερασμένο χρονικό διάστημα. Η περίπτωση αυτή ονομάζεται ιδιόμορφη συνθήκη. Στο παρόν θα υποθέσω ότι τέτοια ενδεχόμενα δεν υφίστανται.


    Η λογική η οποία εξήχθη καλείται έλεγχος bang-bang.


    Στην περίπτωση κατά την οποία το σύστημα είναι γραμμικά αμετάβλητο, δηλαδή,


    [image: ]


    το πρόβλημα καταλήγει σε κομψά αναλυτικά αποτελέσματα:


    Αν το διάνυσμα ελέγχου είναι φραγμένο, [image: ] και το σύστημα είναι απολύτως ελέγξιμο και κανονικό, το πρόβλημα καλείται πρόβλημα ελαχίστου χρόνου του γραμμικού ρυθμιστή. Στην περίπτωση αυτήν αποδεικνύεται ότι ισχύουν τα ακόλουθα (Pontryagin et al. 1962):


     


    Θεώρημα 5.6 Αν όλες οι ιδιοτιμές του Α έχουν μη θετικά πραγματικά μέρη, τότε ο βέλτιστος έλεγχος υπάρχει και είναι μοναδικός (με άλλα λόγια η αρχή του ελαχίστου είναι αναγκαία και ικανή συνθήκη στην περίπτωση αυτή).


    Θεώρημα 5.7 Αν οι ιδιοτιμές του Α είναι πραγματικές, και ο βέλτιστος έλεγχος υπάρχει, τότε κάθε στοιχείο του διανύσματος ελέγχου αλλάζει πρόσημο το πολύ (n-1) φορές.


     


    Παράδειγμα 5.16 Για ένα σύστημα το οποίο κινείται με βάση τη Νευτώνεια μηχανική, ισχύει,


    [image: ]


    όπου x1 είναι το ύψος (θετικό προς τα άνω), x2 η ταχύτητα και u ο έλεγχος (επιτάχυνση, [image: ]). Έστω επιπλέον ότι απαιτείται,
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    από οποιεσδήποτε αρχικές συνθήκες x1(t0), x2(t0).


    Οι πίνακες Α, Β είναι,
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    Οι ιδιοτιμές του Α είναι και οι δύο μηδέν, επομένως ισχύουν οι προϋποθέσεις των Θεωρ. 5.6 και 5.7. Αυτό σημαίνει ότι, βάσει και της (5.127), ο βέλτιστος έλεγχος αλλάζει τιμή το πολύ μία φορά. Αυτό μπορεί να φανεί και από τις αναγκαίες συνθήκες για ελάχιστο. Η (5.127) λοιπόν δίνει,
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    Η Χαμιλτονιανή είναι,
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    Οι εξισώσεις συγκατάστασης βρίσκονται από την (5.88),
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    Η p2 είναι γραμμική και επομένως αλλάζει πρόσημο το πολύ μία φορά, ανάλογα με τις τιμές του t και των σταθερών, επιβεβαιώνοντας έτσι τη θεωρία.


    Επειδή ο βέλτιστος έλεγχος μπορεί να αλλάξει πρόσημο το πολύ μία φορά, οι δυνατοί συνδυασμοί είναι,
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    Αντικαθιστώντας τις τιμές αυτές στις εξισώσεις κατάστασης και ολοκληρώνοντας δίνει για τις τροχιές,
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            (5.128)

          
        

      


    


    ή χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες σε t0=0,
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            (5.129)

          
        

      


    


    Αν απαλείψω τον χρόνο από την (5.128), λαμβάνω τις εξισώσεις φάσης,
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            (5.130)

          
        

      


    


    Οι (5.130) ορίζουν παραβολές. Ενδεικτικές οικογένειες καμπυλών για διάφορα c5, c6 φαίνονται στα Σχ. 5.61, 5.62.
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    Σχήμα 5.61 Διαγράμματα φάσης για το πρόβλημα ελάχιστου χρόνου (u(t) = −1).


    [image: ]


    Σχήμα 5.62 Διαγράμματα φάσης για το πρόβλημα ελάχιστου χρόνου (u(t) = 1).


    Για να προχωρήσω πρέπει να λάβω υπόψη μου τις αρχικές συνθήκες. Στο Σχ. 5.61 υπάρχουν δύο ιδιαίτερες καμπύλες, τις οποίες έχω ονομάσει Α0, Β0 (οι οποίες προκύπτουν όταν c5 ή c6=0). Αν η αρχική συνθήκη x(t0) τυχαίνει να κείται επί μίας των καμπυλών αυτών, τότε ο έλεγχος u*(t)=1 ή u*(t)= −1 αντίστοιχα οδηγεί στο κέντρο των αξόνων. Αν η αρχική συνθήκη x(t0) τυχαίνει να κείται πάνω ή κάτω από την καμπύλη Α0Β, τότε ο αρχικός έλεγχος είναι u*(t)=−1 ή u*(t)=1 αντίστοιχα, μέχρι να συναντηθεί η Α0Β, οπότε ο έλεγχος μεταπηδά στον u*(t)=1 ή u*(t)=−1 αντίστοιχα. Για τον λόγο αυτό η καμπύλη Α0Β καλείται καμπύλη μεταπήδησης (switching curve). Χρησιμοποιώντας τις (5.128) βρίσκω ότι,
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    ή,
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            (5.131)

          
        

      


    


    η οποία είναι η εξίσωση της καμπύλης μεταπήδησης.


    Για να βρεθεί ο χρόνος μεταπήδησης t1, πρέπει να υπολογιστεί πότε η κατάσταση βρίσκεται επί της καμπύλης μεταπήδησης αντικαθιστώντας την (5.131) στις (5.128). Ας δούμε ένα συγκεκριμένο παράδειγμα.


    Έστω t0=0, x(0)=[10 10]T . Το σημείο αυτό βρίσκεται πάνω από την καμπύλη μεταπήδησης αφού,
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    επομένως ο αρχικός έλεγχος είναι u*(t)=−1. H (5.129) για τον έλεγχο αυτό δίνει,
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    Επί της καμπύλης μεταπήδησης,
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    Επομένως,
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    (η τελευταία αυτή εξίσωση ισχύει βέβαια γενικότερα).


    Αντικαθιστώντας τις αρχικές τιμές βρίσκω,


    t1≈17,75


    Ας βρω και τον ελάχιστο (τελικό) χρόνο [image: ]. Στον χρόνο t1 ισχύει,
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    ενώ στον χρόνο [image: ] επίσης,
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    (εδώ u*(t)=1 !). Αντικαθιστώντας,
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    Τα αποτελέσματα αυτά συνοψίζονται ως εξής:


    [image: ]
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    Στο Σχ. 5.63 φαίνονται τα αντίστοιχα γραφήματα.
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    Σχήμα 5.63 Διαγράμματα κατάστασης και ελέγχου για το πρόβλημα ελάχιστου χρόνου.


    Σημείωση: κατά την προσομοίωση του δεύτερου τμήματος των τροχιών, αρχίζουμε με t=0, αρχικές τιμές τις τελικές του πρώτου τμήματος, αλλά στο γράφημα παραμένει ο τρέχων χρόνος.


    5.3.6 Σχόλια


     


    Η προσέγγιση LQR τοποθετεί τους πόλους προσπαθώντας να ισορροπήσει το σφάλμα με το μέγεθος του ελέγχου. Με τον τρόπο αυτό δεν είναι εύκολο να επιτευχθούν συγκεκριμένες προδιαγραφές στις παραμέτρους της μεταβατικής απόκρισης, παρά μόνον αν γίνουν επαναληπτικές προσπάθειες στα Q, R.


    5.4 Έλεγχος H2


     


    Στην Ενότητα αυτήν - και στην επόμενη - θα παρουσιάσω τις έννοιες και τα εργαλεία των λεγόμενων «σύγχρονων» τεχνικών ελέγχου: H2 και H∞. Και οι δύο χρησιμοποιούν το δομικό διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 5.64, όπου z οι μεταβλητές εξόδου προς ρύθμιση, w οι εξωγενείς είσοδοι, y οι είσοδοι στον ελεγκτή, u το σήμα ελέγχου (έξοδος του ελεγκτή), P το ελεγχόμενο σύστημα και Κ ο ελεγκτής. 


    


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.64 Διάγραμμα δύο θυρών.


    Ο λόγος ανάπτυξης των τεχνικών αυτών είναι εν πολλοίς η διαπίστωση ότι τα καλά χαρακτηριστικά του ελεγκτή LQR χάνονται όταν απαιτείται παρατηρητής για την κατάσταση.


    Το Σχ. 5.64 είναι η σχηματική παράσταση των μαθηματικών σχέσεων στο πεδίο της συχνότητας,
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            (5.132)

          
        


        
          	
             

          

          	
            u(s)=K(s)y(s)

          

          	
            (5.133)

          
        

      


    


    Η συνάρτηση μεταφοράς κλειστού βρόχου Τzw(s) δίνεται από την (5.134),


    
      
        
          	
             

          

          	
            Tzw(s)=P11(s)+P12(s)K(s)(I−P22(s)K(s))−1P21(s)

          

          	
            (5.134)

          
        

      


    


    δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z(s)=Tzw(s)w=Fl(P, K)w(s)

          

          	
             

          
        

      


    


    Το Σχ. 5.64 έχει ανάλογη έκφραση και στον χώρο καταστάσεων:
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            (5.135)

          
        

      


    


    ή ισοδύναμα,
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            (5.136)

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]=AKxK(t)+BKy(t)

          

          	
            (5.137)

          
        


        
          	
             

          

          	
            u(t)=CKxK(t)+DKy(t)

          

          	
            (5.138)

          
        

      


    


    Δεδομένου ότι το συνολικό σύστημα δίνεται από τις,
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            (5.139)

          
        

      


    


    εσωτερική ευστάθεια σημαίνει ότι οι ιδιοτιμές του πίνακα,
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            (5.140)

          
        

      


    


    είναι αρνητικές.


    Στη συνέχεια είναι χρήσιμοι κάποιοι ορισμοί.


    Ορισμός 5.15 Το κατώτερο όριο (inf) της νόρμας H2 επί των ελεγκτών K(s) οι οποίοι είναι πρέποντες και σταθεροποιούν εσωτερικά τη συνάρτηση κλειστού βρόχου Τzw(s), ορίζεται ως,
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            (5.141)

          
        

      


    


    Θυμίζω,
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            (5.142)

          
        

      


    


    Ορισμός 5.16 Ένας πρέπων ελεγκτής K(s) είναι βέλτιστος H2 αν σταθεροποιεί εσωτερικά την Τzw(s) και,
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            (5.143)

          
        

      


    


    Έτσι, το πρόβλημα του βέλτιστου ελέγχου H2 διατυπώνεται ως εξής:


    Πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου H2: Να βρεθεί πρέπων, εσωτερικά σταθεροποιών ελεγκτής Κ(s) τέτοιος ώστε [image: ] για το σύστημα του Σχ. 5.64.


    Πριν προχωρήσω θα ήθελα να κάνω ένα γενικό σχόλιο για τη «φιλοσοφία» σχεδίασης ελεγκτών οι οποίοι ελαχιστοποιούν κάποια νόρμα της (5.134), δηλαδή τις τεχνικές H2 και H∞. Η βασική ιδέα είναι να διατηρηθούν τα σήματα ενδιαφέροντος «μικρά» παρά την ύπαρξη των διαταραχών. Για να μπορεί να έχει νόημα αυτήν η προσέγγιση, το διάνυσμα εξόδου z πρέπει να συντίθεται από σήματα των οποίων έχει νόημα η ελαχιστοποίηση τους. Έτσι, χρησιμοποιείται το σφάλμα και όχι η έξοδος του συστήματος του Σχ. 5.1, όπως επίσης και κάποια συνάρτηση ποινής του μεγέθους του ελέγχου.


    5.4.1 Ερμηνεία και χρήση του κριτηρίου H2


    Λόγω του ότι η υιοθέτηση του κριτηρίου H2 δεν έχει προφανή φυσική ερμηνεία, θα δώσω κάποια παραδείγματα για να φωτίσω το ζήτημα.


     


    α)      Στοχαστική ερμηνεία


     


    Για τη στοχαστική ερμηνεία απαιτείται η έννοια του λευκού θορύβου στον συνεχή χρόνο. Η έννοια αυτή είναι λίγο περίπλοκη στο αυστηρό μαθηματικό της πλαίσιο, καθώς ορίζεται ως «γενικευμένη» τυχαία διαδικασία (όπως και η συνάρτηση δ του Dirac των αιτιοκρατικών συναρτήσεων). Έτσι, ο (συνεχής) λευκός θόρυβος w(t) ορίζεται μέσω της,
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            (5.144)

          
        

      


    


    Τώρα,
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            (5.145)

          
        

      


    


    Άρα, η ασυμπτωτική διασπορά της απόκρισης ενός ευσταθούς ΓΧΑ συστήματος σε λευκό θόρυβο ισούται με το τετράγωνο της νόρμας H2.


     


    β)      Αιτιοκρατική ερμηνεία


     


    Η νόρμα H2 του P μετρά την ενέργεια της ωστικής απόκρισης (Σχ. 5.65):
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            (5.146)

          
        

      


    


    Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η επιλογή της νόρμας H2 είναι κατάλληλη όταν υπάρχει πληροφορία για το φασματικό περιεχόμενο της εισόδου w, όπως για παράδειγμα, όταν η w είναι στάσιμη. Στην περίπτωση αυτήν, η λύση του προβλήματος οδηγεί, όπως θα δείξω, στον ελεγκτή LQG, δείχνοντας έτσι τη σχέση των δύο προσεγγίσεων.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.65 Σχηματική ερμηνεία της νόρμας H2.


    5.4.2 Λύση του προβλήματος H2


     


    Η λύση του προβλήματος της εύρεσης του ελεγκτή ο οποίος ελαχιστοποιεί τη νόρμα H2, προκύπτει χρησιμοποιώντας τη μορφή του χώρου κατάστασης (5.135). Στη μορφή αυτήν οι προϋποθέσεις ύπαρξης λύσης είναι:


     


    1)      D22=0. Αυτή η συνθήκη δεν είναι περιοριστική, αλλά τίθεται για λόγους ευκολίας και μπορεί να αφαιρεθεί.


    2)      Για να είναι η νόρμα H2 πεπερασμένη πρέπει η Τ , δεδομένου του Κ αυστηρά πρέποντος, να είναι αυστηρά πρέπουσα, δηλαδή,
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            (5.147)

          
        

      


    


    δηλαδή D11+D12 DK D21 = 0 (δες και (5.139)). Η προϋπόθεση αυτή είναι αρκετά περιοριστική αν D11¹0. Στα περισσότερα συγγράμματα (αλλά και σε λογισμικά όπως το MATLAB), για λόγους ευκολίας θεωρείται D11=0. Η απλούστευση όμως αυτή δεν είναι φυσικά δικαιολογημένη όπως θα δείξω και στη συνέχεια. Σε κάθε περίπτωση, επειδή η λύση της γενικής περίπτωσης προκύπτει εύκολα από την ειδική περίπτωση όταν D11=0, θα ξεκινήσω έτσι.


    Περαιτέρω, πρέπει:


     


    3)      Η τριπλέτα (Α, Β1, C1) να είναι σταθεροποιήσιμη και εντοπίσιμη.


    4)      Η τριπλέτα (Α, Β2, C2) να είναι σταθεροποιήσιμη και εντοπίσιμη.


    5)      [image: ].


    6)      [image: ].


     


    Η δομή αυτή του προβλήματος καλείται «κανονική» περίπτωση ανάδρασης εξόδου. Αν οι προϋποθέσεις δεν ικανοποιούνται το πρόβλημα καλείται ιδιόμορφο. Υπ’ αυτές τις προϋποθέσεις η (5.135) γίνεται,
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            (5.148)

          
        

      


    


    Η διαδικασία εύρεσης της μορφής του βέλτιστου H2 ελεγκτή δεν είναι απλή υπόθεση. Θα παραπέμψω τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη στο φημισμένο άρθρο των Doyle et al.


    Θεώρημα 5.8 Βέλτιστος H2 ελεγκτής: ο εσωτερικά σταθεροποιών ελεγκτής ο οποίος ελαχιστοποιεί την (5.142) για το σύστημα των (5.148), περιγράφεται από τις εξισώσεις χώρου κατάστασης,
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    όπου,
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    και οι πίνακες S, P είναι οι συμμετρικές, θετικά ημιορισμένες λύσεις των αντίστοιχων αλγεβρικών Riccati,
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    Περαιτέρω, η επιτυγχανόμενη ελάχιστη τιμή της νόρμας δίνεται από την,
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    Αν D11¹0, δηλαδή το σύστημα είναι,
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            (5.153)

          
        

      


    


    τότε έστω Duy τέτοιο ώστε D11+D12DuyD21=0 (αν δεν υπάρχει, το πρόβλημα δεν έχει λύση). Ορίζοντας,
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    όπου [image: ] είναι η λύση στο τροποποιημένο σύστημα,
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    το πρόβλημα μετατρέπεται στη μορφή (5.148).


    5.4.3 Χρήση του ελεγκτή H2


     


    Ο ελεγκτής H2 είναι η λύση σε ένα καλά διατυπωμένο πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου με κριτήριο κόστους την (5.136). Αυτό το οποίο δεν είναι προφανές είναι πως η συγκεκριμένη λύση μπορεί να χρησιμεύσει στην επίλυση πρακτικών προβλημάτων. Τα ζητήματα μεταξύ άλλων είναι:


     


    1.      Η είσοδος για την οποία έχει λυθεί το πρόβλημα είναι η ωστική συνάρτηση δ(t). Τι γίνεται όμως στην περίπτωση κατά την οποία οι είσοδοι είναι γενικότερα αιτιοκρατικά σήματα, όπως π.χ. συναρτήσεις βαθμίδας; Στην περίπτωση αυτή χρησιμοποιείται η εξής προσέγγιση:


     


    Η συνάρτηση βαθμίδας μπορεί να εκφραστεί ως το ολοκλήρωμα της ωστικής συνάρτησης,
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    2.      Εάν ο θόρυβος δεν είναι λευκός αλλά χρωματιστός, τότε μπορεί να εκφραστεί ως,
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    όπου ο Α είναι ευσταθής (Re{eig(A)}<0). Οι εξισώσεις (5.157) δηλώνουν με άλλα λόγια ότι ο [image: ] είναι το αποτέλεσμα του φιλτραρίσματος του λευκού θορύβου μέσω του φίλτρο χρωματισμού [image: ]. Έτσι, η απόκριση του γραμμικού συστήματος,
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    μπορεί να γραφτεί ως,
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    Αυτό σημαίνει ότι η περίπτωση αυτή αντιμετωπίζεται απλά, επαυξάνοντας το διάνυσμα κατάστασης και λύνοντας το πρόβλημα με το επαυξημένο σύστημα. Στην πράξη το φίλτρο χρωματισμού μπορεί να βρεθεί ως εξής:


    Από μετρήσεις εκτιμάται στατιστικά η φασματική πυκνότητα [image: ] της περί ης ο λόγος διαδικασίας. Στη συνέχεια η φασματική πυκνότητα προσεγγίζεται από μία συνάρτηση μεταφοράς G(ωi) όπου G(s) είναι αυστηρά πρέπουσα, και,
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    Τέλος το φίλτρο χρωματισμού Τ(s) προκύπτει από τη φασματική παραγοντοποίηση,


    G(s)=T(s)TT(-s)


     


    3.      Είναι γεγονός ότι η λύση στο πρόβλημα του βέλτιστου H2 ελέγχου είναι πολύ κομψή και επιτεύχθηκε με πολύ κόπο. Παρόλ’ αυτά δεν είναι προφανές πώς το αποτέλεσμα μπορεί να συσχετιστεί με τους κλασικούς στόχους σχεδίασης της Εν. 5.1.1. Οι στόχοι αυτοί μπορούν να συνοψιστούν στα εξής:


     


    ·         Για να ακολουθείται ικανοποιητικά η είσοδος αναφοράς και να απορρίπτονται οι διαταραχές, η συνάρτηση ευαισθησίας Sο(ωi) απαιτείται να είναι «μικρή» στις χαμηλές συχνότητες των αντίστοιχων εισόδων.


    ·         Για την απόρριψη του θορύβου η συμπληρωματική ευαισθησία Το(ωi) απαιτείται να είναι «μικρή» στις υψηλές συχνότητες των θορύβων.


    ·         Επιπρόσθετα, για «μικρό» σήμα ελέγχου απαιτείται η Si(ωi)Κ(ωi) να είναι «μικρή».


     


    Για να μπορέσουν αυτές οι κλασικές προδιαγραφές να τεθούν στο πλαίσιο της λογικής του ελέγχου H2, θα μπορούσε να διαμορφωθεί έτσι το σύστημα ούτως ώστε η συνάρτηση κλειστού βρόχου να είναι,
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    Επομένως γεννάται το ερώτημα, ποια διάταξη του Σχ. 5.1 θα έδινε τη συνάρτηση μεταφοράς (5.161); Δεδομένου ότι,
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    η επιλογή [image: ] λύνει το πρόβλημα (Σχ. 5.66).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.66 Διάγραμμα βελτιστοποίησης μικτής ευαισθησίας.


    Με την επιλογή αυτήν η (5.142) γίνεται,
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    Άρα, αν ο βέλτιστος ελεγκτής δίνει,
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    τότε,
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    H (5.164) έχει δύο προβλήματα: το πρώτο είναι ότι η βελτιστοποίηση γίνεται σε όλο το φάσμα των συχνοτήτων των εμπλεκομένων συναρτήσεων και το δεύτερο ότι δεν υπάρχει συντελεστής βαρύτητας ανάμεσα στις συναρτήσεις. Το δεύτερο πρόβλημα αντιμετωπίζεται εύκολα τροποποιώντας την (5.161) ως,
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    με α+β+γ=1. Το πρώτο πρόβλημα είναι λίγο πιο δύσκολο και απαιτεί τη χρήση συναρτήσεων βαρών συχνότητας, έτσι ώστε οι αντίστοιχες συναρτήσεις να βελτιστοποιούνται στο κατάλληλο διάστημα συχνοτήτων. Η (5.161) γίνεται λοιπόν:
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    Το πρόβλημα αυτό καλείται πρόβλημα μικτής ευαισθησίας (mixed sensitivity). Η αντίστοιχη προς την (5.162) είναι,
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    Το αντίστοιχο διάγραμμα δύο θυρών με Tzw την (5.166) φαίνεται στο Σχ. 5.67.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.67 Σταθμισμένο σύστημα μικτής ευαισθησίας σε διάγραμμα 2 θυρών.


    Παράδειγμα 5.17 Έστω το σύστημα ελέγχου της γωνιακής θέσης ενός κινητήρα DC (Παράρτημα, Εν. 8.4), το οποίο φαίνεται στο Σχ. 5.68.
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    [image: ]


     


    Σχήμα 5.68 Σύστημα παρακολούθησης γωνία κινητήρα DC.


    Για να βρεθούν οι σχετικοί πίνακες της (5.153), ξανασχεδιάζω το Σχ. 5.68 ως το Σχ. 5.69, όπου,
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    [image: ]


    Σχήμα 5.69 Σύστημα παρακολούθησης γωνία κινητήρα DC σε διάγραμμα 2 θυρών.


    Έτσι, το σύστημα περιγράφεται από τις,
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    Οι εντολές,


     


    P = ss(A, B, C, D)


    sysP = mktito(P, 3, 1);


    [K1, CL1, GAM1, INFO1] = h2syn(sysP, 3 ,1)


     


    επιστρέφουν,


     


    d21 does not have full row rank


     


    Ο πίνακας [image: ] έχει προφανώς βαθμό = 1¹3, άρα χρειάζεται τροποποίηση στο υπόδειγμα. Ο πρακτικός λόγος αυτής της απαίτησης είναι ότι ο ελεγκτής επιμένει στην ύπαρξη θορύβου στη μέτρηση κάθε κατάστασης, οπότε ας θέσω,
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    με αντίστοιχη αλλαγή των (5.170). Αυτήν τη φορά το MATLAB απαντά,


     


    Error using -


    Matrix dimensions must agree.


    Error in lti/h2syn (line 195)


    h2 = -b1*d21' - h2c';


     


    Το μήνυμα αυτό δεν είναι πολύ κατατοπιστικό. Μετά από ψάξιμο φαίνεται ότι στην h2syn δεν αρέσει το γεγονός ότι D11¹0. Ευτυχώς υπάρχει διαθέσιμο εναλλακτικό λογισμικό, το HIFOO [“HIFOO”]. Η εντολή,


     


    [K, f, viol, loc] = hifoo(sysP, 2, 't')


     


    επιστρέφει τον βέλτιστο H2 ελεγκτή,
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            [image: ]
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    Τα γραφήματα του συστήματος με τον συγκεκριμένο ελεγκτή φαίνονται στα Σχ. 5.70, 5.71.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.70 Γράφημα γωνιακής θέσης για το Παρ. 5.17.


    [image: ]


    Σχήμα 5.71 Γράφημα ελέγχου για το Παρ. 5.17.


    Όπως φαίνεται, η απόκριση είναι ικανοποιητική σε σχέση με τα κριτήρια της χρονικής απόκρισης (υπερύψωση, σφάλμα σταθερής κατάστασης). Ποια είναι όμως η απόδοση του συστήματος στις προδιαγραφές των συναρτήσεων ευαισθησίας; Το Σχ. 5.72 μας δίνει την απάντηση. Αμφότερες οι συναρτήσεις ευαισθησίας είναι κάτω από τη μονάδα, επομένως η σχεδίαση είναι τεκμαίρεται ικανοποιητική.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.72 Γραφήματα μέτρου S και Τ για το Παρ. 5.17.


    5.4.4 Σχόλια


     


    Ο βασικός περιορισμός της σχεδίασης με βάση την ελαχιστοποίηση της νόρμας H2 είναι η αδυναμία της να περιλάβει αναλυτικά στη μορφοποίηση του προβλήματος, αβέβαια συστήματα. Η μοναδική αβεβαιότητα η οποία λαμβάνεται υπόψη είναι προσθετικός θόρυβος, γεγονός το οποίο σημαίνει ότι σε κρίσιμα συστήματα, η συνολική αβεβαιότητα, πιθανόν να καταστήσει τη σχεδίαση ανασφαλή.


    Παράλληλα, ο ελεγκτής H2 (ή ο LQG) δεν έχει εγγυημένα περιθώρια ευστάθειας, σε αντίθεση με τον απλούστερο, αλλά πολλές φορές ανέφικτο, ελεγκτή LQR. Συνακόλουθα η στιβαρότητα του δεν είναι εγγυημένη, με αποτέλεσμα να χρειάζεται να εκτιμάται η σχετική ευστάθεια ξεχωριστά για κάθε σχεδίαση. Παρόλ’ αυτά είναι δυνατόν τα περιθώρια ευστάθειας να βελτιωθούν αν χαλαρώσουν οι απαιτήσεις βελτιότητας σε ότι αφορά στο μέγεθος του σφάλματος. Προς αυτήν την κατεύθυνση κινείται η τεχνική ανάκτησης μεταφοράς βρόχου (LTR), μέσω της οποίας αποπειράται η προσέγγιση της απόδοσης του ελεγκτή LQR, σε ότι αφορά στις ιδιότητες στιβαρότητας του.


    5.5 Έλεγχος H∞


     


    Ο έλεγχος H∞ είναι η φυσική συνέχεια του ελεγκτή H2 , ο οποίος στηρίζεται στην ίδια γενική φιλοσοφία της ελαχιστοποίησης νόρμας, αλλά προσπαθεί να διορθώσει τις αδυναμίες του.


    Η προκαθορισμένη δομή είναι πάλι η γενική διάταξη ανατροφοδότησης του Σχ. 5.64. Δοθείσης της δομής αυτής, η προσοχή θα επικεντρωθεί στην απαραίτητη συνθήκη για οποιοδήποτε σύστημα: το να είναι ευσταθές κατά μία πρέπουσα έννοια. Ειδικότερα, το κομμάτι της ανάλυσης θα καλύψει το θέμα της ευστάθειας σε συστήματα με ανατροφοδότηση και το θέμα της παραμετροποίησης όλων των ελεγκτών οι οποίοι σταθεροποιούν τα συστήματα αυτά. Στο κομμάτι της σύνθεσης θα ασχοληθώ με τη διαδικασία υπολογισμού του κατάλληλου ελεγκτή, και τις συνθήκες κάτω από τις οποίες η εύρεση αυτή είναι εφικτή.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.64 Διάγραμμα δύο θυρών.


    5.5.1 Διατύπωση του προβλήματος


     


    Το πρόβλημα της βέλτιστης σύνθεσης του ελεγκτή H∞ ορίζεται με ανάλογο τρόπο με αυτό του ελεγκτή H2:


    Ορισμός 5.17 Το κατώτερο όριο της νόρμας H∞ επί ελεγκτών K(s) οι οποίοι είναι πρέποντες και σταθεροποιούν εσωτερικά τη συνάρτηση κλειστού βρόχου Τzw(s), ορίζεται ως,
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    Θυμίζω,
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    Ορισμός 5.18 Ένας πρέπων ελεγκτής K(s) είναι βέλτιστος H∞ αν σταθεροποιεί εσωτερικά την Τzw(s) και,
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    Έτσι, το πρόβλημα του βέλτιστου ελέγχου H∞ διατυπώνεται ως εξής:


    Πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου H∞: Να βρεθεί πρέπων, εσωτερικά σταθεροποιών ελεγκτής Κ(s) τέτοιος ώστε [image: ] για το σύστημα του Σχ. 5.64.


    Δυστυχώς το πρόβλημα αυτό δεν λύνεται προς το παρόν. Μια λιγότερο αισιόδοξη εκδοχή του είναι το:


    Πρόβλημα υποβέλτιστου ελέγχου H∞: να βρεθεί πρέπων, εσωτερικά σταθεροποιών ελεγκτής Κ(s) τέτοιος ώστε η νόρμα H∞ της Τzw(s) να είναι μικρότερη από γ[image: ].


    5.5.2 Ερμηνεία του κριτηρίου H∞


     


    Η υιοθέτηση της στρατηγικής ελαχιστοποίησης της νόρμας H∞ δεν έχει προφανή αιτιολόγηση. Καταρχάς τα σήματα z του Σχ. 5.64 πρέπει να αναπαριστούν μεταβλητές οι οποίες απαιτείται να είναι «μικρές». Για παράδειγμα, σε ένα πρόβλημα παρακολούθησης, το z πρέπει να περιλαμβάνει το σφάλμα παρακολούθησης και όχι την έξοδο παρακολούθησης. Επίσης το z πρέπει να περιλαμβάνει και κάποια ποινή επί του σήματος ελέγχου έτσι ώστε η προκύπτουσα λύση να είναι υλοποιήσιμη.


    Επιπλέον, η νόρμα αυτή είναι επαγόμενη· ακριβέστερα είναι η L2 επαγόμενη νόρμα ενός αιτιακού, ευσταθούς, γραμμικού, χρονικά αμετάβλητου συστήματος. Επομένως ελαχιστοποίηση της νόρμας αυτής ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της μέγιστης «απολαβής» του συστήματος όταν τα σήματα εισόδου και εξόδου είναι σήματα L2, δηλαδή σήματα με πεπερασμένη ενέργεια. Με άλλα λόγια ελαχιστοποίηση της νόρμας H∞ ισοδυναμεί με ελαχιστοποίηση της χείριστης επίδρασης επί της ενέργειας του z, αυθαίρετου L2 σήματος εισόδου w (Σχ. 5.73). Υπ’ αυτήν την έννοια το κριτήριο αυτό είναι κατάλληλο όταν δεν έχουμε πληροφορία για τα φασματικά χαρακτηριστικά του σήματος εισόδου w. Σε αντίθετη περίπτωση η ελαχιστοποίηση της νόρμας H2 είναι πιο κατάλληλη.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.73 Σχηματική ερμηνεία νόρμας H∞.


    Υπάρχει όμως και μία λιγότερο προφανής αιτία για την υιοθέτηση ενός κριτηρίου επαγόμενης νόρμας: ένας συσταλτικός (contractive) τελεστής P έχει την ιδιότητα ότι η αντιστροφή του I−P είναι εξασφαλισμένη. Αυτή η λεγόμενη ιδιότητα της «μικρής απολαβής» εξασφαλίζει την ευστάθεια ορισμένων συστημάτων ανατροφοδότησης, ειδικά όταν κάποια από τα τμήματα τους δεν ορίζονται επακριβώς. Η ιδιότητα αυτή θα γίνει απόλυτα κατανοητή στο επόμενο κεφάλαιο περί αβέβαιων συστημάτων.


    5.5.3 Λύση προβλήματος


     


    Έστω ξανά η δομή της «κανονικής» περίπτωσης ανάδρασης εξόδου της Εξ. (5.148),
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    με τις ίδιες προϋποθέσεις:


     


    ·         Π1. D11=0, D22=0 (υπονοεί ότι οι συναρτήσεις μεταφοράς από το w στο z και από το u στο y φθίνουν στις υψηλές συχνότητες).


    ·         Π2. Το ζεύγος (Α, Β2) είναι σταθεροποιήσιμο και το (C2, A) εντοπίσιμο (η προϋπόθεση αυτή εξασφαλίζει ότι ο ελεγκτής θα μπορεί να επηρεάσει όλες τις ασταθείς καταστάσεις και ότι αυτές οι καταστάσεις εμφανίζονται στις μετρήσεις).


    ·         Π3. βαθμός(D12)=m2, βαθμός(D21)=p2. Οι προϋποθέσεις αυτές εξασφαλίζουν ότι οι ελεγκτές είναι πρέποντες. Επίσης υπονοεί ότι η συνάρτηση μεταφοράς από το w στο y είναι μη μηδενική στις υψηλές συχνότητες.


    ·         Π4. βαθμός[image: ]=n+m2 σε όλες τις συχνότητες.


    ·         Π5. βαθμός[image: ]=n+p2 σε όλες τις συχνότητες.


     


    Για το πρόβλημα αυτό ένας υποβέλτιστος ελεγκτής ο οποίος καθιστά την ║Τzw║∞<γ ([image: ]), δίνεται από τη σχέση,


    [image: ]


    όπου ο εκτιμητής κατάστασης υπολογίζεται από την,


    [image: ]


    και,


    [image: ]


    Ο όρος [image: ] είναι η εκτίμηση της χειρότερης δυνατής διαταραχής εισόδου του συστήματος και ο [image: ] είναι η έξοδος του εκτιμητή. Οι πίνακες απολαβής Kc, Ke δίνονται από τους τύπους,


    [image: ]


    [image: ]


    Ο όρος Ζ¥ υπολογίζεται μέσω της,


    [image: ]


    Οι όροι Χ¥, Υ¥ είναι οι λύσεις των εξισώσεων Riccati για τον ελεγκτή και εκτιμητή αντίστοιχα:
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    όπου,
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    Συλλέγοντας όλες τις παραπάνω εκφράσεις το κλειστό σύστημα γράφεται ως εξής:


    [image: ]


    [image: ]


    Τέλος μπορεί να αποδειχθεί ότι ο σταθεροποιητικός ελεγκτής υπάρχει αν και μόνον αν οι εξισώσεις Riccati (5.176), (5.177) έχουν θετικά ημιορισμένες λύσεις και,


    ρ(Χ¥Υ¥)<γ2


    (όπου ρ: φασματική ακτίνα).


     


    Απόδειξη: δες π.χ. (Zhou 1998, 272-278).


     


    Παράδειγμα 5.18 Έστω πάλι το σύστημα του Σχ. 5.74 με,


    [image: ]


    (οι συναρτήσεις βαρών έχουν γραφτεί στην τυπική μορφή της (5.179)).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.74 Σύστημα ρύθμισης.


    Για το σύστημα αυτό,


    [image: ]


    και Tzw(s),


    [image: ]


    Η εντολή,


    [K, CL, GAM, info] = hinfsyn(P, Nmeas, Ncon, 'TOLGAM', 0.0001)


    δίνει έναν υποβέλτιστο ελεγκτή:


    [image: ]


    με γ=0,7849. Στο Σχ. 5.75 φαίνεται το γράφημα της μέγιστης ιδιόμορφης τιμής του Tzw, την οποία ελαχιστοποιεί ο ελεγκτής. Η τιμή αυτή είναι σταθερά στο 0,785 για μεγάλο εύρος συχνοτήτων, γεγονός αναμενόμενο αφού ο ελεγκτής H∞ είναι ολοπερατός (all-pass).


    [image: ]


    Σχήμα 5.75 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή της Tzw. ex_Zhou_278


    Ας δούμε επίσης την απόδοση του ελεγκτή σε σχέση με τις κλασικές προδιαγραφές επί των ιδιόμορφων τιμών των So, To και SiK. Στα Σχ. 5.76-5.78 φαίνονται οι ιδιόμορφες τιμές των συναρτήσεων αυτών.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.76 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή Sο. ex_Zhou_278


    [image: ]


    Σχήμα 5.77 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή Το. ex_Zhou_278


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.78 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή SiK. ex_Zhou_278


    Από ότι φαίνεται ο ελεγκτής τα καταφέρνει αρκετά καλά εκτός ίσως από την περίπτωση του SiK όπου η τιμή είναι κάπως υψηλή στις χαμηλές συχνότητες. Οι προβλέψεις αυτές επαληθεύονται και από τις αντίστοιχες αποκρίσεις βαθμίδας οι οποίες φαίνονται στα Σχ. 5.79, 5.80: οι διαταραχές δεν επηρεάζουν το e αλλά η di εμφανίζεται στο [image: ]- μάλιστα είναι ίσο με αυτήν όπως προβλέπει και η ιδιόμορφη τιμή (=1 στις χαμηλές).


    Γιατί συμβαίνει αυτό; Ο ελεγκτής H∞ είναι βέλτιστος για σήματα εισόδου με πεπερασμένη νόρμα L2, κάτι το οποίο δεν ισχύει για εισόδους βαθμίδας. Δηλαδή, δοκίμασα την απόδοση του ελεγκτή σε μία είσοδο για την οποία δεν ισχύει το βέλτιστο. Για να πετύχω τον στόχο αυτό πρέπει να διαμορφώσω καταλληλότερα τις εξόδους μέσω των συναρτήσεων βαρών We, Wu.
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    Σχήμα 5.79 Αποκρίσεις βαθμίδας του e. ex_Zhou_278


    [image: ]


    Σχήμα 5.80 Αποκρίσεις βαθμίδας του [image: ]. ex_Zhou_278


    5.5.4 Επιλογή συναρτήσεων βαρών


     


    Όπως προείπα η επιλογή των βαρών τα οποία μορφοποιούν τα σήματα εισόδου και εξόδου στο πεδίο της συχνότητας, είναι η μοναδική σχεδιαστική παράμετρος στη μεθοδολογία εύρεσης ελεγκτών ελάχιστης νόρμας. Θα δώσω λοιπόν κάποιες απλές κατευθυντήριες γραμμές οι οποίες θα βοηθήσουν στην αρχική επιλογή των συναρτήσεων αυτών. Αν τα αποτελέσματα της σχεδίασης δεν κρίνονται ικανοποιητικά, τότε τα αρχικά βάρη μπορούν να τροποποιούνται σταδιακά μέχρι την επίτευξη ικανοποιητικής σχεδίασης, αν αυτό βέβαια είναι εφικτό.


    Σε πολυμεταβλητά συστήματα τα βάρη είναι συνήθως διαγώνιοι πίνακες. Έτσι, ας θεωρήσω το σύστημα του Σχ. 5.81, όπου,


    [image: ] [image: ]


    είναι ευσταθείς πίνακες μεταφοράς.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.81 Σταθμισμένο τυπικό σύστημα.


    Τότε,


    [image: ]


    Επομένως φραγμός στην ποσότητα [image: ] θα έχει ως αποτέλεσμα φραγμό στη σταθερή κατάσταση των [image: ] και [image: ]. Έτσι, η,


    [image: ]


    ικανοποιεί την,


    [image: ]


    για κάθε ημιτονοειδή είσοδο,
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    η οποία ικανοποιεί την,


    [image: ]


    αν και μόνον αν [image: ].


    Αυτό με τη σειρά του προϋποθέτει, αρκετά προσεγγιστικά, ότι [image: ] αν και μόνον αν για κάθε είσοδο [image: ] με [image: ] ισχύει [image: ].


    Η τελευταία αυτή σχέση δίνει μία προσέγγιση επιλογής βαρών: να χρησιμοποιηθεί ο WR για να αναπαρασταθούν τα σχετικά μεγέθη των πιθανών εισόδων και τον 1/WL για να αναπαρασταθούν τα επιθυμητά άνω φράγματα των εξόδων.


    Για να πάρουμε μια γενική ιδέα για την επίδραση των βαρών ας ξαναδούμε το Σχ. 5.82, όπου [image: ] είναι το πραγματικό σύστημα το οποίο θέλουμε να ελέγξουμε, [image: ] και [image: ] τα πραγματικά σήματα εισόδου και εξόδου και Ww(s), Wz(s) πίνακες συναρτήσεων μεταφοράς βαρών στο πεδίο της συχνότητας τέτοιοι ώστε τα προκύπτοντα σήματα w και z να ικανοποιούν την προϋπόθεση η οποία τίθεται από τη μεθοδολογία H∞, δηλαδή,


    ║w║2≤1, ║z║2≤1


    ή,
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    αν οι αντίστροφοι υπάρχουν.


    [image: ]


    Σχήμα 5.82 Σταθμισμένο σύστημα.


    Η (5.178) υπονοεί ότι:


     


    
      Ως γενική αρχή μπορούμε να πούμε ότι, σημείο εκκίνησης για την επιλογή των βαρών είναι η εκτίμηση της επιθυμητής συμπεριφοράς για τα σήματα εξόδου (σφάλμα, έλεγχος) και της προσδοκώμενης συμπεριφοράς για τα σήματα εισόδου (σήμα αναφοράς, διαταραχές, θόρυβος).

    


     


    Η (5.178) είναι ένα φράγμα στη νόρμα των εμπλεκομένων σημάτων δηλαδή στο μέγεθος τους, επομένως αν,


     


    [image: ]: χειρότερη επιθυμητή συμπεριφορά του z


    Ww: χειρότερη προσδοκώμενη συμπεριφορά του w


     


    τότε έχουμε πετύχει τον στόχο μας. Τα πράγματα μπερδεύονται όμως λίγο επειδή και οι συναρτήσεις βαρών πρέπει να ικανοποιούν τη συνθήκη την οποία επιβάλλει ο έλεγχος H∞ , δηλαδή οι συναρτήσεις βαρών πρέπει να είναι ευσταθείς συναρτήσεις ελάχιστης φάσης (αυτό, για παράδειγμα, αποκλείει ολοκληρωτές). Έτσι, αφού στη γενική περίπτωση,


    [image: ]


    (όπου uw, ew είναι ο έλεγχος και το σφάλμα αντίστοιχα και do, di, n και r η διαταραχή εξόδου, διαταραχή εισόδου, θόρυβος και είσοδος αναφοράς αντίστοιχα), προκύπτει ότι,


    [image: ]


    Για μια πιο λεπτομερή βοήθεια στην επιλογή των συναρτήσεων βαρών, ας κάνω μια μικρή ανακεφαλαίωση σε ότι αφορά τα διαγράμματα μέτρου μονοδιάστατων συναρτήσεων μεταφοράς σε τυπικές μορφές, δηλαδή μορφές οι οποίες αναδεικνύουν τις χαρακτηριστικες παραμέτρους των διαγραμμάτων.


    Ας θεωρήσω τη συνάρτηση πρώτης τάξης,
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    Η συνάρτηση αυτή περιγράφει ένα χαμηλοπερατό φίλτρο αν Α<1 και Β>1, ενώ περιγράφει ένα υψηλοπερατό στην αντίθετη περίπτωση. Περαιτέρω,
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    ενώ η μετάβαση από τη μία περιοχή στην άλλη συμβαίνει στη συχνότητα διασταύρωσης ωc. Παραδείγματα τέτοιων συναρτήσεων φαίνονται στα Σχ. 5.83-5.84.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.83 Υψηλοπερατή συνάρτηση βάρους.


    [image: ]


    Σχήμα 5.84 Χαμηλοπερατή συνάρτηση βάρους.


    Αν απαιτείται πιο απότομη μετάβαση από τη μία ζώνη στην άλλη, μπορεί να χρησιμοποιηθεί η αντίστοιχη συνάρτηση τάξης n,
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    Τέλος για ζωνοπερατά φίλτρα χρησιμοποιούνται γινόμενα χαμηλοπερατών-υψηλοπερατών φίλτρων των όποιων οι ζώνες μετάβασης επικαλύπτονται.


    Πέρα όμως από τις γενικές πληροφορίες για τη σημασία των συναρτήσεων βαρών, απαιτούνται και πιο συγκεκριμένες οδηγίες για την κάθε περίπτωση. Είναι γεγονός ότι αρχικά δόθηκε μεγάλη σημασία στη θεωρητική εξέταση των σχετικών προβλημάτων και λιγότερη στην πρακτική υλοποίηση τους, γεγονός το οποίο σε συνδυασμό με τη δυσκολία των συγκεκριμένων μεθόδων, οδήγησε σε μικρή αποδοχή τους. Στη συνέχεια το κλίμα αυτό αντιστράφηκε, με αποτέλεσμα να παρουσιάζονται δημοσιεύσεις οι οποίες ασχολούνται αποκλειστικά με το θέμα αυτό. Μία εξ αυτών, η δημοσίευση των (Lundström et al. 1991), θα χρησιμοποιηθεί αμέσως για να διαφωτίσει επί του θέματος αυτού.


    5.5.4.1 Συναρτήσεις βαρών απόδοσης


     


    Μία σειρά από χαρακτηριστικά απόδοσης μπορούν να εκφραστούν ως ένα άνω φράγμα 1/|wp| στο γράφημα της μέγιστης ιδιόμορφης τιμής της συνάρτησης ευαισθησίας (εξόδου) S=(I+GK)−1,
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    Για παράδειγμα, ας αναφερθώ στις κλασικές προδιαγραφές στο πεδίο της συχνότητας:


     


    1.      Σφάλμα σταθερής κατάστασης <Α.


    2.      Εύρος ζώνης κλειστού συστήματος >ωb.


    3.      Ενίσχυση υψίσυχνου θορύβου <Μ.


     


    Οι προδιαγραφές αυτές μπορούν να τεθούν στη μορφή της (5.182), με,
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    Το όριο το οποίο περιγράφει το βάρος αυτό φαίνεται στο Σχ. 5.85.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.85 Τυπική μορφή φράγματος 1/|wp|.


    Δεδομένου ότι το παρόν σύγγραμμα πραγματεύεται πολυμεταβλητά συστήματα, συνεπάγεται ότι χρησιμοποιούνται πίνακες συναρτήσεων βαρών. Η πιο απλή λύση στην περίπτωση αυτήν είναι η χρήση διαγώνιων πινάκων,
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    Αν όμως οι προδιαγραφές είναι διαφορετικές από δίαυλο σε δίαυλο, τα διαγώνια βάρη μπορεί να τροποποιηθούν έτσι ώστε ν’ αντικατοπτρίζουν αυτή τη διαφορετικότητα. Για παράδειγμα, αν στον δίαυλο 1 επιθυμείται δεκαπλάσια ταχύτητα από ότι στον δίαυλο 2, τότε ωb1=10ωb2 και,
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    Στα πολυμεταβλητά συστήματα πάντως η προσέγγιση αυτή δυσκολεύει καθώς δεν είναι σαφής η «μορφή» της S. Για να ξεπεραστεί η πολυπλοκότητα αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί η προσέγγιση των βαρών επί των ξεχωριστών σημάτων.


    5.5.4.2 Συναρτήσεις βαρών σημάτων


     


    Στο Σχ. 5.27 περιγράφεται το γενικό, σταθμισμένο, κλασικό σύστημα ελέγχου με ανατροφοδότηση. Η προσέγγιση ορισμού των συναρτήσεων βαρών για τα διάφορα σήματα, έχει ως βασικό εργαλείο τη χρήση ημιτονοειδών σημάτων αναφοράς, δηλαδή τα βάρη ορίζονται θεωρώντας το αποτέλεσμα μονίμων ημιτονοειδών σημάτων εισόδου συγκεκριμένης συχνότητας, στις εξόδους.


    Έτσι, οι πίνακες Wd, Wr, Wn ορίζονται ως διαγώνιοι και δίνουν το προσδοκώμενο μέγεθος του αντίστοιχου σήματος εισόδου σε κάθε συχνότητα. Τυπικά, οι διαταραχές και η είσοδος αναφοράς δεν μεταβάλλονται πολύ με τη συχνότητα, αλλά ο θόρυβος συνήθως είναι υψίσυχνος. Η προσέγγιση αυτή απαγορεύει τη χρήση ολοκληρωτών στη συνάρτηση μεταφοράς.


    Σε ότι αφορά στο σφάλμα, ο We ορίζεται έτσι ώστε να αντανακλά σε κάθε συχνότητα το αντίστροφο του επιτρεπόμενου μεγέθους του σφάλματος στον συγκεκριμένο δίαυλο. Τώρα αν το επιθυμητό σφάλμα είναι μηδέν, το βάρος θα πρέπει να περιέχει και ολοκληρωτή. Μία οδηγία θα ήταν το βάρος ν’ αποκυλίεται με ρυθμό [image: ], όπου μια καλή τιμή είναι Μ=2, ενώ για τη συχνότητα γωνίας (δηλαδή το σημείο όπου η συνάρτηση οριζοντιώνεται) προτείνεται το M/τcle, όπου τcle είναι η μέγιστη επιτρεπόμενη χρονική σταθερά κλειστού βρόχου για την κάθε έξοδο.


    Το βάρος επί του σήματος ελέγχου Wu, είναι συνήθως μικρό ή μηδενικό στη σταθερή κατάσταση, προσεγγίζοντας έναν ιδανικό διαφοριστή. Με τον τρόπο αυτό τιμωρούνται γρήγορες αλλαγές στις εισόδους.


    Βέβαια, έχοντας ορίσει όλα τα βάρη ανεξάρτητα, δεν σημαίνει ότι είναι και συμβατά μεταξύ τους, δηλαδή ότι υπάρχει λύση για το συγκεκριμένο πρόβλημα στο οποίο εντάσσονται. Επομένως, τα παραπάνω αποτελούν σημείο εκκίνησης και είναι πιθανόν να πρέπει να τροποποιηθούν αν αποδειχθούν πολύ «στενά».


    Ένα άλλο μειονέκτημα είναι ότι με την προσέγγιση αυτή στην ουσία σχεδιάζουμε για να ελαχιστοποιήσουμε το χειρότερο το οποίο θεωρούμε ότι μπορεί να συμβεί, γεγονός το οποίο εκφράζεται μέσω της επιλογής των συναρτήσεων βαρών. Όμως σε κάποιο πρόβλημα είναι λογικό να είναι απίθανο να συμβούν οι χειρότερες προβλέψεις σε όλες τις εισόδους ταυτόχρονα. ΣΕ αυτήν την περίπτωση, για να επιτευχθεί λύση, θα πρέπει ο σχεδιαστής να γίνει πιο «αισιόδοξος», αποκλείοντας αυτόν τον συνδυασμό των χείριστων περιπτώσεων.


    Τέλος, θα ήθελα να σημειώσω ότι σε μονομεταβλητά συστήματα η προσέγγιση αυτή μπορεί να μετασχηματιστεί στην προηγούμενη, αλλά στα πολυμεταβλητά συστήματα οι δύο προσεγγίσεις δεν είναι ταυτόσημες.


    Συγκεκριμένα παραδείγματα θα αναφερθούν στη συνέχεια.


    5.5.5 Παραδείγματα


    5.5.5.1 Σύστημα ενεργητικής ανάρτησης αυτοκινήτου (1/4)


     


    Το παράδειγμα αυτό παρουσιάζεται στο Matlab Robust Toolbox (v.3.0) και βασίζεται στον (Lin, 1997).


    Το υπόδειγμα το οποίο θα χρησιμοποιηθεί για τη μελέτη του συγκεκριμένου παραδείγματος, φαίνεται στο Σχ. 5.86.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.86 Δομικό διάγραμμα ελέγχου ανάρτησης.


    Στόχοι ονομαστικής σχεδίασης


    Οι στόχοι της σχεδίασης σε ένα τέτοιο σύστημα είναι αφενός μεν η μεγιστοποίηση της άνεσης των επιβαινόντων (μέσω της ελαχιστοποίησης της απόκλισης του σώματος του αυτοκινήτου, x1) και αφετέρου η ελαχιστοποίηση της απόκλισης της ανάρτησης (x1−x3).


    Είναι γνωστό (Hedrick 1990) ότι η συνάρτηση μεταφοράς της επιτάχυνσης περιέχει ένα αναλλοίωτο σημείο στη συχνότητα αναπήδησης ελαστικών (tyrehop), ω1=56,7 rad/sec. Παρόμοια, η συνάρτηση μεταφοράς απόκλισης ανάρτησης περιέχει ένα αναλλοίωτο σημείο στη συχνότητα τριξίματος (rattle space), ω2=23,3 rad/sec. Η δυσκολία στη σχεδίαση έγκειται στο γεγονός ότι δεν είναι δυνατόν να καταστήσουμε ταυτόχρονα και τις δύο αυτές συναρτήσεις μεταφοράς μικρές γύρω απ’ αυτές τις συχνότητες.


    Στο Σχ. 5.86 η Wn(s) χρησιμεύει για τον χαρακτηρισμό του θορύβου της μέτρησης. Θέτω,


    Wn(s)=0,01


    (η μορφή αυτή δεν είναι πολύ ρεαλιστική, κανονικά θα έπρεπε να είναι συνάρτηση της συχνότητας).


    Η WHYPERLINK #(s) σταθμίζει το μέγεθος των ανωμαλιών του δρόμου. Θεωρώντας μέγιστο μέγεθος τα 7cm., θέτω,


    Wref(s)=0,07


    Το μέγεθος και το φάσμα συχνοτήτων της δύναμης ελέγχου fs, περιορίζεται από τη συνάρτηση Wact(s). Θέτοντας,


    [image: ]


    θεωρώ ότι η fs θα έχει τη μορφή του αντίστροφου βάρους [image: ], το οποίο φαίνεται στο Σχ. 5.87. Το βασικό χαρακτηριστικό είναι η αποκύλιση για συχνότητες >50 rad/sec.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.87 Αντίστροφη συνάρτηση βάρους ελέγχου.


    Τα βάρη [image: ] χρησιμοποιούνται για να υποχρεώσουν τον ελεγκτή να κρατήσει την απόκλιση του σώματος (x1) και την απόκλιση της ανάρτησης (x1−x3) σε χαμηλά επίπεδα στις συχνότητες οι οποίες ενδιαφέρουν.


    Στη συνέχεια θα σχεδιάσω δύο διαφορετικούς ελεγκτές:


     


    1.      Βέλτιστο ως προς την απόκλιση του σώματος.


    2.      Βέλτιστο ως προς την απόκλιση της ανάρτησης.


     


    Στόχος 1


    Ας θέσω,


    [image: ] (Σχ. 5.88)


    [image: ]: δεν λαμβάνεται υπόψη


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.88 Αντίστροφη συνάρτηση βάρους απόκλισης σώματος.


    Η συνάρτηση αυτή εξασθενεί σε συχνότητες ω>5×2π rad/sec (~32), ακολουθώντας έναν προσεγγιστικό κανόνα ο οποίος υπαγορεύει ότι τα βάρη απόδοσης πρέπει να εξασθενούν πριν από ένα μηδενικό ανοικτού βρόχου (56,7 rad/sec).


    Μέσω της εντολής hinfsyn συνθέτω έναν ελεγκτή H∞ ο οποίος δίνει γ=║Tzw║∞=0,57.


    Στόχος 2


    Ας θέσω,


    [image: ]: δε λαμβάνεται υπόψη


    [image: ] (Σχ. 5.89)


    [image: ]


    Σχήμα 5.89 Αντίστροφη συνάρτηση βάρους απόκλισης ανάρτησης.


    Η συνάρτηση αυτή εξασθενεί σε συχνότητες ω>10 rad/sec, δηλαδή πριν από το μηδενικό ανοικτού βρόχου στα 23,3 rad/sec.


    Μέσω της εντολής hinfsyn συνθέτω έναν ελεγκτή H∞ ο οποίος δίνει γ=║Tzw║∞=0,9.


    Η απόδοση των δύο αυτών ελεγκτών αποτυπώνεται στα επόμενα διαγράμματα.


    Στα Σχ. (5.90)-(5.91) φαίνεται η απόδοση των ελεγκτών στο πεδίο της συχνότητας μέσω των διαγραμμάτων μέτρου των δύο ελεγχόμενων (ενεργητικών) συστημάτων και του συστήματος με παθητική ανάρτηση. Τα σημεία ενδιαφέροντος είναι οι συχνότητες ω1=56,7 και ω2=23,3. Μέσω του πρώτου στόχου επιτυγχάνεται εξασθένηση γύρω από τη συχνότητα τριξίματος, ενώ το δεύτερο σύστημα βελτιώνει την απόδοση και στις δύο συχνότητες.
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    Σχήμα 5.90 Διάγραμμα μέτρου απόκλισης ανάρτησης.


    [image: ]


    Σχήμα 5.91 Διάγραμμα μέτρου επιτάχυνσης σώματος.


    Στο Σχ. 5.92 φαίνεται η απόδοση των ελεγκτών στο πεδίο του χρόνου μέσω των χρονικών αποκρίσεων σε είσοδο διαταραχής,


    
      
        	
          r(t)=

        

        	
          0,025(1−συν8πt), t<0,25sec

        
      


      
        	
          =

        

        	
          0, t≥0,25sec

        
      

    



    η οποία αντιστοιχεί σε ένα «σαμαράκι» μέγιστου ύψους 5cm.


    Όπως φαίνεται ο πρώτος ελεγκτής έχει καλή απόδοση στην επιτάχυνση του σώματος, ενώ υστερεί στην απόκλιση ανάρτησης, ενώ ο δεύτερος ελεγκτής έχει αντίστροφη συμπεριφορά. Αυτό εξηγείται από τον τρόπο με τον οποίο ο κάθε ελεγκτής «τιμωρεί» τις συγκεκριμένες αποκρίσεις.


     

  


  



  
    [image: ]


    Σχήμα 5.92 Χρονικές αποκρίσεις ονομαστικού συστήματος.

  


  



  
    5.5.5.2 «Ευφυής» δοκός


     


    Το πρόβλημα αυτό λύθηκε στην Εν. 5.15 με τη μέθοδο LQR. Ας συγκρίνω τη λύση εκείνη με έναν ελεγκτή H∞. Το πρόβλημα περιγράφεται από το δομικό διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 5.93, το οποίο είναι το κατάλληλο αντίστοιχο του Σχ. 5.94.


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.93 Σταθμισμένο δομικό διάγραμμα δύο θυρών για την ευφυή δοκό.


    [image: ]


    Σχήμα 5.94 Κλασικό δομικό διάγραμμα ρύθμισης ευφυούς δοκού.


    Οι εμπλεκόμενες συναρτήσεις είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            Gr(s)=C(sI−A)−1B


            Gd(s)=C(sI−A)−1G

          

          	
            (5.186)

          
        

      


    


    Οι εξισώσεις οι οποίες συνδέουν τα διάφορα σήματα είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]


            [image: ]


            [image: ]


            [image: ]


            [image: ]


            yn=yF+nw

          

          	
            (5.187)

          
        

      


    


    με,


    [image: ]


    Αντικαθιστώντας τα εσωτερικά σήματα dw, nw και yF από τις (5.187), παίρνω,


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Επομένως οι πίνακες της (5.148) είναι:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Επίσης, ο πίνακας μεταφοράς του κλειστού συστήματος είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.188)

          
        

      


    


    H (5.188) σημαίνει ότι ελαχιστοποίηση της νόρμας H∞ της Tzw, θα μορφοποιήσει επιθυμητά τις So, To, Ti.


    Το πρώτο βήμα της σχεδίασης είναι η γνώση της απόδοσης του ανοικτού συστήματος. Καταρχάς, οι ιδιοτιμές λi του Α είναι,


    
      
        	
          107 ×

        

        	
          −3,5


          −1,37


          −0,55


          −0,22


          −0,06


          −0,02


          −0,002


          −0,000027 + 0.00001i


          −0,000026 − 0.00001i


          −0,00022


          −0,0002


          −0,0002


          −0,0002


          −0,0002


          −0,0002


          −0,0002


           

        
      

    



    το οποίο σημαίνει ότι το σύστημα είναι ευσταθές (όλα τα πραγματικά μέρη αρνητικά).


    Τα γραφήματα των ιδιόμορφων τιμών φαίνονται στα Σχ. (5.95), (5.96).


     


    [image: ]


    Σχήμα 5.95 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή Gr.


    [image: ]


    Σχήμα 5.96 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή Gd .


    Όπως φαίνεται και οι δύο συναρτήσεις παρουσιάζουν μία κορυφή γύρω στα 1000 Hz, η οποία καλό είναι να μειωθεί από τη σχεδίαση.


    Οι συναρτήσεις βαρών, τις οποίες επέλεξα μετά από πολλές δοκιμές, είναι οι εξής:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.189)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.190)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.191)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (5.192)

          
        

      


    


    Οι νόρμες απείρου των συναρτήσεων αυτών είναι αντίστοιχα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]

          

          	
            (5.193)

          
        

      


    


    ενώ τα γραφήματα των μέγιστων ιδιόμορφων τιμών τους φαίνονται στο Σχ. 5.97. Οι συναρτήσεις έχουν σχεδιαστεί με βάση αφενός το μέγεθος των σημάτων και αφετέρου το εύρος συχνοτήτων στο οποίο εμφανίζονται. Έτσι, π.χ. το βάρος της διαταραχής αποκυλίεται στις υψηλές συχνότητες, ενώ το μέγιστο μέγεθος της είναι 20Ν.
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    Σχήμα 5.97 Διαγράμματα μέγιστων ιδιόμορφων τιμών συναρτήσεων βαρών.


    Οι εντολές,


     


    nd = 8;


    beam0 = ss(A, eye(2*nd), eye(2*nd), 0);


    y = C;


    systemnames = ' beam0 y sd su se We Wu Wd Wn';


    inputvar = '[ d(8); nn(4); u(4) ]';


    outputvar = '[ We; Wu; y+Wn]';


    input_to_sd = '[Wd]';


    input_to_su = '[u]';


    input_to_se = '[beam0]';


    input_to_beam0 = '[ sd + su ]';


    input_to_y = '[ beam0 ]';


    input_to_Wu = '[u]';


    input_to_Wn = '[nn]';


    input_to_Wd = '[d]';


    input_to_We = '[se]';


    qbeam_w_o = sysic;


    


    περιγράφουν το σύστημα του Σχ. 5.93, ενώ η,


    


    [K, qbeam_w_c_i, gam1, info] = hinfsyn(qbeam_w_o, m, r, 'Display', 'on', 'TOLGAM', 0.0001);


     


    υπολογίζει έναν ελεγκτή H∞ της Tzw μεγέθους 36 (δηλαδή όσο είναι το πλήθος των καταστάσεων του συστήματος P) με γmax=0,934. Το διάγραμμα της μέγιστης ιδιόμορφης τιμής του κλειστού συστήματος φαίνεται στο Σχ. 5.98, όπου βλέπουμε ότι η τιμή είναι κάτω από το γmax το οποίο προβλέπει η θεωρία. Η βελτιωμένη απόδοση του ελεγκτή, ως προς τις κλασικές συναρτήσεις ευαισθησίας φαίνεται στο Σχ. 5.99.
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    Σχήμα 5.98 Μέγιστη ιδιόμορφη τιμή Tzw.


    [image: ]


    Σχήμα 5.99 Μέγιστες ιδιόμορφες τιμές συναρτήσεων ευαισθησίας.


    Η χρονική απόκριση του συστήματος στο ελεύθερο άκρο φαίνεται στο Σχ. 5.100, ενώ το σήμα ελέγχου στο Σχ. 5.101. Για λόγους σύγκρισης δείχνονται και τα αποτελέσματα του ελεγκτή LQR.
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    Σχήμα 5.100 Μετατόπιση ελεύθερου άκρου.
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    Σχήμα 5.101 Τάσεις ελέγχου στο ελεύθερο άκρο.


    Κώδικες MATLAB


    Πρόγραμμα aircraft_L


     


    % aircraft_L


    


    % aircraft vertical dynamics


    % M. Lemmon p. 99, Maciejowski p. 189+405


    % Α. Πουλιέζος


    % v1.0, 7/2/15


    


    AG = [0 0 1.132 0 -1;


    0 -0.0538 -0.1712 0 0.0705;


    0 0 0 1 0;


    0 0.0485 0 -0.8556 -1.013;


    0 -0.2909 0 1.0532 -0.6859];


    


    BG = [ 0 0 0;


    -0.12 1 0;


    0 0 0;


    4.419 0 -1.665;


    1.575 0 -0.0732];


    


    CG = [1 0 0 0 0;


    0 1 0 0 0;


    0 0 1 0 0];


    


    states = {'altitude' 'forward speed' 'pitch angle' 'pitch rate' 'vertical speed'};


    inputs = {'spoiler angle' 'forward acceleration' 'elevator angle'};


    outputs = {'altitude' 'forward speed' 'pitch angle'};


    


    


    % state dimension


    ng = size(AG, 1);


    % control dimension


    mg = size(BG, 2);


    % measurement dimension


    rg = size(CG, 1);


    


    % reference input


    r = [0.5; 0.5; 0.5];


    % reference dimension


    nrg = size(r, 1);


    % disturbance input


    d = [0.5; 0.5; 0.5];


    ndg = size(d, 1);


    


    


    DG = zeros(rg, mg);


    G = ss(AG, BG, CG, DG, 'statename', states, 'inputname', inputs, 'outputname', outputs);


    


    % state space controller structure


    KA = [-0.0204 0.0898 -1.1977 0.0178 -0.0834;


    0.0299 -0.2042 2.0407 0.4695 -0.8313;


    -0.341 1.5291 -19.8216 0.036 -0.0628;


    0.4771 1.2183 0.0969 -19.9707 -0.0531;


    0.1436 -0.4167 -0.0517 -0.0098 -19.9831];


    


    KB = [ 0.0053 -0.0162 -0.025;


    0.0458 0.0794 -0.0411;


    0.023 -0.9959 -0.037;


    -0.472 -0.0392 0.8783;


    0.8801 0.001 0.4743];


    


    KC = [ 0 0 25.7 -592.1 2351.9;


    0 0 -197.3 -77.4 297.5;


    0 0 -0.2 193.8 7306.5];


    


    KD = [-121.3929 0 -26.6305;


    -14.5671 0 -3.2056;


    -322.1833 0 -180.7996];


    


    K = ss(KA, KB, KC, KD);


    


    


    o_loop = series(K, G);


    c_loop = feedback(o_loop, eye(3));


    


    % reference input


    tr = 0: 0.1: 5;


    r = [0.5 0.6 0.4];


    norm_r = norm(r)


    oor = ones(size(tr, 2), 1);


    rr = oor * r;


    % output disturbance


    do = 0.5*[0.5 0.6 0.4];


    rdo = oor * do;


    % input disturbance


    di = 0.5*[0.5 0.6 0.4];


    norm_di = norm(di)


    td = 0: 0.1: 195;


    ood = ones(size(td, 2), 1);


    rdi = ood * di;


    % noise


    % sin(ωt ): συχνοτητα ω (rad/sec)


    % sin(2πf t): συχνοτητα f (cycles/sec)


    fr = [10 5 20];


    % fr = 10*[10 5 20];


    % choose small enough sampling to model oscillations


    tn = 0: 1/(max(fr)): 5;


    no = 0.2 * sin(fr(:) * tn);


    stt = size(tn, 2);


    for i = 1: stt


    ntt(i) = norm(no(:, i));


    end


    norm_no = max(ntt)


    


    GK = G*K;


    KG = K*G;


    SO = (eye(rg) + GK)^-1;


    SI = (eye(rg) + KG)^-1;


    


    ifig = 1;


    % γράφημα max[ σ(So) ]


    figure(ifig)


    [ds, ws] = sigma(SO);


    semilogx(ws, ds(1,: ), 'b', 'LineWidth', 2);


    ylabel('\itσ_m_a_x\rm(S_o\rm)');


    xlabel('\itω\rm (rad)');


    title('Μέγιστη \itσ\rm(\itS_o\rm)')


    


    % γραφημα max[ σ(GK) ], min[ σ(GK) ]


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig)


    [dgk, wgk] = sigma(GK);


    semilogx(wgk, dgk(1, :), 'b', wgk, dgk(3, :), 'r', 'LineWidth', 2);


    legend('max\itσ\rm', 'min\itσ\rm');


    ylabel('\itσ\rm(\itGK\rm)');


    xlabel('\itω\rm (rad)');


    title('Μέγιστη/ελάχιστη \itσ\rm(\itGK\rm)')


    


    % response of error due to reference input


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    ER = eye(rg) - SO * GK;


    er = lsim(ER, rr, tr);


    plot(tr, er(:, 1), 'b', tr, er(:, 2), 'r', tr, er(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);


    legend('\itr\rm','\itv_f\rm', '\itθ\rm');


    ylabel('\ite\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση σφάλματος σε σήμα αναφοράς');


    


    % response of error due to output disturbance


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    EDO = SO;


    edo = lsim(EDO, rdo, tr);


    plot(tr, edo(:, 1), 'b', tr, edo(:, 2), 'r', tr, edo(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);


    legend('\itr\rm','\itv_f\rm', '\itθ\rm');


    ylabel('\ite\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση σφάλματος σε διαταραχή εξόδου');


    


    % response of error due to input disturbance


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    EDI = SO * G;


    edi = lsim(EDI, rdi, td);


    plot(td, edi(:, 1), 'b', td, edi(:, 2), 'r', td, edi(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);


    legend('\itr\rm','\itv_f\rm', '\itθ\rm');


    ylabel('\ite\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση σφάλματος σε διαταραχή εισόδου');


    


    % response of error due to noise


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    EDO = SO * GK;


    en = lsim(EDO, no, tn);


    plot(tn, en(:, 1), 'b', tn, en(:, 2), 'r', tn, en(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);


    legend('\itr\rm','\itv_f\rm', '\itθ\rm');


    ylabel('\ite\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση σφάλματος σε θόρυβο');


    


    % γράφημα max[ Si*K ]


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig)


    [dsk, wsk] = sigma(SI*K);


    h(ifig) = semilogx(wsk, dsk(1,: ), 'b', 'LineWidth', 2);


    ylabel('\itσ_m_a_x\rm(\itS_iK\rm)');


    xlabel('\itω\rm (rad)');


    title('Μέγιστη \itσ\rm(\itS_iK\rm)')


    


    % γράφημα max[ Si ]


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig)


    [dsi, wsi] = sigma(SI);


    semilogx(wsi, dsi(1,: ), 'LineWidth', 2);


    ylabel('\mid\itS_i\rm \mid (db)');


    xlabel('\itω\rm (rad)');


    title('Μέγιστη \itσ\rm(\itS_i\rm)')


    


    % γράφημα σ(Κ), σ(G)


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig)


    [dk, wk] = sigma(K);


    [dg] = sigma(G, wk);


    semilogx(wk, 20*log10(dk(1, :)), 'b', wk, 20*log10(dg(1, :)), 'r', 'LineWidth', 2);


    legend('\itK\rm', '\itG\rm');


    set(gca, 'FontName', 'Arial Greek');


    ylabel('(db)');


    xlabel('\itω\rm (rad)');


    title('Μέγιστη \itσ\rm')


    


    % response of control due to reference input


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    UR = SI*K;


    ur = lsim(UR, rr, tr);


    plot(tr, ur(:, 1), 'b', tr, ur(:, 2), 'r', tr, ur(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);


    legend('\itφ_1\rm','\itφ_2\rm', '\itT\rm');


    ylabel('\itu\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση ελέγχου σε σήμα αναφοράς');


    


    % response of control due to input disturbance


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    UDI = SI;


    udi = lsim(UDI, rdi, td);


    plot(td, udi(:, 1), 'b', td, udi(:, 2), 'r', td, udi(:, 3), 'g', 'LineWidth', 2);


    legend('\itφ_1\rm','\itφ_2\rm', '\itT\rm');


    ylabel('\itu\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση ελέγχου σε διαταραχή εισόδου');


    


    % response of control due to noise


    ifig = ifig + 1;


    figure(ifig);


    un = lsim(SI*K, no, tn);


    plot(tn, un(:, 1), tn, un(:, 2), tn, un(:, 3));


    set(gca, 'FontName', 'Arial Greek');


    legend('\itφ_1\rm','\itφ_2\rm', '\itT\rm');


    ylabel('\ite\rm');


    xlabel('\itt\rm (sec)');


    title('Απόκριση ελέγχου σε θόρυβο');


    


    Πρόγραμμα OPREGLIC


     


    function flag = opreglic(InFil)


    %


    % Calling syntax: opreglic('InFil')


    %


    % Simulation of optimal linear regulator problem


    % Uses routines:


    % ricattic: Ricatti equation in LTI continuous form


    % steqlic: State equation in LTI continuous form.


    % ode45b: modified ode45 to work if initial conditions are given at final time


    % ode45c: modified ode45 to accept control values as inputs


    % InFil: Name of m file (without the .m extension) that contains


    % user supplied data. Its structure is best understood by


    % looking at an existing file e.g. Kirk216.m


     


    global A AT Q RB BRB n r tk K KKT


     


    % Read input data file


    eval(InFil);


    [n,r] = size(B);


    % Speed-up operations


    RB = -inv(R)*B';


    BRB = -B*RB;


    AT = A';


     


     


    % Γραφήματα


    % Σβήσε όλα τα γραφήματα


    h = get(0,'Children');


    for i = h';


    close


    end


    % get figure handle


    fig1 = figure;


    % Αν το background χρώμα είναι μαύρο άλλαξέ το σε άσπρο


    DFC = get(fig1,'Color');


    if DFC == [0 0 0]


    whitebg;


    end


     


    % Solution of Ricatti equation with final conditions KT


    % Transform final value matrix into column vector


    KTCol = H):);


    [tk, K] = ode45b('ricattic', FinalT, InitialT, KTCol);


    plot (tk, K);


    title(['Πίνακας ανάδρασης Κ(t) για το αρχείο ', InFil]);


    xlabel('t');


    ylabel('K(t)')


    % legend


    jj = 0;


    for i = 1: sqrt(size(K,2))


    for j = 1: sqrt(size(K,2))


    jj = jj + 1;


    lg(jj, :) = [ 'K(', num2str(i), ', ', num2str(j), ') '];


    end


    end


    h = legend(lg);


    axes(h);


    refresh;


     


    % Solution of state equation with initial condition x0


    [t,x,u] = ode45c('steqlic',InitialT,FinalT,x0);


    fig = figure;


    plot (t,x)


    title(['Τροχιές κατάστασης x(t) για το αρχείο ', InFil]);


    xlabel('t');


    ylabel('x(t)');


    % legend


    jj = 0;


    clear lg


    for i = 1: size(x,2)


    jj = jj + 1;


    lg(jj, :) = [' x(', num2str(i), ') '];


    end


    h = legend(lg);


    axes(h);


    refresh;


     


    fig = figure;


    plot (t,u)


    title(['Βέλτιστος έλεγχος u(t) για το αρχείο ', InFil]);


    xlabel('t');


    ylabel('u(t)')


    % legend


    jj = 0;


    clear lg


    for i = 1: size(u,2)


    jj = jj + 1;


    lg(jj, :) = [' u(', num2str(i), ') '];


    end


    h = legend(lg);


    axes(h);


    refresh;


     


    Πρόγραμμα RICATTIC


    % File ricattic.m for solving Ricatti equation in LTI ontinuous form


     


    function KDot = ricattic(t, KCol)


    global A AT Q RB BRB n r tk K KKT


    


    % Reshape column vector into nxn matrix


    K = reshape(KCol, n, n);


    % Ricatti


    KD = -K*A - AT*K - Q + K*BRB*K;


    % Transfrom matrix answer back to column vector


    KDot = KD):);


     


    Πρόγραμμα STEQLIC


    % File steqlic.m for solving state equation for LTI continuous systems


    % with optimal control for regulation


     


    function xDot = steqlic(t, x)


    global A AT Q RB BRB n r tk K KKT


     


    % extract continuous value for K from discrete solution


    i = 1;


    while (t < tk(i))


    i = i + 1;


    end


    KK = K(i, :);


    


    KKT = reshape(KK, n, n);


    xDot = (A - BRB * KKT) * x;


     


    Πρόγραμμα ΟDE45


    function [tout, yout] = ode45b(ypfun, t0, tfinal, y0, tol, trace)


    %


    % ODE45B Solve differential equations backwards


    % Is based on ODE45


    %


    % Higher order method.


    % ODE45B integrates a system of ordinary differential equations using


    % 4th and 5th order Runge-Kutta formulas.


    % [T,Y] = ODE45B('yprime', T0, Tfinal, Y0) integrates the system of


    % ordinary differential equations described by the M-file YPRIME.M,


    % over the interval T0 to Tfinal, with final conditions Y0.


    % [T, Y] = ODE45(F, T0, Tfinal, Y0, TOL, 1) uses tolerance TOL


    % and displays status while the integration proceeds.


    %


    % INPUT:


    % F - String containing name of user-supplied problem description.


    % Call: yprime = fun(t,y) where F = 'fun'.


    % t - Time (scalar).


    % y - Solution column-vector.


    % yprime - Returned derivative column-vector; yprime(i) = dy(i)/dt.


    % t0 - Initial value of t.


    % tfinal- Final value of t.


    % y0 - Final value column-vector.


    % tol - The desired accuracy. (Default: tol = 1.e-6).


    % trace - If nonzero, each step is printed. (Default: trace = 0).


    %


    % OUTPUT:


    % T - Returned integration time points (column-vector).


    % Y - Returned solution, one solution column-vector per tout-value.


    %


    % The result can be displayed by: plot(tout, yout).


    %


     


     


    % A. Pouliezos 10/94


    % C.B. Moler, 3-25-87, 8-26-91, 9-08-92.


    % Copyright (c) 1984-93 by The MathWorks, Inc.


     


    % The Fehlberg coefficients:


    alpha = [1/4 3/8 12/13 1 1/2]';


    beta = [ [ 1 0 0 0 0 0]/4


    [ 3 9 0 0 0 0]/32


    [ 1932 -7200 7296 0 0 0]/2197


    [ 8341 -32832 29440 -845 0 0]/4104


    [-6080 41040 -28352 9295 -5643 0]/20520 ]';


    gamma = [ [902880 0 3953664 3855735 -1371249 277020]/7618050


    [ -2090 0 22528 21970 -15048 -27360]/752400 ]';


    pow = 1/5;


    if nargin < 5, tol = 1.e-6; end


    if nargin < 6, trace = 0; end


     


    % Initialization


    t = t0;


    % negative


    hmax = (t - tfinal)/16;


    h = hmax/8;


    y = y0):);


    f = zeros(length(y),6);


    chunk = 128;


    tout = zeros(chunk,1);


    yout = zeros(chunk,length(y));


    k = 1;


    tout(k) = t;


    yout(k,:) = y.';


     


    if trace


    clc, t, h, y


    end


     


    % The main loop


     


    while (t > tfinal) & (t - h < t)


    if t - h < tfinal, h = t - tfinal; end


     


    % Compute the slopes


    temp = feval(ypfun,t,y);


    f):,1) = temp):);


    for j = 1:5


    temp = feval(ypfun, t-alpha(j)*h, y-h*f*beta):,j));


    f):,j+1) = temp):);


    end


     


    % Estimate the error and the acceptable error


    delta = norm(h*f*gamma):,2),'inf');


    tau = tol*max(norm(y,'inf'),1.0);


     


    % Update the solution only if the error is acceptable


    if delta <= tau


    t = t - h;


    y = y - h*f*gamma):,1);


    k = k+1;


    if k > length(tout)


    tout = [tout; zeros(chunk,1)];


    yout = [yout; zeros(chunk,length(y))];


    end


    tout(k) = t;


    yout(k,:) = y.';


    end


    if trace


    home, t, h, y


    end


     


    % Update the step size


    if delta ~= 0.0


    h = min(hmax, 0.8*h*(tau/delta)^pow);


    end


    end


     


    if (t < tfinal)


    disp('Singularity likely.')


    t


    end


     


    tout = tout(1:k);


    yout = yout(1:k,:);


     


    Αρχείο δεδομένων για το πρόβλημα kirk216


     


    % Data file for optimal control problem Kirk216.m


    % (Kirk p.216, Example 5.2-2)


    %


    % To define a new problem just edit the numbers and save under a


    % new name with extension .m


     


     


    % A matrix


    A = [0 1; 2 -1];


    % B matrix


    B = [0; 1];


    % Q matrix


    Q = [2 0; 0 1];


    % R matrix


    R = .5;


    % H matrix


    H = [0 0; 0 0];


    % Initial state vector x0


    x0 = [-4; 4];


    % Initial time t0


    InitialT = 0;


    % Final time tf


    FinalT=15;


     


    Σημειώσεις


     


    Σερβομηχανισμός: αν το πρόβλημα είναι η παρακολούθηση ενός χρονικά μεταβαλλόμενου σήματος xr(t), το σύστημα καλείται «σερβομηχανισμός» (πιο δύσκολο).
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6 Ανάλυση αβέβαιων συστημάτων


    6.1 Εισαγωγή


     


    Όπως είπα στον Πρόλογο, αλλά και σε άλλα μέρη του συγγράμματος, η κύρια χρησιμότητα του ελέγχου με ανατροφοδότηση είναι στην αντιμετώπιση της αβεβαιότητας. Με αυτό εννοείται η ικανότητα του σχεδιασμένου, στον υπολογιστή, συστήματος ελέγχου να συμπεριφέρεται ικανοποιητικά κάτω από συνθήκες αβεβαιότητας, δηλαδή στην ουσία σε συνθήκες διαφορετικές απ’ αυτές για τις οποίες έχει σχεδιαστεί. Άμεσα βέβαια προκύπτουν δύο ερωτήματα: ποια είναι η αποδεκτή συμπεριφορά και ποιες είναι οι συνθήκες αβεβαιότητας. Και τα δύο θα απαντηθούν στο Κεφάλαιο αυτό, με αυστηρό μαθηματικό τρόπο, έτσι ώστε καταστεί κατανοητή η βάση της θεωρίας του «Στιβαρού Ελέγχου».


    Όντας σε θέση να αντιμετωπίσουμε το ζήτημα της αβεβαιότητας αναλυτικά, προκύπτουν 4 κατηγορίες προβλημάτων:


     


    1.      Πρόβλημα ονομαστικής ευστάθειας: να βρεθεί ελεγκτής τέτοιος ώστε το κλειστό σύστημα να είναι ευσταθές (εσωτερικά και ΒΙΒΟ) θεωρώντας το μαθηματικό υπόδειγμα ακριβές («βέβαιο»).


    2.      Πρόβλημα ονομαστικής απόδοσης: να βρεθεί ελεγκτής τέτοιος ώστε το κλειστό σύστημα να ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης θεωρώντας το μαθηματικό υπόδειγμα ακριβές («βέβαιο»).


    3.      Πρόβλημα στιβαρής ευστάθειας: να βρεθεί ελεγκτής τέτοιος ώστε το σύστημα να είναι ευσταθές (εσωτερικά και ΒΙΒΟ) για κάθε αποδεκτή αβεβαιότητα.


    4.      Πρόβλημα στιβαρής απόδοσης: να βρεθεί ελεγκτής τέτοιος ώστε το σύστημα να ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης για κάθε αποδεκτή αβεβαιότητα.


     


    Η αβεβαιότητα μπορεί να κατηγοριοποιηθεί «τοπολογικά», ανάλογα δηλαδή με το σε ποιο σημείο εμφανίζεται. Ο διαχωρισμός αυτός οδηγεί σε δύο κατηγορίες: αβεβαιότητα στα διάφορα σήματα τα οποία εμπλέκονται στο συνολικό σύστημα και αβεβαιότητα στα διάφορα υποσυστήματα τα οποία συνθέτουν το συνολικό σύστημα. Η πρώτη κατηγορία περιλαμβάνει κυρίως σήματα διαταραχών στην είσοδο και έξοδο της εγκατάστασης, καθώς και το θόρυβο στις μετρήσεις, και δευτερευόντως σήματα αναφοράς και ελέγχου. Η δεύτερη κατηγορία περιλαμβάνει κυρίως το μαθηματικό υπόδειγμα της εγκατάστασης και δευτερευόντως τον ελεγκτή.


    Στην πρώτη κατηγορία, αβεβαιότητα σημαίνει ότι τα σήματα είναι τυχαία, απρόβλεπτα ή γενικώς η πληροφορία γι’ αυτά είναι ελλιπής. Στην περίπτωση αυτήν η μόνη πληροφορία η οποία μπορεί να υπάρχει είναι ότι το σήμα ανήκει σε κάποιο ευρύτερο σύνολο, δηλαδή,


    wÎDW


    (Σχ. 6.1).


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.1 Αβεβαιότητα διαταραχής.


    Το ευρύτερο αυτό σύνολο μπορεί να οριστεί με διαφόρους τρόπους, ανάλογα με το βαθμό δομής ο οποίος απαιτείται. Ίσως ο απλούστερος και πιο χρήσιμος, είναι μέσω ενός φραγμού στο «μέγεθος» του σήματος, δηλαδή,


    DW={w(t) | ||w(t)||s≤1}


    ή,


    DW={w(ωi) | ||w(ωi)||s≤1}


    για κάποια νόρμα σημάτων s. Τέτοια σύνολα μπορούν να περιγραφούν ως αδόμητα σύνολα σημάτων. Αντιστοιχούν στη μοναδιαία μπάλλα του αντίστοιχου χώρου.


    Αν το παραπάνω πρότυπο είναι πολύ ευρύ για τις ανάγκες συγκεκριμένων προβλημάτων, μπορεί να τροποποιηθεί με τη χρήση συναρτήσεων βαρών. Έτσι, τα αβέβαια σήματα τα οποία εισέρχονται στο σύστημα, θεωρούνται έξοδοι συναρτήσεων μεταφοράς (των βαρών) οι οποίες οδηγούνται από σήματα με νόρμα μικρότερη της μονάδας (Σχ. 6.2).


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.2 Αβεβαιότητα σταθμισμένης διαταραχής.


    Στη δεύτερη κατηγορία, αυτήν των συστημάτων, η αβεβαιότητα μπορεί να προέρχεται από μία σειρά αιτιών: αβεβαιότητα στις τιμές των παραμέτρων, αβεβαιότητα στο υπόδειγμα αυτό καθεαυτό λόγω γραμμικοποίησης ή προσέγγισης, ύπαρξη χρονικών καθυστερήσεων κ.ά. Τα υποδείγματα αυτών των περιπτώσεων μπορεί να είναι δομημένα ή αδόμητα. Τα αδόμητα υποδείγματα είναι 3 κυρίως τύπων:


    
      
        
          	
            1.

          

          	
            G(s)=G0(s)+Δa(s)

          

          	
            (6.1)

          
        


        
          	
            2.

          

          	
            G(s)=[Ι+Δο(s)]G0(s)

          

          	
            (6.2)

          
        


        
          	
            3.

          

          	
            G(s)= G0(s)[Ι+Δi(s)]

          

          	
            (6.3)

          
        

      


    


    όπου G(s) είναι η πραγματική συνάρτηση μεταφοράς, G0(s) η ονομαστική συνάρτηση μεταφοράς και Δ(s) η αβεβαιότητα Τα υποδείγματα αυτά καλούνται προσθετικής αβεβαιότητας, πολλαπλασιαστικής αβεβαιότητας εξόδου και πολλαπλασιαστικής αβεβαιότητας εισόδου αντίστοιχα. Σε κάθε περίπτωση, οι τρεις αυτοί τύποι συνδέονται, γεγονός το οποίο σημαίνει ότι αρκεί η μελέτη ενός εξ αυτών.


    Όπως και στα σήματα, έτσι και στα υποδείγματα αβεβαιότητας για τα συστήματα, η αβεβαιότητα Δ(s) ανήκει σε κάποιο σύνολο, το οποίο και αυτό μπορεί να οριστεί με διάφορους τρόπους. Επιλέγονται, όπως αναμένεται, σύνολα νορμικά φραγμένα, μόνο που στην περίπτωση των συστημάτων χρειάζεται η νόρμα να είναι επαγόμενη. Αυτό, για να είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν τα απαραίτητα μαθηματικά εργαλεία, όπως θα φανεί στη συνέχεια. Έτσι, το σύνολο στο οποίο ανήκει η Δ(s) μπορεί να οριστεί ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ΒΔ={ΔÎD: Δ ευσταθής ΒΙΒΟ, ΓΧΑ και ║Δ║Is≤r}

          

          	
            (6.4)

          
        

      


    


    όπου,
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    κάποια μητρική επαγόμενη νόρμα. Όπως και για τα σήματα, έτσι και τα υποδείγματα αβεβαιότητας για τα συστήματα, μπορούν να προσαρμοστούν σε συγκεκριμένα προβλήματα, μέσω συναρτήσεων βαρών, οι οποίες αντικατοπτρίζουν το φασματικό περιεχόμενο της, κατά τα άλλα, αδόμητης αβεβαιότητας. Δηλαδή, τίθεται,
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    όπου W είναι πίνακας μεταφοράς ελάχιστης φάσης. Μ’ αυτό τον τρόπο, εξασφαλίζεται επίσης ότι,


    ║[image: ]║Is≤1


    Τέλος, να επισημανθεί ότι δομημένη αβεβαιότητα, δηλαδή αβεβαιότητα στις τιμές συγκεκριμένων μεταβλητών του συστήματος, μπορεί να αναπαρασταθεί ως αδόμητη αβεβαιότητα, και έτσι να αντιμετωπιστεί ενιαία από τη μεθοδολογία επίλυσης.


    Η συνέχεια θα ακολουθήσει τη χρονική σειρά επίλυσης των διαφόρων μορφών αβεβαιότητας.


    6.2 Αδόμητη αβεβαιότητα σε μορφή ρητής συνάρτησης


     


    Όπως είπα, τα πρότυπα αδόμητης αβεβαιότητας θέτουν φράγματα στα μεγέθη των πιθανών αβεβαιοτήτων χωρίς όμως να εντοπίζονται σε συγκεκριμένα στοιχεία του συστήματος.


    Υπάρχουν δύο βασικά πρότυπα της ομάδας αυτής: προσθετικά και πολλαπλασιαστικά.


    Το προσθετικό πρότυπο δίνεται από την εξίσωση,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=G0(s)+Δa(s)

          

          	
            (6.1)

          
        

      


    


    όπου G(s) είναι η πραγματική συνάρτηση μεταφοράς της εγκατάστασης, G0(s) η ονομαστική συνάρτηση μεταφοράς και Δa(s) η προσθετική αβεβαιότητα, με


    ║Δa(s)║∞≤k ([image: ])


    ή,
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    όπου Δα(s), Wa(s) είναι ρητές συναρτήσεις μεταφοράς βάρους, ελάχιστης φάσης (χωρίς πόλους ή μηδενικά στο δεξιό ημιεπίπεδο).


    Η προσθετική αβεβαιότητα αναπαρίσταται στο κλασικό δομικό διάγραμμα ως (Σχ. 6.3) ή εναλλακτικά, ως το Σχ. 6.4.
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    Σχήμα 6.3 (Κλασικό) δομικό διάγραμμα προσθετικής αβεβαιότητας.


    [image: ]


    Σχήμα 6.4 (Κλασικό) δομικό διάγραμμα προσθετικής αβεβαιότητας με βάρη.


    Η δομή αυτή απλοποιεί την ανάλυση, καθώς η νόρμα της αβεβαιότητας φράζεται από τη μονάδα, πρέπει όμως να ενσωματωθούν τα βάρη στην G0(s).


    Για το πολλαπλασιαστικό πρότυπο θα χρησιμοποιήσω τη μορφή εξόδου,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=[Ι+Δο(s)]G0(s)

          

          	
            (6.2)

          
        

      


    


    όπου Δο(s) η πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου, με παρόμοια δομή όπως η Δα(s),


    
      
        
          	
             

          

          	
            ║Δο(s)║∞<kο ([image: ])

          

          	
            (6.5)

          
        

      


    


    ή,
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    Το αντίστοιχο διάγραμμα είναι στο Σχ. 6.5.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.5 Πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου.


    Η προσέγγιση αυτή είναι πολύ χρήσιμη στις περιπτώσεις όπου η αβεβαιότητα είναι συνάρτηση της συχνότητας (δυναμική αβεβαιότητα) καθώς τα εμπλεκόμενα όρια μεταβάλλονται με τη συχνότητα.


    Σε γενικές γραμμές τα πολλαπλασιαστικά πρότυπα είναι πιο ρεαλιστικά καθώς δηλώνουν σχετικές αποκλίσεις και όχι απόλυτες. Για παράδειγμα, ║Δο(ωi)║∞<0,1 υπονοεί ότι το μέγεθος της απόκλισης θα είναι το πολύ 10% του μεγέθους της G0, αφού,


    ║G−G0║∞=║G0−Δο║∞ ≤║G0║∞║Δο║∞ ≤0,1║G0║∞


    ενώ ║Δa(s)║∞<0,1 υπονοεί,


    ║G−G0║∞=║Δα║∞≤0,1


    Σε κάθε περίπτωση, οι διάφορες εκφράσεις για την αβεβαιότητα είναι μαθηματικά ισοδύναμες. Αυτό σημαίνει ότι συμπεράσματα ανάλυσης για έναν τύπο, αυτόματα μεταφέρονται και στους υπόλοιπους. Για παράδειγμα, από τις (6.1), (6.2),


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=G0(s)+Δa(s)=[Ι+Δο(s)]G0(s)=G0(s)+Δο(s)G0(s) Þ


            ÞΔa(s)=Δο(s)G0(s)

          

          	
             

          
        

      


    


     


    Παράδειγμα 6.19 (Lemmon 2006, 142). Έστω η αβέβαιη συνάρτηση μεταφοράς,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.6)

          
        

      


    


    Η συνάρτηση αυτή ορίζεται ως,


    
      
        
          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    Στόχος είναι να προσεγγιστεί το σύνολο G μέσω ενός υποδείγματος προσθετικής αβεβαιότητας,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    με G0, WαÎRH∞. Αν,


    [image: ]


    τότε,


    [image: ]


    Δεδομένου ότι,


    [image: ]


    τότε αν βρεθεί κάποια ρητή, ευσταθής συνάρτηση μεταφοράς, ελάχιστης φάσης, ώστε,


    [image: ]


    έχω λύσει το πρόβλημα, αφού με την επιλογή αυτή,


    [image: ]


    Οι επόμενες εντολές δίνουν μία λύση στο πρόβλημα:


     


    d = conv([1 .5 1],conv([1 2 3],[1 3 6]));


    D = tf({[2 3 0] [4 2]},{d d});


    sigma(D);


    % get 10 points


    mf = ginput(10);


    sysf = frd(mf(:, 2), mf(:, 1));


    Wa = fitmagfrd(sysf, 1);


    [b, a] = ss2tf(Wa.a, Wa.b, Wa.c, Wa.d);


    ff = tf(b, a);


     


    Αυτό το οποίο κάνουν οι εντολές αυτές (βασικά η fitmagfrd) είναι ότι βρίσκουν μία ρητή, ευσταθή συνάρτηση μεταφοράς ελάχιστης φάσης, η οποία να περνά από τα σημεία τα οποία επιλέγει ο χρήστης (μέσω της ginput). Η προκύπτουσα συνάρτηση είναι,


    [image: ]


    Η ικανοποίηση των συνθηκών φαίνεται στο Σχ. 6.6.


    Σημείωση: οι παραπάνω εντολές θα έχουν διαφορετικό αποτέλεσμα κάθε φορά που εκτελούνται, καθώς η επιλογή των σημείων είναι αδύνατον να είναι η ίδια.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.6 Bode μέτρου συνάρτησης αβεβαιότητας και συνάρτησης βάρους.


    Για να εκτιμηθεί η συνάφεια του υποδείγματος της προσθετικής αβεβαιότητας με την πραγματική διαδικασία, είναι χρήσιμο να σχεδιαστεί το διάγραμμα Nyquist για τις δύο περιπτώσεις. Στο Σχ. 6.16 φαίνονται τα αποτελέσματα, με τους κόκκινους κύκλους να ορίζουν την περιοχή της προσθετικής αβεβαιότητας και τα μαύρα παραλληλόγραμμα την πραγματική αβεβαιότητα. Όπως φαίνεται η επικάλυψη είναι καλή, αλλά θα οδηγήσει σίγουρα σε συντηρητική σχεδίαση.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.7 Διάγραμμα Nyquist πραγματικού αβέβαιου συστήματος και υποδείγματος προσθετικής αβεβαιότητας.


    Εναλλακτικά, θα μπορούσα να θέσω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.7)

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.8)

          
        

      


    


    Η (6.7) ικανοποιεί τα κριτήρια της συνάρτησης βάρους αφού τα μηδενικά της είναι [−3,19 −0.32], ενώ οι πόλοι [−1,5±1,94 −1±1,41 −0,25±0,97], είναι δηλαδή ευσταθής συνάρτηση ελάχιστης φάσης.


    Το αποτέλεσμα της επιλογής αυτής φαίνεται στο Σχ. 6.8 (πράσινοι κύκλοι), μαζί με την προηγούμενη σχεδίαση (κόκκινοι κύκλοι). Ο χώρος επικάλυψης της αβεβαιότητας είναι διαφορετικός, και η επιλογή εξαρτάται από το συγκεκριμένο σύστημα.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.8 Διάγραμμα Nyquist με δίσκους και παραλληλόγραμμα αβεβαιότητας.


    Το παράδειγμα αυτό ανήκει στην κατηγορία της παραμετρικής αβεβαιότητας, η οποία όπως έδειξα μπορεί να αντιμετωπιστεί ποικιλοτρόπως.


    Παράδειγμα 6.20 (Lemmon 2006). Πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα. Έστω το σύστημα,


    [image: ]


    δηλαδή το πραγματικό σύστημα είναι μία διαδικασία πρώτης τάξης με χρονική καθυστέρηση. Το πραγματικό σύστημα μπορεί να γραφτεί ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.9)

          
        

      


    


    με,


    [image: ]


    Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα, αν βρω μία ρητή συνάρτηση στον RH2 η οποία να είναι άνω όριο της |Δ(s)|, έχω ικανοποιήσει το κριτήριο για τη συνάρτηση βάρους και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.10)

          
        

      


    


    με [image: ]. Στο Σχ. 6.9 φαίνεται ότι η Δ(s) έχει μέγιστο μέτρο για τ=0,1.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.9 Γράφημα μέτρου αβεβαιότητας Δ(s) για διάφορα τ.


    Για τη τιμή αυτή του τ, οι επόμενες εντολές δίνουν μία λύση στο πρόβλημα:


     


    w = logspace(-1, 4, 1000);


    s = j.*w;


    tau = 0.1;


    Del = exp(-tau.*s)-1;


    figure(1);


    semilogx(w, abs(Del));


    % get 10 points


    mf = ginput(10);


    sysf = frd(mf(:, 2), mf(:, 1));


    Wa = fitmagfrd(sysf, 1);


    [b, a] = ss2tf(Wa.a, Wa.b, Wa.c, Wa.d);


    ff = tf([b(1) b(2)], [a(1) a(2)]);


     


    Το αποτέλεσμα είναι,


    [image: ]


    και το Σχ. 6.10 επιβεβαιώνει τη σχεδίαση.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.10 Γράφημα μέτρου αβεβαιότητας Δ(s) για τ=0,1 και συνάρτησης φράγματος.


    Τα κλασικά εργαλεία ανάλυσης, όπως, για παράδειγμα, το διάγραμμα Nyquist, είναι σε θέση να διατυπώσουν συνθήκες στιβαρής συμπεριφοράς σε αυτές τις περιπτώσεις, δηλαδή όταν η αβεβαιότητα αναπαρίσταται από ρητές συναρτήσεις μεταφοράς.


    6.2.1 Στιβαρή ευστάθεια


     


    Ένα απλό κριτήριο το οποίο προκύπτει από το κλασικό διάγραμμα Nyquist είναι: «η καμπύλη Nyquist καλό θα είναι να απέχει αρκετά από το κρίσιμο σημείο −1.» Να θυμίσω ότι η μικρότερη απόσταση της καμπύλης Nyquist από το σημείο −1 είναι,


    [image: ]


    όπου Ms είναι το μέγιστο της συνάρτησης ευαισθησίας.


    Έστω τώρα ότι υπάρχει πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα στην έξοδο (Σχ. 6.5).


    Το πολυμεταβλητό Θεώρημα Nyquist (Θεώρ. 4.16) λέει ότι το σύστημα κλειστού βρόχου του οποίου η συνάρτηση βρόχου L(s) έχει Pο ασταθείς πόλους, είναι ευσταθές αν και μόνο αν οι χαρακτηριστικοί τόποι της kL(s) περικυκλώνουν το σημείο −1 ανθωρολογιακά Pο φορές. Αν μεταφέρω την απαίτηση αυτή στο σύστημα του Σχ. 6.5, προκύπτει ότι:


     


    ·      Πλήθος ανθωρολογιακών περικυκλώσεων του σημείου 0 από την ορ{Ι+L(ωi)(I+Δo(ωi))}=Po.


     


    Η εν λόγω ορίζουσα μπορεί να εκφραστεί ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ορ{Ι+L(ωi)(I+Δo(ωi))}=ορ{Ι+L(ωi)}ορ{Ι+(I+L(ωi))-1L(ωi)Δo(ωi)}

          

          	
             

          
        

      


    


    Αφού το ονομαστικό σύστημα είναι ευσταθές, η L δεν έχει πόλους στον φανταστικό άξονα και επομένως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ορ{Ι+L(ωi)}¹0

          

          	
             

          
        

      


    


    Άρα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ορ{Ι+(I+L(ωi))-1L(ωi)Δo(ωi)}¹0Ûορ{Ι+L(ωi)(I+Δo(ωi))}¹0

          

          	
            

          
        

      


    


    ή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ορ{Ι+To(ωi)Δo(ωi)}¹0Ûορ{Ι+L(ωi)(I+Δo(ωi))}¹0

          

          	
            (6.11)

          
        

      


    


    Για να ισχύει το αριστερό μέλος της (6.11), πρέπει,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.12)

          
        

      


    


    Αυτό θα συμβαίνει επειδή αν η (6.11) δεν ισχύει, τότε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.13)

          
        

      


    


    ή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.14)

          
        

      


    


    πράγμα άτοπο. Επομένως η (6.12) περιγράφει την αναγκαία συνθήκη στιβαρής ευστάθειας για το σύστημα του Σχ. 6.5. Επιπλέον, αν στο σύστημα είναι δυνατή κάθε πιθανή αβεβαιότητα η οποία περιγράφεται από την (6.5), τότε η (6.12) είναι και ικανή συνθήκη.


    6.2.2 Στιβαρή απόδοση


     


    Έστω πάλι το σύστημα πολλαπλασιαστικής αβεβαιότητας εξόδου του Σχ. 6.5 και έστω ότι το κριτήριο απόδοσης του συστήματος εκφράζεται μέσω ενός κατάλληλου φράγματος,


    [image: ]


    όπου Sο=(I+GK)−1, η πραγματική συνάρτηση ευαισθησίας εξόδου και Wp πραγματική, ρητή συνάρτηση της συχνότητας ω. Το πρόβλημα της στιβαρής απόδοσης είναι η συνθήκη την οποία πρέπει να ικανοποιεί ο ελεγκτής K, έτσι ώστε το κριτήριο απόδοσης να ικανοποιείται για κάθε επιτρεπτή Δο.


    Η ανάλυση της στιβαρής ευστάθειας κατέληξε στο συμπέρασμα ότι για το σύστημα του Σχ. 6.5, η εσωτερική ευστάθεια εξασφαλίζεται αν,


     


    1.      Το ονομαστικό σύστημα είναι εσωτερικά ευσταθές,


    2.      G0 και G έχουν το ίδιο πλήθος πόλων στο κλειστό δεξιό ημιεπίπεδο και,


    3.      [image: ].


     


    Τώρα, παρατηρώ ότι,


    So=S0,o[Ι+ΔG0KS0,o]-1


    Επιπλέον, θα υποθέσω,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.15)

          
        

      


    


    Η (6.15) υπονοεί ότι,


     


    1.      Το σύστημα επιδεικνύει ονομαστική απόδοση (ΟΑ) αφού [image: ]


    2.      Το σύστημα είναι στιβαρά ευσταθές (ΣΕ) αφού [image: ].


     


    Επιπλέον, από την (6.15),


    [image: ]


    [image: ]


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.16)

          
        

      


    


    Η (6.16) υπονοεί τελικά ότι ο συνδυασμός της ονομαστικής απόδοσης και στιβαρής ευστάθειας εξασφαλίζει και τη στιβαρή απόδοση (ΕΑ). Όμως θα ήταν προτιμότερο η (6.16) να είναι στη μορφή της (6.43), δηλαδή εκφρασμένη ως προς την ονομαστική συνάρτηση ευαισθησίας. Για να γίνει αυτό, παρατηρώ ότι λόγω της,


    S0,o−G0KS0,o=ΙÞ


    [image: ]


    Άρα,


    [image: ]


    Δεδομένου ότι η (6.15) εξασφαλίζει στιβαρή απόδοση, αν,


    [image: ]


    τότε εξασφαλίζεται η στιβαρή απόδοση. Η συνθήκη αυτή μπορεί να γραφτεί ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.17)

          
        

      


    


    η οποία είναι και στην επιθυμητή μορφή. Η (6.17) μπορεί να τροποποιηθεί περαιτέρω, έτσι ώστε να εξαχθεί μία συνθήκη ως προς τη συνάρτηση βρόχου L0,o(s). Μετά από πράξεις προκύπτει ότι η συνθήκη αυτή είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.18)

          
        

      


    


    H (6.18) ορίζει ένα κάτω φράγμα στην ελάχιστη ιδιόμορφη τιμή της ονομαστικής συνάρτησης βρόχου.


    Παράδειγμα 6.21 Ερμηνεία του κριτηρίου (6.18) σε συστήματα μίας εισόδου μίας εξόδου.


    Στα συστήματα μίας εισόδου μίας εξόδου το γράφημα της σ(L0,o) είναι ισοδύναμο με το διάγραμμα Nyquist της L0,o(ωi). H (6.18) σημαίνει ότι η απολαβή της ονομαστικής συνάρτησης βρόχου πρέπει να παραμείνει έξω από τον κύκλο ακτίνας W(ω). Έστω, το σύστημα του Παρ. 6.20, συνδεδεμένο εν σειρά με τον ελεγκτή C(s)=1+2s. Επομένως,


    [image: ]


    Αν επιπλέον υποτεθεί συνάρτηση βάρους για την απόδοση, η,


    [image: ]


    τότε το κριτήριο στιβαρής ευστάθειας είναι,


    [image: ]


    ενώ το κριτήριο ονομαστικής απόδοσης,


    [image: ]


    Οι δύο αυτές ανισότητες μπορούν εύκολα να διαπιστωθούν μέσω του διαγράμματος μέτρου Bode (Σχ. 6.11 και 6.12). Τα διαγράμματα δείχνουν ότι το σύστημα είναι στιβαρά ευσταθές και επιδεικνύει ονομαστική απόδοση.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.11 Γράφημα μέτρου για στιβαρή ευστάθεια.


    [image: ]


    Σχήμα 6.12 Γραφήματα μέτρου για ονομαστική απόδοση.


    Τέλος, το κριτήριο στιβαρής απόδοσης,


    [image: ]


    το οποίο φαίνεται στο Σχ. 6.13, δείχνει ότι το εξεταζόμενο σύστημα επιδεικνύει και στιβαρή απόδοση.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.13 Γράφημα μέτρου για στιβαρή απόδοση.


    Το παράδειγμα αυτό καταδεικνύει ότι για συστήματα μίας εισόδου μίας εξόδου, το γράφημα μέτρου Bode μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να διερευνηθεί η στιβαρή ευστάθεια και απόδοση. Για τα συστήματα πολλών εισόδων πολλών εξόδων οι συνθήκες είναι πιο πολύπλοκες και η αντίστοιχη γραφική ανάλυση οδηγεί σε συντηρητικές εκτιμήσεις.


    6.3 Αδόμητη αβεβαιότητα σε γενική μορφή


     


    Στην προηγούμενη ενότητα εξέτασα υποδείγματα αβεβαιότητας,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=G0(s)+Δa(s)

          

          	
             

          
        


        
          	
             

          

          	
            G(s)=[Ι+Δο(s)]G0(s)

          

          	
            

          
        

      


    


    όπου οι συναρτήσεις Δ(s) και G0(s)ÎRH∞. Στην ενότητα αυτή θα χαλαρώσω τη συνθήκη αυτή. Έστω το λιτό σύστημα του Σχ. 6.14, το οποίο καλείται δομή Μ-Δ και έχει όλη την απαραίτητη πληροφορία για να συμπεριλάβει και τα διαγράμματα τα οποία έχω χρησιμοποιήσει ως τώρα.


     


    [image: ]


     


    Σχήμα 6.14 Δομή Μ-Δ θεωρήματος μικρής απολαβής.


    Τα Δ, Μ είναι αυθαίρετα, αιτιακά συστήματα με πεπερασμένες νόρμες L2 και η σύνδεση του Σχ. 6.14 είναι εύθετη. Τα Δ, Μ μπορεί να είναι δηλαδή μη γραμμικά, χρονικά μεταβαλλόμενα, άπειρης διάστασης κ.λπ. Τότε ισχύει το,


     


    Θεώρημα 6.9 Θεώρημα της μικρής απολαβής (small gain theorem), (Zames 1966).


    Το σύστημα του Σχ. 6.14 είναι εσωτερικά ευσταθές για κάθε ω αν και μόνον αν,


    ║Δ(s)║║Μ(s)║<1


    Ειδικότερα, αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ║Δ(s)║∞≤1

          

          	
            (6.19)

          
        

      


    


    τότε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ║Μ(s)║∞<1

          

          	
            (6.20)

          
        

      


    


    Ποιοτική διατύπωση: ικανή συνθήκη για να παραμείνει ευσταθής ένας βρόχος ανάδρασης, ο οποίος συναποτελείται από ευσταθείς τελεστές, είναι το γινόμενο όλων των απολαβών των τελεστών να είναι μικρότερο από τη μονάδα.


     


    Απόδειξη: (Doyle et al. 1982).


     


    Το Θεώρημα της μικρής απολαβής εμφανίζεται στη βιβλιογραφία με πολλές, ισοδύναμες μορφές. Εδώ χρησιμοποιώ τη μορφή η οποία είναι χρήσιμη για τη συνέχεια.


    


    Προφανώς η προηγούμενη περίπτωση αδόμητης αβεβαιότητας με ρητές συναρτήσεις, είναι μία υποπερίπτωση της γενικότερης αβεβαιότητας η οποία καλύπτει το θεώρημα της μικρής απολαβής. Αυτό σημαίνει ότι οι συνθήκες στιβαρής ευστάθειας και απόδοσης οι οποίες βρέθηκαν, μπορούν να εξαχθούν και βάσει του θεωρήματος μικρής απολαβής. Για να γίνει αυτό θα πρέπει να μετατραπούν τα αντίστοιχα δομικά διαγράμματα σε δομή Μ-Δ. Θα δείξω ως παράδειγμα το υπόδειγμα προσθετικής αβεβαιότητας· τα υπόλοιπα προκύπτουν με παρόμοιο τρόπο. Έστω λοιπόν το σύστημα του Σχ. 6.15 το οποίο θέλω να μετατρέψω στο σύστημα του Σχ. 6.14.


     


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          [image: ]

        
      


      
        	
          Σχήμα 6.15 Υπόδειγμα προσθετικής αβεβαιότητας.

        

        	
          Σχήμα 6.14 Ισοδύναμο διάγραμμα Μ-Δ.

        
      

    



    Το τέχνασμα είναι να αποσυνδέσω το κομμάτι της αβεβαιότητας και να βρω τη σχέση εξόδου αβεβαιότητας-εισόδου αβεβαιότητας. Η τεχνική αυτή, η οποία στη βιβλιογραφία αναφέρεται ως απόσυρση της αβεβαιότητας (pulling-out-Δ), θα φανεί χρήσιμη και στη συνέχεια. Εξετάζω λοιπόν το σύστημα του Σχ. 6.16.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.16 Τροποποιημένο διάγραμμα προσθετικής αβεβαιότητας.


    Οι εξισώσεις εισόδων-εξόδων οι οποίες διέπουν το Σχ. 6.15 είναι:


    y=q+G0u=q−G0ΚyÞy=(I+G0Κ)−1q


    p=WoG0u=−WoG0Ky=−WoG0K(I+G0Κ)−1q=−WαTo,0q=Μq


    όπου To,0 η (ονομαστική) συμπληρωματική συνάρτηση ευαισθησίας εξόδου. Επομένως το αντίστοιχο διάγραμμα Μ-Δ είναι το Σχ. 6.17.


    [image: ]


    Σχήμα 6.17 Διάγραμμα Μ-Δ προσθετικής αβεβαιότητας.


    Εφαρμόζοντας λοιπόν το θεώρημα της μικρής απολαβής στο Σχ. 6.17 παίρνω ως προϋπόθεση για στιβαρή ευστάθεια τη σχέση,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ║Δ(s)║║WoG0K(I+G0Κ)−1║<1Þ║WoG0K(I+G0Κ)−1║<1

          

          	
            (6.21)

          
        

      


    


    δεδομένου ότι ║Δ(s)║ <1. Η (6.21) είναι ακριβώς η (6.12) αν ως νόρμα χρησιμοποιηθεί η νόρμα απείρου.


    Το θεώρημα της μικρής απολαβής, αν και διευρύνει το σύνολο των συναρτήσεων οι οποίες μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως υποδείγματα αβεβαιότητας, έχει το ίδιο ακριβώς μειονέκτημα με την προηγούμενη περίπτωση: οδηγεί σε συντηρητικές συνθήκες και επομένως σε συντηρητική σχεδίαση. Στη συνέχεια, θα παρουσιάσω μία μέθοδο η οποία προσπαθεί να ξεπεράσει αυτήν την αδυναμία.


    6.4 Δομημένη αβεβαιότητα


     


    Στα προηγούμενα έχω κατ’ επανάληψη τονίσει ότι το υπόδειγμα της αδόμητης αβεβαιότητας οδηγεί σε συντηρητικές εκτιμήσεις. Ακολουθεί ένα διαφωτιστικό παράδειγμα.


    Παράδειγμα 6.22 Έστω το σύστημα ανατροφοδότησης του Σχ. 6.18.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.18 Αβέβαιο σύστημα ανατροφοδότησης.


    Το θεώρημα μικρής απολαβής απαιτεί η συνάρτηση μεταφοράς να είναι ευσταθής, άρα θ>0. Ταυτίζοντας την απολαβή με τη νόρμα και θεωρώντας σήματα πεπερασμένης ενέργειας (L2) οδηγούμαι στις σχέσεις,


    [image: ]


    Η σχέση αυτή υποδηλώνει ότι το σύστημα είναι σίγουρα ευσταθές αν −1<k<1 αλλά μπορεί να είναι ευσταθές και για άλλες τιμές του k. Ας εφαρμόσω τη γνωστή, από την κλασική θεωρία, προϋπόθεση στο κλειστό σύστημα (δηλαδή όλοι οι πόλοι του χαρακτηριστικού πολυώνυμου στο αριστερό ημιεπίπεδο):


    Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο είναι α(s)=sθ+k+1 με πόλο στο –(1+k)/θ. Άρα το σύστημα είναι ευσταθές αν και μόνον αν −1<k. Προφανώς η περιοχή αυτή είναι πολύ μεγαλύτερη από την προηγούμενη.


    


    Στη συνέχεια λοιπόν θα ξεχωρίσω τρεις μορφές αβεβαιότητας, οι οποίες διακρίνονται μεταξύ τους από το πόσο καλά μπορούν ν’ αναπαραστήσουν την πραγματική αβεβαιότητα.


    Θα ορίσω καταρχάς τη μορφή της αδόμητης αβεβαιότητας καλώντάς την «πλήρη μιγαδική αβεβαιότητα» (full-block complex uncertainty). Ο αυστηρός ορισμός είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]{ Δc: ΔcÎL(L2), ║Δc║≤1, Δ αιτιακό}

          

          	
            (6.22)

          
        

      


    


    Η μορφή αυτή δίνει καλά αποτελέσματα όταν η υπαρκτή αβεβαιότητα μπορεί να πάρει όλες τις μορφές τις οποίες υπονοεί η (6.22), δηλαδή να υπάρχουν συναρτήσεις μεταφοράς ακόμη και στα μη διαγώνια στοιχεία. Προφανώς η μορφή αυτή είναι ακατάλληλη όταν υπάρχει παραμετρική αβεβαιότητα, αλλά εμφανίζεται απαραίτητα όταν εξετάζεται η στιβαρή απόδοση ενός συστήματος.


    Ακολουθεί η μορφή της διαγώνιας μιγαδικής αβεβαιότητας, η οποία ορίζεται ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.23)

          
        

      


    


    είναι δηλαδή διαγώνια με Sc επαναλαμβανόμενα μιγαδικά βαθμωτά τμήματα. Τα τμήματα αυτά μπορεί να αντιστοιχούν σε δυναμικές αβεβαιότητες.


    Τελευταία, ορίζεται η διαγώνια πραγματική αβεβαιότητα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.24)

          
        

      


    


    η οποία αντιστοιχεί σε παραμετρικές αβεβαιότητες.


    Συλλέγοντας όλες τις παραπάνω μορφές, καταλήγω σε ένα πλήρες, κανονικοποιημένο σύνολο αβεβαιότητας ΔÎΒΔ το οποίο απαρτίζεται από ευσταθείς πίνακες και ορίζεται ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            ΒΔ={ΔÎD: [image: ]≤1}

          

          	
            (6.25)

          
        

      


    


    (είναι δηλαδή η κλειστή μοναδιαία μπάλλα), ενώ η δομή είναι της μορφής,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.26)

          
        

      


    


    είναι δηλαδή μπλοκ διαγώνια. Απαρτίζεται από τρία διακριτά τμήματα:


     


    1.      Sr επαναλαμβανόμενα πραγματικά βαθμωτά τμήματα (τα οποία αντιστοιχούν σε αβεβαιότητα σε πραγματικές παραμέτρους της εγκατάστασης),


    3.      Sc επαναλαμβανόμενα μιγαδικά βαθμωτά τμήματα (τα οποία αντιστοιχούν σε δυναμικές αβεβαιότητες), και,


    4.      F πλήρη τμήματα (τα οποία αντιστοιχούν επίσης σε δυναμικές αβεβαιότητες),


     


    τα οποία ικανοποιούν τη σχέση,


    [image: ]


    (δηλαδή το i-στό επαναλαμβανόμενο πραγματικό τμήμα είναι ki´ki, το j-στό επαναλαμβανόμενο μιγαδικό τμήμα είναι rj´rj και το l-στό πλήρες τμήμα είναι ml´ml).


    Αυτή η δομημένη αβεβαιότητα θα ενσωματωθεί στο σύστημα μέσω της γενικής δομής του διαγράμματος δύο θυρών με αβεβαιότητα του Σχ. 6.19.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.19 Δομικό διάγραμμα δύο θυρών με δομημένη αβεβαιότητα.


    Όλες οι περιπτώσεις αβεβαιότητας οι οποίες έχουν αναφερθεί (αδόμητες), αλλά και η υπό μελέτη δομημένη αβεβαιότητα μπορούν να τεθούν στη δομή του Σχ. 6.19. ΘΑ ακολουθήσουν παραδείγματα τα οποία θα δείξουν πως αυτό είναι δυνατό.


    Αφού ο Κ θεωρείται γνωστός (πρόβλημα ανάλυσης), το Σχ. 6.19 μπορεί περαιτέρω να απλοποιηθεί, χρησιμοποιώντας την,


    
      
        
          	
             

          

          	
            Ν=Pzw+PzuK(I−PyuK)−1Pyw=Fl(P, K)

          

          	
            (6.27)

          
        

      


    


    η οποία είναι η ολική συνάρτηση μεταφοράς μεταξύ z και w(θυμίζω ότι,


    [image: ]


    Έτσι, το Σχ. 6.19 μετατρέπεται στο ισοδύναμο και απλούστερό του Σχ. 6.20, το οποίο μπορεί επίσης να συσχετιστεί άμεσα με τη δομή Μ-Δ.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.20 Απλοποιημένο διάγραμμα ελέγχου με δομημένη αβεβαιότητα.


    Μία «ποιοτική» απεικόνιση του Σχ. 6.20 φαίνεται στο Σχ. 6.21.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.21 Ποιοτική θεώρηση αβεβαιότητας.


    Περαιτέρω, το Σχ. 6.20 είναι η μαθηματική αναπαράσταση της ανώτερης LFT,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z=Fu(Ν, Δ)w=[Ν22+Ν21Δ(I−Ν11Δ)−1Ν12]w[image: ]

          

          	
            (6.28)

          
        

      


    


    6.4.1 Στιβαρή ευστάθεια


     


    Το θεώρημα της μικρής απολαβής σημαίνει επίσης ότι το σύστημα (Μ, Δ) είναι στιβαρά ευσταθές για αβεβαιότητες Δ για τις οποίες ισχύει η (6.22), αν και μόνον αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.29)

          
        

      


    


    Το ερώτημα το οποίο τίθεται είναι:


     


    ·         «αν ο πίνακας Δ έχει τη δομή D, είναι δυνατόν να εξαχθεί μία πιο σφιχτή προϋπόθεση από την (6.29)»;


     


    Ένας τρόπος να απαντηθεί το ερώτημα αυτό είναι μέσω της εισαγωγής πινάκων κλιμάκωσης. Έστω λοιπόν το τροποποιημένο διάγραμμα Μ-Δ του Σχ. 6.22 στο οποίο έχει εισαχθεί ο πίνακας κλιμάκωσης D.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.22 Διάγραμμα Μ-Δ με κλιμάκωση.


    Ο D είναι της μορφής,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.30)

          
        

      


    


    όπου τα δi και [image: ] είναι βαθμωτά, ευσταθή συστήματα και ni είναι η διάσταση του i-οστού μπλοκ του Δ. Αυτό το οποίο επιτυγχάνεται με την κλιμάκωση αυτήν είναι ότι παραμένει η ισχύς της (6.19),


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.31)

          
        

      


    


    Επομένως για στιβαρή ευστάθεια απαιτείται,


    
      
        
          	
            ΣΕ:

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.32)

          
        

      


    


    Συνεπάγεται ότι η πιο σφιχτή, δηλαδή λιγότερο συντηρητική, συνθήκη, προκύπτει αν ελαχιστοποιηθεί η (6.32) σε κάθε συχνότητα, δηλαδή,


    
      
        
          	
            ΣΕ:

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.33)

          
        

      


    


    όπου DS το σύνολο των συμβατών μπλοκ πινάκων D, δηλαδή αυτών οι οποίοι ικανοποιούν την ΔD=DΔ.


    Για να προχωρήσω χρειάζεται να δω το θεώρημα της μικρής απολαβής και από άλλη σκοπιά. Καταρχάς η συνθήκη,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.34)

          
        

      


    


    μπορεί να ερμηνευτεί ως,


     


    ·         η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή του Μ είναι ένα μέτρο της μικρότερης Δ η οποία μπορεί να αποσταθεροποιήσει το σύστημα του Σχ. 6.14.


     


    Περαιτέρω, αφού οι Μ και Δ είναι πίνακες συναρτήσεων μεταφοράς, η (6.34) σημαίνει ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.35)

          
        

      


    


    Συνδυάζοντας τα παραπάνω με την (6.33), προκύπτει ότι μέσω της κλιμάκωσης, το φράγμα της επιτρεπτής (δηλαδή αυτής που δεν αποσταθεροποιεί το σύστημα) αβεβαιότητας αυξάνεται από 1/║Μ║∞ σε 1/║DΜD−1║∞. Για να αντιστοιχήσω την (6.35) θα εισάγω μία νέα έννοια, αυτή της δομημένης ιδιόμορφης τιμής.


    Ορισμός 6.19 Έστω Μ ένας n´m μιγαδικός πίνακας και ΒΔ ένα σύνολο n´m δομημένων πινάκων αβεβαιότητας. Η δομημένη ιδιόμορφη τιμή (structured singular value-SSV) του πίνακα Μ δοθέντος του ΒΔ, συμβολίζεται με μΒ(Μ) και ορίζεται ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.36)

          
        

      


    


    (όπου έχει τονιστεί η εξάρτηση του μ τόσο από τον Μ όσο και από το Δ).


    Ο ορισμός αυτός υπονοεί ότι η μ(Μ) είναι ένα μέτρο (αντίστροφο) της επιτρεπόμενης αβεβαιότητας του συστήματος: όσο μεγαλύτερη είναι, τόσο μικρότερη είναι η αβεβαιότητα η οποία θα αποσταθεροποιήσει το σύστημα.


    Οπλισμένος με τον ορισμό αυτό μπορώ τώρα να διατυπώσω καλύτερες συνθήκες στιβαρής ευστάθειας για το σύστημα του Σχ. 6.14.


    Θεώρημα 6.10 Γενικευμένο θεώρημα της μικρής απολαβής: το σύστημα του Σχ. 6.14 είναι στιβαρά ευσταθές για το σύνολο αβεβαιότητας ΒΔ, αν και μόνον αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.37)

          
        

      


    


     


    Απόδειξη: στον (Dullerud 2000).


    


    Αρκετοί συγγραφείς ισοδυναμούν τη μ(Μ) ως τη μ-νόρμα του Μ,


    ║Μ║μ=μ(Μ)


    Αυτό όμως δεν είναι σωστό, αφού η μ(Μ) δεν ικανοποιεί τα κριτήρια μιας νόρμας: μπορεί να είναι 0 χωρίς ο Μ να είναι μηδέν. Ικανοποιεί όμως όλα τα κριτήρια μίας συνάρτησης απόστασης, είναι επομένως ημινόρμα.


    Μπορεί επίσης ν’ αποδειχθεί ότι, (Dullerud 2000),


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.38)

          
        

      


    


    όπου ρR(M) η πραγματική φασματική ακτίνα του πίνακα Μ (δηλαδή το μεγαλύτερο μέτρο ανάμεσα στις πραγματικές ιδιοτιμές του Μ).


    6.4.1.1 Υπολογισμός του μ


     


    Η μεγιστοποίηση η οποία υπονοείται στην (6.37) είναι ένα πρόβλημα δυσκολίας ΝP, δηλαδή είναι πιθανόν να μην λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Αυτό δε σημαίνει ότι κάθε τέτοιο πρόβλημα δεν μπορεί να λυθεί, απλά μερικά ίσως δε λύνονται. Αυτό το οποίο συμβαίνει στην πράξη είναι η εύρεση άνω και κάτω φραγμάτων μέσω κατάλληλων επαναληπτικών αλγορίθμων (Young et al. 1992).


    Στην περίπτωση κατά την οποία ο πίνακας αβεβαιότητας δεν περιέχει πραγματικά στοιχεία, δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.39)

          
        

      


    


    μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.40)

          
        

      


    


    όπου,


    [image: ]


    [image: ]


    Αν ο πίνακας αβεβαιότητας περιέχει και πραγματικά στοιχεία, δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.26)

          
        

      


    


    υπάρχουν δύο προσεγγίσεις. Η μία είναι να αναπαρασταθούν τα διαστήματα των πραγματικών στοιχείων με μιγαδικούς δίσκους και να χρησιμοποιηθεί η 6.40. Μία καλύτερη προσέγγιση είναι να εκμεταλλευτούμε τη φάση των πραγματικών παραμέτρων. Για να γίνει αυτό χρειάζεται το σύνολο Q,


    Q={ΔÎD: φiÎ[−1, 1], |δi|=1, [image: ]}


    το σύνολο E,


    [image: ]


    και το επαυξημένο σύνολο D,


    [image: ]


    Τότε μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.41)

          
        

      


    


    Εναλλακτικά, η (6.41) μπορεί να διατυπωθεί σε μία πιο χρήσιμη μορφή μέσω του ακόλουθου θεωρήματος.


    Θεώρημα 6.11 Δοθέντος β>0, υπάρχουν DÎD και EÎE τέτοιοι ώστε,


    M*DM+(EM−M*E)i−β2D≤0


    αν και μόνον αν υπάρχουν D1ÎD και E1ÎE τέτοιοι ώστε,


    [image: ]


    Απόδειξη: στον (Dullerud 2000).


     


    Παράδειγμα 6.23 Έστω ο μιγαδικός πίνακας,


    [image: ]


    και η πραγματική δομή αβεβαιότητας,


    [image: ]


    με Δ1, Δ2ÎR. Ισχύει,


    [image: ](Δ)=max(|Δ1|, |Δ2|), det(I+MΔ)=1+m11Δ1+ m22Δ2+ mΔ1Δ2


    με m=det(M)=m11m22−m12m21. Επομένως, η δομημένη ιδιόμορφη τιμή του Μ δίνεται από την,


    [image: ]


    Απαλείφοντας (λόγω του περιορισμού), έστω το Δ2, δίνει την ισοδύναμη έκφραση,


    [image: ]


    Αν [image: ], εφαρμογή των παραπάνω δίνει μ(Μ)=5,37.


    Σε κάθε περίπτωση, η εντολή mussv του MATLAB είναι απαραίτητη. Λεπτομέρειες στα παραδείγματα τα οποία θα ακολουθήσουν.


    6.4.1.2 Στιβαρή ευστάθεια για το διάγραμμα δύο θυρών


     


    Στo προηγούμενο κεφάλαιο, χρησιμοποιώντας το δομικό διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 6.23, απάντησα στο εξής ερώτημα:


     


    ·         Ποιοι είναι οι αποδεκτοί ελεγκτές K(s) οι οποίοι ελαχιστοποιούν την ║Τzw║∞ ;


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.23 Διάγραμμα δύο θυρών.


    Το ερώτημα αυτό το απάντησα έχοντας θεωρήσει ότι η P είναι βέβαιη. Όμως η συγκεκριμένη δομή δεν επινοήθηκε απλά για να προσθέσει άλλη μία επιλογή στη διαγραμματική αναπαράσταση των συστημάτων αυτομάτου ελέγχου, αλλά μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την απεικόνιση αβέβαιων συστημάτων, αφού μπορεί εύκολα να συσχετιστεί και με τη δομή Μ-Δ. Από την (6.28) φαίνεται ότι η μοναδική πηγή αστάθειας του Σχ. 6.20 είναι ο όρος (I−Ν11Δ)−1, δηλαδή οι συνθήκες στιβαρής ευστάθειας του συστήματος είναι ίδιες με τις συνθήκες στιβαρής ευστάθειας της δομής Μ-Δ του Σχ. 6.24.


     


    [image: ]


     


    Σχήμα 6.24 Δομή Μ-Δ διαγράμματος δύο θυρών με αβεβαιότητα.


    Εύκολα λοιπόν προκύπτουν οι ακόλουθες συνθήκες για στιβαρή ευστάθεια του αβέβαιου συστήματος δύο θυρών του Σχ. 6.19.


    Θεώρημα 6.12 Το αβέβαιο σύστημα του Σχ. 6.19 είναι στιβαρά ευσταθές, αν,


     


    μΔ(Ν11)<1, "ω και ║Δ(ωi)║∞≤1 και Ν εσωτερικά ευσταθές


     


    όπου το σύστημα Ν δίνεται από την,


    Ν=Pzw+PzuK(I−PyuK)−1Pyw=Fl(P, K)


    Παράδειγμα 6.24 (Bosgra 2007, 216).


    Έστω το σύστημα του Σχ. 6.25 με G(s)=[image: ] και [image: ].


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.25 Σύστημα με αβέβαιη G.


    Οι παράμετροι α, β είναι αβέβαιες με ονομαστικές τιμές α0, β0 αντίστοιχα. Ας χρησιμοποιήσω το ακόλουθο υπόδειγμα για ν’ αναπαραστήσω αυτήν την αβεβαιότητα:


    α=α0+α1Δαα2


    β=β0+β1Δββ2


    όπου ║Δα║, ║Δβ║<1, όπως απαιτεί το υπόδειγμα, και τα αi, βi σταθερά βάρη.


    Θέλω να αναπαραστήσω αυτό το αβέβαιο σύστημα σε διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 6.20. Η διαδικασία έχει τρία βήματα:


    Βήμα 1. Η αβέβαιη G(s) αναπαρίσταται σε ένα κλασικό δομικό διάγραμμα όπου οι αβεβαιότητες εμφανίζονται μόνες τους σε ξεχωριστά τμήματα (Σχ. 6.26):


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.26 Αβέβαιη G.


    Το τέχνασμα εδώ είναι να αναπαρασταθεί ο παρανομαστής της G ως βρόχος ανάδρασης. Τα υπόλοιπα προκύπτουν εύκολα.


    Βήμα 2. Απόσυρση των Δ: «βαφτίζω» τις εισόδους και εξόδους των Δ, pι και qi αντίστοιχα.


    Βήμα 3. Υπολογισμός του Ν: γράφω τις εξισώσεις οι οποίες συνδέουν τις εισόδους του συστήματος με τις εξόδους τους, με τα Δ όμως αποσυνδεδεμένα (Σχ. 6.27).


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.27 Υπολογισμός του Ν.


    Οι είσοδοι είναι τα q1, q2, r, ενώ οι έξοδοι τα p1, p2, y. Για τα pi ισχύει:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    με χ(s)=[image: ].


    Επειδή τώρα p1/α1= Κ(s)(r−p2/β1),


    [image: ]


    και προφανώς y=p2/β1. Γράφοντας τα παραπάνω σε μορφή πίνακα προκύπτει,


    [image: ]


    Τέλος η ζητούμενη μορφή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y=Fu(Ν, Δ)r=[Ν22+Ν21Δ(I−Ν11Δ)−1Ν12]r

          

          	
            (6.42)

          
        

      


    


    με,


    [image: ]


    και,


    [image: ]


    Η τελική δομή φαίνεται στο Σχ. 6.28.
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    Σχήμα 6.28 Δομή N-Δ για το Παρ. 6.24.


    Να τονίσω ότι η (6.42) είναι πλήρης απεικόνιση της δυναμικής συμπεριφοράς του συστήματος για κάθε τιμή των Δ, αi, βi. Για παράδειγμα, το Σχ. 6.29 δείχνει την απόκριση βαθμίδας του συστήματος του Σχ. 6.25 για k=1, Td=[image: ], T0=0,1, Δ = διαγ(1, 1), α0=2,75, α1=α2=[image: ], β0=0,1, β1=β2=[image: ].


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.29 Απόκριση βαθμίδας αβέβαιου συστήματος.


    Οι εκδόσεις του MATLAB (v7 και νεότερες) παρέχουν πλέον σειρά εργαλείων για την ανάλυση αβέβαιων συστημάτων. Έτσι, οι ακόλουθες εντολές δημιουργούν 5 τυχαία δείγματα του αβέβαιου συστήματος του Σχ. 6.28, με το αντίστοιχο διάγραμμα:


     


    % δημιουργία αβέβαιης παραμέτρου ονομαστικής τιμής a0 και εύρος sqrt(a1*a2)


    a03 = ureal('a0', a0, 'plusminus', a1*a2)


    % δημιουργία αβέβαιης παραμέτρου ονομαστικής τιμής b0 και εύρος sqrt(b1*b2)


    b03 = ureal('b0', b0, 'plusminus', b1*b2)


    % δημιουργία αβέβαιης συνάρτησης μεταφοράς G


    G3 = tf([a03], [b03 1 0 0])


    % ελεγκτής


    C = tf([sqrt(2) 1], [0.1 1])


    % σύνδεση εν σειρά ελεγκτή-εγκατάστασης


    GC3 = series(C, G3)


    GCF3 = feedback(GC3, 1)


    plot(usample(GCF3, 5))
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    Σχήμα 6.30 Αποκρίσεις του συστήματος του Σχ. 6.28 για διάφορα αi, βi .


    Τώρα, η έκφραση της παραμετρικής αβεβαιότητας στη μορφή την οποία μόλις παρουσιάστηκε, αναπαριστά ένα πολύ μεγαλύτερο φάσμα τιμών από ένα απλό διάστημα πραγματικών τιμών, αφού η έκφραση,


    β=β0+β1Δββ2


    με ║Δβ║∞<1 περιλαμβάνει ακόμη και συναρτήσεις μεταφοράς, όπως π.χ. την,
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    με ║Δβ║∞=0,9. Μπορεί να βρεθεί ότι,


    [image: ]


    με λ(s)=β0Τ0s4+(β0+Τ0)s3+s2+α0Tds+α0k (χαρακτηριστικό πολυώνυμο κλειστού βρόχου).


    Ας βάλω τιμές:


     


    0≤β≤0,2 δηλαδή β0=0,1, β1β2=0,1.


    (a) 0,5≤α≤5, δηλαδή α0=2,75, α1α2=2,25.


    (b) 0,5≤α≤2, δηλαδή α0=1,25, α1α2=0,75


     


    και ας είναι α1=α2, β1=β2.


    Αν χρησιμοποιήσω ως κριτήριο τη μέγιστη ιδιόμορφη τιμή, τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχ. 6.31.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.31 Μέγιστες ιδιόμορφες τιμές.


    Και στις δύο περιπτώσεις η συνθήκη παραβιάζεται κατά πολύ παρόλο που το σύστημα είναι ευσταθές για τις τιμές αυτές. Επειδή αυτό (η ευστάθεια) δεν είναι προφανές, ας το δούμε λίγο σε λεπτομέρεια.


    Καταρχάς να υπενθυμίσω ότι, k=1, Td=√2, T0=0,1. Με τις τιμές αυτές το χαρακτηριστικό πολυώνυμο λ(s) γίνεται,


    λ(s)=0,1βs4+(β+0,1)s3+s2+√2αs+α


    και ο αντίστοιχος πίνακας Routh-Hurwitz,
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    Μια ματιά στους συντελεστές (1η και 5η στήλη) του χαρακτηριστικού πολυώνυμου δείχνει ότι για ευστάθεια απαιτείται τουλάχιστον α, β>0. Επομένως το πρώτο, δεύτερο και πέμπτο στοιχείο της πρώτης στήλης του πίνακα είναι θετικά. Το τρίτο στοιχείο είναι θετικό αν,


    [image: ]


    ενώ το τέταρτο αν,
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    Οι γραφικές παραστάσεις των δύο αυτών συναρτήσεων φαίνονται στο Σχ. 6.32.
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    Σχήμα 6.32 Γραφήματα f1, f2.


    Το σχήμα αυτό δείχνει καθαρά ότι το σύστημα είναι ευσταθές για τα εύρη των τιμών των παραμέτρων α, β τα οποία εξετάζονται.


    Ο αναγνώστης δεν πρέπει να παρασυρθεί από τη δυνατότητα αναλυτικής εύρεσης των ορίων ευστάθειας για το προηγούμενο παράδειγμα, γεγονός το οποίο θα καθιστούσε όλη τη θεωρία στιβαρής ευστάθειας άχρηστη: η διαδικασία αυτή είναι σχεδόν αδύνατη για πάνω από δύο παραμέτρους.


    Στη συνέχεια ας υιοθετήσω το κριτήριο της δομημένης ιδιόμορφης τιμής. Στο Σχ. 6.33 φαίνεται η μέγιστη δομημένη ιδιόμορφη τιμή για το παράδειγμα αυτό, υποθέτοντας μιγαδικές αβεβαιότητες στο Δ, δηλαδή,
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    με |δi|≤1Þ[image: ] (με βάση τη δομή της (6.26)).


    Όπως φαίνεται το γράφημα δε δείχνει στιβαρή ευστάθεια παρόλο που το σύστημα επιδεικνύει αρκετή στιβαρότητα για τις τιμές αυτές, όπως δείχνει και το Σχ. 6.32. Αλλάζοντας τη δομή της αβεβαιότητας σε διαγώνια πραγματική, δηλαδή,
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    με |δi|≤1Þ−1≤δi≤1, δίνει τελικά τα σωστά αποτελέσματα όπως δείχνει και το Σχ. 6.34.
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    Σχήμα 6.33 Μιγαδική αβεβαιότητα: μΔ(Μ11(ωi)) για a0=1,25.


    [image: ]


    Σχήμα 6.34 Πραγματική αβεβαιότητα: μΔ(Μ11(ωi)) για a0=1,25.


    Το παράδειγμα αυτό καταδεικνύει την αναγκαιότητα χρησιμοποίησης κατάλληλου «σφιχτού» υποδείγματος για την αβεβαιότητα.


    6.4.2 Στιβαρή απόδοση


     


    Η γενική δομή του Σχ. 6.20 δεν είναι τυχαία. Ακριβώς η ίδια δομή χρησιμεύει και για την εξαγωγή των συνθηκών στιβαρής απόδοσης.
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    Σχήμα 6.20 Απλουστευμένο διάγραμμα ελέγχου με δομημένη αβεβαιότητα.


    Ορισμός 6.20 Το αβέβαιο σύστημα (Ν, Δ) επιδεικνύει στιβαρή απόδοση αν το (Ν11, Δ) είναι στιβαρά ευσταθές και ║Fu(Ν, Δ)║∞<1 για κάθε ΔÎDμε ║Δ║∞≤1.


    Να θυμίσω ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z=Fu(Ν, Δ)w=[Ν22+Ν21Δ(I−Ν11Δ)−1Ν12]w[image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    Αν και οι δύο αυτοί ορισμοί φαίνονται ξεχωριστοί, μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι το πρόβλημα της στιβαρής απόδοσης μπορεί να τεθεί ως ένα πρόβλημα στιβαρής ευστάθειας. Το επόμενο θεώρημα μας λέει πως.


     


    Θεώρημα 6.13 Θεώρημα στιβαρής απόδοσης (Doyle et al. 1982). Το σύστημα του Σχ. 6.20 επιδεικνύει στιβαρή απόδοση αν και μόνον αν το Ν είναι εσωτερικά ευσταθές και,
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    όπου η δομή αβεβαιότητας ΔΑ είναι η επαυξημένη δομημένη δομή,,


    [image: ]


    όπου η ΔΝ είναι πλήρους μιγαδικής μορφής και διάστασης ανάλογης των (w, z), δηλαδή της [image: ].
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    Σχήμα 6.35 Δομή στιβαρής απόδοσης.


    Αυτό σημαίνει ότι, αν ξέρω τη συνθήκη στιβαρής ευστάθειας για το σύστημα του Σχ. 6.20, μπορώ αυτόματα να βρω τη συνθήκη στιβαρής απόδοσης εφαρμόζοντας τη συνθήκη στιβαρής ευστάθειας στο σύστημα του Σχ. 6.35. Δεδομένου ότι η προϋπόθεση στιβαρής απόδοσης εκφράζεται μέσω μιας προϋπόθεσης για στιβαρή ευστάθεια, το Θεώρημα 6.13 μπορεί να θεωρηθεί ως μία συνθήκη «γενικευμένης ευστάθειας».


     


    Παράδειγμα 6.25 Έστω το σύστημα του Παρ. 6.24, για το οποίο θέλω να εξετάσω κατά πόσο είναι στιβαρά ευσταθές. Οι ακόλουθες εντολές μου δίνουν το αποτέλεσμα:


    


    Bl = [-2 0; 1 0];


    freq = logspace(-1, 3, 300);


    Mf = frd(M, freq);


    % calculate bounds for structured singular value


    [boun1, in1] = mussv(Mf, Bl);


    % extract data from FRD (frequency response data) model


    bof = frdata(boun1);


    bb1(1: sf) = bof(1, 1, :);


    semilogx(freq, bb1)


     


    Η κρίσιμη εντολή στα παραπάνω είναι ο ορισμός της αβεβαιότητας μέσω του πίνακα Bl. Το αποτέλεσμα φαίνεται στο Σχ. 6.36.
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    Σχήμα 6.36 Γράφημα στιβαρής απόδοσης.


    6.4.3 Επαναθεώρηση της δομημένης αβεβαιότητας


     


    Η χρήση της δομημένης ιδιόμορφης τιμής έχει γενική εφαρμογή, άρα μπορεί να εφαρμοστεί και στις περιπτώσεις της αδόμητης αβεβαιότητας. Ως παράδειγμα αυτής της συλλογιστικής θα χρησιμοποιήσω το υπόδειγμα της προσθετικής αβεβαιότητας,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=G0(s)+[image: ]

          

          	
            (6.1)

          
        

      


    


    όπου G(s) είναι η πραγματική συνάρτηση μεταφοράς της εγκατάστασης, G0(s) η ονομαστική συνάρτηση μεταφοράς και Wa(s) ευσταθής συνάρτηση μεταφοράς βάρους ελάχιστης φάσης (χωρίς πόλους ή μηδενικά στο δεξιό ημιεπίπεδο), με


    [image: ]


    Για να αναπαραστήσω την προσθετική αβεβαιότητα αυτή στο διάγραμμα του Σχ. 6.20, απομονώνω το κομμάτι της αβεβαιότητας και παίρνω το Σχ. 6.37.
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    Σχήμα 6.37 (Κλασικό) δομικό διάγραμμα προσθετικής αβεβαιότητας.


    Οι εξισώσεις εισόδων-εξόδων οι οποίες διέπουν το σύστημα αυτό είναι:


    y=q+G0u=q+G0[Κ(r−y)]


    Þy=(I+G0Κ)−1q+(I+G0Κ)−1G0Κr


    p=Wau=Wa[Κ(r−y)]=WaΚr−WaΚ[(I+G0Κ)−1q+(I+G0Κ)−1G0Κr]


    Þp=−WaΚ(I+G0Κ)−1q+WaΚ[I−(I+G0Κ)−1G0Κ]r


    και σε μορφή πίνακα,


    [image: ]


    Τέλος το Σχ. 6.37 μετατρέπεται στο ισοδύναμό του Σχ. 6.38, όπου,


    
      
        
          	
             

          

          	
            y=Fu(Ν, [image: ])r=[Ν22+Ν21[image: ](I−Ν11[image: ])−1Ν12]r

          

          	
            (6.42)
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    Σχήμα 6.38 Δομικό διάγραμμα δύο θυρών για σύστημα με προσθετική αβεβαιότητα.


    Εφαρμογή του θεωρήματος στιβαρής ευστάθειας στο σύστημα αυτό, επιβάλλει ως αναγκαία συνθήκη την,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.43)

          
        

      


    


    Επιπλέον, αν όλες οι πιθανές αβεβαιότητες οι οποίες ικανοποιούν την [image: ] μπορούν να υπάρξουν, η (6.43) είναι και αναγκαία συνθήκη για στιβαρή ευστάθεια.


    Μπορώ επίσης να βρω τη συνθήκη για στιβαρή απόδοση. Ξέρω ότι πρέπει,


     


    [image: ], "ω και ║ΔΑ(ωi)║∞≤1 και ΟΕ


    όπου,
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    και ΔN πλήρης μιγαδικός κατάλληλης διάστασης. Τώρα,
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    επομένως η συνθήκη στιβαρής απόδοσης είναι,


    [image: ]`


    Η συνθήκη αυτή δεν μπορεί να εξεταστεί περαιτέρω αναλυτικά, αλλά μόνο αριθμητικά. Ο λόγος για τον οποίο προηγούμενα βρέθηκε η συνθήκη στιβαρής απόδοσης,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.15)

          
        

      


    


    είναι ότι στη συγκεκριμένη ανάλυση έχει υποτεθεί συγκεκριμένο κριτήριο απόδοσης.


    6.4.4 Ανακεφαλαίωση συνθηκών


     


    Για ευκολία χρήσης των προηγούμενων αποτελεσμάτων, ακολουθούν συνοπτικά οι ευρεθείσες συνθήκες. Έστω λοιπόν το αβέβαιο σύστημα του Σχ. 6.20, όπου όλα τα βάρη έχουν ενσωματωθεί στο P, και,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z=Fu(Ν, Δ)w=[Ν22+Ν21Δ(I−Ν11Δ)−1Ν12]w=Fw

          

          	
             

          
        

      


    


    με ║Δ║∞≤1 και κριτήριο απόδοσης ║F║∞≤1.
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    Σχήμα 6.20 Δομή στιβαρής ανάλυσης.


    Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:


     


    
      
        	
          Ονομαστική ευστάθεια (ΟΕ) Û

        

        	
          Ν εσωτερικά ευσταθές

        
      


      
        	
          Ονομαστική απόδοση (ΟΑ) Û

        

        	
          [image: ], "ω και ΟΕ

        
      


      
        	
          Στιβαρή ευστάθεια (ΣΕ) Û

        

        	
          μΔ(Ν11)<1, "ω και ║Δ(ωi)║∞≤1 και ΟΕ

        
      


      
        	
          Στιβαρή απόδοση (ΣΑ) Û

        

        	
          [image: ], "ω και ║ΔΑ(ωi)║∞≤1 και ΟΕ

        
      

    



     


    όπου,
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    με Δ μπλοκ διαγώνιο πίνακα, και ΔN πλήρη μιγαδικό πίνακα.


    6.4.5 Παραδείγματα


     


    Παράδειγμα 6.26 Ευφυής δοκός.


    Στο παράδειγμα αυτό παρουσιάζεται ολοκληρωμένα το πρόβλημα στιβαρής ανάλυσης, από το στάδιο του βέβαιου υποδείγματος έως το στάδιο υπολογισμού της κατάλληλης δομημένης ιδιόμορφης τιμής.


    Στην Εν. 5.5.5.2 βρέθηκε ένας ελεγκτής H∞. για το πρόβλημα της καταστολής ταλαντώσεων της πρόβολου ευφυούς δοκού. Ας δούμε τώρα ποια είναι η απόδοση του ελεγκτή αυτού με βάση τα κριτήρια στιβαρής συμπεριφοράς τα οποία παρουσίασα στο παρόν κεφάλαιο.


    Ας εξετάσω την περίπτωση όπου υπάρχει αβεβαιότητα στις παραμέτρους οι οποίες καθορίζουν τις τιμές των πινάκων ακαμψίας και μάζας (π.χ. της πυκνότητας ρb ή του μέτρου ελαστικότητας Young, E).


    Έστω λοιπόν ότι η αβεβαιότητα στους εν λόγω πίνακες είναι πολλαπλασιαστική (Εξ. (6.2)) της μορφής,


    M=M0(I+mpΙ2n×2nδM)


    K=K0(I+kpΙ2n×2nδK)


    όπου ο δείκτης 0 δηλώνει τις ονομαστικές τιμές. Επειδή D=0,0005(M+K),


    [image: ]


    (Θυμίζω, n: πλήθος πεπερασμένων στοιχείων).


    Το πολλαπλασιαστικό αυτό πρότυπο αυτό σημαίνει ότι οι εμπλεκόμενες παράμετροι μεταβάλλονται ποσοστιαία περί την ονομαστική τους τιμή. Για να εκφραστεί το πρόβλημα σε δομή Μ-Δ χρειάζεται να «απομονώσω» την αβεβαιότητα από το ονομαστικό υπόδειγμα. Η διαδικασία αυτή δεν είναι απλή.


    Η εξίσωση της δοκού έχει τώρα τη μορφή,
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            [image: ]

          

          	
            (6.44)

          
        

      


    


    όπου,
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    με,
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    Γράφοντας την (6.44) σε μορφή χώρου κατάστασης παίρνω,


    [image: ]


    [image: ]


    Η ιδέα είναι να βρεθεί N τέτοιος ώστε,
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    ή ως προς τις παραμέτρους του Σχ. 6.20,


    [image: ]
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    Σχήμα 6.20 Δομή Ν-Δ.


    Για τις ανάγκες του παραδείγματος το σύστημα ελέγχου αναπαρίσταται με το δομικό διάγραμμα του Σχ. 6.39, όπου ο ελεγκτής K(s) έχει υπολογιστεί με τη μέθοδο H∞. Όπως φαίνεται το διάγραμμα περιέχει και τα βάρη. Μ’ αυτό τον τρόπο τα αποτελέσματα έχουν ισχύ για εισόδους με νόρμα απείρου <1.
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    Σχήμα 6.39 Δομικό διάγραμμα σταθμισμένου ονομαστικού συστήματος ευφυούς δοκού.


    Τώρα οι [image: ], [image: ], [image: ], [image: ] βρίσκονται από το ονομαστικό σύστημα ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.45)

          
        

      


    


    Οι υπόλοιποι βρίσκονται από το Σχ. 6.40, το οποίο χρησιμεύει για να απομονωθεί η αβεβαιότητα Δ.


     


    [image: ]Σχήμα 6.40 Δομικό διάγραμμα αβέβαιης ευφυούς δοκού (σταθμισμένο).


    Οι πίνακες E1, E2 χρησιμεύουν για να εξάγουν τα,


    [image: ]


    Από το Σχ. 6.40, λόγω του ότι,


    [image: ] και [image: ]


    οι E1, E2 επιλέγονται ως,


    [image: ]


     


     


    Για τη συνάρτηση μεταφοράς[image: ] (από το d στο qu) ισχύει :


    qu=G2(E2β+Ε1γ)=G2(E2[image: ]+Ε1)γ


    γ=GWdd+Bu+A[image: ]γ=GWdd+BΚC[image: ]γ+Α[image: ]γÞγ=(Ι−BKC[image: ]−Α[image: ])−1GWdd


    Επομένως,


    [image: ]


    Τώρα οι [image: ], [image: ], [image: ] είναι παρόμοιες με τις [image: ], [image: ], [image: ] με τον Gu αντί του GWd, δηλαδή,


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Τέλος για τον [image: ],


    qu=G2(E2β+Ε1γ)=G2(E2[image: ]+Ε1)γ


    γ=Bu+A[image: ]γ=BK(Wnn+y)+A[image: ]γ= BKWnn+BKC[image: ]γ+A[image: ]γÞγ=(Ι−BKC[image: ]−A[image: ])−1ΒΚWnn


    οπότε,


    [image: ]


    Συλλέγοντας όλα τα ανωτέρω, παίρνω τον N:


    [image: ]


    Έχοντας ολοκληρώσει την ανάλυση, απομένει η εύρεση των τιμών των συναρτήσεων οι οποίες δείχνουν τη στιβαρή απόδοση:


    


    
      
        	
          Στιβαρή ευστάθεια (ΣΕ) Û

        

        	
          μΔ(Ν11)<1, "ω και ║Δ(ωi)║∞≤1 και ΟΕ

        
      


      
        	
          Στιβαρή απόδοση (ΣΑ) Û

        

        	
          [image: ], "ω και ║ΔΑ(ωi)║∞≤1 και ΟΕ

        
      

    



     


    όπου,


    [image: ]


    με Δ μπλοκ διαγώνιο πίνακα, και ΔΝ πλήρη μιγαδικό πίνακα, κατάλληλων διαστάσεων. Η εντολή,


     


    [boun1, in1] = mussv(Ν, Delta)


     


    όπου για την ανάλυση της στιβαρής ευστάθειας,


     


    [image: ]


    ενώ για την ανάλυση της στιβαρής απόδοσης,


    [image: ]


    μας λύνει το πρόβλημα.


    Εφαρμογή των ανωτέρω με km=0, kp=0,9 παράγει τα γραφήματα του Σχ. 6.41.


     


    [image: ]


    Σχήμα 6.41 Γραφήματα δομημένων ιδιόμορφων τιμών ευφυούς δοκού (1η προσέγγιση).


    Όπως φαίνεται, ο ελεγκτής παρουσιάζει πολύ καλή επίδοση μέχρι περίπου τα 1000 Hz, με τις μέγιστες ιδιόμορφες τιμές μικρότερες της μονάδας. Θα μπορούσε να βελτιωθεί η απόδοση; Πιθανόν, με απόπειρες δοκιμής-σφάλματος, καθώς δεν έχει παρουσιαστεί ακόμη στο σύγγραμμα μία αναλυτική μέθοδος σχεδίασης (η οποία θα παρουσιαστεί στο επόμενο κεφάλαιο). Έτσι, μετά από πολλές προσπάθειες, βρίσκονται οι ακόλουθες συναρτήσεις βαρών:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.46)
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            (6.47)
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            (6.48)

          
        


        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (6.49)

          
        

      


    


    Οι νόρμες απείρου των συναρτήσεων αυτών είναι αντίστοιχα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]

          

          	
            (6.50)

          
        

      


    


    Με αυτά τα βάρη τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχ. 6.42.
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    Σχήμα 6.42 Γραφήματα δομημένων ιδιόμορφων τιμών ευφυούς δοκού (2η προσέγγιση).


    Η σχεδίαση είναι πολύ καλύτερη, με τις ιδιόμορφες τιμές κάτω από τη μονάδα σε όλο το εύρος συχνοτήτων. Για λόγους σύγκρισης στο Σχ. 6.43 φαίνονται τα γραφήματα της ονομαστικής σχεδίασης.
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    Σχήμα 6.43 Γράφημα μέγιστης ιδιόμορφης τιμής Tzw ευφυούς δοκού (2η προσέγγιση).


    Κώδικες MATLAB


     


    chen


    


    w = linspace(0, 4, 1000);


    num0 = [10*2 10*2 10*1];


    den0 = conv([1 0.5 1], conv([1 2 3], [1 3 6]));


    G0 = tf(num0, den0);


    


    [re, im] = nyquist(num0, den0, w);


    plot(re, im, 'LineWidth', 2)


    hold on


    % uncertainty discs and rectangles


    numw = 10*[0.2 0.7 0.2];


    ws = tf(numw, den0);


    [mw, pw] = bode(ws, w);


    mw1(1: 1000) = mw(1, 1, 1: 1000);


    j = 1;


    for i = 1: 50: 1000


    H = circle([re(i) im(i)], mw1(i), 100, 'r');


    % draw rectangles with exact uncertainties


    for a = -1: 2: 1


    for b = -1: 0.05: 1


    gdist_num = 10*[0.2*a 0.3*a+0.4*b 0.2*b];


    wd = tf(gdist_num, den0);


    [md, pd] = freqresp(wd, w(i));


    xre(j) = re(i) + real(md(1,1,1));


    xim(j) = im(i) + imag(md(1,1,1));


    j = j + 1;


    end


    end


    for b = -1: 2: 1


    for a = -1: 0.05: 1


    gdist_num = 10*[0.2*a 0.3*a+0.4*b 0.2*b];


    wd = tf(gdist_num, den0);


    [md, pd] = freqresp(wd, w(i));


    xre(j) = re(i) + real(md(1,1,1));


    xim(j) = im(i) + imag(md(1,1,1));


    j = j + 1;


    end


    end


    j = 1;


    plot(xre, xim, 'k.', 'MarkerSize', 1)


    end


    hold off


    axis equal
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7 Σύνθεση αβέβαιων συστημάτων


    7.1 Σύνθεση μ


     


    Στο προηγούμενο Κεφάλαιο αναλύθηκε το ζήτημα της συμπεριφοράς αβέβαιων συστημάτων και εισήχθη η έννοια της δομημένης ιδιόμορφης τιμής μ, ως μέτρο της απόδοσης τους. Ως εισαγωγή στο παρόν κεφάλαιο θα κάνω μία ανακεφαλαίωση της διαδικασίας και των ευρημάτων.


    Έστω λοιπόν το σύστημα του Σχ. 7.1 το οποίο περιγράφει ένα σύστημα ελέγχου της αβέβαιης διαδικασίας G, για την οποία έχει βρεθεί ένας ελεγκτής Κ ο οποίος ικανοποιεί τις προδιαγραφές απόδοσης του συστήματος για την ονομαστική τιμή της G. Η αβεβαιότητα στη G μπορεί να είναι οποιασδήποτε μορφής, αδόμητη ή δομημένη.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.1 Κλασικό διάγραμμα συστήματος παρακολούθησης (σταθμισμένο).


    Στη συνέχεια το σύστημα του Σχ. 7.1 μετασχηματίζεται στο ισοδύναμο σύστημα του Σχ. 7.2, όπου όλη η αβεβαιότητα έχει εξαχθεί στο δομημένο μπλοκ Δ και το σύστημα P περιέχει την ονομαστική διαδικασία G0.


    [image: ]


    Σχήμα 7.2 Διάγραμμα δύο θυρών με δομή αβεβαιότητας.


    Τέλος από το σύστημα του Σχ. 7.2 κατασκευάζεται το επαυξημένο σύστημα του Σχ. 7.3, μέσω του οποίου εξακριβώνεται η στιβαρή απόδοση του αρχικού συστήματος του Σχ. 7.1.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.3 Δομή Μ-Δ στιβαρής απόδοσης.


    Η μετάβαση από το ένα σχήμα στο άλλο, όπως έχει φανεί από τα παραδείγματα των προηγούμενων κεφαλαίων, δεν είναι απλή διαδικασία και απαιτεί εξοικείωση η οποία αποκτάται μέσω εξάσκησης σε πολλά παραδείγματα. Ορίζοντας τη στιβαρή απόδοση ως την απαίτηση,


    ║F║∞≤1 για κάθε ║Δ║∞≤1


    όπου η F ορίζεται μέσω της ανωτέρας LFT,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z=Fu(Ν, Δ)w=[Ν22+Ν21Δ(I−Ν11Δ)−1Ν12]w=Fw

          

          	
            (7.1)

          
        

      


    


    η προϋπόθεση για στιβαρή απόδοση είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ], "ω και ║ΔΑ(ωi)║∞≤1 και Ν εσωτερικά ευσταθές

          

          	
            (7.2)

          
        

      


    


    όπου,


    [image: ]


    με Δ μπλοκ διαγώνιο πίνακα, και ΔN πλήρη μιγαδικό πίνακα διάστασης ανάλογης του FT.


    H γενική μορφή της αβεβαιότητας Δ δίνεται από την (7.3),


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.3)

          
        

      


    


    δηλαδή περιλαμβάνει πραγματικές αβεβαιότητες φi, (σε διαγώνια μορφή), μιγαδικές αβεβαιότητες δj, (επίσης σε διαγώνια μορφή) και πλήρεις μιγαδικές αβεβαιότητες, Δl.


    Είναι φαντάζομαι προφανές ότι η (7.2) είναι συνάρτηση και του Κ, ο οποίος στη διαδικασία της ανάλυσης θεωρείται γνωστός. Φυσιολογικά λοιπόν προκύπτει το πρόβλημα της στιβαρής σύνθεσης:


     


    ·      Για το σύστημα του Σχ. 7.2 να βρεθεί εσωτερικά σταθεροποιητικός ελεγκτής Κ τέτοιος ώστε ║F║∞≤1 για όλες τις αποδεκτές Δ.


     


    Από την ανάλυση η οποία προηγήθηκε, φάνηκε ότι το πρόβλημα της στιβαρής απόδοσης είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα της στιβαρής ευστάθειας. Επομένως, αν λυθεί το πρόβλημα σύνθεσης ενός στιβαρά σταθεροποιητικού ελεγκτή, έχει λυθεί και το πρόβλημα της εύρεσης ενός ελεγκτή με στιβαρή απόδοση.


    Ένας ελεγκτής για το σύστημα του Σχ. 7.2 είναι στιβαρά σταθεροποιητικός αν και μόνον αν,


    μΔ(Ν11)<1, "ω και ║Δ(ωi)║∞≤1 και Ν εσωτερικά ευσταθές


     


    όπου το σύστημα Ν δίνεται από την,


    Ν=Pzw+PzuK(I−PyuK)−1Pyw=Fl(P, K)


    To Σχ. 7.3 μπορεί να παρασταθεί και ως το Σχ. 7.4.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.4 Ενσωμάτωση αβεβαιότητας στο σύστημα.


    Στο Σχ. 7.4 έχει ενσωματωθεί η αβεβαιότητα Δ μέσω της σχέσης η οποία διέπει μία ανωτέρα LFT,


    
      
        
          	
             

          

          	
            z=Fl(S, K)w=[S11+S12K(I−S22K)−1S21]w

          

          	
            (7.4)

          
        

      


    


    Επομένως το πρόβλημα της στιβαρής σύνθεσης μπορεί να διατυπωθεί ως,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.5)

          
        

      


    


    Η λύση σε αυτό το μη κυρτό πρόβλημα βελτιστοποίησης, είναι προς το παρόν προσεγγιστική και βασίζεται στα άνω και κάτω φράγματα της δομημένης ιδιόμορφης τιμής. Λύνεται μέσω επαναληπτικών μεθόδων οι οποίες ελαχιστοποιούν εναλλάξ μεταξύ Κ και D. Οι λεπτομέρειες είναι αρκετά περίπλοκες και αναγκαστικά θα περιοριστώ στη γενική ιδέα. Για τους ενδιαφερόμενους υπάρχουν οι πρωτότυπες δημοσιεύσεις (Young 1993).


    Μία ιδέα είναι να λυθεί το πρόβλημα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.6)

          
        

      


    


    εναλλάσσοντας τη σειρά της βελτιστοποίησης, δηλαδή εκτελείται πρώτα η,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.7)

          
        

      


    


    με D σταθερά (τυπικό πρόβλημα βελτιστοποίησης H∞), ενώ έπεται η,
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            (7.8)

          
        

      


    


    με Κ σταθερό (τυπικό πρόβλημα κυρτής βελτιστοποίησης). Η (7.8) λύνεται ανά σημείο στην περιοχή συχνότητας:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.9)

          
        

      


    


    Πρέπει όμως να τονιστεί ότι η μέθοδος αυτή δεν εγγυάται ούτε καν τοπικά ελάχιστα, φαίνεται πάντως να δίνει ικανοποιητικά αποτελέσματα. Όπως είναι προφανές, οι αλγόριθμοι χρειάζονται υπολογιστική δομή και το MATLAB παρέχει τη ρουτίνα dksyn η οποία υλοποιεί τον παραπάνω αλγόριθμο. Παρόλ’ αυτά η εύρεση ενός βέλτιστου ελεγκτή μ παραμένει πολύπλοκη.


    Η εργαλειοθήκη στιβαρού ελέγχου του MATLAB (Robust Control Toolbox), διαρκώς εξελίσσεται έτσι ώστε να υλοποιεί τα πιο πρόσφατα, αλλά αξιόπιστα, ερευνητικά αποτελέσματα. Στη τρέχουσα εκδοχή υπάρχει η δυνατότητα ορισμού του τύπου της αβεβαιότητας, κάτι το οποίο βελτιώνει πολύ την απόδοση στα προβλήματα με πραγματικές τιμές. Τα βήματα τα οποία απαιτούνται στη σχεδίαση είναι τρία:


     


    1.      Κατασκευή αβέβαιου υποδείγματος με χρήση των κατάλληλων ρουτινών.


    2.      Υπολογισμός ενός ελεγκτή μ μέσω της dksyn.


    3.      Εκτίμηση της απόδοσης του ελεγκτή μέσω των κατάλληλων ρουτινών και σύγκρισης του με άλλους ελεγκτές.


     


    Στη συνέχεια, μέσω των παραδειγμάτων, θα προσπαθήσω να φωτίσω καλύτερα τη διαδικασία.


     


    Παράδειγμα 7.1 Σύστημα ενεργητικής ανάρτησης αυτοκινήτου 1/4.


    Στην Εν. 5.5.5.1 υπολογίστηκε ένας ελεγκτής H∞ για το ονομαστικό υπόδειγμα του συστήματος αυτού. Στη συνέχεια θα συμπεριλάβω στο υπόδειγμα της ανάρτησης και τη δυναμική του επενεργητή. Η δυναμική αυτή θα προσεγγιστεί με μία διαδικασία πρώτης τάξης, η οποία θα επαυξηθεί με ένα υπόδειγμα αβεβαιότητας. Συγκεκριμένα ας θεωρήσω το τροποποιημένο διάγραμμα του Σχ. 7.5.
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    Σχήμα 7.5 Δομικό διάγραμμα αβέβαιης ανάρτησης.


    Οι εμπλεκόμενες συναρτήσεις μεταφοράς είναι:


    [image: ]
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    και ║Δunc║∞≤1, ΔuncÎC. Προφανώς, actmod=act(1+Wunc×Δunc).


    Η συνάρτηση μεταφοράς βάρους της αβεβαιότητας φαίνεται στο Σχ. 7.6. Η μορφή της υποδηλώνει ότι σε συχνότητες κάτω των 4 rad/sec η ονομαστική συνάρτηση μεταφοράς (act) μπορεί να είναι λάθος έως και 10%. Το λάθος αυτό αυξάνει από τη συχνότητα αυτήν και μετά φτάνοντας το 400% στα 800 rad/sec.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.6 Βάρος αβεβαιότητας.


    Η εντολή dksyn βρίσκει έναν ελεγκτή με νόρμα 0,5829.


    Στο Σχ. 7.7φαίνεται ότι ο ελεγκτής μ αποδίδει καλύτερα γύρω από την ω2=23,3, όμως είναι χειρότερος σε συχνότητες κάτω των 3 rad/sec. Τέλος στο Σχ. 7.8 φαίνονται οι χρονικές αποκρίσεις ενός τυχαίου δείγματος 40 συστημάτων εντός των ορίων της αβεβαιότητας, στην είσοδο r(t). Όπως φαίνεται ο ελεγκτής μ, επιδεικνύει καλύτερη συμπεριφορά (μικρότερη υπερύψωση και χρόνο αποκατάστασης) από τον H∞ του στόχου 1.
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    Σχήμα 7.7 Διάγραμμα Bode μέτρου αβέβαιου συστήματος.


    [image: ]


    Σχήμα 7.8 Χρονικές αποκρίσεις τυχαίου δείγματος.


    Παράδειγμα 7.2 Ευφυής δοκός.


    Ας ξαναδούμε το παράδειγμα της ευφυούς δοκού, βρίσκοντας αυτήν τη φορά έναν στιβαρό ελεγκτή μ. Θα χρησιμοποιήσω το αβέβαιο υπόδειγμα το οποίο αναπτύχθηκε στην Εν. 6.4.5, και επαναλαμβάνεται στο Σχ. 7.9.


    


    [image: ]Σχήμα 7.9 Υπόδειγμα αβέβαιης δοκού.


     


    Αβεβαιότητα υπάρχει στους πίνακες του συστήματος και είναι της μορφής,


    M=M0(I+mpΙ2n×2nδM)


    K=K0(I+kpΙ2n×2nδK)


    |δΜ|, |δΚ|<1. Επειδή D=0,0005(M+K),


    [image: ]


    Για τις ανάγκες του παραδείγματος χρησιμοποιήθηκαν οι τιμές mp=kp=0,9, δηλαδή οι τιμές των πινάκων μπορούν να μεταβληθούν σε ένα εύρος ±90% από τις ονομαστικές τους τιμές.


    Το αβέβαιο αυτό υπόδειγμα ορίζεται στο MATLAB με τις εντολές,


     


    percn = 90;


    bw1 = ureal('bw1', 1, 'Percentage', percn, 'autosimplify', 'full')


    bw2 = ureal('bw2', 1, 'Percentage', percn, 'autosimplify', 'full')


    mm1_u = mm1*bw1;


    kk1_u = kk1*bw2;


    D_u = 0.0005*(mm1_u + kk1_u);


     


    ενώ οι εντολές,


     


    beam_u = ss(A0_u, eye(2*nd), C, zeros(nd/2, 2*nd));


    M = iconnect;


    nn = icsignal(4);


    d = icsignal(8);


    u = icsignal(4);


    y = icsignal(4);


    M.Equation{1} = equate(y, beam_u*[B0_u*u + G0_u*Wd*d]);


    M.Input = [ d; nn; u ];


    M.Output = [ We*y; Wu*u; y+Wn*nn ];


    qbeam_w_o = M.System;


     


    κατασκευάζουν το αβέβαιο σύστημα του Σχ. 7.9 μέσω της δομής iconnect. Τέλος, η,


     


    [Kmiu, qbeam_w_c_mm, gam_miu] = dksyn(qbeam_w_o, m, r)


     


    επιστρέφει έναν ελεγκτή μ με γ=2,78. Στο Σχ. 7.10 φαίνονται τα σχετικά γραφήματα τα οποία δείχνουν ότι το σύστημα επιδεικνύει στιβαρή ευστάθεια (μΔ(Μ11)<1) αλλά όχι στιβαρή απόδοση (μΔΑ(Μ(ωci))>1). Σε αντίθεση ο ελεγκτής H∞ έχει καλύτερα αποτελέσματα στη στιβαρή ευστάθεια αλλά δεν είναι στιβαρά ευσταθής στη συγκεκριμένη αβεβαιότητα.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.10 Συγκριτικά γραφήματα ελεγκτών H∞ και Hμ .


    7.2 Έμμεσες μέθοδοι στιβαρής σύνθεσης


    7.2.1 Γραφική μορφοποίηση της συνάρτησης ανοικτού βρόχου L(s)


     


    Εναλλακτικά προς τα προεκτεθέντα, ο σχεδιαστής θα μπορούσε ν’ αποπειραθεί να βρει έναν στιβαρό ελεγκτή δουλεύοντας με τη μέγιστη ιδιόμορφη τιμή αντί της δομημένης ιδιόμορφης τιμής. Η προσέγγιση αυτή οδηγεί όπως είδαμε σε συντηρητικές λύσεις, αλλά αν η πραγματική αβεβαιότητα δεν απέχει πολύ απ’ αυτήν του υποδείγματος, ο προκύπτων ελεγκτής μπορεί να ανεκτός.


    Η τεχνική της μορφοποίησης βρόχου, η οποία είναι πολύ διαδεδομένη στα συστήματα μίας εισόδου-μίας εξόδου, θα άξιζε να επεκταθεί και στα πολυμεταβλητά συστήματα. Δυστυχώς η επέκταση δεν είναι ούτε προφανής, ούτε εύκολη, είναι όμως χρήσιμη για να καταδείξει τις αδυναμίες της συγκεκριμένης μεθόδου και την ανάγκη εναλλακτικής προσέγγισης. Ο λόγος είναι ότι, ενώ στα μονομεταβλητά συστήματα χρησιμοποιείται η έννοια της απολαβής στο πλαίσιο του διαγράμματος μέτρου (Bode), στα πολυμεταβλητά χρησιμοποιείται η αντίστοιχη έννοια της μέγιστης ιδιόμορφης τιμής σmax. Ενώ όμως η απολαβή μπορεί να τροποποιηθεί μέσω τυπικών συναρτήσεων μεταφοράς (ολοκληρωτές, διαφοριστές κ.λπ.), η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή δεν τροποποιείται αντίστοιχα εύκολα.


    Η ανάλυση η οποία ακολουθεί, βασίζεται εν πολλοίς στις σημειώσεις του M. Lemmon.


    7.2.1.1 Ονομαστική σχεδίαση


     


    Για το σύστημα του Σχ. 7.1 βρέθηκε στην Εν. 5.1.2 ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            uw=WuKSoWrr−WuKSoWdodo−WuTiWdidi−WuKSoWnn

          

          	
            (5.26)

          
        


        
          	
             

          

          	
            yw=WeSoWdodo+WeSoGWdidi+WeToWrr−WeToWnn

          

          	
            (5.27)

          
        

      


    


    Οι σχέσεις (5.26), (5.27) είναι το σημείο εκκίνησης της τεχνικής μορφοποίησης του ανοικτού βρόχου L(s). Οι σχέσεις αυτές υποδεικνύουν ότι για να ικανοποιηθούν οι συνθήκες ονομαστικής απόδοσης στα σήματα uw και yw (‖uw‖2 , ‖yw‖2 <1) πρέπει να επιβληθούν περιορισμοί στις επαγόμενες νόρμες των σταθμισμένων πινάκων ευαισθησίας So και Si και συμπληρωματικής ευαισθησίας Τo και Τi .


    Όμως, λόγω της σχέσης So+Το=1, δεν είναι γενικά δυνατόν να επιτευχθεί,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    και αντίστοιχα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
             

          
        

      


    


    Όπως όμως έχω ήδη πει, είναι δυνατόν να ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις σε περιορισμένο περιοχή συχνοτήτων. Έτσι, ας διαιρέσω την περιοχή των συχνοτήτων σε τρία διακριτά μέρη:


     


    ·         Περιοχή Α: [image: ]. Η περιοχή αυτή είναι στις χαμηλές συχνότητες και σχετίζεται με την απόρριψη διαταραχών.


    ·         Περιοχή Β: [image: ]. Η περιοχή αυτή είναι στις υψηλές συχνότητες και σχετίζεται με την απόρριψη θορύβου. Σχετίζεται επίσης με την απαίτηση ευστάθειας σε αβέβαια συστήματα.


    ·         Περιοχή Γ: [image: ]. Η περιοχή αυτή μπορεί να είναι ανεπαρκώς ορισμένη λόγω ασυνέπειας των πινάκων στάθμισης.


     


    Για να συνεχίσω, οι συνθήκες επί των So, Si, Τo, Τi πρέπει να μετατραπούν σε συνθήκες επί των συναρτήσεων βρόχου Lo και Li. Για παράδειγμα, έστω η απαίτηση,


    [image: ]


    όπου So=(I+Lo)−1=(I+GK)−1 και W1(s), W2(s) ÎRH2. Ισχύει,


    [image: ]


    Αν, [image: ], τότε,


    [image: ]


    Επομένως,


    [image: ]


    Από την τελευταία ανισότητα συμπεραίνω ότι, αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.10)

          
        

      


    


    τότε,


    [image: ]


    Η (7.10) συνιστά λοιπόν μία ικανή συνθήκη για να ελεγχθεί αν η σταθμισμένη συνάρτηση ευαισθησίας So ικανοποιεί την προδιαγεγραμμένη απαίτηση.


    Παρόμοια μπορεί να εξαχθεί συνθήκη και για τη συμπληρωματική ευαισθησία To για την οποία πρέπει να ισχύει,


    [image: ]


    Τώρα, αν [image: ],


    [image: ]


    Από την τελευταία ανισότητα συνάγεται ότι, αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.11)

          
        

      


    


    τότε,


    [image: ]


    Η (7.11) συνιστά τη ζητούμενη συνθήκη. Οι (7.10), (7.11) ορίζουν λοιπόν περιοχές στις οποίες πρέπει να κείται η Lο(s) όπως φαίνεται στο Σχ. 7.11.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.11 Ιδανική μορφή ανοικτού βρόχου L(s).


    Η διαδικασία μορφοποίησης της συνάρτησης βρόχου Lο(s) μέσω του ελεγκτή K(s), θα μπορούσε λοιπόν να είναι ως εξής:


    Βρίσκεται μία συνάρτηση Lο(s) της οποίας οι ιδιόμορφες τιμές είναι εντός των ορίων του Σχ. 7.11. Ταυτόχρονα όμως, τα μηδενικά της det(I+Lo(s)) πρέπει να κείνται στο ανοικτό αριστερό ημιεπίπεδο, έτσι ώστε το προκύπτον κλειστό σύστημα να είναι ευσταθές, απαίτηση η οποία δεν είναι εύκολο να ικανοποιηθεί όπως θα φανεί από τα παραδείγματα. Επιπλέον, αφού βρεθεί η συνάρτηση Lο(s), πρέπει να υπολογιστεί και ο ελεγκτής Κ=P−1Lo ο οποίος να καθιστά το συνολικό σύστημα εσωτερικά ευσταθές, διαδικασία επίσης μη τετριμμένη. Παρόλ’ αυτά, η μεθοδολογία αυτή έχει τη χρησιμότητα της, καθώς επιτρέπει την οπτικοποίηση των αλλαγών, τις οποίες επιφέρει στην απόδοση του συστήματος, η αλλαγή της Lο(s).


    7.2.1.2 Στιβαρή σχεδίαση


     


    Η μεθοδολογία η οποία ακολουθεί θα περιγραφεί υποχρεωτικά μέσω ενός παραδείγματος αδόμητης αβεβαιότητας, έστω της πολλαπλασιαστικής εξόδου (Σχ. 7.12), δηλαδή,


    
      
        
          	
             

          

          	
            G(s)=[Ι+Wo(s)[image: ]]G0(s)

          

          	
             

          
        

      


    


    με [image: ], Wo ÎRH∞ και [image: ].


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.12 Σύστημα με πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου.


    Το σύστημα αυτό είναι στιβαρά ευσταθές αν και μόνον αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.12)

          
        

      


    


    όπου Το,0 η συνάρτηση ονομαστικής συμπληρωματικής ευαισθησίας εξόδου. Περαιτέρω, είδαμε στην προηγούμενη ενότητα ότι η προϋπόθεση (7.12), μεταφράζεται σε προϋπόθεση επί της συνάρτησης ανοικτού βρόχου Lο,0 ,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.13)

          
        

      


    


    (δες και την (7.11)). Άρα η τεχνική η οποία περιγράφηκε στην προηγούμενη ενότητα, μεταφέρεται εδώ αυτούσια.


    Τώρα, σε ότι αφορά στη στιβαρή απόδοση, ας θεωρήσω ως στόχο να παραμένουν οι σταθμισμένες έξοδοι «μικρές» για «μικρές» εισόδους, π.χ.,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.14)

          
        

      


    


    (τα σήματα αναφέρονται στο Σχ. 7.13 το οποίο είναι απλοποιημένη μορφή του Σχ. 7.1).


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.13 Σύστημα με πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου.


    Η (7.14) ικανοποιείται αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.15)

          
        

      


    


    Η (7.15) ικανοποιείται, αν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.16)

          
        

      


    


    Μία ικανή συνθήκη στιβαρής απόδοσης είναι η,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.17)

          
        

      


    


    Η (7.17) σημαίνει ότι η στιβαρή απόδοση εξασφαλίζεται μέσω ενός φράγματος επί των συναρτήσεων ευαισθησίας και συμπληρωματικής ευαισθησίας. Ειδικότερα όταν, [image: ],


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]


            [image: ]

          

          	
            (7.18)

          
        

      


    


    άρα,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.19)

          
        

      


    


    H (7.19) ορίζει ένα άνω όριο στη μέγιστη ιδιόμορφη τιμή της συνάρτησης ανοικτού βρόχου. Τώρα αν, [image: ], τότε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.20)

          
        

      


    


    Οι (7.20) σημαίνουν,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.21)

          
        

      


    


    εφόσον [image: ]. Η (7.21) ορίζει λοιπόν ένα κάτω όριο για την ελάχιστη ιδιόμορφη τιμή της συνάρτησης ανοικτού βρόχου.


    Οι (7.12), (7.21) θα μπορούσαν να εκφραστούν σε πιο «βολική» μορφή για τη σχεδίαση μορφοποίησης βρόχου. Θυμίζω,


    Lo(s)=G(s)K(s), To=(Im+Lo)−1Lo= [Im+G(s)K(s)]−1G(s)K(s), [image: ]


    Επειδή στις υψηλές συχνότητες η GK είναι μικρή,


    [image: ]


    η (7.12) γίνεται,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.22)

          
        

      


    


    Επίσης, στις υψηλές συχνότητες,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.23)

          
        

      


    


    γεγονός το οποίο σημαίνει ότι οι προδιαγραφές απόδοσης έχουν έννοια στις χαμηλές συχνότητες όπου η GK είναι μεγάλη. Εκεί λοιπόν το πρώτο μέλος της (7.17) γίνεται,


    
      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            (7.24)

          
        

      


    


    το οποίο σημαίνει ότι το κριτήριο ονομαστικής απόδοσης είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.25)

          
        

      


    


    Αυτό το οποίο επιτεύχθηκε λοιπόν είναι να μεταφραστούν οι συνθήκες στιβαρής απόδοσης σε όρια επί της μέγιστης και ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής της ονομαστικής συνάρτησης ανοικτού βρόχου Lo,0=G0K. Επομένως το πρόβλημα είναι να βρεθεί ελεγκτής Κ τέτοιος ώστε η Lo,0 να έχει το επιθυμητό σχήμα και επιπλέον να σταθεροποιεί εσωτερικά το κλειστό σύστημα. Αυτή η επιπλέον, σε σχέση με τα συστήματα SISO, συνθήκη είναι η οποία περιπλέκει τα πράγματα.


    Παράδειγμα 7.3 Έστω σύστημα με ονομαστική συνάρτηση μεταφοράς,


    [image: ]


    και πραγματική G(s)=[Ι+Wo(s)[image: ]]G0(s), με,


    [image: ]


    Το κριτήριο απόδοσης εκφράζεται μέσω φράγματος επί της συνάρτησης ευαισθησίας εξόδου,


    [image: ]


    με,


    [image: ]


    Στο Σχ. 7.14 φαίνονται τα όρια συχνοτήτων ονομαστικής απόδοσης και στιβαρής ευστάθειας τα οποία προκύπτουν από τις συναρτήσεις βαρών Wp, Wo.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.14 Σύστημα με πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου.


    Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι ο ελεγκτής Κ πρέπει να ικανοποιεί τα κριτήρια,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ], ω<20 rad/sec


            [image: ], ω>4×103 rad/sec

          

          	
            (7.26)

          
        

      


    


    Στο Σχ. 7.15 φαίνεται η σχετική θέση της μέγιστης και ελάχιστης ιδιόμορφης τιμής της ονομαστικής συνάρτησης G0, από όπου μπορεί να εκτιμηθεί μία πρώτη δομή για τον Κ (προφανώς τα φράγματα των (7.26) παραβιάζονται).


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.15 G0 και βάρη.


    Έστω,


    [image: ]


    Η λογική της σχεδίασης αυτής είναι ότι η αναλογική απολαβή θα ωθήσει την ελάχιστη ιδιόμορφη τιμή πάνω από το φράγμα των χαμηλών συχνοτήτων, ενώ ο ολοκληρωτής θα μορφοποιήσει την κλίση στο φάσμα αυτό. Στο Σχ. 7.16 φαίνεται η σχεδίαση η οποία δείχνει ότι το σύστημα επιδεικνύει οριακή στιβαρή απόδοση.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.16 G0K και βάρη.


    Το πρόβλημα με τη σχεδίαση αυτήν είναι ότι δεν εξασφαλίζει την εσωτερική ευστάθεια του κλειστού βρόχου, ενώ δεν υπάρχει και σαφής μεθοδολογία η οποία να επιτρέπει την εξαγωγή συμπερασμάτων περί της ευστάθειας, από το διάγραμμα των ιδιόμορφων τιμών. Πράγματι, η συγκεκριμένη σχεδίαση οδηγεί σε ασταθές σύστημα κλειστού βρόχου.


    Το συγκεκριμένο παράδειγμα καταδεικνύει την εγγενή δυσκολία εύρεσης πολυμεταβλητών ελεγκτών μέσω της επέκτασης της μονομεταβλητής γραφικής μεθόδου μορφοποίησης του ανοικτού βρόχου. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται και άλλες προσεγγίσεις, όπως, για παράδειγμα, η μορφοποίηση της παραμέτρου Youla, όμως έχουν όλες παρόμοια προβλήματα.


    7.2.2 Βελτιστοποίηση μικτής ευαισθησίας


     


    Μία εναλλακτική οδό προσεγγιστικής επίλυσης του προβλήματος της στιβαρής σύνθεσης, προσφέρει η μέθοδος H∞ (Εν. 5.5). Έστω ότι το κριτήριο στιβαρής απόδοσης είναι το,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ], μικρά ω

          

          	
            (7.27)

          
        

      


    


    (διαφορετικά κριτήρια αντιμετωπίζονται με ανάλογο τρόπο). Με βάση το σύστημα του Σχ. 7.13 συνθέτω το διάγραμμα δύο θυρών του Σχ. 7.17.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.17 Διάγραμμα μικτής ευαισθησίας.


    Η ιδέα πίσω απ’ αυτήν τη σχεδίαση είναι ότι η συνάρτηση μεταφοράς του Σχ. 7.17 είναι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.28)

          
        

      


    


    όπου So,0, To,0 οι συναρτήσεις ευαισθησίας και συμπληρωματικής ευαισθησίας εξόδου του Σχ. 7.13.


    Τώρα, από τον ορισμό της ιδιόμορφης τιμής, μπορεί ν’ αποδειχθεί ότι,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.29)

          
        

      


    


    όπου Α, Β μιγαδικοί πίνακες. Αυτό σημαίνει ότι, αν βρεθεί ελεγκτής τέτοιος ώστε,


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (7.30)

          
        

      


    


    τότε,


    [image: ]


    και το πρόβλημα έχει λυθεί. Το κρίσιμο σημείο όμως είναι ότι ο ελεγκτής ο οποίος προκύπτει είναι και εσωτερικά σταθεροποιητικός λόγω της εγγενούς ιδιότητας της μεθόδου H∞.


    Το μόνο πρόβλημα το οποίο υπάρχει είναι ότι πιθανόν το αρχικό σύστημα να πρέπει να τροποποιηθεί ελαφρώς έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες κανονικότητας για ύπαρξη λύσης. Οι συνθήκες αυτές είναι επί του πίνακα P ο οποίος για το συγκεκριμένο παράδειγμα είναι,


    [image: ]


    Η έκφραση του πίνακα P σε μορφή χώρου κατάστασης είναι,


    [image: ]


    όπου, για παράδειγμα, η ονομαστική διαδικασία G0 περιγράφεται από τον συσκευασμένο πίνακα,


    [image: ]


    Πιο πολύπλοκη κατάσταση προκύπτει αν εξεταστεί το πλήρες σύστημα του σταθμισμένου συστήματος του Σχ. 5.27. Οι εξισώσεις οι οποίες προκύπτουν είναι:


    
      
        
          	
             

          

          	
            ew =WeSoWrr−WeSoWdodo−WeSoGWdidi+WeToWnn

          

          	
            (7.31)

          
        


        
          	
             

          

          	
            uw=WuSiKWrr−WuSiKWdodo+WuSiWdidi−WuSiKWnn

          

          	
            (7.32)

          
        


        
          	

          	

          	

          	
        

      


    


    Οι (7.31), (7.32) θέτουν σταθμισμένα φράγματα στις γνωστές συναρτήσεις So, To και Si, δηλαδή,


    [image: ]


    Η απαίτηση [image: ] θα μπορούσε να ικανοποιηθεί με κάποιον Κ, τέτοιον ώστε,


    [image: ]


    Παράδειγμα 7.3 Αντικαθιστώντας τις τιμές των παραμέτρων και ελέγχοντας τις προϋποθέσεις ύπαρξης λύσης, φαίνεται ότι:


     


    1.      Ο πίνακας D12 είναι


    [image: ]


    με βαθμό 1 < 2 (πλήθος στηλών).


    2.      Το σύστημα P έχει πόλους στον φανταστικό άξονα εξαιτίας της συνάρτησης βάρους We.


     


    Αμφότερες οι ανωτέρω καταστάσεις απαιτούν αλλαγή. Αυτό γίνεται διορθώνοντας κατά ελάχιστον τις σχετικές ποσότητες. Έτσι, για την (1) εισάγω μία ποινή στον έλεγχο μέσω του βάρους,


    [image: ]


    ενώ για την (2) τροποποιώ το βάρος We,


    [image: ]


    όπου έστω ε=0,0001. Με τις τροποποιήσεις αυτές η P γίνεται,


    [image: ]


    [image: ]


    Παράλληλα, η προσθήκη του Wu τροποποιεί και τα δομικά διαγράμματα: το Σχ. 7.13 μετατρέπεται στο Σχ. 7.18 και το Σχ. 7.17 στο Σχ. 7.19.
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    Σχήμα 7.18 Τροποποιημένο σύστημα με πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου.


    [image: ]


    Σχήμα 7.19 Τροποποιημένο διάγραμμα μικτής ευαισθησίας.


    Έχοντας λοιπόν τροποποιήσει κατάλληλα το πρόβλημα, η εντολή hinfsyn επιστρέφει έναν βέλτιστο ελεγκτή H∞ διάστασης 8 με γ*=0,434. Έχει πετύχει ο ελεγκτής αυτός τους στόχους; Ας δούμε τα σχετικά γραφήματα, των οποίων η σχεδίαση διευκολύνεται με τη χρήση της ρουτίνας loopsens. Η ρουτίνα αυτή επιστρέφει όλες τις σχετικές συναρτήσεις ευαισθησίας.
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    Σχήμα 7.20 Μέτρο κριτηρίου στιβαρής απόδοσης.


    Στο Σχ. 7.20 φαίνεται το γράφημα της συνάρτησης [image: ] το οποίο παραμένει κάτω από τη μονάδα, επομένως ο συγκεκριμένος ελεγκτής επιτυγχάνει στιβαρή απόδοση για τα συγκεκριμένα δεδομένα. Στο Σχ. 7.21 φαίνονται τα γραφήματα τα οποία δείχνουν τη μορφή της συνάρτησης ανοικτού βρόχου L0, η οποία χρησιμοποιήθηκε καταρχάς για τη σχεδίαση. Όπως φαίνεται ο ελεγκτής ικανοποιεί και τις προδιαγραφές απόδοσης επί του ανοικτού βρόχου.


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.21 Μορφοποίηση ανοικτού βρόχου.


    Όμως τι σημαίνουν αυτά για το αρχικό σύστημα και για τις «κλασικού» τύπου προδιαγραφές; Στα Σχ. (7.22)-(7.25) φαίνονται οι χρονικές αποκρίσεις της εξόδου και του σήματος ελέγχου του ονομαστικού συστήματος σε εισόδους αναφοράς και διαταραχής μοναδιαίας βαθμίδας.
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    Σχήμα 7.22 Αποκρίσεις ελέγχου λόγω εισόδου αναφοράς μοναδιαίας βαθμίδας.
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    Σχήμα 7.23 Αποκρίσεις εξόδου λόγω εισόδου αναφοράς μοναδιαίας βαθμίδας.
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    Σχήμα 7.24 Αποκρίσεις ελέγχου λόγω εισόδου διαταραχής μοναδιαίας βαθμίδας.
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    Σχήμα 7.25 Αποκρίσεις εξόδου λόγω εισόδου διαταραχής μοναδιαίας βαθμίδας.


    Όπως φαίνεται η έξοδος ακολουθεί την είσοδο αναφοράς και απορρίπτει την είσοδο διαταραχής, όπως έπρεπε. Περαιτέρω, το σήμα ελέγχου παραμένει πεπερασμένο σε κάθε περίπτωση. Δεδομένου ότι στη σχεδίαση η ποινή στον έλεγχο είναι αμελητέα, το μέγεθος του ίσως φαίνεται μεγάλο. Αυτό θα μπορούσε να θεραπευτεί αν μεγάλωνε η ποινή, γεγονός το οποίο θα οδηγούσε αφενός σε μείωση του μεγέθους του σήματος ελέγχου, αφετέρου σε ανάλογη αύξηση της ταχύτητας απόκρισης του συστήματος.


    Είναι όμως τα παραδείγματα αυτά αρκετά για να καταδείξουν την αποτελεσματικότητα της σχεδίασης; Δεν πρέπει να λησμονείται ότι το εν λόγω σύστημα είναι αβέβαιο, επομένως θα πρέπει να μελετηθεί πώς συμπεριφέρεται το σύστημα σε όλο το εύρος της αβεβαιότητας. Το MATLAB μας βοηθάει και εδώ. Το αβέβαιο σύστημα G(s)=[Ι+Wo(s)[image: ]]G0(s) περιγράφεται από τις εντολές,


     


    % αβέβαιο άτομο με φράγμα νόρμας στην αβεβαιότητα


    Delta = ultidyn('Delta', [ 2 2], 'Bound', 1);


    % αβέβαιη εγκατάσταση


    GG = (eye(2) + Wdtf*Delta)*Gtf;


    % δείγμα αβέβαιου συστήματος


    Gss = usample(GG);


     


    Με τη χρήση των εντολών αυτών παράγονται 30 δείγματα της απόκρισης του συστήματος σε είσοδο αναφοράς, τα οποία φαίνονται στο Σχ. 7.26. Όπως είναι φανερό, το σύστημα συμπεριφέρεται και σε καθεστώς αβεβαιότητας ικανοποιητικά.
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    Σχήμα 7.26 Αβέβαιες αποκρίσεις λόγω εισόδου αναφοράς μοναδιαίας βαθμίδας.


    Παράδειγμα 7.4 Περιστρεφόμενος δορυφόρος (Masayuki).


    Το υπόδειγμα για το συγκεκριμένο παράδειγμα περιγράφεται στο Παράρτημα, Εν. 8.7. Επιπλέον λεπτομέρειες για τη λύση του εδώ. Το πρόβλημα έγκειται στην εύρεση ενός κατάλληλου νόμου ελέγχου έτσι ώστε το διαστημικό όχημα να διατηρεί προκαθορισμένες γωνιακές ταχύτητες, παρά την ύπαρξη διαταραχών.


    Ας δούμε καταρχάς τις ιδιότητες του ονομαστικού ανοικτού συστήματος. Στο Σχ. 7.27 φαίνεται το διάγραμμα των ιδιόμορφων τιμών της G0(s), το οποίο φανερώνει μία απότομη αιχμή στην ω=10 rad/s (βασικά ║G0(10i)║∞=∞).


     


    [image: ]


    Σχήμα 7.27 Ιδιόμορφες τιμές της G0(ωi).


    Θεωρείται ότι το πραγματικό σύστημα περιγράφεται από το αβέβαιο σύστημα,
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    όπου η αβέβαιη απολαβή και η αβέβαιη χρονική καθυστέρηση είναι,
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            (7.34)

          
        

      


    


    Αυτό το αβέβαιο σύστημα μπορεί να εκφραστεί μέσω ενός υποδείγματος πολλαπλασιαστικής αβεβαιότητας εξόδου G(s)=[Ι+Wo(s)[image: ]]G0(s) με,
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            (7.35)

          
        

      


    


    Το βάρος αυτό υπολογίζεται με κάποια από τις μεθόδους οι οποίες περιγράφονται στην Εν. 6.2. Στο Σχ. 7.28 φαίνεται κατά πόσο το βάρος (7.36) είναι καλό υπόδειγμα της αβεβαιότητας. Στο σχήμα αυτό φαίνονται η μέγιστη ιδιόμορφη τιμή της (G(s)− G0(s))[image: ] για 30 δείγματα, καθώς και του βάρους Wo(s).
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    Σχήμα 7.28 Αβέβαιες σmax και βάρος.


    Ως συνάρτηση βάρους απόδοσης επιλέγεται η,
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            (7.36)

          
        

      


    


    Συγκρίνοντας την (7.36) με την τυπική μορφή,
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            (5.183)

          
        

      


    


    όπου Α το σφάλμα σταθερής κατάστασης, ωb το εύρος ζώνης κλειστού συστήματος και Μ η ενίσχυση υψίσυχνου θορύβου, βρίσκω,


    M=4, A=0,01, ωb=8


    Στη συνέχεια ας βρω έναν ελεγκτή λύνοντας το πρόβλημα μικτής ευαισθησίας,
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            (7.37)

          
        

      


    


    Το πρόβλημα αυτό έχει τη σχηματική απεικόνιση η οποία φαίνεται στα ισοδύναμα Σχ. 7.29 (κλασικό) και Σχ. 7.30 (δύο θυρών).
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    Σχήμα 7.29 «Κλασικό» δομικό διάγραμμα προβλήματος μικτής ευαισθησίας δορυφόρου .
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    Σχήμα 7.30 Δομικό διάγραμμα δύο θυρών για τον περιστρεφόμενο δορυφόρο.


     


    Λύνοντας το πρόβλημα (7.37) μέσω της hinfsyn, παίρνω έναν ελεγκτή K(s) ο οποίος δίνει,


    γ*=0,6875


    Σχετικά γραφήματα τα οποία επιβεβαιώνουν την καταλληλότητα του ελεγκτή αυτού έπονται. Το Σχ. 7.31 δείχνει τις σχετικές ποσότητες οι οποίες κρίνουν τη στιβαρή ευστάθεια, την ονομαστική απόδοση και στιβαρή απόδοση. Όπως φαίνεται το σύστημα επιδεικνύει στιβαρή απόδοση καθώς το κριτήριο [image: ] ικανοποιείται, γεγονός το οποίο δεν προκύπτει οπωσδήποτε από την επιτευχθείσα τιμή του γ*, όπως απαιτεί η (7.30).
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    Σχήμα 7.31 Γραφήματα ΣΕ, ΟΑ και ΣΑ για τον περιστρεφόμενο δορυφόρο.


    Επίσης, από το Σχ. 7.32 φαίνεται ότι και οι προϋποθέσεις επί των ιδιόμορφων τιμών της συνάρτησης ανοικτού βρόχου ικανοποιούνται:


    
      
        
          	
             

          

          	
            [image: ], ω<10 rad/sec


            [image: ], ω>22 rad/sec
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    [image: ]


    Σχήμα 7.32 Μορφοποίηση βρόχου.


    Τέλος στα Σχ. (7.33), (7.34) φαίνονται οι χρονικές αποκρίσεις του αβέβαιου συστήματος σε εισόδους αναφοράς βαθμίδας,
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    και ημιτόνου,
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    Σχήμα 7.33 Αποκρίσεις του αβέβαιου συστήματος σε είσοδο αναφοράς βαθμίδας.


    [image: ]


    Σχήμα 7.34 Αποκρίσεις του αβέβαιου συστήματος σε είσοδο αναφοράς ημιτόνου.


    Η επίδοση του συστήματος και στην παρακολούθηση του σήματος αναφοράς είναι εντυπωσιακή.


    7.2.3 Σχόλια


     


    Ο ελεγκτής H∞ αποτελεί αναμφισβήτητα ένα σημαντικό βήμα στην περιοχή της εύρεσης βέλτιστων ελεγκτών. Η διαδικασία αυτή ξεκίνησε όταν έγινε φανερή η απώλεια της στιβαρότητας του ελεγκτή LQG. Είναι όμως πανάκεια;


    Είδαμε ότι ο ελεγκτής H∞ έχει ως αποτέλεσμα μία κατά το πλείστον επίπεδη απόκριση συχνότητας καθώς προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει την κορυφή της. Από την άλλη μεριά, ο ελεγκτής H2 παράγει μία απόκριση η οποία αποκυλίεται γρήγορα στις υψηλές συχνότητες και με μία μεγάλη κορυφή στις χαμηλές.


    Το κριτήριο H∞ παράγει έναν ελεγκτή «χειρότερης περίπτωσης» σε ότι αφορά στις διαταραχές και τον θόρυβο. Η χειρότερη περίπτωση σημάτων, με την έννοια της νόρμας H∞, είναι σήματα με ενέργεια συγκεντρωμένη γύρω από τη συχνότητα του μέγιστου μέτρου της απόκρισης του συστήματος, με χειρότερο σήμα ένα ημίτονο σε αυτήν τη συχνότητα. Υιοθετώντας το κριτήριο H∞, αυτό το οποίο ουσιαστικά υποτίθεται είναι ότι αναμένονται τέτοια σήματα αλλά η συχνότητά τους δεν είναι γνωστή. Αυτό μπορεί να είναι αφύσικο για δύο λόγους.


     


    1.      Αν πράγματι τίποτα δεν είναι γνωστό για το φασματικό περιεχόμενο των σημάτων διαταραχής ή θορύβου, τότε γιατί να υποτεθεί ότι μπορεί να συμβεί το χειρότερο και να μην σχεδιαστεί ένα σύστημα το οποίο να ελαχιστοποιεί την επίδραση του μέσου όρου των σημάτων; Μια τέτοια προσέγγιση οδηγεί στην υιοθέτηση του κριτηρίου H2.


    2.      Αν το φασματικό περιεχόμενο των σημάτων είναι γνωστό προσεγγιστικά, τότε είναι δυνατόν, μέσω κατάλληλων βαρών, να ενσωματωθεί η πληροφορία αυτή στη σχεδίαση. Αυτό όμως επιτυγχάνεται πιο συστηματικά στο πλαίσιο του ελέγχου H2 παρά του H∞.


     


    Για τους λόγους αυτούς η νόρμα H2 φαίνεται πιο φυσική, από την πλευρά του μηχανικού, σε πολλές περιπτώσεις. Δυστυχώς όμως οι ιδιότητες της δεν την καθιστούν εφαρμόσιμη όταν εξετάζεται η στιβαρότητα των συστημάτων ως προς την αβεβαιότητα. Ο λόγος είναι, όπως αναφέρθηκε και σε άλλα σημεία, ότι η νόρμα H∞ είναι επαγόμενη, γεγονός το οποίο οδηγεί σε δομή άλγεβρας Banach, όπου ισχύει το θεώρημα της μικρής απολαβής. Η νόρμα H2 δεν είναι επαγόμενη.


    Θα μπορούσαν λοιπόν να συνδυαστούν τα προτερήματα των δύο προσεγγίσεων έτσι ώστε να προκύψει μία πιο φυσική, στιβαρή σχεδίαση; Η απάντηση είναι ναι, και υπάρχουν πράγματι μέθοδοι οι οποίοι συνδυάζουν τη στιβαρή απόδοση με τη νόρμα H2. Τα αποτελέσματα είναι πάλι σε μορφή φραγμάτων με τη διαφορά ότι δεν είναι τόσο σφικτά όσο στην περίπτωση της νόρμας H∞. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στον (Yang 1999).


    Εν κατακλείδει, μετά από εικοσιπέντε χρόνια έρευνας, έχουν αναπτυχθεί εργαλεία στιβαρού ελέγχου τα οποία αντιμετωπίζουν το κλασικό πρόβλημα της απώλειας στιβαρότητας του ελέγχου LQG. Το γεγονός ότι η εικόνα δεν είναι τελείως καθαρή, είναι ίσως αναπόφευκτο, δεδομένης της συνύπαρξης δύο φιλοσοφιών: της χειρότερης περίπτωσης και του μέσου όρου.
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8 Παράρτημα: μαθηματικά υποδείγματα φυσικών συστημάτων


    8.1 Ενεργητική ανάρτηση σε υπόδειγμα ¼


    


    Το σύστημα ανάρτησης είναι ένα εκ των πολλών υποσυστημάτων ενός οχήματος, στα οποία η θεωρία του αυτομάτου ελέγχου έχει βρει εφαρμογή.


    Τα συστήματα ανάρτησης κατηγοριοποιούνται σε παθητικά (passive), ημιενεργά (semi-active) και ενεργά (active) συστήματα απόσβεσης ανάλογα με την εξωτερική δύναμη η οποία εισάγεται στο σύστημα και την ύπαρξη ή μη ελεγκτή. Το παθητικό σύστημα απόσβεσης είναι το συμβατικό σύστημα απόσβεσης το οποίο αποτελείται από ένα μη ελεγχόμενο ελατήριο και μια διάταξη απόσβεσης (damper), η οποία έχει ως σκοπό την απορρόφηση των κραδασμών όπως φαίνεται στο Σχ. 8.1α. Το ημιενεργό σύστημα απόσβεσης αποτελείται από ένα μη ελεγχόμενο ελατήριο και μια ελεγχόμενη διάταξη απόσβεσης της οποίας η σταθερά απόσβεσης ρυθμίζεται αυτόματα (Σχ. 8.1β). Δεν απαιτείται επιπλέον εξωτερική δύναμη. Το ενεργό σύστημα απόσβεσης (Σχ. 8.1γ) αποτελείται από ένα μη ελεγχόμενο ελατήριο, διάταξη απόσβεσης και ελεγχόμενο ενεργοποιητή ο οποίος ασκεί επιπλέον δύναμη στο σύστημα.
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    Σχήμα 8.1 Σχεδιαγράμματα διαφόρων ειδών αναρτήσεων.


    Για τη σχεδίαση κατάλληλου ελεγκτή ενεργούς ή ημιενεργούς απόσβεσης χρησιμοποιείται συνήθως το λεγόμενο υπόδειγμα «ενός τετάρτου», (1/4). Το σχετικό διάγραμμα φαίνεται στο Σχ. 8.2.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.2 Ενεργητική ανάρτηση αυτοκινήτου.


    Στο υπόδειγμα αυτό το ms παριστάνει τη μάζα του ταλαντευόμενου μέρους του αυτοκινήτου (σασί), mus τη μάζα του σταθερού τμήματος (σύστημα τροχών), ks και bs περιγράφουν τη σταθερά παθητικού ελατηρίου και αποσβεστήρα, τα οποία είναι τοποθετημένα μεταξύ του ταλαντευόμενου και σταθερού τμήματος του αυτοκινήτου και τέλος το ktαναπαριστά τη συμπιεστικότητα των ελαστικών. Οι μεταβλητές xs, xus και r συμβολίζουν την (κάθετη) μετατόπιση του σώματος του αυτοκινήτου, τη μετατόπιση των τροχών και τη μορφή του οδοστρώματος (διαταραχή) αντίστοιχα. Η δύναμη fs εφαρμόζεται μεταξύ του ταλαντευόμενου και σταθερού τμήματος και είναι το ενεργητικό τμήμα του συστήματος ανάρτησης. Η δύναμη αυτή υπολογίζεται από το σύστημα ελέγχου το οποίο εφαρμόζεται.


    Στόχος της σχεδίασης είναι η εύρεση ενός βέλτιστου, ως προς την άνεση των επιβαινόντων, ελεγκτή, ιδιότητα η οποία σχετίζεται με την κάθετη επιτάχυνση του οχήματος.


    Οι γραμμικοποιημένες διαφορικές οι οποίες διέπουν το σύστημα είναι (Lin 1997),


    [image: ]
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    Για την περιγραφή του συστήματος σε μορφή χώρου κατάστασης έστω,
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    τότε,
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    ενώ η μέτρηση είναι,


    [image: ]


    Όπως φαίνεται από την παραπάνω διατύπωση ως μεταβλητές κατάστασης έχουν οριστεί οι κάθετες μετατοπίσεις του σώματος του αυτοκινήτου και του συστήματος των τροχών και οι αντίστοιχες επιταχύνσεις, ως μεταβλητές εισόδου η δύναμη της ενεργητικής ανάρτησης και η διαταραχή λόγω του οδοστρώματος, ενώ ως μέτρηση η επιτάχυνση του σώματος.


    Ενδεικτικές τιμές των μεταβλητών είναι οι ακόλουθες:


    


    
      
        	
          ms

        

        	
          290

        

        	
          kg

        
      


      
        	
          mus

        

        	
          59

        

        	
          kg

        
      


      
        	
          bs

        

        	
          1000

        

        	
          N/m/s

        
      


      
        	
          ks

        

        	
          16182

        

        	
          N/m

        
      


      
        	
          kt

        

        	
          190000

        

        	
          N/m

        
      

    



    8.2 Αναδευόμενη δεξαμενή


    


    (Kwakernaak 1997, 7)


    


    Το παράδειγμα το οποίο ακολουθεί είναι τυπικό πολλών συστημάτων ελέγχου διεργασιών.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.3 Δεξαμενή ανάδευσης υγρών .


    Η δεξαμενή τροφοδοτείται με δύο υγρά με ροές τροφοδοσίας F1(t) και F2(t) αντίστοιχα. Τα υγρά περιέχουν διαλυμένο υλικό με σταθερές συγκεντρώσεις c1 και c2. Η δεξαμενή αναδεύεται συνεχώς έτσι ώστε η συγκέντρωση της εκροής να είναι ίση με c(t), τη συγκέντρωση της δεξαμενής. Στόχος του συστήματος ελέγχου είναι η διατήρηση της συγκέντρωσης c(t) σε επιθυμητά επίπεδα μέσω της ρύθμισης των ροών F1(t) και F2(t). Μετρώνται τα c(t) και V(t) (Σχ. 8.3).


    Οι εξισώσεις ισορροπίας μάζας είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.1)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.2)

          
        

      


    


    όπου V(t) είναι ο όγκος του υγρού στη δεξαμενή. Για τον ρυθμό εκροής F(t) ισχύει:


    [image: ]


    όπου S το εμβαδόν της δεξαμενής. Έτσι, οι (8.1)-(8.2) γίνονται:


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.3)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.4)

          
        

      


    


    Οι (8.3)-(8.4) είναι μη γραμμικές ως προς V, γεγονός το οποίο σημαίνει ότι πρέπει να γραμμικοποιηθούν γύρω από ένα σημείο ισορροπίας. Ας θεωρήσω λοιπόν τη σταθερή κατάσταση όπου όλες οι μεταβλητές είναι σταθερές, έστω F10, F20, F0 για τους ρυθμούς ροών, V0 για τον όγκο και c0 για τη συγκέντρωση στη δεξαμενή. Στην κατάσταση αυτήν οι (8.3)-(8.4) γίνονται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            0=F10+F20−F0

          

          	
            (8.5)

          
        


        
          	
            

          

          	
            0=c1F10+c2F20−c0F0

          

          	
            (8.6)

          
        


        
          	
            και

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.7)

          
        

      


    


    Στη συνέχεια ας θεωρήσω μικρές μετατοπίσεις γύρω από το σημείο ισορροπίας,


    
      
        
          	
            

          

          	
            F1(t)=F10+μ1(t)

          

          	
            (8.8)

          
        


        
          	
            

          

          	
            F2(t)=F20+μ2(t)

          

          	
            (8.9)

          
        


        
          	
            

          

          	
            V(t)=V0+ξ1(t)

          

          	
            (8.10)

          
        


        
          	
            

          

          	
            c(t)=c0+ξ2(t)

          

          	
            (8.11)

          
        

      


    


    Έτσι, η γραμμικοποίηση των (8.3)-(8.4) γύρω από τα σημεία ισορροπίας δίνει,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.12)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.13)

          
        

      


    


    Χρησιμοποιώντας την (8.7), οι (8.12)-(8.13) γίνονται:


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.14)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.15)

          
        


        
          	

          	

          	

          	
        

      


    


    Τέλος ας ορίσω,


    [image: ]


    ως τη σταθερά παρακράτησης της δεξαμενής, και,


    [image: ]


    [image: ]


    ως τις μεταβλητές κατάστασης, ελέγχου και εξόδου αντίστοιχα. Με τους ορισμούς αυτούς καταλήγω στην αναπαράσταση του συστήματος σε μορφή χώρου κατάστασης:


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.16)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.17)

          
        

      


    


    Χρησιμοποιώντας ως τιμές τις,


    


    
      
        	
          F10

        

        	
          0,015 m3/s

        
      


      
        	
          F20

        

        	
          0,055 m3/s

        
      


      
        	
          F0

        

        	
          0,02 m3/s

        
      


      
        	
          c1

        

        	
          1 kmol/m3

        
      


      
        	
          c2

        

        	
          2 kmol/m3

        
      


      
        	
          c0

        

        	
          1,25 kmol/m3

        
      


      
        	
          V0

        

        	
          1 m3

        
      


      
        	
          θ

        

        	
          50 s

        
      

    



    


    οι (8.16)−(8.17) γίνονται:


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.18)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.19)

          
        

      


    


    8.3 Αντεστραμμένο εκκρεμές


    


    Στην ενότητα αυτήν περιγράφεται με αρκετή ακρίβεια η συσκευή του αντεστραμμένου εκκρεμούς LIP 100 της εταιρείας Amira, το οποίο είναι εγκατεστημένο στο Εργαστήριο Ελέγχου Βιομηχανικών Συστημάτων της Σχολής ΜΠΔ του Πολυτεχνείου Κρήτης.


    Η συσκευή του αντεστραμμένου εκκρεμούς (inverted pendulum) είναι πολύ δημοφιλής στην εκπαίδευση αλλά και στην έρευνα του Αυτομάτου Ελέγχου, λόγω των ιδιοτήτων του συστήματος: αστάθεια και φυσικοί περιορισμοί. Πράγματι, η συσκευή αποτελεί και πεδίο σύγκρισης διαφόρων προτεινόμενων αλγορίθμων ελέγχου (PID, ανάδραση εξόδου, νευρωνικός ή ασαφής έλεγχος κ.λπ.) αλλά και διάγνωσης βλαβών. Η βασική διάταξη εύκολα επεκτείνεται με δύο ή ακόμα και τρεις βραχίονες, αυξάνοντας έτσι την πολυπλοκότητα του συστήματος. Επίσης η δυνατότητα διαβάθμισης των στόχων του ελέγχου (μόνο καρότσι, σταθεροποίηση γύρω από το σημείο ισορροπίας, σταθεροποίηση από αυθαίρετο σημείο εκκίνησης, λειτουργία ως «γερανός» κ.λπ.), καθιστά το σύστημα ιδανικό για διαφορετικά επίπεδα δυσκολίας.


    Στη συνέχεια εξάγεται το βασικό φυσικό υπόδειγμα του συστήματος, δίνονται οι περιγραφές σε μορφή συναρτήσεων μεταφοράς και χώρου κατάστασης, και υπολογίζονται οι διάφοροι παράμετροι για τη συγκεκριμένη συσκευή της Amira.


    Η εργαστηριακή συσκευή της Amira φαίνεται στην Εικ. 8.4.


    


    [image: pendulum]


    Εικόνα 8.4 Η συσκευή του αντεστραμμένου εκκρεμούς της Amira.


    Σχηματικά η συσκευή απεικονίζεται στο Σχ. 8.5.


    [image: ]


    Σχήμα 8.5 Διάγραμμα ελευθέρου σώματος για το αντεστραμμένο εκκρεμούς.


    Για την εύρεση των διαφορικών εξισώσεων οι οποίες διέπουν τη δυναμική συμπεριφορά του συστήματος θα εφαρμόσω τον 2ο νόμο της ευθύγραμμης και περιστροφικής κίνησης του Νεύτωνα.


    Οι μονάδες μέτρησης είναι m, Kg, sec, Ν (Kgm/s2) και ακτίνια (rad). Αναφερόμενος στα Σχ. 8.5, 8.6, έστω mp η μάζα του εκκρεμούς, mc η μάζα του φορείου, l η απόσταση του σημείου στήριξης από το κέντρο βάρους και J η ροπή αδρανείας περί το κέντρο βάρους του εκκρεμούς. Η οριζόντια μετατόπιση του σημείου στήριξης στον χρόνο t είναι r(t), ενώ η γωνιακή θ(t).


    Οι δυνάμεις οι οποίες επενεργούν στο εκκρεμές είναι mpg στο κέντρο βάρους, η οριζόντια δύναμη αντίδρασης H(t) και η κάθετη δύναμη αντίδρασης V(t) στο σημείο στήριξης. Αθροίζοντας τις οριζόντιες δυνάμεις παίρνω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.20)

          
        

      


    


    ενώ αθροίζοντας τις κάθετες δυνάμεις,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.21)

          
        

      


    


    Για την περιστροφική κίνηση επίσης ισχύει,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.22)

          
        

      


    


    Θεωρώντας τώρα το διάγραμμα ελεύθερου σώματος του φορείου (Σχ. 8.6), ισχύει για την οριζόντια κίνηση,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.23)

          
        

      


    


    όπου F(t) είναι η εξωτερική δύναμη η οποία μεταφέρεται από τον κινητήρα μέσω του ιμάντα κίνησης.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.6 Διάγραμμα ελευθέρου σώματος για το φορείο.


    Από τις (8.20)-(8.23) θέλω να καταλήξω σε εξισώσεις οι οποίες να περιέχουν τα r(t), θ(t) και F(t). Καταρχάς ας εκτελέσω τις παραγωγίσεις στις (8.20), (8.21) για να πάρω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.24)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.25)

          
        

      


    


    Στη συνέχεια θα αντικαταστήσω την H(t) και την V(t) στις (8.22) και (8.23), παίρνοντας,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.26)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.27)

          
        

      


    


    όπου,


    Je=J+mpl2, M=mp+mc


    Στο σημείο αυτό μπορώ να εισάγω μία πρώτη απλοποίηση σε ότι αφορά τους όρους τριβής fp, fc. Οι όροι αυτοί περιλαμβάνουν στατικές (Coulomb) και ιξώδεις συνιστώσες και μπορούν να περιγραφούν από τις εξισώσεις,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.28)

          
        

      


    


    (όλες οι σταθερές θετικές). Όπως φαίνεται, η ιξώδης τριβή θεωρείται γραμμική συνάρτηση της ταχύτητας, ενώ η στατική είναι μία πιο πολύπλοκη, μη γραμμική συνάρτηση της ταχύτητας (Σχ. 8.7).


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.7 Συνάρτηση στατικής τριβής.


    Για τη συνέχεια ας θεωρηθεί ότι η στατική τριβή είναι αμελητέα (κάτι το οποίο δεν ισχύει και που πρέπει να ληφθεί υπόψη στη σχεδίαση οποιουδήποτε ελεγκτή). Έτσι, απομένει για τις τριβές,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]


            [image: ]

          

          	
            (8.29)

          
        

      


    


    Επομένως οι (8.26), (8.27) γίνονται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.30)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.31)

          
        

      


    


    Στη συνέχεια θα ορίσω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.32)

          
        

      


    


    και ως σήμα εισόδου,


    u(t)=F(t)


    Αυτό σημαίνει καταρχάς,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.33)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.34)

          
        

      


    


    ενώ για τις [image: ]) τα πράγματα είναι πιο πολύπλοκα καθώς στις (8.30), (8.31) υπάρχουν και οι δύο όροι. Πολλαπλασιάζοντας την (8.30) με τον όρο mplσυνθ(t) και την (8.31) με τον Je και αφαιρώντας τη μία από την άλλη, απαλείφεται ο όρος του [image: ] και παίρνω την εξίσωση για το [image: ]:


    
      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            (8.35)

          
        

      


    


    Τέλος αν πολλαπλασιάσω την (8.30) με τον όρο M και την (8.31) με τον mplσυνθ(t) και αφαιρέσω τη μία από την άλλη, απαλείφεται ο όρος του [image: ] και παίρνω την εξίσωση για το [image: ]:


    
      
        
          	
            [image: ]

          

          	
            (8.36)

          
        

      


    


    όπου,


    [image: ]


    και οι παράμετροι α, β δίνονται από τους τύπους:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Οι (8.33), (8.34), (8.35), (8.36) αποτελούν το μη γραμμικό υπόδειγμα. Το υπόδειγμα αυτό μπορεί να γραμμικοποιηθεί γύρω από το σημείο ισορροπίας,


    [image: ]


    (δηλαδή το εκκρεμές στην όρθια θέση και το φορείο σε αυθαίρετη απόσταση από την αρχή των αξόνων). Για μικρές μετατοπίσεις γύρω απ’ αυτό το σημείο ισορροπίας οι γραμμικοποιημένες εξισώσεις είναι,


    [image: ]


    όπου,


    [image: ]


    και,


    [image: ]


    Έτσι, το γραμμικοποιημένο σύστημα γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.37)

          
        

      


    


    Οι τιμές των διαφόρων παραμέτρων για το εκκρεμές της Amira δίνονται στον Πίν. 8.5.


    


    
      
        	
          Σταθερά

        

        	
          Ιδιότητα

        

        	
          Τιμή

        

        	
          Μονάδα

        
      


      
        	
          mc

        

        	
          μάζα φορείου

        

        	
          3,2

        

        	
          Kg

        
      


      
        	
          mp

        

        	
          μάζα εκκρεμούς

        

        	
          0,329

        

        	
          Kg

        
      


      
        	
          l

        

        	
          απόσταση κέντρου βάρους εκκρεμούς από σημείο στήριξης

        

        	
          0,44

        

        	
          m

        
      


      
        	
          J

        

        	
          ροπή αδρανείας εκκρεμούς περί το κέντρο βάρος του

        

        	
          0,0083

        

        	
          kgm2

        
      


      
        	
          Br

        

        	
          σταθερά ιξώδους τριβής φορείου

        

        	
          6,2

        

        	
          Kg/s

        
      


      
        	
          Bθ

        

        	
          σταθερά ιξώδους τριβής εκκρεμούς

        

        	
          0,009

        

        	
          Kgm2/s

        
      


      
        	
          g

        

        	
          επιτάχυνση βαρύτητας

        

        	
          9,81

        

        	
          m/s2

        
      

    



    Πίνακας 8.5 Τιμές παραμέτρων για το εκκρεμές της Amira.


    Με τις τιμές αυτές το σύστημα (8.37) γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.38)

          
        

      


    


    Η (8.37) είναι μία αρκετά ολοκληρωμένη μορφή του αντεστραμμένου εκκρεμούς, η οποία όμως απαιτεί γνώση των συντελεστών τριβής Bθ, Βr. Ένα πιο απλοποιημένο υπόδειγμα το οποίο συνήθως απαντάται στη βιβλιογραφία, προκύπτει αν γίνει η επιπλέον παραδοχή ότι και η ιξώδης τριβή του εκκρεμούς είναι αμελητέα. Παρ όλ’ αυτά η (8.37) είναι χρήσιμη, ιδιαίτερα όταν εφαρμόζεται έλεγχος H∞, γιατί επιτρέπει την εκτίμηση της αβεβαιότητας του απλοποιημένου υποδείγματος. Στην περίπτωση αυτή λοιπόν οι παράμετροι a34, a44 μηδενίζονται και το υπόδειγμα γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.39)

          
        

      


    


    Στην (8.38) ή στην (8.39) προστίθεται η εξίσωση εξόδου,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.40)

          
        

      


    


    για να ολοκληρωθεί το μαθηματικό υπόδειγμα στον χώρο κατάστασης. Αν όμως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.41)

          
        

      


    


    (το οποίο σημαίνει ότι η μόνη μετρούμενη έξοδος είναι η θέση r(t) του φορείου του εκκρεμούς), τότε οι εντολές του MATLAB,


    


    >> sys=ss(A, B, C, 0)


    >> zpk(sys)


    


    δίνουν για την (8.39),


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.42)

          
        

      


    


    η οποία είναι η συνάρτηση μεταφοράς οριζόντιας θέσης-δύναμης του εκκρεμούς, δηλαδή το υπόδειγμα μίας εισόδου μίας εξόδου.


    8.4 Κινητήρες συνεχούς ρεύματος


    


    Οι κινητήρες είναι εκ των πλέον χρησιμοποιουμένων εξαρτημάτων στα συστήματα αυτομάτου ελέγχου. Χρησιμοποιούνται σε συστήματα ελέγχου θέσης (ρομπότ), γωνίας (φωτοβολταϊκά πλαίσια), ταχύτητας κ.λπ. Από τους πολλούς τύπους οι οποίοι υπάρχουν θα εξετάσω τη δυναμική συμπεριφορά των κινητήρων συνεχούς ρεύματος (DC) μόνιμου μαγνήτη οι οποίοι διεγείρονται ανεξάρτητα από σταθερή πηγή (Σχ. 8.8). Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να δει το εξαίρετο σύγγραμμα του (Leonhard 2003) για πλήρη κατατόπιση γύρω από την επιστήμη των κινητήρων.


    Σε γενικές γραμμές η λειτουργία του κινητήρα DC μπορεί να περιγραφεί ως εξής: ο κινητήρας αποτελείται από τον στάτη, τον οπλισμό (δρομέα) και τον εναλλάκτη ρεύματος (Σχ. 8.8). Ο στάτης παράγει μαγνητικό πεδίο (μέσω μόνιμων μαγνητών ή τυλιγμάτων) ανάμεσα στον οπλισμό και τον στάτη. Ο οπλισμός έχει και αυτός τυλίγματα συμμετρικά γύρω από τον άξονα. Αυτά τροφοδοτούνται με ηλεκτρικό ρεύμα μέσω του μηχανισμού ψηκτρών-εναλλάκτη. Καθώς ο ρότορας περιστρέφεται, η πολικότητα του ρεύματος το οποίο ρέει στα τυλίγματα εναλλάσσεται, με αποτέλεσμα ο ρότορας (και ο άξονας) να περιστρέφεται συνεχώς.


    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          [image: ]

        
      

    



    Σχήμα 8.8 Σχηματικό διάγραμμα κινητήρα ελεγχόμενο από τον οπλισμό και ισοδύναμο ηλεκτρικό κύκλωμα.


    Για την εξαγωγή του μαθηματικού υποδείγματος το οποίο διέπει τη δυναμική συμπεριφορά του εν λόγω κινητήρα θα χρησιμοποιήσω τους ακόλουθους βασικούς φυσικούς νόμους.


    


    1) Η μετατροπή της ηλεκτρικής σε μηχανική ενέργεια βάσει του νόμου των κινητήρων,


    
      
        
          	
            

          

          	
            F(t)=Μ(t)li(t)=Kmi(t)

          

          	
            (8.43)

          
        

      


    


    όπου F είναι η δύναμη η οποία παράγεται αν ρεύμα i A κινείται σε αγωγό μήκους l m σε ορθή γωνία προς μαγνητικό πεδίο Μ tesla. Η γενική αυτή σχέση συνήθως εκφράζεται συναρτήσει της σταθεράς κινητήρα Km η οποία συνοψίζει τα χαρακτηριστικά του.


    2) O νόμος του Νεύτωνα για περιστροφική κίνηση,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.44)

          
        

      


    


    όπου θ είναι η γωνία στρέψης, J η ροπή αδρανείας, Β ο συντελεστής τριβής και Κ ο συντελεστής μετατόπισης ροπής στρέψεως.


    3) Ο νόμος τάσεων του Kirchoff: το αλγεβρικό άθροισμα όλων των τάσεων γύρω από ένα κλειστό μονοπάτι κυκλώματος είναι μηδέν.


    


    Με βάση τους παραπάνω νόμους μπορεί να κατασκευαστεί ένα απλό γραμμικό υπόδειγμα, κάνοντας βέβαια αρκετές απλοποιητικές παραδοχές:


    


    1) Η μαγνητική ροή φ(t) μεταξύ στάτορα και ρότορα είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.45)

          
        

      


    


    όπου Kf σταθερά και το ρεύμα πεδίου διατηρείται σταθερό.


    2) Η ροπή δύναμης από την (8.43) είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.46)

          
        

      


    


    όπου Km σταθερά. Αντικαθιστώντας την (8.45) στην (8.46) δίνει,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.47)

          
        

      


    


    όπου η Κt καλείται σταθερά ροπής κινητήρα.


    3) Η αντηλεκτρεγερτική δύναμη του κινητήρα είναι ανάλογη της ταχύτητας περιστροφής,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.48)

          
        

      


    


    όπου Kb η αντηλεκτρεγερτική σταθερά.


    4) Ο νόμος των τάσεων δίνει για το δίκτυο του οπλισμού,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.49)

          
        

      


    


    5) Ο νόμος του Νεύτωνα δίνει για την περιστροφική κίνηση,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.50)

          
        

      


    


    όπου ο συντελεστής k της (8.44) θεωρήθηκε αμελητέος. Ο όρος Td(t), ο οποίος αναπαριστά το μηχανικό φορτίο, δρα ως διαταραχή στο σύστημα ελέγχου, αφού συνήθως είναι άγνωστο. Συχνά θεωρείται αμελητέος, αλλά όχι σε περιπτώσεις στις οποίες κινούνται μεγάλα αντικείμενα, όπως π.χ. ραντάρ, τα οποία επιπλέον υπόκεινται σε αεροδυναμικές φορτίσεις.


    Αντικαθιστώντας την (8.47) στην (8.50), δίνει,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.51)

          
        

      


    


    Μετασχηματίζοντας κατά Laplace τις (8.49), (8.51) παίρνω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.52)

          
        

      


    


    Αγνοώντας προς το παρόν τον όρο της εξωτερικής διαταραχής και απαλείφοντας το iα από τις παραπάνω εξισώσεις δίνει τη συνάρτηση μεταφοράς γωνιακής θέσης-τάσης οπλισμού,


    [image: ]


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.53)

          
        

      


    


    Δεδομένου ότι στο σύστημα SI οι Kb, Ktέχουν την ίδια τιμή, η (8.53) γράφεται απλούστερα,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.54)

          
        

      


    


    Αν η αυτεπαγωγή La θεωρηθεί αμελητέα, προκύπτει μία διαδικασία δεύτερης τάξης,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.55)

          
        

      


    


    Δεδομένου ότι,


    [image: ]


    η συνάρτηση μεταφοράς γωνιακής ταχύτητας-τάσης οπλισμού είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.56)

          
        

      


    


    Η (8.56) γράφεται στην τυπική μορφή ως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.57)

          
        

      


    


    Ο κινητήρας IS23x της Technosoft (Εικ. 8.9) έχει τις εξής τιμές:


    


    
      
        	
          Ra:

        

        	
          αντίσταση οπλισμού κινητήρα

        

        	
          5,8 Ω

        
      


      
        	
          Κt:

        

        	
          σταθερά ροπής στρέψεως κινητήρα

        

        	
          0,031 Nm/A

        
      


      
        	
          J:

        

        	
          αδράνεια ρότορα κινητήρα

        

        	
          2´10-6 Kgm sec2

        
      


      
        	
          B:

        

        	
          συντελεστής ιξώδους άξονα κινητήρα

        

        	
          0,03 Kgm sec

        
      


      
        	
          La:

        

        	
          αυτεπαγωγή οπλισμού κινητήρα

        

        	
          0,00075 H(enry)

        
      

    



    


    [image: ]


    Εικόνα 8.9 Ψηφιακός κινητήρας βαθμίδας με ψήκτρες IS23x της Technosoft. (http://www.technosoftmotion.com/products/OEM_PROD_IS23x.htm)


    Με τις τιμές αυτές, η (8.57) γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.58)

          
        

      


    


    το οποίο σημαίνει ζ=1,05, ωn=1,08×104 για τον συγκεκριμένο κινητήρα.


    Στο Εργαστήριο Ελέγχου Βιομηχανικών Συστημάτων της Σχολής ΜΠΔ του Πολυτεχνείου Κρήτης, υπάρχει η πειραματική συσκευή 33-002 της Feedback για τον έλεγχο γωνιακής θέσης ή ταχύτητας (Εικ. 8.10).


    


    
      
        	
          [image: ]

        

        	
          [image: ]

        
      

    



    Εικόνα 8.10 Πειραματική συσκευή Feedback 33-100 και κινητήρας Cruzet.


    Δυστυχώς η εταιρεία δεν δίνει τιμές των παραμέτρων για τον κινητήρα Cruzet τον οποίο χρησιμοποιεί. Για να ταυτοποιηθούν οι παράμετροι, η (8.55) γράφεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.59)

          
        

      


    


    όπου,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.60)

          
        

      


    


    οι (συγκεντρωμένες) σταθερές του κινητήρα. Στη μορφή αυτήν οι μετρήσεις έδωσαν,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.61)

          
        

      


    


    Αν ορίσω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.62)

          
        

      


    


    η (8.59) γράφεται σε μορφή χώρου κατάστασης,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.63)

          
        

      


    


    ενώ αντικαθιστώντας τις τιμές (8.61),


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.64)

          
        

      


    


    8.5 «Ευφυής» πρόβολος δοκός


    


    Στην ενότητα αυτή θα εξαχθεί το μαθηματικό υπόδειγμα της «ευφυούς» προβόλου δοκού. Με τον όρο «ευφυής» εννοείται μία δοκός εφοδιασμένη με πιεζοηλεκτρικά στοιχεία, ούτως ώστε να καταστέλλονται αποτελεσματικά οι ταλαντώσεις λόγω εξωτερικών φορτίων (π.χ. αέρας).


    Η εξαγωγή του υποδείγματος είναι αρκετά περίπλοκη και βασίζεται εν πολλοίς στο διδακτορικό της (Μουτσοπούλου A. 2010). Είναι όμως πολύ διδακτική καθώς φαίνονται όλα τα βήματα τα οποία απαιτούνται για την κατάστρωση ενός υποδείγματος πραγματικού συστήματος.


    


    Η επίτευξη του στόχου αυτού θα γίνει ακολουθώντας τα παρακάτω βήματα.


    


    · Εξαγωγή του πλήρους μαθηματικού μοντέλου της καμπτικής κίνησης (ταλάντωσης) της ευφυούς δοκού υπό την επίδραση μηχανικών και ηλεκτρικών δυνάμεων, χρησιμοποιώντας τους σχετικούς φυσικού νόμους. Θα χρησιμοποιηθεί η απλούστερη Τεχνική Θεωρία της κάμψεως δοκών και όχι η ακριβέστερη Θεωρία Ελαστικότητας, καθόσον αυτό το οποίο ενδιαφέρει είναι η εύρεση κατάλληλων στρατηγικών ελέγχου οι οποίες δεν εξαρτώνται από τα ακριβή υποδείγματα. Αυτό το μαθηματικό υπόδειγμα θα είναι της μορφής μίας μερικής διαφορικής εξίσωσης.


    · Διακριτοποίηση του προηγούμενου υποδείγματος με τη χρήση ανάλυσης πεπερασμένων στοιχείων. Η διαδικασία αυτή περιέχει τα εξής επιμέρους βήματα:


    


    (α) Υπόδειγμα πεπερασμένων στοιχείων για τη στοιχειώδη δοκό και τη στοιχειώδη δύναμη.


    (β) Συνάθροιση των στοιχειωδών υποδειγμάτων για την εξαγωγή του συνολικού υποδείγματος της ευφυούς δοκού.


    


    · Μετασχηματισμός του υποδείγματος πεπερασμένων στοιχείων σε πρότυπο χώρου κατάστασης με τη χρήση κατάλληλων μεταβλητών κατάστασης.


    


    Έστω μία λεπτή πρόβολος δοκός μήκους L όπως απεικονίζεται στο Σχ. 8.11 της οποίας η πυκνότητα και το μέτρο ελαστικότητας επί τη ροπή αδρανείας στο σημείο r είναι ρb και ΕΙ(r) αντίστοιχα, ενώ η διατομή της δοκού είναι Ab(r). Οι βασικές υποθέσεις ακολουθούν.


    


    · Το υλικό ακολουθεί τον νόμο του Hooke.


    · H αξονική παραμόρφωση είναι αμελητέα σε σύγκριση με την παραμόρφωση κάμψης.


    · Η περιστροφή του στοιχείου είναι αμελητέα σε σύγκριση με την κάθετη και την πλάγια μετατόπιση.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.11 Πρόβολος δοκός σε κάμψη.


    [image: ]


    Σχήμα 8.12 Ένα μικρό στοιχείο της δοκού.


    Το διάγραμμα ελεύθερου σώματος ενός στοιχείου dr φαίνεται στο Σχ. 8.11, όπου Q δηλώνει την τέμνουσα δύναμη και το Μ τη ροπή κάμψης. Εφαρμόζοντας τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα με δύναμη κατά την κατεύθυνση y έχω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.65)

          
        

      


    


    το οποίον ισούται με,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.66)

          
        

      


    


    Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη τη ροπή γύρω από τον άξονα στα r και y (κατεύθυνση εκτός σελίδας),


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            

          
        

      


    


    Aπλοποιώντας την παραπάνω εξίσωση παίρνω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.67)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας την (8.67) στην (8.66), έχω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.68)

          
        

      


    


    Η ροπή κάμψης μπορεί να συσχετιστεί με την καμπυλότητα κ(x) του στοιχείου, όπου,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.69)

          
        

      


    


    και,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.70)

          
        

      


    


    επομένως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.71)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας την (8.71) στην (8.68), παίρνω,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.72)

          
        

      


    


    Η γωνία στροφής θ η οποία προκύπτει από την κάμψη της δοκού, δίνεται από την,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.73)

          
        

      


    


    Οι (8.71), (8.72) και (8.73) είναι οι εξισώσεις Euler- Bernoulli της κίνησης της δοκού.


    Υποθέτοντας μία ομοιόμορφη πρόβολο δοκό όπου η διατομή Ab(r) το μέτρο ελαστικότητας E και η ροπή αδράνειας I(r) είναι σταθερές, η (8.72) γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.74)

          
        

      


    


    Εν προκειμένω, η κατανεμημένη δύναμη παράγεται από μηχανικές και ηλεκτρικές συνιστώσες. Το μηχανικό φορτίο θεωρείται είσοδος διαταραχής στο σύστημα αυτομάτου ελέγχου, και αντιπροσωπεύει π.χ. φορτία εξαιτίας ανέμου, ενώ η ηλεκτρική συνιστώσα είναι το σήμα ελέγχου, κατάλληλα επιλεγμένο για να καταστείλει τις καμπτικές ταλαντώσεις εξαιτίας της μηχανικής διαταραχής. Με τη σειρά της η τάση εισόδου παράγει διατμητικές δυνάμεις στα πιεζοηλεκτρικά επιθέματα, οι οποίες ανακάμπτουν τη δοκό. Επομένως η εξίσωση κίνησης της δοκού είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.75)

          
        

      


    


    Για την πρόβολο δοκό (Σχ. 8.11) ισχύουν οι παρακάτω συνοριακές συνθήκες:


    · Πακτωμένο άκρο στο r=0. Η μετατόπιση και η κλίση της μετατόπισης είναι μηδέν,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.76)

          
        

      


    


    · Ελεύθερο άκρο στο r=L. Η ροπή κάμψης είναι μηδέν,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.77)

          
        

      


    


    8.5.1 Η μορφή της μηχανικής φόρτισης [image: ]


    


    Μηχανικά φορτία διαφόρων μορφών μπορούν ν’ αναπαρασταθούν μέσω της f(t, r) (Σχ. 8.13). Για παράδειγμα, ομοιόμορφα κατανεμημένη, χρονικά μεταβαλλόμενη, δύναμη q0(t) (π.χ. άνεμος), αναπαρίσταται με,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.78)

          
        

      


    


    ενώ συγκεντρωμένη δύναμη P0 στο σημείο r0 με,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.79)

          
        

      


    


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.13 Μηχανικά φορτία τα οποία ασκούνται στη δοκό.


    8.5.2 Η μορφή της ηλεκτρικής φόρτισης fe(t, r)


    


    Έστω μία ομοιογενής δοκός Euler-Bernoulli με έναν πιεζοηλεκτρικό ενεργοποιητή προσκολλημένο σε απόσταση r1j από την αρχή των αξόνων. Ο πιεζοηλεκτρικός ενεργοποιητής j έχει διαστάσεις Lp×Wp×hp, όπου hp είναι το πάχος κάθε τμήματος, ενώ η δοκός έχει διαστάσεις L×W×h (Σχ. 8.14).


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.14 Δοκός με προσκολλημένο πιεζοηλεκτρικό τμήμα j.


    Ο πιεζοηλεκτρικός ενεργοποιητής παράγει μηχανική τάση ως έξοδο όταν έχει ηλεκτρική τάση ως είσοδο. Σε ότι αφορά τα πιεζοηλεκτρικά έχει αποδειχθεί από τους (Crawley & de Lewis 1987) ότι η επαγόμενη κάμψη μπορεί να αναπαρασταθεί ως εξωτερικό φορτίο το οποίο αποτελείται από ζεύγος αντίθετων ροπών εφαρμοζόμενων στα άκρα του πιεζοηλεκτρικού.


    Η ηλεκτρική φόρτιση [image: ] εξαιτίας του πιεζοηλεκτρικού ενεργοποιητή είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.80)

          
        

      


    


    όπου Mpr αντιπροσωπεύει τη ροπή κάμψης εξαιτίας του ενεργοποιητή.


    Έστω ότι τα άκρα του πιεζοηλεκτρικού τμήματος j βρίσκονται στα r1j και r2j κατά μήκος του άξονα r (Σχ. 8.15).


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.15 Πιεζοηλεκτρικό τμήμα j στην πρόβολο δοκό.


    Η συνάρτηση H(.) είναι η γνωστή συνάρτηση βαθμίδας, η οποία χρησιμοποιείται για να αντιπροσωπεύσει την τοποθέτηση του πιεζοηλεκτρικού τμήματος Pzt πάνω στη δοκό. Η ροπή κάμψης της δοκού Mpr ορίζεται ως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.81)

          
        

      


    


    όπου,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.82)

          
        

      


    


    και Kf είναι η γεωμετρική σταθερά του υλικού,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.83)

          
        

      


    


    ενώ Ep είναι το μέτρο ελαστικότητας του πιεζοηλεκτρικού τμήματος και E το μέτρο ελαστικότητας της δοκού.


    Η μηχανική ένταση epe(t) εξαιτίας του πιεζοηλεκτρικού τμήματος είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.84)

          
        

      


    


    όπου η σταθερά d31 συσχετίζει τη μηχανική ένταση η οποία δημιουργείται στη δοκό όταν μια συγκεκριμένη τάση uj εφαρμόζεται στο πιεζοηλεκτρικό τμήμα.


    Η (8.81) μπορεί να γραφτεί σε πιο συμπαγή μορφή ως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.85)

          
        

      


    


    όπου [image: ].


    Η διαφορά των συναρτήσεων βαθμίδας στην (8.81) παράγει το Σχ. 8.16.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.16 Διαφορά συναρτήσεων βαθμίδας.


    Εκτελώντας τη μερική παραγώγιση στην (8.80) και χρησιμοποιώντας την (8.85), η μορφή της ηλεκτρικής φόρτισης εξαιτίας των πιεζοηλεκτρικών γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.86)

          
        

      


    


    όπου δ΄(r) είναι η παράγωγος της συνάρτησης Dirac ως προς την ανεξάρτητη μεταβλητή της,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.87)

          
        

      


    


    και δ(n)(r)είναι η n-οστή παράγωγος της συνάρτησης δ και η συνάρτηση [image: ] είναι συνεχής ως προς θ.


    8.5.3 Μερική διαφορική εξίσωση κίνησης λόγω μηχανικής και ηλεκτρικής φόρτισης


    


    Αντικαθιστώντας την (8.86) στην (8.74), προκύπτει η εξίσωση κίνησης της «ευφυούς» δοκού υπό την επίδραση χρονικά μεταβαλλόμενης, ομοιόμορφα κατανεμημένης, κάθετης φόρτισης q0(t) και πιεζοηλεκτρικής χρονικά μεταβαλλόμενης δύναμης εξαιτίας ενός πιεζοηλεκτρικού,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.88)

          
        

      


    


    Για j όμοια πιεζοηλεκτρικά (Σχ. 8.17) η (8.88) γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.89)

          
        

      


    


    Η Eξ. (8.89) είναι και η τελική εξίσωση ενδιαφέροντος.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.17 Πρόβολος δοκός με συνδυασμένους πιεζοηλεκρτικούς ενεργοποιητές και αισθητήρες.


    8.5.4 Υπόδειγμα πεπερασμένων στοιχείων


    


    Με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων μετατρέπεται η μερική διαφορική εξίσωση κίνησης της δοκού σε σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων. Η επίλυση των πεπερασμένων στοιχείων συγκλίνει στην επίλυση της μερικής διαφορικής εξίσωσης όταν το πλήθος των στοιχείων αυξάνεται.


    Έστω n στοιχεία τα οποία περιγράφουν τη δοκό (Σχ. 8.18). Έστω μία ομοιόμορφη στοιχειώδης δοκός μήκους Le, όπου ο γενικός άξονας δηλώνεται με r, ενώ ο τοπικός με re (Σχ. 8.19).


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.18 Δοκός χωρισμένη σε n πεπερασμένα στοιχεία.


    [image: ]


    Σχήμα 8.19 Στοιχειώδης δοκός.


    Κάθε κόμβος έχει δύο βαθμούς ελευθερίας: μία στροφή περί τον άξονα r και μία μεταφορική συνιστώσα κατά τον y, δηλαδή κάθε στοιχειώδης δοκός έχει 4 βαθμούς ελευθερίας: δύο γωνιακές μετατoπίσεις και δύο κατακόρυφες.


    Οι κομβικές μετατοπίσεις της στοιχειώδους δοκού μπορούν να γραφούν ως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.90)

          
        

      


    


    Η θέση ενός συγκεκριμένου σημείου σε αυτήν τη στοιχειώδη δοκό δηλώνεται ως re (Σχ. 8.20).


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.20 Τοπικός και γενικός άξονας δοκού.


    Η μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων διακριτοποιεί ένα συνεχές σύστημα του οποίου η δομική πληροφορία περιέχεται στους κόμβους. Έτσι, η πληροφορία ανάμεσα στους κόμβους πρέπει να εκτιμηθεί χρησιμοποιώντας συναρτήσεις οι οποίες καλούνται «συναρτήσεις σχήματος». Λαμβάνοντας την εξίσωση κίνησης της δοκού Euler-Bernoulli (8.74) και ολοκληρώνοντας κατά μήκος της δοκού προκύπτει,
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            (8.91)

          
        

      


    


    όπου w η συνάρτηση δοκιμασίας. Όταν η δοκός διακριτοποιείται σε n αριθμό πεπερασμένων στοιχείων η εξίσωση γίνεται,
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            (8.92)

          
        

      


    


    όπου [image: ] η διατμητική δύναμη, [image: ] η ροπή κάμψης και Ωe ο χώρος των στοιχείων.


    Από την ολοκλήρωση και με τη βοήθεια των συναρτήσεων Galerkin προκύπτουν οι συναρτήσεις σχήματος οι οποίες χρησιμοποιούνται. Για την περίπτωση ελαστικής δοκού είναι τα κυβικά πολυπαραγοντικά Hermite,
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    όπου,
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            (8.94)
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            (8.95)

          
        

      


    


    Έτσι, η μετατόπιση we σε οποιοδήποτε σημείο re κατά μήκος της δοκού μπορεί να προσεγγιστεί από την,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.96)

          
        

      


    


    8.5.5 Στοιχειώδεις πίνακες μάζας και ακαμψίας


    


    Ο στοιχειώδης πίνακας μάζας Me μπορεί να εξαχθεί εάν μελετηθεί η κινητική ενέργεια Te(t) του στοιχείου όπου,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.97)

          
        

      


    


    Επίσης η κινητική ενέργεια προκύπτει απο τον δεύτερο όρο του ολοκληρώματος στην Εξ. (8.92),
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            (8.98)

          
        

      


    


    Από τις (8.97), (8.98) ο πίνακας μάζας του στοιχείου είναι,
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            (8.99)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας την (8.94) στην (8.99) δίνει,
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            (8.100)

          
        

      


    


    Ο στοιχειώδης πίνακας ακαμψίας Ke μπορεί να εξαχθεί με ανάλογο τρόπο. Η ενέργεια παραμόρφωσης του στοιχείου Ue(t) ισούται με,
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            (8.101)

          
        

      


    


    Επίσης η ενέργεια παραμόρφωσης του στοιχείου προκύπτει απο τον πρώτο όρο του ολοκληρώματος της (8.92),
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            (8.102)

          
        

      


    


    Από τις Εξ. (8.101), (8.102) ο πίνακας ακαμψίας του στοιχείου ισούται με,
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            (8.103)

          
        

      


    


    Αντικαθιστώντας την (8.94) στην (8.103) παίρνω,
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            (8.104)

          
        

      


    


    8.5.6 Στοιχειώδες μηχανικό φορτίο


    


    Tο στοιχειώδες διάνυσμα της δύναμης [image: ] το οποίο περιγράφει τις εξωτερικές μηχανικές δυνάμεις οι οποίες ασκούνται στη στοιχειώδη δοκό λόγω μηχανικής φόρτισης, προκύπτει από τον τρίτο όρο του ολοκληρώματος (8.92) και ισούται με,
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            (8.105)

          
        

      


    


    Εάν έχουμε ομοιόμορφα κατανεμημένο φορτίο q(r) στο στοιχείο της δοκού το διάνυσμα μηχανικής δύναμης του στοιχείου γίνεται,
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            (8.106)

          
        

      


    


    Εάν το φορτίο είναι μια συγκεντρωμένη δύναμη, το διάνυσμα μηχανικής δύναμης του στοιχείου γίνεται,
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            (8.107)

          
        

      


    


    όπου P0 είναι η συγκεντρωμένη δύναμη η οποία ασκείται στο σημείο r=r0 και δ(r-r0) είναι η συνάρτηση Dirac.


    Εάν το φορτίο μεταβάλεται με τον χρόνο, τότε το διάνυσμα μηχανικής δύναμης του στοιχείου γίνεται,
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            (8.108)

          
        

      


    


    8.5.7 Στοιχειώδες ηλεκτρικό φορτίο


    


    Η εφαρμογή τάσης uj(t) σε ένα πιεζοηλεκτρικό στοιχείο, παράγει ροπές στα άκρα του πιεζοηλεκτρικού, ισοδύναμες με τη σημειακή δύναμη,
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            (8.109)

          
        

      


    


    Εισάγοντας την (8.109) στην (8.108), δίνει για τη στοιχειώδη ηλεκτρική δύναμη,
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            (8.110)

          
        

      


    


    όπου έχει ληφθεί r0=0, καθώς θεωρείται η στοιχειώδης δοκός. Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος, χρησιμοποιείται η (8.87).


    Επομένως,
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            (8.111)

          
        

      


    


    8.5.8 Ολικοί πίνακες μάζας και ακαμψίας


    


    Για τον υπολογισμό των ολικών πινάκων μάζας και ακαμψίας απαιτείται η «συρραφή» των αντίστοιχων στοιχειωδών πινάκων. Η διαδικασία αυτή περιλαμβάνει τέσσερα βήματα:


    


    1. Μετατροπή των στοιχειωδών πινάκων από το τοπικό στο γενικό σύστημα συντεταγμένων,
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    όπου T ο πίνακας μετασχηματισμού ο οποίος για δύο βαθμούς ελευθερίας σε κάθε κόμβο ισούται με,


    [image: ]


    αφού η γωνία στροφής α από το τοπικό στο γενικό σύστημα είναι μηδέν.


    Συνακόλουθα η (8.112), μέσω των (8.100), (8.104) γίνεται,
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            (8.113)

          
        

      


    


    2. Κατασκευή των εκτεταμένων στοιχειωδών πινάκων. Οι εκτεταμένοι πίνακες μάζας και ακαμψίας προκύπτουν απο τους στοιχειώδεις ως,
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            (8.115)
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            (8.116)

          
        


        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.117)

          

          	
            

          
        


        
          	

          	

          	

          	

          	
        

      


    


    Οι στοιχειώδεις πίνακες [image: ], [image: ]τοποθετούνται στο στοιχείο {(2j-1), (2j-1)} για j=1, …, n.


    3. Οι γενικοί πίνακες μάζας και ακαμψίας προκύπτουν απο τις,
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            (8.118)

          
        

      


    


    όπου [image: ]. Για παράδειγμα, αν n=4, οι πίνακες είναι,
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            (8.120)

          
        


        
          	

          	

          	
        

      


    


    4. Εφαρμογή των συνοριακών συνθηκών οι οποίες ισχύουν για την πρόβολο δοκό. Εξαιτίας της πάκτωσης, διαγράφονται οι δύο πρώτες γραμμές και στήλες των MG, KG και προκύπτουν οι ολικοί πίνακες μάζας Μ και ακαμψίας Κ, όπου Μ, Κ[image: ][image: ]. Για n=4 οι πίνακες είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.121)
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            (8.122)

          
        

      


    


    


    8.5.9 Ολικό διάνυσμα μηχανικής και ηλεκτρικής φόρτισης


    


    Το ολικό διάνυσμα της εξωτερικής μηχανικής και ηλεκτρικής φόρτισης προκύπτει από τη «συρραφή» των αντίστοιχων στοιχειωδών διανυσμάτων. Η διαδικασία αυτή περιλαμβάνει τρία βήματα.


    


    1. Κατασκευή των εκτεταμένων στοιχειωδών διανυσμάτων. Τα εκτεταμένα διανύσματα προκύπτουν από τα στοιχειώδη (Εξ. (8.108), (8.111)) ως,
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            (8.123)

          
        

      


    


    όπου το στοιχειώδες διάνυσμα τοποθετείται στη θέση (2j-1). Για παράδειγμα, αν n=4 και για ομοιόμορφη φόρτιση q(t), το διάνυσμα ισούται με,
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            (8.124)

          
        

      


    


    όπου [image: ], [image: ] .


    2. Το γενικό διάνυσμα προκύπτει από την,
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            (8.125)

          
        

      


    


    Για παράδειγμα, αν n=4 και ομοιόμορφη φόρτιση q(t) το διάνυσμα ισούται με,
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            (8.126)

          
        

      


    


    3. Το ολικό διάνυσμα της μηχανικής και ηλεκτρικής φόρτισης f(t) προκύπτει μετά τη διαγραφή των δύο πρώτων γραμμών εξαιτίας των συνοριακών συνθηκών οι οποίες ισχύουν για την πρόβολο δοκό και λόγω του ότι η ροπή κάμψης στον ακραίο κόμβο ισούται με μηδέν.
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    Για παράδειγμα, αν n=4 και ομοιόμορφη φόρτιση q(t), το διάνυσμα ισούται με,
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            (8.128)

          
        

      


    


    8.5.10 Γενικές εξισώσεις κίνησης της δοκού


    


    Η εξίσωση Lagrange της στοιχειώδους δοκού είναι,
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            (8.129)

          
        

      


    


    επομένως η ολική εξίσωση της στοιχειώδους δοκού είναι,
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            (8.130)

          
        

      


    


    όπου Μ και Κ οι ολικοί πίνακες μάζας και ακαμψίας των Εξ. (8.121), (8.122) και [image: ] τα ολικά διανύσματα μηχανικής και ηλεκτρικής φόρτισης.


    Η ανεξάρτητη μεταβλητή w(t) είναι ο συνδυασμός της κατακόρυφης μετατόπισης ωi(t) και της στροφής ψi(t) του κόμβου i (Σχ. 8.21).
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            (8.131)

          
        

      


    


    όπου n ο αριθμός των πεπερασμένων στοιχείων ο οποίος χρησιμοποιείται στην ανάλυση.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.21 Κομβικές μετατοπίσεις και στροφές της δοκού.


    Για να συμπεριληφθεί η επίδραση της απόσβεσης, ας θεωρηθεί η απόσβεση Rayleigh. Η απόσβεση αυτή δηλώνεται με τον πίνακα ιξώδους απόσβεσης D, ο οποίος είναι συνάρτηση των ολικών πινάκων μάζας και ακαμψίας και ισούται με,
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            (8.132)

          
        

      


    


    όπου α και β είναι οι μειωτικοί συντελεστές των πινάκων μάζας και ακαμψίας. Όταν χρησιμοποιείται μόνο η απόσβεση ακαμψίας δηλαδή εάν α=0 ο ιδιομορφικός λόγος απόσβεσης ζβ ισούται με,
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            (8.133)

          
        

      


    


    όπου wr η ιδιοσυχνότητα. Ενώ όταν ληφθεί υπόψη μόνο η απόσβεση μάζας δηλαδή α=0 ο ιδιομορφικός λόγος απόσβεσης ζα ισούται με,
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            (8.134)

          
        

      


    


    Οι συντελεστές α και β μπορούν να υπολογιστούν από πειράματα.


    Η (8.130) μετά την εισαγωγή της απόσβεσης τροποποιείται ως,
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            (8.135)

          
        

      


    


    Η (8.135) είναι η γενική δυναμική εξίσωση της δοκού.


    8.5.11 Περιγραφή στον χώρο κατάστασης


    


    Χρησιμοποιώντας τη δυναμική εξίσωση του συστήματος (8.135), για τη μετατροπή στον χώρο κατάστασης θεωρώ ως διάνυσμα κατάστασης το,
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            (8.136)

          
        

      


    


    Η μετατροπή στον χώρο κατάστασης γίνεται ως ακολούθως,
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            (8.137)

          
        

      


    


    Άρα,
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            (8.138)

          
        

      


    


    Το διάνυσμα της ηλεκτρικής φόρτισης fe(t) προκύπτει από τη διαδικασία της «συρραφής» από το στοιχειώδες ηλεκτρικό φορτίο. Αν, για παράδειγμα, έχουμε τέσσερα στοιχεία, το διάνυσμα ισούται με,
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            (8.139)

          
        

      


    


    Στη γενική περίπτωση ο [image: ] είναι ένας πίνακας διαστάσεων 2n×n και u(t) το διάνυσμα ελέγχου διάστασης n×1 το οποίο αντιπροσωπεύει τις τάσεις uj(t) των ενεργοποιητών.


    Επομένως η Εξ. (8.138) με βάση τον μετασχηματισμό (8.136) γίνεται,


    [image: ]
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    Για τη μέτρηση της κατάστασης του συστήματος χρησιμοποιούνται ως αισθητήρες αντίστοιχα πιεζοηλεκτρικά όπως φαίνεται στο Σχ. 8.17. Η δυνατότητα αυτή προκύπτει από το ανάστροφο πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο. Η τάση εξόδων αυτών των πιεζοηλεκτρικών αισθητήρων είναι ανάλογη των κομβικών μετακινήσεων των αντίστοιχων στοιχείων.


    Επομένως η έξοδος του συστήματος είναι,
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    με,
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    8.5.12 Αριθμητικό παράδειγμα


    


    Έστω πρόβολος δοκός περιγραφόμενη από 4 πεπερασμένα στοιχεία και με ενσωματωμένα και στις δύο επιφάνειες (άνω και κάτω), συμμετρικά τοποθετημένα πιεζοηλεκτρικά, όπως φαίνεται στο Σχ. 8.22. Η δοκός είναι κατασκευασμένη από σύνθετα γραφίτη/εποξικό Τ300/976 και το πιεζοηλεκτρικό ανήκει στην κατηγορία PZT G1195N. Οι ιδιότητες της δοκού και οι διαστάσεις των πιεζοηλεκτρικών ενεργοποιητών φαίνονται στον Πίν. 8.6. Το πάχος των πιεζοηλεκτρικών είναι μικρό σε σχέση με το πάχος της δοκού, με συνέπεια η δοκός να θεωρείται ομοιόμορφη. Τα κατώτερα πιεζοηλεκτρικά εξυπηρετούν ως ενεργοποιητές και τα ανώτερα ως αισθητήρες.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.22 Σχεδιάγραμμα δοκού με πιεζοηλεκτρικά.
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          Υλικό

        

        	
          

        

        	
          γραφίτης/εποξικό


          T300/976

        

        	
          PZT G1195N

        
      


      
        	
          Μήκος

        

        	
          m

        

        	
          L

        

        	
          0,3

        

        	
          Lp

        

        	
          0,0075

        
      


      
        	
          Πλάτος

        

        	
          m

        

        	
          W

        

        	
          0,004

        

        	
          Wp

        

        	
          0,004

        
      


      
        	
          Πάχος

        

        	
          m

        

        	
          h

        

        	
          0,0096

        

        	
          hp

        

        	
          0,0002

        
      


      
        	
          Μέτρο ελαστικότητας Young

        

        	
          N/m2

        

        	
          E

        

        	
          1,5×1011

        

        	
          Ep

        

        	
          6,3×1010

        
      


      
        	
          Ροπή αδράνειας

        

        	
          m4

        

        	
          I

        

        	
          3,33×10−9

        

        	
          Ip

        

        	
          1,92×10−10

        
      


      
        	
          Πυκνότητα

        

        	
          Kg/m2

        

        	
          ρb

        

        	
          1600

        

        	
          ρ

        

        	
          7600

        
      


      
        	
          Πιεζοηλεκτρική σταθερά έντασης

        

        	
          m/V

        

        	
          -

        

        	
          -

        

        	
          d31

        

        	
          254×10−12

        
      


      
        	
          Μειωτικοί συντελεστές απόσβεσης

        

        	
          -

        

        	
          α, β

        

        	
          0,0005

        

        	
          -

        

        	
          /

        
      

    



    Πίνακας 8.6 Ιδιότητες και διαστάσεις δοκού και πιεζοηλεκτρικών ενεργοποιητών.


    Οι πίνακες μάζας Μ8×8, ακαμψίας Κ8×8, απόσβεσης D8×8 και [image: ]υπολογίζονται απο τις σχέσεις (8.121), (8.122), (8.132) και (8.139), ως:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Βάσει των πινάκων αυτών υπολογίζονται και οι πίνακες,


    [image: ]


    Το διάνυσμα μηχανικής δύναμης fm είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.144)

          
        

      


    


    όπου Fi, Mi η δύναμη και η ροπή αντίστοιχα για κάθε κόμβο i (Σχ. 8.23), το οποίο προκύπτει μετά τη συρραφή των στοιχειωδών διανυσμάτων.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.23 Υπόδειγμα «ευφυούς» δοκού χωρισμένης σε 4 πεπερασμένα στοιχεία.


    Μηχανικές είσοδοι στο σύστημα


    


    Για σταθερή συγκεντρωμένη δύναμη 10Ν στο ελεύθερο άκρο της δοκού,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.145)

          
        

      


    


    Χρησιμοποιώντας τις Εξ. (8.123), (8.124), (8.125), (8.126), η μορφή της δύναμης στον χώρο κατάστασης είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.146)

          
        

      


    


    8.6 Έλεγχος πλάγιας πτήσης αεροσκάφους (αποσβεστήρας γωνιακής ταχύτητας περιστροφής περί τον κατακόρυφο άξονα-yaw damper)


    


    Ο αυτόματος πιλότος ενός αεροσκάφους έχει ως αποστολή τη διατήρηση της προκαθορισμένης πορείας του. Στις αιτίες παρέκκλισης συγκαταλέγονται ο άνεμος, μεταπτώσεις της ατμοσφαιρικής πίεσης, μικρές ανωμαλίες των οργάνων ελέγχου κ.λπ. Η διατήρηση της πορείας συνίσταται στη διατήρηση της οριζόντιας θέσης του αεροσκάφους. Έτσι, ο αυτόματος πιλότος πρέπει να διατηρεί τη γωνία διατειχισμού (δεξιά - αριστερά) και τη γωνία περιστροφής (πάνω-κάτω) στο μηδέν. Επιπλέον, η γωνία πρόνευσης (κλίση) πρέπει και αυτή να είναι μηδέν για λόγους άνεσης των επιβατών.


    Η γραμμικοποιημένη εξίσωση κατάστασης της πλάγιας πτήσης ενός αεροσκάφους Boeing 747 (Σχ. 8.24) για ύψος πτήσης 40000 πόδια και ταχύτητα 774 πόδια/δευτ. (Μach 0.8), δίνεται από τις εξισώσεις (Hanke 1970):


    [image: ]


    ενώ η εξίσωση εξόδου είναι,


    [image: ]


    όπου (Σχ. 8.25),


    


    δr: εκτροπή του πηδαλίου διεύθυνσης (rudder). Σήμα ελέγχου u(rad).


    β: γωνία πλαγιολίσθησης (sideslip angle). Κατάσταση x1 (rad).


    r: γωνιακή ταχύτητα περιστροφής περί τον κατακόρυφο άξονα (yaw rate). Κατάσταση x2 (rad/sec).


    p: γωνιακή ταχύτητα διατειχισμού (roll rate). Κατάσταση x3 (rad/sec).


    φ: γωνία διατειχισμού (εκτροπή από τον διαμήκη άξονα-roll angle). Κατάσταση x4 (rad).


    


    Όλες οι παραπάνω ποσότητες είναι μεταβολές από τις τιμές ισορροπίας.


    


    [image: ]


    Σχήμα 8.24 Boeing 747-219B, Βάρος 155 τόνοι, πλάτος πτερύγων 60μ., μήκος 71μ., ύψος 19,5μ., μέγιστη ταχύτητα 981km/h, απόσταση πτήσης 12.000km.


    “United Airlines 777 N797UA LAX” by United_Airlines_777_N797UA.jpg: InSapphoWeTrust from Los Angeles, California, USAderivative work: Altair78 - This file was derived from United Airlines 777 N797UA.jpg:. Licensed under CC BY-SA 2.0 via Commons –


    https://commons.wikimedia.org/wiki/File:United_Airlines_777_N797UA_LAX.jpg#/media/File:United_Airlines_777_N797UA_LAX.jpg


    


    


    [image: boeing sc1]


    x, y, z: συντεταγμένες θέσης


    u, β, w: συντεταγμένες ταχύτητας


    p, q, r: ρυθμοί διατειχισμού, πρόνευσης, περιστροφής


    Σχήμα 8.25 Μεταβλητές αεροσκάφους.


    8.7 Έλεγχος γωνιακής ταχύτητας περιστρεφόμενου δορυφόρου


    


    Στις αεροδιαστημικές εφαρμογές, ο έλεγχος των διαφόρων κινήσεων των διαστημοπλοίων είναι προφανώς υψίστης σημασίας. Με αναφορά στο Σχ. 8.26, οι εξισώσεις Euler οι οποίες διέπουν τη τριδιάστατη κίνηση ενός σώματος, σε τοπικές συντεταγμένες, δίνεται από το σύστημα των πεπλεγμένων, μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων:


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.147)

          
        

      


    


    


    [image: ]


    ωi: γωνιακές ταχύτητες (έξοδοι)


    Τi: ροπές (είσοδοι)


    Σχήμα 8.26 Περιστρεφόμενος δορυφόρος.


    Για να εξαχθεί ένα απλό (γραμμικό) υπόδειγμα της κίνησης θα γίνουν οι εξής απλουστευτικές παραδοχές.


    


    1. Η γωνιακή ταχύτητα του δορυφόρου περί τον άξονα z είναι σταθερή, έστω ω3=Ω.


    2. Οι ροπές αδρανείας του σώματος περί τους άξονες x και y είναι ίσες, I1=I2=Ι.


    


    Έτσι, η (8.147) γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.148)

          
        

      


    


    Θέτοντας,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            

          
        

      


    


    η (8.148) γίνεται,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.149)

          
        

      


    


    Περαιτέρω, αν μετρώνται οι γωνιακές ταχύτητες, η εξίσωση εξόδου είναι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.150)

          
        

      


    


    Οι (8.149), (8.150) γράφονται συμπυκνωμένα ως,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.151)

          
        

      


    


    Από την (8.151) προκύπτει ότι,


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.152)

          
        

      


    


    Όπως φαίνεται το σύστημα είναι ασταθές με ένα ζεύγος συζυγών πόλων στον μιγαδικό άξονα s1,2=±αi.


    Τέλος για α=10 η (8.152) γίνεται (Skogestad 2005),


    
      
        
          	
            

          

          	
            [image: ]

          

          	
            (8.153)
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