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Ευρετήριο


Πρόλογος
		
Το προτεινόμενο σύγγραμμα έρχεται να καλύψει ένα σημαντικό κενό στη βιβλιογραφία που αφορά τις μαθηματικές έννοιες και τεχνικές που εφαρμόζονται στην επιπλοποιία. Η ανάπτυξη των θεμάτων γίνεται αφενός δίνοντας βαρύτητα στην κατανοητή παρουσίαση των απαιτούμενων εισαγωγικών μαθηματικών εννοιών και αφετέρου δίνοντας έμφαση στα σημεία εκείνα που άπτονται ειδικότερα της σχεδίασης επίπλων. Επιπλέον, κάθε ενότητα περιλαμβάνει μεγάλο αριθμό ασκήσεων με κυμαινόμενο επίπεδο δυσκολίας. Ο βασικός στόχος είναι να δημιουργηθεί ένα ιδανικό κύριο σύγγραμμα για διδασκαλία Mαθηματικών με εφαρμογές σε επιπλοποιία και συναφείς κατασκευές σε προγράμματα σπουδών Τριτοβάθμιας εκπαίδευσης. Επιπλέον, έμφαση θα δοθεί στο να δημιουργηθεί ένα λειτουργικό βοήθημα για αναγνώστες με διαφορετικά επίπεδα εμπειρίας που επιθυμούν να εμπλουτίσουν τις τεχνικές γνώσεις τους πάνω στις μαθηματικές έννοιες και τεχνικές που χρησιμοποιούνται στην επιπλοποιία.

Η διδασκαλία μεθόδων που χρησιμοποιούνται σε κατασκευές απαιτεί τη μετάδοση τρόπου λύσεων προβλημάτων του πραγματικού κόσμου και ο διδάσκοντας καλείται να γεφυρώσει την απόσταση μεταξύ θεωρητικής περιγραφής και πρακτικής εφαρμογής μέσα στα στενά όρια της αίθουσας διδασκαλίας. Για τον σκοπό αυτό το προτεινόμενο σύγγραμμα πέρα από τα επιμέρους παραδείγματα στις αντίστοιχες ενότητες περιλαμβάνει και ξεχωριστά κεφάλαια με περιγραφές εκτενών μελετών περίπτωσης από πραγματικές εφαρμογές.

Το υλικό του προτεινόμενου συγγράμματος είναι το αποτέλεσμα διδασκαλίας και συσσωρευμένης εμπειρίας πολλών ετών και βασίζεται πάνω στις σημειώσεις των σχετικών μαθημάτων Μαθηματικών για Επιπλοποιία που διδάσκονται στο Τμήμα Σχεδιασμού και Τεχνολογίας Ξύλου και Επίπλου του ΤΕΙ Θεσσαλίας από την ίδρυσή του το 1999. Τα παραδείγματα που διανθίζουν τις ενότητες αφορούν πραγματικά προβλήματα επιπλοποιίας που έχουν πολύ μεγάλη συχνότητα εμφάνισης. 
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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		



	Βλ.
	Βλέπε




	m
		Meter (μέτρο)




	dm
		Decimetre (δεκατόμετρο)




	cm
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	mm	
	Milimetre (χιλιοστόμετρο)




	km
	Kilometre (χιλιόμετρο)




	yrd
	Yard (γιάρδα)




	ft	
	Foot (πόδι)




	in
		Inch (ίντσα)





	kg
		Κilogram (χιλιόγραμμο ή κιλό)





	g
	Gram (γραμμάριο)





	mg
		Milligram ( χιλιοστόγραμμο)





	t
	Ton (τόνος)





	€
	Euro (Ευρώ)





Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται βασικές έννοιες της Άλγεβρας και παρουσιάζονται οι φυσικοί, οι ακέραιοι, οι δεκαδικοί και οι πραγματικοί αριθμοί. Επιπλέον, παρουσιάζονται μέθοδοι για στρογγυλοποίηση αριθμών και υπολογισμό δυνάμεων και τετραγωνικής ρίζας, καθώς και η χρήση των μονάδων μέτρησης.


Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις των βασικών αλγεβρικών πράξεων.



1.1 Φυσικοί αριθμοί



Οι αριθµοί είναι ποσοτικές έννοιες και αναπαριστώνται με αριθµητικά σύµβολα. Για παράδειγμα, ένας αριθμός μπορεί να αντιπροσωπεύει το μήκος ενός κορμοτεμαχίου ή το πλήθος των δέντρων σε μια δασική έκταση.

Οι φυσικοί αριθμοί είναι η πρώτη ομάδα αριθμών που μαθαίνουμε και είναι οι αριθμοί που πρώτα ο άνθρωπος αισθάνθηκε την ανάγκη να εκφράσει για να αναπαραστήσει το πλήθος αντικειμένων του φυσικού κόσμου. Το σύνολο των φυσικών αριθµών συµβολίζεται µε το γράµµα N, το οποίο είναι το αρχικό γράμμα της αγγλικής λέξης "Nature", που σημαίνει "Φύση".



Για τη γραφή των φυσικών αριθμών χρησιμοποιούμε 10 ψηφία, τα:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.



Οι φυσικοί αριθμοί είναι διατεταγμένοι. Για κάθε φυσικό αριθμό υπάρχει ένας προηγούμενος και ένας επόμενος. Εξαίρεση αποτελεί το 0 για το οποίο δεν υπάρχει προηγούμενος φυσικός αριθμός (βλ. Εικόνα 1.1) και υπάρχει μόνο επόμενος, το 1(Bolt, B. 1995).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.1 Οι φυσικοί αριθμοί.

 

Κάθε φυσικός αριθμός που είναι μεγαλύτερος από το 0 προκύπτει αν στον προηγούμενό του προσθέσω το 1. Για παράδειγμα, 8+1=9. Αφού κάθε φυσικός αριθμός έχει έναν επόμενο, οι φυσικοί αριθμοί μπορούν να συνεχίζονται ατελείωτα. Είναι, όπως λέμε, άπειροι: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ... ,1000, ... . 

Οι φυσικοί αριθμοί διακρίνονται σε:


	Περιττούς (ή µονούς), π.χ: 1,3,5,7,9,11, ... ,

	άρτιους (ή ζυγούς), π.χ.: 0,2,4,6,8,10,12, ... .




1.1.1.	Χαρακτηρισμός αριθμών

Οι φυσικοί αριθμοί μπορούν να χαρακτηριστούν ανάλογα με τον αριθμό των ψηφίων τους,  οπότε σύμφωνα με τον Πίνακα 1.1 έχουμε:




	Μονοψήφιοι
	1 ψηφίο
	0-9



	Διψήφιοι
	2 ψηφία
	10-99



	Τριψήφιοι
	3 ψηφία
	100-999



	Τετραψήφιοι
	4 ψηφία
	1.000 - 9.999



	Πενταψήφιοι
	5 ψηφία
	10.000 - 99.999



	
	...
	




Πίνακας 1.1. Ο χαρακτηρισμός των αριθμών με βάση τον αριθμό ψηφίων τους.





1.1.2.	Τελείες διαχωρισμού

Για καλύτερη αναγνωσιμότητα στους αριθμούς που έχουν περισσότερα από τρία ψηφία συνηθίζεται να χωρίζεται κάθε τριάδα ψηφίων με τελεία αρχίζοντας από τις μονάδες (δηλαδή από τα δεξιά).

Για παράδειγμα, ο αριθμός 7489602 χρησιμοποιώντας τις τελείες διαχωρισμού γράφεται 7.489.602. Η χρήση τελείας διαχωρισμού δεν είναι υποχρεωτική (Andibi, A. 2000).


1.1.3.	Τάξη ψηφίου

Κάθε ψηφίο ενός φυσικού αριθμού έχει μια συγκεκριμένη αξία μέσα στον αριθμό, η οποία εξαρτάται από τη θέση του ψηφίου μέσα στον αριθμό και καλέιται με τον όρο τάξη ψηφίου. Για παράδειγμα, το ίδιο ψηφίο ανάλογα με τη θέση του στον αριθμό, μπορεί να δηλώνει (βλ. Πίνακα 1.2):


	μονάδες (Μ), δεκάδες (Δ) ή εκατοντάδες (Ε),

	μονάδες χιλιάδων (ΜΧ), δεκάδες χιλιάδων (ΔΧ) ή εκατοντάδες χιλιάδων (ΕΧ),

	μονάδες εκατομμυρίων (ΜΕ), δεκάδες εκατομμυρίων (ΔΕ).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Πίνακας 1.2 Οι τάξεις των ψηφίων.

 

Το ψηφίο μηδέν (0) δεν διαβάζεται, αλλά γράφεται για να κρατά τα άλλα ψηφία στη σωστή τους θέση και δηλώνει ότι λείπουν οι μονάδες της θέσης που κατέχει. Για παράδειγμα:


	Ο αριθμός 150.142 διαβάζεται ως εξής: "εκατόν πενήντα χιλιάδες, εκατόν σαράντα δύο".

	Ο αριθμός 23.586.504 διαβάζεται ως εξής: "είκοσι τρία εκατομμύρια πεντακόσιες ογδόντα έξι χιλιάδες πεντακόσια τέσσερα".

	Ο αριθμός 2.452.140.103 διαβάζεται ως εξής: "δύο δισεκατομμύρια τετρακόσια πενήντα δύο εκατομμύρια εκατόν σαράντα χιλιάδες εκατόν τρία".







1.2.	Ακέραιοι αριθμοί

Το + ή - µπροστά σε έναν αριθµό λέγεται πρόσηµο του αριθµού. Το + συµβολίζει ότι ο αριθµός είναι θετικός δηλαδή µεγαλύτερος (πάνω) του µηδενός. Το - συµβολίζει ότι ο αριθµός είναι αρνητικός δηλαδή µικρότερος (κάτω) του µηδενός.

Αντίθετοι αριθμοί λέγονται δύο αριθμοί που έχουν την ίδια απόλυτη τιμή και διαφορετικά πρόσημα όπως είναι το -5 και το 5 (Jacobs, H. 1979).

Ακέραιοι ονομάζονται όλοι οι φυσικοί αριθμοί μαζί με τους αντίθετους τους και το μηδέν. Οι ακέραιοι αποτελούν ένα γνησίως διατεταγμένο σύνολο που είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία με τα σημεία μιας άπειρης ευθείας η οποία καλείται ευθεία των ακεραίων (βλ. Εικόνα 1.2). Οι ακέραιοι αριθμοί είναι οι: ..., -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ... .



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.2 Η ευθεία των ακέραιων αριθμών.

 

Το σύνολο των ακέραιων αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα Z, το οποίο είναι το αρχικό γράμμα της λέξης Zahlen που στα Γερμανικά σημαίνει αριθμός. Όπως και το σύνολο των φυσικών αριθμών, το σύνολο των ακεραίων αριθμών είναι άπειρο (βλ. Εικόνα 1.3). Το άπειρο αναπαρίσταται με το σύμβολο ∞.
Οι ακέραιοι αριθμού διακρίνονται σε:


	Θετικούς:  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ...,

	αρνητικούς: ..., -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, ... . 
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Εικόνα 1.3 Αρνητικοί και θετικοί ακέραιοι.

 



1.2.1.	Πρώτοι αριθμοί

Ο  αριθμός 6 ισούται με το γινόμενο των 2 και 3, δηλαδή μπορούμε να πούμε ότι "παράγεται" από τους 2 και 3. Όμοια ο 30 παράγεται  από τους 2,3 και 5, ενώ ο 17 δεν παράγεται από κάποιους άλλους αριθμούς. Ο 17, όπως και οι 13, 5, 7, 11, αλλά και κάθε άλλος ακέραιος που δεν έχει άλλο διαιρέτη εκτός από τον εαυτό του και από τον αριθμό 1 ονομάζονται πρώτοι αριθμοί (Jacobs, H. 1994).  Δηλαδή:



Κάθε ακέραιος p≠0,±1 λέγεται πρώτος αριθμός ή απλώς πρώτος,

 αν οι μόνοι θετικοί διαιρέτες του είναι οι 1 και |p|. 



Οι πρώτοι αριθμοί είναι οι "δομικοί λίθοι" των ακέραιων αριθμών και αυτό είναι κάτι που το διέκριναν οι αρχαίοι Έλληνες όταν διαπίστωσαν ότι κάθε αριθμός μπορεί να παραχθεί από πρώτους αριθμούς, δηλαδή να γραφεί ως γινόμενο πρώτων αριθμών, όπως για παράδειγμα, το 30 ισούται με το γινόμενο των 2,3 και 5.

Ένας ακέραιος α≠±1 που δεν είναι πρώτος ονομάζεται σύνθετος. Ένας σύνθετος αριθμός α μπορεί να γραφεί ως γινόμενο β×γ με β≠±1 και γ≠±1, δηλαδή ένας σύνθετος αριθμός γράφεται σα γινόμενο δύο άλλων αριθμών (πρώτων ή μη) διαφορετικών της μονάδας.

Οι αριθμοί 1 και -1 δε χαρακτηρίζονται ούτε πρώτοι ούτε σύνθετοι.

Κάθε πρώτος αριθμός που διαιρεί έναν δοθέντα ακέραιο λέγεται πρώτος διαιρέτης του ακέραιου αυτού. Είναι φανερό ότι ο -α είναι πρώτος, αν και μόνο αν ο α είναι πρώτος.


 
1.2.2.	Τέλειοι αριθμοί

Τέλειος λέγεται ένας φυσικός αριθμός όταν το άθροισμα των διαιρετών του, εκτός του αριθμού, είναι ίσο τον αριθμό δηλαδή ο n είναι τέλειoς αν και μόνο αν σ(n) = 2n.

Ο μικρότερος τέλειος αριθμός είναι ο 6. Οι διαιρέτες του 6 είναι οι 1,2,3 και το άθροισμα αυτών είναι ίσο με 6 (1+2+3=6). Άλλοι τέλειοι αριθμοί είναι ο 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14, 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248 και ο 8128. Αυτοί είναι και οι μόνοι γνωστοί τέλειοι κατά την αρχαιότητα.

Ο επόμενος τέλειος αριθμός είναι ο 33550336 και ακολουθούν οι 8589869056, 137438691328,
 2305843008139952128,2658455991569831744654692615953842176, 191561942608236107294793378084303638130997321548169216.



1.3.	Δεκαδικοί αριθμοί

Οι δεκαδικοί αριθµοί είναι υποδιαιρέσεις της ακέραιας µονάδας. Αποτελούνται από το ακέραιο µέρος και το δεκαδικό µέρος. Τα ψηφία του δεκαδικού µέρους χωρίζονται από τα ψηφία του ακέραιου µέρους µε κόμμα (βλ. Εικόνα 1.4).
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Εικόνα 1.4 Οι δεκαδικοί αριθμοί στην ευθεία των ακεραίων.

 

Οι δεκαδικοί αριθμοί υποδηλώνουν δεκαδικές υποδιαιρέσεις της ακέραιας μονάδας όπως δέκατα, π.χ. 0,7, εκατοστά π.χ. 0,23, χιλιοστά π.χ. 0,149, αλλά και ακέραιες μονάδες µαζί µε δεκαδικές υποδιαιρέσεις, όπως για παράδειγμα 2,4, 16,38, και 3,123. Ανάλογα με το ακέραιο μέρος τους οι δεκαδικοί αριθμοί διακρίνονται σε:


	Γνήσιους δεκαδικούς αριθμούς, που είναι οι δεκαδικοί αριθμοί που έχουν ακέραιο μέρος ίσο µε το μηδέν, για παράδειγμα 0,12567.

	Μικτούς δεκαδικούς αριθμούς, που είναι οι δεκαδικοί αριθμοί που έχουν και ακέραιο µέρος, όπως είναι για παράδειγμα ο 5,133.



Η αντιστοιχία ακέραιας µονάδας και δεκαδικών µονάδων είναι η εξής:


	1 ακέραια µονάδα = 10 δέκατα = 100 εκατοστά = 1000 χιλιοστά,

	1 δέκατο = 10 εκατοστά = 100 χιλιοστά = 1.000 δεκάκις χιλιοστά,

	1 εκατοστό = 10 χιλιοστά = 100 δεκάκις χιλιοστά = 1.000 εκατοντάκις χιλιοστά.





Στους δεκαδικούς αριθμούς η θέση του ψηφίου ως προς το κόμμα µας δηλώνει την αξία του (βλ. Εικόνα 1.5) η οποία καλείται αντίστοιχα με τους ακεραίους τάξη του ψηφίου.

Στο δεκαδικό µέρος των αριθμών οι τάξεις καθορίζονται ως εξής: το πρώτο δεκαδικό ψηφίο έχει την τάξη των δεκάτων, το δεύτερο την τάξη των εκατοστών, το τρίτο την τάξη των χιλιοστών, το τέταρτο την τάξη των δεκάκις χιλιοστών. Κάθε ψηφίο δεξιά της υποδιαστολής είναι 10 µονάδες (10 φορές) µικρότερο από το προηγούμενο ψηφίο (Τουμάσης, Μ. 2002). 

 Άρα:


	Αν μετακινήσουμε την υποδιαστολή ενός δεκαδικού αριθμού κάποιες θέσεις προς τα δεξιά, τότε η αξία του αριθμού μεγαλώνει δέκα φορές για κάθε θέση,

	αν μετακινήσουμε την υποδιαστολή ενός δεκαδικού αριθμού κάποιες θέσεις προς τα αριστερά, τότε η αξία του αριθμού μικραίνει δέκα φορές για κάθε θέση.
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Εικόνα 1.5 Η τάξη του κάθε ψηφίου ενός δεακδικού αριθμού.

 

Ένας δεκαδικός αριθμός δεν αλλάζει αν στο τέλος του  γράψουμε ή διαγράψουμε μηδενικά. Για παράδειγμα, 12,28 = 12,280000, 7 = 7,00 και 11,200 =11,2. Κάθε φυσικός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός αν προσθέσουμε στο τέλος του αριθμού κόμμα και μετά όσα μηδενικά θέλουμε.

Οι δεκαδικοί αριθμοί είναι δυνατό να γραφούν και ως δεκαδικά κλάσματα. Για να μετατρέψουμε ένα δεκαδικό αριθμό  σε κλάσμα:


	Στη θέση του αριθμητή γράφουμε ολόκληρο τον αριθμό, χωρίς την υποδιαστολή.

	Στη θέση του παρονομαστή γράφουμε τον αριθμό 1 ακολουθούμενο από τόσα μηδενικά όσα είναι τα δεκαδικά ψηφία του αριθμού.



Για παράδειγμα, το 0,7 μπορεί να γραφεί ως κλάσμα   7/10  και το 0,56 ως   56/100 .


1.4.	Στρογγυλοποίηση

Πολλές φορές για να διευκολυνθούμε στις εκτιμήσεις και τη λήψη αποφάσεων στη θέση κάποιου αριθμού συχνά χρησιμοποιούμε κάποιον άλλο που είναι πολύ κοντά του. Για παράδειγμα, ένα ζευγάρι παπούτσια κοστίζει 15,90 € αλλά μπορεί σε μια συζήτηση να λέμε ότι το κόστος είναι 16 €. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται στρογγυλοποίηση (Parker, M. 1995).
Όταν κάνουμε στρογγυλοποίηση πρέπει να αναφέρουμε την τάξη στην οποία την κάνουμε. Έτσι μπορούμε να κάνουμε στρογγυλοποίηση στις μονάδες, δεκάδες, εκατοντάδες, δέκατα, εκατοστά και χιλιοστά.

Για να στρογγυλοποιήσουμε έναν αριθμό, αρχικά επιλέγουμε το ψηφίο στο οποίο θέλουμε να κάνουμε τη στρογγυλοποίηση. Στη συνέχεια, με βάση το πρώτο ψηφίο που βρίσκεται στα δεξιά του επιλεγμένου ψηφίου διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:


	Αν το πρώτο προς τα δεξιά ψηφίο είναι 0, 1, 2, 3, 4 τότε αφήνουμε τον αριθμό όπως είναι μέχρι και την τάξη που γίνεται η στρογγυλοποίηση και απορρίπτουμε όλα τα επόμενα ψηφία του.

	Αν το ψηφίο της επόμενης προς τα δεξιά τάξης είναι 5, 6, 7, 8, 9 τότε αυξάνουμε κατά µία μονάδα το ψηφίο της τάξης που γίνεται η στρογγυλοποίηση και απορρίπτουμε όλα τα επόμενα ψηφία του.


Παράδειγμα :

Να γίνει στρογγυλοποίηση του αριθμού 5.763,32 στη μονάδα.

Η μονάδα αναφέρεται στο ψηφίο 3. Εφαρμόζοντας τα παραπάνω, ελέγχουμε το πρώτο ψηφίο που βρίσκεται στα δεξιά του 3. Αυτό είναι το ψηφίο 3 μετά την υποδιαστολή. Έτσι, το ψηφίο αυτό (το 3 μετά την υποδιαστολή) και όλα τα επόμενά του τα αντικαθιστούμε με μηδενικά ενώ τα προηγούμενά του παραμένουν ως έχουν. Δηλαδή, από 5.763,32 ο αριθμός θα γίνει 5.763,00 και τελικά 5.763.




Παράδειγμα :

Να γίνει στρογγυλοποίηση του αριθμού 45,8679 στο εκατοστό.

Το εκατοστό αναφέρεται στο ψηφίο 6. Κοιτάζοντας το ψηφίο που βρίσκεται δεξιά του, βλέπουμε ότι είναι το 7. Άρα το ψηφίο αυτό (το 7) και όλα τα επόμενά του τα αντικαθιστούμε με μηδενικά και αυξάνουμε κατά μία μονάδα τον αριθμό του εκατοστού. Δηλαδή από 45,8679 θα γίνει 45,8700 και τελικά 45,87.


Παράδειγμα :

Να γίνει στρογγυλοποίηση του αριθμού 4,19 στη μονάδα.

Η μονάδα αναφέρεται στο ψηφίο 9. Το προηγούμενο ψηφίο του 9 είναι το 1 το οποίο θα αυξηθεί κατά μια μονάδα και το 9 θα γίνει 0. Δηλαδή ο αριθμός 4,19 μετά τη στρογγυλοποίηση στη μονάδα θα γίνει 4,20.




1.5.	Πραγματικοί αριθμοί

Οι πραγματικοί αριθμοί αποτελούνται από τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς. Το σύνολο των πραγματικών αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα R.

Οι πραγματικοί αριθμοί γίνονται αντιληπτοί διαισθητικά ως το σύνολο όλων των αριθμών που είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία με τα σημεία μιας άπειρης ευθείας που καλείται ευθεία των πραγματικών αριθμών ή πραγματικός άξονας (βλ. Εικόνα 1.6). Στην ευθεία αυτή, τα σημεία είναι διατεταγμένα έτσι ώστε κινούμενοι από αριστερά προς τα δεξιά η τιμή των πραγματικών αριθμών να αυξάνεται. Έτσι, επιλέγοντας ένα σημείο x, κάθε σημείο αριστερά από αυτό αντιστοιχεί σε πραγματικό αριθμό μικρότερο από αυτόν που αντιστοιχεί στο x, ενώ κάθε σημείο δεξιά απ'αυτό αντιστοιχεί σε μεγαλύτερο πραγματικό αριθμό. Αν x=0, τότε αριστερά βρίσκονται όλα τα σημεία που αντιστοιχούν στους αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς, ενώ δεξιά βρίσκονται τα σημεία που αντιστοιχούν στους θετικούς (Buckwell, G. 1995).
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Εικόνα 1.6 Η ευθεία των πραγματικών αριθμών.




1.5.1.	Ρητοί και άρρητοι αριθμοί

Ρητοί αριθμοί είναι όλοι οι αριθμοί που περιγράφηκαν στις προηγούμενες παραγράφους: φυσικοί, ακέραιοι και δεκαδικοί (βλ. Εικόνα 1.7). Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα Q
 (Crisler, N. and Froelich, G. 2006).


	Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί σε κλασματική μορφή, δηλαδή τη μορφή α/β, όπου α και β ακέραιοι, με β≠0.

	Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός και, αντιστρόφως, κάθε δεκαδικός μπορεί να γραφεί ως ρητός, δηλαδή σε κλασματική μορφή. Για παράδειγμα: 14/5 = 2,8 και 2,25 = 225/100.



Δύο αριθμοί ονομάζονται:


	Οµόσηµοι αν έχουν το ίδιο πρόσημο,

	ετερόσηµοι αν έχουν διαφορετικό πρόσημο.




Οι αριθμοί οι οποίοι δεν μπορούν να εκφραστούν με την μορφή κλάσματος ονομάζονται άρρητοι. Δηλαδή, για έναν άρρητο αριθμό x δεν υπάρχουν φυσικοί αριθμοί α και β τέτοιοι ώστε α/β = x. Παραδείγματα άρρητων αριθμών είναι το π ή το e και η τετραγωνική ρίζα του 2 (√2).
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Εικόνα 1.7 Τα σύνολα των αριθμών κατά σειρά επέκτασης.



1.5.2.	Αλγεβρικές ιδιότητες πράξεων 

Στους πραγματικούς αριθμούς η πρόσθεση (+) και ο πολλαπλασιασμός (×) έχουν τις ακόλουθες αλγεβρικές ιδιότητες (Δημητρακόπουλος, Δ. 2000) :


		Είναι σύνολο κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό: για όλους τους ακέραιους αριθμούς α και β, η πρόσθεση α+β και ο πολλαπλασιασμός τους α×β είναι ακέραιοι αριθμοί.


		Προσεταιριστικότητα: για όλους τους ακέραιους αριθμούς α, β, και γ, ισχύουν τα εξής:


		
					α+(β+γ) = (α+β)+γ,

					α×(β×γ) = (α×β)×γ.

	  


	Αντιμεταθετικότητα: για όλους τους ακέραιους αριθμούς α και β ισχύει:


	
			α+β = β+α,

			α×β = β×α.

			Ουδέτερο στοιχείο: για κάθε ακέραιο αριθμό α ισχύει:

			α+0 = α,

			α×1 = α.

  


	Επιμεριστική ιδιότητα: για όλους τους φυσικούς αριθμούς α, β και γ, α × (β+γ) = (α×β) + (α×γ).

	Αν για δύο φυσικούς αριθμούς α και β ισχύει α×β = 0, τότε α = 0 ή β = 0.




1.5.3.	Διάταξη πραγματικών αριθμών

Η διάταξη αναφέρεται στη χρήση των εννοιών "μεγαλύτερος από" και "μικρότερος από".

Ένας αριθμός α λέμε ότι είναι μεγαλύτερος από έναν αριθμό β, και γράφουμε α>β, όταν η διαφορά α-β είναι θετικός αριθμός. Στην περίπτωση αυτή λέμε επίσης ότι ο β είναι μικρότερος του α και γράφουμε β<α. 

Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει αμέσως ότι:

 
	Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από το μηδέν.

	Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από το μηδέν.




Έτσι ο αρχικός ορισμός γράφεται ισοδύναμα: α>β ⇔ α-β>0. Γεωμετρικά η ανισότητα α>β σημαίνει ότι, πάνω στον άξονα των πραγματικών ο αριθμός α είναι δεξιότερα από τον β, όπως φαίνεται στην Εικόνα 1.8.
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Εικόνα 1.8 Διάταξη πραγματικών αριθμών.



Αν για τους αριθμούς α και β ισχύει α>β ή α=β, τότε γράφουμε α≥β και διαβάζουμε: "α μεγαλύτερος ή ίσος του β". Από τον τρόπο με τον οποίο γίνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού, προκύπτει ότι:

	Aν α>0 και β>0, τότε α+β>0,

	αν α<0 και β<0, τότε α+β<0,

	αν α και β ομόσημοι, τότε α×β>0 και α/β >0,

	αν α και β ετερόσημοι, τότε α×β<0 και α/β <0,

	α2≥0, για κάθε α∈R (η ισότητα ισχύει μόνο για α=0).



Από την τελευταία σχέση προκύπτουν οι παρακάτω ισοδυναμίες:

	αν α2+β2 = 0, τότε α=0 και β=0,

	αν α2+β2>0, τότε α≠0 ή β≠0.



1.5.4.	Διάστημα πραγματικών αριθμών

Δοθέντων δύο πραγματικών αριθμών α και β ( α, β ϵ R) με α<β ονομάζουμε διαστήματα με άκρα τα α, β καθένα από τα παρακάτω σύνολα: 

	Το κλειστό διάστημα από α μέχρι β όπου α ≤ x ≤ β, με x∈R, και το οποίο συμβολίζεται με [α, β] (βλ. Εικόνα 1.9).
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Εικόνα 1.9 Κλειστό διάστημα [α, β].




	Το ανοικτό διάστημα από α μέχρι β όπου α<x<β, με x∈R,  και το οποίο συμβολίζεται με (α, β)(βλ. Εικόνα 1.10).
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Εικόνα 1.10 Ανοιχτό διάστημα (α,β).




	Το ανοικτό αριστερά διάστημα από α μέχρι β όπου α<x≤β, με x∈R,  και το οποίο συμβολίζεται με (α, β] (βλ. Εικόνα 1.11).
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Εικόνα 1.11 Ανοιχτό αριστερά διάστημα (α, β]. 




	Το ανοικτό δεξιά διάστημα από α μέχρι β όπου α≤x<β, με x∈R,  και το οποίο συμβολίζεται με [α, β) (βλ. Εικόνα 1.12).
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Εικόνα 1.12 Ανοιχτό δεξιά διάστημα [α, β).




Επιπλέον:

	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α≤x συμβολίζεται με [α, +∞)  (βλ. Εικόνα 1.13).
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Εικόνα 1.13 Το σύνολο των αριθμών [α, +∞).





	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α<x συμβολίζεται με (α, +∞)  (βλ. Εικόνα 1.14).
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Εικόνα 1.14 Το σύνολο των αριθμών (α, +∞).




	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α≥x συμβολίζεται με (-∞, α]   (βλ. Εικόνα 1.15).
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Εικόνα 1.15 Το σύνολο των αριθμών (-∞, α].




	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α>x συμβολίζεται με (-∞, α)  (βλ. Εικόνα 1.16).
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Εικόνα 1.16 Το σύνολο των αριθμών (-∞, α).




1.5.5.	Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού

Θεωρούμε έναν αριθμό α που παριστάνεται με το σημείο Α πάνω σε μια ευθεία. Η απόσταση του σημείου Α από την αρχή Ο, δηλαδή το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΟΑ, ονομάζεται απόλυτη τιμή του αριθμού α και συμβολίζεται με |α|  (βλ. Εικόνα 1.17). Για την απόλυτη τιμή ενός αριθμού α ισχύει ότι:

	Για κάθε α>0, |α| = α. Δηλαδή, η απόλυτη τιμή θετικού αριθμού είναι ο ίδιος ο αριθμός.

	Για κάθε α<0, |α| = -α. Δηλαδή, η απόλυτη τιμή αρνητικού αριθμού είναι ο αντίθετός του.
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Εικόνα 1.17 Η απόλυτη τιμή ενός αριθμού ως μήκος ευθύγραμμου τμήματος.





Επομένως, έχουμε τον ακόλουθο αλγεβρικό ορισμό της απόλυτης τιμής πραγματικού αριθμού. 




Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α συμβολίζεται με |α| και ορίζεται από τον τύπο:

[image: par_01]



Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:


	|α| = |-α| ≥ 0,

	|α| ≥ α και |α| ≥ - α,

	|α|2 = α2,

	Αν γ>0, τότε |x| = γ ⇔ x = γ  ή  x = -γ,

	|x| = |α| ⇔ x = α  ή  x = - α.




Παραδείγματα:

	
		|x| = 5 ⇔ x = 5  ή  x = - 5

	|α-β| = |2α-3β| ⇔ α-β = 2α-3β 

	ή α-β = -(2α-3β) ⇔ α = 2β ή α= -4/3 β




1.5.6.	Απόσταση πραγματικών αριθμών

Έστω ότι έχουμε δύο πραγματικούς αριθμούς, για παράδειγμα τους -1 και 4, που αναπαριστώνται πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών με τα σημεία Α και Β, όπως φαίνεται στην Εικόνα 1.18 (Hoffmann, B. 1966). 
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Εικόνα 1.18 Απόσταση πραγματικών αριθμών.



Το μήκος του τμήματος ΑΒ ονομάζεται απόσταση των αριθμών -1 και 4. Είναι:

(ΑΒ) = 5 = |(-1)-4| = |3-(-2)|

Επομένως για δύο πραγματικούς αριθμούς α και β που παριστάνονται πάνω στον άξονα με τα σημεία Α και Β αντίστοιχα, το μήκος του τμήματος ΑΒ καλείται απόσταση των αριθμών α και β και συμβολίζεται με d(α, β) που είναι ίση με |α-β|  (βλ. Εικόνα 1.19). Δηλαδή:

d(α, β) = |α-β|
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Εικόνα 1.19 Η απόσταση d(α, β).



Προφανώς ισχύει d(α, β) = d(β, α). Όταν α<β, τότε η απόσταση των αριθμών α και β είναι ίση με β-α και ονομάζεται μήκος του διαστήματος [α, β].


1.5.6.1.	Μέσο ευθύγραμμου τμήματος

Έστω ένα διάστημα [α,β] όπου Α και Β είναι τα σημεία που παριστάνουν στον άξονα τα άκρα α και β αντίστοιχα του διαστήματος (βλ. Εικόνα 1.20).
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Εικόνα 1.20 Μέσο ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.



Αν Μ είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ, (βλ. Εικόνα 1.20) τότε έχουμε:


(ΜΑ) = (ΜΒ) ⇔ d(α, x) = d(x, β)

⇔ |x-a| = |β-x|
⇔ x-α = β-x	(εφόσον α<x<β)
⇔ 2x = α+β
⇔ x = (α+β)/2

Ο αριθμός (α+β)/2 που αντιστοιχεί στο μέσο Μ του τμήματος ΑΒ λέγεται κέντρο του διαστήματος [α, β], ενώ ο αριθμός ρ = (β-α)/2 ονομάζεται ακτίνα του [α, β].


Μήκος, κέντρο και ακτίνα των διαστημάτων (α, β], [α, β) και (α, β) ορίζουμε το μήκος, το κέντρο και την ακτίνα του διαστήματος [α,β].



1.5.6.2.	Ανισότητα |x-α|<β

Έστω ότι θέλουμε να βρούμε τους πραγματικούς αριθμούς x για τους οποίους ισχύει |x-α|<β. Για παράδειγμα, έστω ότι α = 2 και β = 1 (βλ. Εικόνα 1.21).
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Εικόνα 1.21 Η ανίσωση |x-2|≪1.



Από τον ορισμό της απόστασης έχουμε:

|x-2|<1 ⇔ d(x, 2)<1

⇔ 2-1<x<2+1
⇔ 1<x<3
⇔ x∈(1, 3)
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε το εξής:



Για α∈R και β>0 ισχύει:

|x-α|<β ⇔ x∈(α-β, α+β)

⇔ α-β<x<α+β



Δηλαδή, οι αριθμοί x που ικανοποιούν τη σχέση |x-α|<β είναι τα σημεία του διαστήματος (α-β, α+β) που έχει κέντρο το α και ακτίνα β (βλ. Εικόνα 1.22).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.22 Tα σημεία του διαστήματος (α-β, α+β).




Για α=0, έχουμε:

|x|<β ⇔ x∈(-β, β) ⇔ -β<x<β

Έτσι, για β=2 είναι:

|x|<2 ⇔ x∈ (-2, 2) ⇔ -2<x<2


1.5.6.3.	Ανισότητα |x-α|>β

Έστω ότι θέλουμε να βρούμε τους πραγματικούς αριθμούς x για τους οποίους ισχύει |x-α|>β. Για παράδειγμα, έστω ότι α = 2 και β = 1 (βλ. Εικόνα 1.23).
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Εικόνα 1.23 Η ανίσωση |x-2|>1.




Από τον ορισμό της απόστασης έχουμε:

|x-2|>1 ⇔ d(x,2)>1


	⇔ x<2-1 ή x>2+1

	⇔ x<1 ή x>3

	⇔ x∈ (-∞,1) ∪ (3, +∞)



Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε το εξής:



Για α∈R και β>0 ισχύει:

|x-α|>β ⇔ x∈(-∞, α-β) ∪ (α+β, +∞)

⇔ x<α-β  ή  x>α+β




Δηλαδή οι αριθμοί x που ικανοποιούν τη σχέση |x-α|>β αντιστοιχούν σε σημεία Μ του άξονα x'x που απέχουν από το σημείο Κ(α) απόσταση μεγαλύτερη του β (βλ. Εικόνα 1.24).
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Εικόνα 1.24 Η ανiσωση |x-α|>β.



Για α=0, έχουμε:

	|x|>β⇔x<-β ή x>β ⇔ x∈(-∞, -β) ∪ (β, +∞)


Έτσι, για β=2 είναι:


	|x|>2⇔x<-2 ή x>2 ⇔ x∈(-∞, -2) ∪ (2, +∞)




1.6.	Δυνάμεις

Το γινόμενο α•α•α• ...• α, που έχει ν παράγοντες ίσους με το α, λέγεται δύναμη του α στη ν ή νιοστή δύναμη του α και συμβολίζεται με αν. Ο αριθμός α λέγεται βάση της δύναμης και ο ν λέγεται εκθέτης.

Συγκεκριμένα, αν ο α είναι πραγματικός αριθμός και ο ν φυσικός, έχουμε ορίσει ότι:

[image: parast_1]


Αν επιπλέον είναι α≠0 , τότε ορίσαμε ότι:

αν=1 ,		για ν=0


Είναι φανερό ότι, αν α=β , τότε αν = βν, δεν ισχύει το αντίστροφο, αφού για παράδειγμα είναι (-2)2 = 22 , αλλά -2≠2.


Οι δυνάμεις με ακέραιο εκθέτη περιλαμβάνουν και την περίπτωση του αρνητικού εκθέτη. Η δύναμη κάθε αριθμού, διάφορου του μηδενός, με εκθέτη αρνητικό είναι ίση με κλάσμα που έχει αριθμητή τη μονάδα και παρονομαστή τη δύναμη του αριθμού αυτού με αντίθετο εκθέτη.


Επειδή τα α/β και β/α  είναι αντίστροφοι αριθμοί, όπως και τα α και 1/α στην προηγούμενη σχέση, εξάγουμε το συμπέρασμα ότι ισχύει:


 
	α-ν = 1/αν ,

	(α/β)-ν = β/αν.


Οι ιδιότητες των δυνάμεων με εκθέτη ακέραιο συνοψίζονται ως εξής:


	ακ ∙ αλ = ακ+λ ,

	ακ ∙ βκ = (α×β)κ,

	(ακ)λ =α κ×λ.



Οι δυνάμεις με εκθέτη κλάσμα για παράδειγμα έστω α>0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε:

αμ/ν = ν√ αμ

Επιπλέον, αν μ, ν θετικοί ακέραιοι, ορίζουμε 0μ/ν = 0.


Γενικότερα, μπορούμε να ορίσουμε δυνάμεις αx με βάση α>0 και εκθέτη πραγματικό αριθμό x, οι οποίες είναι επίσης πραγματικοί αριθμοί. Για παράδειγμα, η δύναμη με εκθέτη άρρητο αριθμό 3√2≅4,7288015 εκφράζεται κατά προσέγγιση. Για τις δυνάμεις αυτές ισχύουν οι ιδιότητες που ισχύουν και στις δυνάμεις με εκθέτη ακέραιο.



Παράδειγμα:

Η σανίδα της Εικόνας 1.25 είναι διαχωρισμένη σε 8 ίσα τμήματα των 2 cm. Να εκφράσετε το συνολικό μήκος της σανίδας σε δύναμη του 2.
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Εικόνα 1.25 Σανίδα διαμερισμένη σε 8 ίσα τμήματα.




Λύση:

Το συνολικό μήκος της σανίδας είναι x = 8×2.
 
Το 8 όμως μπορεί να εκφραστεί ως δύναμη του 2 ως 8 = 23. Αντικαθιστώντας επομένως το 8 στον παραπάνω τύπο έχουμε:

x = 8×2 = 23×2 = 23×21 = 23+1 ⇒ x = 24



1.7.	Τετραγωνική ρίζα θετικού αριθμού

Η τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α συμβολίζεται με √α και είναι ο θετικός αριθμός β που όταν υψωθεί στο τετράγωνο δίνει τον α. Δηλαδή:

√α = β ⇔ β2 = α,   α, β≥0

Για α = 0, είναι 02 = 0, και επομένως √0 = 0.

Η τετραγωνική ρίζα ενός αριθμού έχει τις παρακάτω ιδιότητες:


	√α2 = |α|,

	√α2 = (√α)2 = α, όπου α≥0,

	√α √β = √αβ, όπου α, β ≥0 (η ισότητα ισχύει γενικότερα και για ν αριθμούς, δηλαδή √(α1√α2...√αν = √α1α2...αν, όπου α1, α2, ..., αν ≥0,

	√α/√β = √α/β, όπου α ≥0 και β>0,

	√αν = (√α)ν, όπου α ≥0 και ν∈N,

	√α2β = |α| √β, όπου β ≥0.



Δεν ορίζεται ρίζα αρνητικού αριθμού στο σύνολο των πραγματικών αριθμών καθώς δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός του οποίου το τετράγωνο να είναι αρνητικός αριθμός (Rayner, D. 1984)

Παράδειγμα:

√9 = 3 γιατί 32 = 9

√4/25 = 2/5  γιατί  (2/5)2 = 4/25




1.8.	Προτεραιότητα εκτέλεσης πράξεων


Σε μια αριθμητική παράσταση οι πράξεις εκτελούνται με βάση την παρακάτω σειρά προτεραιότητας (Rayner, D. 1984):

	Δυνάμεις,

	πολλαπλασιασμός και διαίρεση,

	πρόσθεση και αφαίρεση.




Ειδικές περιπτώσεις:


	Όταν υπάρχουν παρενθέσεις εκτελούνται αρχικά οι πράξεις μέσα στις παρενθέσεις με την παραπάνω σειρά μέχρι η παρένθεση να μετατραπεί σε έναν αριθμό και στη συνέχεια εκτελούνται οι πράξεις εκτός παρενθέσεων.

	Στην περίπτωση όπου υπάρχουν εσωτερικές παρενθέσεις ή αγκύλες ή άγκιστρα, η απαλοιφή των παρενθέσεων πραγματοποιείται από μέσα προς τα έξω όπως υποδεικνύεται πρώτη ειδική περίπτωση που αναφέραμε πιο πάνω.

	Για να απαλειφθεί μια παρένθεση εξετάζεται το πρόσημο που τυχόν υπάρχει μπροστά της και στη συνέχεια:
	
			Αν πριν την παρένθεση υπάρχει θετικό πρόσημο (+) ή τίποτα, τότε η παρένθεση μαζί με το τυχόν θετικό πρόσημο απλώς απαλείφονται και οι εσωτερικοί όροι γράφονται όπως είναι.

			Αν πριν την παρένθεση υπάρχει αρνητικό πρόσημο (-), τότε η παρένθεση μαζί με το αρνητικό πρόσημο απαλείφονται και οι εσωτερικοί όροι γράφονται με αντίθετο πρόσημο από αυτό που είχαν.








Παραδείγματα:


	3×3+4 = 9+4 = 13

	3× (3+4) = 3×7 = 21

	8- (9-5) = 8-9+5 = 4




1.9.	Μονάδες μέτρησης 

1.9.1.	Μήκος


Η θεμελιώδης μονάδα μέτρησης του μήκους είναι το μέτρο (meter). Το όνομά του προέρχεται από την ελληνική λέξη μετρώ και παριστάνεται με το γράμμα m (Gérald, N. et al 1999).  Για τη μέτρηση μηκών μικρότερων του ενός μέτρου, χρησιμοποιούμε τα υποπολλαπλάσια του: το εκατοστό (cm), το χιλιοστό (mm) κ.ά (βλ. Εικόνα 1.26). Για τη μέτρηση μηκών πολύ μεγαλύτερων από το 1 m χρησιμοποιούμε τα πολλαπλάσια του μέτρου, όπως το ένα χιλιόμετρο (km) κ.ά. (βλ. Εικόνα 1.26).


Αναλυτικότερα, οι υποδιαιρέσεις του μέτρου είναι:


		Δεκατόμετρο (ή decimetre), το οποίο συμβολίζεται με δεκ. ή dm: 



		
             	1 m = 10 dm ή 1 dm = 1/10 m = 0,1 m.




				Εκατοστόμετρο (ή centimetre), το οποίο συμβολίζεται με εκ. ή cm:




      	 1 m = 100 cm ή 1 cm = 1/100 m = 0,01 m.





	Χιλιοστόμετρο (χιλιοστό ή milimetre), το οποίο συμβολίζεται με χιλ. ή mm:


	1 m = 1.000 mm ή 1 mm = 1/1.000 m = 0,001 m




Τα πολλαπλάσια του μέτρου είναι:


	Χιλιόμετρο (ή kilometre), το οποίο συμβολίζεται με χμ. ή km:




	1 km = 1.000 m ή 1 m = 1/1.000 km = 0,001 km.
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Εικόνα 1.26 Τα πολλαπλάσια και οι υποδιαιρέσεις του μέτρου (m).



Άλλη μονάδα μέτρησης μήκους είναι γιάρδα ή υάρδα (ή yard) και η οποία συμβολίζεται με yrd.


Οι υποδιαιρέσεις της γιάρδας είναι:


	Πόδι (ή foot), το οποίο συμβολίζεται με ft:


		1yrd = 3 ft ή 1 ft = 1/3 yrd.



		Ίντσα (ή inch), το οποίο συμβολίζεται με in:


			1ft = 12 in ή 1 in = 1/12 ft.




Οι σχέσεις μεταξύ γιάρδας και μέτρου είναι:


	1yrd = 0,9144 m = 91,44 cm,

	1ft = 0,3048 m = 30,48 cm,

	1in = 0,0254 m = 2,54 cm.





1.9.2.	Επιφάνεια


Για τη μέτρηση επιφανειών, όπως είναι η επιφάνεια ενός τοίχου ή ενός δαπέδου, χρησιμοποιούμε ως μονάδα μέτρησης το τετραγωνικό μέτρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 m. Το τετραγωνικό μέτρο συμβολίζεται με τμ ή m2 (Serra, M. 1997).


Οι υποδιαιρέσεις του τετραγωνικού μέτρου είναι (βλ. Εικόνα 1.27):


		Τετραγωνικό δεκατόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 dm, και συμβολίζεται με dm2.


			1 m2 = 100 dm2 ή 1 dm2 = 1/1.000 m2 = 0,01 m2




	Τετραγωνικό εκατοστόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 cm, και συμβολίζεται με cm2.


	
			1 m2 = 10.000cm2  ή 1cm2 = 1/10.000 m2 = 0,0001m2




	Τετραγωνικό χιλιοστόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 mm, και συμβολίζεται με mm2.


	1 m2 = 1.000.000 mm2 ή  1 mm2 = 1/1.000.000 m2 = 0,000001 m2





Τα πολλαπλάσια του τετραγωνικού μέτρου είναι (βλ. Εικόνα 1.27):


		Τετραγωνικό χιλιόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 km, και συμβολίζεται με km2.


		
				1km2 = 1.000.000 m2 ή 1 m2 = 1/1.000.000 km2 = 0.000001 km2





Για τη μέτρηση μεγάλων επιφανειών, όπως δασικών και καλλιεργήσιμων εκτάσεων, χρησιμοποιούμε το στρέμμα για το οποίο ισχύει: 

	1 στρέμμα = 1.000 m2.
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Εικόνα 1.27 Υποδιαιρέσεις και πολλαπλάσια του τετραγωνικού μέτρου ( m2).




1.9.3.	Όγκος

Για τη μέτρηση του όγκου, δηλαδή του χώρου που καταλαμβάνει ένα σώμα, χρησιμοποιείται το κυβικό μέτρο, που είναι ένας κύβος ακμής ίσης με 1m. Το κυβικό μέτρο συμβολίζεται με m3 (Serra, M. 1997).


Οι υποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου είναι (βλ. Εικόνα 1.28):


		Κυβικό δεκατόμετρο, που είναι ένας κύβος ακμής 1 dm, και συμβολίζεται με dm3.


		
				1 m3 = 1.000 dm3  ή 1 dm3  =  1/1.000 m3  = 0,001 m3

		




		Κυβικό εκατοστόμετρο, που είναι ένας κύβος ακμής 1 cm, και συμβολίζεται με cm3.


			
					1 m3 = 1.000.000 cm3 ή 1 cm3  =  1/1.000.000 m3  = 0,000001 m3




	Κυβικό χιλιοστόμετρο, που είναι ένας κύβος ακμής 1 mm, και συμβολίζεται με mm3.



	1 m3 = 1.000.000.000 mm3 ή 1 mm3 = 1/1.000.000.000 m3   = 0,000000001 m3



Για τη μέτρηση όγκου υγρών χρησιμοποιείται το λίτρο το οποίο συμβολίζεται με L, από την Αγγλική λέξη litre, και για το οποίο ισχύει: 


		1 L = 1 dm3 = 1.000 cm3.


Ως υποδιαίρεση του λίτρου χρησιμοποιείται το χιλιοστόλιτρο το οποίο συμβολίζεται με ml, από την Αγγλική λέξη milliliter, και για το οποίο ισχύει: 


		1L = 1.000 ml ή 1 ml = 1/1.000 L.
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Εικόνα 1.28 Μονάδες μέτρησης του όγκου.



1.9.4.	Μάζα


Για τη μέτρηση της μάζας, δηλαδή την ποσότητα της ύλης από την οποία αποτελείται ένα σώμα, χρησιμοποιούμε το χιλιόγραμμο ή κιλό. Συμβολίζεται με kg, από την Αγγλική λέξη kilogram (Serra, E. et al 1999).


Οι υποδιαιρέσεις του κιλού είναι (βλ. Εικόνα 1.29):

	Γραμμάριο που συμβολίζεται με g ή gr, από την Αγγλική λέξη gram.



	1 kg = 1000 g ή 1 g = 1/1.000 kg = 0,001 kg


	Χιλιοστόγραμμο που συμβολίζεται με mg ή mgr, από την Αγγλική λέξη milligram.


	1 g = 1.000 mg ή 1 mg = 1/1.000 g = 0,001 g




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.29 Μονάδες μέτρησης της μάζας.




		Πολλαπλάσιο του κιλού είναι ο τόνος που συμβολίζεται με t, από την Αγγλική λέξη ton.


		
				1 t = 1.000 kg ή 1 kg = 1/1.000 t = 0,001 t






Λυμένες ασκήσεις


	Να βρείτε όλους τους τριψήφιους φυσικούς αριθµούς που µπορεί να προκύψουν από τα ψηφία 1, 5, 8, όταν το κάθε ένα χρησιμοποιείται µία µόνο φορά. Στη συνέχεια, να τους διατάξετε σε φθίνουσα σειρά.




Λύση:

Οι ζητούµενοι φυσικοί αριθµοί είναι οι:

158, 185, 518, 581, 815 και 851.

Η διάταξή τους σε φθίνουσα σειρά είναι:

851>815>581>518>185>158.




	Αν ο αριθµός 64__94 στρογγυλοποιηθεί στην πλησιέστερη εκατοντάδα γίνεται 650.000, και ο αριθµός 6__81 στην πλησιέστερη χιλιάδα γίνεται 69.000. Να βρείτε τους αριθµούς πριν την στρογγυλοποίηση.



Λύση:


Επειδή έχει αυξηθεί το ψηφίο των δεκάδων χιλιάδων κατά 1 αυτό σηµαίνει ότι το ψηφίο των χιλιάδων ήταν 9 και το ψηφίο των εκατοντάδων επίσης 9. ∆ηλαδή ο αριθµός πριν την στρογγυλοποίηση ήταν ο 649.994. 

Το ψηφίο των χιλιάδων πριν την στρογγυλοποίηση µπορεί να ήταν 9 ή µπορεί να ήταν 8. Αν ήταν 9 τότε το ψηφίο των εκατοντάδων θα ήταν ένα από τα 0 , 1, 2, 3, 4. Ενώ αν ήταν 8, τότε το ψηφίο των εκατοντάδων θα ήταν ένα από τα 5, 6, 7, 8, 9. Επομένως ο αριθµός µπορεί να ήταν κάποιος από τους 69081, 69181, 69281, 69381, 69481 ή 68581, 68681, 68781, 68881, 68981.



		Να βρείτε το αποτέλεσμα της παρακάτω αριθμητικής παράστασης:


			
					3 + (5-2) + (6+9) ∙ 3/5 -1




Λύση:


Με βάση τους κανόνες προτεραιότητας των αριθμητικών πράξεων όπως περιγράφηκαν στην Ενότητα 1.8 έχουμε:


	3 + (5-2) + (6+9) ∙ 3/5 - 1 = 

	3 + (3) + (6+9) ∙ 3/5 - 1 = 

	3 + (3) + (15) ∙ 3/5 - 1 = 

	3 + 3 + (15∙3)/5 - 1 = 

	3 + 3 + 45/5 - 1 = 

	3 + 3 + 9 - 1 = 14

 



	Να βρεθεί το πάχος x του κόντρα πλακέ της Εικόνας 1.30
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Εικόνα 1.30 Πάχος τμημάτων κόντρα πλακέ.



Λύση:


Το συνολικό πάχος x του κόντρα πλακέ της Εικόνας 1.30 είναι ίσο με το άθροισμα των παχών των επιμέρους τμημάτων του κόντρα πλακέ. Έτσι είναι:

	x = 0,15875 + 0,3175 + 0,635 + 0,3175 + 0,15875 = 1,5875 cm





	Η κεφαλή μιας CNC εργαλειομηχανής ξεκίνησε από τη θέση Ο, κινήθηκε πάνω στον άξονα x'x της Εικόνας 1.31 προς τα αριστερά στη θέση B, και στη συνέχεια προς τα δεξιά στη θέση Γ. Αν είναι ΟΑ = 6 cm, τότε να βρείτε πόσο διάστημα διάνυσε η κεφαλή και πόσο μετακινήθηκε από την αρχική της θέση Ο.
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Εικόνα 1.31 Οι θέσεις που διάνυσε η εργαλειομηχανή. 



Λύση:

Η κεφαλή της εργαλειομηχανής CNC διάνυσε στον άξονα x΄x την απόσταση:


		ΟΒ + ΒΓ = d(0, 6) + d(6, -3) = |0-6| + |6- (-3)|




	= |-6| + |6+3| = 6+9 = 15 μονάδες


Εφόσον η απόσταση ΟΑ = 6 cm, η συνολική απόσταση σε cm που διήνυσε  κεφαλή της εργαλειομηχανής CNC είναι ίση με 15∙ΟΑ=15∙6=90 cm.
Aπό την αρχική της θέση O μετακινήθηκε κατά:


	ΟΓ = d(0, -3) = |0- (-3)| = 3 μονάδες



Και σε cm είναι απόσταση ίση με 3 ∙ ΟΑ = 3 ∙ 6 = 18 cm

	Να υπολογιστούν οι τιμές των παραστάσεων:



	-25

	(-2)5

	(-2)4

	-24




Λύση:


	-25 = -2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = -32

	(-2)5 = (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) = -32

	(-2)4 = (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) = 16

	-24 = -2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = -16



	Για τη διατομή του ποδιού ενός τραπεζιού της Εικόνας 1.32, να βρεθούν τα μήκη Α, B, και Γ.
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Εικόνα 1.32 Οι διαστάσεις του ποδιού ενός τραπεζιού.



Λύση:

	Για το μήκος Α είναι:



	0,6 + 2,74 + Α + 2,74 + 0,6 = 7,25⇒

	Α = 7,25 - (0,6 + 2,74 + 2,74 + 0,6)⇒

	Α = 7,25 - 6,68⇒

	Α = 0,57 m




	Για το μήκος Β είναι:



	Β + 5,25 = 7⇒

	Β = 7 - 5,25⇒

	Β = 1,75 m



	Τέλος, για το μήκος Γ είναι:



	Γ + 6 = 7,25⇒

	Γ = 7,25 - 6⇒

	Γ = 1,25 m



	Ποιό είναι το συνολικό μήκος x του σπιτιού στη μερική κάτοψη της Εικόνας 1.33;
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Εικόνα 1.33 Διαστάσεις σε κάτοψη σπιτιού.



Λύση:


Το συνολικό μήκος του σπιτιού είναι ίσο με το άθροισμα των επιμέρους τμημάτων που παρουσιάζονται στην Εικόνα 1.32. Για την πρόσθεση των επιμέρους τμημάτων θα πρέπει όλα τα μήκη να έχουν την ίδια μονάδα μέτρησης. Σύμφωνα με το σχήμα της Εικόνας 1.21, τα τμήματα Α, Β, Δ και Ε είναι σε m ενώ το τμήμα Γ είναι σε cm. Επομένως, μετατρέπουμε το μήκος του τμήματος Γ από cm σε m ως εξής:



	
Γ = 90 cm = 90/100 m = 0,9 m


 Έτσι έχουμε:

x = Α + Β + Γ + Δ + Ε = 2,15 + 1,85 + 0,9 + 3,96 + 1,25 = 10,11 m


Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Να συμπληρωθεί το κενό με το κατάλληλο σύμβολο, ">", "=" ή "<", στις παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 1.3:





	1.
	24 ... 34
	>
	=
	<




	2.
	38 ... 38
	>
	=
	<





	3.
	564 ... 546
	>
	=
	<





	4.
	1.654 ... 1.564
	>
	=
	<



	5.
	80.876 ... 8.645
	>
	=
	<





	6.
	1.654 ... 9.876
	>
	=
	<


























































Πίνακας 1.3. Επιλογή σωστού συμβόλου.






	Να επιλεγεί το κατάλληλο πρόσημα, "θετικός" ή "αρνητικός", σε κάθε κενό πολλαπλασιασμού ακεραίων στις προτάσεις του Πίνακα 1.4 που ακολουθεί:






	1.
	Θετικός x Θετικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός




	2.
	Αρνητικός x Αρνητικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός





	3.
	... x Θετικός = Θετικός
	Θετικός
	Αρνητικός





	4.
	Θετικός x Αρνητικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός





	5.
	Αρνητικός x Θετικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός






	6.
	Αρνητικός x ... = Αρνητικός
	Θετικός
	Αρνητικός









































Πίνακας 1.4. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.




	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Αν δύο αριθμοί είναι αντίθετοι, τότε:



	Είναι ομόσημοι. [image: Te]

	Έχουν γινόμενο ίσο με το μηδέν. [image: Te]

	Έχουν ίσες απόλυτες τιμές. [image: Te]


	Έχουν πηλίκο ίσο με το μηδέν. [image: Te]












	Αν δύο αριθμοί είναι αντίστροφοι, τότε:



	Είναι ετερόσημοι. [image: Te]

	Έχουν ίσες απόλυτες τιμές. [image: Te]

	Έχουν γινόμενο ίσο με τη μονάδα. [image: Te]


	Έχουν πηλίκο ίσο με τη μονάδα. [image: Te]













	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 1.5 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή  "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:





	1.
	Οι αντίθετοι αριθμοί είναι ομόσημοι.
	Σωστό
	Λάθος




	2.
	Το άθροισμα δύο ομόσημων αριθμών είναι αρνητικός αριθμός.
	Σωστό
	Λάθος




	3.
	Το γινόμενο δύο ετερόσημων αριθμών είναι θετικός αριθμός.
	Σωστό
	Λάθος




	4.
	Δύο αριθμοί με γινόμενο θετικό και άθροισμα θετικό είναι θετικοί.
	Σωστό
	Λάθος





























Πίνακας 1.5. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.



	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 1.6 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:




	1.
	(-2)3 = 8
	Σωστό
	Λάθος




	2.
	-23 = 8
	Σωστό
	Λάθος




	3.
	(-1)5 = -1
	Σωστό
	Λάθος




	4.
	(-1)3 ∙ (-1)2 = -1
	Σωστό
	Λάθος




























Πίνακας 1.6. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.



	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 1.6 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:




	1.
	1 m = 10 cm
	Σωστό
	Λάθος




	2.
	10 dm = 100 mm
	Σωστό
	Λάθος




	3.
	1 m = 10 dm
	Σωστό
	Λάθος




	4.
	1 m = 0,001 km
	Σωστό
	Λάθος



























Πίνακας 1.7. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.



	Για τις ακόλουθες προτάσεις να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Ένας ξυλουργός τοποθετεί 34 ξυλόπλακες την πρώτη μέρα, 62 τη δεύτερη και 47 την τρίτη.  Πόσες ξυλόπλακες τοποθέτησε συνολικά και τις τρείς ημέρες;



	96 . [image: Te]

	143 . [image: Te]


	153 . [image: Te]



	








	Πόσα τετραγωνικά μέτρα ξύλινου παρκέ χρειάζεται ένας ξυλουργός για να καλύψει το δάπεδο τριών χώρων με επιφάνειες 35 m2, 42 m2 και 67 m2.



	67 m2 . [image: Te]

	137 m2 . [image: Te]

	144 m2 . [image: Te]













	Ένας ξυλουργός τοποθέτησε τα εξής υλικά: 50 m2 παρκέ οξυάς, 60 m2 παρκέ δρυός και 200 dm2 Iroko. Πόση επιφάνεια δαπέδου κάλυψε συνολικά;


	
	130 m2 . [image: Te]

	112 dm2 . [image: Te]

	310 m2 . [image: Te]

	1300 dm2 . [image: Te]















	Από ένα ξύλινο δοκάρι μήκους 5 m αφαιρείται ένα τμήμα μήκους 110 cm. Τι μήκος έχει τώρα το ξύλινο δοκάρι;


	
	4 m . [image: Te]

	6,10 m . [image: Te]

	390 cm . [image: Te]

	610 cm . [image: Te]













	Ένα δάπεδο έχει επιφάνεια 23.500 dm2. Πόση επιφάνεια παραμένει να καλυφθεί με παρκέ αν έχει ήδη καλυφθεί επιφάνεια 35 m2;


	
	195 m2 . [image: Te]

	205 m2 . [image: Te]

	20.000 dm2 . [image: Te]

	23.425 dm2 . [image: Te]



	








	Για τις ακόλουθες προτάσεις να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Το μήκος του τμήματος Α της Εικόνας 1.34 είναι ίσο με:



	450 cm . [image: Te]


	4 m . [image: Te]

	4,6 m . [image: Te]











	Το μήκος του τμήματος Β της Εικόνας 1.34 είναι ίσο με:



	4 m . [image: Te]

	4,1 m . [image: Te]


	4,5 m . [image: Te]












		Το μήκος του τμήματος Γ της Εικόνας 1.34 είναι ίσο με:


	
			0,4 cm . [image: Te]

	0,4 m . [image: Te]

	50 cm . [image: Te]
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Εικόνα 1.34 Διαστάσεις διαφόρων τμημάτων τραπεζιού.




Προβλήματα


	Να βρεθούν όλοι οι τριψήφιοι φυσικοί αριθμοί που µπορεί να προκύψουν από τα ψηφία 2, 6, 8 όταν το κάθε ψηφίο χρησιμοποιείται µία µόνο φορά. Στη συνέχεια να διαταχθούν σε αύξουσα σειρά.

	Να βρεθούν οι δύο αµέσως µεγαλύτεροι άρτιοι και οι τρείς αµέσως µικρότεροι περιττοί φυσικοί αριθμοί του φυσικού αριθμού 653.

	Ποιό είναι το πλήθος των φυσικών αριθµών από το 1 έως και το 50; Πόσοι από αυτούς είναι άρτιοι και πόσοι περιττοί;

	Ποιό είναι το πλήθος των φυσικών αριθµών από το 0 έως και το 51; Πόσοι από αυτούς είναι άρτιοι και πόσοι περιττοί;

	Έστω ο αριθµός 5.563.789.142.


	
			Να καθοριστεί η τάξη των ψηφίων 4, 1, 8, 3. 

			Να γίνει στρογγυλοποίηση στις πλησιέστερες: εκατοντάδες, χιλιάδες, δεκάδες χιλιάδες.

	

	Να βρεθούν οι φυσικοί αριθµοί που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β, Γ, Δ και Ε της ευθείας των φυσικών αριθμών της Εικόνας 1.35.
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Εικόνα 1.35 Η ευθεία των φυσικών αριθμών.




		Να βρεθούν οι φυσικοί αριθµοί που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β, Γ, Δ και Ε του άξονα ακεραίων αριθμών της Εικόνας 1.36.
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Εικόνα 1.36 Ο άξονας των ακέραιων αριθμών.



	Στη μετροταινία της Εικόνας 1.37 να βρεθούν οι δεκαδικοί αριθμοί που αντιστοιχούν στα σημεία Α, Β, Γ και Δ.


 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.37 Δεκαδικά σημεία πάνω σε μετροταινία.



	Να τοποθετηθούν σε άξονα µε κατάλληλη µονάδα οι φυσικοί αριθµοί: 5, 7, 10, και 25.

	Για κάθε φυσικό αριθμό της πρώτης στήλης να συμπληρωθούν αντίστοιχα οι υπόλοιπες στήλες του Πίνακα 1.8.





	Φυσικός αριθμός	
	Προηγούμενος φυσικός αριθμός
	Επόμενος φυσικός αριθμός
	Προηγούμενος περιττός φυσικός αριθμός
	Επόμενος άρτιος φυσικός αριθμός




	2
	
	
	
	




	0
	
	
	
	




	10
	
	
	
	




	213
	
	
	
	




Πίνακας 1.8. Συμπλήρωση των τιμών του πίνακα.



		Να συμπληρωθούν οι στήλες του Πίνακα 1.9 σημειώνοντας Χ στην κατάλληλη θέση.


		



	
	-2
	1/2
	5
	0,4
	-0,7
	√2
	√9
	1,41
	-√7




	Ακέραιος
	
	
	
	
	
	
	
	
	




	Ρητός
	
	
	
	
	
	
	
	
	




	Άρρητος
	
	
	
	
	
	
	
	
	




Πίνακας 1.9. Συμπλήρωση των τιμών του πίνακα.


	Να συμπληρωθούν τα παρακάτω κενά χρησιμοποιώντας το κατάλληλο σύμβολο, "+" ή "-".



	7…13…10 = 10

	-12…1…7 = -4 

	6...5…10...1 = 0 

	-0,15…4,12…7,21 = -3,24




		Να γραφούν σε μορφή δυνάμεων τα παρακάτω γινόμενα:



	5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 = ...

	8 ∙ 8 ∙ 8 ∙ 8 ∙ 8 = ...

	2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = ...

	1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 = ...

	3 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 = ...

	4 ∙ 4 ∙ 9 ∙ 9 ∙ 9 ∙ 2 ∙ 2 = ...



		Να υπολογιστούν οι τιμές των παραστάσεων σε μορφή δύναμης του 2:


	
	22 ∙ 25 ∙ 42

	(23)4 ∙ 22

	(26/23)4 ∙ 2-2

	23 ∙ 42 ∙ (-2)2



		Να συμπληρωθούν τα κενά:



	326 cm = ... m

	0,4 km = ... m = ... dm

	278 mm = ... cm = ... dm

	8,9 m = ... dm = ... cm = ... mm

	2.789 mm = ... cm = ... m

	4,5 dm = ... cm = ... mm



		Να γραφούν τα παρακάτω μήκη σε διάταξη από το μικρότερο στο μεγαλύτερο:



	2,35 m, 4,67 m, 1,12 m, 1,112 m, 4,7 m, 4,69 m  και 0,546 m

	203 dm, 20,5 m, 10.234 mm, 0,013 km και 2.045 cm



		Να στρογγυλοποιηθούν τα παρακάτω μήκη:



	5.832 mm στο πλησιέστερο m

	345 cm στο πλησιέστερο dm

	3,83 m στο πλησιέστερο m

	965 mm στο πλησιέστερο cm



		Να γίνουν οι παρακάτω μετατροπές:



	800 g = ... kg

	5,5 kg = ... mg

	3.450 mg = ... t

	3,9 kg = ... g

	0,04 t = ... g

	450 mg = ... kg



		Να συμπληρωθούν οι στήλες του Πίνακα 1.10:





	m2
	dm2
	cm2
	mm2




	6,324
	
	
	




	
	
	56.987
	




	
	
	
	1.456.238




	
	98,456
	
	





Πίνακας 1.10. Συμπλήρωση των τιμών του πίνακα.



	Στο κουρτινόξυλο της Εικόνας 1.38 να βρείτε το μήκος των τμημάτων Α και Β.
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Εικόνα 1.38 Διαστάσεις κουρτινόξυλου




	Για το υποστήριγμα επιτοίχιου ραφιού της Εικόνας 1.39 να υπολογιστεί το ελάχιστο ύψος του υλικού που θα χρειαστεί για να κατασκευαστεί.
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Εικόνα 1.39 Ύψος υποστηρίγματος επιτοίχιου ραφιού.



	Αν το ύψος της δοκού στην Εικόνα 1.40 είναι 0,01 m να υπολογιστούν τα παρακάτω:



	Το ύψος του δαπέδου συμπεριλαμβανομένων του κόντρα πλακέ και της μοριοσανίδας σε m.

	Το συνολικό ύψος του δαπέδου σε cm
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Εικόνα 1.40 Διαστάσεις ξύλινης δοκού.




	Να βρεθεί το συνολικό ύψος της ξύλινης κολώνας της Εικόνας 1.41 συμπεριλαμβανομένων και των δύο πλακών.
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Εικόνα 1.41 Διαστάσεις τμημάτων κολώνας.



		Να βρεθεί το μήκος x στη μερική κάτοψη του σπιτιού της Εικόνας 1.42.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.42 Διαστάσεις μερικής κάτοψης σπιτιού.
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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια

Σύνοψη

Προαπαιτούμενη γνώση
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2.2 Ισοδυναμία Κλασμάτων

2.3 Σύγκριση κλασμάτων

2.4 Πράξεις με κλάσματα

2.5 Ποσοστά

2.6 Αναλογίες και λόγος δύο αριθμών

2.7 Ανάλογα ποσά

2.8 Γραφική αναπαράσταση σχέσης αναλογίας

2.9 Προβλήματα αναλογιών

2.10 Αντιστρόφως ανάλογα ποσά

Λυμένες Ασκήσεις

Διαδραστικές Ερωτήσεις Αξιολόγησης

Προβλήματα

Βιβλιογραφία



Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		
	


	Βλ.
	Βλέπε




	ΜΚΔ
	Μέγιστος Κοινός Διαιρέτης




	ΕΚΠ
	Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο




	ΦΠΑ
	Φόρος Προστιθέμενης Αξίας




	m
	Meter (μέτρο)




	cm
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	km
	Kilometre (χιλιόμετρο)




	€
	Euro (Ευρώ)








Σύνοψη
		
Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην κατανόηση της έννοιας των κλασμάτων, των ποσοστών και των αναλογιών καθώς και στη χρησιμότητά τους σε εφαρμογές. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ενότητες για υπόδειξη εκτέλεσης πράξεων με κλάσματα, επίλυση προβλημάτων αναλογιών και γραφικές παραστάσεις για σχέσεις αναλογίας.




Προαπαιτούμενη γνώση
		
Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Άλγεβρας.






2.1 Η έννοια του κλάσματος



Η λέξη "κλάσμα" προέρχεται από την αρχαία ελληνική λέξη "κλαίω" ή "κλω" που σημαίνει κόβω, τεμαχίζω κάτι. Κλάσμα είναι το μαθηματικό σύμβολο το οποίο δηλώνει σε πόσα ίσα μέρη χωρίσαμε κάτι και πόσα μέρη πήραμε. Για παράδειγμα, να χωρίσουμε ένα γλυκό σε 7 κομμάτια και να πάρουμε τα 5. Ως προς τη μορφή του, ένα κλάσμα αποτελείται από τον αριθμητή, τον παρονομαστή και την κλασματική γραμμή.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.1 Η μορφή του κλάσματος.

 

Ο αριθμητής ενός κλάσματος εκφράζει πόσα από τα ισοδύναμα μέρη στα οποία είχαμε διαιρέσει κάτι έχουμε πάρει, ενώ ο παρoνομαστής αντιπροσωπεύει τον αριθμό των ισοδύναμων μερών. H κλασματική γραμμή είναι η γραμμή που χωρίζει τον παρoνομαστή από τον αριθμητή (βλ. Εικόνα 2.1) (Barrow, J. 2000). 

Κάθε κλάσμα αποτελεί μια μορφή διαίρεσης όπου ο αριθμητής έχει το ρόλο του διαιρετέου και ο παρονομαστής έχει το ρόλο του διαιρέτη. Οι ρόλοι των τμημάτων των κλασμάτων απεικονίζονται και σχηματικά στην Εικόνα 2.2.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.2 Το κλάσμα σε μορφή διαίρεσης.

 

Κάθε φυσικός αριθμός ν μπορεί να έχει τη μορφή κλάσματος με παρονομαστή ίσο με 1, δηλαδή  ν = ν/1. Η έννοια του κλάσματος επεκτείνεται και στην περίπτωση που ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή. Τότε το κλάσμα είναι μεγαλύτερο από το 1. Ο παρονομαστής σε οποιοδήποτε κλάσμα δεν μπορεί να είναι ίσος με 0.

Όταν ένα μέγεθος ή ένα σύνολο ομοειδών αντικειμένων το χωρίσουμε σε v ίσα μέρη, το κάθε ένα από αυτά ονομάζεται "νιοστό" και συμβολίζεται με 1/ν . Το τμήμα που αποτελείται από κ μέρη από τα  ν, το συμβολίζουμε με το κλάσμα κ/ν και το διαβάζουμε  "κάπα νιοστά". Δηλαδή   κ/ν = κ ∙ 1/ν. Ο αριθμός κ είναι ο αριθμητής, ο αριθμός ν είναι ο παρονομαστής και οι δύο μαζί καλούνται όροι του κλάσματος.

Κάποια κλάσματα ονομάζονται ειδικά αν είναι της μορφής 0/ν ή ν/ν με ν≠0. Για αυτά τα κλάσματα ισχύει: 0/ν = 0 και ν/ν = 1. Δηλαδή, αν ένα κλάσμα είναι ίσο με 0 αυτό σημαίνει ότι μόνο ο αριθμητής του είναι 0 και αν ένα κλάσμα είναι ίσο με 1 αυτό σημαίνει ότι οι όροι του κλάσματος είναι ίσοι(Khinchin, A. 1964).


Παράδειγμα :

 
Στο σχήμα της Εικόνας 2.3 ένα τετράγωνο έχει χωριστεί σε τριών ειδών μέρη με βάση το χρώμα. Να βρεθεί τι κλάσμα του τετραγώνου είναι το κάθε μέρος του.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.3 Τμήματα τετραγώνου που αντιστοιχούν σε κλάσματα.

 

Λύση:

Κάθε τρίγωνο από τα 4 μεγαλύτερα τρίγωνα στα οποία είναι χωρισμένο το τετράγωνο περιλαμβάνει 4 μικρότερα και ίσα τρίγωνα. Επομένως, τα συνολικά ίσα μέρη στα οποία είναι χωρισμένο το τετράγωνο είναι 16.

Το κίτρινο τμήμα περιλαμβάνει δύο μεγαλύτερα τρίγωνα και άρα 8 μικρότερα, οπότε το κλάσμα του κίτρινου τμήματος είναι 8/16 . Με πράσινο χρώμα υπάρχουν συνολικά 4 μικρότερα τρίγωνα οπότε το κλάσμα του πράσινου τμήματος είναι αντίστοιχα  4/16. Τα τμήματα με το γαλάζιο χρώμα είναι 4 και συνεπώς το κλάσμα που αντιστοιχεί στο γαλάζιο χρώμα είναι 4/16 .


2.1.1 Σύγκριση κλασμάτων με τη μονάδα


Η σύγκριση των κλασμάτων με τη μονάδα ουσιαστικά παραπέμπει στη σύγκριση μεταξύ αριθμητή και παρονομαστή του κλάσματος.


	Αν ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή, το κλάσμα είναι μεγαλύτερο του 1,  δηλαδή αν  κ/ν >1 τότε κ > ν και αντίστροφα,

	αν ο αριθμητής είναι μικρότερος από τον παρονομαστή το κλάσμα είναι μικρότερο του 1, δηλαδή αν κ/ν <1 τότε κ < ν και αντίστροφα,

	αν ο αριθμητής είναι ίσος με τον παρονομαστή, το κλάσμα είναι ίσο με 1, δηλαδή αν κ/ν = 1 τότε κ = ν και αντίστροφα.






2.2 Ισοδυναμία κλασμάτων


Δύο κλάσματα  α/β  και  γ/δ  λέγονται ισοδύναμα όταν εκφράζουν το ίδιο τμήμα ενός μεγέθους ή ίσων μεγεθών. Επειδή ακριβώς εκφράζουν το ίδιο τμήμα ενός μεγέθους είναι δηλαδή ίσα μεταξύ τους και γράφουμε: α/β = γ/δ . Για παράδειγμα, τα κλάσματα 2/3 και 10/15  είναι ισοδύναμα, δηλαδή 2/3 = 10/15 .

Αν δύο κλάσματα  α/β και γ/δ είναι ισοδύναμα, τότε αντίστοιχα είναι ίσα και τα  "χιαστί γινόμενα"  α ∙ δ = β ∙ γ  και αντίστροφα, π.χ. αφού 2/3 = 10/15 τότε ισχύει και 2 ∙ 15 = 3 ∙ 10  και αντίστροφα (Koshy, T. 2007).

Για να κατασκευάσουμε ισοδύναμα κλάσματα ή για να διαπιστώσουμε ότι δύο κλάσματα είναι ισοδύναμα, μπορούμε να εφαρμόζουμε τους παρακάτω κανόνες:


	Όταν πολλαπλασιαστούν οι όροι ενός κλάσματος με τον ίδιο φυσικό αριθμό, το κλάσμα που θα προκύψει θα είναι ισοδύναμο με το αρχικό. 

	2/3  = 2∙4/3∙4 =  8/12

	Όταν οι όροι ενός κλάσματος διαιρεθούν με τον ίδιο φυσικό αριθμό προκύπτει κλάσμα ισοδύναμο με το αρχικό.

	10/15 = 10:5/15:5 =  2/3


Η διαδικασία της διαίρεσης των όρων του κλάσματος με τον ίδιο φυσικό αριθμό λέγεται απλοποίηση και έχει ως αποτέλεσμα ένα κλάσμα με μικρότερους όρους και ισοδύναμο με το αρχικό.
 
Το κλάσμα εκείνο που δεν μπορεί να απλοποιηθεί (δεν υπάρχει κοινός διαιρέτης αριθμητή και παρονομαστή) λέγεται ανάγωγο όπως είναι το 7/12.

Για να κάνουµε απλοποίηση σε ένα κλάσµα, υλοποιούµε έναν από τους δύο τρόπους:


	1ος τρόπος: ∆ιαιρούµε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος µε τον ΜΚ∆ τους. Αν διαιρέσουµε απλά µε έναν κοινό τους διαιρέτη, πρέπει να κάνουµε πάλι την ίδια διαδικασία, µέχρι να καταλήξουµε σε ανάγωγο κλάσµα. Μέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθμών α και β είναι ο μεγαλύτερος κοινός διαιρέτης των α και β. Επειδή κάθε κοινός διαιρέτης είναι μικρότερος ή ίσος με τους α και β, αποδεικνύεται ότι υπάρχει μέγιστος διαιρέτης τους. Ο μέγιστος κοινός διαιρέτης των α, β συμβολίζεται με ΜΚΔ (α, β).

	2ος τρόπος: Αναλύουµε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή του κλάσµατος σε γινόµενο πρώτων παραγόντων και διαγράφουµε τους ίδιους όρους από τον αριθµητή και τον παρονοµαστή. Αν αναλύσουµε απλά σε γινόµενα, πρέπει να κάνουµε πάλι την ίδια διαδικασία, µέχρι να καταλήξουµε σε ανάγωγο κλάσµα.



Δύο ή περισσότερα κλάσματα εκτός από ισοδύναμα ή όχι χαρακτηρίζονται και ως ομώνυμα ή ετερώνυμα.




Όταν δύο ή περισσότερα κλάσματα έχουν τον ίδιο παρονομαστή λέγονται ομώνυμα και όταν έχουν διαφορετικούς παρονομαστές ονομάζονται ετερώνυμα.




Για παράδειγμα, τα κλάσματα 2/7  και 5/7  είναι ομώνυμα ενώ τα κλάσματα  2/7  και  5/3 είναι ετερώνυμα.

Για την μετατροπή των ετερώνυμων κλασμάτων σε ομώνυμα ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:


	Πριν από κάθε μετατροπή ετερώνυμων κλασμάτων σε ομώνυμα ελέγχουμε αν τα κλάσματα απλοποιούνται.

	Βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) των παρονομαστών των ανάγωγων ετερώνυμων κλασμάτων. Ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, ΕΚΠ, δύο ή περισσοτέρων φυσικών αριθμών, όπως δηλώνει ο όρος, είναι ο ελάχιστος (μικρότερος), φυσικός αριθμός που διαιρείται ακριβώς με καθένα εξ αυτών. Για την εύρεση του ΕΚΠ αναλύονται οι δοσμένοι αριθμοί σε γινόμενα πρώτων παραγόντων όπου και δημιουργείται ένα τελικό γινόμενο με τους κοινούς και μη κοινούς παράγοντες στη μεγαλύτερη φερόμενη δύναμη εκάστου. Το τελικό γινόμενο αυτό δίνει το ΕΚΠ των δοσμένων αριθμών.

	Διαιρούμε το ΕΚΠ με καθένα από τους παρονομαστές.

	Πολλαπλασιάζουμε τους δύο όρους του κάθε κλάσματος επί το αντίστοιχο πηλίκο της παραπάνω διαίρεσης.



Παράδειγμα:
 
Να απλοποιηθεί το κλάσμα  35/45 .


Λύση:


Ο ΜΚΔ (μέγιστος κοινός διαιρέτης) του αριθμητή και του παρονομαστή είναι: ΜΚΔ (35, 45) = 5.

Διαιρούμε τους όρους του κλάσματος με το 5 και έχουμε: 35/45  =  35:5/45:5 = 7/9 .

Το κλάσμα που δεν μπορεί να απλοποιηθεί (δεν υπάρχει κοινός διαιρέτης αριθμητή και παρονομαστή) λέγεται ανάγωγο. Το κλάσμα 7/12  είναι ανάγωγο αφού ο ΜΚΔ (7,12) = 1.

Παράδειγμα:


Να γίνουν ομώνυμα τα κλάσματα:  5/6  και 1/3 .


Λύση:

Συμφωνα με τη διαδικασία μετατροπής των ετερώνυμων σε ομώνυμα αρχικά βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο (ΕΚΠ) των παρονομαστών που στο συγκεκριμένο παράδειγμα είναι το 6 [ ΕΚΠ (3, 6) = 6].

Έπειτα διαιρούμε το ΕΚΠ με καθένα από τους παρονομαστές και πολλαπλασιάζουμε τους δύο όρους του κάθε κλάσματος επί το αντίστοιχο πηλίκο της παραπάνω διαίρεσης. 

Η διαίρεση του πρώτου κλάσματος με τον ΕΚΠ δίνει αποτέλεσμα 1 οπότε πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με 1.


5∙1/6∙1 =  5/6

Αντίστοιχα η διαίρεση του δεύτερου κλάσματος με τον ΕΚΠ δίνει αποτέλεσμα 2 οπότε πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με 2.
1∙2/3∙2  = 2/6





2.3 Σύγκριση κλασμάτων

Για τη σύγκριση κλασμάτων διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:



	Σύγκριση ομώνυμων κλασμάτων: Μεγαλύτερο είναι αυτό που έχει μεγαλύτερο αριθμητή για παράδειγμα ισχύει ότι 3/4 >  1/4 .


	Σύγκριση ετερώνυμων κλασμάτων: Τα μετατρέπουμε σε ομώνυμα και συγκρίνουμε τους αριθμητές. Τα κλάσματα  1/2  και  1/3 , αφού μετατραπούν σε ομώνυμα γίνονται  3/6  και  2/6  αντίστοιχα και επομένως αφού  3 > 2 ισχύει και οτι 3/6  > 2/6 .


	Κλάσματα με ίσους αριθμητές: Μεγαλύτερο είναι αυτό που έχει μικρότερο παρονομαστή. Για παράδειγμα αφού 4 < 6 ισχύει και οτι  2/4 > 2/6 .



Τα κλάσματα στα οποία ο αριθμητής είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή, λέγονται καταχρηστικά και είναι μεγαλύτερα από το 1 (Mkaouar, M. 2001).


Παράδειγμα:
 
Τοποθετήστε σε αύξουσα σειρά τα κλάσματα 3/8 , 7/5 , 2/3 , 1/2 .


Λύση:


Βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο όλων των παρονομαστών ΕΚΠ (2, 3, 5, 8) = 120, και στη συνέχεια διαιρούμε με τον κάθε παρονομαστή και προκύπτει:
120:8 = 15, 120:5 = 24, 120:3 = 40, 120:2 = 60.

Επομένως έχουμε:


3/8 = 3∙15/8∙15 = 45/120,   7/5 = 7∙24/5∙24 = 168/120 ,  2/3 = 2∙40/3∙40 = 80/120  και 1/2 = 1∙60/2∙60 = 60/120.
Αλλά 45 <60 <80 <168  και συνεπώς  45/120 < 60/120 < 80/120 < 168/120 ⇔  3/8 < 1/2 < 2/3 < 7/5.





2.4 Πράξεις με κλάσματα

Το κλάσμα είναι ρητός αριθμός. Όπως και όλοι οι αριθμοί, τα κλάσματα μπορούν να προστεθούν, να αφαιρεθούν, να πολλαπλασιαστούν και να διαιρεθούν (Shatzer, J. 2008). 


2.4.1 Πρόσθεση και Αφαίρεση κλασμάτων

Για την πρόσθεση και την αφαίρεση κλασμάτων ισχύουν τα εξής:

		Προσθέτουμε δύο ή περισσότερα ομώνυμα κλάσματα προσθέτοντας τους αριθμητές τους. Συγκεκριμένα ισχύει ότι α/γ  + β/γ  =  α+β/γ . Για παράδειγμα είναι: 7/5 +  2/5  =  7+2/5 = 9/5 .

	Προσθέτουμε ετερώνυμα κλάσματα αφού πρώτα τα μετατρέψουμε σε ομώνυμα. Για παράδειγμα έχουμε: 7/4 +  2/3 =  21/12 +  8/12 = 29/12 .

	Αφαιρούμε δύο ομώνυμα κλάσματα αφαιρώντας τους αριθμητές τους. Δηλαδή ισχύει ότι α/γ -  β/γ = α-β/γ, για παράδειγμα:  4/5 -  2/5 =  4-2/5 =  2/5.

	Αφαιρούμε δύο ετερώνυμα κλάσματα αφού τα μετατρέψουμε πρώτα σε ομώνυμα. Συνεπώς η αφαίρεση των κλασμάτων  7/4 και  2/3  μπορεί να πραγματοποιηθεί αφού γίνουν ομώνυμα. Δηλαδή: 7/4  -  2/3  =  21/12 -  8/12 = 13.

	Μερικές φορές αντί να γράφουμε 1 +  4/5, γράφουμε πιο απλά 1 4/5. Ο συμβολισμός αυτός που παριστάνει το άθροισμα ενός ακεραίου με ένα κλάσμα μικρότερο της μονάδας ονομάζεται μεικτός αριθμός.



Παράδειγμα:

Στη βιβλιοθήκη της Εικόνας 2.4 δίνεται το ύψος και το πλάτος του κάθε ραφιού. Να βρείτε το ποσοστό ύψους που καταλαμβάνει το κάθε ράφι.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.4 Ποσοστό ύψους του κάθε ραφιού της ραφιέρας.

 

Λύση:


Για να βρούμε το ποσοστό του ύψους της βιβλιοθήκης  στο οποίο αντιστοιχεί καθένα από τα ράφια πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε το συνολικό ύψος της βιβλιοθήκης. Με βάση τις διαστάσεις των ραφιών που δίνονται στην Εικόνα 2.4 έχουμε:
 
Συνολικό ύψος βιβλιοθήκης  = 10 + 8 + 8 + 2 = 28 cm.
Επομένως το πάνω ράφι καταλαμβάνει τα  10/28  ή  το 35,7% του ύψους της βιβλιοθήκης. Αντίστοιχα το μεσαίο και το κάτω ράφι καταλαμβάνουν τα  8/28  ή  το 28,5% του ύψους της βιβλιοθήκης το καθένα.


Παράδειγμα:

Να υπολογιστεί το άθροισμα και η διαφορά των κλασμάτων 3/12  και  7/20 .


Λύση:


Τα κλάσματα είναι ετερώνυμα και πρέπει πρώτα να μετατραπούν σε ισοδύναμα ομώνυμα.

Έχουμε ΕΚΠ (12, 20) = 60 , οπότε 60:12 = 5  και  60:20 = 3.

Άρα  3/12  =  3∙5/12∙5  =  15/60  και  7/20  =  7∙3/20∙3  =  21/60 .

Επειδή   21/60 > 15/60  μπορεί να υπολογιστεί η διαφορά:  7/20  -  3/12  =  21/60 -  15/60  =  6/60  =  6:6/60:6  =  1/10

και για την πρόσθεση έχουμε: 7/20 +  3/12  =  21/60  + 15/60  =  36/60  =  26:12/60:12  =  5/5.


Παράδειγμα:

Να βρεθεί η διαφορά: 15/4 - 1 και το αποτέλεσμα να γίνει μεικτός.


Λύση:

Είναι: 15/4 - 1  =  15/4  -  4/4  =  11/4 . Για να τρέψουμε το αποτέλεσμα σε μεικτό αριθμό εκτελούμε την ακέραια διαίρεση: 11 = 4 ∙ 2 + 3 και έχουμε 
 11/4 =  4∙2+3/4  =  2∙4/4  +  3/4  =  2 3/4 .



2.4.2 Πολλαπλασιασμός κλασμάτων



Για τον πολλαπλασιασμό κλασμάτων εφαρμόζονται οι ακόλουθοι κανόνες:


	Το γινόμενο δύο κλασμάτων είναι το κλάσμα που έχει αριθμητή το γινόμενο των αριθμητών και παρονομαστή το γινόμενο των παρονομαστών. Πιο αναλυτικά ισχύει:α/β ∙   γ/δ  =   α∙γ/β∙δ   για παράδειγμα:  3/2 ∙ 5/4  =  3∙5/2∙4  =  15/8 .

	Το γινόμενο ενός φυσικού αριθμού επί ένα κλάσμα είναι το κλάσμα με αριθμητή το γινόμενο του αριθμητή επί τον φυσικό αριθμό και με τον ίδιο παρονομαστή. Δηλαδή δεδομένου ότι λ ένας φυσικός αριθμός το γινόμενο με ένα κλάσμα γίνεται ως εξής:  λ ∙  α/β =  α∙λ/β. Για παράδειγμα: 7 ∙ 3/5  =  7∙3/5  =  21/5 .


Τα κλάσματα που έχουν γινόμενο ίσο με τη μονάδα ονομάζονται αντίστροφα. Για παράδειγμα, αφού γ/δ  ∙  δ/γ = 1, τα κλάσματα  γ/δ  και  δ/γ είναι αντίστροφα.


Στα κλάσματα ισχύουν όλες οι ιδιότητες των πράξεων των φυσικών αριθμών.


	Το 1 δεν μεταβάλλει το γινόμενο δηλαδή: 1 ∙  α/β  =  α/β  και  1∙ 2/3 = 2/3


	Αντιμεταθετική ιδιότητα: α/β ∙  γ/δ  =  γ/δ ∙  α/β, για παράδειγμα:  2/5 ∙  3/7  =  3/7   ∙  2/5


	Προσεταιριστική ιδιότητα: α/β ∙  (γ/δ ∙ ε/ζ) =  (α/β ∙  γ/δ)  ∙  ε/ζ  και αντίστοιχα:  2/3  ∙  (5/7  ∙  11/13) = (2/3  ∙  5/7) ∙ 11/13


	Επιμεριστική ιδιότητα: α/β  ∙  (γ/δ  + ε/ζ)  =  α/β  ∙  γ/δ  +  α/β  ∙  ε/ζ    ή     α/β  ∙  (γ/δ  -  ε/ζ)  =  α/β ∙ γ/δ  -  α/β  ∙  ε/ζ




Παράδειγμα:

Μία σανίδα είναι χωρισμένη σε 8 ίσα τμήματα (βλ Εικόνα 2.5). Αν κάθε τμήμα έχει μήκος  60 ∙ 2/3 cm να βρείτε το  συνολικό μήκος της σανίδας.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.5 Σανίδα διαμερισμένη σε ίσα τμήματα.

 

Λύση:

Αφού το καθένα από τα 8 τμήματα της σανίδας έχει μήκος 60 ∙ 2/3 cm για να βρούμε το συνολικό μήκος της σανίδας θα πολλαπλασιάσουμε το πλήθος των τμημάτων με το μήκος του κάθε τμήματος.

Επομένως έχουμε:


Μήκος Ταμπλό = 8 ∙ 60 ∙  2/3  =  480 ∙  2/3   =  480 ∙2/3   =  960/3   =   320 cm.

Παράδειγμα:

Να βρεθεί το γινόμενο:  5/7  ∙  11/6  ∙  8/5

Λύση:

Για την εύρεση του ζητούμενου γινομένου εκτελούμε πολλαπλασιασμό κλασμάτων:
5/7  ∙  11/6  ∙  8/5  =  3∙11∙8/7∙6∙5  =  264/210


2.4.3 Διαίρεση κλασμάτων

Οι κανόνες που εφαρμόζονται στη διαίρεση κλασμάτων είναι:


	Για να διαιρέσουμε δύο φυσικούς αριθμούς αρκεί να πολλαπλασιάσουμε τον διαιρετέο με τον αντίστροφο του διαιρέτη.  Στα μαθηματικά ο αντίστροφος ενός αριθμού x, συμβολίζεται με 1/x   ή    x-1. Έστω α και β φυσικοί αριθμοί, για τη διαίρεσή τους ισχύει:  α:β  = α ∙ 1/β =  α/β  , οπότε αντίστοιχα 5:4 =  5 ∙  1/4  =  5/4 .

	Για να διαιρέσουμε δύο κλάσματα αρκεί να πολλαπλασιάσουμε το πρώτο κλάσμα με το αντιστροφό του δευτέρου κλάσματος. Δηλαδή:  α/β  :  γ/δ  =  α/β  :  δ/γ . Για παράδειγμα ισχύει: 5/3 ∶7/4   =  5/3   ∙  4/7  =  20/21 .


Ένα κλάσμα του οποίου ένας τουλάχιστον όρος είναι επίσης κλάσμα ονομάζεται σύνθετο κλάσμα. Για να μετατρέψουμε ένα σύνθετο κλάσμα σε απλό θέτουμε στον αριθμητή του απλού κλάσματος το γινόμενο των άκρων όρων και στον παρονομαστή το γινόμενο των μέσων όρων. Οι άκροι και μέσοι όροι ενός σύνθετου κλάσματος αναπαρίστανται σχηματικά στην Εικόνα 2.6.
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Εικόνα 2.6 Μετατροπή σύνθετου κλάσματος σε απλό.

 

Παράδειγμα:


Να γίνουν απλά τα σύνθετα κλάσματα:





	α)
	[image: kl_01a]
	β)
	[image: kl_01b]






Λύση:




	α)
	[image: kl_01c]









	β)
	[image: kl_01d]







Παράδειγμα:


Να εκτελεστούν οι πράξεις:

[image: kl_02a]

Λύση:

[image: kl_02b]


Παράδειγμα:

Στην κατασκευή της Εικόνας 2.7 ένας αριθμός από ίσα τμήματα του κουφώματος εκτίθενται στις καιρικές συνθήκες. Να βρείτε το μήκος του κάθε τμήματος.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.7 Μήκος κουφώματος.

 

Λύση:

Από την Εικόνα 2.7 προκύπτει ότι το συνολικό μήκος των τμημάτων του κουφώματος που εκτίθενται στις καιρικές συνθήκες είναι 180 ∙ 2/5 cm και ο αριθμός των τμημάτων είναι 21. Διαιρώντας το συνολικό μήκος με το πλήθος των τμημάτων θα προκύψει το μήκος του κάθε επιμέρους τμήματος. Επομένως έχουμε: 

[image: kl_03]





2.5 Ποσοστά


Ποσοστό ενός ποσού είναι ένα μέρος του ποσού αυτού. Ποσοστό στα 100 είναι κάθε κλάσμα με παρονομαστή 100 και συμβολικά γράφεται %. Είναι η λογιστική γραφή του κλάσματος  ν/100 (Steinig, J. 1992).  Για παράδειγμα, το ποσοστό 25% ισούται με  25/100 =  0,25.
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Εικόνα 2.8 Σχηματική αναπαράσταση ποσοστών.

 

Όμοια, το ποσοστό ‰ (τοις χιλίοις) είναι ένας άλλος τρόπος γραφής ενός κλάσματος με παρονομαστή το 1.000 ή ενός δεκαδικού αριθμού που εκφράζει χιλιοστά. Για παράδειγμα το  25‰ =  25/1.000 = 0,025.

Τα ποσοστά μπορούν να παρασταθούν σε σχηματική μορφή με πίνακα, με ραβδογράμματα, με ορθογώνια διαγράμματα και με κυκλικά διαγράμματα (Εικόνα 2.8).

Ένα δεκαδικό ή ακέραιο αριθμό μπορούμε εύκολα να τον μετατρέψουμε σε ποσοστό % αν τον πολλαπλασιάσουμε επί 100 (μετακινούμε την υποδιαστολή κατά δύο θέσεις δεξιά) και προσθέσουμε στο τέλος το σύμβολο του ποσοστού (%). Για παράδειγμα ο αριθμός 0,5 αντιστοιχεί στο 50%, ο αριθμός 0,75 στο 75%, ο 0,825 στο 82,5% και ο 1 στο 100%.

Ένα κλάσμα μπορούμε να το μετατρέψουμε σε ποσοστό % με τους εξής τρόπους:


	Αν το μετατρέψουμε σε ισοδύναμο κλάσμα με παρονομαστή το 100, 
π.χ  1/2 =  1∙50/2∙50 =  50/100 = 50%

	ή αν κάνουμε τη διαίρεση ανάμεσα στους όρους του,
π.χ  1/2 = 0,5 = 50%




Παράδειγμα:

Να γραφούν ως ποσοστά τα κλάσματα:
 α)   4/5 ,  β)  84/93


Λύση:


α)   4/5  =  4∙20/5∙20  =  80/100 = 80%



β)  84/93  =  0,90  =  90/100  = 90%



2.5.1 Προβλήματα με ποσοστά

Σε ένα πρόβλημα ποσοστών ο στόχος είναι να υπολογιστεί ένα η περισσότερα ποσοστά διαφοροποίησης κάποιων τελικών τιμών αναφορικά με κάποιες αρχικές τιμές. Για παράδειγμα, αν η τιµή ενός προϊόντος αυξήθηκε κατά 15% από την αρχική που ήταν 20€. Η τελική τιμή του προϊόντος που προκύπτει από την ποσοστιαία αυξηση υπολογίζεται ως 20 + 20 ∙ 0,15 = 20 + 3 = 23€.

Αρχική τιμή είναι η τιμή του αρχικού ποσού πάνω στην οποία υπολογίζεται το ποσοστό.

Τελική τιμή είναι η τιμή που προκύπτει όταν το ποσοστό αφαιρεθεί ή προστεθεί στην αρχική τιμή.

Για τον υπολογισμό των προβλημάτων με ποσοστά βρίσκουμε την αρχική τιμή αν δεν δίνεται και τη διαφορά (αύξηση ή μείωση) της αρχικής από την τελική τιμή. Το ποσοστό είναι ίσο με το πηλίκο της διαφοράς προς την αρχική τιμή.

[image: 01]
Παράδειγμα:

Μια πολυθρόνα μπερζέρα πωλείται 130€, ενώ στις εκπτώσεις πωλείται 104€. Ποιο είναι το ποσοστό της έκπτωσης;

Λύση:

Από τα δεδομένα του προβλήματος γνωρίζουμε:

	Τιμή πριν την έκπτωση = 130€ (Αρχική τιμή)

	Τιμή μετά την έκπτωση = 104€ (Τελική τιμή) 


Και το ζητούμενο είναι το ποσοστό της έκπτωσης επί τοις εκατό %.

Σύμφωνα με τον πρώτο τρόπο εύρεσης των ποσοστών βρίσκω την διαφορά της αρχικής από την τελική τιμή δηλαδή: 130 - 104 = 26€. Συνεπώς το ποσοστό υπολογίζεται από το πηλίκο:

[image: 02]



2.6 Αναλογίες και λόγος δύο αριθμών


Λόγος δύο ομοειδών μεγεθών, που εκφράζονται με την ίδια μονάδα μέτρησης, είναι το πηλίκο των μέτρων τους. Πιο απλά λόγος ενός αριθμού α προς το διάφορο του μεδενός αριθμού b είναι το κλάσμα α/β = λ για το οποίο ισχύει α = λ ∙ β.


Η ισότητα δύο ή και περισσότερων λόγων (κλασμάτων) ονομάζεται αναλογία, δηλαδή: α/β =  γ/δ. Κάθε σχέση αναλογίας α/β =  γ/δ  είναι ισοδύναμη με τη σχέση α ∙ δ = β ∙ γ .


Δύο σχήματα λέγονται όμοια όταν το ένα αποτελεί σμίκρυνση ή μεγέθυνση του άλλου. Ο λόγος της απόστασης δύο σημείων μιας εικόνας ενός αντικειμένου προς την πραγματική απόσταση των δύο αντίστοιχων σημείων του αντικειμένου, ονομάζεται κλίμακα.


[image: 03]
Αν οι λόγοι των αντιστοίχων πλευρών δύο παραλληλογράμμων είναι ίσοι, τότε αυτοί θα είναι ίσοι και με το λόγο των περιμέτρων τους (Swan, M. 2001).


Παράδειγμα:


Μετρούμε μια απόσταση σε χάρτη με κλίμακα 1:10.000.000 και τη βρίσκουμε ίση με 2,4 cm. Ποια είναι η πραγματική απόσταση των δύο σημείων;


Λύση:


Αφού δίνεται η κλίμακα 1:10.000.000, στο 1cm του χάρτη αντιστοιχούν 10.000.000 cm στην πραγματικότητα.

Συνεπώς, αν τα  2,4 cm του χάρτη αντιστοιχούν σε x cm στην πραγματικότητα  θα έχουμε: 24/x =  1/10.000.000.

Επομένως ισχύει ότι:
1 • x  =  2,4 • 10.000.000   ή   x = 24.000.000 cm = 240.000 m = 240 km.




2.7 Ανάλογα ποσά


Δύο ποσά λέγονται ανάλογα αν μεταβάλλονται με τέτοιο τρόπο ώστε όταν οι τιμές του ενός πολλαπλασιάζονται με έναν αριθμό τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου να πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο αριθμό (Swan, M. 2001).

Δύο ποσά x και y είναι ανάλογα, όταν οι αντίστοιχες τιμές τους δίνουν πάντα το ίδιο πηλίκο:  y/x = α. Το πηλίκο α λέγεται συντελεστής αναλογίας.



		Τα ανάλογα ποσά x και y συνδέονται με τη σχέση y = α ∙ x όπου α ο συντελεστής αναλογίας.

	Όταν το ποσό y είναι ποσοστό του ποσού x, τα δύο ποσά συνδέονται με τη σχέση   y =  α/100 ∙ x  και είναι ανάλογα με συντελεστή αναλογίας το  α/100 ή α%.






Η σχέση αναλογίας  y = α • x εκφράζει μια συσχέτιση των ποσοτήτων x και y.

Συγκεκριμένα, ο πολλαπλασιασμός του ενός ποσού με κάποιον συντελεστή, έστω  κ, αντιστοιχεί σε πολλαπλασιασμό και του άλλου ποσού επίσης με κ.

Για τον υπολογισμό των αναλογιών σε προβλήματα ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:


	Κατασκευάζουμε τον πίνακα ποσών και τιμών. Πρόκειται για πίνακα όπου στο πρώτο κελί της κάθε γραμμής βάζουμε το μέγεθος που μας ενδιαφέρει και στα επόμενα δύο κελιά της γραμμής βάζουμε την αρχική και τελική τιμή του.

	Εξετάζουμε αν τα ποσά είναι ανάλογα.

	Χρησιμοποιούμε μεταβλητή για την άγνωστη τιμή.

	Σχηματίζουμε την αναλογία και την αντίστοιχη εξίσωση.

	Βρίσκουμε τον άγνωστο όρο της αναλογίας λύνοντας την εξίσωση που σχηματίστηκε.



Παράδειγμα:

Τα 5 μέτρα ύφασμα για καναπέ κοστίζουν 30 €. Πόσο κοστίζουν τα 12 μέτρα;

Λύση:





	Ποσά
	Τιμές





	Μήκος υφάσματος σε μέτρα
	5
	12





	Αξία σε €
	30
	x






Πίνακας 2.1. Πίνακας ποσών και Τιμών για την αναλογία μήκος υφάσματος και αξία.


Τα ποσά μήκος υφάσματος και αξία είναι ανάλογα ποσά (το διπλάσιο μήκος έχει διπλάσια αξία).

Στα ανάλογα ποσά οι λόγοι των τιμών τους είναι ίσοι. Σχηματίζουμε τον Πίνακα  2.1 ποσών και τιμών και με βάση τα παραπάνω υπολογίζουμε τον άγνωστο όρο. Η αναλογία είναι:



[image: 04] 




Επομένως παίρνοντας τα χιαστί γινόμενα έχουμε:  5 ∙ x = 30 ∙12=360.

Άρα x = 360∶ 5 = 72 και έτσι τα 12 μέτρα υφάσματος κοστίζουν 72 ευρώ.






2.8 Γραφική αναπαράσταση σχέσης αναλογίας


Τα ανάλογα ποσά συνδέονται με μία σχέση της μορφής y = α ∙ x. Τα σημεία που αντιστοιχούν στα ζεύγη τιμών (x, y) δύο ανάλογων ποσών βρίσκονται πάνω σε μία ευθεία με αρχή την αρχή Ο (0, 0) των αξόνων. 

Θα σχεδιάσουμε για παράδειγμα τη γραφική παράσταση της σχέσης αναλογίας y = 3x με τη βοήθεια του παρακάτω πίνακα τιμών (βλ. Πίνακας 2.2).




	x
	0
	1
	2
	3



	y
	0
	3
	6
	9




Πίνακας 2.2. Πίνακας τιμών για τη σχέση y = αx. 


Επομένως για κάθε τιμή του x και του y εντοπίζουμε ένα σημείο και αν το ενώσουμε με τα υπόλοιπα που προκύπτουν δημιουργείται η ημιευθεία της Εικόνας 2.9.
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Εικόνα 2.9 Γραφική αναπαράσταση σχέση αναλογίας.

 


2.9 Προβλήματα αναλογιών

Για να διαπιστώσουμε αν δύο ποσά είναι ανάλογα χρησιμοποιούμε τα παρακάτω:


	Τον ορισμό των ανάλογων ποσών. Εξετάζουμε αν τα ποσά που μεταβάλλονται είναι τέτοια ώστε όταν οι τιμές του ενός ποσού πολλαπλασιάζονται με έναν αριθμό, τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο αριθμό. 


	Για παράδειγμα αν 15 = 5 ∙ 3  πρέπει  24 = 8 ∙ 3   και  αν  2,5 = 5 ∙ 1/2  πρέπει  4,5 = 9 ∙  1/2 .



	Τη σχέση y = α ∙ x. Εξετάζουμε αν τα ποσά συνδέονται με μια σχέση αναλογίας.


	Για παράδειγμα:  Κόστος σετ πιάτων= 2€ ∙ αριθμός πιάτων (2€ το πιάτο).


	Τη σχέση  y/x = α. Εξετάζουμε αν όλες οι αντίστοιχες τιμές των δύο ποσών έχουν σταθερό λόγο. 


	Παράδειγμα της συγκεκριμένης περίπτωσης απεικονίζεται στον Πίνακα  2.3 που ακολουθεί.





	x
	y
	y/x = 2



	4
	8
	8/4 = 2


	

	6,5
	13
	13/6,5 = 2



	9
	18
	18/9 = 2




Πίνακας 2.3. Πίνακας τιμών για τη σχέση y/x = α.


Παράδειγμα:

Το βάρος μας στο φεγγάρι και το βάρος μας στη γη είναι ποσά  ανάλογα. Ένας αστροναύτης ζυγίζει στο φεγγάρι 13Kg και στη γη 78Kg. Πόσο θα ζυγίζει στο φεγγάρι ένα παιδί που στη γη έχει βάρος 52Kg;

Λύση:

Από τα δεδομένα του προβλήματος δημιουργείται ο Πίνακας 2.4:




	Βάρος στη γη
	78
	52




	Βάρος στο φεγγάρι
	13
	x




Πίνακας 2.4. Πίνακας αναλογιών για την αναλογία βάρος στη γή και βάρος στο φεγγάρι.


Σύμφωνα με την αναλογία του βάρους στη γη με το φεγγάρι ισχύει: 

	78 ∙ x = 13 ∙ 52 ⇒ 78 ∙ x = 676  άρα  x = 8,66.





2.10 Αντιστρόφως ανάλογα ποσά


Δύο ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα όταν η μεταβολή τους είναι τέτοια ώστε όταν το ένα μέγεθος πολλαπλασιάζεται με έναν αριθμό το άλλο να διαιρείται με τον ίδιο αριθμό.

Όταν δύο ποσά x και y είναι αντιστρόφως ανάλογα το γινόμενο των αντίστοιχων τιμών τους παραμένει σταθερό: y · x = α,  α ≠ 0.

Ο Πίνακας 2.5 που ακολουθεί περιλαμβάνει αντιστρόφως ανάλογα ποσά καθώς και το γινόμενό τους.




	x
	y
	x ∙ y = 30



	5
	6
	5 ∙ 6 = 30 



	15
	2
	15 ∙ 2 = 30



	2,5
	12
	2,5 ∙ 12 = 30




Πίνακας 2.5. Πίνακας τιμών για τη σχέση y/x = α.



Στην περίπτωση που α = 1, τα x και y είναι αντίστροφοι αριθμοί.

Τα σημεία που παριστούν τα ζεύγη (x, y) βρίσκονται σε μία καμπύλη γραμμή. Η καμπύλη αυτή ονομάζεται υπερβολή. Η υπερβολή δεν τέμνει ποτέ τους ημιάξονες Οx και Οy, διότι οι συντεταγμένες των σημείων της δεν παίρνουν ποτέ την τιμή  0 (βλ. Εικόνα 2.10).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.10 Η υπερβολή  y = α/x.

 

Παράδειγμα:

Οι 10 εργάτες τελειώνουν ένα έργο σε 20 ημέρες. Σε πόσες ημέρες θα τελειώσουν το ίδιο έργο οι 5 εργάτες;


Λύση:

Οι διπλάσιοι εργάτες θα τελειώσουν το έργο στις μισές ημέρες. Οι μισοί εργάτες θα τελειώσουν το έργο σε διπλάσιες ημέρες. Συνεπώς τα ποσά ημέρες και εργάτες είναι αντιστρόφως ανάλογα (βλ. Πίνακα 2.6). 




	Εργάτες
	10
	5



	Ημέρες
	20
	x




Πίνακας 2.6. Πίνακας αναλογιών για τα αντιστρόφως ανάλογα ποσά αριθμός εργατών και ημέρες.



Στα αντιστρόφως ανάλογα ποσά τα αντίστοιχα γινόμενα είναι ίσα.

Συνεπώς: 5 ∙ x = 10 ∙ 20 ⇒ 5 ∙ x = 200 ⇒ x = 40



Λυμένες ασκήσεις


	Κατά το σχεδιασμό μιας σκάλας δίνονται οι λόγοι και τα μήκη του πλάτους και του ύψους των διαφόρων τμημάτων των σκαλιών. Να υπολογίσετε το ύψος Α και το μήκος Β του σχεδίου της σκάλας (βλ. Eικόνα 2.11).



Λύση:



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.11 Διαστάσεις σχεδίου σκάλας.

 

Για τον υπολογισμό του μήκους Α θα προσθέσουμε τα μήκη των οριζόντιων επιφανειών των σκαλιών και θα αφαιρέσουμε τα μήκη των επιφανειών που συνδέουν τα σκαλοπάτια μεταξύ τους. 

Είναι: Μήκος Α= 10 -  13/16 + 10  -  13/16  + 10 -   7/8  + 10  -  7/8 .

Τα κλάσματα είναι ετερώνυμα και πρέπει πρώτα να μετατραπούν σε ισοδύναμα ομώνυμα.

Έχουμε: ΕΚΠ(1,8,16) = 16 οπότε 16:1 = 16  και 16:8 = 2.

Επομένως: Μήκος Α=  160/16  -   13/16  +  160/16   -  13/16  +  160/16  -   14/16  +  160/16  -   14/16  =  586/16  =  36,62 cm

Αντίστοιχα για τον υπολογισμό τους ύψους Β της σκάλας προσθέτουμε τα ύψη των επιαφανειών που συνδέουν τα σκαλοπάτια.

Είναι: Ύψος Β =7 1/2 +  13/16  +  13/16  +  7/8  +  7/8 , και στη συγκεκριμένη παράσταση τα κλάσματα είναι ετερώνυμα, και ΕΚΠ (2, 8, 16) = 16, οπότε 16:2 = 8 και 16:8 = 2.
 
Άρα μετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα και συνεχίζουμε την πρόσθεσή τους: Ύψος Β  =  56/16  +  13/16  +  13/16  +  14/16  +  14/16  =  110/16  =  6,87cm


	Στο φράχτη της Εικόνας 2.12 αν κάθε τμήμα έχει ύψος 5 1/2 cm, να βρείτε το ύψος του φράχτη.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.12 Το ύψος των τμημάτων ενός φράχτη.

 

Λύση:

Για να βρούμε το συνολικό ύψος του φράχτη αρκεί να προσθέσουμε το ύψος των τμημάτων που περιλαμβάνει. Οπότε έχουμε:

Ύψος =   3/4 + 5   1/2  +  8 + 5   1/2 + 8 + 10.

Μετατρέπουμε τα κλάσματα σε ομώνυμα με χρήση του ΕΚΠ. Είναι ΕΚΠ (1, 2, 4) = 4 οπότε 4:1 = 4 και 4:2 = 2.

Επιπλέον είναι: Ύψος =   3/4 +   10/4  +   16/4  +   10/4  +   16/4  +   40/4  =   95/4  =  23,75 .

Συνεπώς το ύψος του φράχτη είναι 23,75 cm.


		Για την κατασκευή ποδιού τραπεζαρίας ορθογωνικής διατομής με εμβαδό 200 cm2   το κόστος ανέρχεται στα 70€. Για το πόδι  της Εικόνας 2.13 με εμβαδό 325 cm2  ποιο θα είναι το κόστος ;




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.13 Πόδια τραπεζαρίας ορθογωνικής διατομής.

 

Λύση:


Εφόσον πρόκειται για ποσά ανάλογα προκύπτει ο Πίνακας αναλογιών 2.7.




	Εμβαδό
	200
	325



	Αξία σε ευρώ
	70
	x





Πίνακας 2.7. Πίνακας αναλογιών για ποσά εμβαδό ποδιού και αξία.


Συνεπώς:  200/75  =  325/x ⇔ 200 ∙ x = 325 ∙ 75  ⇔ 200 ∙ x = 24.375  άρα   x = 121, 87 ευρώ .

		Τα 3/5 του φύλλου μελαμίνης για ένα γραφείο κοστίζουν 27 ευρώ. Πόσο κοστίζουν τα 8/9 του φύλλου μελαμίνης που θα χρειαστούν για το γραφείο;



Λύση:


Τα   3/5 του φύλλου μελαμίνης κοστίζουν 27€. Άρα το   1/5   κοστίζει  27:3 = 9€.

Τα  5/5  κοστίζουν 5 ∙ 9€ = 45€.

Για να βρούμε την τιμή του όλου ξεκινάμε από την τιμή του μέρους και υπολογίζουμε την τιμή της μονάδας ( κάνουμε δηλαδή όπως λέμε "αναγωγή στη μονάδα" ).

Τα   9/9  κοστίζουν 45€. Άρα το  1/9   κοστίζει   45/9  =  5 €.

Έτσι τα   8/9  κοστίζουν 8 ∙ 5 = 40€.

Διότι ισχύει:  1 =  5/5  =  9/9



		Να μετατραπούν σε ομώνυμα τα κλάσματα  3/5 ,  2/3   και   5/20 .



Λύση:


Το κλάσμα   5/20 μπορεί να απλοποιηθεί διαιρώντας με το ΜΚΔ (5, 20) = 5 οπότε έχουμε: 
 5:5/20:5  =  1/4.

Για τα κλάσματα   3/5  ,   2/3   και   1/4  βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών τους και έχουμε: ΕΚΠ (5, 3, 4) = 60.

Στη συνέχεια διαιρούμε το ΕΚΠ με τους παρονομαστές: 60:5 = 12, 60:3 = 20  και  60:4 = 15.

Τέλος πολλαπλασιάζουμε και τους δύο όρους του κάθε κλάσματος με τα αποτελέσματα των παραπάνω διαιρέσεων και έχουμε:

3/5 =   3∙12/5∙12  =  36/60 .

2/3 =   2∙20/3∙20  =  40/60 .

1/4 =   1∙15/4∙15  =  15/60 .


Επομένως τα αρχικά κλάσματα μετατράπηκαν στα ισοδύναμα ομώνυμα:  36/60 ,   40/60 ,  15/60 .


	

	Να συγκριθούν τα κλάσματα: 



 α)  3/5  και  3/9
 
 β)  7/8   και   4/8   και

 γ)  8/15  και   12/18 .

Λύση:


α)  3/5  >  3/9 αφού 5 < 9.

β)  7/8  >  4/8 αφού 4 < 7.

γ) Είναι   8/15  =  8∙6/15∙6  =  48/90   και   12/18  =  12∙5/18∙5  =   60/90   και  επειδή 48 < 60 ισχύει   48/90 <  60/90  δηλαδή   8/15 < 12/18 .


	
	Να γραφούν σε μορφή κλάσματος τα ποσοστά:


α) 12%  και

β) 32,5%.


Λύση:


α) 12% =  12/100  =  12:4/100:4  =  3/25

β) 32,5% =   32,5/100  =   325/1.000  =  13/40


		Ποσό 1.000€ κατατέθηκε σε λογαριασμό ταμιευτηρίου με επιτόκιο 5%. Πόσος είναι ο τόκος που θα αποδώσει το κεφάλαιο αυτό μετά από 18 μήνες αν οι τόκοι προστίθενται στο κεφάλαιο κάθε χρόνο;



Λύση:


Θεωρούμε γνωστό ότι: Τόκος = Κεφάλαιο · Επιτόκιο.

Άρα: Τόκος α΄ έτους είναι:  1.000€ ∙ 5% = 1.000€ ∙  5/100 = 50€.

Στο τέλος των 12 μηνών το κεφάλαιο θα γίνει: 1.000€ + 50 € = 1.050€.

Ο τόκος στους επόμενους 6 μήνες θα είναι τα   6/12 του ετήσιου τόκου δηλαδή:


	1.050€ ∙ 5% ∙   6/12  = 1.050€ ∙  5/100  ∙   6/12  = 26,25€.


Ο συνολικός τόκος που απέδωσαν τα 1.000 € σε 18 μήνες είναι:

 	50€ + 26,25€ = 76,25€.




		Ένα δισκοπρίονο κόβει 96 πλάκες ξύλου σε 30 λεπτά της ώρας. Σε πόσο χρόνο θα κόψει 576 πλάκες ξύλου;



Λύση:


Τα ποσά είναι ανάλογα.  Δημιουργούμε τον Πίνακα 2.8 των αναλογιών:




	Σελίδες
	96
	576



	Λεπτά
	30
	x




Πίνακας 2.8.  Πίνακας αναλογιών για ποσά αριθμός σελίδων και λεπτά.

            
Συνεπώς:  96/30  =  576/x  ⇔  3,2/1 =  576/x   οπότε  3,2x = 576 ⇒ x = 576:3,2

και άρα τα λεπτά που θα χρειαστούν για να κοπούν οι 576 πλάκες είναι:

 x = 180 λεπτά



	Μια ομάδα στρατιωτών από 12 άνδρες έχει τρόφιμα για 36 ημέρες. Στην ομάδα των στρατιωτών ήρθαν ακόμη 6 νεοσύλλεκτοι. Πόσες ημέρες θα καταφέρει να περάσει η ομάδα με τα τρόφιμα;



Λύση:


Τα ποσά είναι αντιστρόφως ανάλογα. Το πρόβλημα μπορεί να λυθεί με πίνακα ποσών και τιμών (βλ. Πίνακας 2.9).




	Αριθμός στρατιωτών
	12
	18



	Αριθμός ημερών
	36
	x





Πίνακας 2.9.  Πίνακας αναλογιών για ποσά αριθμός στρατιωτών και ημερών.


Το 18 προήλθε από το άθροισμα των 12 ανδρών και των 6 νεοσύλλεκτων.

Σχηματίζουμε την εξίσωση των ίσων γινομένων: 


	18 ∙ x = 12 ∙ 36  οπότε  18 ∙ x = 432   άρα   x = 432:18   και  προκύπτει  x = 24.


Συνεπώς η ομάδα των στρατιωτών θα περάσει 24 ημέρες με τα υπάρχοντα τρόφιμα.





Διαδραστικές Ερωτήσεις Αξιολόγησης


		Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λάθος στον Πίνακα 2.10.





	α) Το κλάσμα   3/4 είναι μικρότερο του 1.
	Σ
	Λ




	β) Το  1/5  του 100 είναι 25. 
	Σ
	Λ




	γ) Τα 20 λεπτά της ώρας είναι τα   2/6  της ώρας.
	Σ
	Λ




	δ) Υπάρχει κλάσμα με παρονομαστή 0.
	Σ
	Λ























Πίνακας 2.10.  Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.


	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση:
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	12 [image: Te]

	4[image: Te]

	9[image: Te]

	6[image: Te]
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	7[image: Te]

	6 [image: Te]

	4[image: Te]

	3[image: Te]
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	7[image: Te]

	6[image: Te]

	28[image: Te]

	12[image: Te]
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	2[image: Te]

	3[image: Te]

	28[image: Te]

	12[image: Te]













	Χαρακτηρίστε τα παρακάτω αθροίσματα με (Σ) αν είναι σωστά και με (Λ) αν είναι λάθος στον Πίνακα 2.11.





	Α.  8/10  +   4/10 = 6/5
	Σ
	Λ




	Β.  5/9  +   4/9 = 1
	Σ
	Λ



	Γ.  45/90  +  19/90 = 2
	Σ
	Λ



	Δ.  16/12  +   8/12 = 4
	Σ
	Λ






















Πίνακας 2.11. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.




Προβλήματα



		Για το τραπέζι της Εικόνας 2.14 να βρείτε την περίμετρο και το εμβαδό της επιφάνειας του τραπεζιού. Να υπολογίσετε σε εκατοστά το ύψος των ποδιών και την περίμετρό τους. Δίνεται ότι το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι Ε = μήκος ∙ πλάτος  και η περίμετρός του  Π = 2 ∙ μήκος + 2 ∙ πλάτος.



 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.14 Διαστάσεις τραπεζιού.

 

		Στο ερμάριο της Εικόνας 2.15 να βρείτε: α) Ποιο είναι το συνολικό μήκος των ραφιών στο ερμάριο. β) Την ενδιάμεση απόσταση που καλύπτει το υλικό στην επιφάνεια του ραφιού.


 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.15 Διαστάσεις ερμαρίου.



		Για την κατασκευή του πατώματος ενός σαλονιού χρειάζονται 126 σανίδες πλάτους 0,16 μέτρων. Πόσες σανίδες θα χρειαστούν αν το πλάτος τους είναι 0,08 μέτρα;



		Βρες ποιο μέρος του κιλού είναι τα:  α) 100,  β) 250,  γ) 500,  δ) 600 γραμμάρια.



		Ποιο μέρος:  α) του μήνα,  β) του εξαμήνου,  γ) του έτους είναι οι 15 ημέρες;



		Ποιοι κλασματικοί αριθμοί μπορούν να τοποθετηθούν στα σημεία Α, Β, Γ, Δ της Eικόνας 2.16;




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 2.16 Κλασματικά σημεία σε άξονα.

 


		Σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο η μια πλευρά του είναι 33 εκατοστά και η άλλη τα   3/11  της πρώτης. Να βρείτε την περίμετρο του ορθογωνίου.



		Να απλοποιήσετε τα κλάσματα: α)  25/30 , β)  12/9 , γ)  32/56 .



		Να βρείτε ποια από τα κλάσματα είναι ανάγωγα: α)  32/30 ,  β)  15/14  ,  γ)  51/16  και   δ)  26/50 .



		Να γίνουν ομώνυμα τα παρακάτω κλάσματα:



	α)  3/5  και  7/9 ,

	β) 7/8   και   3/10  ,

	γ) 11/3  και   7/12 .




		Ποιο κλάσμα πρέπει να προσθέσουμε στο  3/8  για να βρούμε άθροισμα   5/9  ;



		Υπολογίστε τα γινόμενα: α)  3/5  ∙  7/8   , β)   3  ∙  3/4 ,  γ)  4/9  ∙  5/9.



		Ποια θα είναι η τιμή πώλησης ενός παλτού αξίας 150€ με επιβάρυνση ΦΠΑ 23%;



		Αν οι διαστάσεις ενός δωματίου σε ένα σχέδιο με κλίμακα 1∶ 250 είναι 3 x 5 οι πραγματικές διαστάσεις του δωματίου θα είναι  ...  x ... .



		Ο Νικόλας αγόρασε 5 τετράδια και έδωσε 12, 25€. Πόσα χρήμστα θα δώσει για να αγοράσει 8 τετράδια;



		Δύο ποσά x και y είναι ανάλογα με συντελεστή αναλογίας  α = 1,5.



		Δημιούργησε έναν πίνακα τιμών των δύο ποσών, ο οποίος να περιέχει τουλάχιστον δύο ζεύγη τιμών.

		Βρες τα σημεία που αναπαριστούν τα ζεύγη τιμών του πίνακά σου.

    	Σχεδίασε τη γραφική αναπαράσταση της σχέσης αναλογίας των ποσών x και y, σε ένα ορθοκανονικό σύστημα ημιαξόνων.




	Το πετρέλαιο που υπάρχει στη δεξαμενή μιας πολυκατοικίας επαρκεί για 30 ημέρες όταν καταναλώνονται 80 lt την ημέρα. Όταν το κρύο δυναμώνει η ημερήσια κατανάλωση αυξάνεται κατά 20%. Για πόσες ημέρες θα υπάρχει πετρέλαιο όταν έχουμε δυνατό κρύο;



	Η μηνιαία κάρτα απεριορίστων διαδρομών στοιχίζει 12€ και η τιμή της θα αυξηθεί κατά 75%. Το εισιτήριο στο αστικό λεωφορείο είναι 0,7€ και θα αυξηθεί κατά 50%. Ένας εργαζόμενος χρησιμοποιεί λεωφορείο για να μετακινείται από και προς την εργασία του είκοσι φορές το μήνα. Τον συμφέρει η χρήση της κάρτας ή όχι;



	Για να επιστρωθεί η πλατεία ενός χωριού με τσιμεντόπλακες πρέπει να εργαστούν 8 εργάτες για 5 ημέρες. Πόσοι εργάτες θα τελειώσουν την πλακόστρωση σε 2 ημέρες;
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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		
	


	Βλ.
	Βλέπε




	ΕΚΠ	
	Ελάχιστο Κοινό Πολλαπλάσιο
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Σύνοψη
		
Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην κατανόηση των εννοιών της εξίσωσης και της ανισότητας. Συγκεκριμένα, παρουσιάζονται οι πρωτοβάθμιες και οι δευτεροβάθμιες εξισώσεις καθώς και οι πρωτοβάθμιες ανισώσεις. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους επίλυσης των γραμμικών συστημάτων.


Προαπαιτούμενη γνώση
		
Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Άλγεβρας και αλγεβρικών πράξεων.



3.1 Η έννοια της μεταβλητής



Μεταβλητή ονομάζεται το γράμμα ή ο συνδυασμός γραμμάτων και συμβόλων που χρησιμοποιούμε σε μια αριθμητική παράσταση, για να δηλώσουμε έναν αριθμό που είναι άγνωστος και μπορεί να πάρει διάφορες τιμές (Curle, N. 1971). 

Στα Μαθηματικά χρησιμοποιούμε πολύ συχνά το γράμμα  "x"  για να αναπαραστήσουμε μια μεταβλητή χωρίς αυτό να είναι υποχρεωτικό. Μερικά παραδείγματα αναπαράστασης με χρήση μεταβλητών είναι: ένας αριθμός αυξημένος κατά δύο με x+2, το τριπλάσιο του αριθμού κ με 3∙κ ή 3κ, το μισό του αριθμού ψ αυξημένο κατά μια μονάδα με   ψ/2  + 1 και το διπλάσιο του αθροίσματος των αριθμών x και ψ με 2 ∙ (x+ ψ)  το οποίο γράφεται και ως  2 (x+ψ). 




3.2 Πρωτοβάθμιες εξισώσεις

Ο όρος εξίσωση αναφέρεται σε μια δήλωση που περιγράφει την ισότητα δύο μαθηματικών εκφράσεων. Μια εξίσωση συνδέει γνωστές ποσότητες με κάποιες άγνωστες τις οποίες και θέλουμε να προσδιορίσουμε ώστε η ισότητα που δηλώνει η εξίσωση να επαληθεύεται.

Η λύση μιας εξίσωσης με ν αγνώστους είναι μία ν-άδα αριθμών ή συναρτήσεων που επαληθεύει την εξίσωση δηλαδή αν αντικαταστήσουμε τους αγνώστους στην εξίσωση με το αντίστοιχο στοιχείο της ν-άδας, η ισότητα θα πρέπει να γίνεται αληθής. 

Οι εξισώσεις συχνά εκφράζουν σχέσεις μεταξύ δοσμένων ποσοτήτων, τις γνωστές και τις ποσότητες που δεν έχουν προσδιοριστεί ακόμη, τις άγνωστες. Οι άγνωστες ποσότητες δηλώνονται με γράμματα στο τέλος του λατινικού αλφαβήτου, x,y,z,w... . Ο άγνωστος για τον οποίο η εξίσωση είναι αληθής ονομάζεται λύση ή ρίζα της εξίσωσης (Gelman, R. 2000).



Μια εξίσωση που δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατη.

Μια εξίσωση που έχει άπειρες λύσεις λέγεται ταυτότητα, για παράδειγμα: 0 ∙ x = 0, όπου για κάθε τιμή του  x η εξίσωση αληθεύει.



Αν μια εξίσωση στην άλγεβρα είναι γνωστή να είναι αληθής οι ακόλουθες πράξεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να παράγουν μια άλλη αληθής εξίσωση: 


	Κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να προστεθεί και στις δύο πλευρές.
Για παράδειγμα, αν α = β τότε  α + γ = β + γ . 


	Κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να αφαιρείται από τις δύο πλευρές 

όπως στην περίπτωση που ισχύει α = β τότε α - γ = β - γ .


	Κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να πολλαπλασιάζεται και στις δύο πλευρές. 

Δηλαδή αν α = β τότε α∙γ = β∙γ . 


	Κάθε μη μηδενικός πραγματικός αριθμός μπορεί να διαιρέσει και τις δύο πλευρές. 

Αν α = β και γ≠0 τότε   α/γ =  β/γ .


	Κάποιες λειτουργίες μπορούν να εφαρμοστούν και στις δύο πλευρές. Πρέπει να δίνεται προσοχή για να επιβεβαιωθεί ότι η πράξη δεν προκαλεί ελλιπείς ή άσχετες λύσεις. Για παράδειγμα, η εξίσωση y∙x = x έχει δύο λύσεις: y =1 και  x =0. Διαιρώντας και τις δύο πλευρές με x απλοποιείται η εξίσωση σε y =1, αλλά χάνεται η δεύτερη λύση.




Κάθε εξίσωση της μορφής α∙x+β = 0 όπως για παράδειγμα οι εξισώσεις 6∙ x -4 =0, 5∙x = -3, 8∙x -1 =7∙x + 1 ονομάζεται εξίσωση 1ου βαθμού με έναν άγνωστο (πρωτοβάθμια εξίσωση).

Κάθε εξίσωση πρώτου βαθμού της οποίας ο συντελεστής του αγνώστου είναι διάφορος του μηδενός, επαληθεύεται για μια μόνο τιμή της άγνωστης μεταβλητής, όπως για παράδειγμα ή 2∙ x =10 επαληθεύεται μόνο από την x =5. Ο αριθμός που επαληθεύει μια πρωτοβάθμια εξίσωση ονομάζεται λύση ή ρίζα της εξίσωσης.

Μια πρωτοβάθμια εξίσωση όπως η 0x =4 δεν επαληθεύεται για καμιά τιμή του x, αφού το γινόμενο 0x είναι πάντοτε ίσο με το μηδέν και πάντα διάφορο του 4. Μια τέτοια πρωτοβάθμια εξίσωση που δεν έχει λύση ονομάζεται αδύνατη.

Η πρωτοβάθμια εξίσωση 0x =0 επαληθεύεται για οποιαδήποτε τιμή του x και ονομάζεται ταυτότητα ή αόριστη.

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω προκύπτει:






	Αν α ≠ 0, τότε η εξίσωση αx + β = 0 έχει μοναδική λύση την x = - β/α .

	Αν α = 0, τότε η εξίσωση αx + β = 0 έχει μοναδική λύση την 0x = - β και 




	Αν β ≠ 0,  δεν έχει λύση (δηλαδή είναι αδύνατη), ενώ

	Αν β = 0, κάθε αριθμός είναι λύση της (δηλαδή είναι ταυτότητα ή αόριστη). 





Σύμφωνα με τα παραπάνω, κάθε φορά που καταλήγουμε σε εξίσωση της μορφής αx+β =0, της οποίας οι συντελεστές α και β είναι συγκεκριμένοι αριθμοί, μπορούμε αμέσως να δούμε ποια από τις προηγούμενες περιπτώσεις ισχύει. Σε περίπτωση όμως που οι συντελεστές α και β της πρωτοβάθμιας εξίσωσης εκφράζονται με την βοήθεια γραμμάτων δε συμβαίνει το ίδιο. Σ΄ αυτή την περίπτωση τα γράμματα που εκφράζουν τους συντελεστές ονομάζονται παράμετροι, η εξίσωση λέγεται παραμετρική και η διαδικασία εύρεσης του πλήθους των ριζών της εξίσωσης λέγεται διερεύνηση. Για παράδειγμα η εξίσωση: (λ2 - 1) x - λ+1 = 0, λ∈R έχει παράμετρο το λ και γράφεται ισοδύναμα:

(λ2 - 1) x - λ +1 = 0  ⇔ (λ2 -1)x = λ -1 ⇔ (λ + 1)(λ - 1) x = λ - 1.

Η διερεύνηση της παραπάνω εξίσωσης περιλαμβάνει τις  ακόλουθες περιπτώσεις:


	Αν  λ ≠ -1 και λ ≠1, η εξίσωση έχει μοναδική λύση, την x =  λ - 1/(λ +1)(λ - 1) =  1/λ + 1 .


	Αν  λ = -1, η εξίσωση γίνεται 0x = -2 και είναι αδύνατη.

	Αν  λ = 1, η εξίσωση γίνεται 0x = 0 και είναι ταυτότητα.




3.2.1 Επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού


Για την επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:


	Αν υπάρχουν παρενθέσεις και παρονομαστές, απαλείφουμε πρώτα τις παρενθέσεις,

	απαλείφουμε τους παρονομαστές,

	χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους όρους,

	κάνουμε αναγωγή όμοιων όρων, δηλαδή εκτελούμε προσθέσεις-αφαιρέσεις τόσο στις άγνωστες ποσότητες όσο και στις γνωστές,

	αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός, διαιρούμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με τον συντελεστή του αγνώστου.




Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: 4(x -3) = x - 3.

Λύση:

4(x - 3) = x -3  ⇔

4x - 12 = x - 3 ⇔ (επιμεριστική ιδιότητα)

4x - x = 12 - 3 ⇔ (διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους)

3x = 9  ⇔ 

3x/3 =  3/3   ⇔ (διαιρούμε με το συντελεστή του αγνώστου εφόσον είναι διάφορος του 0)

x = 3 (η λύση της εξίσωσης)



Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: (x-4)/2  =  7x/2  - 3x - 5 .

Λύση:

(x - 4)/2  =  7x/2  - 3x - 5  ⇔

2 ∙ ( x - 4/2 ) = 2 ∙  ( 7x/2 )  - 6x - 10   ⇔  (Απαλοιφή παρονομαστών)

x - 4  = 7x -  6x - 10 ⇔

x - 7x + 6x = 4 - 10 ⇔ (διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους)

0x = - 6   Αδύνατη



Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: 8x/3  + 4 =   5x+12/3 + x .
 
Λύση:

8x/3  + 4 =   ( 5x + 12 )/3  + x ⇔

3 ∙ ( 8x/3 ) + 12 = 3 ∙ ( 5x + 12 )/3 + 3x ⇔ (απαλοιφή παρονομαστών)

8x + 12 = 5x + 12 - 3x ⇔

8x - 5x + 3x = 12 - 12 ⇔ (διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους) ⇔ Αόριστη



3.2.2 Εξισώσεις που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού

Πρόκειται για επίλυση ρητών ή κλασματικών εξισώσεων που ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού. Η μεθοδολογία για την επίλυση τέτοιου είδους εξισώσεων είναι:


	Αρχικά παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές.

	Βρίσκουμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο όλων των παρονομαστών .

	Λύνουμε την εξίσωση ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο ίσο με το 0, τις ρίζες της οποίας εξαιρούμε από το σύνολο των πραγματικών αριθμών. Για το νέο αυτό σύνολο η εξίσωση ορίζεται.

	Απαλείφουμε τους παρονομαστές.

	Απαλείφουμε και τις παρενθέσεις.

	Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους όρους.

	Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων.

	Αν ο συντελεστής του άγνωστου όρου είναι διάφορος του μηδενός διαιρούμε και τα δύο της μέλη με τον συντελεστή του αγνώστου.

	Εξαιρούμε τις ρίζες που δεν ανήκουν στο σύνολο που ορίζεται η εξίσωση.





Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση:  3/ ( 4 - 2 x )    +   30/8 ∙ (1 - x)    =    3/2 -  x   +   5/2 - 2 x . 


Λύση:


 3/4 - 2x   +   30/8 ∙ (1 - x)    =    3/2 - x   +   5/2 - 2x ⇔ 


 3/2 ∙ (2 - 2x)   +   30/8 ∙ (1 - x)   =   3/ 2 - 2x   +   5/2 ∙ (1 - x)  ⇔ 

 πρέπει 8 ∙ (1 - x)(2 - x) ≠ 0 

 8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  3/2 ∙ (2 - x) + 8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  30/8 ∙ (1 -  x) = 

 8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  3/2 - x +  8 ∙ (2 - x)(1 - x) ∙  5/2 ∙ ( 1 - x)   ⇔ 

 12 ∙ (1 - x) + 30 ∙ (2 - x) = 24 ∙ (1 - x) + 20 ∙ (2 - x)   ⇔  

 12 - 12x + 30 - 30x = 24 - 24x + 40 - 20x   ⇔   

 - 12x + 30x + 24x + 20x = - 12 - 60 + 24 + 40 ⇔ 

 2x = - 8   ⇔   

 2 x/2    =    -  8/2 ⇔    x  = - 4 



3.2.3 Επίλυση εξισώσεων που περιέχουν απόλυτες τιμές της μεταβλητής και ανάγονται σε επίλυση εξισώσεων 1ου βαθμού


Οι  εξισώσεις αυτής της κατηγορίας μπορούν να πάρουν μια από τις παρακάτω μορφές:


	|A(x)| = κ, όπου Α(x) μια αλγεβρική παράσταση με μεταβλητή το x και  κ ∈ R




	Αν κ > 0, έχουμε |A(x)| = κ  ⇔  A(x) =  κ   ή    A(x)  = − κ.

	Αν  κ = 0, τότε |A(x)| = 0 ⇔ A(x) = 0.

	Αν  κ < 0, η εξίσωση είναι αδύνατη.




	|A(x)| = |B(x)| με  A(x)  και  B(x) μια αλγεβρική παράσταση με μεταβλητή το x τότε:



	Αν  B(x) ≥ 0 , το  A(x) = B(x)   ή   A(x)  =  − B(x).

	Αν  B(x) ≤ 0, η εξίσωση είναι αδύνατη.




Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: |2x - 3| = 3x -2.

Λύση:

Δίνεται |2x - 3| = 3x -2  οπότε πρέπει 3x -2 ≥ 0 ⇔ 3x ≥ 2  ⇔ 3x/3  ≥  2/3  ⇔  x ≥  2/3 . 

Σύμφωνα με αυτό τον περιορισμό έχουμε:  |2x - 3| = 3x -2 .

Τότε: 2x - 3 = 3x - 2 ⇔ 2x - 3x = - 2  +  3 
⇔ -x = 1 ⇔ x = -1

ή 2x - 3  =  - (3x - 2)  ⇔  2x - 3 = - 3x + 2 
 ⇔  2x + 3x = 2 + 3  ⇔  5x = 5  ⇔  5x/5  =  5/5  ⇔  x = 1.

Από τις παραπάνω λύσεις δεκτή γίνεται μόνο η x=1 διότι μόνο αυτή ικανοποιεί τον περιορισμό x ≥  2/3 . 



3.2.4 Επίλυση παραμετρικών εξισώσεων 1ου βαθμού

Τα βήματα για την επίλυση παραμετρικών εξισώσεων 1ου βαθμού είναι:


	Μέσα από κατάλληλες πράξεις φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή: Ax = B.

	Παραγοντοποιούμε τους συντελεστές A και B.

	Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης A = 0.

	Για κάθε τιμή της παραμέτρου που βρίσκουμε διερευνούμε την παραμετρική εξίσωση δηλαδή:




	Για τις τιμές της παραμέτρου που είναι A ≠0 η παραμετρική εξίσωση έχει μοναδική λύση  x =   B/A .

	Την κάθε μια από τις ρίζες της A=0  λύνουμε την παραμετρική εξίσωση, η οποία σε αυτή την περίπτωση είναι αόριστη ή αδύνατη.





Παράδειγμα:

Να επιλυθεί η εξίσωση: μ2 (x − 2) − 3μ = x + 1.

Λύση:


μ2 (x − 2) − 3μ = x + 1 ⇔

μ2x − 2μ2 − 3μ = x +1 ⇔ 

μ2x −  x = 2μ2 + 3μ + 1 ⇔

(μ2 − 1)x = 2 ( μ  +  1/2 )( μ + 1) ⇔ 

(μ− 1)(μ + 1) = 0 ⇔

μ − 1 = 0  ή  μ  + 1 = 0 ⇔

μ = 1   ή   μ = − 1 

Αν μ ≠ 1  και  μ ≠  − 1 τότε     x = ( 2μ + 1)(μ + 1)/( μ - 1 )( μ + 1 )  .

Αν μ = 1 τότε 0x = 6 αδύνατη.

Αν μ = − 1 τότε  0x = 0 αόριστη.


3.2.5 Επίλυση προβλημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού

Για να λύσουμε ένα πρόβλημα με χρήση εξίσωσης 1ου βαθμού αναπαριστούμε την άγνωστη ποσότητα με 𝑥 και κατασκευάζουμε την εξίσωση που προκύπτει από τα δεδομένα του προβλήματος.


Παράδειγμα:

Ένα ξενοδοχείο έχει συνολικά 20 δίκλινα και τρίκλινα δωμάτια. Πόσα είναι τα δίκλινα δωμάτια και πόσα τα τρίκλινα αν σε αυτά υπάρχουν συνολικά 48 κρεβάτια;


Λύση:

Έστω x τα δίκλινα δωμάτια. Τότε τα τρίκλινα θα είναι 20−x. 

Άρα: 2x + 3 (20 − x) = 48 ⇒ 2x + 60 − 3x = 48 ⇒ −x = − 12 ⇒ x = 12 .

Επομένως, τα δίκλινα είναι 12 και τα τρίκλινα 8.


Παράδειγμα:

Αγόρασε κάποιος έναν ζωγραφικό πίνακα και μετά πλήρωσε άλλα τόσα για την κορνίζα. Αν η κορνίζα κόστιζε 15 ευρώ λιγότερο και και ο πίνακας 10 ευρώ περισσότερο τότε η κορνίζα θα κόστιζε το μισό του πίνακα. Πόσο κόστιζε ο πίνακας;

Λύση:

Αν x η τιμή της κορνίζας και του πίνακα τότε: 2 (x − 15) = x + 10  ⇒  2x − 30 = x + 10 
 ⇒  2x − x = 40  ⇒ x = 40 ευρώ κόστιζε ο πίνακας.


3.3 Πρωτοβάθμιες ανισώσεις

Στα Μαθηματικά η έννοια της ανίσωσης αναφέρεται στην ανισότητα που συνδέει γνωστές ποσότητες με άγνωστες, τις οποίες και θέλουμε να προσδιορίσουμε. Για τις ανισώσεις ισχύουν αντίστοιχες ιδιότητες με τις εξισώσεις (Gallistel, R. and Gelman, R. 1992).   Συγκεκριμένα:


	Αν προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε και στα δύο μέλη μιας ανίσωσης τον ίδιο αριθμό προκύπτει ανίσωση με την ίδια φορά.
α < β ⇔ α ± γ < β ± γ


	Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανίσωσης με θετικό αριθμό επίσης προκύπτει ανίσωση με την ίδια φορά.
α > β ⇔  αγ  >  βγ, γ > 0
α > β ⇔  α/γ  >  β/γ, γ > 0



	Αν πολλαπλασιάσουμε ή διαιρέσουμε και τα δύο μέλη μιας ανίσωσης με αρνητικό αριθμό προκύπτει ανίσωση με αντίθετη φορά.
α > β ⇔  αγ <  βγ , γ < 0 
α > β ⇔   α/γ  <  δ/γ ,  γ < 0 





Οι ανισώσεις πρώτου βαθμού έχουν τη μορφή αx + β > 0 και  αx + β < 0 . Για τις ανισώσεις πρώτου βαθμού ισχύει: αx + β > 0  ⇔  αx > - β .

Με βάση τα παραπάνω διακρίνονται οι εξής περιπτώσεις: 





	Αν  α > 0, τότε :  αx > - β ⇔  αx/α  >  -β/α  ⇔ x >  -β/α .

	Aν  α < 0, τότε: αx > - β ⇔  αx/α < -β/α  ⇔  x  <  - β/α .

	Αν  α = 0, τότε η ανίσωση γίνεται  0x = - β,  η οποία: 




	αληθεύει για κάθε x∈R, αν β > 0, ενώ

	είναι αδύνατη, αν β ≤ 0.





	
Για παράδειγμα, η ανίσωση 2x >4 γράφεται: 2x > 4 ⇔  2x/2 >   4/2 ⇔ x > 2. Επομένως η ανίσωση αυτή αληθεύει για  x∈ (2, +∞)  (βλ. Εικόνα 3.1) .



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.1 Το διάστημα που αληθεύει η ανίσωση 2 ∙ x  > 4.

 


3.3.1 Συναληθεύουσες ανισώσεις

Για να βρούμε το διάστημα (ή τα διαστήματα) που συναληθεύουν (αν αυτό συμβαίνει) δύο ανισώσεις, τις λύνουμε ξεχωριστά και μετά αναπαριστούμε τις λύσεις τους στο ίδιο σύστημα αξόνων από το οποίο βρίσκουμε τα κοινά διαστήματα λύσης.

Παράδειγμα:

Να βρείτε που συναληθεύουν οι ανισώσεις: 3 ∙ x - 2 ≥  x - 8   και    x + 2/3 -  x/4   <  1/2 

Λύση:

3 ∙ x - 2 ≥  x - 8 ⇔ 3 ∙ x - x  ≥ - 8 + 2 ⇔ 2 ∙ x >  =  - 6  ⇔ x ≥ - 3 (βλ. Εικόνα 3.2)

x + 2/3 -  x/4  <  1/2  ⇔  4 ∙ (x + 2) - 3x < 6  ⇔  4x + 8 <  6 - 8  ⇔  x < - 2 (βλ. Εικόνα 3.2)




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.2 Το διάστημα που αληθεύει η ανίσωση 3 ∙ x - 2 ≥  x - 8 .

 

3.4 Δευτεροβάθμιες εξισώσεις

Κάθε πολυωνυμική εξίσωση δευτέρου βαθμού ονομάζεται δευτεροβάθμια εξίσωση. Η γενική μορφή εξισώσεων β' βαθμού είναι: αx2 + βx + γ = 0 , όπου οι συντελεστές  α, β, γ  παριστάνουν σταθερούς αριθμούς και  α ≠ 0 (Hart, M. 1981). 

Αν μια εξίσωση δεν έχει την παραπάνω μορφή εκτελούμε τις παρακάτω ενέργειες για να τη φέρουμε στη μορφή αυτή:


	Αν υπάρχουν αριθμητικοί παρονομαστές πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της με το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών ώστε να τους απαλείψουμε.

	Αν υπάρχουν παρενθέσεις κάνουμε τις απαραίτητες πράξεις (επιμεριστική ιδιότητα, ανάπτυξη ταυτοτήτων) ώστε να τις απαλείψουμε.

	Μεταφέρουμε όλους τους όρους της εξίσωσης στο ένα μέλος, κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων και καταλήγουμε στην μορφή:  αx2 + βx + γ = 0 .




H επίλυση δευτεροβάθμιων εξισώσεων περιλαμβάνει τα παρακάτω βήματα:


	Προσδιορίζουμε τους συντελεστές α, β, γ έχοντας υπόψη μας ότι ο  α  είναι ο συντελεστής του  x2, ο  β  ο συντελεστής του  x   και  γ  ο σταθερός όρος.

	Υπολογίζουμε τη διακρίνουσα Δ της εξίσωσης από τον τύπο: Δ = β2 - 4α .

	Ανάλογα με την τιμή της διακρίνουσας υπάρχουν τρείς περιπτώσεις: 





	Αν Δ > 0 η εξίσωση έχει δύο διαφορετικές λύσεις – ρίζες  x1, x2 οι οποίες υπολογίζονται από τον τύπο: 
x1, 2   =   - β ± √ Δ/2 α .

	Αν Δ = 0 η εξίσωση έχει μοναδική λύση η οποία υπολογίζεται από τον τύπο: x =  - β/2 α .

	Αν Δ < 0 η εξίσωση δεν έχει λύσεις, είναι δηλαδή αδύνατη.






Παράδειγμα:
 
Να μεταφέρετε την εξίσωση 3(x + 1)2 - (x - 2)2 = (x + 3)2 - 2 (1-  x) στη μορφή:  αx2 + βx + γ = 0.

Λύση:

Κάνουμε πράξεις, αναπτύσσουμε τις ταυτότητες και εφαρμόζουμε την επιμεριστική ιδιότητα στην τελευταία παρένθεση.

Δηλαδή: 3 (x + 1)2 - (x - 2)2 = (x + 3)2 - 2 (1 - x)  ⇔ 

3x2 + 6x + 3 - x2 + 4x - 4 = x2 + 6x + 9 - 2 + 2x ⇔

3x2 + 6x + 3 - x2 + 4x - 4 - x2 - 6x - 9 + 2 - 2x = 0 ⇔  x2 + 2x - 8 = 0 .



Παράδειγμα:

Να λυθεί η δευτεροβάθμια εξίσωση: -2x2 + 5x - 2 = 0.

Λύση:

Οι συντελεστές α,β,γ έχουν τιμές αντίστοιχα: α = -2,  β = 5   και  γ = -2 .

Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 52 - 4 (-2)(-2) = 25 - 16 = 9.

Οι λύσεις της εξίσωσης επομένως είναι:

 
	x1 =  - 5 + √9/- 4 α =  1/2   ή

	x2 =  - 5 - √9/- 4 α  = 2.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η δευτεροβάθμια εξίσωση: 3x2 + 12x + 12 = 0.

Λύση:

Οι συντελεστές  α, β, γ  έχουν τιμές: α = 3,  β = 12  και  γ = 12.

Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 122 - 4 ∙ (3) ∙ (12) = 144 - 144 = 0.

Αφού Δ = 0 η εξίσωση έχει μία λύση: x1 =   - 12/6  = - 2 .



Παράδειγμα:

Να λυθεί η δευτεροβάθμια εξίσωση: x2 + x+ 1 = 0.

Λύση:

Οι συντελεστές της εξίσωσης είναι: α = 1,  β = 1   και  γ = 1 .

Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 12 - 4 ∙ (1) ∙ (1) = 1 - 4 = - 3 < 0.

Συνεπώς η εξίσωση είναι αδύνατη.




3.4.1 Οι πράξεις στους πραγματικούς αριθμούς

Οι δευτεροβάθμιες εξισώσεις μπορούν να αναλυθούν σε γινόμενο παραγόντων. Συγκεκριμένα αν  κ1,  κ2  είναι οι λύσεις της εξίσωσης  αx2 + βx + γ = 0  με  α ≠ 0, τότε το τριώνυμο   αx2 + βx + γ = 0  παραγοντοποιείται σύμφωνα με τον τύπο:
αx2 + βx + γ = α ( x -  κ1 )( x -  κ2 )


Για παράδειγμα η εξίσωση 2x2 + 5x + 3 = 0 έχει λύσεις  x1  = - 1  και  x2 =  -  3/2  .

Επομένως, το τριώνυμο  2x2 + 5x + 3 γράφεται:  2x2 + 5x + 3  =  α ( x - (-1) )( x - (-  3/2  )).

Όμοια η εξίσωση  - 16 x2 + 8x - 1 = 0 έχει μια διπλή λύση την x=  1/4  .

Συνεπώς, το παραπάνω τριώνυμο γράφεται: - 16x2 + 8x - 1 =  - 16( x -   1/4 )( x -  1/4 ) = - 16 ( x -   1/4 )2  .




3.4.2 Εξισώσεις που ανάγονται σε λύση εξισώσεων δευτέρου βαθμού


Κάποιες κατηγορίες εξισώσεων μπορούν να μετατραπούν σε εξισώσεις 2ου βαθμού με κατάλληλες αντικαταστάσεις ή μετασχηματισμούς. Μια τέτοια περίπτωση είναι οι κλασματικές εξισώσεις.


	Κλασματικές (ή Ρητές) εξισώσεις ονομάζονται οι εξισώσεις που περιέχουν άγνωστο σε παρονομαστή κλάσματος. 


Για παράδειγμα, η εξίσωση   2x - 1/x - 2  +   1/x   =   x + 3/x - 3   είναι κλασματική (Spain B. 1969).

Η μεθοδολογία που ακολουθείται για την επίλυση των κλασματικών εξισώσεων περιλαμβάνει τα ακόλουθα βήματα:


	Παραγοντοποιούμε όσους παρονομαστές παραγοντοποιούνται.

	Βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών [ΕΚΠ, δύο ή περισσοτέρων φυσικών αριθμών, όπως δηλώνει ο όρος, είναι ο ελάχιστος (μικρότερος), φυσικός αριθμός που διαιρείται ακριβώς με καθένα εξ αυτών. Για την εύρεση του ΕΚΠ αναλύονται οι δοσμένοι αριθμοί σε γινόμενα πρώτων παραγόντων όπου και δημιουργείται ένα τελικό γινόμενο με τους κοινούς και μη κοινούς παράγοντες στη μεγαλύτερη φερόμενη δύναμη εκάστου. Το τελικό γινόμενο αυτό δίδει το ΕΚΠ των δοσμένων αριθμών.].

	Θέτουμε το ΕΚΠ ίσο με το μηδέν για να βρούμε πού μηδενίζεται κάθε παράγοντας.

	Βάζουμε περιορισμούς απαιτώντας ο άγνωστος να είναι διάφορος των τιμών που βρήκαμε στο προηγούμενο βήμα.

	Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της εξίσωσης με το ΕΚΠ και κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών.

	Λύνουμε την εξίσωση που προκύπτει.

	Δεχόμαστε ή απορρίπτουμε τις λύσεις που βρήκαμε σύμφωνα με τους περιορισμούς που έχουμε θέσει.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση   3/x2 - 3x  +  1/x    =    x + 3/x - 3  .

Λύση:

Αρχικά παραγοντοποιούμε την κλασματική εξίσωση και προκύπτει:  x2 - 3x  =  x ( x - 3) .

Βρίσκουμε ότι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών είναι το  x ( x - 3)  οπότε θέτουμε  x ( x - 3) = 0 και επομένως  x = 0  ή  x = 3 .

Στη συνέχεια θέτουμε τους περιορισμούς   x ≠ 0   και   x ≠ 3, πολλαπλασιάζουμε με το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονομαστών και κάνουμε απαλοιφή. Προκύπτει οτι:
 
 x (x - 3)   1/43/(x2 - 3x )  + x (x - 3)  1/41/x  =  x ( x - 3)    1/4(x + 3)/(x - 3) και τελικά καταλήγουμε στην εξίσωση  3 + x - 3 = x (x + 3).

Λύνοντας την παραπάνω εξίσωση κατά τα γνωστά έχουμε: 3 + x - 3 = x2 + 3x  ⇔  x2 + 2x = 0  ⇔  x (x + 2) = 0, και επομένως  x = 0 ή x = 2.  Η λύση  x = 0  απορρίπτεται διότι από τον προηγούμενο περιορισμό πρέπει  x ≠ 0, και συνεπώς η μοναδική αποδεκτή λύση της εξίσωσης είναι  x = -  2.

	 
	Εκθετικές ονομάζονται οι εξισώσεις που περιέχουν τον άγνωστο στον εκθέτη μιας δύναμης. Γνωρίζουμε ότι αν α > 0  και  α ≠ 1 ισχύει η ισοδυναμία  ακ =  αλ  ⇔  κ = λ . Επομένως για να λύσουμε μια εκθετική εξίσωση τη μετατρέπουμε στη μορφή  αf(x) =  αg(x) , οπότε θα είναι ισοδύναμη με την εξίσωση f(x) = g(x), δηλαδή θα ισχύει: 
αf(x) = αg(x)  ⇔  f(x) = g(x)  .




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση 5(x2 - 3x - 4 ) = 1 .

Λύση:

Έχουμε   5(x2 - 3x - 4 )  = 1  ⇔  5(x2 - 3x - 4 )  =  50   ⇔   x2  -  3x - 4 = 0

Βρίσκουμε τη διακρίνουσα  Δ = 9 + 16 = 25 οπότε θα έχουμε και δύο λύσεις: 
x1 = 4   ή    x2  = - 1 .


	Διτετράγωνη  λέγεται μια εξίσωση όταν έχει την μορφή  αx4 +  βx2  +  γ  = 0,   α ≠ 0.  Για να λύσουμε μια εξίσωση αυτής της μορφής, θέτουμε  x2 = ω,  οπότε γίνεται  αω2  +  βω  +  γ = 0 και λύνεται κατά τα γνωστά.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση:  x4 - 8x2 - 9 = 0.

Λύση:

θέτουμε  x2 = ω  και  η εξίσωση γίνεται  ω2 - 8ω - 9 = 0  με διακρίνουσα:

Δ = 64 + 36 = 100,  ω1, 2 =   8 ± 10/2   =   4  ± 5   ⇒  ω1  =  9   και  ω2  = - 1 .

Οπότε  x2 = 9  ⇔  x = ± 3   ⇔   x = 3   ή    x = - 3    ή   x2 = - 1 που είναι αδύνατη.

	

	Εξισώσεις με απόλυτα.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση: (x - 5)2 - 8 |x - 5| + 7 = 0.

Λύση:

Έχουμε (x - 5)2 - 8 |x - 5| + 7 = 0   ⇔   |x - 5|2 - 8 |x - 5| + 7 = 0.

Θέτουμε  |x - 5| = ω  και προκύπτει  ω2 - 8ω  + 7 = 0, η διακρίνουσα είναι Δ = 64 - 28 = 36  και οι λύσεις  ω1, 2 =   8 ± 6/2    οπότε  ω1 = 1   ή    ω2 = 7 .

Άρα  |x - 5| = 1 ⇔  x - 5 = ± 1   ⇔   x = 6    ή    x = 4     ή    |x - 5| = 7   ⇔   x - 5 = ± 7   ⇔    x = 12    ή     x = - 2 .


	Ελλιπείς Εξισώσεις. Η χρησιμοποίηση της διακρίνουσας Δ, για τη λύση της δευτεροβάθμιας εξίσωσης δεν μας συμφέρει όταν είναι   β = 0   ή   γ = 0 . Μπορούμε να καταφύγουμε σε εναλλακτικές λύσεις όπως αναλύονται στα παραδείγματα 5 και 6.




Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση: 2x2 - 8 = 0.

Λύση:

2x2 - 8 = 0  ⇔  2x2  = 8   ⇔   x2 =  4   ⇔   x = 2   ή   x = - 2



Παράδειγμα:

Να λυθεί η εξίσωση: x2 = 4x.

Λύση:

x2 = 4x   ⇔   x2 - 4x = 0  ⇔  x (x - 4) = 0   ⇔  x = 0   ή    x = 4






3.4.3 Επίλυση προβλημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις 2ου βαθμού

Αντίστοιχα με την επίλυση των προβλημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις 1ου βαθμού και σε αυτά που ανάγονται σε εξισώσεις 2ου βαθμού θέτουμε με x την άγνωστη ποσότητα (Σταυρακάκης, Ν. 1997). 



Παράδειγμα:

O καθηγητής των Μαθηματικών πρότεινε στους μαθητές του να λύσουν ορισμένες ασκήσεις για να εμπεδώσουν την ενότητα που διδάχτηκαν. Όταν αυτοί τον ρώτησαν σε ποια σελίδα είναι γραμμένες οι ασκήσεις αυτός απάντησε: "Αν ανοίξετε το βιβλίο σας , το γινόμενο των δύο αντικριστών σελίδων μέσα στις οποίες είναι γραμμένες οι ασκήσεις, είναι 506" . Μπορείτε να βρείτε σε ποιες σελίδες είναι γραμμένες οι ασκήσεις;

Λύση:

Επειδή οι αριθμοί των σελίδων είναι διαδοχικοί φυσικοί αριθμοί εάν συμβολίσουμε με x ,τον αριθμό της πρώτης από τις σελίδες τότε η επόμενη θα έχει αριθμό  x + 1.

Επομένως πρέπει x (x + 1) = 506  ⇒  x2 + x - 506 = 0.

Είναι  α = 1,  β = 1,  γ  =  -  506    και    Δ  =  β2 - 4αγ  = 12 - 4 ⋅1⋅( -506) =  1 + 2024 = 2025.

Τότε για τις λύσεις της εξίσωσης έχουμε:  x =      -1 ± √ 2025/2     =      -1±45/2  .  Άρα έχουμε   x1    =     - 1 + 45/2     =    44/2   =   22     ή     x1  =       - 1 - 45/2    =      - 46/2     =  - 23   η οποία ως αρνητικός αριθμός απορρίπτεται.

Άρα οι σελίδες στις οποίες είναι οι ασκήσεις είναι αυτές που έχουν αύξοντα αριθμό 22 και 23.



3.5 Συστήματα επίλυσης γραμμικών εξισώσεων

Γραμμική εξίσωση με αγνώστους  x, y ονομάζεται κάθε εξίσωση της μορφής  αx + βy = γ  και παριστάνει ευθεία όταν  α ≠ 0   ή   β ≠ 0  (Stephenson, G. 1987). 

Για παράδειγμα, η εξίσωση  2x + y = 6  είναι της μορφής αυτής, με  α = 2,   β = 1  και   γ = 6. Παρατηρούμε ότι για  x = 1  και   y  =  4   η εξίσωση    2x + y = 6 επαληθεύεται, αφού  2 · 1 + 4 = 6, ενώ για   x = 3   και  y  = 5 δεν επαληθεύεται, αφού 2 · 3 + 5 = 11 ≠ 6. Το ζεύγος των αριθμών (1, 4) που επαληθεύει την εξίσωση 2x + y = 6, λέμε ότι είναι μία λύση της. Γενικά  λύση μιας εξίσωσης   αx + βy =  γ  ονομάζεται κάθε ζεύγος αριθμών (x, y) που την επαληθεύει.

Η εξίσωση όμως 2x + y  = 6  δεν έχει λύση μόνο το ζεύγος (1, 4), αλλά έχει άπειρες λύσεις. Πράγματι, για οποιαδήποτε τιμή του x μπορούμε να προσδιορίσουμε την αντίστοιχη τιμή του  y, ώστε το ζεύγος (x, y) να είναι λύση της και έτσι να σχηματίσουμε έναν πίνακα τιμών.

Για  x = -1 έχουμε 2 · (-1) + y = 6, οπότε  y = 8.

Για  x =  0 έχουμε 2 ·   0 +  y  = 6, οπότε y = 6.

Για  x =  2 έχουμε 2 ·   2 +  y  = 6, οπότε  y = 2.

Για  x =  3 έχουμε 2 ·   3 +  y  = 6, οπότε  y = 0  κ.τ.λ.

Άρα τα ζεύγη (-1, 8), (0, 6), (2, 2), (3, 0), … είναι λύσεις της εξίσωσης  2x  +  y  =  6 (βλ. Πίνακα 1.1).






	x
	-1
	0
	2
	3



	y
	8
	6
	2
	0




 Πίνακας 3.1. Οι λύσεις της εξίσωσης  2x + y = 6.
 

Αν σ´ ένα σύστημα αξόνων προσδιορίσουμε τα σημεία που καθένα έχει συντεταγμένες μια λύση της εξίσωσης 2x + y = 6, παρατηρούμε ότι αυτά βρίσκονται σε μια ευθεία ε  (βλ. Εικόνα 3.3).

Αντιστρόφως, αν πάρουμε ένα οποιοδήποτε σημείο της ευθείας  ε,  π.χ. το  Μ (4, -2), παρατηρούμε ότι οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση 2x + y = 6, αφού 2 · 4  + (-2) = 6. Άρα κάθε σημείο της ευθείας ε έχει συντεταγμένες (x, y) που είναι λύση της παραπάνω εξίσωσης.

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η εξίσωση  2x + y = 6  παριστάνει την ευθεία ε και συμβολίζεται με:  ε :  2x + y = 6.

Γενικά θα μπορούσαμε να πούμε ότι αν ένα σημείο ανήκει σε μια ευθεία, τότε οι συντεταγμένες του επαληθεύουν την εξίσωση της ευθείας. Επιπρόσθετα, αν οι συντεταγμένες ενός σημείου επαληθεύουν την εξίσωση μιας ευθείας, τότε το σημείο ανήκει στην ευθεία αυτή.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.3 Γραφική αναπαράσταση της ευθείας  ε: 2x + y = 6.

 

Αναπτύσσονται στη συνέχεια κάποιες ειδικές περιπτώσεις γραμμικών εξισώσεων. 


	Η εξίσωση  y =  κ. Αν θεωρήσουμε την εξίσωση 0x + 2y  = 6, που είναι της μορφής  αx +  βy  =  γ  με  α = 0, τότε μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι για οποιαδήποτε τιμή του  x  έχουμε  y = 3. Για παράδειγμα, τα ζεύγη (-1, 3), (1, 3), (3, 3), κ.τ.λ. είναι λύσεις της εξίσωσης αυτής.


Επομένως, η εξίσωση  0x + 2y = 6 παριστάνει μια ευθεία ε της οποίας όλα τα σημεία έχουν την ίδια τεταγμένη  y = 3 και τετμημένη οποιονδήποτε αριθμό (βλ. Εικόνα 3.4). Άρα η  ε  είναι μια ευθεία παράλληλη στον άξονα  x'x  που τέμνει τον άξονα  y'y στο σημείο (0,3). Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία  ε έχει εξίσωση  y = 3.

Γενικά λέμε ότι η εξίσωση  y = κ  με   κ ≠ 0 παριστάνει μια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα  x'x  και τέμνει τον άξονα  y'y  στο σημείο (0, κ), ενώ η εξίσωση  y = 0 παριστάνει τον άξονα  x'.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.4 Γραφική αναπαράσταση της ευθείας  y = κ.

 


	Η εξίσωση  x = κ. Αv θεωρήσουμε την εξίσωση 3x + 0y = 6, που είναι της μορφής  αx + βy = γ   με   β = 0, τότε μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι για οποιαδήποτε τιμή του y έχουμε  x = 2. Για παράδειγμα, τα ζεύγη (2, -2), (2, 1), (2, 3), κ.τ.λ. είναι λύσεις της (βλ. Εικόνα 3.5).




Επομένως, η εξίσωση 3x + 0y = 6 παριστάνει μια ευθεία  ε της οποίας όλα τα σημεία έχουν την ίδια τετμημένη  x = 2 και τεταγμένη οποιονδήποτε αριθμό. Άρα η ε είναι μια ευθεία παράλληλη στον άξονα  y'y  που τέμνει τον άξονα  x'x στο σημείο (2, 0). Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία  ε έχει εξίσωση x = 2.
 
Γενικά η εξίσωση  x = κ   με    κ ≠ 0 παριστάνει μια ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα   y'y και τέμνει τον άξονα  x'x  στο σημείο (κ, 0), ενώ η εξίσωση  x = 0 παριστάνει τον άξονα  y'y .


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.5 Γραφική αναπαράσταση της ευθείας  x = κ.

 


	Η εξίσωση  αx +  βy =  γ   με   α =  β  = 0.

	Η εξίσωση 0x + 0y = 7 δεν παριστάνει ευθεία καθώς κανένα ζεύγος αριθμών (x, y) δεν είναι λύση της (αδύνατη εξίσωση).

	Η εξίσωση 0x + 0y = 0 επαληθεύεται για κάθε ζεύγος αριθμών (x, y). Για παράδειγμα, τα ζεύγη (-1, 0), (0, 1), (2, 1), (2, 2), κ.τ.λ. είναι λύσεις της (αόριστη εξίσωση). Τα σημεία όμως, που οι συντεταγμένες τους είναι λύσεις της εξίσωσης δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία. Άρα η εξίσωση 0x + 0y = 0 δεν παριστάνει ευθεία, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα.





Σύστημα γραμμικών εξισώσεων ή ανισώσεων ή αλλιώς γραμμικό σύστημα είναι ένα σύνολο από γραμμικές εξισώσεις ή ανισώσεις με τους ίδιους αγνώστους τους οποίους προσπαθούμε να προσδιορίσουμε ώστε να επαληθεύουν όλες τις εξισώσεις ή ανισώσεις του συνόλου.

Η πιο απλή μη τετριμμένη περίπτωση γραμμικού συστήματος είναι όταν έχουμε δύο άγνωστες μεταβλητές. Λύση γραμμικού συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους  x  και  y  ονομάζεται κάθε ζεύγος (x, y) που επαληθεύει τις εξισώσεις του.

Για παράδειγμα αν έχουμε δύο γραμμικές εξισώσεις με δύο αγνώστους  x, y: x + y = 5   και   2x + y = 8 και αναζητούμε το ζεύγος των αριθμών (x, y) που είναι ταυτόχρονα λύση και των δύο εξισώσεων, τότε λέμε ότι έχουμε να επιλύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους  x   και   y.



Παρατηρούμε ότι το ζεύγος των αριθμών (3, 2) επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις:

[image: 01]  , διότι ισχύει:   [image: 02] .

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το ζεύγος (3, 2) είναι λύση του παραπάνω συστήματος εξισώσεων.



3.5.1 Γραφική επίλυση γραμμικού συστήματος με δύο αγνώστους

Στην επίλυση γραμμικών συστημάτων διακρίνουμε τρείς περιπτώσεις (Hairer, P.and Wanner, G. 1980):


	Σύστημα με μοναδική λύση.


Για τη γραφική επίλυση ενός γραμμικού συστήματος π.χ. του   [image: 03]  εργαζόμαστε ως εξής: 

Σχεδιάζουμε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις ευθείες ε1: x +  y = 5   και  ε2: 2x + y = 8, οι οποίες όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα τέμνονται στο σημείο Α. Προσδιορίζουμε τις συντεταγμένες (3, 2) του κοινού σημείου Α των ευθειών αυτών. Επειδή το σημείο Α(3, 2) ανήκει και στις δύο ευθείες οι συντεταγμένες του  x = 3   και   y = 2 επαληθεύουν και τις δύο εξισώσεις του συστήματος, και επομένως το ζεύγος (3, 2) είναι λύση του συστήματος. Οι ευθείες όμως ε1, ε2 δεν έχουν άλλο κοινό σημείο, οπότε και το σύστημα δεν έχει άλλη λύση. Αυτό σημαίνει ότι το ζεύγος (3,2) είναι η μοναδική λύση του συστήματος (βλ. Εικόνα 3.6).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.6 Γραφική αναπαράσταση της λύσης ενός συστήματος με δύο εξισώσεις.

 

	Αδύνατο σύστημα.



Για να επιλύσουμε το σύστημα   [image: 04]  σχεδιάζουμε τις ευθείες  ε1: 2x - 3y = 6     και      ε2: 4x - 6y =  - 24, οι οποίες όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα είναι παράλληλες. Αυτό σημαίνει ότι δεν έχουν κοινό σημείο, οπότε το σύστημα δεν έχει λύση. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σύστημα είναι αδύνατο.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.7 Γραφική αναπαράσταση ενός αδύνατου συστήματος εξισώσεων.

 


	Αόριστο σύστημα.



Για να επιλύσουμε το σύστημα   [image: 05]   σχεδιάζουμε τις ευθείες  ε:  3x - y = 6    και    ε2:  6x - 2y = 12, οι οποίες, όπως παρατηρούμε στο παρακάτω σχήμα, συμπίπτουν (ταυτίζονται). Άρα έχουν όλα τα σημεία τους κοινά και επομένως το σύστημα έχει άπειρες λύσεις. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το σύστημα είναι αόριστο (βλ. Εικόνα 3.8).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.8 Γραφική αναπαράσταση ενός αόριστου συστήματος εξισώσεων.

 



3.5.2 Αλγεβρική επίλυση γραμμικού συστήματος

Μέσω της γραφικής επίλυσης δεν οδηγούμαστε πάντοτε στον ακριβή προσδιορισμό της λύσης ενός γραμμικούς συστήματος εξισώσεων επειδή σε ορισμένες περιπτώσεις οι συντεταγμένες του κοινού σημείου των δύο ευθειών του δεν είναι εύκολο να προσδιοριστούν. Η αλγεβρική όμως επίλυσή του προσφέρει τη δυνατότητα να προσδιορίζουμε με ακρίβεια τη λύση του σε οποιαδήποτε περίπτωση.


Για να επιλύσουμε αλγεβρικά ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων επιδιώκουμε να απαλείψουμε από μια εξίσωση τον ένα από τους δύο αγνώστους και να καταλήξουμε σε εξίσωση με έναν άγνωστο. Δύο από τις μεθόδους με τις οποίες επιτυγχάνεται αυτό είναι οι εξής:



	Μέθοδος αντικατάστασης.


Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή για την επίλυση ενός γραμμικού συστήματος εξισώσεων ακολουθούνται τα παρακάτω βήματα:


	Επιλέγουμε τη μια από τις δύο εξισώσεις και τη λύνουμε ως προς τον ένα άγνωστο.

	Αντικαθιστούμε τον άγνωστο αυτό στην άλλη εξίσωση του συστήματος με την ίση παράστασή του και έτσι προκύπτει εξίσωση με έναν άγνωστο την οποία και λύνουμε.

	Την τιμή του αγνώστου που βρήκαμε την αντικαθιστούμε στην προηγούμενη εξίσωση οπότε βρίσκουμε και τον άλλο άγνωστο.

	Προσδιορίζουμε τη λύση του συστήματος.






Παράδειγμα:

Να λυθεί το σύστημα : [image: 06]

Λύση:

Έχουμε:


[image: 06a]

Άρα η λύση του συστήματος είναι x = 6,  y = 14, δηλαδή το ζεύγος (x, y) = (6, 14).


	Μέθοδος αντίθετων συντελεστών.



Στη δεύτερη μέθοδο αν στις δύο εξισώσεις, οι συντελεστές ενός αγνώστου είναι αντίθετοι αριθμοί, τότε μπορούμε να λύσουμε το σύστημα πιο γρήγορα, αν προσθέσουμε κατά μέλη τις εξισώσεις του. Για παράδειγμα, στο σύστημα: [image: 07]    οι συντελεστές του y είναι αντίθετοι αριθμοί και αν προσθέσουμε τις δύο εξισώσεις κατά μέλη, τότε ο άγνωστος y απαλείφεται. Έτσι έχουμε ότι 3x + 5x = 12 + 4    ή    8x = 16, οπότε  x = 2. Αν αντικαταστήσουμε την τιμή του  x σε μια από τις δύο εξισώσεις, π.χ. στην πρώτη, τότε έχουμε: 3 · 2 + 2y . = 12    ή    2y = 6    ή    y = 3. Άρα η λύση του συστήματος είναι x = 2,  y = 3, δηλαδή το ζεύγος (x, y) = (2, 3).


Σε περίπτωση όμως που στο σύστημα που έχουμε να λύσουμε δεν υπάρχουν αντίθετοι συντελεστές στον ίδιο άγνωστο τότε για την επίλυση του συστήματος σύμφωνα με τη συγκεκριμένη μέθοδο υλοποιούμε τα ακόλουθα:


	Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη κάθε εξίσωσης με κατάλληλο αριθμό, ώστε να εμφανιστούν αντίθετοι συντελεστές σε έναν από τους δύο αγνώστους προκειμένου να τον απαλείψουμε.

	Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις, οπότε προκύπτει εξίσωση με έναν άγνωστο την οποία και λύνουμε.

	Αντικαθιστούμε την τιμή του αγνώστου που βρήκαμε σε μία από τις δύο εξισώσεις του συστήματος, οπότε βρίσκουμε την τιμή και του άλλου αγνώστου.

	Προσδιορίζουμε τη λύση του συστήματος.


Παράδειγμα:

Να λυθεί το σύστημα: [image: 08]

Λύση:

Λύνουμε το σύστημα ως εξής:

[image: 08a]

 ⇔  - 3x - y + 2x + y = - 20 + 34 ⇔  - x = 14 ⇔  x =  - 14 αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση το x βρίσκουμε το  y. 

Δηλαδή για  x = 14 η πρώτη εξίσωση γίνεται 3 (-14) + y = 20  ⇔ y = 20 + 42 ⇔  y = 62.

Άρα η λύση του συστήματος είναι  x = - 14,   y = 62, δηλαδή το ζεύγος (x, y) = (-14, 62).








3.6 Συναρτήσεις  y = αx,  y = αx + β  και  y = αx2


Συνάρτηση από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β λέγεται μια διαδικασία ( κανόνας – τρόπος ), με την οποία κάθε στοιχείο του συνόλου Α αντιστοιχίζεται σε ένα ακριβώς στοιχείο του συνόλου Β. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι "η μεταβλητή y εκφράζεται ως συνάρτηση της μεταβλητής x" (Μπόζη, Γ. and Παπαδόπουλου, Δ. 1999).

Ποσά ανάλογα - Η συνάρτηση  y = αx.

Δύο ποσά λέγονται ανάλογα όταν πολλαπλασιάζοντας τις τιμές του ενός ποσού με έναν αριθμό τότε και οι αντίστοιχες τιμές του άλλου αριθμού πολλαπλασιάζονται με τον ίδιο αριθμό. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x είναι μία ευθεία που διέρχεται από την αρχή  Ο των αξόνων (βλ. Εικόνα 3.9).  Όταν αναφερόμαστε στην ευθεία που είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x λέμε η ευθεία με εξίσωση  y = α ∙ x   ή    απλά η ευθεία  y = α ∙ x. Ο άξονας  x'x είναι η ευθεία με εξίσωση  y = 0 · x, δηλαδή  y = 0.  H κλίση της ευθείας  y = α ∙ x είναι ο λόγος     y/x είναι πάντα σταθερός και ίσος με α δηλαδή     y/x   =  α, x ≠ 0.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.9 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x.

 


Η συνάρτηση  y = α∙x + β.

Η γραφική παράσταση της y = α ∙ x + β , β ≠ 0 είναι μια ευθεία παπαράλληλη της ευθείας με εξίσωση y = αx, που διέρχεται από το σημείο (0, β) του άξονα  y'y (Εικόνα 3.11). Ο αριθμός  α λέγεται  κλίση της ευθείας  y = αx, λέγεται και κλίση της ευθείας y = αx + β . Για παράδειγμα, η εξίσωση 12x + 3y = 15 γράφεται 3y = –12x + 15    ή   y = – 4x + 5  και παριστάνει ευθεία με κλίση  α = –4. Η εξίσωση 0x + 3y = 15  γράφεται   y = 5   και παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα   x'x. Γενικότερα, η εξίσωση  y =  κ παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα  x'x. Η ευθεία  y = 0 παριστάνει τον άξονα x'x. Η εξίσωση 12x + 0y = 15   γράφεται   x =    5/12      ή      x =    5/4   και παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα  y'y. Πάντα η εξίσωση  x = κ, παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα y'y. Η ευθεία  x = 0 παριστάνει τον άξονα  y'y.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.10 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = α ∙ x + β.

 


Η συνάρτηση y = αx2.


Η συνάρτηση  y =  αx2  με  α ≠ 0 έχει γραφική παράσταση μια καμπύλη που είναι παραβολή με κορυφή το σημείο  Ο (0, 0) και άξονα συμμετρίας τον άξονα y'y.


	Αν α > 0, τότε η παραβολή βρίσκεται στον άξονα x'x και πάνω η συνάρτηση παίρνει ελάχιστη τιμή  y = 0, όταν x = 0 (βλ. Εικόνα 3.11).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.11 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = αx2  με  α > 0. 

 

	Αν  α <  0, τότε η παραβολή βρίσκεται στον άξονα  x'x και κάτω η συνάρτηση παίρνει μέγιστη τιμή  y = 0, όταν  x = 0 (βλ. Εικόνα 3.12). 





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.12 Γραφική αναπαράσταση της συνάρτησης  y = αx2  με  α < 0.

 





Λυμένες ασκήσεις



	
Να επιλύσετε την εξίσωση:  x + 1/2   + x =  2x + 3/3   + 2.



Λύση:

Σε αυτή την εξίσωση έχουμε και παρονομαστές. Μπορούμε, όμως, να πάρουμε μια εξίσωση χωρίς παρονομαστές, αν πολλαπλασιάσουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με ένα κοινό πολλαπλάσιο των αριθμών 2 και 3. Συνήθως χρησιμοποιούμε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο, το οποίο εδώ είναι το 6.

6 (x + 1/2  + x )  =  6  (2x + 3/3   + 2 ) ⇔  (Απαλοιφή παρονομαστών, πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το 6)

6 x + 1/2   + 6x  =  6  2x + 3/3   + 12 ⇔ (Επιμεριστική ιδιότητα)

3(x + 1)  +  6x = 2 (2x + 3) + 12 ⇔ (Απλοποίηση κλασμάτων)

3x + 3 + 6x = 4x + 6 + 12 ⇔ (Πράξεις - Επιμεριστική ιδιότητα)

5x = 15 ⇔ (Αναγωγή ομοίων όρων)

5x/5  =  15/5  ⇔ (Διαίρεση με το συντελεστή του αγνώστου)

x = 3



	Να λυθούν οι παρακάτω ανισώσεις και να βρεθούν οι κοινές λύσεις τους.



	2 (x + 4)  - (x + 6) < 12 - x ,

	2x +    x/6   +    5/3  ≥  2 (1 + x).


Λύση:


Για την πρώτη ανίσωση έχουμε:

2(x + 4 ) - (x + 6 )  <  12 - x  ⇔   2x + 8 - x < 12 - x  ⇔  2x - x + x  <  12 + 6 - 8   ⇔   2x  <  10   ⇔   2x/2  <   10/2   ⇔   x < 5.

Άρα η πρώτη ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό x < 5.

Για τη δεύτερη ανίσωση έχουμε:

2x +   x/6   +   5/3  ≥  2 (1 + x )   ⇔    12x + x + 10  ≥   12 (1 + x )    ⇔   12x + x + 10  ≥  12  + 12x   ⇔   x ≥  2.

Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε πραγματικό αριθμό  x ≥  2 .

Επειδή η πρώτη ανίσωση αληθεύει για x <5 και η δεύτερη για  x ≥  2 οι ανισώσεις συναληθεύουν για κάθε πραγματικό αριθμό  x με 2 ≤  x  < 5, δηλαδή οι ανισώσεις συναληθεύουν όταν  x∈[2,5).

Για τον προσδιορισμό των κοινών λύσεων των δύο ανισώσεων μας διευκολύνει να παραστήσουμε τις λύσεις τους στον ίδιο άξονα (βλ. Εικόνα 3.14), απ’ όπου προκύπτει ότι  2  ≤  x < 5.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.13 Το διάστημα που επαληθεύουν οι ανισώσεις της άσκησης 2.

 




	Να λυθούν οι εξισώσεις:



	2x2  + 5x + 3 = 0

	6x2  - 5x  +  2 = 0

	- 16x2  + 8x - 1 = 0


Λύση:


	Στην πρώτη εξίσωση οι συντελεστές είναι: α = 2,  β = 5    και    γ = 3.

	Η διακρίνουσα υπολογίζεται ως εξής: Δ = 52 - 4 ∙ 2 ∙ 3  =  25 - 24 = 1.

	Εφόσον  Δ > 0 η εξίσωση έχει δύο λύσεις:



x1 =    - 5 + 1/4   = - 1     και    x2 =   - 5 - 1/4  = -  3/2  .

Στην εξίσωση 6x2  - 5x + 2 = 0  είναι   α = 6,   β = - 5,    γ = 2  οπότε η διακρίνουσα είναι: Δ = (-5)2 - 4 ∙ 6 ∙ 2 = 25 - 48 = - 23  <  0.

Άρα η εξίσωση δεν έχει λύση είναι αδύνατη.

Η τρίτη εξίσωση 2x2  + 5x + 3 = 0 έχει συντελεστές  α = - 16,   β = 8,   γ = - 1 και διακρίνουσα είναι: Δ = 82 - 4 ∙ (- 16) ∙ (- 1) =  64 - 64 = 0 . 

Η εξίσωση έχει μια διπλή λύση την x = -  8/2 ( - 16)  =  -   1/4  . 





	Να παραγοντοποιηθεί το τριώνυμο 2x2  -  8x  + 6.


Λύση:

2x2  - 8x + 6 =  2 (x2  - 4x + 3)  =  2 (x2  - 3x  - x + 3) =  2[x (x - 3) - (x - 3 )] = 2 (x - 3)(x - 1)

	



	Nα βρείτε τις πλευρές  x και  y  τις επιφάνειας του ντουλαπιού (βλ. Εικόνα 3.14) που έχει σχήμα ορθογωνίου, περίμετρο  68 cm  και διαγώνιο. (Δίνεται ότι η περίμετρος ενός ορθογωνίου ισούται με το άθροισμα του μήκους των πλευρών του.)




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.14 Οι διαστάσεις του ντουλαπιού.

 


Λύση:

Εφόσον  x, y  οι  πλευρές του ορθογωνίου. Ισχύει: 


	2x  +  2y  =  68   και

	x2  +  y2 = 262




	x + y = 34       και 

	x2  +  y2  =  676




	y  = 34 – x    και

	x2  + (34 – x)2 = 676




x2 + 342 –  2  ∙ 34x + x2 – 676 = 0

2x2 – 68x  + 1156 – 676 = 0

2x2 – 68x + 480 = 0

x2 – 34x + 240 = 0

Δ  =  342 – 4 ∙ 240  =  1156 – 960  =  196

x  =  34 ± √196/2    =   34  ±  14/2    =   34 + 14/2       ή    34 - 14/2    =   24   ή   10

Από την εξίσωση    y = 34 – x    θα  έχουμε   y =  10  ή   24.

Άρα οι  πλευρές της ορθογώνιας επιφάνειας του ντουλαπιού είναι  24   και  10 cm.


	


	Η βάση μιας ντουλάπας (βλ. Εικόνα 3.15) σε σχήμα ορθογωνίου παραλληλογράμμου έχει μήκος 80 cm και πλάτος 40 cm. Aν αυξήσουμε και το μήκος κατά x cm το εμβαδόν του θα αυξηθεί κατά 80 cm . Να βρείτε το x.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.15 Οι διαστάσεις της βάσης της ντουλάπας.

 

Λύση:


Το εμβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράμμου βρίσκεται από τον τύπο:

Ε = μηκος  x  πλάτος. 

Σύμφωνα με τον τύπο του εμβαδού και τα δεδομένα του προβλήματος ισχύει:

Ε = (80 + x) ∙ (40) = 3280 ⇒ 3200 + 40x = 3280 ⇒ 40x = 80 ⇒ x = 4 cm.




	Να βρείτε την κλίση μιας ευθείας η οποία να διέρχεται από την αρχή  Ο των αξόνων και από το σημείο Α (- 1, 3).



Λύση:

Η εξίσωση της ευθείας που περνά από την αρχή των αξόνων έχει την μορφή  y = αx. Αντικαθιστούμε στην θέση του  x = - 1   και   y = 3.

3 = α (- 1)  ⇔  α = - 3

Επομένως η κλίση της ευθείας είναι -3.




	Να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις:  y = x   και   y = – x.


Λύση:

Η συνάρτηση  y = x έχει γραφική παράσταση μια ευθεία που διέρχεται από την αρχή  Ο. Ένα δεύτερο σημείο της προσδιορίζεται δίνοντας μια τυχαία τιμή στο x εκτός της μηδενικής. 

Για  x = 1  είναι  y = 1, άρα η ευθεία διέρχεται από το σημείο  Α(1, 1). Η ζητούμενη ευθεία είναι η  ΟΑ. Ομοίως, βρίσκουμε ότι η γραφική παράσταση της   y = – x είναι η  ΟΒ (βλ. Εικόνα 3.16).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.16 Η γραφική αναπαράσταση των συναρτήσεων  y = x  και  y = - x .

 

Παρατήρηση: Η ευθεία με εξίσωση  y = x είναι διχοτόμος της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων και η  y = – x είναι διχοτόμος της 2ης και της 4ης γωνίας.




	Δίνεται η εξίσωση 3 ∙ x – 4 ∙ y = 12, όπου  x, y πραγματικοί αριθμοί.



	Να βρείτε τα σημεία στα οποία η ευθεία αυτή τέμνει τους άξονες.

	Να τη σχεδιάσετε σε σύστημα αξόνων.

	Να εκφράσετε το y ως συνάρτηση του x και να βρείτε την κλίση της ευθείας.


Λύση:


	Για τον άξονα x΄x: θέτουμε y = 0 στην εξίσωση της ευθείας, οπότε έχουμε: 3x - 4 ∙ 0 = 12 =>  => 3x = 12 => x=4.



Άρα η ευθεία τέμνει τον άξονα  x'x  στο σημείο B με συντεταγμένες (4, 0).

Για τον άξονα  y'y: θέτουμε  x = 0 στην εξίσωση της ευθείας, οπότε έχουμε:  3 ∙ 0 - 4y = 12 =>  - 4y = 12  =>  y = - 3. 

Άρα, τέμνει τον άξονα  y'y στο σημείο  Α με συντεταγμένες (0, – 3). 

Ενώνουμε τα παραπάνω σημεία  Α  και B και προεκτείνουμε. Η γραφική παράσταση της ευθείας 3x – 4y = 12 φαίνεται στην Eικόνα 3.17. 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.17 Η γραφική αναπαράσταση της εξίσωσης  3 ∙ x – 4 ∙ y  = 12 .

 




	H περίμετρος της επιφάνειας του τραπεζιού της Εικόνας 3.18 είναι 100 cm και το εμβαδόν του είναι 180 cm2. Να βρεθεί το μήκος  x  και το πλάτος  y της επιφάνειας του τραπεζιού.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.18 Διαστάσεις τραπεζιού.



Λύση:

Η συγκεκριμένη λύση θα προκύψει από την επίλυση κάποιου συστήματος.

Συγκεκριμένα το εμβαδόν του ορθογωνίου είναι:  Ε = x ∙ y και η περίμετρος είναι:  Π = 2x + 2y .

Οπότε έχουμε:

[image: 09]

Συνεπώς, το μήκος του τραπεζιού είναι 88,87 cm και το μήκος του 1,13 cm ή το αντίστροφο.




Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης


	Να εξετάσετε αν οι παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 3.2 είναι σωστές (Σ) ή λανθασμένες (Λ).





	H εξίσωση 2∙x = 6 έχει λύση τον αριθμό 3. 
	Σωστό
	Λάθος




	H εξίσωση 5∙x + x = x είναι ταυτότητα. 	
	Σωστό
	Λάθος




	Οι εξισώσεις x + 1 = 5 και -x + 5 = 1 έχουν λύση τον ίδιο αριθμό.
	Σωστό
	Λάθος




	Η εξίσωση 3∙x = 0 είναι ταυτότητα.	
	Σωστό
	Λάθος




	Η εξίσωση 0 • x = 0 είναι αδύνατη.
	Σωστό
	Λάθος































Πίνακας 3.2 Αντιστοιχία εξισώσεων με τις αντίστοιχες λύσεις.


	Να αντιστοιχίσετε κάθε εξίσωση της στήλης Α με τη λύση της στήλης Β του Πίνακα 3.3.





	ΣΤΗΛΗ Α
	ΣΤΗΛΗ Β




	-2x=4
	-8




	3x=-9
	3




	(1/2)x=-4
	-2




	2x=3+x
	-3























 

Πίνακας 3.3 Αντιστοιχία εξισώσεων με τις αντίστοιχες λύσεις.



	Αν Δ είναι η διακρίνουσα της εξίσωσης αx2 + βx + γ = 0 με α ≠ 0, τότε να αντιστοιχίσετε σε κάθε περίπτωση της στήλης (Α) το σωστό συμπέρασμα από τη στήλη (Β) στον Πίνακα 3.4.





	ΣΤΗΛΗ Α
	ΣΤΗΛΗ Β




	Δ=0
	Η εξίσωση έχει δύο άνισες λύσεις.




	Δ>0
	Η εξίσωση έχει μία διπλή λύση.




	Δ < 0
	 Η εξίσωση δεν έχει λύση.





Πίνακας 3.4 Αντιστοιχία προτάσεων της στήλης β στα κελιά της στήλης Α.

	
	   




  


    







	Για την επίλυση του συστήματος    [image: diadr_001]  με τη μέθοδο της αντικατάστασης είναι προτιμότερο να λύσουμε:





	α) την πρώτη εξίσωση ως προς x; [image: Te]

	β) την πρώτη εξίσωση ως προς y;[image: Te]

	γ) τη δεύτερη εξίσωση ως προς x;[image: Te]

	δ) τη δεύτερη εξίσωση ως προς y; [image: Te]













	Αν στο σύστημα [image: diadr_002]   εφαρμόσουμε τη μέθοδο των αντιθέτων συντελεστών ποια από τις παρακάτω εξισώσεις προκύπτει;




	α) 3x = -1    [image: Te]

	β) 2x = -9     [image: Te]

	γ) 5x = -10  [image: Te]

	δ) 5x = 10[image: Te]


















	Να βρείτε ποιο από τα παρακάτω ζεύγη είναι λύση του συστήματος [image: diadr_003].





	α) (2, 4)  [image: Te]

	β) (7, -1)[image: Te]

	γ) (6, 2)   [image: Te]

	δ) (5, 1)[image: Te]




















Προβλήματα



	Σχεδιάζοντας την επιφάνεια ενός γραφείου σχήματος ορθογωνίου ένας σχεδιαστής βλέπει ότι οι διαστάσεις διαφέρουν κατά 40cm. Αν η μεγαλύτερη διάσταση αυξηθεί κατά  20 cm και η μικρότερη ελαττωθεί κατά 10 cm, το εμβαδό του δαπέδου παραμένει το ίδιο. Να βρείτε τις διαστάσεις του γραφείου και το εμβαδό του.

	Να λύσετε τις εξισώσεις:






	2x + 21 = 4 + x - 5

	- 9 + 7y + y = 1 - 2y

	3t - 3 (t + 1) =  t + 2 (t + 1) + 1



	H επιφάνεια από ένα ερμάριο βάσης σε σχήμα ορθογωνίου παραλληλογράμμου έχει μήκος 8cm και πλάτος 4cm. Aν αυξήσουμε και το μήκος κατά x cm το εμβαδόν του θα αυξηθεί κατά 28 cm . Να βρείτε το x. 

	Δίνεται η εξίσωση:  μ (x + 6) - 2 = (2μ - 1) x + 2






	Αν  μ = 2, να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει λύση  x = 8.

	Αν η εξίσωση έχει λύση  x = 7, να αποδείξετε ότι μ = 3.

	Αν  μ = 1, να λύσετε την εξίσωση.





	 Για ποιες τιμές του θετικού ακέραιου αριθμού μ, έχουμε ότι ο  Α = 2 (μ - 3) - 4 είναι αρνητικός;


	H περίμετρος της επιφάνειας ενός τετράγωνου τραπεζιού είναι 120 cm και το εμβαδόν του είναι 180 cm2. Να βρεθεί η πλευρά  x της επιφάνειας του τραπεζιού.



	H Άννα είχε τριπλάσια χρήματα από τη Μαρία, αλλά δαπάνησε 14 € και τώρα έχει λιγότερα από τη Μαρία. Να αποδείξετε ότι η Μαρία έχει λιγότερα από 7€.


	Να λύσετε τις εξισώσεις:




	(3x + 1) 2 = 5 (3x + 1)

	0,5 (1 - y) 2 = 18

	(2ω + 1)(ω - 16) = 0




	Να λύσετε τα συστήματα εξισώσεων:






	 [image: 10a] 

	 [image: 10b] 




	Το παρακάτω σχήμα της Εικόνας 3.19 απεικονίζει τα τμήματα διαφορετικού υλικού ενός κουφώματος. Για τις διάφορες διαστάσεις και κόστη των υλικών A, B, C να βρεθεί το αντίστοιχο κόστος της άγνωστης διάστασης στον Πίνακα 3.5.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 3.19 Τμήματα διαφορετικού υλικού ενός κουφώματος.





	Διάσταση Α
	Διάσταση Β
	Διάσταση C
	Κόστος μονάδας άγνωστης διάστασης




	100 cm, 20 €/cm
	40 cm, 0,20 €/cm
	20 cm, 0,40 €/cm
	




	200 cm, 40 €/cm
	80 cm, 0,20 €/cm
	40 cm, 0,40 €/cm
	






Πίνακας 3.5 Συμπλήρωση κόστους αν τμήμα κουφώματος.
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Κεφάλαιο 4 - Βασικές Έννοιες Γεωμετρίας – Τριγωνομετρίας 



Συντομεύσεις – Ακρωνύμια

Σύνοψη

Προαπαιτούμενη γνώση

4.1 Ευθύγραμμα τμήματα

4.2 Γωνίες

4.3 Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα γωνιών

4.4 Είδη γωνιών

4.5 Εφεξής και διαδοχικές γωνίες

4.6 Άθροισμα γωνιών

4.7 Παραπληρωματικές και συμπληρωματικές γωνίες

4.8 Συμμετρία

4.9 Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας

4.10 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας ω, με 0≤ω≤360

Λυμένες ασκήσεις

Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

Προβλήματα

Βιβλιογραφία


Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		


	Βλ.
	Βλέπε




	ημω
	Ημίτονο της γωνίας ω




	συνω
	Συνιμήτονο γωνίας ω




	εφω
	Εφαπτομένη γωνίας ω




	σφω
	Συνεφαπτομένη γωνίας ω






	sin(ω)
	Sine of the angle ω





	cos(ω)
	Cosine of the angle ω




	tan(ω)
	Tangent of the angle ω




	cot(ω)
	Cotangent  of the angle ω








Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες Γεωμετρίας και Τριγωνομετρίας. Περιγράφονται τα ευθύγραμμα τμήματα, οι ευθείες οι γωνίες και τα διάφορα είδη γωνιών. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητες για την περιγραφή της συμμετρίας στα γεωμετρικά σχήματα και τον υπολογισμό των τριγωνομετρικών αριθμών.



Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται, χρειάζονται βασικές γνώσεις Άλγεβρας και γεωμετρίας επίπεδων σχημάτων.




4.1 Ευθύγραμμα τμήματα



Οι γεωμετρικές έννοιες σημείο, ευθεία και επίπεδο θεωρούνται αόριστες και ο ορισμός τους με ακρίβεια δεν είναι εφικτός. Μαθαίνουμε να χειριζόμαστε αυτές τις έννοιες με βάση αξιώματα που περιγράφουν χαρακτηριστικά τους τα οποία και αποδεχόμαστε χωρίς απόδειξη.

Το ίχνος που αφήνει η μύτη του μολυβιού στο χαρτί μας δίνει την έννοια του σημείου. Το σημείο το παριστάνουμε με μια τελεία και το ονομάζουμε με ένα κεφαλαίο γράμμα (βλ. Εικόνα 4.1).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.1 Αναπαράσταση σημείου.

 

Μια τεντωμένη κλωστή με άκρα Α και Β δίνει την έννοια του ευθύγραμμου τμήματος (βλ. Εικόνα 4.2) που συμβολίζουμε ως ΑΒ. Το ΑΒ αποτελείται από τα Α και Β καθώς και όλα τα σημεία που βρίσκονται μεταξύ τους. Τα σημεία Α και Β  λέγονται άκρα του ευθύγραμμου τμήματος. Τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος εκτός των άκρων αποτελούν το εσωτερικό του ευθύγραμμου τμήματος. Δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται διαδοχικά όταν έχουν  ένα κοινό άκρο.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.2 Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.

 

Ευθεία είναι ένα σχήμα που προκύπτει αν προεκτείνουμε απεριόριστα το ευθύγραμμο τμήμα και προς τα δύο άκρα (βλ. Εικόνα 4.3) και έτσι θεωρούμε ότι δεν έχει αρχή ούτε τέλος. Συμβολίζουμε μια ευθεία με ένα μικρό γράμμα από τα αρχικά του αλφαβήτου, π.χ. "ε", ή με δύο μικρά γράμματα από τα τελευταία του αλφαβήτου π.χ. x'x, y'y (Bond, D. 1921).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.3 Η ευθεία ε.

 

Μία πρωταρχική απαίτηση, η οποία καθορίζει τη θέση και την ύπαρξη ενός επιπέδου στο γεωμετρικό χώρο, είναι το εξής αξίωμα:


	Τρία σημεία που δεν είναι συνευθειακά ορίζουν ένα μοναδικό επίπεδο. Αν  Α, Β και Γ είναι τρία μη συνευθειακά σημεία, τότε αυτά ορίζουν μοναδικό επίπεδο (βλ. Εικόνα 4.4) και θα το συμβολίζουμε με (Α, Β, Γ).




Οι ιδιότητες του επιπέδου είναι:


	Ένα επίπεδο επεκτείνεται απεριόριστα.

	Από τρία μη συνευθειακά σημεία διέρχεται ένα μοναδικό επίπεδο, ενώ από ένα ή δύο σημεία διέρχονται άπειρα επίπεδα.

	Κάθε επίπεδο χωρίζει το χώρο σε δύο μέρη, ώστε, αν θέλουμε να περάσουμε από το ένα μέρος του χώρου στο άλλο, πρέπει να διαπεράσουμε το επίπεδο.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.4 Αναπαράσταση επιπέδου.

 

Η ονομασία του επιπέδου δίνεται με ένα κεφαλαίο γράμμα του αλφάβητου π.χ. Π, Ρ, Σ κ.λπ. Κάθε ευθεία ενός επιπέδου το χωρίζει σε δύο ημιεπίπεδα.

Για τις έννοιες σημείο, ευθεία και επίπεδο ισχύουν τα παρακάτω αξιώματα: 


	Αξίωμα 1:Δύο διαφορετικά σημεία Α, Β ορίζουν μια ακριβώς ευθεία που συμβολίζουμε με ΑΒ (βλ. Εικόνα 4.5).

	Αξίωμα 2:Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία. Για κάθε ευθεία υπάρχουν άπειρα σημεία του επιπέδου που δεν ανήκουν σε αυτή.

	Αξίωμα 3:Κάθε ευθεία χωρίζει το επίπεδο σε δύο μέρη που λέγονται ημιεπίπεδα, που δεν έχουν κοινά σημεία με την ευθεία. Μια ευθεία που έχει δύο σημεία Α και Β σε διαφορετικά ημιεπίπεδα της ευθείας ε τέμνει την ευθεία ε.

	Αξίωμα 4:Αν τα σημεία Α και Β βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο της ευθείας ε, τότε και όλα τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ περιέχονται στο ίδιο ημιεπίπεδο. Αν τα σημεία Α και Β βρίσκονται σε διαφορετικά ημιεπίπεδα της ευθείας ε, τότε το σημείο τομής Ε της ευθείας ε και της ευθείας ΑΒ βρίσκεται μεταξύ των Α και Β (βλ. Εικόνα 4.6).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.5 Ευθεία ΑΒ.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.6 Ευθεία ε και ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με σημείο τομής Ε.

 


Ημιευθεία είναι το σχήμα που προκύπτει αν προεκτείνουμε απεριόριστα ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μόνο από το ένα άκρο (βλ. Εικόνα 4.7). Η ημιευθεία έχει αρχή αλλά δεν έχει τέλος. Μια ημιευθεία συμβολίζεται με ένα κεφαλαίο γράμμα που δηλώνει την αρχή της και ένα μικρό γράμμα δηλαδή Αx.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.7 Η ημιευθεία Αx.

 

4.1.1 Παράλληλες και τεμνόμενες ευθείες

Οι σχετικές θέσεις δύο ευθειών ε1 και ε2 οι οποίες βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο είναι οι παρακάτω:






	Ταυτίζονται: όταν όλα τα σημεία της ε1 συμπίπτουν με όλα τα σημεία της ε2.

	Είναι παράλληλες: όταν δεν τέμνονται, δεν έχουν δηλαδή κανένα κοινό σημείο. Δύο παράλληλες ευθείες συμβολίζονται ε1//ε2 (βλ Εικόνα 4.8).

	Τέμνονται: όταν μεταξύ των ευθειών υπάρχει ένα κοινό σημείο (βλ. Εικόνα 4.9).






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.8 Παράλληλες ευθείες ε1//ε2.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.9 Οι ευθείες ε1 και ε2 τέμνονται.




Θα εξετάσουμε τώρα αν από σημείο εκτός ευθείας μπορούμε να φέρουμε παράλληλες ευθείες προς αυτή και πόσες. Έστω λοιπόν, ευθεία  ε και σημείο Α εκτός αυτής (βλ. Εικόνα 4.10). Φέρουμε την ΑΒ⊥ε  και ονομάζουμε ε' την ευθεία που είναι κάθετη στην ΑΒ στο σημείο Α. Τότε  ε'//ε (αφού και οι δύο είναι κάθετες στην ΑΒ).

Έτσι λοιπόν υπάρχει ευθεία ε' που διέρχεται από ένα σημείο Α που δεν ανήκει στην ε και είναι παράλληλη προς την ευθεία ε. Δεχόμαστε ως αξίωμα ότι η ευθεία αυτή είναι μοναδική, δηλαδή:



Αίτημα παραλληλίας (Ευκλείδειο αίτημα): Από σημείο εκτός ευθείας άγεται μια μόνο παράλληλη ευθεία προς αυτή.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.10 Αίτημα παραλληλίας.




Οι ιδιότητες των παράλληλων ευθειών είναι:


	Αν δυο διαφορετικές ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες προς μια τρίτη ευθεία ε, τότε είναι και μεταξύ τους παράλληλες. Δηλαδή αν ε1//ε και ε2//ε τότε ε1//ε2 (βλ. Εικόνα 4.11).

	Αν δύο ευθείες  και ε2 είναι παράλληλες και μια τρίτη ευθεία ε τέμνει τη μια από αυτές, τότε η ε θα τέμνει και την άλλη (βλ. Εικόνα 4.12).

	Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε μια από δύο παράλληλες ευθείες, τότε είναι κάθετη και στην άλλη (βλ. Εικόνα 4.13).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.11 Παράλληλες ευθείες ε||ε1||ε2.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.12 Παράλληλες ευθείες ε1||ε2  που τέμνονται από την ευθεία ε.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.13 Παράλληλες ευθείες ε1||ε2  και κάθετη προς αυτές ευθεία ε.







4.2  Γωνίες 


Δύο ημιευθείες  ΟΧ, ΟΥ με κοινό άκρο Ο, χωρίζουν το επίπεδο σε δύο μέρη και ορίζουν μια κυρτή γωνία, ή απλά γωνία, και μια μη κυρτή γωνία (βλ. Εικόνα 4.14). Κυρτή γωνία ή γωνία λέγεται το σχήμα που συμβολίζουμε με  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  και αποτελείται από τις δύο ημιευθείες  ΟΧ και ΟΥ μαζί με το ένα από τα δύο μέρη του επιπέδου που καλείται εσωτερικό της γωνίας. Το σημείο Ο  λέγεται  κορυφή της γωνίας. Οι ημιευθείες ΟΧ, ΟΥ  λέγονται πλευρές της γωνίας. Μη κυρτή γωνία ονομάζεται το σχήμα που ορίζεται πάλι από τις ημιευθείες  ΟΧ  και  ΟΥ  και συνίσταται από το υπόλοιπο μέρος του επιπέδου εκτός του εσωτερικού της γωνίας  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  και των ημιευθειών που ορίζουν (Chern, S. 1990). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.14 Κυρτή γωνία    [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
 


Διχοτόμος μιας γωνίας ονομάζεται η ημιευθεία που έχει αρχή την κορυφή της γωνίας, βρίσκεται στο εσωτερικό της και τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες (βλ. Εικόνα 4.15).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.15 Διχοτόμος της γωνίας  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 




4.3 Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα γωνιών
	
Η μέτρηση των γωνιών γίνεται με το μοιρογνωμόνιο (βλ. Εικόνα 4.16). Ο αριθμός που προκύπτει από την μέτρηση, ονομάζεται μέτρο της γωνίας. Μονάδα μέτρησης των γωνιών είναι η γωνία μιας μοίρας, δηλαδή η μία από τις 90 ίσες γωνίες στις οποίες χωρίζεται η ορθή γωνία: 1 ορθή = 90 μοίρες και 1 μοίρα = 1/90 της ορθής. Ισχύει ακόμη 1ο = 60' (πρώτα λεπτά) και 1' = 60'' (δεύτερα λεπτά) (Coxeter, H. 1961). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.16 Μέτρηση της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Ακόμη για τις γωνίες ισχύουν τα ακόλουθα:


	Κάθε γωνία έχει μοναδικό μέτρο που εξαρτάται μόνο από το "άνοιγμα" των πλευρών της και συμβολίζεται με |ΧΟΥ|.

	Αν δύο γωνίες έχουν το ίδιο μέτρο είναι ίσες.

	Στο εξής με  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ή [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]θα συμβολίζουμε τη γωνία και το μέτρο της.







4.4 Είδη γωνιών


	Στην περίπτωση που οι ΟΧ και  ΟΥ ταυτίζονται τότε η κυρτή γωνία λέγεται μηδενική ενώ η μη κυρτή πλήρης γωνία (βλ. Eικόνα 4.17). Το μέτρο της μηδενικής γωνίας είναι ίσο με 0o και της πλήρους γωνίας ίσο με 360o  (Carno, M. 1976).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.17 Μηδενική γωνία.




	Αν οι ημιευθείες  Οx, Οy είναι διαδοχικές με κοινό σημείο το Ο τότε καθένα από τα δύο ημιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία xy λέγεται ευθεία γωνία (βλ. Εικόνα 4.18). Η ευθεία γωνία έχει μέτρο 180o.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.18 Ευθεία γωνία.




	Θεωρούμε μια ευθεία γωνία και τη διχοτόμο της. Καθεμία από τις ίσες γωνίες που προκύπτουν ονομάζεται ορθή γωνία και έχει μέτρο 90o (βλ. Εικόνα 4.19). Οι πλευρές μιας ορθής γωνίας είναι κάθετες ημιευθείες. Αν οι  ε1, ε2 είναι κάθετες γράφουμε: ε1⊥ε2.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.19 Ορθή γωνία.




	Οξεία γωνία καλείται κάθε γωνία με μέτρο μικρότερο των 90o και μεγαλύτερο των 0o (βλ. Εικόνα 4.20).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.20 Οξεία γωνία.



	Αμβλεία γωνία ονομάζεται κάθε γωνία με μέτρο μεγαλύτερο των 90o και μικρότερο των 180o (βλ. Εικόνα 4.21).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.21 Αμβλεία γωνία.





4.5 Εφεξής και διαδοχικές γωνίες



	Δυο γωνίες ονομάζονται εφεξής όταν έχουν κοινή κορυφή, μια κοινή πλευρά και κανένα άλλο κοινό σημείο (βλ. Εικόνα 4.22).



 [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.22 Εφεξής γωνίες οι  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



	Διαδοχικές γωνίες ονομάζονται περισσότερες από δύο γωνίες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και καθεμιά από αυτές είναι εφεξής γωνία με την προηγούμενη ή την επόμενή της (βλ. Εικόνα 4.23).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.23 Διαδοχικές γωνίες.






4.6 Άθροισμα γωνιών

Σε αρκετές περιπτώσεις χρειάζεται να προσθέσουμε δύο γωνίες, δηλαδή να βρούμε μια τρίτη γωνία που να ισούται με το άθροισμά τους (Dergiades, N. 2007). 

 Για κάθε σημείο Ρ στο εσωτερικό της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] (κυρτής ή μη κυρτής) τα μέτρα των γωνιών  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.], [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ικανοποιούν τη σχέση (βλ. Εικόνα 4.24) |XOY|=|XOΡ|+|ΡΟΥ|. Σε κάθε τέτοια περίπτωση λέμε ότι η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]αντιστοιχεί στο άθροισμα των γωνιών [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]







4.7 Παραπληρωματικές και συμπληρωματικές γωνίες


	Παραπληρωματικές γωνίες είναι ο γωνίες που έχουν άθροισμα  180p. Κάθε μία λέγεται παραπλήρωμα της άλλης (βλ. Εικόνα 4.25).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.25 Παραπληρωματικές γωνίες.



	Συμπληρωματικές γωνίες είναι οι γωνίες που έχουν άθροισμα  90o. Κάθε μια λέγεται συμπλήρωμα της άλλης (βλ. Εικόνα 4.26). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.26 Συμπληρωματικές γωνίες.




	Κατακορυφήν γωνίες είναι οι γωνίες που έχουν κοινή κορυφή και οι πλευρές της μιας είναι προεκτάσεις των πλευρών της άλλης (βλ. Εικόνα 4.27).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.27 Κατακορυφήν γωνίες.







4.8 Συμμετρία

Συμμετρία ονομάζεται η ιδιότητα μερικών γεωμετρικών σχημάτων στα οποία σε κάθε σημείο τους υπάρχει αντίστοιχο σημείο που ανήκει στο σχήμα και το μέσο αυτού του ευθύγραμμου τμήματος να ανήκει σε ένα στοιχειώδες γεωμετρικό σχήμα. δηλαδή ένα σημείο, μια ευθεία, ή ένα επίπεδο. Η συμμετρία διακρίνεται σε αξονική και σε σημειακή συμμετρία. Η πρώτη καθορίζεται πλήρως από μια ευθεία και η δεύτερη από ένα σημείο (Hahn, L. 1994).



4.8.1 Συμμετρία ως προς άξονα

Η συμμετρία ως προς άξονα αφορά συμμετρικά σημεία ως προς μια ευθεία, συμμετρικά σχήματα ως προς ευθεία και τον άξονα συμμετρίας του σχήματος.


			Συμμετρικό σημείου Κ ως προς ευθεία ε:



		
			Όταν το Κ δεν βρίσκεται πάνω στην ε. Ονομάζουμε συμμετρικό του Κ ως προς την ευθεία ε το σημείο Κ' 
	με το οποίο συμπίπτει το Κ όταν διπλώσουμε το σχήμα κατά μήκος της ευθείας ε. Στην Εικόνα 4.28 με την βοήθεια του γνώμονα φέραμε το τμήμα ΚΜ⊥ε  το οποίο 		    
	προεκτείνουμε κατά  ΜΚ'= ΜΚ.
	



	
[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

	Εικόνα 4.28 Συμμετρικό σημείου Κ ως προς ευθεία.




		Όταν το Κ βρίσκεται πάνω στην ε, το συμμετρικό του είναι ο εαυτός του.




	Συμμετρικά σχήματα ως προς ευθεία ε:



	
		Δύο σχήματα  Σ1 και  Σ2  είναι συμμετρικά ως προς ευθεία ε όταν το κάθε ένα αποτελείται από τα συμμετρικά σημεία του άλλου ως προς την ευθεία ε.


		Τα συμμετρικά σχήματα ως προς ευθεία είναι ίσα.





Εφαρμογές:

	Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε' την οποία ορίζουν τα συμμετρικά σημεία δύο σημείων της ε (βλ. Εικόνα 4.29).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.29 Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε'.




	Συμμετρικό ευθυγράμμου τμήματος ως προς μια ευθεία  ε είναι το ευθύγραμμο τμήμα που έχει άκρα τα συμμετρικά σημεία των άκρων του (βλ. Εικόνα 4.30). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.30 Συμμετρικό ευθυγράμμου τμήματος ως προς μια ευθεία ε.




	Συμμετρικό ημιευθείας Οx  ως προς ευθεία  ε είναι η ημιευθεία που έχει αρχή το συμμετρικό του σημείου Ο και διέρχεται από το συμμετρικό  Κ' ενός σημείου Κ της  Οx (βλ. Εικόνα 4.31).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.31 Συμμετρικό ημιευθείας Οx  ως προς ευθεία ε.




	Συμμετρικό γωνίας   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ως προς ευθεία  ε είναι η γωνία που έχει πλευρές τα συμμετρικά των πλευρών Οχ και Οy (βλ. Εικόνα 4.32).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.32 Συμμετρικό γωνίας[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ως προς ευθεία ε.




	Συμμετρικό κύκλου ως προς ευθεία είναι ο κύκλος που έχει κέντρο το συμμετρικό του Ο και ακτίνα  ρ (βλ. Εικόνα 4.33).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.33 Συμμετρικό κύκλου ως προς ευθεία.




	Άξονας συμμετρίας σχήματος: Μια ευθεία  ε λέμε ότι είναι άξονας συμμετρίας ενός σχήματος, όταν χωρίζει το σχήμα σε δύο μέρη τα οποία συμπίπτουν, όταν διπλώσουμε το σχήμα κατά μήκος της  ε (βλ. Εικόνα 4.34). Αν ένα σχήμα έχει άξονα συμμετρίας, τότε το συμμετρικό του σχήματος ως προς τον άξονα είναι ο εαυτός του.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.34 Άξονας συμμετρίας τριγώνου.



4.8.2 Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος


Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος λέγεται η ευθεία που είναι κάθετη προς αυτό και διέρχεται από το μέσον του (βλ. Εικόνα 4.35). Η μεσοκάθετος έχει τις παρακάτω ιδιότητες:


	Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος έχει ίσες αποστάσεις (ισαπέχει) από τα άκρα του.

	Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθύγραμμου τμήματος βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετό του.

	H μεσοκάθετος ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι άξονας συμμετρίας του.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.35 Η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.




Αναφορικά με τη γεωμετρική κατασκευή της μεσοκαθέτου σχεδιάζεται μόνο με κανόνα (δηλαδή έναν αβαθμολόγητο χάρακα) και διαβήτη.

Για την κατασκευή της μεσοκαθέτου ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (βλ. Εικόνα 4.36) ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.36 Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.





	Βήμα 1ο:Με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα μεγαλύτερη από το μισό του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, σχεδιάζουμε ένα κύκλο (βλ. Εικόνα 4.37).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.37 Κύκλος με κέντρο το σημείο Α.



	Βήμα 2ο:Με κέντρο το σημείο Β και ακτίνα μεγαλύτερη από το μισό του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, σχεδιάζουμε ένα δεύτερο κύκλο (βλ. Εικόνα 4.38).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.38 Κύκλος με κέντρο το σημείο Β.



	Βήμα 3ο:Βρίσκουμε τα σημεία τομής των δύο κύκλων και τα ονομάζουμε Γ και Δ (βλ. Εικόνα 4.39).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.39 Τα σημεία τομής των δύο κύκλων.




	Βήμα 4ο:Η ευθεία που διέρχεται από αυτά τα σημεία είναι η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.40 Η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.




Παράδειγμα:

Αν τα σπίτια  Α, Β, Γ τριών μαθητών ισαπέχουν από το σχολείο τους να βρείτε την θέση του σχολείου τους.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.41 Εντοπισμός θέσης σχολείου από τα σπίτια τριών μαθητών.



Λύση:

Έστω Α, Β και Γ τα σπίτια των τριών μαθητών στην Εικόνα 4.41. Αφού το σχολείο απέχει εξίσου από τα σπίτια  Α και  Β θα βρίσκεται στην μεσοκάθετο του ΑΒ και για τον ίδιο λόγο στην μεσοκάθετο του ΑΓ επομένως η θέση του σχολείου είναι το σημείο τομής των μεσοκαθέτων των τμημάτων ΑΒ και ΑΓ. Δεν έχουμε λοιπόν παρά να κατασκευάσουμε τις μεσοκάθετες των ΑΒ, ΑΓ. 


4.8.3 Συμμετρία ως προς σημείο


	Συμμετρικό σημείου ως προς κέντρο συμμετρίας: Ονοµάζουµε συµµετρικό του x  ως προς κέντρο Ο το σηµείο x' µε το οποίο συµπίπτει το x περιστρεφόµενο περί το ρ κατά γωνία  180o. Τα σηµεία  x  και x'  λέγονται συµµετρικά ως προς κέντρο το ρ. Είναι φανερό ότι το συµµετρικό του ρ ως προς κέντρο το ρ είναι ο εαυτός του (βλ. Εικόνα 4.42).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.42 Συμμετρικό σημείου x ως προς κένρο συμμετρίας





	Συμμετρία και μέσο: Δύο σημεία x και x' είναι συμμετρικά ως προς το ρ όταν το ρ είναι το μέσο του τμήματος xx' (βλ. Εικόνα 4.42).


	Συμμετρικά σχήματα ως προς κέντρο ένα σημείο: Δύο σχήματα Σ1 και Σ2 είναι συμμετρικά ως προς κέντρο Ο όταν το κάθε ένα αποτελείται από τα συμμετρικά σημεία του άλλου ως προς το  Ο. Τα συμμετρικά ως προς σημείο σχήματα είναι ίσα.





Εφαρμογές:


	Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε'||ε η οποία διέρχεται από τα συμμετρικά σημεία δύο σημείων της ευθείας ε (βλ. Εικόνα 4.43).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.43 Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε'.



	Συμμετρικό ημίευθείας Κx είναι η ημιευθεία που έχει αρχή το συμμετρικό Κ' του Κ και διέρχεται από το συμμετρικό Λ' ενός σημείου Β της Κx (βλ. Εικόνα 4.44).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.44 Συμμετρικό της ημιευθείας  Κx' ως προς ένα σημείο.



	Συμμετρικό ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ είναι το ευθύγραμμο τμήμα Κ'Λ' που έχει συμμετρικά Κ' και Λ' των άκρων Κ και Λ του τμήματος ΚΛ. Ισχύει ότι ΚΛ||Κ'Λ' και ΚΛ = Κ'Λ' (βλ. Εικόνα 4.45).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.45 Συμμετρικό ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ .



	Συμμετρικό της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]είναι η γωνία που έχει πλευρές τα συμμετρικά των πλευρών Κx  και  KY  (βλ. Εικόνα 4.46). 






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.46 Συμμετρικό της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 




	Συμμετρικό κύκλου (Κ, ρ) είναι ο κύκλος που έχει συμμετρικό Κ' του Κ  και ακτίνα ρ (βλ. Εικόνα 4.47).






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.47 Συμμετρικό κύκλου (Κ, ρ) .





4.8.4 Κέντρο συμμετρίας

Κέντρο συμμετρίας σχήματος καλείται κάθε σημείο Ο  γύρω από το οποίο αν περιστραφεί το σχήμα κατά 180o θα συμπίπτει με το αρχικό (Roger, J. 1916).  Όταν ένα σχήμα έχει κέντρο συμμετρίας το συμμετρικό του ως προς το κέντρο αυτό είναι το ίδιο το σχήμα.

Για παράδειγμα, στο  κέντρο της Εικόνας 4.48  υπάρχει ένα σημείο Ο ώστε αν στρέψουμε το σχήμα κατά 180o  γύρω από αυτό θα πάρουμε ένα σχήμα που θα συμπέσει με το αρχικό. Το σημείο  Ο λέγεται κέντρο συμμετρίας του σχήματος και λέμε ότι το σχήμα έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο Ο.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.48 Κέντρο συμμετρίας σχήματος.




4.8.5 Παράλληλες ευθείες που τέμνονται από μια άλλη ευθεία

Οι γωνίες που βρίσκονται ανάμεσα στις παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 της Εικόνας 4.49 ονομάζονται "εντός" και όλες οι άλλες "εκτός" των ευθειών.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.49 Γωνίες εντός και εκτός των παράλληλων ευθειών.




Πιο συγκεκριμένα, οι γωνίες:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
Παράδειγμα:


Στο σχήμα της Εικόνας 4.50 είναι ε1//ε2. Να υπολογίσετε όλες τις γωνίες, που είναι σημειωμένες, αν είναι [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] .



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.50 Γωνίες εντός και εκτός και εναλλάξ των παράλληλων ευθειών.



Λύση:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]




4.9 Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας

Θεωρούμε την οξεία γωνία του τριγώνου της Εικόνας 4.51. Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας αυτής είναι το ημίτονο, το συνιμήτονο, η εφαπτομένη και συνεφαπτομένη. Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί είναι καθαροί αριθμοί, δεν έχουν δηλαδή μονάδες μέτρησης (Trajan, L. 1952).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.51 Οι πλευρές αναφορικά με τη γωνία Γ.




Οι τύποι των τριγωνομετρικών αυτών αριθμών εκφράζονται από τους ακόλουθους λόγους:



	Ημίτονο οξείας γωνίας ημΓ = απέναντι κάθετος / υποτείνουσα.

	Συνημίτονο οξείας γωνίας συνΓ = προσκείμενη κάθετος / υποτείνουσα.

	Εφαπτομένη οξείας γωνίας συνΓ = απέναντι κάθετος / προσκείμενη κάθετος.

	Συνεφαπτομένη οξείας γωνίας συνΓ = προσκείμενη κάθετος / απέναντι κάθετος.






4.10 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας ω, με 0 ≤ ω ≤ 360o

Έστω ένα σύστημα συντεταγμένων Oxy στο επίπεδο, Ot μία ημιευθεία αυτού και[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  η γωνία που παράγεται από τον ημιάξονα Ox αν περιστραφεί κατά τη θετική φορά γύρω από το Ο μέχρι να συμπέσει για πρώτη φορά με την ημιευθεία Ot (βλ. Εικόνα 4.52).


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.52 Η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]που παράγεται από τον ημιάξονα Ox και αν περιστραφεί κατά τη θετική φορά γύρω από το Ο. 



Ο θετικός ημιάξονας Οx καλείται αρχική πλευρά και η ημιευθεία Ot καλείται τελική πλευρά της γωνίας[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] θεωρούμε τυχαίο σημείο Κ(x, y) και φέρνουμε την κάθετη  ΚΚ1 στον άξονα  x'x (Πάμφιλος, Π. 2012). Αν η γωνία   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]είναι οξεία τότε ισχύουν οι ισότητες που αναλύσαμε στην προηγούμενη παράγραφο δηλαδή:



	ημω = Κ1 Κ/OK


	συνω = OΚ1/OK


	εφω = Κ1 Κ/OK1


	σφω = OΚ1/Κ1 Κ




Όμως (ΟΚ1) = x, (Κ1 Κ) = y   και (ΟΚ) = √(x2 + y2 ), ρ>0.
 Επομένως οι παραπάνω ισότητες γράφονται:


	ημω =  y/ρ,  συνω = x/ρ , εφω = y/x    και  σφω =  x/y   όπου  ρ = √(x2 + y2 )  >0.



Επομένως, μπορούμε να γενικεύσουμε τα παραπάνω ορίζοντας τριγωνομετρικούς αριθμούς οποιασδήποτε γωνίας και έχουμε:


	ημω =  y/ρ ,   εφω  =  y/x    (εφόσον x ≠ 0),

	συνω =   x/ρ ,  σφω  =  x/y     (εφόσον y ≠ 0).



Όπου (x, y) οι συντεταγμένες οποιουδήποτε σημείου Κ (διαφορετικού της αρχής των αξόνων Ο) της τελικής πλευράς της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και  ρ = √(x2 +  y2 )  > 0 η απόσταση του Κ από το Ο.


4.10.1 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών μεγαλύτερων των 360ο και αρνητικών γωνιών.


Θεωρούμε ότι σε ένα σύστημα συντεταγμένων ο ημιάξονας Οx  (βλ. Εικόνα 4.53) περιστρέφεται γύρω από την αρχή των αξόνων Ο κατά τη θετική φορά. Αν κάνει μια πλήρη περιστροφή και περιστραφεί επιπλέον και κατά γωνία μέτρου  30o, τότε ο Οx έχει διαγράψει γωνία: 
ω = 360o + 30o  = 390o.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.53 Γωνία μέτρου  30o.



Με αντίστοιχο τρόπο ορίζονται και οι γωνίες που είναι μεγαλύτερες των 360o, δηλαδή γωνίες της μορφής: 
ω = ν ∙ 360o + μo , όπου  ν∈Ν και 0 ≤ μ < 360o. 



Αν τώρα ο ημιάξονας Ox, στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά την αρνητική φορά, πραγματοποιήσει μια πλήρη περιστροφή και στη συνέχεια διαγράψει γωνία μέτρου  30o τότε λέμε ότι ο ημιάξονας Ox έχει διαγράψει αρνητική γωνία  360o + 30o = 390o ή αλλιώς γωνία (βλ. Eικόνα 4.54): 
ω = - (360o + 30o) = - 390o.



Mε ανάλογο τρόπο ορίζονται οι αρνητικές γωνίες δηλαδή οι γωνίες της μορφής : 
ω = - ( ν ∙ 360o + μo), όπου  ν∈Ν  και  0 ≤ μ < 360o.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.54 Αρνητική γωνία.




Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών που είναι μεγαλύτερες από  360o, καθώς και των αρνητικών γωνιών, ορίζονται όπως και οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών από 0o  μέχρι 360o. Δηλαδή για κάθε γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.], θετική ή αρνητική, ορίζουμε:


	ημω =    y/ρ , εφω =   y/x      (αφού x ≠ 0)

	συνω =   x/ρ , σφω =   x/y      (αφού y ≠ 0)



όπου (x, y) οι συντεταγμένες οποιουδήποτε σημείου Κ (διαφορετικού της αρχής των αξόνων Ο) της τελικής πλευράς της γωνίας ω και ρ = √( x2 + y2) > 0 η απόσταση του Κ από το Ο. 

Ορίζουμε ακόμη μια γωνία  ω (θετική ή αρνητική) με αρχική πλευρά τον ημιάξονα  Ox. Αν ο ημιάξονας Ox, στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά θετική φορά, συμπληρώσει ν πλήρεις  στροφές και στη συνέχεια διαγράψει τη γωνία ω, τότε θα έχει διαγράψει γωνία: 


ν ∙ 360o  + ω που έχει την ίδια τελική πλευρά με την  ω.
Αν όμως ο ημιάξονας Ox, στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά αρνητική φορά, συμπληρώσει ν πλήρεις στροφές και στη συνέχεια διαγράψει τη γωνία ω, τότε θα έχει διαγράψει γωνία: 
- ν ∙ 360ο  +  ω, που θα έχει και αυτή την ίδια τελική πλευρά με την ω.

Οι παραπάνω γωνίες, που είναι της μορφής  κ ∙ 360o  +  ω, κ∈Ζ επειδή έχουν την ίδια τελική πλευρά θα έχουν και τους ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς.

Επομένως για κάθε  κ∈Ζ  θα ισχύει: 

ημ (κ ∙ 360o + ω) = ημω, εφ (κ ∙ 360o + ω)  =  εφω  και  συν (κ ∙ 360o + ω) = συνω, σφ ( κ ∙  360o + ω) = σφω.


4.10.2 Ο τριγωνομετρικός κύκλος

Ο τριγωνομετρικός κύκλος (Εικόνα 4.55) αποτελεί τη βάση υπολογισμού των τριγωνομετρικών αριθμών. Πρόκειται για κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων Ο (0, 0) ενός συστήματος συντεταγμένων και ακτίνα ρ = 1. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.55 Τριγωνομετρικός κύκλος.




Σε ένα σημείο του τριγωνομετρικού κύκλου  Μ(α, β) και για την γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]





	Ημίτονο
	sin(ω)
	ημ(ω)
	 β/γ




	Συνημίτονο
	cos(ω)
	συν(ω)
	 α/γ 




	Εφαπτομένη
	tan(ω)
	εφ(ω)
	 β/α




	Συνεφαπτομένη
	cot(ω)
	σφ(ω)
	 α/β 






Πίνακας 4.1 Οι βασικοί τριγωνομετρικοί αριθμοί.
  


Στον Πίνακα 4.2 που ακολουθεί παρουσιάζονται οι τιμές των τριγωνομετρικών αριθμών των βασικών γωνιών του πρώτου τεταρτημόριου.





	Γωνία ω ακτίνια
	Γωνία ω μοίρες
	ημ (ω)
	συν(ω)





	0
	0
	0
	1




	 π/6
	30
	 1/2
	√ 3/2




	π/4
	45
	√2/2
	√2/2




	π/3
	60
	√3/2
	1/2




	π/2
	90
	1
	0






Πίνακας 4.2 Οι τιμές των βασικών τριγωνομετρικών αριθμών.
  

Γενικότερα, αν η τελική πλευρά μιας γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο Μ (x, y) , τότε ισχύει:


	συνω = x = τετμημένη του σημείου Μ

	ημω = y = τεταγμένη του σημείου Μ



Για το λόγο αυτό ο άξονας  x'x  λέγεται και άξονας των συνημιτόνων, ενώ ο άξονας  y'y λέγεται και άξονας των ημιτόνων (Πουλάκης, Δ. 2006).

Συνέπειες των παραπάνω συμπερασμάτων είναι:


	Οι τιμές του συνω και του ημω μιας γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] δεν μπορούν να υπερβούν κατ' απόλυτη τιμή την ακτίνα του τριγωνομετρικού κύκλου, που είναι ίση με 1. Δηλαδή ισχύει:-1 ≤ συνω ≤ 1  και -1 ≤ ημω ≤ 1.


	Τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.], ανάλογα με το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας αυτής, είναι όπως δείχνει ο Πίνακας 4.3.



	



	
	1o
	2o
	3o
	4o





	ημω
	+
	+
	-
	-




	συνω
	+
	+
	-
	-




	εφω
	+
	-
	+
	-




	σφω
	+
	-
	+
	-





Πίνακας 4.3  Τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω, σε αντιστοιχία με το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται.
  




Λυμένες ασκήσεις

	Στην σκεπή της Εικόνας 4.56 να βρείτε ποιο είναι το πλήθος των ευθυγράμμων τμημάτων, τις ορθές γωνίες και τις οξείες γωνίες.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.56 Κατασκευή από ευθύγραμμα τμήματα.




Λύση:


Τα ευθύγραμμα τμήματα είναι: ΑΒ, ΑΓ, ΑΙ, ΒΛ, ΒΚ, ΓΔ, ΓΕ, ΓΗ, ΔΕ, ΔΖ, ΔΗ, ΕΖ, ΕΗ, ΖΘ, ΖΙ, ΗΘ, ΘΜ, ΙΛ, ΙΜ, ΚΜ, ΚΛ.
Άρα έχουμε 21 ευθύγραμμα τμήματα.
Οι ορθές γωνίες είναι:[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].
Οι οξείες γωνίες είναι πολλές ενδεικτικά κάποιες από αυτές είναι: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]


	Στο τραπέζι της Εικόνας 4.57 να υπολογίσετε το μέτρο των γωνιών ΑΟΓ  και  ΑΟΒ αν γνωρίζετε ότι οι δύο γωνίες είναι ίσες.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.57 Υπολογισμός γωνιών σε κατασκευή τραπεζιού.



Λύση:


Εφόσον οι γωνίες είναι ίσες θα έχουν και το ίδιο μέτρο. Επιπρόσθετα παρατηρούμε από την Εικόνα 4.57 ότι πρέπει το άθροισμα των μέτρων των δύο αυτών γωνιών και του μέτρου της γωνίας α να είναι  360o.  Αν από τις συνολικές μοίρες αφαιρέσουμε το μέτρο της γωνίας α προκύπτει:
360o - 120o  = 240o.

Συνεπώς η κάθε μια από τις γωνίες έχει μέτρο  120o.



	Στο σχήμα της εικόνας 4.58 φαίνονται πέντε σημεία, τα  Α, Β, Γ, Δ  και  Ε. Να εντοπίσετε όλα τα ευθύγραμμα τμήματα, που έχουν άκρα τα σημεία αυτά. Πόσα διαφορετικά ευθύγραμμα τμήματα είναι;




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.58 Κατασκευή από ευθύγραμμα τμήματα.



Λύση:


Κάθε σημείο είναι άκρο ενός από τα τέσσερα ευθύγραμμα τμήματα, που το συνδέουν με τα υπόλοιπα τέσσερα σημεία. Επομένως:


	Το σημείο Α είναι άκρο των τμημάτων: ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ

	Το σημείο Β είναι άκρο των τμημάτων: ΒΑ, ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ

	Το σημείο Γ είναι άκρο των τμημάτων: ΓΑ, ΓΒ, ΓΔ, ΓΕ

	Το σημείο Δ είναι άκρο των τμημάτων: ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ, ΔΕ

	Το σημείο Ε είναι άκρο των τμημάτων: ΕΑ, ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ



Στα παραπάνω, κάθε τμήμα εμφανίζεται δύο φορές π.χ. το ΑΒ και  ΒΑ, αφού το τμήμα έχει δύο άκρα. Έτσι, στο σχήμα, δεν είναι είκοσι (20) διαφορετικά τμήματα, αλλά δέκα (10) τα: 
ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ, ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ, ΓΔ, ΓΕ, ΔΕ.



	Να υπολογιστούν οι γωνίες του σχήματος της Eικόνας 4.59, εάν είναι  50o .




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.59 Γωνίες που προκύπτουν από ευθείες που τέμνονται.



Λύση:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]


	Δύο ευθείες xx' και yy' τέμνονται στο σημείο  Ο.  Αν η γωνία xoy =  38o (βλ. Εικόνα 4.60) να υπολογίσετε το μέτρο υπολοίπων γωνιών του σχήματος. Τι παρατηρείτε;





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.60 Οι ευθείες  ευθείες  xx΄  και  yy΄  τέμνονται στο σημείο  Ο.




Λύση:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Από τι εξαρτάται το μέγεθος μιας γωνίας; Να επιλεγεί η σωστή απάντηση.




	Από το "άνοιγμα" των πλευρών της. [image: Te]

	Από το μήκος των πλευρών.[image: Te]

	Και από τα δύο παραπάνω. [image: Te]






	



	Να χαρακτηριστούν ως σωστές ή λανθασμένες οι προτάσεις του Πίνακα 4.4.




	Από τρία μη συνευθειακά σημεία διέρχεται ένα μοναδικό επίπεδο, ενώ από δύο σημεία διέρχονται άπειρα επίπεδα.
	Σωστό
	Λάθος




	Παραπληρωματικές ονομάζονται δυο γωνίες όταν το άθροισμά τους σχηματίζει μια ευθεία γωνία.	
	Σωστό
	Λάθος




	Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.
	Σωστό
	Λάθος




	Δυο κάθετες ευθείες σχηματίζουν 4 ορθές γωνίες.	
	Σωστό
	Λάθος

	


	Η παραπληρωματική μιας αμβλείας γωνίας είναι οξεία γωνία.
	Σωστό
	Λάθος

	
































 Πίνακας 4.4  Πίνακας συμπλήρωσης σωστού ή λάθους.
				


	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση στις προτάσεις που ακολουθούν.




	Αν οι πλευρές μιας γωνίας είναι ημιευθείες κάθετες μεταξύ τους, τότε η γωνία λέγεται:





	Οξεία [image: Te]


	Ορθή [image: Te]


	Αμβλεία [image: Te]














	Αν σε μια γωνία η τελική πλευρά της ταυτίζεται με την αρχική, αφού κάνει μια πλήρη στροφή, τότε η γωνία λέγεται:




	Μηδενική [image: Te]


	Ευθεία γωνία [image: Te]

	Πλήρης γωνία [image: Te]


















	Αν δύο γωνίες έχουν την κορυφή τους κοινή και τις πλευρές τους αντικείμενες ημιευθείες, τότε λέγονται:




	Κατακορυφήν [image: Te]


	Διαδοχικές [image: Te]

	Παραπληρωματικές [image: Te]
















Προβλήματα



	Να βρεθούν πόσα ευθύγραμμα τμήματα ορίζονται από τέσσερα σημεία  Α, Β, Γ, Δ τα οποία ανά τρία δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία.

	
	Κατά την κατασκευή ενός τραπεζιού προέκυψαν οι αναδιπλούμενες γωνίες της Eικόνας 4.61.  Να εντοπίσετε και να απαριθμήσετε τις εφεξής και τις διαδοχικές γωνίες.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.61 Αναδιπλούμενες γωνίες στην κατασκευή τραπεζιού.




		Τι ονομάζεται διχοτόμος γωνίας; Να σχεδιάσετε μια γωνία  xoy   και να κατασκευάσετε τη διχοτόμο της.

	Πόσα κοινά σημεία μπορούν να έχουν 2 ευθείες του ίδιου επιπέδου; Πώς λέγονται οι ευθείες σε κάθε περίπτωση;

	Να υπολογίσετε τις γωνίες του παρακάτω σχήματος  (βλ. Εικόνα 4.62):




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.62 Γωνίες σε σύστημα συντεταγμένων.




	Εάν γνωρίζουμε ότι η μία γωνία από τις τέσσερις, που σχηματίζουν δύο τεμνόμενες ευθείες είναι  57o να υπολογιστούν τις υπόλοιπες γωνίες.




	Να σχεδιαστεί τρίγωνο ΑΒΔ  και το συμμετρικό  Γ  της κορυφής του  Α  ως προς το μέσον  Ο  της πλευράς  ΒΔ. Πώς μπορεί να χαρακτηριστεί το τετράπλευρο  ΑΒΓΔ;



	Το σχήμα της Εικόνας 4.63 είναι ε1 // ε2 και ε3//ε4. Να υπολογιστούν οι γωνίες [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.63 Παράλληλες και τεμνόμενες ευθείες.



	Στο σχέδιο του γραφείου της Εικόνας 4.64 να χαρακτηριστούν η σχέση των ευθειών  ε1,  ε2,  ε3,  ε4 και ε καθώς και η σχέση των γωνιών [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.64 Σχέδιο γραφείου.



	Να σχεδιαστούν οι μεσοκάθετοι τριών χορδών ενός κύκλου και να εξεταστεί αν υπάρχει σημείο στο σχήμα που θα έχει προκύψει από το οποίο να διέρχονται και οι τρεις μεσοκάθετοι.

	Να υπολογιστούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας  1125o.

	Να αιτιολογηθεί η συμμετρία του τραπεζιού της Εικόνας 4.65.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.65 Συμμετρικό τραπέζι.
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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια



	Βλ.	
	Βλέπε




	m	
	Meter (μέτρο)




	cm	
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	km	
	Kilometre (χιλιόμετρο)




	Ε	
	Εμβαδόν





	β	
	βάση




	υ	
	ύψος








Σύνοψη

Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην περιγραφή των επίπεδων σχημάτων και στις ιδιότητές τους. Περιγράφονται τα επίπεδα σχήματα: τρίγωνο, παραλληλόγραμμο, τραπέζιο, πολύγωνο και κύκλος. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους υπολογισμού του εμβαδού των σχημάτων εμπλουτισμένη με παραδείγματα και εφαρμογές.


Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Γεωμετρίας.



5.1 Στοιχεία τριγώνου



Το τρίγωνο είναι ένα από τα πλέον βασικά γεωμετρικά σχήματα. Ορίζεται ως μια κλειστή τεθλασμένη γραμμή τριών σημείων. Το τρίγωνο έχει τρεις πλευρές, αυτές που ορίζονται ανά δύο από τα παραπάνω σημεία και τρεις γωνίες, τις κυρτές που ορίζονται ανά δύο από τις πλευρές του (Fishbein, E 1993).

Κάθε τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις κορυφές Α, Β, Γ, τρεις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ και τρεις γωνίες [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] Τα ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, εκτός από τις πλευρές συμβολίζουν και τα μήκη των αντίστοιχων ευθυγράμμων τμημάτων.

Για τις γωνίες κάθε τριγώνου ΑΒΓ ισχύει: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]    

Η γωνία του τριγώνου που περιέχεται μεταξύ δύο πλευρών ονομάζεται περιεχόμενη γωνία των πλευρών αυτών. Για παράδειγμα στο σχήμα της Εικόνας 5.1 περιεχόμενη γωνία των πλευρών ΒΓ και ΑΒ είναι η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]Οι γωνίες του τριγώνου που έχουν κορυφές τα άκρα μιας πλευράς λέγονται προσκείμενες γωνίες της πλευράς αυτή. Προσκείμενες γωνίες της πλευράς ΑΒ είναι οι γωνίες [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.1 Το τρίγωνο ΑΒΓ.

 


Τα δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου είναι οι διάμεσοι, τα ύψη και οι διχοτόμοι.


	Διάμεσος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει μια κορυφή του τριγώνου με το μέσο της απέναντι πλευράς. Κάθε τρίγωνο έχει τρεις διαμέσους που τέμνονται σε ένα εσωτερικό σημείο του τριγώνου το οποίο λέγεται κέντρο βάρους ή βαρύκεντρο (βλ. Εικόνα 5.2).

	Ύψος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που φέρουμε από μια κορυφή και είναι κάθετο στην ευθεία της απέναντι πλευράς. Κάθε τρίγωνο έχει τρία ύψη που τέμνονται σε ένα σημείο το οποίο καλείται ορθόκεντρο (βλ. Εικόνα 5.3).

	Διχοτόμος ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που φέρουμε από μια κορυφή, χωρίζει τη γωνία σε δύο ίσες γωνίες και καταλήγει στην απέναντι πλευρά (βλ. Εικόνα 5.4).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.2 Διάμεσος τριγώνου.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.3 Ύψος τριγώνου.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.4 Διχοτόμος τριγώνου.

 

5.1.1 Ισότητα τριγώνων

Δύο τρίγωνα ονομάζονται ίσα όταν έχουν τις πλευρές τους και τις γωνίες τους μία προς μία ίσες. Σε δύο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γωνίες και αντίστροφα. 

Οι αντίστοιχα ίσες πλευρές δύο τριγώνων, οι οποίες και βρίσκονται απέναντι από ίσες γωνίες, ονομάζονται αντίστοιχες ή ομόλογες πλευρές.

Για τον έλεγχο της ισότητας δύο τριγώνων μπορούν να χρησιμοποιηθούν τα παρακάτω  κριτήρια: 


	Θεώρημα (1ο Κριτήριο – ΠΓΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα.

	Θεώρημα (2ο Κριτήριο – ΓΠΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν μια πλευρά και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

	Θεώρημα (3ο Κριτήριο – ΠΠΠ ): Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.







5.2 Είδη τριγώνων

Τα τρίγωνα μπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε συγκεκριμένους τύπους ανάλογα με το μήκος των πλευρών τους και τις εωτερικές γωνίες τους (Hoffer, A. 1981). 

Με βάση τα μήκη των πλευρών: Κάθε τρίγωνο μπορεί να ταξινομηθεί σε μια από τις παρακάτω κατηγορίες με βάση το μήκος των πλευρών του:



	Σκαληνό: όταν όλες οι πλευρές του τριγώνου είναι άνισες  ή ισοδύναμα όλες οι γωνίες του είναι άνισες. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.5 Σκαληνό τρίγωνο.

 


	Ισόπλευρο:όταν όλες οι πλευρές του τριγώνου έχουν το ίδιο μήκος. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο λέγεται και κανονικό πολύγωνο με όλες τις γωνίες του ίσες με 60° (βλ. Εικόνα 5.6).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.6 Ισόπλευρο τρίγωνο.

 


	Ισοσκελές: όταν τουλάχιστον δύο από τις πλευρές του τριγώνου είναι ίσες (βλ. Εικόνα 5.7).  Ένα ισοσκελές τρίγωνο έχει και δύο γωνίες ίσες, είναι οι γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις δύο ίσες πλευρές. Αυτό αποτελεί και το θεώρημα του ισοσκελούς τριγώνου που διατυπώθηκε από τον Ευκλείδη. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.7 Ισοσκελές τρίγωνο.

 

Με βάση τις εσωτερικές γωνίες: Τα τρίγωνα μπορούν επίσης να ταξινομηθούν σύμφωνα με τις εσωτερικές γωνίες τους και διακρίνουμε τα παρακάτω είδη:


	Ορθογώνιο: το τρίγωνο το οποίο έχει μία από τις εσωτερικές γωνίες του ίση με 90° (ορθή γωνία). Η πλευρά απέναντι από την ορθή γωνία είναι η υποτείνουσα πλευρά και είναι η μεγαλύτερη πλευρά του ορθογώνιου τριγώνου. Οι άλλες δύο πλευρές λέγονται κάθετες πλευρές. 'Ένα μη ορθογώνιο τρίγωνο καλείται πλάγιο (βλ. Εικόνα 5.8).

	Αμβλυγώνιο: το τρίγωνο το οποίο έχει μια εσωτερική γωνία μεγαλύτερη από 90° (βλ. Εικόνα 5.8).

	Οξυγώνιο: το τρίγωνο που έχει όλες τις εσωτερικές γωνίες του μικρότερες από 90° (βλ. Εικόνα 5.8). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.8 Ορθογώνιο, Αμβλυγώνιο και Οξυγώνιο τρίγωνο.

 



5.2.1 Ιδιότητες των τριγώνων


Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο (βλ. Εικόνα 5.9) ισχύει ότι:

 
	Η ευθεία της διαμέσου που αντιστοιχεί στη βάση είναι και άξονας συμμετρίας του ισοσκελούς τριγώνου. 

	Η διάμεσος, που αντιστοιχεί στη βάση είναι επίσης ύψος και διχοτόμος.

	Οι προσκείμενες γωνίες στη βάση του ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.9 Ισοσκελές τρίγωνο.

 

Σε κάθε ισόπλευρο τρίγωνο  (βλ. Εικόνα 5.10) ισχύει ότι:


	Οι ευθείες των διαμέσων είναι και άξονες συμμετρίας του ισόπλευρου τριγώνου.

	Κάθε διάμεσος είναι ύψος και διχοτόμος.

	Όλες οι πλευρές και όλες οι γωνίες του ισόπλευρου τριγώνου είναι αντίστοιχα μεταξύ τους ίσες.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.10 Ισόπλευρο τρίγωνο.

 




5.3 Πυθαγόρειο Θεώρημα


Το Πυθαγόρειο Θεώρημα αφορά τη σχέση μεταξύ της υποτείνουσας και των καθέτων πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο επομένως σύμφωνα με το Πυθαγόρειο Θεώρημα ισχύει ότι: 



Το άθροισμα των τετραγώνων των δύο κάθετων πλευρών είναι ίσο με το τετράγωνο της υποτείνουσας.





Το Πυθαγόρειο Θεώρημα μπορεί να γραφεί ως εξίσωση συσχετίζοντας τα μήκη των πλευρών α, β και γ, που ονομάζεται πυθαγόρεια εξίσωση: 
α2 +  β 2  = γ2 όπου α  και  β τα μήκη των δύο κάθετων πλευρών και γ  το μήκος της υποτείνουσας.


Η πυθαγόρεια εξίσωση συσχετίζει τις πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου με απλό τρόπο, έτσι ώστε αν είναι γνωστά τα μήκη δύο πλευρών να μπορεί να υπολογισθεί το μήκος της τρίτης. Συνέπεια του θεωρήματος είναι ότι σε οποιοδήποτε ορθογώνιο τρίγωνο, η υποτείνουσα είναι μεγαλύτερη από κάθε κάθετη πλευρά αλλά μικρότερη από το άθροισμα τους (Yaglom, M. 1962).


Παράδειγμα:


Δίνονται οκτώ ίσα ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές β, γ και υποτείνουσα α και τρία τετράγωνα με πλευρές α, β, γ αντίστοιχα.


	Να υπολογίσετε τα εμβαδά ε,  Ε1, Ε2 των τριγώνων και τετραγώνων των Εικόνων 5.16 και 5.17.

	Να τοποθετήσετε κατάλληλα τα τρίγωνα και τετράγωνα, ώστε να σχηματίσουν δύο νέα τετράγωνα, πλευράς (β + γ).




Λύση:



	Έχουμε ότι: ε  =  βγ/2  συνεπώς E = α² και  Ε1 = γ²  και  Ε2 = β².

	Αρκεί να τα τοποθετήσουμε τα τρίγωνα και τα τετράγωνα όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα. Παρατηρούμε ότι μπορούμε να γράψουμε το εμβαδόν των ίσων τετραγώνων πλευράς (β + γ) με δύο διαφορετικούς τρόπους:




	1ος τρόπος: Ε1 +  Ε2 + 4ε  από το τετράγωνο της Εικόνας 5.11 που αποτελείται από 4 τρίγωνα (που απεικονίζονται με το κίτρινο χρώμα) και τα δύο τετράγωνα πλευράς β, γ (που απεικονίζονται με το γαλάζιο χρώμα) αντίστοιχα.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.11 Τετράγωνο πλευράς (β+γ) – 1ος τρόπος.

 




	2ος τρόπος: Ε + 4ε από το τετράγωνο της Εικόνας 5.12 που αποτελείται πάλι από 4 τρίγωνα (που απεικονίζονται με το πράσινο χρώμα) και το τετράγωνο πλευράς α (που απεικονίζεται με το πορτοκαλί χρώμα).

Επομένως, θα ισχύει ότι Ε1  + Ε2  + 4ε = Ε + 4ε    ή    Ε1  + Ε2 =  Ε  ή  β²+ γ²= α².

Η σχέση αυτή, που συνδέει τις κάθετες πλευρές με την υποτείνουσα ενός τριγώνου, εκφράζει το Πυθαγόρειο θεώρημα.







[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.12 Τετράγωνο πλευράς (β+γ) – 2ος τρόπος.

 



5.3.1 Το αντίστροφο του Πυθαγορείου Θεωρήματος



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.13 Σχοινί με 13 κόμπους με ίσες αποστάσεις μεταξύ τους.

 

Στην Αρχαία Αίγυπτο για την κατασκευή ορθών γωνιών χρησιμοποιούσαν το σκοινί της Εικόνας 5.13. Όπως βλέπουμε, το σκοινί έχει 13 κόμπους σε ίσες αποστάσεις μεταξύ τους που σχηματίζουν 12 ίσα ευθύγραμμα τμήματα.

Κρατώντας τους ακραίους κόμπους ενωμένους και τεντώνοντας το σκοινί στους κόκκινους κόμπους, σχηματίζεται το τρίγωνο ΑΒΓ, το οποίο οι αρχαίοι Αιγύπτιοι πίστευαν ότι είναι ορθογώνιο με ορθή γωνία την κορυφή Β.

Μεταγενέστερα, οι αρχαίοι Έλληνες επαλήθευσαν τον ισχυρισμό αυτό αποδεικνύοντας την επόμενη γενική πρόταση, που είναι γνωστή ως το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήματος:




Αν σε ένα τρίγωνο, το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, τότε η γωνία που βρίσκεται απέναντι από τη μεγαλύτερη πλευρά είναι ορθή.






5.4 Ισότητα ορθογωνίων τριγώνων

Τα κριτήρια ισότητας τριγώνων μπορούμε να τα εφαρμόσουμε και στα ορθογώνια τρίγωνα. Στην Εικόνα 5.14 τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα γιατί έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία προς μία και τις περιεχόμενες γωνίες τους επίσης ίσες καθώς είναι ορθές (Fischbein. E. &  Nachlieli, T. 1998).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.14 Ίσα τρίγωνα με ίσες τις κάθετες πλευρές.

 

Στην Εικόνα 5.15 τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν την υποτείνουσα και μια κάθετη πλευρά αντίστοιχα ίσες και όπως προκύπτει από το Πυθαγόρειο θεώρημα θα έχουν και τις τρίτες πλευρές τους αντίστοιχα ίσες. Άρα τα τρίγωνα θα είναι ίσα, αφού έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες μία προς μία.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.15 Ίσα τρίγωνα, έχουν την υποτείνουσα και μια κάθετη πλευρά ίσα.

 


Οι δύο αυτές περιπτώσεις συνοψίζονται στο εξής κριτήριο ισότητας ορθογωνίων τριγώνων: 



Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.



Στην Εικόνα 5.16 τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.16 Ίσα ορθογώνια τρίγωνα, έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.

 

Στις Εικόνες 5.17 και 5.18 τα ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία και επομένως θα έχουν και την τρίτη γωνία τους ίση αφού το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι  180o. Άρα είναι τα τρίγωνα ίσα γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.17 Ίσα ορθογώνια τρίγωνα, έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.18 Ίσα ορθογώνια τρίγωνα, έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία.

 



Οι τρεις αυτές περιπτώσεις συνοψίζονται στο παρακάτω κριτήριο ισότητας ορθογωνίων τριγώνων:




Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση, τότε είναι ίσα.




Από τα προηγούμενα κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων διαπιστώνουμε ότι:

Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν:


	δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες μία προς μία ή

	μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση.





5.5 Στοιχεία παραλληλογράμμου


Παραλληλόγραμμο λέγεται το τετράπλευρο ΑΒΓΔ που έχει τις απέναντι πλευρές του παράλληλες, δηλαδή ΑΒ//ΓΔ και ΑΔ//ΒΓ. Κάθε πλευρά του παραλληλόγραμμου μπορεί να ονομαστεί βάση του παραλληλόγραμμου. Η απόσταση της βάσης από την απέναντι πλευρά λέγεται ύψος του παραλληλόγραμμου. Tο σημείο τομής των διαγώνιων λέγεται κέντρο του παραλληλογράμμου (Singer, I. & Thorpe, J. 1976).

Οι ιδιότητες του παραλληλόγραμμου είναι:


	Σε κάθε παραλληλόγραμμο οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και οι απέναντι γωνίες είναι ίσες.

	Σε κάθε παραλληλόγραμμο οι διαγώνιοι διχοτομούνται.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.19 Παραλληλόγραμμο.

 

Στην Εικόνα 5.19 για τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ ύψος είναι το ΕΖ, ενώ για τις βάσεις ΑΔ και ΒΓ ύψος είναι το ΗΘ.

Ειδικές Περιπτώσεις παραλληλογράμμων:


	Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες του ορθές λέγεται ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ή απλά ορθογώνιο (βλ. Εικόνα 5.20). 





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.20 Ορθογώνιο Παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ.

 


	Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται ρόμβος (βλ. Εικόνα 5.21).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.21 Ρόμβος ΑΒΓΔ.



	Ένα παραλληλόγραμμο που έχει όλες τις γωνίες ορθές και όλες τις πλευρές του ίσες λέγεται τετράγωνο (βλ. Εικόνα 5.22).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.22 Τετράγωνο ΑΒΓΔ.



Επιπρόσθετες ιδιότητες του ορθογωνίου παραλληλόγραμμου είναι (βλ. Εικόνα 5.23):


	Οι μεσοκάθετοι των πλευρών του είναι άξονες συμμετρίας.

	Οι διαγώνιές του είναι ίσες και διχοτομούνται.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.23 Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ.



Ο ρόμβος (βλ. Εικόνα 5.24) πέρα από τις γενικές ιδιότητες των παραλληλόγραμμων έχει επιπρόσθετα και τις εξής: 


	Οι ευθείες των διαγωνίων είναι άξονες συμμετρίας.

	Οι διαγώνιες είναι κάθετες και διχοτομούνται.

	Οι διαγώνιες του είναι και διχοτόμοι των γωνιών του.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.24 Ρόμβος ΑΒΓΔ.



Εκτός των ιδιοτήτων του παραλληλογράμμου το τετράγωνο (βλ. Εικόνα 5.25) έχει ακόμα και τις εξής:


	Οι ευθείες των διαγωνίων του και οι μεσοκάθετοι των πλευρών του είναι άξονες συμμετρίας.

	Οι διαγώνιες του είναι ίσες, κάθετες μεταξύ τους και διχοτομούνται.

	Οι διαγώνιές του τετραγώνου είναι και διχοτόμοι των γωνιών του. 





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.25 5.25 Τετράγωνο ΑΒΓΔ.




5.6 Στοιχεία τραπεζίου

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ της Εικόνας 5.26 του οποίου μόνο δύο πλευρές είναι παράλληλες λέγεται τραπέζιο. Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ, ΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) του τραπεζίου λέγονται βάσεις του τραπεζίου. Η απόσταση των βάσεων λέγεται ύψος του τραπεζίου Mironescu, P. & Panaitopol, L. 1994).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.26 Τραπέζιο ΑΒΓΔ- ύψος ΕΖ.



Η απόσταση των βάσεων ΑΒ και ΓΔ είναι το ύψος ΕΖ. 




Αν ένα τραπέζιο έχει τις μη παράλληλες πλευρές του ίσες λέγεται ισοσκελές τραπέζιο.



Στο ισοσκελές τραπέζιο της Eικόνας 5.27 είναι ΑΔ = ΒΓ.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.27 Τραπέζιο ΑΒΓΔ.




Οι ιδιότητες του ισοσκελούς τραπέζιου είναι:


	Η ευθεία που διέρχεται από τα μέσα των βάσεων είναι άξονας συμμετρίας και μεσοκάθετος στις βάσεις του.

	Οι προσκείμενες σε κάθε βάση γωνίες του τραπεζίου είναι ίσες.






5.7 Εμβαδόν επιφανειών

Εμβαδόν επιπέδου σχήματος ονομάζουμε την έκταση που καταλαμβάνει ένα επίπεδο σχήμα. Το εμβαδόν εκφράζεται από έναν θετικό αριθμό που μας δείχνει πόσες φορές η έκταση του σχήματος είναι μεγαλύτερη ή μικρότερη από την έκταση ενός άλλου σχήματος, την οποία θεωρούμε ως μονάδα μέτρησης των επιφανειών. Η μονάδα μέτρησης των επιφανειών είναι το τετράγωνο με πλευρά 1m. Αυτό το τετράγωνο το ονομάζουμε τετραγωνικό μέτρο και το συμβολίζουμε με  1m2 (Veblen, O. & Young, J. 1910).



5.7.1 Εμβαδό τριγώνου

Το εμβαδόν ενός τριγώνου είναι ίσο με το μισό του γινομένου μιας πλευράς του με το αντίστοιχο σε αυτή ύψος. Ο τύπος για τον υπολογισμό του εμβαδού είναι (βλ. Εικόνα 5.28):
Ε = β.υ/2

Όπου β η μια πλευρά του τριγώνου και υ το ύψος που αντιστοιχεί στην πλευρά β. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.28 Η βάση και το ύψος τριγώνου.




Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου τριγώνου (βλ. Εικόνα 5.29) είναι ίσο με το μισό του γινομένου των δυο καθέτων πλευρών του. Ο τύπος υπολογισμού του δίνεται από τη σχέση:

Ε = β.γ/2

Όπου β η μια κάθετη πλευρά του τριγώνου και γ η άλλη κάθετη πλευρά του τριγώνου.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.29 Οι κάθετες πλευρές ορθογωνίου τριγώνου.




Παράδειγμα:


Η μια πλευρά ενός τριγώνου είναι 7cm και το ύψος που αντιστοιχεί σε αυτή έχει μήκος 4cm. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του τριγώνου.


Λύση:


Για τον υπολογισμό του εμβαδού του τριγώνου χρησιμοποιούμε τον τύπο:  Ε = β.υ/2.

Η βάση στη συγκεκριμένη άσκηση είναι 7cm και το ύψος 4cm. Συνεπώς Ε = 7∙4/2 =  28/2 = 14 cm².


5.7.2 Εμβαδόν παραλληλογράμμου



	Εμβαδόν τετραγώνου: Το εμβαδόν του τετραγώνου (βλ. Εικόνα 5.30) προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό της πλευράς του με τον εαυτό της. Ο τύπος υπολογισμού του εμβαδού τετραγώνου είναι: Ε = α ∙ α = α2.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.30 Η πλευρά τετραγώνου α.




	Εμβαδόν ορθογωνίου παραλληλόγραμμου: Για τον υπολογισμό του εμβαδού του ορθογωνίου παραλληλογράμμου (βλ. Εικόνα 5.31) πολλαπλασιάζουμε το μήκος με το πλάτος του (ή αλλιώς τη βάση με το ύψος).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.31 Μήκος και πλάτος ορθογώνιου παραλληλόγραμμου.





	Εμβαδόν πλάγιου παραλληλογράμμου:Για να βρούμε το εμβαδόν ενός πλάγιου παραλληλογράμμου (βλ. Εικόνα 5.32), πολλαπλασιάζουμε τη βάση με το ύψος του. Για να βρούμε το ύψος, χρησιμοποιούμε το γνώμονα και φέρουμε μια κάθετη ευθεία από την κορυφή του σχήματος. 
Ε = βάση x ύψος







[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.32 Βάση και ύψος ορθογώνιου παραλληλόγραμμου.



 

	Εμβαδόν ρόμβου:Για να βρούμε το εμβαδόν ενός ρόμβου, πολλαπλασιάζουμε τις διαγώνιές του  και διαιρούμε με το 2. Αν ονομάσουμε τις διαγώνιους δ1 και δ2 (βλ. Εικόνα 5.33), τότε το εμβαδόν του ρόμβου είναι: 
Ε =  (δ1 ∙ δ2)/2






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.33 Οι διαγώνιοι του ρόμβου.




Παράδειγμα: :


Στο ρόμβο της προηγούμενης εικόνας  έστω ότι δ1 = 4cm  και  δ2 = 3cm. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του ρόμβου.


Λύση:


Εφαρμόζοντας τον τύπο που δόθηκε πιο πάνω για το εμβαδόν του ρόμβου έχουμε  Ε = (4 ∙ 3)/2  =   12/2 = 6 cm²



5.7.3 Εμβαδόν τραπεζίου


Το εμβαδόν ενός τραπεζίου είναι ίσο με το γινόμενο του ημι-αθροίσματος των βάσεων με το ύψος του. Ο τύπος για τον υπολογισμό του εμβαδού του τραπεζίου είναι:

Ε = (Β+β) ∙ υ)/2

Όπου Β ή μεγάλη βάση του τραπεζίου, β η μικρή βάση του τραπεζίου και υ το ύψος του τραπεζίου (βλ. Εικόνα 5.34).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.34 Η μεγάλη και η μικρή βάση τραπεζίου.





5.8 Στοιχεία κύκλου

Κύκλος λέγεται το σύνολο όλων των σημείων του επιπέδου που απέχουν την ίδια απόσταση από ένα σταθερό σημείο Ο (βλ. Εικόνα 5.35). Η απόσταση αυτή συμβολίζεται με ρ και λέγεται ακτίνα του κύκλου. Το σημείο Ο λέγεται κέντρο του κύκλου. Ένας κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ. συμβολίζεται με συντομία (Ο,ρ). Δύο κύκλοι με ίσες ακτίνες είναι ίσοι (Πάμφιλος, Π. 2012).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.35 Κύκλος με κέντρο Ο και ακτίνα ρ



Επιπλέον έννοιες που σχετίζονται με τον κύκλο  κύκλου είναι η χορδή, η διάμετρος, το τόξο και ο κυκλικός δίσκος τα οποία περιγράφουμε στη συνέχεια.


	Κάθε ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που συνδέει δύο σημεία Α και Β του κύκλου ονομάζεται χορδή του κύκλου (βλ. Έικόνα 5.36).

	Ειδικά μια χορδή που διέρχεται από το κέντρο του κύκλου καλείται διάμετρος του κύκλου. Η διάμετρος είναι η μεγαλύτερη χορδή του κύκλου, είναι διπλάσια από την ακτίνα του κύκλου και χωρίζει τον κύκλο σε δύο ίσα μέρη (ημικύκλια) (βλ. Εικόνα 5.37).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.36 Κύκλος με κέντρο Ο και χορδή ΑΒ.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.37 Κύκλος με κέντρο Ο και διάμετρο ΑΒ.




	Δύο σημεία Α και Β του κύκλου τον χωρίζουν σε δύο μέρη που το καθένα ονομάζεται τόξο του κύκλου με άκρα τα Α και Β (βλ. Εικόνα 5.38). Τα τόξα µετρούνται όπως και οι γωνίες µε µονάδα µέτρησης την 1 µοίρα (10 ).






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.38 Κύκλος με τόξο ΑΒ.




	Κυκλικός δίσκος (Ο, ρ) είναι ο κύκλος (Ο, ρ) μαζί με το μέρος του επιπέδου που περικλείει (βλ. Εικόνα 5.39). Όλα τα σημεία του κυκλικού δίσκου απέχουν από το κέντρο Ο απόσταση μικρότερη ή ίση με την ακτίνα ρ.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.39 Κυκλικοί δίσκοι οι 1,2,3,4.






5.9 Εγγεγραμμένες γωνίες


Μια γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] λέγεται εγγεγραμμένη σε κύκλο (Ο, ρ) όταν η κορυφή της Α ανήκει στον κύκλο και οι πλευρές Αx, Αy τέμνουν τον κύκλο (βλ. Εικόνα 5.40). Το τόξο  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  που περιέχεται στην εγγεγραμμένη   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] λέγεται αντίστοιχο τόξο αυτής. Επιπρόσθετα λέμε ότι η εγγεγραμμένη γωνία    [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]βαίνει στο τόξο  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 

Εικόνα 5.40 Εγγεγρραμμένη σε κύκλο γωνία  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Για τις εγγεγραμμένες γωνίες σε κύκλο ισχύουν τα ακόλουθα θεωρήματα και πορίσματα:


	Θεώρημα: Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό του τόξου στο οποίο βαίνει.

	Θεώρημα: Η γωνία που σχηματίζεται από μια χορδή κύκλου και την εφαπτομένη σε ένα άκρο της χορδής ισούται με την εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει στο τόξο της χορδής αυτής.

	Πόρισμα: Επίκεντρη γωνία ονομάζεται η γωνία που έχει την κορυφή της στο κέντρο ενός κύκλου (βλ. Εικόνα 5.41). Μια επίκεντρη γωνία είναι ίση με το τόξο στο οποίο βαίνει, για παράδειγμα στην Εικόνα 5.40 ισχύει:  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

	Πόρισμα: Η εγγεγραμμένη γωνία είναι μισή της αντίστοιχης επίκεντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο.

	Πόρισμα: Κάθε εγγεγραμμένη γωνία που βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή 90o).

	Πόρισμα: Οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα ή στο ίδιο τόξο είναι μεταξύ τους ίσες.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.41 Επίκεντρη γωνία ΑΟΒ.






5.10 Κανονικά πολύγωνα

Πολύγωνο καλείται το κλειστό γεωμετρικό σχήμα που έχει πολλές (πάνω από τέσσερις) πλευρές και γωνίες. Τα πολύγωνα ονομάζονται ανάλογα με τον αριθμό των γωνιών και των πλευρών που έχουν. Κανονικό πολύγωνο ονομάζεται ένα πολύγωνο που έχει όλες τις πλευρές του μεταξύ τους ίσες και όλες τις γωνίες επίσης μεταξύ τους ίσες (βλ. Εικόνες 5.42). 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.42 Κανονικό πολύγωνο.



Ο κύκλος που διέρχεται από τις κορυφές του κανονικού πολυγώνου λέγεται περιγεγραμμένος κύκλος  του πολυγώνου ή λέμε ότι το πολύγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο. Κέντρο κανονικού πολυγώνου ονομάζεται το κέντρο του περιγεγραμμένου κύκλου.Ένα πολύγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο όταν οι κορυφές του είναι σημεία του κύκλου. Κεντρική γωνία ενός κανονικού πολυγώνου λέγεται κάθε επίκεντρη γωνία του περιγεγραμμένου κύκλου του κανονικού πολυγώνου, που βαίνει σε τόξο με χορδή ίση με την πλευρά του κανονικού πολύγωνου (Πουλάκης, Δ. 2006).


Η κεντρική γωνία ενός πολύγωνου συμβολίζεται με ω και ισούται με ω =  360ο/ν. Οι γωνίες του πολυγώνου που συμβολίζονται με φ στην Εικόνα 5.41 ισούται με φ = 180 - ω. Η κεντρική γωνία ω και η γωνία του πολυγώνου φ είναι παραπληρωματικές.


Η περίμετρος ενός πολυγώνου υπολογίζεται προσθέτοντας όλες τις πλευρές του. Για να υπολογίσουμε την περίμετρο ενός κανονικού πολυγώνου, πολλαπλασιάζουμε το μήκος μιας πλευράς επί τον αριθμό των πλευρών του.


Σε κανονικό εξάγωνο (ν=6) ΑΒΓΔΕΖ (βλ. Εικόνα 5.42) ισχύει:


	Το τρίγωνο [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] είναι ισόπλευρο. 

	Οι πλευρές του εξαγώνου είναι ίσες με τις ακτίνες του περιγεγραμμένου κύκλου.

	Ισχύει (ΑΒΓΔΕΖ) = 6(ΟΑΒ).



Παράδειγμα:


Δίνεται κανονικό οκτάγωνο, να βρεθούν:


	 η κεντρική γωνία

	 η γωνία του πολυγώνου



Λύση:


	 Πρόκειται για οκτάγωνο συνεπώς ν=8 και ω = 360ο/ν  =  360ο/8  =  45ο = >ω = 45ο.

	 φ = 180 - ω = > φ = 180 - 45 = >φ = 135ο. 





5.11 Μήκος τόξου και κύκλου



5.11.1 Μήκος κύκλου


Με τη βοήθεια της περιμέτρου κανονικών πολυγώνωω προσεγγίζουμε στη συνέχεια την έννοια του μήκους κύκλου. Ας θεωρήσουμε έναν κύκλο (Ο,R) (βλ. Εικόνα 5.43) και ας εγγράψουμε σε αυτό διαδοχικά ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα κανονικό 6 - γωνο, ένα κανονικό 12- γωνο και γενικά ένα πολύγωνο με διπλάσιο κάθε φορά πλήθος πλευρών από το προηγούμενο.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.43 Εγγεγραμένα ν-γωνα σε κύκλο.




Καθώς ο αριθμός των πλευρών των κανονικών πολυγώνων διπλασιάζεται, από το πολύγωνο φαίνεται ότι το κανονικό πολύγωνο τείνει να ταυτισθεί με τον κύκλο.

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και αν αντί εγγεγραμμένων θεωρήσουμε κανονικά πολύγωνα περιγεγραμμένα στον κύκλο (Ο,R) (βλ. Εικόνα 5.44) και διπλασιάζουμε διαρκώς το πλήθος των πλευρών τους. Αν θεωρήσουμε λοιπόν την ακολουθία (Pν) των περιμέτρων των κανονικών πολυγώνων των εγγεγραμμένων στον κύκλο (Ο,R) και την ακολουθία P΄ν των περιμέτρων των περιγεγραμμένων κανονικών πολυγώνων γύρω από τον ίδιο κύκλο τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει μοναδικός θετικός αριθμός L μεγαλύτερος όλων των όρων της ακολουθίας Pν και μικρότερος όλων των όρων της P΄ν με την εξής ιδιότητα: καθώς το ν διπλασιάζεται, οι όροι των ακολουθιών (Pν) και P΄ν) προσεγγίζουν όλο και περισσότερο τον αριθμό L. O αριθμός L (που είναι το κοινό όριο των ακολουθιών και ανεξάρτητος από την επιλογή κανονικών πολυγώνων) λέγεται μήκος του κύκλου (Ο,R).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.44 Περιγεγραμμένα ν-γωνα σε κύκλο.




Ο Ιπποκράτης ο Χίος απέδειξε πρώτος ότι ο λόγος  L/2R = π του μήκους του κύκλου προς τη διάμετρο του είναι σταθερός, δηλαδή είναι ίδιος για κάθε κύκλο. Η σταθερή αυτή τιμή του λόγου  L/2R  συμβολίζεται διεθνώς με το Ελληνικό γράμμα π, οπότε προκύπτει ότι το μήκος L του κύκλου ακτίνας R δίνεται από τη σχέση: L=2πr.

Ο αριθμός π είναι ένας άρρητος αριθμός και μια προσέγγισή του, που στην πράξη χρησιμοποιείται, είναι: π ≅ 3,14.


5.11.2 Μήκος τόξου


Έστω ένα τόξο [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ενός κύκλου (Ο,R) (βλ. Εικόνα 5.45). Μια τεθλασμένη (τεθλασμένη γραμμή χαρακτηρίζεται το ευθύγραμμο σχήμα που αποτελείται από πεπερασμένου πλήθους διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα, τα οποία δεν αποτελούν ευθεία γραμμή) με άκρα τα σημεία Α, Β και τις άλλες κορυφές της σημεία του τόξου λέγεται εγγεγραμμένη στο τόξο    [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] . Στην περίπτωση που οι πλευρές της είναι ίσες,  λέγεται κανονική τεθλασμένη.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.45 Τόξο   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  ενός κύκλου (Ο,R).



Μια τεθλασμένη με άκρα τα Α, Β και πλευρές εφαπρόμενες του τόξου   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  λέγεται περιγεγραμμένη στο τόξο   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  . Η έννοια της κανονικής περιγεγραμμένης ορίζεται, όπως στην περίπτωση της εγγεγραμμένης. Το μήκος του τόξου  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  κύκλου (Ο,R) ορίζεται όπως και το μήκος του κύκλου. Δηλάδή το μήκος του τόξου   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  είναι ο μοναδικός θετικός αριθμός l τον οποίο προσεγγίζουν ολοένα και περισσότερο τα μήκη Pv και P’ν των κανονικών τεθλασμένων γραμμών των εγγεγραμμένων και περιγεγραμμένων αντίστοιχα στο τόξο   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  καθώς το ν διπλασιάζεται. Επειδή ο κύκλος είναι τόξο 360ο με μήκος 2∙π∙r, το τόξο 1ο  θα έχει μήκος  2πR/360o , οπότε ένα τόξο μο θα έχει μήκος: l =  πRμ/180o

Επίσης, ένα τόξο κύκλου με μήκος R λέγεται ακτίνιο (rad). Άρα ένα τόξο κύκλου με μήκος α rad έχει μήκος α∙r, δηλαδή l = α∙r . 


Παράδειγμα:

Στον κύκλο (Ο,R) της Εικόνας 5.46 θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και τις χορδές ΑΓ και ΒΓ, ώστε ΑΓ = 2cm και ΒΓ = 2√3  cm. Na βρεθεί το μήκος του κύκλου και τα μήκη των τόξων ΑΓ και ΒΓ που είναι μικρότερα του ημικυκλίου.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.46 Κύκλος (Ο,R) με διάμετρο ΑΒ.





Λύση:

Επειδή η  ΑΒ είναι διάμετρος, η γωνία ΑΓΒ θα είναι ορθή, οπότε από το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΑΒ έχουμε ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΒΓ2  ή  2R2 = 22 + 2√32  ή  4R2 =16, δηλαδή R =2. Το μήκος L του κύκλου θα είναι L = 2πr = 4π cm. Επειδή ΑΓ = 2 =   360/νΑΒ/2 , θα είναι Β = 30o, οπότε ΑΓ = 60o και επομένως το μήκος του θα είναι:
 
l1 =  πRμ/180  =  π∙2∙60/180  =  2/3 π cm

 Τέλος, αφού  Α = 60o, θα είναι ΒΓ=120o και το μήκος του θα είναι: l2  =   π∙2∙120/180  =  4/3 π cm.





5.12 Εμβαδόν κύκλου

Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν ενός κυκλικού δίσκου, χωρίζουμε τον κυκλικό δίσκο σε όσο πιο μικρά μέρη μπορούμε. Κόβουμε τα μέρη αυτά και κατόπιν τα τοποθετούμε όπως φαίνεται στην Εικόνα 5.47.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.47 Μέρη του κυκλικού δίσκου.



Παρατηρούμε ότι σχηματίζεται ένα σχήμα που "μοιάζει" με ορθογώνιο. Αν συνεχίσουμε να χωρίζουμε τον κυκλικό δίσκο συνεχώς σε πιο μικρά ίσα μέρη, τότε το τελικό σχήμα θα προσεγγίζει όλο και περισσότερο ένα ορθογώνιο, του οποίου η "βάση" είναι ίση με το μισό του μήκους του κύκλου, δηλαδή με πρ, και το "ύψος" με την ακτίνα του κύκλου.

Επομένως, το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου ισούται με το εμβαδόν του ορθογωνίου που σχηματίζεται, δηλαδή με ρ • πρ.

Οπότε το εμβαδόν κυκλικού δίσκου ακτίνας ρ, ισούται με: Ε = πp2.





Λυμένες ασκήσεις



	Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες γωνίες είναι συμπληρωματικές.


Λύση:

Σχεδιάζουμε το ορθογώνιο ΑΒΓ της Εικόνας 5.48 με (βλ. Εικόνα 5.48). Επειδή είναι:[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]θα έχουμε: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.48 Ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ.



Γνωρίζουμε, ότι οι δύο γωνίες που έχουν άθροισμα 900 λέγονται συμπληρωματικές. Άρα σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο οι οξείες γωνίες του είναι συμπληρωματικές.





	Στο τρίγωνο ΑΒΓ  (βλ. Εικόνα 5.49) η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]που σχηματίζεται από την ΑΓ και την προέκταση της ΒΓ προς το μέρος του Γ, ονομάζεται εξωτερική γωνία της[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]. Να εξετάσετε αν το άθροισμα δύο γωνιών ενός τριγώνου ισούται με την εξωτερική της τρίτης γωνίας. 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.49 Ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και εξωτερική γωνία φ.



Λύση:

Η εξωτερική γωνία  είναι παραπληρωματική της εσωτερικής γωνίας[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]του τριγώνου, δηλαδή θα είναι: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Επειδή σε κάθε τρίγωνο  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]άρα [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] δηλαδή [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
Συνεπώς, η εξωτερική γωνία ισούται με το άθροισμα των δύο άλλων γωνιών του τριγώνου.






	Να επαληθεύσετε το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο του σχήματος της Εικόνας 5.50. 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.50 Τρίγωνο ΕΔΖ.



Λύση:

Στο τρίγωνο ΔΕΖ οι κάθετες πλευρές έχουν μήκη 5 και 12, οπότε το άθροισμα των τετραγώνων των κάθετων πλευρών είναι: 5² + 12² = 25 + 144 = 169.

Επιπλέον, η υποτείνουσα έχει μήκος 13 και το τετράγωνό της ισούται με: 13² = 169. 

Επομένως, ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρημα, αφού 5² + 12² = 13².






	 Ένα ράφι ΑΒ (βλ. Εικόνα 5.51) είναι στερεωμένο σε ένα κατακόρυφο τοίχο με ένα μεταλλικό στήριγμα μήκους ΓΔ = 32,6 cm. Αν ΒΔ = 27,7 cm και BΓ = 17,2 cm, να εξετάσετε αν το ράφι είναι οριζόντιο.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.51 Ράφι ΑΒ στερεωμένο σε κατακόρυφο τοίχο.



Λύση:

Το ράφι θα είναι οριζόντιο, μόνο αν είναι κάθετο στον τοίχο, δηλαδή αν το τρίγωνο ΒΓΔ είναι ορθογώνιο στο Β. 

Είναι:  ΒΔ² + ΒΓ² = 27,7² + 17,2² = 767,29 + 295,84 = 1063,13.

Επίσης:  ΓΔ² = 32,6²= 1062,76.

Επομένως:  ΒΔ² + ΒΓ² ≠ ΓΔ², οπότε το τρίγωνο ΒΓΔ δεν είναι ορθογώνιο.






	Κατά το σχεδιασμό μιας επιφάνειας μιας ντουλάπας προέκυψαν οι διαστάσεις της Εικόνας 5.52. Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειας της του φύλλου Α, του φύλλου Β και της συνολικής επιφάνειας.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.52 Διαστάσεις επιφάνειας ντουλάπας.



Λύση:

Για τον υπολογισμό του εμβαδού του φύλλου Α λαμβάνοντας υπόψη ότι πρόκειται  για εμβαδόν ορθογωνίου παραλληλόγραμμου πολλαπλασιάζουμε το μήκος με το πλάτος του (ή αλλιώς τη βάση με το ύψος). Δηλαδή,  Ε = μήκος x πλάτος.

Συνεπώς Ε = 387∙1756 = 679.572 cm2.

Ομοίως για το φύλλο Β: Ε = 515 ∙1756 = 679.572 cm2 = 904.340cm2.

Για τη συνολική επιφάνεια έχουμε: Ε = 910 ∙1756 =1.597.960 cm2.






	Σε ένα κανονικό πολύγωνο με γωνία 108o να βρείτε το πλήθος των πλευρών του.
Λύση:

φ = 108o. Όμως  φ =180 - ω => 108 =180 - ω => ω =180 - 108 => ω = 72o και ω =  360/ν    => 72 = 360/ν   => 72ν = 360.






	Στο τραπέζι της Εικόνας 5.53 να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας και το εμβαδόν της βάσης.


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.53 Διαστάσεις επιφανειών τραπεζιού.




Λύση:

Τόσο η επιφάνεια του τραπεζιού όσο και η βάση του έχουν κυκλικό σχήμα. Σύμφωνα με τη θεωρία το εμβαδόν του κύκλου βρίσκεται από τον τύπο: Ε = πp2.

Η επιφάνεια του κύκλου έχει ακτίνα ίση με τη διάμετρο δια δύο. Άρα ισχύει Ε = 3,14∙ 552 = 3,14 ∙ 3025 = 9.498,5 cm2 .

Αντίστοιχα η βάση του τραπεζιού έχει ακτίνα 29 cm.  Οπότε το εμβαδόν της θα είναι Ε = 3,14 ∙ 292 = 3,14 ∙ 841 = 2640,74 cm2.






	Να σχεδιάσετε μία ορθή γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]   τέτοια ώστε ΟΑ = 3cm και ΟΒ = 4 cm. Να φέρετε και να μετρήσετε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Να σχεδιάσετε τον κύκλο που έχει διάμετρο την ΑΒ. Τι παρατηρείτε για το σημείο Ο σε σχέση με τον κύκλο; 
Λύση:

Σχεδιάζουμε με τον γνωστό τρόπο ορθή γωνία[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]με ΟΑ = 3cm και ΟΒ = 4 cm.(βλ. Εικόνα 5.54) Μετρώντας το τμήμα ΑΒ βλέπουμε ότι αυτό είναι ίσο με 5 cm.
 
Βρίσκουμε το μέσο Μ του τμήματος ΑΒ και σχεδιάζουμε τον κύκλο (Μ , 2,5 cm). Παρατηρούμε ότι το Ο βρίσκεται πάνω στον κύκλο. 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.54 Εγγεγραμμένη γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]με ΟΑ = 3cm και ΟΒ = 4 cm.(βλ. Εικόνα 5.54) Μετρώντας το τμήμα ΑΒ βλέπουμε ότι αυτό είναι ίσο με 5 cm.
 σε κύκλο.







	Αν το μήκος ενός κύκλου είναι 6,28 cm να βρείτε το εμβαδόν του.
Λύση:

Το μήκος του κύκλου δίνεται από τον τύπο L = 2πρ, δηλαδή 6,28 = 2 • 3,14 ρ, οπότε ρ=1 (cm). Τότε, το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου είναι:

Ε = πρ² = 3,14 • 1² = 3,14 cm².






	Στο τραπέζι της Eικόνας 5.55 να υπολογίσετε το εμβαδόν της επιφάνειας ΑΒΓΔ.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.55 Διαστάσεις τραπεζιού.



Λύση:

Η επιφάνεια ΑΒΓΔ έχει σήμα τραπεζίου με β = 60cm, Β = 80cm και υ = 40cm. To εμβαδόν του τραπεζίου δίνεται από τον τύπο: Ε =  (Β+β) ∙ υ/2. Άρα  Ε =  (80 + 60) ∙ 40/2 =  5600/2  = 2800cm. 



Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης


	Για τις ακόλουθες προτάσεις  του Πίνακα 5.1 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:






	α)
	Κάθε ορθογώνιο τρίγωνο έχει μια ορθή γωνία.	
	Σωστό
	Λάθος

	


	β)
	Το αμβλυγώνιο τρίγωνο έχει δύο αμβλείες γωνίες.
	Σωστό
	Λάθος




	γ)
	Το ισόπλευρο τρίγωνο έχει όλες τις πλευρές του ίσες.
	Σωστό
	Λάθος

	


	δ)
	Το ισοσκελές τρίγωνο μπορεί να είναι και αμβλυγώνιο.
	Σωστό
	Λάθος

	


	ε)
	Το ορθογώνιο τρίγωνο μπορεί να είναι και ισόπλευρο.
	Σωστό
	Λάθος





	στ)
	Το ορθογώνιο τρίγωνο μπορεί να είναι και ισοσκελές.
	Σωστό
	Λάθος

	


	ζ)
	Το ισόπλευρο τρίγωνο είναι πάντα οξυγώνιο.
	Σωστό
	Λάθος

	


	η)
	Ένα σκαληνό τρίγωνο δεν μπορεί να είναι ορθογώνιο.
	Σωστό
	Λάθος




















































 Πίνακας 5.1. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.
 
		
 		

	Στις παρακάτω ερωτήσεις 1 - 4 τα τρίγωνα ΑΒΓ είναι ορθογώνια στο A. Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση στον Πίνακα 5.2.



	



	
	
	
	Α
	Β
	Γ
	Δ




	1
	[image: 1a]
	x =
	7cm
	9cm
	10cm
	12cm




	2
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	x =
	2cm
	3cm
	4cm
	6,5cm




	3
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	28cm
	30cm
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 Πίνακας 5.2. Πίνακας επιλογής σωστής απάντησης.
 



	Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 5.3 ως σωστές ή λανθασμένες.




	Κάθε εγγεγραμμένη γωνία ισούται με το μισό του τόξου στο οποίο βαίνει.
	Σωστό
	Λάθος







	Αν δύο εγγεγραμμένες γωνίες είναι ίσες, τότε και τα αντίστοιχά τους τόξα είναι ίσα. 
	Σωστό
	Λάθος





	Οι εγγεγραμμένες γωνίες σε δύο άνισους κύκλους είναι άνισες. 
	Σωστό
	Λάθος






	Κάθε επίκεντρη γωνία είναι διπλάσια της αντίστοιχης εγγεγραμμένης.
	Σωστό
	Λάθος




	Δύο εγγεγραμμένες γωνίες στον ίδιο κύκλο έχουν ίσα αντίστοιχα τόξα.
	Σωστό
	Λάθος




	Υπάρχουν άπειρες εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο. 
	Σωστό
	Λάθος








































 Πίνακας 5.3. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.
 






	Αν τριπλασιάσουμε την ακτίνα ενός κύκλου (Ο, ρ), τότε το μήκος του κύκλου:



	διπλασιάζεται[image: Te]

	τριπλασιάζεται[image: Te]

	τετραπλασιάζεται[image: Te]

	παραμένει το ίδιο.[image: Te]


Επιλέξτε τη σωστή απάντηση.














	Ένα κυρτό πολύγωνο είναι κανονικό όταν:





	έχει μόνο ίσες πλευρές[image: Te]

	έχει μόνο τις γωνίες του ίσες[image: Te]

	είναι εγγράψιμο σε κύκλο και έχει τις πλευρές του ίσες.[image: Te]

	Έχει όλες τις πλευρές του ίσες και όλες τις γωνίες του ίσες.[image: Te]



Επιλέξτε τη σωστή απάντηση.











Προβλήματα

	

	Να συμπληρωθεί ο  Πίνακας 5.3 με τον εμβαδόν του κύκλου.






	Ακτίνα ρ κύκλου
	5cm
	2,5cm




	Εμβαδόν κύκλου Ε
	
	






 Πίνακας 5.3. Πίνακας συμπλήρωσης εμβαδού.
 


	Να αντιστοιχίσετε τα μέτρα των τόξων της πρώτης γραμμής του Πίνακα 5.4 από μοίρες σε ακτίνια (rad) της δεύτερης γραμμής.







	Μοίρες	
	90o
	60o
	180o
	270o
	45o
	360o




	Ακτίνια
	
	
	
	
	
	





 Πίνακας 5.4. Πίνακας συμπλήρωσης κενών.
 


	Σε ένα τρίγωνο ΑΒ, με πλευρά ΒΓ=4,4cm να σχεδιαστεί η διάμεσος ΑΜ καθώς και οι διάμεσοι ΑΚ και ΑΛ των τριγώνων ΑΒΜ και ΑΓΜ. Στη συνέχεια να βρεθεί το μήκος των ΚΜ και ΛΓ.

	Να σχεδιαστεί ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τις διαμέσους ΑΔ, ΒΕ και ΓΖ. Να δικαιολογηθεί γιατί οι διάμεσοι του ισόπλευρου είναι διχοτόμοι και ύψη του.

	Να σχεδιαστεί ένα τρίγωνο ΑΒΓ και 




	να βρεθεί το μέσο Δ της πλευράς ΑΒ, το μέσο Ε της πλευράς ΒΓ και το μέσο Ζ της πλευράς ΓΑ, 

	να σχεδιαστεί η διάμεσος ΑΕ του τριγώνου ΑΒΓ που τέμνει τη ΖΔ στο σημείο Μ. Να συγκρίνετε με το διαβήτη τα τμήματα ΔΜ και ΜΖ. Τι παρατηρείς;




	Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο με πλευρά α=2m. Να υπολογιστεί το ύψος του.

	Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 4 cm. Τότε (α) να βρεθούν τα σημεία του επιπέδου που απέχουν: 3 cm από το Α και 2 cm από το Β και (β) να βρεθούν ποια σημεία απέχουν ταυτόχρονα 3 cm από το Α και 2 cm από το Β.

	Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 3,2 cm. Να σχεδιαστούν οι κύκλοι (Α,ΑΒ) και (Β,ΑΒ) και να ονομάσετε Μ και Ν τα σημεία στα οποία τέμνονται οι κύκλοι αυτοί Να βρεθούν οι αποστάσεις του Μ από τα άκρα Α και Β καθώς και τις αποστάσεις του Ν από τα Α και Β. Στη συνέχεια να συγκρίνετε τις αποστάσεις αυτές.

	Σε ένα κύκλο με κέντρο Κ και διάμετρο ΑΒ=13cm φέρνουμε δύο χορδές του, την ΒΓ=12cm και την ΑΓ. Αν από το Κ φέρουμε την ΚΠ κάθετη στη ΒΓ και την ΚΡ κάθετη στην ΑΓ να βρεθεί το εμβαδόν του τετράπλευρου ΚΠΓΡ που σχηματίζεται.

	Να υπολογιστεί στην παρακάτω σύνθεση ντουλαπιών το εμβαδόν του κάθε φύλλου Α, Β, Γ, Δ και το συνολικό εμβαδόν της συνολικής σύνθεσης. Οι διαστάσεις της Εικόνας 5.56 είναι σε cm.
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Εικόνα 5.56 Σύνθεση ντουλαπιών.



	Να υπολογιστεί η ταχύτητα και η κεντρομόλος επιτάχυνση που οφείλεται στην περιστροφή της Γης για ένα αντικείμενο που βρίσκεται στον Ισημερινό της Γης. Δίνεται ότι η ακτίνα του Ισημερινού είναι 6.380km. Η περίοδος περιστροφής της Γης είναι T = 24h.

	Ένα όχημα έχει λάστιχα διαμέτρου 0,8m. Να βρεθεί η ταχύτητα και η κεντρομόλος επιτάχυνση ενός σημείου στο πέλμα του ελαστικού όταν το αυτοκίνητο κινείται με ταχύτητα 35m/s.

	Η οικογένεια της Μαρίας μετακόμισε στο νέο τους σπίτι. Το δωμάτιο της Μαρίας έχει κάτοψη όπως είναι στην Εικόνα 5.57 που ακολουθεί. Να βρεθεί το εμβαδόν της ελεύθερης επιφάνειας που έχει το δωμάτιο της Μαρίας.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 5.57 Κάτοψη δωματίου.





Βιβλιογραφία



	Fischbein. E. & Nachlieli, T. (1998). Concepts and Figures in Geometrical Reasoning.International Journal of Science Education, 20 (10) 1193-1211.

	Fishbein, E (1993). The theory of figural concepts. Educational Studies in Mathematics, 24, 139-162.

	Hoffer, A. (1981). Geometry is more than proof. Mathematics Teacher 74, 11-18.

	Mironescu, P. & Panaitopol, L. (1994). The existence of a triangle with prescribed angle bisector lengths. Amer. Math. Monthly, 101:58-60.

	Singer, I. & Thorpe, J. (1976). Lecture notes on elementary Topology and Geometry. Springer-Verlag, Berlin.

	Veblen, O. & Young, J. (1910). Projective Geometry vol. I,II. Gin and Company, New York.

	Yaglom, M. (1962). Geometric Tranformations I, II, III. The mathematical Association of America.

	Πάμφιλος, Π. (2012). Έλλασον γεωμετρικόν. Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης.

	Πουλάκης, Δ. (2006). Γεωμετρία των αλγεβρικών καμπυλών. Εκδόσεις Ζήτη, Θεσσαλονίκη.






Κεφάλαιο 6 - Γεωμετρικά Στερεά



Συντομεύσεις – Ακρωνύμια	

Σύνοψη

Προαπαιτούμενη γνώση

6.1 Συστήματα Συντεταγμένων

6.2 Δίεδρες γωνίες	

6.3 Τρίεδρες γωνίες

6.4 Πρίσμα 

6.5 Κύλινδρος

6.6 Πυραμίδα	

6.7 Κώνος	

6.8 Σφαίρα	

6.9 Θέσεις ευθείας και επιπέδου ως προς σφαίρα
	
6.10 Υπολογισμός όγκου

Λυμένες ασκήσεις

Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

Προβλήματα	

Βιβλιογραφία


Συντομεύσεις – Ακρωνύμια	



	Βλ.
	Βλέπε




	m
	Meter (μέτρο)




	dm	
	Decimetre (δεκατόμετρο)




	cm	
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	V	
	Volume (όγκος)





	R	
	Radius (ακτίνα)




	Εολ	
	Ολικό εμβαδόν




	Επ
	Εμβαδόν επιφάνειας


	

	Εβ
	Εμβαδόν βάσης

	


	€
	Euro (Ευρώ)

	



Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αναπτύγματα των βασικών επιφανειών για τη δημιουργία στερεών. Περιγράφονται τα στερεά: πρίσμα, κύλινδρος, πυραμίδα, κώνος και σφαίρα. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους υπολογισμού όγκου στερεών εμπλουτισμένη με παραδείγματα και εφαρμογές.


Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις γεωμετρίας επίπεδων σχημάτων.


6.1  Συστήματα συντεταγμένων 


Σύστημα συντεταγμένων καλείται ένα σύνολο αξόνων, τεμόμεννων σε ένα σημείο (την αρχή Ο) που χρησιμοποιείται στον προσδιορισμό της θέσης ενός σημείου ενός n-διάστατου χώρου. Για τον προσδιορισμό αυτόν χρησιμοποιούνται συνήθως γωνίες και αποστάσεις.

Τα συστήματα συντεταγμένων εμπεριέχουν τη διαδικασία με την οποία κάθε διάνυσμα με αρχή ένα σημείο αναφοράς του χώρου ενδιαφέροντος προσδιορίζεται κατά μοναδικό τρόπο με μια διαδοχική σειρά αριθμών.

Στη γενική περίπτωση μπορούμε να ορίσουμε άπειρα συστήματα συντεταγμένων, τα οποία να μας επιτρέπουν να προσδιορίσουμε τη θέση ενός σημείου (Audin, M. 2003).  


6.1.1 Είδη συστημάτων συντεταγμένων


O Άξονας τετμημένων: Έστω μία ευθεία x’x (βλ. Εικόνα 6.1) πάνω στην οποία επιλέγουμε ένα σημείο Ο. Κατόπιν, επιλέγουμε ένα σημείο Κ πάνω στην ημιευθεία Οx, δηλαδή στο σχήμα μας δεξιά του Ο. Τότε για κάθε σημείο Μ της ευθείας, το μήκος του τμήματος ΟΜ με μονάδα μέτρησης το τμήμα ΟΚ είναι ένας μη αρνητικός αριθμός. Τον αριθμό αυτό ή τον αντίθετό του τον αντιστοιχούμε στο Μ ανάλογα με το αν το Μ βρίσκεται δεξιά ή αριστερά του Ο αντιστοίχως (δηλαδή αν το Μ ανήκει στην ημιευθεία Ox ή την Ox’ αντιστοίχως). Την ευθεία x’x την ονομάζουμε άξονα με αρχή το Ο και μονάδα μέτρησης το ΟΚ. Την ημιευθεία Οx την ονομάζουμε θετικό ημιάξονα και την Ox' αρνητικό ημιάξονα.
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Εικόνα 6.1 Ο άξονας των τετμημένων.

 


Συνήθως θεωρούμε τον άξονα σε οριζόντια θέση στο επίπεδο, σε σχέση με το μάτι μας, και τοποθετούμε τις αρνητικές τιμές «προς τα αριστερά». Στην Εικόνα 6.1 αντιστοιχίστηκε κάθε ένα σημείο της ευθείας με έναν πραγματικό αριθμό και αντιστρόφως κάθε ένας πραγματικός αριθμός με ένα σημείο. Εφόσον σημεία και αριθμοί βρίσκονται σε 1-1 αντιστοιχία, η ευθεία xx' ονομάζεται και ευθεία των πραγματικών αριθμών. Αν σε ένα σημείο Μ αντιστοιχίζεται ο πραγματικός αριθμός m, τότε ο m ονομάζεται τετμημένη του Μ. Συχνά γράφουμε Μ(m). Ιδιαιτέρως, το 0 αντιστοιχίζεται στο Ο, ενώ το 1 αντιστοιχίζεται στο Μ. Δηλαδή, η τετμημένη του Ο είναι το 0, ενώ του K είναι το 1. Εξαιτίας της χρήσης της έννοιας της τετμημένης, ο άξονας xx' ονομάζεται πιο περιγραφικά ως άξονας τετμημένων.

Ουσιαστικά η τετμημένη του Μ είναι η απόστασή του από το Ο, με θετικό ή αρνητικό πρόσημο ανάλογα με το αν βρίσκεται δεξιά ή αριστερά του Ο.

Καρτεσιανό Σύστημα Συντεταγμένων: Το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων είναι ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων που χρησιμοποιείται για να προσδιορίσει τη θέση ενός σημείου στο επίπεδο ή στο χώρο (Bolt, B. 1995).  
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Εικόνα 6.2 Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.

 


Το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο αποτελείται από δύο προσανατολισμένες ευθείες, κάθετες μεταξύ τους, οι οποίες καλούνται συμβατικά άξονας τετμημένων (οριζόντιος άξονας) και άξονας τεταγμένων (κατακόρυφος άξονας) και συμβολίζονται αντίστοιχα με x και y. Το σημείο όπου τέμνονται λέγεται αρχή του συστήματος συντεταγμένων.

Ένα σημείο πάνω στο καρτεσιανό επίπεδο προσδιορίζεται μοναδικά από ένα ζεύγος αριθμών, την τετμημένη και την τεταγμένη. Η τετμημένη είναι η απόσταση του σημείου από τον άξονα y και η τεταγμένη είναι η απόσταση του σημείου από τον άξονα x. Η τετμημένη και η τεταγμένη αποτελούν τις συντεταγμένες του σημείου. Με αυτή τη σύμβαση, η αρχή των αξόνων ταυτίζεται με το σημείο (0,0).

Επιπλέον, ορίζεται απόσταση ίση με 1, σύμφωνα με την οποία αριθμούνται οι άξονες. Οι συντεταγμένες (xΡ,yΡ) ενός σημείου P δηλώνουν τη θέση του P κατά την ορθή προβολή του στους άξονες τετμημένων και τεταγμένων αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 6.2). Το καρτεσιανό σύστημα χρησιμοποιείται στο χώρο για τρείς ή περισσότερες διαστάσεις. Στις τρεις διαστάσεις εκτός από τους άξονες x και y ορίζουμε και έναν τρίτο άξονα z, κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν οι δύο πρώτοι. Έτσι κάθε σημείο στο χώρο μπορεί να παρασταθεί από μία μοναδική τριάδα αριθμών (x,y,z), με κάθε συντεταγμένη να αντιστοιχεί στην κάθετη απόσταση του σημείου από κάθε έναν από τους τρεις άξονες αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 6.3).
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Εικόνα 6.3 Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στις τρεις διαστάσεις.

 


Πολικό Σύστημα Συντεταγμένων: Το πολικό σύστημα συντεταγμένων είναι επίσης ένα δισδιάστατο σύστημα συντεταγμένων στο οποίο η θέση οποιουδήποτε σημείου σε ένα επίπεδο καθορίζεται από την απόσταση του σημείου αυτού από ένα αυθαίρετα επιλεγμένο σημείο αναφοράς και τη γωνία από μία αυθαίρετα επιλεγμένη κατεύθυνση.

Η απόσταση ενός σημείου από το την αρχή των αξόνων) ονομάζεται ακτινική συντεταγμένη ή απλώς ακτίνα και συμβολίζεται συνήθως με το λατινικό r (από την αγγλική λέξη radius, «ακτίνα»), ενώ η γωνία που σχηματίζει η ακτίνα του σημείου με μία αυθαίρετα επιλεγμένη διεύθυνση (συνήθως ένας από τους δύο κύριους άξονες συντεταγμένων) ονομάζεται γωνιακή συντεταγμένη ή αζιμούθιο και συμβολίζεται συνήθως με το ελληνικό πεζό γράμμα θ (βλ. Εικόνα 6.4).(βλ. Εικόνα 6.4).
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Εικόνα 6.4 Πολικό σύστημα συντεταγμένων και γωνιακή συντεταγμένη.

 


Όπως ακριβώς στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων κάθε σημείο με συντεταγμένες (xο,yο) αντιστοιχεί στην τομή των ευθειών x = xο και y = yο, έτσι και στο πολικό σύστημα συντεταγμένων κάθε σημείο καθορίζεται μονοσήμαντα από την τομή ενός κύκλου σταθερής ακτίνας r = rο και μίας ευθείας που καθορίζεται από μία σταθερή τιμή γωνίας θ = θο.

Οι καμπύλες σταθερής ακτίνας r και γωνίας θ ορίζουν το λεγόμενο «πολικό πλέγμα», το οποίο θυμίζει ιστό αράχνης (βλ. Εικόνα 6.5).
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Εικόνα 6.5 Το πολικό πλέγμα.




Κυλινδρικό Σύστημα Συντεταγμένων: Το Κυλινδρικό Σύστημα Συντεταγμένων καθορίζει την θέση ενός σημείο του τρισδιάστατου επίπεδου (flat) Χώρου (δηλ. σε ένα επίπεδο) με την βοήθεια μίας γωνίας φ, μιάς απόστασης από την αρχή Ο,ρ  και μίας απόστασης από άξονα z. Η θέση ενός σημείου Α στο κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων (βλ. Εικόνα 6.6) δίνεται από τη διατεταγμένη 3‐αδα  (ρ,φ,z) όπου:

[image: para_01]

και (x,y,z) οι καρτεσιανές συντεταγμένες του σημείου Α.
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Εικόνα 6.6 Κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων.



Σφαιρικό Σύστημα Συντεταγμένων: Το Σφαιρικό Σύστημα Συντεταγμένων καθορίζει την θέση ενός σημείο του τρισδιάστατου επίπεδου (flat) χώρου (δηλ. σε ένα επίπεδο) με την βοήθεια δύο γωνιών (θ,φ) και μιας απόστασης από την αρχή Ο,r (βλ. Εικόνα 6.7). Το σύστημα χρησιμοποιείται σε προβλήματα με σφαιρική συμμετρία, π.χ. βαρυτικό πεδίο της γης.
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Εικόνα 6.7 Σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων.




Ο Μετασχηματισμός από Σφαιρικές Συντεταγμένες (r,θ,φ) σε Καρτεσιανές Συντεταγμένες (x,y,z) είναι:    [image: para_02] 

Καμπυλόγραμμο Σύστημα Συντεταγμένων: Το Καμπυλόγραμμο Σύστημα Συντεταγμένων καθορίζει την θέση ενός σημείο, του τρισδιάστατου καμπύλου (curved) χώρου, με την βοήθεια τριών γωνιών. Το Καμπυλόγραμμο Σύστημα Συντεταγμένων χρησιμεύει στην περιγραφή σημείων Ρ μέσω των καμπυλόγραμμων συντεταγμένων (βλ. Εικόνα 6.8). Αναφέρεται σε τρεις συναρτήσεις x1, x2, x3 οι οποίες σε κάθε σημείο Ρ του 3Δ χώρου αντιστοιχούν τρεις αριθμούς x1(P), x2(P), x3(P).
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Εικόνα 6.8 Καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων.




6.2 Δίεδρες γωνίες

Δίεδρη γωνία είναι το γεωμετρικό σχήμα που ορίζουν τα κοινά σημεία δύο τεμνόμενων ημιεπιπέδων. 



Κάθε ζεύγος ημιεπιπέδων που είναι τμήματα διαφορετικών επιπέδων ορίζει μια κυρτή δίεδρη γωνία (βλ. Εικόνα 6.9).



Η ευθεία ΧΥ τομής των α και β λέγεται ακμή της δίεδρης γωνίας. Τα ημιεπίπεδα καθώς επίσης και τα επίπεδα που ορίζουν τη δίεδρη λέγονται έδρες της δίεδρης γωνίας (Berger, M. 1987).
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Εικόνα 6.9 Κυρτή δίεδρη γωνία.




Το μέτρο μιας δίεδρης γωνίας ορίζεται φέρνοντας ένα επίπεδο κάθετο στην ακμή. Το επίπεδο αυτό τέμνει τις έδρες κατά ευθείες ΟΑ και ΟΒ και ως μέτρο της δίεδρης ορίζουμε το μέτρο της γωνίας  (βλ. Εικόνα 6.10). Έτσι η κυρτή δίεδρη αντιστοιχεί στην κυρτή γωνία  με μέτρο μικρότερο του π (σε ακτίνια) και η μη κυρτή δίεδρος αντιστοιχεί στη μη κυρτή γωνία   με μέτρο μεγαλύτερο του π.
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Εικόνα 6.10 Το μέτρο της δίεδρης γωνίας.



Γενικότερα, μεταφέροντας τις έννοιες των επίπεδων γωνιών στις δίεδρες γωνίες αναφερόμαστε σε ορθή δίεδρη, αμβλεία δίεδρη, οξεία δίεδρη, συμπληρωματική δίεδρη και παραπληρωματική δίεδρη γωνία καθώς και κατά κορυφήν δίεδρες γωνίες. Ισχύουν επίσης ιδιότητες ανάλογες με αυτές των επίπεδων γωνιών.


6.3 Τρίεδρες γωνίες

Τρεις ημιευθείες ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ (βλ. Εικόνα 6.11) διερχόμενες από κοινό σημείο Ο και μη περιεχόμενες σε ένα επιπεδο ορίζουν, ανά δύο, επίπεδα και δημιουργούν ένα στερεό σχήμα που χωρίζει το χώρο σε δύο μέρη. Από τα δύο αυτά μέρη το ένα είναι κυρτό (δηλαδή για κάθε ζεύγος σημείων Χ,Υ που περιέχονται σε αυτό το μέρος ολόκληρο το ευθύγραμμο τμήμα ΧΥ περιέχεται στο ίδιο μέρος) και το άλλο είναι μη κυρτό. Επιλέγοντας ένα από αυτά τα μέρη, συνήθως το κυρτό, ορίζεται μια τρίεδρη γωνία. Το κυρτό μέρος του χώρου που έχει επιλεγεί λέγεται εσωτερικό της γωνίας αυτής. Οι ημιευθείες που ορίζουν την τρίεδρη αυτή γωνία λέγονται ακμές της. Ονομάζουμε έδρες τα επίπεδα στα οποία περιέχονται αυτές οι γωνίες. Οι δίεδρες γωνίες με ακμές τις ευθείες ΟΑ, ΟΒ και ΟΓ λέγονται δίεδρες της τρίεδρης και συμβολίζονται με  , , . Συχνά με το ίδιο γράμμα συμβολίζουμε και το μέτρο της γωνίας Rayner, D. 1984).
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Εικόνα 6.11 Τρίεδρη γωνία.



6.4 Πρίσμα


H εκτεινόμενη στο άπειρο επιφάνεια αποτελούμενη από τις λωρίδες μεταξύ των παράλληλών ευθειών (ΑΑ΄, ΒΒ΄), (ΒΒ΄, ΓΓ΄), λέγεται πρισματική επιφάνεια (βλ. Εικόνα 6.12). Οι ευθείες ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΓΓ΄, ... . λέγονται ακμές της πρισματικής επιφάνειας. Οι δίεδρες γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ δύο διαδοχικών λωρίδων ονομάζονται δίεδρες της πρισματικής επιφάνειας. Πρίσμα λέγεται το στερεό που προκύπτει τέμνοντας μια πρισματική επιφάνεια με δύο παράλληλα επίπεδα, τα οποία δεν είναι παράλληλα προς μια ακμή. Η απόσταση αυτών των επιπέδων λέγεται ύψος του πρίσματος (Serra, M. 1997).  
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Εικόνα 6.12 Πρισματική επιφάνεια.



Τα πολύγωνα ΑΒΓΔ και Α΄Β΄Γ΄Δ΄, που ορίζονται από την τομή της πρισματικής επιφάνειας με τα παράλληλα επίπεδα, είναι ίσα και λέγονται βάσεις του πρίσματος.

Αν οι βάσεις του πρίσματος είναι τρίγωνο, τετράπλευρο, πεντάγωνο τότε το πρίσμα αντίστοιχα λέγεται τριγωνικό, τετραπλευρικό, πενταγωνικό αντίστοιχα.

Το πρίσμα λέγεται κυρτό όταν το αντίστοιχο πολύγωνο της βάσης ΑΒΓΔ είναι κυρτό. Τα ίσα ευθύγραμμα τμήματα ΑΑ΄,ΒΒ΄,ΓΓ΄,… λέγονται παράπλευρες ακμές του πρίσματος. Κάθε λωρίδα της πρισματικής επιφάνειας τέμνεται από τα παράλληλα επίπεδα των βάσεων κατά παραλληλόγραμμο που ονομάζεται έδρα του πρίσματος.

Το πρίσμα λέγεται ορθό όταν οι παράπλευρες ακμές είναι κάθετες στις βάσεις του. Ένα πρίσμα λέγεται κανονικό όταν είναι ορθό και το πολύγωνο ΑΒΓΔ είναι κανονικό. 


Δύο πρίσματα λέγονται ίσα όταν έχουν αντίστοιχες έδρες ίσες και αντίστοιχες δίεδρες γωνίες επίσης ίσες.

Ένα από τα απλά πρίσματα είναι το παραλληλεπίπεδο, στο οποίο οι βάσεις είναι παραλληλόγραμμα (βλ. Εικόνα 6.13). Δύο κορυφές που δεν έχουν κοινές έδρες λέγονται απέναντι κορυφές του παραλληλεπιπέδου. Τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν δύο απέναντι κορυφές λέγονται διαγώνιοι του παραλληλεπιπέδου.
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Εικόνα 6.13 Παραλληλεπίπεδο πρίσμα.



Ένα ορθό παραλληλεπίπεδο στο οποίο επιπλέον οι βάσεις είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα λέγεται ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο (βλ. Εικόνα 6.14).
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Εικόνα 6.14 Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο.



Ο κύβος είναι ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο του οποίου όλες οι έδρες είναι τετράγωνα (βλ. Εικόνα 6.15).
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Εικόνα 6.15 Κύβος.



Το στερεό που προκύπτει τέμνοντας μια πρισματική επιφάνεια με μη παράλληλα επίπεδα λέγεται κολοβό πρίσμα (βλ. Εικόνα 6.16).
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Εικόνα 6.16 Κολοβό πρίσμα.



6.4.1 Εμβαδόν επιφάνειας πρίσματος


Στο σχήμα της Εικόνας 6.17 εμφανίζεται η διαδικασία ανάπτυξης και το τελικό ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος. Ως ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος θεωρούμε το επίπεδο σχήμα που προκύπτει αν «ξεδιπλώσουμε» την παράπλευρη επιφάνεια του και τις βάσεις του.

Η παράπλευρη επιφάνεια σχηματίζει ένα ορθογώνιο, που η μία διάσταση του είναι η περίμετρος της βάσης και η άλλη το ύψος του πρίσματος. 
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Εικόνα 6.17 Ανάπτυγμα πρίσματος.



Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός πρίσματος ισούται με το γινόμενο της περιμέτρου της βάσης του επί το ύψος του πρίσματος. Δηλαδή, 

Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ ύψος

Φυσικά για να βρούμε το ολικό εμβαδόν, πρέπει να προσθέσουμε και τα εμβαδά των δύο βάσεων. Το ολικό εμβαδόν ενός πρίσματος (Εολ) είναι το άθροισμα του εμβαδού της παράπλευρης επιφάνειας Επ και των εμβαδών Εβ των δύο βάσεων. Δηλαδή: Εολ = Επ + Εβ


Παράδειγμα:


Το κουτί της Εικόνας 6.18 κατασκευάζεται από ξύλο και χρησιμεύει ως βάση μιας μηχανής. Να βρείτε την επιφάνεια του ξύλου που θα χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή της βάσης.
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Εικόνα 6.18 Ξύλινη βάση μηχανής.




Λύση:


Παρατηρούμε ότι το κουτί είναι πενταγωνικό πρίσμα με βάσεις τα πεντάγωνα ΑΒΓΔΕ και ΖΗΘΙΚ. Η περίμετρος της κάθε βάσης είναι:

ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΕ + ΕΑ = 20 + 4 + 10 +12 +10 = 56 cm

Το ύψος του πρίσματος είναι υ = ΑΖ =5cm.

Επομένως, το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι: Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ ύψος = 56 ∙5 = 280cm2.

Για να βρούμε το εμβαδόν της βάσης ΑΒΓΔΕ, τη χωρίζουμε σε δύο μέρη: σε ένα ορθογώνιο ΑΕΔΔ΄ και σε ένα τραπέζιο ΒΓΔΔ΄. Το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΕΔΔ΄ είναι ίσο με:

Ετρ = 1/2 (β+Β) ∙ υ = 1/2 (4+10) ∙ 8 = 56cm2
 
Άρα, το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 120 + 56 = 176 cm2. 

Το ολικό εμβαδόν του πρίσματος είναι: Εολ =  Επ + 2Εβ = 280 + 2 ∙176 = 280 + 352 = 632 cm2.


6.5 Κύλινδρος

Σε ένα δεδομένο κύκλο κ στο επίπεδο ε, η εκτεινόμενη στο άπειρο επιφάνεια  που παράγεται από τις ευθείες τις κάθετες στο ε και διερχόμενες από τα σημεία του κύκλου λέγεται κυλινδρική επιφάνεια (βλ. Εικόνα 6.19). Οι παράλληλες μεταξύ τους ευθείες ΧΥ που παράγουν την επιφάνεια λέγονται γενέτειρες της επιφάνειας και η παράλληλη αυτών από το κέντρο Κ του κύκλου λέγεται άξονας της κυλινδρικής επιφάνειας. Για να διακρίνουμε την κυλινδρική επιφάνεια από άλλες επιφάνειες που παράγονται με παρόμοιο τρόπο συχνά χρησιμοποιούμε τον ακριβέστερο όρο ορθή κυκλική κυλινδρική επιφάνεια. Η τομή μιας τέτοιας επιφάνειας με δύο επίπεδα ε και ζ κάθετα στη γενέτειρα ορίζει ένα στερεό που ονομάζεται κύλινδρος (Serra, M. 2002).
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Εικόνα 6.19 Κυλινδρική επιφάνεια.




Οι δύο ίσοι κύκλοι που τέμνουν τα επίπεδα ε και ζ από την κυλινδρική επιφάνεια λέγονται βάσεις του κυλίνδρου. Ενίοτε ονομάζουμε βάσεις και τα ίδια επίπεδα ε και ζ. Η απόσταση αυτών των επιπέδων λέγεται ύψος του κυλίνδρου. Από τον ορισμό συνεπάγεται ότι ο κύλινδρος είναι το στερεό που προκύπτει περιστρέφοντας το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΚΛΥΧ γύρω από την πλευρά του ΚΛ.

Από τον ορισμό προκύπτει επίσης ότι οι τομές του κυλίνδρου με επίπεδα παράλληλα προς τις βάσεις του είναι κύκλοι ίσοι προς τον κ. Η ακτίνα ρ του κύκλου κ λέγεται ακτίνα του κυλίνδρου. Δύο (ορθοί) κύλινδροι λέγονται ίσοι όταν έχουν την ίδια ακτίνα και το ίδιο ύψος.

Η διαδικασία κατά την οποία κόβουμε ένα κύλινδρο κατά μήκος μιας γενέτειράς του ΧΥ και τον ξετυλίγουμε σε ένα ορθογώνιο ΧΥΥ΄Χ΄ λέγεται ανάπτυγμα του κυλίνδρου (βλ. Εικόνα 6.20). Το μήκος της πλευράς ΧΧ΄ του αναπτύγματος είναι ίσο με την περίμετρο του κύκλου κ. Συνεπώς αν ρ είναι η ακτίνα του κυλίνδρου τότε |ΧΧ΄|=2πρ.
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Εικόνα 6.20 Ανάπτυγμα κυλίνδρου.




6.5.1 Εμβαδόν επιφάνειας κυλίνδρου

Ας θεωρήσουμε το ανάπτυγμα του κυλίνδρου (βλ. Εικόνα 6.21). Είναι φανερό ότι το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του κυλίνδρου ισούται με το εμβαδόν του ορθογωνίου που σχηματίζεται, οπότε ισούται με το γινόμενο της περιμέτρου της βάσης επί το ύψος του κυλίνδρου.
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Εικόνα 6.21 Ανάπτυγμα κυλίνδρου για τον υπολογισμό του εμβαδού του κυλίνδρου.



Η περίμετρος της βάσης ισούται με το μήκος του κύκλου, δηλαδή 2πρ. Το εμβαδόν Επ της παράπλευρης επιφάνειας ενός κυλίνδρου ισούται με την περίμετρο της βάσης επί το ύψος του κυλίνδρου.

Δηλαδή, Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ (ύψος) ή  Επ = 2πρ ∙ υ.
 
Φυσικά για να βρούμε το ολικό εμβαδόν του κυλίνδρου, πρέπει στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας να προσθέσουμε τα εμβαδά των δύο βάσεων. Το ολικό εμβαδόν Εολ ενός κυλίνδρου ισούται με το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ και τα εμβαδά Εβ των δύο βάσεων. Δηλαδή, Εολ = Επ + 2Εβ.


Παράδειγμα:


Το κυλινδρικό πόδι ενός ντουλαπιού (βλ. Εικόνα 6.22) έχει ύψος 12cm ακτίνα βάσης 3cm. To υλικό των βάσεων κοστίζει 0,5€ το τετραγωνικό μέτρο, ενώ το υλικό της κυρτής επιφάνειας κοστίζει 0,3€ το τετραγωνικό μέτρο. Πόσο κοστίζει το υλικό για να κατασκευάσουμε 1000 πόδια; 
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Εικόνα 6.22 Κυλινδρικό πόδι ντουλαπιού.



Λύση:
 

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ = 2πρ ∙ υ = 2 ∙ 3,14 ∙ 3 ∙ 12 = 226,08 cm2. 

Επιπλέον, Εβ  = 2πρ2 = 2 ∙ 3,14 ∙ 9 = 56,52 cm2.

Για τα 1000 πόδια το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι:

Επ = 1000 ∙ 226, 08 = 226.080 cm2

Το Εβ  (1000 πόδια) = 1000 ∙ 56, 52 = 56.520 cm2 ή 5, 652m2. Το συνολικό κόστος του υλικού θα είναι: 0,3 ∙ 22,608 + 0,5 ∙ 5,6520 = 6,7824 + 2,826 = 9,6084 ή 9,61€.


6.6 Πυραμίδα


Σε ένα δεδομένο πολύγωνο ΑΒΓΔ (βλ. Εικόνα 6.23) το οποίο περιέχεται σε επίπεδο ε και σημείο Ο εκτός του επιπέδου αυτού, ονομάζουμε πυραμίδα το στερεό σχήμα που δημιουργείται ενώνοντας το σημείο Ο με τις κορυφές του πολυγώνου. Οι πλευρές του πολυγώνου καθώς και τα ευθύγραμμα τμήματα ΟΑ,ΟΒ,… λέγονται ακμές της πυραμίδας. Οι ακμές ΟΑ,ΟΒ,…  λέγονται συχνά και παράπλευρες ακμές της πυραμίδας. Το πολύγωνο, λέγεται βάση της πυραμίδας. Όταν το πολύγωνο είναι κυρτό η πυραμίδα λέγεται κυρτή πυραμίδα. Συχνά με τον όρο βάση της πυραμίδας εννοούμε και το επίπεδο ε που περιέχει το πολύγωνο (Freeman, Η. 1998).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.23 Πυραμίδα.




Το σημείο Ο λέγεται κορυφή της πυραμίδας, οι γωνίες, καθώς και τα τρίγωνα , , , λέγονται παράπλευρες έδρες της πυραμίδας. Οι τρίεδρες γωνίες που σχηματίζονται στις κορυφές του πολυγώνου λέγονται τρίεδρες της πυραμίδας.

Στο σημείο Ο (κορυφή της πυραμίδας) ορίζεται κάτι ανάλογο της τρίεδρης γωνίας, που ονομάζεται πολυεδρική γωνία ή στερεά γωνία. Οι γωνίες , , , ...(και τα επίπεδα που τις περιέχουν) λέγονται έδρες της πολυεδρικής γωνίας και οι ημιευθείες που τις ορίζουν λέγονται ακμές της πολυεδρικής γωνίας. Η πολυεδρική γωνία λέγεται κυρτή όταν το αντίστοιχο πολύγωνο που προκύπτει από επίπεδο που τέμνει όλες τις ακμές της είναι κυρτό. Δύο πολυεδρικές γωνίες ΟΑΒΓ ….., Ο΄Α’ Β΄Γ΄ …, λέγονται ίσες, όταν οι αντίστοιχες έδρες τους είναι ίσες και αντίστοιχες δίεδρες είναι επίσης ίσες. Οι πυραμίδες δημιουργούνται από μια πολυεδρική γωνία και ένα επίπεδο ε που τέμνει όλες τις ακμές της. Κρατώντας σταθερή την πολυεδρική γωνία και μεταβάλλοντας το επίπεδο ε δημιουργούμε άπειρες πυραμίδες που έχουν την ίδια πολυεδρική γωνία και οι βάσεις τους είναι τα πολύγωνα που ορίζονται ως τομές της πολυεδρικής γωνίας και του επιπέδου ε. Δύο πυραμίδες ΟΑΒΓ.. και  Ο’Ά΄Β΄Γ΄… λέγονται ίσες όταν τα αντίστοιχα τρίγωνα – έδρες τους είναι ίσα και οι αντίστοιχες δίεδρες τους επίσης ίσες.

Το σχήμα που προκύπτει από μια πολυεδρική γωνία και ένα επίπεδο που τέμνει όλες τις ακμές της καθώς και ένα άλλο παράλληλο προς το προηγούμενο επίπεδο λέγεται κόλουρη πυραμίδα (βλ. Εικόνα 6.24). Τα δυο πολύγωνα που περιέχονται στα παράλληλα επίπεδα λέγονται βάσεις της κόλουρης πυραμίδας. Σε κάθε κόλουρη πυραμίδα τα πολύγωνα που ορίζονται από τις παράλληλες έδρες της είναι όμοια.
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Εικόνα 6.24 Κόλουρη πυραμίδα.



Τις πυραμίδες με τριγωνικές βάσεις ονομάζουμε τετράεδρα. Το τετράεδρο στο χώρο είναι το ανάλογο του τριγώνου στο επίπεδο. Κάθε τετράδα σημείων μη περιεχόμενων σε ένα επίπεδο ορίζει ένα τετράεδρο που έχει τα σημεία αυτά ως κορυφές (βλ. Εικόνα 6.25).
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Εικόνα 6.25 Τετράεδρο ΑΒΓΔ.



Άλλο ένα είδος πυραμίδας είναι οι κανονικές πυραμίδες. Ονομάζουμε κανονική μια πυραμίδα της οποίας η βάση είναι ένα κανονικό πολύγωνο και η ευθεία ΚΟ που ενώνει το κέντρο Κ του κανονικού πολυγώνου με την κορυφή της πυραμίδας είναι κάθετη στο επίπεδο ε της βάσης (βλ. Εικόνα 6.26).
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Εικόνα 6.26 Κανονική πυραμίδα.




6.6.1 Εμβαδόν επιφάνειας πυραμίδας

Η ολική επιφάνεια της πυραμίδας αποτελείται από δύο μέρη: την επιφάνεια των παράπλευρων εδρών της, που ονομάζεται παράπλευρη επιφάνεια και την επιφάνεια της βάσης της.
 
Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ μιας πυραμίδας, υπολογίζουμε το εμβαδόν κάθε παράπλευρης έδρας (που είναι τρίγωνο) και προσθέτουμε τα εμβαδά αυτά. Επομένως, στο σχήμα της Εικόνας 6.27 έχουμε:

Επ = (Κ1ΑB) + (Κ2BΓ) + (Κ3ΓΔ) + (Κ4ΔΑ)
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Εικόνα 6.27 Παράπλευρη επιφάνεια και επιφάνεια βάσης πυραμίδας.



Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας Εολ της πυραμίδας, προσθέτουμε στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας το εμβαδόν της βάσης Εβ. Δηλαδή, Εολ = Επ  +  Εβ

Με βάση το σχήμα της Εικόνας 6.27 επομένως έχουμε: Εολ  = Επ  + Εβ = (Κ1 ΑB) + (Κ2 BΓ) + (Κ3 ΓΔ) + (Κ4 ΔΑ) + (ΑΒΓΔ).

Όταν η πυραμίδα είναι κανονική, τότε η παράπλευρη επιφάνειά της αποτελείται από ίσα μεταξύ τους ισοσκελή τρίγωνα, τα οποία έχουν όλα ίσες βάσεις και ίσα ύψη. Καθένα από αυτά τα ύψη λέγεται απόστημα της κανονικής πυραμίδας. Ας υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας μιας κανονικής εξαγωνικής πυραμίδας:

Επ = (ΚΑΒ) + (ΚΒΓ) + (ΚΓΔ) + (ΚΔΕ) + (ΚΕΖ) + (ΚΖΑ) = 6(ΚΑΒ).

Άρα: Επ = 6 ∙ 1/2 ∙ ΑΒ ∙ α = 1/2 ∙ (6∙ΑΒ) ∙ α 

Όμως, η περίμετρος του κανονικού εξαγώνου ισούται με 6 ∙ΑΒ

Τελικά, καταλήγουμε ότι: Επ = 1/2 (περίμετρος εξαγώνου)∙απόστημα.

Το συμπέρασμα αυτό ισχύει τελικά για κάθε κανονική πυραμίδα:

 Επ = 1/2  (περίμετρος βάσης)∙απόστημα

Για να βρούμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας της κανονικής πυραμίδας, αρκεί να προσθέσουμε στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ και το εμβαδόν του κανονικού πολυγώνου, που αποτελεί τη βάση της κανονικής πυραμίδας.


Παράδειγμα:


Μια κανονική πυραμίδα έχει βάση κανονικό δωδεκάγωνο με πλευρά 5 cm (βλ. Εικόνα 6.28). Αν το ύψος μιας παράπλευρης έδρας της είναι 9 cm, να βρείτε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της. 
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Εικόνα 6.28 Κανονική πυραμίδα με βάση δωδεκάγωνο.



Λύση:
 

Το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας είναι: Επ = 1/2  (περίμετρος βάσης)∙απόστημα. 

Η περίμετρος της βάσης είναι: 12∙5=60 cm και το απόστημα 9 cm. Άρα: Επ = 1/2 ∙ 60 ∙ 9 = 270 cm2


6.7 Κώνος


ΔΔοθέντος  κύκλου κ (βλ. Εικόνα 6.29) στο επίπεδο ε και σημείου Ο επί της ευθείας της καθέτου στο επίπεδο ε που διέρχεται απ΄το κέντρο Κ του κύκλου (Ο διαφορετικό του Κ), ονομάζουμε κώνο το στερεό  που  προκύπτει από τις ευθείες  που ενώνουν το σημείο Ο με όλα τα σημεία Χ του κύκλου. Το σημείο Ο λέγεται κορυφή του κώνου, οι ευθείες ΟΧ λέγονται γενέτειρες  του κώνου και ο κύκλος κ λέγεται βάση του κώνου. Συχνά, για να διακρίνουμε αυτό το είδος του κώνου από άλλα πιο γενικά, τον ονομάζουμε ορθό κυκλικό κώνο. Η ευθεία ΟΚ λέγεται άξονας του κώνου. Το μήκος της λέγεται ύψος του κώνου. Δύο κώνοι λέγονται ίσοι όταν έχουν ίσες  βάσεις  και  ίσα ύψη (Πάμφιλος, Π. 2012).
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Εικόνα 6.29 Κύκλος κ στο επίπεδο ε.



Από τον ορισμό συνάγεται ότι όλα τα τρίγωνα ΟΚΧ, για σημεία Χ επί του κύκλου κ, είναι ορθογώνια στο Κ  και ίσα μεταξύ τους. Έτσι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο κώνος είναι  το στερεό που περιορίζεται από το επίπεδο ε και την επιφάνεια  που διαγράφει η υποτείνουσα ΟΧ του ορθογωνίου τριγώνου ΟΚΧ καθώς περιστρέφουμε το τρίγωνο γύρω από  την κάθετο  ΟΚ. Την επιφάνεια αυτή ονομάζουμε παράπλευρη επιφάνεια του κώνου. Η επιφάνεια αυτή είναι μέρος της εκτεινόμενης στο άπειρο επιφάνειας που προκύπτει περιστρέφοντας  την ευθεία – φορέα της υποτείνουσας ΟΧ του ορθογωνιού ΟΚΧ (και όχι μόνο το τμήμα της  ΟΧ). Την επιφάνεια αυτή την ονομάζουμε κωνική επιφάνεια και ακριβέστερα ορθή κυκλική κωνική επιφάνεια, για να τη διακρίνουμε από άλλες επιφάνειες που παράγονται με παρόμοιο τρόπο. Η κωνική επιφάνεια αποτελείται από δύο χωνιά με κοινή κορυφή στο σημείο Ο.

Επιπρόσθετα, δοθέντος κώνου (βλ. Εικόνα 6.30) με βάση τον κύκλο κ κέντρου Κ στο επίπεδο ε και κορυφή Ο, ονομάζουμε κόλουρο κώνο το στερεό που αποτέμνεται από τον κώνο με επίπεδο ζ παράλληλο προς τη βάση του ε και μη διερχόμενο από την κορυφή του Ο. Η τομή του επιπέδου ζ με την αντίστοιχη κωνική επιφάνεια του κώνου είναι κύκλος λ περιεχόμενος στο επίπεδο ζ με κέντρο επί του άξονα του κώνου. Οι δύο κύκλοι κ και λ καθώς και τα επίπεδα ε και ζ που ορίζουν τον κόλουρο κώνο λέγονται βάσεις του κόλουρου κώνου. Η απόσταση των επιπέδων ε και ζ λέγεται ύψος του κόλουρου κώνου.
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Εικόνα 6.30 Κώνος με βάση τον κύκλο κ και κέντρο Κ.





Κώνοι και κόλουροι κώνοι χρησιμοποιούνται αρκετά σε κατασκευές επιπλοποϊίας. Κατασκευάζονται εύκολα από κυκλικούς τομείς συγκολλώντας την αρχική και την τελική ακτίνα αυτών. Πράγματι, αν κόψουμε έναν κώνο κατά μήκος μιας γενέτειράς του ΟΧ μπορούμε κατόπιν να τον ξεδιπλώσουμε στο επίπεδο και να πάρουμε έναν κυκλικό τομέα ΟΧΥ, του οποίου το κέντρο αντιστοιχεί στην κορυφή Ο του κώνου και το τόξο του κυκλικού τομέα αντιστοιχεί στη βάση του κώνου και έχει το μήκος που έχει ο κύκλος της βάσης του κώνου. Ο τομέας αυτός λέγεται ανάπτυγμα του κώνου (βλ. Εικόνα 6.31).
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Εικόνα 6.31 Ανάπτυγμα κώνου.



6.7.1 Εμβαδόν επιφάνειας κώνου


Για να υπολογίσουμε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ του κώνου, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι το ανάπτυγμά της προκύπτει ξετυλίγοντας τον κώνο, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.32 που ακολουθεί.

Παρατηρούμε ότι το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας του κώνου ισούται με το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα ακτίνας λ με μήκος τόξου   = 2πρ.

To εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι ίσο με το εμβαδόν ενός κυκλικού τομέα, που έχει ακτίνα τη γενέτειρα λ του κώνου και μήκος τόξου το μήκος του κύκλου της βάσης του κώνου. Οπότε: Επ = 1/2 ∙(2πρ) ∙ λ  ή Επ = π ∙ ρ ∙ λ  .

Για να βρούμε το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου, αρκεί στο εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας Επ να προσθέσουμε και το εμβαδόν της βάσης του: Eβ = πρ2. Οπότε Εολ = Επ + Eβ = πρλ + πρ2.
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Εικόνα 6.32 Ανάπτυγμα κώνου για τον υπολογισμό του εμβαδού.



Παράδειγμα:

Κορμοτεμάχιο καρυδιάς προς πώληση σε σχήμα κώνου έχει διάμετρο (βλ. Ειικόνα 6.33) βάσης 12cm και το ύψος του 8cm. Να υπολογίσετε το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας.
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Εικόνα 6.33 Κορμοτεμάχιο καρυδιάς.




Λύση:
 

Γνωρίζουμε ότι: Επ = π ∙ ρ ∙ λ
  
Για να βρούμε το μήκος της γενέτειρας λ, εφαρμόζουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο ορθογώνιο ΟΚΒ: ΟΒ2 = ΟΚ2 + ΚΒ2 = 82 + 62 = 100 άρα λ = ΟΒ = 10 cm και Επ = 3,14 ∙ 6 ∙ 10 = 188,4 cm2


6.8 Σφαίρα

Δοθέντος σημείου Ο στο χώρο και θετικού αριθμού ρ, ονομάζουμε σφαίρα κέντρου Ο και ακτίνας  ρ τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Χ του  χώρου για τα οποία ισχύει  |ΟΧ|= ρ (βλ. Εικόνα 6.34). Συχνά, συμβολίζουμε μια τέτοια σφαίρα με το Ο(ρ). Τα σημεία Υ του χώρου για τα οποία |ΥΟ| < ρ αποτελούν το εσωτερικό της σφαίρας. Τα σημεία Ζ για τα οποία |ΟΖ| > ρ αποτελούν το εξωτερικό της σφαίρας. Μερικές από τις έννοιες που συναντάμε στον κύκλο γενικεύονται και στη σφαίρα. Έτσι, έχουμε τη χορδή της σφαίρας, που είναι ένα ευθύγραμμο τμήμα του οποίου τα άκρα είναι σημεία της σφαίρας, τη διάμετρο της σφαίρας που είναι μια χορδή διερχόμενη από το κέντρο της σφαίρας. Δύο σημεία της σφαίρας που είναι  άκρα μιας  διαμέτρου της  τα ονομάζουμε αντιδιαμετρικά. Δύο σφαίρες λέγονται ίσες όταν έχουν την ίδια ακτίνα (Πουλάκης, Δ. 2006).
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Εικόνα 6.34 Σφαίρα κέντρου Ο και ακτίνας  ρ.



6.8.1 Εμβαδόν επιφάνειας σφαίρας

Η επιφάνεια που δημιουργείται από την περιστροφή ενός κύκλου (Ο,ρ) γύρω από μια διάμετρό του, αποτελεί την επιφάνεια της σφαίρας.

Ο Αρχιμήδης απέδειξε ότι, αν μια σφαίρα «εγγράφεται» σε κύλινδρο, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.35, τότε η επιφάνεια της σφαίρας είναι ίση με την παράπλευρη επιφάνεια του κυλίνδρου. 
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Εικόνα 6.35 Εγγεγραμμένη σφαίρα σε κύλινδρο.



Επομένως: Εσφ = 2πρ ∙ υ = 2πρ ∙ 2ρ ή  Εσφ = 4πρ2.
 
Συνεπώς το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ισούται με το εμβαδόν τεσσάρων μεγίστων κύκλων της.


Παράδειγμα:
 

Δίνεται σφαίρα ακτίνας ρ = 2cm. Να βρείτε το εμβαδόν της επιφάνειάς της. 


Λύση:
 

Γνωρίζουμε ότι Εσφ = 4πρ2 = 4 ∙ 3,14 ∙ 22 = 50,24 cm2


6.9 Θέσεις ευθείας και επιπέδου ως προς σφαίρα


Μία σφαίρα και ένα επίπεδο στο χώρο έχουν τη δυνατότητα να τοποθετηθούν κατά τρεις διαφορετικούς τρόπους, όπως φαίνεται στις εικόνες που ακολουθούν:

α) Να μην τέμνονται μεταξύ τους: τότε όλα τα σημεία του επιπέδου είναι εξωτερικά σημεία της σφαίρας, επομένως το επίπεδο και η σφαίρα δεν έχουν κοινά σημεία (βλ. Εικόνα 6.36).
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Εικόνα 6.36 Θέση σφαίρας και επιπέδου χωρίς κοινά σημεία.



β) Να εφάπτονται σε ένα σημείο:Α είναι κοινό σημείο της σφαίρας και του επιπέδου, ενώ κάθε άλλο σημείο του επιπέδου είναι εξωτερικό σημείο της σφαίρας. Τότε το επίπεδο λέγεται εφαπτόμενο επίπεδο της σφαίρας και το σημείο Α λέγεται σημείο επαφής (βλ. Εικόνα 6.37).
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Εικόνα 6.37 Επίπεδο και κύκλος εφάπτονται σε ένα σημείο.



γ) Να τέμνονται σε κύκλο: Παρατηρούμε ότι ο κύκλος που αποτελεί την τομή του επιπέδου με τη σφαίρα, «μεγαλώνει» όσο το επίπεδο «πλησιάζει» στο κέντρο της σφαίρας. Όταν το κέντρο της σφαίρας ανήκει στο επίπεδο, τότε ο κύκλος στον οποίο τέμνονται ονομάζεται μέγιστος κύκλος της σφαίρας (βλ. Εικόνα 6.38).
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Εικόνα 6.38 Επίπεδο και κύκλος τέμνονται σε κύκλο.



6.10 Υπολογισμός όγκου


Ο όγκος στερεού με γνωστό και ολοκληρώσιμο εμβαδόν διατομής Α(x) από x=α έως x=b ισούται με το ολοκλήρωμα της συνάρτησης Α από α έως b, [image: para_03_converted] 

Ας θεωρήσουμε ένα στερεό σώμα Σ και ένα κύβο με ακμή μήκους μία μονάδα (βλ. Εικόνα 6.39). Ο θετικός αριθμός που δηλώνει με πόσες επαναλήψεις του κύβου ή μέρους του κύβου σχηματίζεται το στερεό σώμα Σ, λέγεται όγκος του σώματος (Τσαούσης, Κ. 1968).
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Εικόνα 6.39 Κύβος με ακμή μήκους μια μονάδα.




Ως μονάδα μέτρησης όγκου θεωρούμε ένα κύβο με ακμή 1 μέτρο (m). Ο όγκος του ισούται με 1 κυβικό μέτρο (m3). Οι κυριότερες υποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου είναι:


α) Το κυβικό δεκατόμετρο (dm3 που είναι όγκος κύβου με ακμή 1 dm.

Αφού 1 m =10 dm, θα ισχύει ότι: 1m3 = 103 dm3 = 1000 dm3.
 
Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 dm3 =  1/1000 m3 = 0,001 m3.



β) Το κυβικό εκατοστόμετρο (cm3) που είναι όγκος κύβου με ακμή 1 cm. Ισχύει ότι 1 m=10 dm=100 cm, οπότε: 1 m3 = 103 dm3 = 1003 cm3

Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 cm3 = 1/1.000 dm3 = 1/1.000.000 m3


Το κυβικό χιλιοστόμετρο mm3 που είναι όγκος κύβου με ακμή 1 mm. Ισχύει ότι: 1 m = 10 dm = 100 cm = 1.000 mm


οπότε: 1m3 = 103 dm3 = 1003 cm3 = 1.0003 mm3. Αντίστροφα ισχύει ότι: 1 mm3 =  1/1.000 cm3 = 1/1.000.000 dm3 = 1/1.000.000.000 m3.


Στον όγκο των υγρών συνηθίζουμε να ονομάζουμε το dm3 ως λίτρο (l). Τότε, το cm3 λέγεται χιλιοστόλιτρο (ml).


Ο τρόπος υπολογισμού του όγκου ανά στερεό περιγράφεται ακολούθως.


	Όγκος του κυλίνδρου: Ο όγκος ενός κυλίνδρου ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, δηλαδή: Όγκος =(Εμβαδόν βάσης)∙(ύψος).



Παράδειγμα:
 

Ο κορμός δέντρου της διπλανής Εικόνας 6.40 θεωρούμενος ως κύλινδρος έχει μήκος 8m και διάμετρο βάσης 0,6m. H τιμή του συγκεκριμένου είδους ξυλείας είναι 100€ ανά κυβικό μέτρο. Πόσο αξίζει ο κορμός; 
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Εικόνα 6.40 Κυλινδρικός κορμός δέντρου.



Λύση:
 

Αφού η διάμετρος του κορμού είναι δ = 0,6 m, τότε η ακτίνα του κύκλου της βάσης του κυλίνδρου είναι ρ = 0,3 m. Επομένως ο όγκος του κυλίνδρου είναι:


Vk = πρ2 ∙ υ = 3,14 ∙ 0,32 ∙ 8 = 2,26 m3.


Αφού η αξία του συγκεκριμένου είδους  ξυλείας είναι 100€ το κυβικό μέτρο, η αξία του κορμού είναι: Α = 2,26 ∙100=226€.


	Όγκος του πρίσματος: Ο όγκος ενός πρίσματος ισούται με το γινόμενο του εμβαδού της βάσης του επί το ύψος, δηλαδή: Όγκος = (Εμβαδόν βάσης)∙(ύψος).




Παράδειγμα:
 

Ένα πρίσμα έχει βάση τετράγωνο πλευράς α (cm) και είναι εγγεγραμμένο σε κύλινδρο με ύψος 10cm και ακτίνα βάσης p=3cm.

α) Να υπολογίσετε τη πλευρά α του τετραγώνου.

β) Να υπολογίσετε τον όγκο του πρίσματος.



Λύση:
 
α) Το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχει υποτείνουσα ΑΓ = 2 ∙ ρ = 2 ∙ 3 = 6(cm).

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα έχουμε: α2 + α2 = 62 ή 2α2 = 36 ή α2 = 18. 

Άρα α = √18 = 4,24 cm.


Ο όγκος του πρίσματος είναι: Vπρ = Εβ ∙ υ = α2 ∙ υ = 18 ∙ 10 = 180 cm2.


	Όγκος της πυραμίδας: Ο όγκος της πυραμίδας ισούται με το 1/3 του όγκου του πρίσματος. Δηλαδή ο όγκος V της πυραμίδας ισούται με: V= 1/3 (Eμβαδόν βάσης) ∙ (ύψος).




O ίδιος τύπος ισχύει για τον όγκο μιας πυραμίδας με βάση οποιοδήποτε πολύγωνο.


Παράδειγμα:
 
 
Μια κανονική τετράγωνη πυραμίδα (βλ. Εικόνα 6.41) έχει βάση με πλευρά 8cm και ύψος 12cm. Να υπολογίσετε τον όγκο της.
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Εικόνα 6.41 Κανονική τετράγωνη πυραμίδα.



Λύση:
 

Ο όγκος της πυραμίδας είναι: V= 1/3  (Eμβαδόν βάσης) ∙ (ύψος). Αφού η πυραμίδα είναι κανονική, η βάση της είναι τετράγωνο πλευράς 8 cm, οπότε το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 82 = 64 (cm2).

Επομένως, V = 1/3 ∙ Eβ ∙ υ = 1/3 ∙ 64 ∙ 12 = 256 cm3.
 


	Όγκος του κώνου: Ο όγκος του κώνου είναι το 1/3 του όγκου του κυλίνδρου. Δηλαδή: V = 1/3 ∙ π ∙ ρ2 ∙ υ.




Παράδειγμα:
 

Στο ξύλινο κουρτινόξυλο της εικόνας 6.42 το τελείωμα του είναι κώνος όπου οι διαστάσεις του περιγράφονται στο διπλανό σχήμα να υπολογίσετε: α) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας, β) τον όγκο του κώνου.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.][image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.42 Κουρτινόξυλο με εξάρτημα κώνου.



Λύση:
 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε: ημ30o = ρ/λ ή 1/2 = 4/λ ή λ = 8cm και συν30o = υ/λ ή √3/2 = υ/8 ή 2υ = 8√3  ή  υ = 4√3 = 6,93cm


To εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κώνου είναι: 

Εολ = Επ + Eβ = πρλ + πρ2 = π ∙ 4 ∙ 8 + π ∙ 42 = 48π = 48 ∙3,14 = 150,72cm2.


O όγκος του κώνου είναι: 

V = 1/1 ∙ π ∙ ρ2 ∙ υ = 1/3 ∙ 3,14 ∙42 ∙ 6,93 = 116,05 cm3



	Όγκος της σφαίρας:Ο τριπλάσιος όγκος σφαίρας ακτίνας ρ ισούται με τον διπλάσιο όγκο κυλίνδρου με ακτίνα βάσης ρ και ύψος υ = 2ρ: 3 Vσφ = 2Vκ ή  Vσφ = 2/3 Vκ = 2/3 π ∙ ρ2 ∙ (2ρ) ή Vσφ = 4/3 π ∙ ρ3


 

Παράδειγμα:
 

Η επιφάνεια μιας σφαίρας είναι 144π (m2). Nα βρείτε τον όγκο της.


Λύση:
 

Γνωρίζουμε ότι: Εσφ = 4πρ2, οπότε 144π = 4πρ2 ή 36 = ρ2 ή ρ = 6 m.

Από τον τύπο υπολογισμού του όγκου της σφαίρας έχουμε: Vσφ = 4/3  π ∙ ρ3 = 4/3 ∙ 3,14 ∙ 63 = 904,32 m3



Λυμένες ασκήσεις



	Να απεικονιστούν σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων στο χώρο τα σημεία Μ1 (3,1,2) και Μ2(3,2,1).




Λύση:
 

Κάθε ένα σημείο του χώρου αντιστοιχίστηκε με μία διατεταγμένη τριάδα πραγματικών αριθμών και αντιστρόφως κάθε διατεταγμένη τριάδα πραγματικών αριθμών αντιστοιχίζεται με ένα σημείο του χώρου. Για παράδειγμα το σημείο Ο αντιστοιχίζεται με το (0,0,0) δηλαδή κάθε μια από τις συντεταγμένες του είναι ίση με 0. Προσοχή: η σειρά των m1, m2, m3 στη διατεταγμένη τριάδα (m1, m2, m3) είναι σημαντική! Παρατηρήστε για παράδειγμα πως στο της Εικόνας 6.43 οι τριάδες (3,1,2), (3,2,1) αντιστοιχούν σε διαφορετικά σημεία Μ1, Μ2 του επιπέδου.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.43 Σημεία στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων για τρεις διαστάσεις. 




	Να βρεθεί η επιφάνεια ξύλου σε cm2 που χρειάζεται για να κατασκευασθεί το πρίσμα της Εικόνας 6.44, του οποίου οι βάσεις είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές 3 cm και 4 cm αντίστοιχα και το ύψος είναι 10 cm.


 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.44 Πρίσμα του οποίου οι βάσεις είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές.



Λύση:
 
Οι βάσεις του πρίσματος είναι ορθογώνια τρίγωνα με κάθετες πλευρές 3 cm και 4 cm. Η υποτείνουσα ΒΓ υπολογίζεται από το Πυθαγόρειο θεώρημα:

ΒΓ2 = 32 + 42 ή ΒΓ2 = 25 ή  ΒΓ=25 cm.

Επομένως: Εβ = 1/2 β ∙ υ= 1/2 ∙ 3 ∙ 4 = 6 cm2.

Επ = (περίμετρος βάσης) ∙ ύψος = 12 ∙ 10 = 120 cm2.

Εολ = Επ + 2Εβ = 120 + 2 ∙ 6 = 132 cm2.




	Από ένα κύβο που έχει ακμή α = 10 cm, αφαιρούμε μια πυραμίδα, όπως φαίνεται στην Εικόνα 6.45. Να υπολογιστεί ο όγκος του στερεού που απομένει.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.45 Κύβος με ακμή α =10 cm.



Λύση:
 

Ο όγκος V του στερεού που απομένει, θα βρεθεί, αν από τον όγκο VΚ του κύβου αφαιρέσουμε τον όγκο VΠ της πυραμίδας.

Έχουμε ότι: VΚ = α3 =  103 = 1000 cm3. 

VΠ = 1/3 Εβ ∙ υ = 1/3 α2 ∙ α/2 = 1/6 ∙ α3 = 1000/6= 166,67 cm3.
 
Άρα: V = VΚ – VΠ = 1000 – 166,67 = 833,33 cm3.



	Ένας κώνος (βλ. Εικόνα 6.46) έχει εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 251,2 cm2 και γενέτειρα με μήκος 10 cm. Να υπολογιστούν: α) η ακτίνα της βάσης του, β) το ύψος του, γ) ο όγκος του.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.46 Κώνος με εμβαδόν παράπλευρης επιφάνειας 251,2cm2  και γενέτειρα με μήκος 10 cm.



Λύση:
 

α) Έχουμε ότι Επ =  π ∙ ρ ∙ λ  ή  ρ = Επ/(π∙λ) ή ρ = 251,2/(3,14∙10) = 8 , άρα ρ = 8 cm.

β) Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε ΟΚ2 = ΟΑ2 - ΑΚ2 = 102 - 82 = 36, άρα υ = ΟΚ = 6 cm.

γ) Ο όγκος του κώνου είναι ίσος με: V = 1/3 ∙ π ∙ ρ2 ∙ υ = 1/3 ∙ 3,14 ∙ 82 ∙ 6 = 401,92 cm2.


	Να βρεθούν πόσα χρήματα θα χρειαστούμε για να βάψουμε μια σφαιρική δεξαμενή διαμέτρου δ = 20 m, αν το ένα κιλό χρώμα κοστίζει 8€ και καλύπτει επιφάνεια 4 m2.




Λύση:
 
Το εμβαδόν της επιφάνειας της σφαίρας είναι: Εσφ = 4πρ2 = 4π ∙ 102 = 1256 m2.

Aφού κάθε κιλό χρώμα καλύπτει 4 m2, για να καλυφθεί η επιφάνεια των 1256 m2 της σφαίρας χρειάζονται 1256/4 = 314 κιλά χρώμα που κοστίζουν συνολικά 314 ∙ 8 = 2512 €.


	Για τη ραφιέρα της εικόνας 6.47 σε σχήμα πρίσματος ορθογωνίου παραλληλεπίπεδου να υπολογιστεί το εμβαδόν και ο όγκος του.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.47 Ραφιέρα σε σχήμα πρίσματος ορθογωνίου παραλληλεπίπεδου.



Λύση:
 

Ο υπολογισμός του εμβαδού ενός πρίσματος προϋποθέτει τον υπολογισμός του εμβαδού της παράπλευρης επιφάνειας και του εμβαδού της βάσης.

Για την παράπλευρη επιφάνεια ο τύπος είναι: Επ = (περίμετρος βάσης)∙ύψος. 

Για την ραφιέρα ισχύει Επ = (2∙48+2∙38,8)∙101 = 17.533,6 cm2.

Επιπρόσθετα το εμβαδόν της βάσης είναι: Εβ = 48∙38,8=1862,4 cm2.

Οπότε το εμβαδόν της της ραφιέρας είναι:Εολ = Ε π + Εβ = 17.533,6+1862,4 = 19396 cm2.

Αναφορικά με τον όγκο της ραφιέρας ο τύπος είναι: Όγκος = εμβαδόν βάσης ∙ύψος = 1862,4∙101 = 188102,4 cm3.


Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Να επιλέξετε τη σωστή απάντηση σε καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις.
	Ένα πρίσμα με βάση πεντάγωνο έχει:
	
 
	5 έδρες [image: Te]

	6 έδρες [image: Te]

	7 έδρες[image: Te]





	

	8 κορυφές[image: Te]

	10 κορυφές [image: Te]

	12 κορυφές[image: Te]





	

	10 ακμές [image: Te]

	15 ακμές[image: Te]

	12 ακμές.[image: Te]











	Δίνεται πρίσμα με βάση τετράγωνο πλευράς 10 cm και ύψους 8 cm.

	το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του είναι:

		400 cm2 [image: Te]

		320 cm2 [image: Te]

	 800 cm2[image: Te]





	Το ολικό του εμβαδόν είναι:

		600 cm2 [image: Te]

		520 cm2 [image: Te]

		800 cm2[image: Te]










	Ένας κύλινδρος έχει διάμετρο βάσης 10 cm και ύψος 8 cm.

	το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας του είναι:

	40π cm2[image: Te]

	60π cm2[image: Te]

	80π  cm 2[image: Te]







	Το ολικό του εμβαδόν είναι:

	100π cm2 [image: Te]

	110π cm2 [image: Te]

	130π cm2[image: Te]














	Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 6.1 ως σωστές (Σ) ή λανθασμένες (Λ).


	



	Το ανάπτυγμα της παράπλευρης επιφάνειας ενός κώνου είναι τρίγωνο.
	Σωστό
	Λάθος





	Η βάση ενός κώνου είναι κυκλικός δίσκος. 
	Σωστό
	Λάθος





		Το εμβαδόν της επιφάνειας μιας σφαίρας ισούται με το γινόμενο του μήκους ενός μέγιστου κύκλου της με τη διάμετρο αυτής.
	Σωστό
	Λάθος




		Ως μονάδα μέτρησης όγκου θεωρούμε το τετραγωνικό μέτρο m2.
	Σωστό
	Λάθος





		Ως ανάπτυγμα της επιφάνειας ενός πρίσματος θεωρούμε το επίπεδο σχήμα που προκύπτει αν «ξεδιπλώσουμε» την παράπλευρη επιφάνεια του και τις βάσεις του.
	Σωστό
	Λάθος


  


            
 Πίνακας 6.1  Πίνακας συμπλήρωσης σωστού ή λάθους.


























































































Προβλήματα	



	Κορμός μήκους 18,6 μέτρα έχει διάμετρο στο μέσο του μήκους του ίση με 320 χιλιοστά. Να βρεθεί ο όγκος του.

	Σε ορθοκανονικό σύστημα συντεταγμένων να υπολογιστεί το εμβαδόν του πενταγώνου ΑΒΓΔΕ όπου Α(1,0), Β(4,1), Γ(3,13/2), Δ(2,5/3) και Ε(0,3).

	Να υπολογίσετε το ολικό εμβαδόν πρίσματος με ύψος υ=20cm και βάσεις ισόπλευρα τρίγωνα πλευράς 4 cm.


	Να βρεθεί το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας και το ολικό εμβαδόν ενός κυλίνδρου όταν:

		Έχει ακτίνα βάσης 3 cm και ύψος 5 cm.

		Έχει διάμετρο βάσης 4 cm και ύψος 6 cm.

		Έχει περίμετρο βάσης 15,7 cm και ύψος 32 cm.

		Έχει εμβαδόν βάσης 50,24 cm2 και ύψος 2 dm.






	Ο όγκος μιας κανονικής τετραγωνικής πυραμίδας είναι εννεαπλάσιος από τον όγκο μίας άλλης κανονικής πυραμίδας με την οποία έχει το ίδιο ύψος. Να βρείτε το λόγο των πλευρών των βάσεών τους. 

	 Μια κανονική εξαγωνική πυραμίδα έχει βάση με πλευρά 9 cm και απόστημα 12 cm. Nα υπολογιστεί το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειάς της.

	 Μια κλεψύδρα σχήματος κώνου "μετρά" το χρόνο αδειάζοντας 4 cm3 άμμο το λεπτό (min).  Aν η ακτίνα της βάσης είναι 5 cm και το ύψος 9,17 cm, να βρείτε σε πόσο χρόνο θα αδειάσει τελείως η κλεψύδρα;

	Να βρεθεί η ποσότητα του χρώματος που χρειάζεται, για να βαφεί σφαιρική δεξαμενή ακτίνας ρ = 10m, αν το ένα κιλό χρώματος βάφει επιφάνεια 8m2.

	 Έστω δύο τετραγωνικές πυραμίδες ίδιου όγκου. Αν το ύψος της είναι φορές μεγαλύτερο από αυτό της, πόσες φορές μεγαλύτερη είναι η πλευρά της βάσης της από αυτή της;  

	Από ένα κυκλικό κομμάτι φλούδας κερασιάς ακτίνας 5 cm αφαιρούμε έναν κυκλικό τομέα γωνίας. Τον τομέα που απομένει τον διπλώνουμε ώστε να δημιουργήσει έναν ορθό κυκλικό κώνο (Εικόνα 6.48). Ποιος θα είναι ο όγκος του κώνου;

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 6.48 Κυκλικό κομμάτι φλούδας κερασιάς.




	 Μια τετραγωνική πυραμίδα έχει όγκο 700 cm3 και ύψος 17 cm. Να υπολογιστεί η πλευρά του τετραγώνου της βάσης της.

		Θέλουμε να κατασκευάσουμε μια κωνική σκηνή, η οποία να έχει όγκο τουλάχιστον 20m3. Aν το ύψος της σκηνής είναι 3m, πόση πρέπει να είναι η διάμετρος της βάσης;

		Η στέγη της κεντρικής σκηνής ενός τσίρκου έχει σχήμα κώνου με διάμετρο βάσης 40m και ύψος 15m. Πόσα τετραγωνικά μέτρα πλαστικοποιημένου υφάσματος χρειάστηκαν για την κατασκευή της; 
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Κεφάλαιο 7 - Γεωμετρικές Κατασκευές
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7.4.	Κατασκευή κύκλων και τόξων
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Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

Προβλήματα

Βιβλιογραφία


Συντομεύσεις – Ακρωνύμια




	Βλ.	
	Βλέπε




	cm	
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	m	
	Meter (μέτρο)





Σύνοψη	

Στο παρόν κεφάλαιο περιγράφονται γεωμετρικές κατασκευές οι οποίες έχουν εφαρμογή στη σχεδίαση επίπλων. Συγκεκριμένα, περιγράφονται οι κατασκευές: ευθύγραμμου τμήματος, γωνίας, πολυγώνου, κύκλων και τόξων. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με μεθόδους τρισδιάστατων γεωμετρικών κατασκευών εμπλουτισμένη με παραδείγματα και εφαρμογές.

Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις γεωμετρίας επίπεδων σχημάτων και στερεών.



7.1. Κατασκευή ευθύγραμμων τμημάτων


Για τη δημιουργία γεωμετρικών κατασκευών είναι απαραίτητη η γνώση κατασκευής ευθύγραμμων τμημάτων με τη χρήση χάρακα και διαβήτη. Η κατασκευή ευθύγραμμων τμημάτων περιλαμβάνει τη σχεδίαση παράλληλων και κάθετων ευθύγραμμων τμημάτων, τη διχοτόμηση ευθύγραμμων τμημάτων και τη διαίρεση ευθύγραμμων τμημάτων σε ίσα μέρη (Kicklighter, C. E. & Brown, W. C. 2008).



7.1.1. Σχεδίαση παράλληλων ευθύγραμμων τμημάτων


7.1.1.1. Με χρήση χάρακα και τριγώνου


Έστω ότι θέλουμε να σχεδιάσουμε μια παράλληλη ευθεία γραμμή στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και η οποία να διέρχεται από το σημείο Ρ (βλ. Εικόνα 7.1). Τοποθετούμε το ορθογώνιο τρίγωνο έτσι ώστε η μια κάθετη πλευρά του να ευθυγραμμίζεται με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Στη συνέχεια τοποθετούμε ένα χάρακα έτσι ώστε να ευθυγραμμίζεται με την άλλη κάθετη πλευρά του τριγώνου. Τέλος, σέρνουμε το τρίγωνο κατά μήκος του χάρακα μέχρι η κάθετη πλευρά του να συναντηθεί με το σημείο Ρ όπου και σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ, το οποίο είναι παράλληλo στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.
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Εικόνα 7.1 Σχεδιασμός παράλληλης ευθείας γραμμής στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.

 


7.1.1.2. Με χρήση διαβήτη


Έστω ότι θέλουμε να σχεδιάσουμε ένα παράλληλο ευθύγραμμο τμήμα στο τμήμα ΑΒ και το οποίο να διέρχεται από το σημείο Ρ (βλ. Εικόνα 7.2). Με κέντρο το σημείο Ρ (το μεταλλικό άκρο του διαβήτη τοποθετείται στο σημείο Ρ) και τυχαία ακτίνα, σχεδιάζουμε ένα τόξο που τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στο σημείο Γ. Με κέντρο το σημείο Γ και κρατώντας την ίδια ακτίνα, σχεδιάζουμε με το διαβήτη τόξο το οποίο τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στο σημείο Δ. Με κέντρο το σημείο Γ και ακτίνα ίση με την απόσταση ΡΔ σχεδιάζουμε ένα τόξο το οποίο τέμνει το πρώτο στο σημείο Ε. Ενώνοντας τα σημεία Ε και Ρ λαμβάνουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΕΡ το οποίο είναι παράλληλο στο ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ.




[image: Image 7.2 not found!]

Εικόνα 7.2 Σχεδιασμός ενός παράλληλου ευθύγραμμου τμήματος στο τμήμα ΑΒ.

 

7.1.2. Σχεδίαση κάθετων ευθύγραμμων τμημάτων


7.1.2.1. Με χρήση χάρακα και τριγώνου


Έστω το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στο οποίο θέλουμε να φέρουμε μια κάθετη ευθεία, η οποία να διέρχεται από το σημείο Γ. Τοποθετούμε το ορθογώνιο τρίγωνο έτσι ώστε η κάθετη πλευρά να είναι σε ευθυγράμμιση με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (βλ. Εικόνα 7.3(α)). Τοποθετούμε τον χάρακα έτσι ώστε να είναι σε ευθυγράμμιση με την υποτείνουσα του τριγώνου. Κρατώντας τον χάρακα σε σταθερή θέση, σέρνουμε το τρίγωνο κατά μήκος του χάρακα μέχρι η άλλη κάθετη πλευρά να συναντήσει το σημείο Γ (βλ. Εικόνα 7.3(β)). Σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα, το οποίο είναι κάθετο στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.



[image: Image 7.3 not found!]

Εικόνα 7.3 Σχεδίαση κάθετων ευθύγραμμων τμημάτων με χρήση χάρακα και τριγώνου.

 

7.1.2.2. Με χρήση διαβήτη


Έστω το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, στο οποίο θέλουμε να σχεδιάσουμε μια κάθετη ευθεία γραμμή η οποία θα διέρχεται από το σημείο Ρ (βλ. Εικόνα 7.4). Με κέντρο το σημείο Ρ και μια τυχαία ακτίνα σχεδιάζουμε ένα τόξο το οποίο τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. Κρατώντας την ίδια ακτίνα και με κέντρο τα σημεία Γ και Δ σχεδιάζουμε δύο τόξα τα οποία τέμνονται στο σημείο Ε. Με ένα χάρακα σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΡΕ το οποίο είναι κάθετο στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.
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Εικόνα 7.4 Σχεδίαση κάθετων ευθύγραμμων τμημάτων με χρήση διαβήτη.

 

7.1.3. Διχοτόμηση ευθύγραμμων τμημάτων


Ο όρος «διχοτόμηση» αναφέρεται στη διαίρεση ενός ευθύγραμμου τμήματος σε δύο ίσα μέρη. Ένα ευθύγραμμο τμήμα μπορεί να διχοτομηθεί με δύο τρόπους, όπως περιγράφετε στη συνέχεια.


7.1.3.1. Με χρήση χάρακα και τριγώνου


Ένα ευθύγραμμο τμήμα μπορεί να διχοτομηθεί χρησιμοποιώντας ένα τρίγωνο και ένα χάρακα. Έτσι, δεδομένου του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (βλ. Εικόνα 7.5(α)) σχεδιάζουμε δύο ημιευθείες, Αε και Βε’, με κλίση 60ο, οι οποίες τέμνονται στο σημείο Γ. Στη συνέχεια, σχεδιάζουμε την κάθετη ημιευθεία Γx στο τμήμα ΑΒ από το σημείο Γ (βλ. Εικόνα 7.5(β)). Το σημείο Μ που τέμνει η ημιευθεία Γx το τμήμα ΑΒ βρίσκεται στο μέσο του τμήματος ΑΒ.
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Εικόνα 7.5 Διχοτόμηση ευθύγραμμου τμήματος με χρήση χάρακα και τριγώνου.

 


7.1.3.2. Με χρήση διαβήτη


Έστω ΑΒ είναι το ευθύγραμμο τμήμα που θέλουμε να διχοτομήσουμε (βλ. Εικόνα 7.6). Χρησιμοποιώντας ένα διαβήτη και με κέντρο το σημείο Α και με ακτίνα μεγαλύτερη του μισού  του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (η απόσταση μεταξύ των δύο άκρων του διαβήτη να είναι μεγαλύτερη από το μισό του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ) σχεδιάζουμε το τόξο ΓΔ. Με την ίδια ακτίνα, διατηρώντας δηλαδή την ίδια απόσταση μεταξύ των δύο άκρων του διαβήτη, και με κέντρο το σημείο Β αυτή τη φορά σχεδιάζουμε το τόξο ΕΖ, το οποίο τέμνει το τόξο ΓΔ στα σημεία Η και Θ. Με τη βοήθεια ενός χάρακα ενώνουμε τα σημεία Η και Θ. Το σημείο Κ στο οποίο το ευθύγραμμο τμήμα ΗΘ τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ διχοτομεί το τμήμα ΑΒ, δηλαδή το διαιρεί σε δύο ίσα τμήματα. Επιπλέον, το ευθύγραμμο τμήμα ΗΘ είναι κάθετο στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και καλείται μεσοκάθετος.
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Εικόνα 7.6 Διχοτόμηση ευθύγραμμου τμήματος με χρήση διαβήτη.

 

7.1.4. Διαίρεση ευθύγραμμων τμημάτων σε ν ίσα μέρη


Έστω ότι έχουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ (βλ. Εικόνα 7.7 (α)) το οποίο επιθυμούμε να διαχωρίσουμε σε ν ίσα μέρη, έστω ότι ν = 7. Από το σημείο Α με χρήση ενός χάρακα σχεδιάζουμε μια ημιευθεία Αγ, απροσδιόριστου μήκους, η οποία σχηματίζει οξεία γωνία με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Πάνω στην ημιευθεία Αγ ορίζουμε ν = 7 ίσα μέρη και τα αριθμούμε. Με τη χρήση ενός χάρακα ενώνουμε το σημείο 7 με το άκρο Β του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Στη συνέχεια, από τα υπόλοιπα ν-1 σημεία της ημιευθείας Αγ με τη χρήση ενός χάρακα σχεδιάζουμε παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα προς το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. 

Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να διαχωρίσουμε ευθύγραμμα τμήματα με λόγο μ:ν. Έτσι στην Εικόνα 7.7 (β) το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι διαχωρισμένο σε τρία τμήματα με λόγο 1:2:3.




[image: Image 7.7 not found!]

Εικόνα 7.7 Διαίρεση ευθύγραμμών τμημάτων σε ν ίσα μέρη.

 

7.2. Κατασκευή γωνιών


Οι γωνίες αποτελούν σημαντικό στοιχείο των γεωμετρικών σχημάτων. Στην εικόνα 7.8 παρουσιάζονται τα σύμβολα (βλ. Εικόνα 7.8(α)) και οι διαφορετικοί όροι (βλ. Εικόνα 7.8(β)) που χρησιμοποιούνται για την περιγραφή τους. Η κατασκευή γωνιών περιλαμβάνει τη διχοτόμηση γωνιών, τη σχεδίαση κάθετων και δεδομένων γωνιών, και τη μεταφορά γωνιών (Κουρτής, Κ. Δ. & Παπάζογλου, Ε. 2004).
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Εικόνα 7.8 Σύμβολα και διαφορετικοί όροι για την περιγραφή των γωνιών.

 

7.2.1. Διχοτόμος γωνίας


Έστω ότι θέλουμε να σχεδιάσουμε τη διχοτόμο της γωνίας [image: Image 7.9 not found!] (βλ. Εικόνα 7.9(α)). Με το διαβήτη σχεδιάζουμε το τόξο ΒΓ με μια τυχαία ακτίνα R (βλ. Εικόνα 7.9(β)), το οποίο τέμνει τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΒΓ στα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα. Με κέντρο τα σημεία Ε και Ζ και μια τυχαία ακτίνα r σχεδιάζουμε τόξα τα οποία τέμνονται στο σημείο H (βλ. Εικόνα 7.9(γ)). Τέλος, με το χάρακα σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΗ το οποίο διχοτομεί τη γωνία [image: Image 7.9 not found!] (βλ. Εικόνα 7.9(δ)).
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Εικόνα 7.9 Σχεδίαση διχοτόμου γωνίας.

 

7.2.2. Σχεδίαση γωνίας


7.2.2.1. Σχεδίαση ορθής γωνίας


Ως κάθετη ορίζεται οποιαδήποτε γραμμή ή επίπεδο τα οποία σχηματίζουν ορθή γωνία (γωνία 90ο) με τη δεδομένη ευθεία ή το επίπεδο. Για τη δημιουργία κάθετων ευθειών με χρήση διαβήτη ακολουθείται η μέθοδος των 3, 4 και 5 τμημάτων.

Δεδομένου ενός ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (βλ. Εικόνα 7.10(α)), το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ θα σχεδιαστεί κάθετο στο ΑΒ. Επιλέγουμε μια μονάδα μέτρησης κατάλληλη για το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και επιλέγουμε τρία τμήματα της μονάδας πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα ξεκινώντας από το άκρο στο οποίο θέλουμε να σχεδιάσουμε το κάθετο τμήμα, έστω ότι ξεκινάμε από το σημείο Β. Ας σημειωθεί ότι τα τρία αυτά τμήματα δεν είναι απαραίτητο να καλύπτουν όλο το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Με ακτίνα τεσσάρων μονάδων μέτρησης και με κέντρο το σημείο Β σχεδιάζουμε το τόξο Γ (βλ. Εικόνα 7.10(β)). Στη συνέχεια, με ακτίνα 5 μονάδων μέτρησης και με κέντρο το σημείο Δ σχεδιάζουμε το τόξο Ε. Το σημείο τομής των δύο τόξων είναι το σημείο Ζ. Με ένα χάρακα σχεδιάζουν το ευθύγραμμο τμήμα ΒΖ το οποίο είναι κάθετο στο ΑΒ.
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Εικόνα 7.10 Σχεδίαση ορθής γωνίας.

 

7.2.2.2. Σχεδίαση γωνίας δεδομένων μοιρών


Έστω ότι θέλουμε να σχεδιάσουμε μια γωνία 35ο αριστερόστροφα στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στο σημείο Γ (βλ. Εικόνα 7.11). Ευθυγραμμίζουμε το μοιρογνωμόνιο με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έτσι ώστε το σημείο Γ να βρίσκεται στην κορυφή του. Τοποθετούμε ένα σημάδι στις 350 που βρίσκονται στην περιφέρεια του μοιρογνωμονίου και το οποίο αποτελεί το σημείο Δ. Με έναν χάρακα σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ σχηματίζοντας έτσι τη γωνία  [image: Image 7.9 not found!] η οποία ισούται με 35o.
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Εικόνα 7.11 Σχεδίαση γωνίας με μοιρογνωμόνιο.

 

7.2.3. Μεταφορά γωνίας


Έστω ότι θέλουμε να μεταφέρουμε τη γωνία [image: Image 7.9 not found!] σε μια νέα θέση στο ευθύγραμμο τμήμα Α'Β' (βλ. Εικόνα 7.12(α)). Με τον διαβήτη και με τυχαία ακτίνα R σχεδιάζουμε τα τόξα ΔΕ και Δ'Ε' με κέντρο τα σημεία Α και Α' αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 7.12(β)). Ας σημειωθεί ότι η ακτίνα θα πρέπει να είναι ίδια και για τα δύο τόξα ΔΕ και Δ'Ε'. Στη συνέχεια, με κέντρο το σημείο Ε' και ακτίνα ίση με ΔΕ σχεδιάζουμε τόξο το οποίο τέμνει το τόξο Δ'Ε' στο σημείο Γ'. Με το χάρακα σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα Α'Γ' σχηματίζοντας έτσι τη γωνία [image: Image 7.9 not found!]  η οποία αποτελεί τη μεταφορά της γωνίας [image: Image 7.9 not found!] 
(βλ. Εικόνα 7.12(γ)).
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Εικόνα 7.12 Μεταφορά γωνίας.

 

7.3. Κατασκευή πολυγώνων

Πολύγωνο είναι κάθε απλή κλειστή τεθλασμένη. Ένα πολύγωνο με ν πλευρές λέγεται ειδικότερα ν-γωνο ή ν-πλευρο όπου ν≥3. Ένα πολύγωνο καλείται κανονικό όταν όλες οι πλευρές και οι γωνίες του είναι ίσες. Στην Εικόνα 7.13 απεικονίζονται όλα τα συνήθη πολύγωνα. Η κατασκευή των πολυγώνων περιλαμβάνει τα τρίγωνα, τα τετράγωνα και άλλα συνήθη πολύγωνα (Λιανός, Ν. & Ανδριοπούλου, Ε. 2009).
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Εικόνα 7.13 Κατασκευή πολυγώνων.

 


7.3.1. Κατασκευή τριγώνου


7.3.1.1. Κατασκευή τριγώνου δεδομένων των τριών πλευρών


Έστω ότι είναι γνωστά τα μήκη των τριών πλευρών του τριγώνου Α, Β και Γ (βλ. Εικόνα 7.14(α)). Θέτουμε τη μία πλευρά ως βάση του τριγώνου, έστω την πλευρά Γ. Με τον διαβήτη με κέντρο το ένα άκρο της πλευράς της βάσης και ακτίνα ίση με μία από τις άλλες δύο πλευρές, έστω την πλευρά Α, σχεδιάζουμε ένα τόξο (βλ. Εικόνα 7.14(β)). Αντίστοιχα, με κέντρο το άλλο άκρο της βάσης και ακτίνα ίση με την πλευρά Β σχεδιάζουμε ένα δεύτερο τόξο (βλ. Εικόνα 7.14(γ)). Με ένα χάρακα ενώνουμε το σημείο που τέμνονται τα δύο τόξα με τα δύο άκρα της βάσης και σχηματίζουμε το τρίγωνο (βλ. Εικόνα 7.14(δ)).
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Εικόνα 7.14 Κατασκευή τριγώνου δεδομένων των τριών πλευρών.

 

7.3.1.2. Κατασκευή τριγώνου δεδομένων δύο πλευρών και μιας γωνίας


Έστω ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα τρίγωνο γνωρίζοντας τις δύο πλευρές Α και Β του τριγώνου και την γωνία 30o (βλ. Εικόνα 7.15(α)). Θέτουμε τη μία πλευρά ως βάση του τριγώνου, έστω την πλευρά Β. Με το μοιρογνωμόνιο και με κέντρο το άκρο Β1 της πλευράς Β μετράμε 30o και δημιουργούμε μια ημιευθεία (βλ. Εικόνα 7.15(β)). Με το διαβήτη με κέντρο το άκρο Β1 και ακτίνα ίση με το ευθύγραμμο τμήμα Α δημιουργούμε ένα τόξο που τέμνει την ημιευθεία που δημιουργήσαμε. Τέλος, με ένα χάρακα ενώνουμε το σημείο τομής με το άκρο Β2 της πλευράς Β (βλ. Εικόνα 7.15(γ)).
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Εικόνα 7.15 Κατασκευή τριγώνου δεδομένων δύο πλευρών και μιας γωνίας.

 


7.3.2.2. Κατασκευή τριγώνου δεδομένης μιας πλευράς και δύο γωνιών


Έστω ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα τρίγωνο γνωρίζοντας την μια του πλευρά ΑΒ και τις δύο του γωνίες 30o και 45o (βλ. Εικόνα 7.16(α)). Αρχικά θέτουμε την πλευρά ΑΒ ως βάση του τριγώνου. Με το μοιρογνωμόνιο και κέντρο το άκρο Α της πλευράς ΑΒ μετράμε γωνία 30o και βάζουμε ένα σημείο. Με το χάρακα ενώνουμε το άκρο Α με το σημείο και σχεδιάζουμε μια ημιευθεία Αε (βλ. Εικόνα 7.16(β)). Αντίστοιχα, με το μοιρογνωμόνιο και κέντρο αυτή τη φορά το άκρο Β της πλευράς ΑΒ μετράμε γωνία 45o και βάζουμε ένα δεύτερο σημείο. Με το χάρακα ενώνουμε το άκρο Β με το δεύτερο σημείο και σχεδιάζουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα με άκρο το σημείο τομής Γ με την ημιευθεία Αε (βλ. Εικόνα 7.16(γ)).
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Εικόνα 7.16 Κατασκευή τριγώνου δεδομένων μιας πλευράς και δύο γωνιών.

 


7.3.2. Κατασκευή τετραγώνου
 

7.3.2.1. Κατασκευή τετραγώνου δεδομένου του μήκους των πλευρών



1.   Με χρήση χάρακα και ορθογώνιου τριγώνου

Γνωρίζοντας το μήκος της μια πλευράς, θέτουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ ως τη βάση του τετραγώνου (βλ. Εικόνα 7.17). Ευθυγραμμίζουμε το ορθογώνιο τρίγωνο με την πλευρά ΑΒ έτσι ώστε η ορθή γωνία του τριγώνου να βρίσκεται στο άκρο Β και δημιουργούμε μια ημιευθεία Βε. Ευθυγραμμίζουμε το χάρακα με την ημιευθεία Βε έτσι ώστε η αρχή της αρίθμησης να βρίσκεται στο σημείο Β και μετράμε μήκος ίσο με το μήκος της πλευράς ΑΒ, όπου και τοποθετούμε το σημείο Γ. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με βάση αυτή τη φορά το ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ και σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ. Τέλος, με το χάρακα ενώνουμε τα σημεία Α και Δ.
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Εικόνα 7.17 Κατασκευή τετραγώνου δεδομένου του μήκους των πλευρών με χρήση χάρακα και ορθογωνίου τριγώνου.

 

2.   Με χρήση διαβήτη


Γνωρίζοντας το μήκος της μια πλευράς και χρησιμοποιώντας τον διαβήτη σχεδιάζουμε τη βάση AB του τετραγώνου (βλ. Εικόνα 7.18). Για να κατασκευάσουμε ένα κάθετο ευθύγραμμο τμήμα στο AB επεκτείνουμε το τμήμα AB προς την πλευρά του Α. Με κέντρο το σημείο Α και τυχαία ακτίνα σχεδιάζουμε τα σημεία Ε και Ζ. Με κέντρο τα σημεία Ε και Ζ αντίστοιχα σχεδιάζουμε δύο τόξα τα οποία τέμνονται στο σημείο Η. Με αρχή το σημείο Α σχεδιάζουμε μια ημιευθεία Αε η οποία διέρχεται από το σημείο Η. Με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα ίση με το μήκος της πλευράς σχεδιάζουμε ένα τόξο το οποίο τέμνει την ημιευθεία Αε στο σημείο Δ. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία με βάση την πλευρά ΑΔ σχεδιάζουμε την πλευρά ΔΓ. Τέλος, ενώνοντας τα σημεία Γ και Β ολοκληρώνουμε την κατασκευή του τετραγώνου.
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Εικόνα 7.18 Κατασκευή τετραγώνου δεδομένου του μήκους των πλευρών με χρήση διαβήτη.

 

7.3.2.2. Κατασκευή τετραγώνου δεδομένου του μήκους της διαγωνίου


Δεδομένου το μήκους της διαγωνίου ΑΓ (βλ. Εικόνα 7.19(α)) σχεδιάζουμε τη μεσοκάθετο σύμφωνα με την παράγραφο 7.1.3. Τοποθετούμε το διαβήτη στο μέσο της ΑΓ και με ακτίνα ίση με το μισό της σχεδιάζουμε ένα κύκλο (βλ. Εικόνα 7.19(β)). Τα σημεία στα οποία ο κύκλος τέμνει τη μεσοκάθετο αποτελούν τα σημεία Β και Δ. Με το χάρακα ενώνουμε τα σημεία Α,Β, Γ και Δ διαδοχικά σχηματίζοντας το τετράγωνο (βλ. Εικόνα 7.19(γ)). 
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Εικόνα 7.19 Κατασκευή τετραγώνου δεδομένου του μήκους της διαγωνίου.

 


7.3.3. Κατασκευή πενταγώνου 

Το πεντάγωνο διαθέτει πέντε ίσες πλευρές και ίσες εσωτερικές γωνίες. Έστω ότι η πλευρά ΑΒ αποτελεί τη βάση του πενταγώνου (βλ. Εικόνα 7.20). Με κέντρο τα Α και Β αντίστοιχα σχεδιάζουμε δύο τόξα, τα οποία τέμνονται στο σημείο Ζ. Από το σημείο Ζ φέρνουμε τη μεσοκάθετο η οποία τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ στο σημείο Η. Από το σημείο Β φέρνουμε μια παράλληλη ευθεία προς το τμήμα ΖΗ και η οποία τέμνει το τόξο του κύκλου (Β,ΑΒ) στο σημείο Θ. Με κέντρο το σημείο Η και με ακτίνα ΗΘ σχεδιάζουμε ένα τόξο το οποίο τέμνει την προέκταση του τμήματος ΑΒ στο σημείο Ι. Με κέντρο τα σημεία Α και Β αντίστοιχα και με ακτίνα ίση με ΑΙ σχεδιάζουμε δύο τόξα τα οποία τέμνονται στα σημεία Γ,Δ και Ε, τα οποία μαζί με τα Α και Β αποτελούν τις κορυφές του πενταγώνου. Με ένα χάρακα ενώνουμε διαδοχικά τα σημεία Β,Γ,Δ,Ε και Α για να σχηματιστεί το πεντάγωνο.
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Εικόνα 7.20 Κατασκευή πενταγώνου.

 


7.3.4. Κατασκευή εγγεγραμμένου πενταγώνου 

Έστω ότι R είναι η ακτίνα κύκλου κέντρου Κ στον οποίον θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα εγγεγραμμένο πεντάγωνο. Αρχικά, φέρουμε τις δύο κάθετες διαγώνιους, ΑΘ και ΖΗ, όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 7.21(α). Στη συνέχεια, φέρουμε τη μεσοκάθετο του τμήματος ΚΗ, η οποία τέμνει το τμήμα ΚΗ στο σημείο Μ. Με κέντρο το σημείο Μ και ακτίνα r1 ίση με MA φτιάχνουμε ένα τόξο το οποίο τέμνει το τμήμα ΖΚ στο σημείο Ν (βλ. Εικόνα 7.21(β)). Με κέντρο τώρα το σημείο Α και ακτίνα r1 ίση με ΑΝ φτιάχνουμε τόξο το οποίο τέμνει τον κύκλο στα σημεία Β και Ε αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 7.21(β)). Με κέντρο τα σημεία Β και Ε και σταθερή ακτίνα r2 φτιάχνουμε τόξα τα οποία τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα. Ενώνουμε διαδοχικά τα σημεία Α,Β,Γ,Δ και Ε για να σχηματιστεί το πεντάγωνο (βλ. Εικόνα 7.21(γ)).
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Εικόνα 7.21 Κατασκευή εγγεγραμμένου πεντάγωνου.

 


7.3.5. Κατασκευή εξάγωνου 

7.3.5.1. Εξάγωνο πλευράς ΑΒ

Με κέντρα τα σημεία Α και Β και ακτίνα ίση με ΑΒ σχεδιάζουμε δύο τόξα τα οποία τέμνονται στο σημείο Ο (βλ. Εικόνα 7.22). Με κέντρο το σημείο Ο σχεδιάζουμε ένα κύκλο με ακτίνα ΑΒ, ο οποίος τέμνει τα τόξα από τα κέντρα Α και Β στα σημεία Ζ και Γ αντίστοιχα και τα οποία αποτελούν δύο κορυφές του εξάγωνου. Στη συνέχεια με κέντρο τα σημεία Γ και Ζ σχεδιάζουμε δύο νέα τόξα τα οποία τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Δ και Ε αντίστοιχα τα οποία αποτελούν τις δύο τελευταίες κορυφές του εξαγώνου. 
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Εικόνα 7.22 Κατασκευή εξάγωνου πλευράς ΑΒ.

 


7.3.5.2. Εγγεγραμμένο εξάγωνο σε κύκλο ακτίνας R

Σχεδιάζεται τυχαία διάμετρος ΚΛ στον κύκλου στον οποίο θέλουμε να εγγράψουμε ένα εξάγωνο (βλ. Εικόνα 7.23). Κατασκευάζεται η κάθετος προς τη διάμετρο του κύκλου στο κέντρο Ο, η οποία τέμνει τον κύκλο στα σημεία Γ και Ζ. Τα σημεία Γ και Ζ αποτελούν τις δύο πρώτες κορυφές του εξάγωνου. Στη συνέχεια, με κέντρα τα σημεία Γ και Ζ, και ακτίνα R, σχεδιάζονται δύο τόξα τα οποία τέμνουν τον κύκλο στα σημεία Β και Δ, και Α και Ε αντίστοιχα, τα οποία μαζί με τα Γ και Ζ αποτελούν τις έξι κορυφές του εξάγωνου.
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Εικόνα 7.23 Κατασκευή εγγεγραμμένου εξάγωνου σε κύκλο.

 

7.3.6. Κατασκευή εγγεγραμμένου ν-γώνου σε κύκλο ακτίνας R


Δεδομένης της ακτίνας R, κατασκευάζουμε κύκλο διαμέτρου D=2∙R. Στη συνέχεια διαιρούμε τη διάμετρο σε ν ίσα μέρη, όσα και οι πλευρές του ν-γώνου, ακολουθώντας τη διαδικασία της παραγράφου 7.1.4. Με κέντρο τα άκρα της διαμέτρου, έστω Α και Κ, κατασκευάζουμε δύο τόξα τα οποία τέμνονται στο σημείο Ρ. Με χάρακα ενώνουμε το σημείο Ρ με το σημείο 2 της διαμέτρου και το επεκτείνουμε μέχρι να διασταυρωθεί με τον κύκλο. Το σημείο τομής τους, Β, αποτελεί το δεύτερο σημείο του ν-γώνου. Με διαβήτη και κέντρο το Α μετράμε την απόσταση ΑΒ, και στη συνέχεια με κέντρο το Β σχεδιάζουμε τόξο που τέμνει τον κύκλο στο σημείο Γ, το οποίο αποτελεί το τρίτο σημείο του ν-γώνου. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία σχεδιάζουμε τα ν σημεία του ν-γώνου, τα οποία ενώνουμε διαδοχικά.


Παράδειγμα:

Να κατασκευαστεί επιφάνεια τραπεζιού ακτίνας R=50cm σε σχήμα επταγώνου.


Λύση:

Αρχικά, κατασκευάζουμε κύκλο διαμέτρου ΑΚ=2∙R=1m. Ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράφεται στην παράγραφο 7.1.4 διαιρούμε τη διάμετρο σε 7 ίσα μέρη, τα οποία αριθμούμε από το 1 έως το 7. Στη συνέχεια, με κέντρο τα σημεία Α και Κ και ακτίνα R’ ίση με ΑΚ, σχεδιάζουμε τα τόξα ΑΛ και ΚΜ, τα οποία τέμνονται στο σημείο Ρ (Εικόνα 7.24(α)).

Με ένα χάρακα, ενώνουμε τα σημεία Α και 2, και προεκτείνουμε την ευθεία μέχρι το σημείο τομής Β με τον κύκλο. Το σημείο τομής Β, αποτελεί το δεύτερο σημείο του επταγώνου. Με ένα διαβήτη και κέντρο το Α μετράμε την απόσταση ΑΒ, και στη συνέχεια με κέντρο το Β σχεδιάζουμε τόξο που τέμνει τον κύκλο στο σημείο Γ, το οποίο αποτελεί το τρίτο σημείο του επταγώνου. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία σχεδιάζουμε σημεία Δ,Ε,Ζ και Η του επταγώνου, τα οποία ενώνουμε διαδοχικά όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 7.24(β).
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Εικόνα 7.24 Κατασκευή επταγώνου.

 

7.3.7. Μεταφορά επίπεδου σχήματος

Τα επίπεδα σχήματα με ευθείες γραμμές μπορούν να μεταφερθούν εύκολα σε μια νέα θέση χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των τριγώνων, ενώ ταυτόχρονα μπορούν να περιστραφούν.


Έστω ότι θέλουμε να μεταφέρουμε και να περιστρέψουμε το πολύγωνο ΑΒΓΔΕ της Εικόνας 7.25(α). Από το σημείο Α φέρουμε ημιευθείες οι οποίες διέρχονται από τα σημεία Γ και Δ αντίστοιχα (βλ. Εικόνα 7.25(β)) σχηματίζοντας έτσι τρίγωνα εντός του πενταγώνου. Με κέντρο το σημείο Α σχεδιάζουμε ένα τόξο ακτίνας R εκτός του πενταγώνου το οποίο τέμνει τις προεκτάσεις των ημιευθειών. Σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα Α’Β’ στη νέα θέση με την κατάλληλη περιστροφή (βλ. Εικόνα 7.25(γ)). Με κέντρο το σημείο Α’ και ακτίνα R σχεδιάζουμε ένα τόξο. Μετρώντας με τον διαβήτη την απόσταση 1 του 7.24Β σχεδιάζουμε το τόξο 1’ στο σχήμα τη Εικόνας 7.25(γ). Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία σχεδιάζουμε τα τόξα 2’ και 3’ αντίστοιχα και στη συνέχεια συνδέουμε τα σημεία τομής με το κέντρο Α’. Με τον διαβήτη και κέντρο το σημείο Α μετράμε ακτίνα ίση με ΑΓ και στη συνέχεια κρατώντας την ίδια ακτίνα και κέντρο αυτή τη φορά το σημείο Α’ σημαδεύουμε πάνω στην ημιευθεία Α’1’ το σημείο Γ’. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία εντοπίζουμε και τα σημεία Δ’ και Ε’ αντίστοιχα. Τέλος, ενώνουμε διαδοχικά τα σημεία Α’,Β’,Γ’,Δ’ και Ε’.
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Εικόνα 7.25 Μεταφορά και περιστροφή πολυγώνου ΑΒΓΔΕ.

 

7.3.8. Αντιγραφή σχήματος με καμπύλες


Έστω ότι θέλουμε να αντιγράψουμε το στήριγμα ραφιού της Εικόνας 7.26(α). Αρχικά σχεδιάζουμε ένα ορθογώνιο το οποίο περικλείει ολόκληρο το σχήμα (βλ. Εικόνα 7.26(β)). Επιλέγουμε σημεία αναφοράς πάνω στην περιφέρεια του σχήματος τα οποία αποτελούν στρατηγικά σημεία του σχήματος ή αλλαγές στη διεύθυνση και σχεδιάζουμε κάθετες γραμμές αναφοράς που ενώνουν τα σημεία. Με τη βοήθεια του χάρακα και του διαβήτη σχεδιάζουμε τις γραμμές αναφορές στη νέα θέση. Τέλος, σχεδιάζουμε τα ευθύγραμμα τμήματα και τις καμπύλες μεταξύ των σημείων αναφοράς (βλ. Εικόνα 7.26(γ)).
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Εικόνα 7.26 Κατασκευή ενός στηρίγματος ραφιού.

 


7.4. Κατασκευή κύκλων και τόξων

Κύκλος ή περιφέρεια με κέντρο Κ και ακτίνα ρ, είναι το γεωμετρικό σχήμα που απαρτίζεται από τα σημεία του επιπέδου που ισαπέχουν από το Κ απόσταση ρ. Η διάμετρος είναι η απόσταση που ενώνει δύο σημεία του κύκλου συμπεριλαμβανομένου και του κέντρου του, ενώ η ακτίνα αποτελεί το μισό της διαμέτρου. Τέλος, το τόξο είναι κάθε τμήμα του κύκλου ή κάθε καμπύλη γραμμή (Riley, J. W. 1905).


7.4.1. Σχεδίαση κύκλου ή τόξου

7.4.1.1. Σχεδίαση κύκλου ή τόξου διερχόμενου από τρία σημεία


Έστω ότι θέλουμε να σχεδιάσουμε ένα κύκλο ο οποίος θα διέρχεται από τα σημεία Α,Β και Γ (βλ. Εικόνα 7.27(α)). Με έναν χάρακα ενώνουμε το σημείο Α με το Β και το Β με το Γ, δημιουργώντας τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΒΓ. Στη συνέχεια, με το διαβήτη φέρουμε τις μεσοκαθέτους ΔΕ και ΖΗ των τμημάτων ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα. Το σημείο τομής Ο των μεσοκαθέτων είναι το κέντρο του κύκλου ο οποίος διέρχεται και από τα τρία σημεία, Α,Β και Γ. Η ακτίνα R του κύκλου είναι ίση με την απόσταση του σημείου Ο από οποιοδήποτε σημείο από τα Α,Β ή Γ (βλ. Εικόνα 7.27(β)).
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Εικόνα 7.27 Σχεδίαση κύκλου.

 

7.4.1.2. Σχεδίαση κύκλου ή τόξου εγγεγραμμένου σε τετράγωνο


Έστω ότι θέλουμε να σχεδιάσουμε έναν εγγεγραμμένο κύκλο στο τετράγωνο ΑΒΓΔ της Εικόνας 7.28(α). Αρχικά σχεδιάζουμε τις δύο διαγώνιους ΑΓ και ΒΔ του τετραγώνου ενώνοντας το άκρο Α με το Γ και το Β με το Δ αντίστοιχα, οι οποίες τέμνονται στο σημείο Ο. Στη συνέχεια, εντοπίζουμε το μέσο Ε του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ. Με ένα διαβήτη και με κέντρο το σημείο τομής Ο των διαγωνίων και ακτίνα R ίση με τη απόσταση του σημείου Ε από το κέντρο Ο σχεδιάζουμε τον κύκλο (βλ. Εικόνα 7.28(β)).
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Εικόνα 7.28 Σχεδίαση εγγεγραμμένου κύκλου σε τετράγωνο.

 


7.4.2. Σχεδίαση εφαπτομένων κύκλου από σημείο Α

Έστω ότι θέλουμε να κατασκευάσουμε τις εφαπτόμενες ενός κύκλου κέντρου Ο από ένα σημείο Α εκτός του κύκλου (βλ. Εικόνα 7.29(α)). Αρχικά φέρουμε την ευθεία ΟΑ, η οποία ενώνει το σημείο Α και το κέντρο του κύκλου. Στη συνέχεια, βρίσκουμε το μέσο Ε του ευθύγραμμου τμήματος ΟΑ και με κέντρο το Ε και ακτίνα ίση με ΕΑ σχηματίζουμε ένα δεύτερο κύκλο, ο οποίος τέμνει τον αρχικό στα σημεία Β και Γ. Ενώνοντας το σημείο Α με τα σημεία Β και Γ σχηματίζουμε τις δύο εφαπτόμενες του κύκλου (βλ. Εικόνα 7.29(β)).
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Εικόνα 7.29 Σχεδίαση εφαπτομένων κύκλου.

 

7.4.3. Σύνθετες κατασκευές κύκλου ή τόξου 

7.4.3.1. Κύκλος ή τόξο διερχόμενο από σημείο Ρ και εφαπτόμενο σε ευθεία

Έστω ότι το σημείο Ρ, η ακτίνα του κύκλου R και το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι γνωστά (βλ. Εικόνα 7.30(α)). Με το διαβήτη και κέντρο το σημείο Ρ σχεδιάζουμε ένα τόξο σε απόσταση ίση με την ακτίνα R (βλ. Εικόνα 7.30(β)). Στη συνέχεια, σε απόσταση ίση με την ακτίνα R από το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σχεδιάζουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΔΕ παράλληλο στο ΑΒ. Το σημείο τομής Γ του ΔΕ με το τόξο αποτελούν το κέντρο του κύκλου που διέρχεται από το σημείο Ρ και εφάπτεται στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Έτσι, με κέντρο το σημείο Γ σχεδιάζουμε κύκλο ακτίνας R (βλ. Εικόνα 7.30(γ)). Μια εφαρμογή της παραπάνω διαδικασίας κατασκευής παρουσιάζεται στο σχήμα της Εικόνας 7.28(δ) για την σχεδίαση του πέλματος του ποδιού ενός τραπεζιού.
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Εικόνα 7.30 Σχεδίαση τόξου διερχόμενου από σημείο Ρ και εφαπτόμενο σε ευθεία ΑΒ.

 

7.4.3.2. Κύκλος ή τόξο διερχόμενο από σημείο Ρ και εφαπτόμενο σε κύκλο

Έστω ότι το σημείο Ρ, ο κύκλος Ο ακτίνας r και η ακτίνα του κύκλου R που θέλουμε να σχεδιάσουμε είναι γνωστά. Με τον διαβήτη και κέντρο το σημείο Ρ σχεδιάζουμε το τόξο ΑΒ με ακτίνα R. Στη συνέχεια, Με τον διαβήτη και κέντρο αυτή τη φορά το κέντρο του κύκλου Ο σχεδιάζουμε το τόξο ΓΔ με ακτίνα R+r (βλ. Εικόνα 7.31(α)). Η τομή Ε των τόξων ΑΒ και ΓΔ αποτελεί το κέντρο του ζητούμενου κύκλου. Επομένως με το διαβήτη και κέντρο το σημείο Ε σχεδιάζουμε κύκλο ακτίνας R που είναι εφαπτόμενος στον κύκλο (Ο,r) και διέρχεται από το σημείο Ρ (βλ. Εικόνα 7.31(β)). Μια εφαρμογή της παραπάνω κατασκευής απεικονίζεται στο σχήμα της Εικόνας 7.31(γ) για τη σχεδίαση ενός στηρίγματος κουρτινόξυλου.
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Εικόνα 7.31 Σχεδίαση τόξου διερχόμενου από σημείο Ρ και εφαπτόμενο σε κύκλο.



7.4.3.3. Κύκλος ή τόξο εφαπτόμενο σε δύο κύκλους

Έστω κύκλος κέντρου Α ακτίνας r1 και κύκλος κέντρου Β ακτίνας r2 στους οποίους θέλουμε να σχεδιάσουμε εφαπτόμενο κύκλο ακτίνας R (βλ. Εικόνα 7.32(α)). Με το διαβήτη και κέντρο το σημείο Α του κύκλου ακτίνας r1 σχεδιάζουμε τόξο ΓΔ ακτίνας R+r1. Στη συνέχεια, με το διαβήτη και κέντρο το σημείο Β του κύκλου ακτίνας r2 σχεδιάζουμε τόξο ΕΖ ακτίνας R+r2. Με κέντρο το σημείο τομής Η των τόξων ΓΔ και ΕΖ και ακτίνα ίση με R σχεδιάζουμε το ζητούμενο κύκλο που είναι εφαπτόμενος στους δύο κύκλους (βλ. Εικόνα 7.32(β)). Αντίστοιχα θέτοντας ακτίνες R-r1 και R-r2 και ακολουθώντας την ίδια διαδικασία μπορούμε να σχεδιάσουμε και τον κύκλο που εφάπτεται εξωτερικά, όπως απεικονίζεται στο παράδειγμα εφαρμογής της Εικόνας 7.32(γ) για τη σχεδίαση της επιφάνειας ενός τραπεζιού.
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Εικόνα 7.32 Σχεδίαση κύκλου εφαπτόμενου σε δύο κύκλους.



7.4.3.3. Κύκλος ή τόξο εφαπτόμενο σε ευθεία και κύκλο

Έστω ότι ο κύκλος Ο ακτίνας r, το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, και η ακτίνα του κύκλου R που θέλουμε να σχεδιάσουμε είναι γνωστά (βλ. Εικόνα 7.33(α)). Σε απόσταση R από το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ παράλληλο στο ΑΒ. Το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ θα πρέπει να είναι μεταξύ του τμήματος ΑΒ και του κύκλου Ο. Με διαβήτη και κέντρο το κέντρο του κύκλου Ο σχεδιάζουμε τόξο ακτίνας R+r το οποίο τέμνει το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ στο σημείο Ε (βλ. Εικόνα 7.33(β)). Με κέντρο το σημείο τομής Ε και ακτίνα ίση με R σχεδιάζουμε τον ζητούμενο κύκλο που εφάπτεται στον κύκλο Ο και στο τμήμα ΑΒ (βλ. Εικόνα 7.33(γ)). Το σχήμα της Εικόνας 7.33(δ) παρουσιάζει μια εφαρμογή της παραπάνω κατασκευής για τη σχεδίαση της επιφανείας ενός γωνιακού γραφείου Η/Υ.
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Εικόνα 7.33 Σχεδίαση κύκλου εφαπτόμενου σε ευθεία και κύκλο.




7.4.3.4. Κύκλος ή τόξο εφαπτόμενο σε δύο παράλληλες ευθείες

Έστω ότι είναι γνωστά τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ (βλ. Εικόνα 7.34(α)). Σχεδιάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ το οποίο είναι παράλληλο στα ΑΒ και ΓΔ και ισαπέχει από αυτά (βλ. Εικόνα 7.34(β)). Η απόσταση της ΕΖ από τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ είναι η ακτίνα R του ζητούμενου κύκλου. Τοποθετώντας το διαβήτη με κέντρο οποιοδήποτε σημείο κατά μήκος του τμήματος ΕΖ σχεδιάζουμε κύκλο ακτίνας ίση με την απόσταση μεταξύ του τμήματος ΕΖ και του τμήματος ΑΒ (βλ. Εικόνα 7.34(γ)). Ο κύκλος θα εφάπτεται στα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ. Στο σχήμα της Εικόνας 7.34(δ) απεικονίζεται μια εφαρμογή της παραπάνω μεθόδου κατασκευής για την σχεδίαση της επιφάνειας ενός τραπεζιού συσκέψεων.
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Εικόνα 7.34 Σχεδίαση κύκλου εφαπτόμενου σε δύο παράλληλες ευθείες.




7.4.3.5. Κύκλος ή τόξο εφαπτόμενο σε δύο μη παράλληλες ευθείες δεδομένης της ακτίνας του

Έστω ότι έχουμε τα μη παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ και θέλουμε να σχεδιάσουμε κύκλο ακτίνας R που να εφάπτεται στα δύο αυτά τμήματα (βλ. Εικόνα 7.35(α)). Σε απόσταση R από τα τμήματα ΑΒ και ΓΔ σχεδιάζουμε τα παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα ΕΖ και ΗΘ αντίστοιχα. Με κέντρο το σημείο τομής Ι των τμημάτων ΕΖ και ΗΘ σχεδιάζουμε κύκλο ακτίνας R που εφάπτεται στα τμήματα ΑΒ και ΓΔ (βλ. Εικόνα 7.35(β)). Στο σχήμα της Εικόνας 7.35(γ) παρουσιάζεται ένα παράδειγμα εφαρμογής της παραπάνω κατασκευής για τη σχεδίαση της βάσης ενός τραπεζιού.



[image: Image 7.35 not found!]

Εικόνα 7.35 Σχεδίαση κύκλου εφαπτόμενου σε δύο μη παράλληλες ευθείες.



7.5. Τρισδιάστατες γεωμετρικές κατασκευές

Με τη βοήθεια των αναπτυγμάτων των στερεών που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 6 σε συνδυασμό με τις τεχνικές σχεδίασης δισδιάστατων γεωμετρικών κατασκευών που αναπτύχθηκαν λεπτομερώς, έχουμε τη δυνατότητα να απεικονίσουμε στερεά αντικείμενα. Για την αναπαράσταση ή προβολή του πραγματικού σχήματος στερεών αντικειμένων σε επίπεδη επιφάνεια έχουν αναπτυχθεί διάφορες μέθοδοι.

7.5.1. Προοπτική Σχεδίαση

Στην προοπτική σχεδίαση κάθε στερεό αντικείμενο αναπαρίσταται με βάση μια οπτική γωνία. Το προοπτικό σχέδιο είναι εκείνο που προκύπτει από την προβολή όλων των ορατών σημείων του αντικειμένου πάνω σε ένα μόνο επίπεδο (το προβολικό) μέσω ακτινών οι οποίες ξεκινούν από ένα σημείο που είναι το μάτι του παρατηρητή (βλ. Εικόνα 7.36(α)). Είναι η σχεδιαστική απεικόνιση που προσεγγίζει περισσότερο από κάθε άλλη την πραγματική εικόνα του αντικειμένου, γι’ αυτό πολλές φορές μοιάζει με φωτογραφία. Στην Εικόνα 7.37(α) απεικονίζεται το προοπτικό σχέδιο ενός ξύλινου τραπεζιού.
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Εικόνα 7.36 Προοπτική σχεδίαση.




[image: Image 7.37 not found!]

Εικόνα 7.37 Προοπτικό σχέδιο ξύλινου τραπεζιού.



7.5.2. Αξονομετρική σχεδίαση

Η αξονομετρική σχεδίαση (βλ. Εικόνα 7.38(β)) επιχειρεί να συνδυάσει το εικονογραφικό εφέ με τη σωστή αναλογία διαστάσεων. Είναι η παράλληλη προβολή του αντικειμένου πάνω σε ένα και μοναδικό επίπεδο. Διακρίνεται σε δύο ξεχωριστές περιπτώσεις ως εξής:


	Ορθή αξονομετρική σχεδίαση: Στην περίπτωση αυτή το αντικείμενο τοποθετείται έτσι, ώστε καμιά πλευρά του να μην είναι παράλληλη στο ένα και μοναδικό επίπεδο προβολής και η μεταφορά των στοιχείων του γίνεται με ακτίνες παράλληλες μεταξύ του και κάθετες προς αυτό, όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 7.39(α). Στην Εικόνα 7.38(β) παρουσιάζεται το ορθό αξονομετρικό σχέδιο ενός ξύλινου τραπεζιού.





[image: Image 7.38 not found!]

Εικόνα 7.38 Αξονομετρική σχεδίαση.




	Πλάγια αξονομετρική σχεδίαση: Στην περίπτωση αυτή το αντικείμενο τοποθετείται με μία πλευρά του παράλληλα προς το επίπεδο προβολής. Η μεταφορά των στοιχείων του γίνεται με ακτίνες παράλληλες μεταξύ τους, αλλά πλάγιες προς το επίπεδο προβολής όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 7.39(α).




[image: Image 7.39 not found!]

Εικόνα 7.39 Πλάγια αξονομετρική σχεδίαση.



7.5.3. Ορθές προβολές

Με τη μέθοδο των ορθών προβολών το αντικείμενο τοποθετείται παράλληλα προς το επίπεδο προβολής. Η απεικόνιση του αντικειμένου προκύπτει από την ορθή (κάθετη) μεταφορά των στοιχείων του πάνω στο επίπεδο, όπως παρουσιάζεται στην Εικόνα 7.40.
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Εικόνα 7.40 Ορθές προβολές.



Ο όγκος ενός επίπλου, και ενός αντικειμένου γενικότερα, οριοθετείται από εξωτερικές επιφάνειες. Η απεικόνισή του με τον τρόπο αυτό είναι αποσπασματική και κάθε φορά εμφανίζεται, επιλεκτικά, μία μόνο πλευρά, αυτή που βλέπει ο παρατηρητής. Συχνά απαιτείται συνδυασμός των απαραίτητων όψεων, για να αποτυπωθεί η συνολική εικόνα του αντικειμένου. Έτσι, κάθε στερεό αντικείμενο προβάλλεται σε ένα ή περισσότερα επίπεδα, ανάλογα με τον αριθμό των πλευρών του αντικειμένου που θέλουμε να δείξουμε. Τα επίπεδα αυτά ονομάζονται προβολικά επίπεδα ή επίπεδα προβολής ή πίνακες σχεδίασης. Το αντικείμενο τοποθετείται με τέτοιο τρόπο, ώστε οι όψεις του να είναι παράλληλες με τα επίπεδα προβολής, όπως παρουσιάζεται στην Εικόνα 7.41(α). Κάθε όψη δίνει μια διαφορετική εικόνα του επίπλου (βλ. Εικόνα 7.41(β)).
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Εικόνα 7.41 Προβολικά επίπεδα.



Από τις τέσσερις κατακόρυφες όψεις, η πιο χαρακτηριστική και ενδιαφέρουσα ονομάζεται «κύρια όψη» (πρόσοψη ή πρόοψη) και θεωρείται όψη αναφοράς για τις υπόλοιπες. Η όψη που βρίσκεται αριστερά της ονομάζεται «πλάγια αριστερή όψη», η όψη που βρίσκεται δεξιά της «πλάγια δεξιά όψη» και η όψη που βρίσκεται πίσω της «οπίσθια όψη».

Από τις δύο οριζόντιες όψεις, αυτή που την κοιτάμε από πάνω προς τα κάτω ονομάζεται κάτοψη και αυτή που την κοιτάμε από κάτω προς τα πάνω ονομάζεται άνοψη.

Στην Εικόνα 7.42 παρουσιάζονται τρείς όψεις ενός τραπεζιού (πρόσοψη, πλάγια αριστερή όψη και κάτοψη).
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Εικόνα 7.42 Τρεις όψεις ενός τραπεζιού.



Παράδειγμα: 

Δίνεται ξύλινο σκαμνί σε αξονομετρική απεικόνιση με όλες του τις διαστάσεις και σημειωμένη την «κύρια όψη» (αυτή που δείχνει το βέλος). Ζητείται να σχεδιαστούν οι όψεις του (η κύρια όψη, η κάτοψη και η πλάγια αριστερή όψη).
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Εικόνα 7.43 Ξύλινο σκαμνί σε αξονομετρική απεικόνιση.




Αρχικά χαράσσουμε τις κύριες και τις βοηθητικές γραμμές της κύριας όψης (βλ. Εικόνα 7.44(α)). Αφού τελειώσουμε, ελέγχουμε την ορθότητα και την ακρίβεια της σχεδίασης και προχωράμε σε ελαφρό τονισμό (πάτημα) των κύριων γραμμών, για να ξεχωρίσουν από τις βοηθητικές και να εμφανισθεί η εικόνα της όψης.

Σχεδιάζουμε την κάτοψη παίρνοντας τις απαραίτητες πληροφορίες από το αξονομετρικό και ορισμένες άλλες από την κύρια όψη, μεταφέροντας τις προς τα κάτω. Ακολουθούμε τις οδηγίες του προηγούμενου βήματος (βλ. Εικόνα 7.44(β)).

Τέλος, σχεδιάζουμε την πλάγια αριστερή όψη στα δεξιά της κύριας όψης, μεταφέροντας από άλλα δύο σχέδια όλες τις πληροφορίες που χρειαζόμαστε. Συγκεκριμένα, από την κύρια όψη παίρνουμε όλα τα ύψη με οριζόντιες περασιές ενώ από την κάτοψη όλα τα πλάτη, μέσω τεταρτοκυκλίων, με κέντρο την αρχή των αξόνων Ο και κατακόρυφες περασιές. Και εδώ ακολουθούμε την ίδια διαδικασία (βλ. Εικόνα 7.45(γ)).
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Εικόνα 7.44 Κύρια όψη, κάτοψη και πλάγια όψη του ξύλινου σκαμνιού.



Λυμένες ασκήσεις



	Δίνεται η ευθεία ε και σημείο Α. Να σχεδιαστεί ευθεία ε’ κάθετη στην ε που να διέρχεται από το Α όταν:
		 το σημείο Α βρίσκεται πάνω στην ευθεία ε

		 το σημείο Α βρίσκεται εκτός της ευθείας ε







Λύση:


α.   Με κέντρο το σημείο Α και τυχαία ακτίνα σχεδιάζουμε κύκλο ο οποίος τέμνει την ευθεία ε στα σημεία Β και Γ, όπως φαίνεται στο σχήμα της Εικόνας 7.45. Το σημείο Α αποτελεί το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΒΓ και η ζητούμενη κάθετος αποτελεί τη μεσοκάθετο του ευθύγραμμου τμήματος ΒΓ. Επομένως, με άκρα τα σημεία Β και Γ σχεδιάζουμε κύκλους με ακτίνα ρ > ΒΓ/2, οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Δ και Ε. Τέλος, σχεδιάζουμε την ευθεία ε’ που διέρχεται από τα σημεία Α,Δ και Ε και η οποία είναι κάθετη στην ε. 
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Εικόνα 7.45 Σχεδιασμός κύκλου.




β.   Με κέντρο το σημείο Α και τυχαία ακτίνα σχεδιάζουμε κύκλο που τέμνει την ευθεία ε στα σημεία Β και Γ, όπως φαίνεται στο σχήμα της Εικόνας 7.46. Με κέντρο τα σημεία Β και Γ σχεδιάζουμε δύο κύκλους με ακτίνα ρ > ΒΓ/2, και οι οποίοι τέμνονται στα σημεία Δ και Ε. Τέλος, σχεδιάζουμε την ευθεία ε’ που διέρχεται από τα σημεία Α,Δ και Ε και η οποία είναι κάθετη στην ε. 
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Εικόνα 7.46 Σχεδιασμός κύκλου.




	 Να σχεδιαστεί η εφαπτομένη ενός κύκλου με κέντρο Ο και ακτίνας ρ σε ένα σημείο Α που βρίσκεται στην περιφέρεια του κύκλου.



Λύση:


Με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα ρ'=ΟΑ σχεδιάζουμε το σημείο Β πάνω στην προέκταση του ευθύγραμμου τμήματος ΟΑ. Έτσι, το σημείο Α αποτελεί το μέσο του τμήματος ΟΒ. Με κέντρο τα σημεία Ο και Β και ακτίνα ρ'' > ΟΑ/2 σχεδιάζουμε δύο κύκους που τέμνονται στα σημεία Γ και Δ (βλ. Εικόνα 7.47). Σχεδιάζουμε την ευθεία ε η οποία διέρχεται από τα σημεία Γ και Δ και η οποία είναι η εφαπτομένη του κύκλου (Ο,ρ) στο σημείο Α.
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Εικόνα 7.47 Σχεδίαση εφαπτομένης κύκλου.






	Να κατασκευαστεί τρίγωνο ΑΒΓ, του οποίου δίνονται τα εξής: ΑΒ = 5cm, ΑΓ = 4cm και [image: Image 7.47 not found!] = 60ο. 
 

Λύση:

Θέτουμε τη μία πλευρά ως βάση του τριγώνου, έστω την πλευρά ΑΒ. Με το μοιρογνωμόνιο και με κέντρο το άκρο Α μετράμε 60ο και δημιουργούμε μια ημιευθεία Αx (βλ. Εικόνα 7.48). Με το διαβήτη με κέντρο το άκρο A και ακτίνα ίση με το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ δημιουργούμε ένα τόξο που τέμνει την ημιευθεία στο σημείο Γ. Τέλος, με χάρακα ενώνουμε το σημείο τομής με το άκρο Β.
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Εικόνα 7.48 Κατασκευή τριγώνου.



Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα να επιλεχθεί η σωστή απάντηση.






	Από σημείο εκτός ευθείας άγεται μια μόνο παράλληλη προς αυτή.
	Σωστό
	Λάθος




	Αν δυο ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες και μια τρίτη ευθεία ε τέμνει τη μια από αυτές, τότε θα τέμνει και την άλλη. 
	Σωστό
	Λάθος




	Δυο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία, σε διαφορετικά σημεία της, είναι μεταξύ τους παράλληλες.
	Σωστό
	Λάθος






Πίνακας 7.1. Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.
 



	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Ποιο από τα παρακάτω δεν είναι κανονικό πολύγωνο:
	Τετράγωνο[image: Te]

	Πεντάγωνο[image: Te]

	Εξάγωνο[image: Te]

	Τραπεζοειδές[image: Te]





	Τρείς ίσες πλευρές και τρείς ίσες γωνίες 60o έχει το:
	Ισοσκελές τρίγωνο[image: Te]

	Ισόπλευρο τρίγωνο[image: Te]

	Σκαληνό τρίγωνο[image: Te]

	Ορθογώνιο τρίγωνο[image: Te]






	Δύο ίσες πλευρές και δύο ίσες γωνίες έχει το:
	 Ισοσκελές τρίγωνο[image: Te]

	 Ισόπλευρο τρίγωνο[image: Te]

	 Σκαληνό τρίγωνο[image: Te]

	 Ορθογώνιο τρίγωνο[image: Te]






	Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει μια γωνία ____:
	Οξεία[image: Te]

	Αμβλεία[image: Te]

	Ορθή[image: Te]

	Όλα τα παραπάνω[image: Te]







	Το ____________ είναι ένα κανονικό πολύγωνο με τέσσερις ίσες πλευρές:
	Τρίγωνο[image: Te]

	Τετράγωνο[image: Te]

	Πεντάγωνο[image: Te]

	Εξάγωνο[image: Te]







	Σε ένα κανονικό πεντάγωνο, κάθε μία από τις εσωτερικές γωνίες είναι ίση με:
	108o[image: Te]

	110o[image: Te]

	112o[image: Te]

	114o[image: Te]






	 _______ είναι κάθε τμήμα ενός κύκλου ή άλλη κυρτή γραμμή:
	Το τόξο[image: Te]

	Η διάμετρος[image: Te]

	Η ακτίνα[image: Te]

	Η περιφέρεια[image: Te]






	Η περιφέρεια του κύκλου μπορεί να υπολογιστεί εύκολα πολλαπλασιάζοντας τη διάμετρό του με:
	 e[image: Te]

	 π[image: Te]

	 2π[image: Te]

	Κανένα από τα παραπάνω[image: Te]






	Τα τμήματα α,β και γ με α>β και α>γ είναι πλευρές τριγώνου όταν:
	α = β + γ[image: Te]

	α>β + γ[image: Te]

	α<β + γ[image: Te]

	α<2(β+γ)[image: Te]

	Κανένα από τα παραπάνω.[image: Te]










































































































































Προβλήματα


		Να σχεδιαστεί ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 7,5 cm. Στη συνέχεια να διχοτομηθεί το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ χρησιμοποιώντας τρίγωνο και χάρακα.

		Να σχεδιαστεί ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 5 cm. Στη συνέχεια να διχοτομηθεί το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ χρησιμοποιώντας διαβήτη.

		Να σχεδιαστεί ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με τυχαία κλίση. Στη συνέχεια να σχεδιαστεί ευθεία ε σε απόσταση 2 cm και παράλληλη στο τμήμα ΑΒ με χρήση χάρακα και τριγώνου.

		Στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ της Εικόνας 7.49 να σχεδιαστεί κάθετη ευθεία ε που να διέρχεται από το σημείο Γ.





[image: Image 7.49 not found!]

Εικόνα 7.49 Δεδομένα Άσκησης 4.




		Να σχεδιαστεί ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μήκους 10 cm. Στη συνέχεια να διαιρεθεί σε 7 ίσα τμήματα.

		Να σχεδιαστεί μια γωνία 45ο και να διχοτομηθεί. Στη συνέχεια, να μεταφερθεί η γωνία σε μια νέα θέση και να περιστραφεί κατά 90ο στη νέα τοποθεσία.

		Να κατασκευασθεί ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με [image: Image 7.9 not found!] = 90o όπου:
		
				ΑΒ = 7 cm και ΑΓ = 10 cm 

	      		AB = 7 cm και ΒΓ = 10 cm 

		


		Να κατασκευαστεί τρίγωνο με μήκος πλευράς ΑΒ=8,3 cm, γωνία [image: Image 7.9 not found!] = 60o, και γωνία [image: Image 7.9 not found!] = 30o.

		Να κατασκευαστεί τρίγωνο με μήκος πλευράς ΑΒ = 7,6 cm, μήκος πλευράς ΒΓ = 3,2 cm και πλευρά ΑΓ = 5,4 cm.

		Να σχεδιαστεί κύκλος ακτίνας ρ = 3cm. Στη συνέχεια να κατασκευαστεί εγγεγραμμένο τετράγωνο εντός τους κύκλου με το μεγαλύτερο κατά το δυνατό μήκος πλευράς.

		Να κατασκευαστεί πεντάγωνο εντός κύκλου διαμέτρου δ = 4 cm.

		Να κατασκευαστεί εξάγωνο με διαγώνιο ίση με 7 cm.

		Να κατασκευαστεί εξάγωνο του οποίου η απόσταση μεταξύ των πλευρών να είναι ίση με 7 cm.

		Να κατασκευαστεί οκτάγωνο του οποίου η απόσταση μεταξύ των πλευρών να είναι ίση με 7 cm.

		Να κατασκευαστεί πεντάγωνο με μήκος πλευράς ίσο με 3 cm.

		Το πεντάγωνο της Άσκησης 15 να σχεδιαστεί σε νέα θέση περιστραμμένο κατά 180ο.

		Να κατασκευαστεί κύκλος κατάλληλης ακτίνας που να διέρχεται από το σημεία Α,Β και Γ του σχήματος της Εικόνας 7.50. 
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Εικόνα 7.50 Δεδομένα Άσκησης 17.




		Να κατασκευαστεί τόξο ακτίνας 2 cm. Στη συνέχεια να σχεδιαστεί το κέντρο του τόξου.

		Να σχεδιαστεί η εφαπτομένη που διέρχεται από το σημείο Α του κύκλου της Εικόνας 7.51.
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Εικόνα 7.51 Κύκλος (άσκηση 9 ).




	Να σχεδιαστεί τόξο που να εφάπτεται και στις δύο ευθείες της Εικόνας 7.52.
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Εικόνα 7.52 Τεμνόμενες ευθείες.




		Να προσδιοριστεί το μήκος του τόξου ΑΒ της κυκλικής επιφάνειας τραπεζιού της Εικόνας 7.53. 
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Εικόνα 7.53 Κυκλική επιφάνεια τραπεζιού.




		Μια καμινάδα με τετράγωνο άξονα πλευράς 90 cm διαπερνά την επιφάνεια μιας στέγης η οποία έχει κλίση 30ο. Η μία διαγώνιος του άξονα είναι παράλληλη προς τον κορφιά. Προσδιορίστε το σχήμα της οπής στη στέγη.

		Η επιφάνεια του γραφείου της Εικόνας 7.54 αποτελείται από μοριοσανίδα επενδεδυμένη με μελαμίνη, ενώ τα σόκορα καλύπτονται από πλαστική ταινία PVC. Από τη μια πλευρά στηρίζεται σε κυλινδρικό μεταλλικό πόδι. Από την άλλη πλευρά η επιφάνεια στηρίζεται σε μεταλλική συρταριέρα. Να σχεδιαστούν:

		Η επιφάνεια του γραφείου.

		Η πρόσοψη της συρταριέρας.
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Εικόνα 7.54 Επιφάνεια γραφείου.




	Να αντιγραφεί το στήριγμα ραφιού της Εικόνας 7.55 σε μια νέα θέση.
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Εικόνα 7.55 Στήριγμα ραφιού.




	Στην Εικόνα 7.56 δίνεται το αξονομετρικό σκελετού καρέκλας στο οποίο εμφανίζονται όλες οι διαστάσεις. Ζητείται να σχεδιασθούν οι όψεις του (η κύρια όψη, η κάτοψη και η πλάγια αριστερή όψη).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 7.56 Αξονομετρικό σκελετού καρέκλας.
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Κεφάλαιο 8 - Παραμετροποίηση Προβλημάτων CAD/CAM



Συντομεύσεις – Ακρωνύμια

Σύνοψη

Προαπαιτούμενη γνώση

8.1 Εργαλειομηχανές NC

8.2 Εισαγωγή στις εργαλειομηχανές CNC

8.3 Προγραμματισμός εργαλειομηχανών αριθμητικού ελέγχου

8.4 Παραμετροποίηση σε λογισμικό CAD/CAM επιπλοποιίας

Λυμένες ασκήσεις

Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

Προβλήματα

Βιβλιογραφία


Συντομεύσεις – Ακρωνύμια	




	Βλ.
	Βλέπε




	NC	
	Numerical Control




	Η/Υ	
	Ηλεκτρονικό Υπολογιστή




	CNC	
	Computer Numerical Control




	CAD	
	Computer-Aided Design




	CAM
	Computer-Aided Manufacturing





Σύνοψη


Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η διαδικασία παραμετροποίησης προβλημάτων για παραμετρικό προγραμματισμό μηχανημάτων κοπής CNC. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητα με παραδείγματα προγραμματισμού CNC σε συστήματα επιπλοποιίας CAD/CAM. 



Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Μηχανικής Κατεργασίας Ξύλου, Βιομηχανικού Σχεδιασμού και Γεωμετρίας.


8.1 Εργαλειομηχανές NC

Οι  εργαλειομηχανές αποτελούν ένα από πλέον σύγχρονα μέσα βιομηχανικής παραγωγής και συμβάλουν αποφασιστικά στην διαδικασία κατασκευής αντικειμένων και εξαρτημάτων.  Οι εργαλειομηχανές πρωτοεμφανίστηκαν ως συμβατικά μηχανήματα παραγωγής τα οποία εκτελούσαν τις διάφορες κατεργασίες αποκλειστικά με την καθοδήγηση του  χειριστή.  Όταν μια εργαλειομηχανή καθοδηγείτε αποκλειστικά από τον χειριστή με χειρωνακτικά μέσα τότε η μηχανή ονομάζεται «συμβατική εργαλειομηχανή» (βλ. Εικόνα 8.1).


Προκειμένου, ένα μέρος ή το σύνολο των εργασιών που εκτελεί ο χειριστής σε μία συμβατική εργαλειομηχανή να εκτελούνται με μία αυτοματοποιημένη μέθοδο θα πρέπει  η εργαλειομηχανή να δέχεται αριθμητικά δεδομένα με τη βοήθεια ενός προγράμματος παραγωγής που θα αφορά ένα συγκεκριμένο εξάρτημα.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

 Εικόνα 8.1  Τυπική συμβατική εργαλειομηχανή.

   
                                               
Η δυνατότητα εισαγωγής αριθμητικών δεδομένων σε μια εργαλειομηχανή έχει ως αφετηρία τα τέλη της δεκαετίας του 1940 οπότε ο Αμερικανός John Parsons εφηύρε μια μέθοδος παραγωγής η οποία βασιζόταν στην αποτύπωση επάνω στην επιφάνεια μιας διάτρητης κάρτας του επιθυμητού (κατά προσέγγιση) σχήματος ενός αντικειμένου που θα κατασκεύαζε η εργαλειομηχανή.  Το παραγόμενο αντικείμενο με μια μετέπειτα επεξεργασία εξομάλυνσης αποκτούσε την τελική μορφή. Η εφεύρεση αμέσως προκάλεσε το ενδιαφέρον της Πολεμικής Αεροπορίας των Η.Π.Α. για περαιτέρω εξέλιξη, ώσπου το 1952 παράχθηκε από το Τεχνολογικό Ίδρυμα της Μασαχουσέτης μια φρέζα τριών αξόνων και επινοήθηκε ο όρος αριθμητικός έλεγχος (Numerical Control) που χρησιμοποιείται έως τις μέρες μας. Ο ορισμός του αριθμητικού ελέγχου, όπως δόθηκε από την Ένωση Βιομηχανιών Ηλεκτρονικών είναι ο εξής:


Ο αριθμητικός έλεγχος (Numerical Control, NC) είναι ένα σύστημα στο οποίο διάφορες ενέργειες ελέγχονται με την απευθείας καταχώριση αριθμητικών δεδομένων σε ένα σημείο.
 

Ουσιαστικά Αριθμητικός έλεγχος (NC) είναι ο τύπος έλεγχου που χρησιμοποιεί αριθμητικές τιμές για τον ορισμό της κίνησης των αξόνων, το ορισμό των εργαλείων όπως και των υπολοίπων συστημάτων λειτουργίας και παρέχει τη δυνατότητα στο χειριστή να επικοινωνεί με την εργαλειομηχανή και να την καθοδηγεί μέσω ενός κώδικα που αποτελείται από μια ακολουθία γραμμάτων και αριθμών (Lee, K. 1999).  


Η  εισαγωγή του αριθμητικού ελέγχου στις εργαλειομηχανές συνεπάγεται την αυτοματοποίηση των λειτουργίας τους και την δυνατότητα ελέγχου των εκτελούμενων λειτουργιών και κινήσεων . Υπεύθυνος για τη λειτουργία της εργαλειομηχανής NC (βλ. Εικόνα 8.2) είναι ο ελεγκτής της μηχανής. Ο προγραμματιστής - χειριστής του μηχανήματος δημιουργεί το πρόγραμμα δημιουργίας του εξαρτήματος το οποίο αποθηκεύει στον ελεγκτή της μηχανής όπου και εκτελείται. Το πρόγραμμα κατεργασίας του εξαρτήματος ή αλλιώς «πρόγραμμα εξαρτήματος» περιλαμβάνει ένα σύνολο εντολών τις οποίες μπορεί να ερμηνεύσει το σύστημα ελέγχου της μηχανής και να τις μετατρέψει  σε ηλεκτρικά σήματα που θα κινήσουν τους μηχανισμούς κίνησης και τις ατράκτους του μηχανήματος.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8. 2 Τυπική Εργαλειομηχανή NC.

       
                                           
Ουσιαστικά το πρόγραμμα εξαρτήματος περιέχει τις γεωμετρικές πληροφορίες που αφορούν το εξάρτημα και τις κινήσεις των εργαλείων κοπής σε σχέση με αυτό. Επίσης, στο πρόγραμμα εξαρτήματος καθορίζονται οι συνθήκες κοπής όπως το βάθος κοπής, η ταχύτητα κοπής αλλά και άλλες βοηθητικές λειτουργίες.


8.2 Εισαγωγή στις εργαλειομηχανές CNC

Η εξέλιξη της τεχνολογίας των υπολογιστών και της ηλεκτρονικής έδωσε τη δυνατότητα ώστε στις μηχανές NC να αποκτήσουν ενσωματωμένο ηλεκτρονικό υπολογιστή ο οποίος είναι πλέον υπεύθυνος για τον έλεγχο και τη λειτουργία τους. Η  παρεμβολή Ηλεκτρονικού Υπολογιστή (Η/Υ), ανάμεσα στο χειριστή και στη  μονάδα ελέγχου της εργαλειομηχανής NC, καθιστά την ΝC μηχανή «ψηφιακά ελεγχόμενη και καθοδηγούμενη εργαλειομηχανή CNC» (βλ. Εικόνα 8.3). Τα πλεονεκτήματα που συγκεντρώνουν οι εργαλειομηχανές CNC έναντι των συμβατικών συνοψίζονται στα εξής:



	Αύξηση παραγωγικότητας.

	Μεγαλύτερη ακρίβεια κατεργασίας.

	Μείωση του χρόνου παραγωγής.

	Αυτοματοποίηση παραγωγής.

	Μείωση του νεκρού χρόνου.

	Βελτίωση στη ποιότητα των προϊόντων.

	Ενοποίηση παραγωγικής διαδικασίας.

	Δυνατότητα επικοινωνίας με το σύστημα προγραμματισμού παραγωγής.
 
	Ελαττώνονται οι πιθανότητες ατυχήματος.

	Αυτοματοποιημένη χρήση κοπτικών.

	Ευελιξία στη παραγωγή.

	Ενδεχόμενες αλλαγές στη γεωμετρία του τεμαχίου υιοθετούνται στην παραγωγή ευκολότερα.

	Δυνατότητα γραφικής απεικόνισης της κατεργασίας.
 
	Μείωση του κόστους σε ανθρώπινους πόρους.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8. 3 Γενική Άποψη εργαλειομηχανής CNC κατεργασίας ξύλου.



Τα βασικά μειονεκτήματα μιας εργαλειομηχανής CNC σε σχέση με μια NC είναι:


	Μεγάλο κόστος αρχικής επένδυσης.

	Αυξημένο κόστος συντήρησης του μηχανήματος.

	Χειρισμός του μηχανήματος από εξειδικευμένο προσωπικό.

	Μεγάλη πιθανότητα αντικατάστασης/ αναβάθμισης του υπάρχοντος λογισμικού CAD/CAM.

	Αυξημένο κόστος αποθεματικών Ά ύλης.



8.3 Προγραμματισμός εργαλειομηχανών αριθμητικού ελέγχου


Ο προγραμματισμός εργασιών σε μια εργαλειομηχανή αριθμητικού ελέγχου αποτελεί μια πολύ υπεύθυνη εργασία κατά την εκτέλεση της οποίας θα πρέπει ο μηχανικός-προγραμματιστής να λάβει υπόψη του μια σειρά από παραμέτρους. Οι παράμετροι αυτοί αφορούν τόσο την κατανόηση  της μορφολογίας του προς κατασκευή εξαρτήματος όσο και εκείνους που αφορούν τη λειτουργία και τις απαιτήσεις της εργαλειομηχανής αριθμητικού ελέγχου. Σημαντικό ρόλο για τις αποφάσεις που θα λάβει ο προγραμματιστεί αποτελούν και ο καθορισμός των συνθηκών κοπής του εξαρτήματος  σε συνάρτηση με το προς κατεργασία υλικό αλλά και ως προς τα εργαλεία κοπής που πρόκειται να χρησιμοποιηθούν. Όλα τα δεδομένα που μόλις περιεγράφηκαν θα πρέπει να συμπεριληφθούν στο «πρόγραμμα κατεργασίας εξαρτήματος»(Κεχαγιάς, Ι. 2009).


8.3.1 ISO - G code


Οι διάφορες διαταγές/εντολές που δίνονται σε μια εργαλειομηχανή αριθμητικού ελέγχου αποτελούν το «πρόγραμμα εξαρτήματος» το οποίο συντάσσεται σε μια συγκεκριμένη κωδική μορφή. Το πρόγραμμα εργασιών που συντάσσεται από τον προγραμματιστή/χειριστή του μηχανήματος ονομάζεται πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης. Το οποίο έχει τυποποιηθεί κατά ISO-646, αναγνωρίζεται από κάθε τύπο μηχανήματος αριθμητικού ελέγχου και είναι γνωστή με τον όρο γλώσσα μηχανής. Όλες οι απαιτούμενες κινήσεις που θα πρέπει να εκτελέσει η μηχανή θα πρέπει να περιέχονται στο πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης.
 
Οι εντολές/διαταγές που αναγνωρίζει μια μηχανή αριθμητικού ελέγχου έχουν χωριστεί σε δυο μεγάλες κατηγορίες. Η πρώτη κατηγορία αφορά προπαρασκευαστικές εντολές ή εντολές προετοιμασίας του μηχανήματος,  κύριο χαρακτηριστικό στην ονομασία αυτού του είδους των εντολών είναι η προσθήκη του γράμματος G  μπροστά από κάθε εντολή. Η προσθήκη του γράμματος G οδηγήσει  στην καθιέρωση ονομασίας αυτού του είδους εντολών ως «κώδικας G» (βλ. Πίνακα 8.1). Η δεύτερη κατηγορία εντολών αφορά λειτουργίες του μηχανήματος, κύριο χαρακτηριστικό στην ονομασία αυτού του είδους των εντολών είναι η προσθήκη του γράμματος M μπροστά από κάθε εντολή, για το λόγο αυτό ή κατηγορία εντολών είναι γνωστή ως «κώδικας Μ» (βλ. Πίνακα 8.2).




	Κωδικός
	Ερμηνεία




	G00
	Γραμμική  παρεμβολή με τη μέγιστη δυνατή πρόωση




	G01
	Γραμμική παρεμβολή με την επιθυμητή πρόωση




	G02
	Κυκλική παρεμβολή με κατεύθυνση σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του ρολογιού(CW)




	G03
	Κυκλική παρεμβολή με κατεύθυνση αντίθετη με τη φορά των δεικτών του ρολογιού (CCW)




	G17
	Κατεργασία στο επίπεδο ΧΥ




	G18
	Κατεργασία στο επίπεδο ΖΧ




	G19
	Κατεργασία στο επίπεδο ΥΖ




	G20
	Διαστάσεις σε ίντσες 




	G21
	Διαστάσεις σε χιλιοστά




	G40
	Ακύρωση αντιστάθμισης κοπτικού




	G41
	Αντιστάθμιση κοπτικού αριστερά




	G42
	Αντιστάθμιση κοπτικού δεξιά




	G80
	Ακύρωση κύκλου διάνοιξης οπών




	G81
	Έναρξη κύκλου διάνοιξης οπών




	G90
	Ορισμός διαστάσεων με το απόλυτο σύστημα (απόλυτες συντεταγμένες)




	G91
	Ορισμός διαστάσεων με το σχετικό σύστημα (σχετικές συντεταγμένες)






Πίνακας 8.1 Βασικές εντολές προετοιμασίας (κώδικας G).




	Κωδικός
	Ερμηνεία




	M00
	Διακοπή προγράμματος




	M02
	Τέλος προγράμματος




	M05
	Ακινητοποίηση ατράκτου




	M06
	Αλλαγή κοπτικού εργαλείου




	M30
	Τερματισμός λειτουργίας 






Πίνακας 8.2 Βασικές εντολές λειτουργίας (κώδικας M).



8.3.1.1 Δομή του προγράμματος κατεργασίας εξαρτήματος


Κάθε ένα από τα στοιχεία του αντικειμένου (γραμμές, τόξα) υπαγορεύουν τις στοιχειώδεις διαδρομές που πρέπει να εκτελέσει το κοπτικό σε σχέση με το μορφοποιούμενο τεμάχιο.


Παράλληλα, η γεωμετρία του τεμαχίου ορίζει τις οριακές θέσεις κίνησης του κοπτικού οπότε και οι διαδοχικές κινήσεις του κοπτικού μεταξύ των προαναφερθέντων οριακών θέσεων κατά προδιαγεγραμμένο τρόπο έχουν σαν συνέπεια τη μορφοποίηση του τεμαχίου.


Στόχος κατά τον προγραμματισμό είναι να ορίσουμε με απόλυτη ακρίβεια τις διαδοχικές κινήσεις του κοπτικού με τέτοιο τρόπο ώστε να επιτυγχάνουμε κατεργασία στο βέλτιστο χρόνο, χρησιμοποιώντας τα κατάλληλα, κάθε φορά, κοπτικά.


Για την κατεργασία του τεμαχίου απαιτείται η σύνθεση σε κωδική μορφή αλγορίθμου κατεργασίας, που υπαγορεύεται από τη μορφολογία του τεμαχίου. Γενικά η κωδικοποίηση ενός αλγορίθμου μπορεί να γίνει σε κάποια από τις διατιθέμενες γλώσσες προγραμματισμού.


Ένα πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης σε γλώσσα μηχανής συντίθεται σε προτάσεις που συνιστούν ομάδες εντολών προς την εργαλειομηχανή. Κάθε πρόταση περιλαμβάνει έναν αριθμό λέξεων/εντολών που αποτελεί μια οδηγία προς την εργαλειομηχανή. Κάθε λέξη σχηματίζεται με αλφαβητικούς, αριθμητικούς (0-9) και άλλους ιδιαίτερους χαρακτήρες. 


Κάθε επιμέρους πρόταση, σε ένα πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης εισάγεται με το σύμβολο Ν και έναν αριθμό που υποδηλώνει τη σειρά της συγκεκριμένης πρότασης  στο πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης. Ο αριθμός αυτός ακολουθείται από τα υπόλοιπα στοιχεία/λέξεις με την εξής γενική σειρά:


	εντολές κίνησης ή προετοιμασίας (G)

	λέξεις που υποδηλώνουν διάσταση , κατά σειρά χρησιμοποιούνται ως εξής: X, Y, Z, A, B
 
	παράμετροι κυκλικής διαδρομής I, J, K

	ορισμός ταχύτητας

	εντολές λειτουργίας (Μ)





Οι μετακινήσεις του κοπτικού ορίζονται με τη χρήση της γραμμικής και κυκλικής παρεμβολής σύμφωνα με τον κώδικα G. Η γραμμική παρεμβολή πραγματοποιείται στους υποδεικνυόμενους άξονες και χαρακτηρίζεται από μια ευθύγραμμη μετατόπιση του κοπτικού εργαλείου (π.χ. G01 X10,Υ30,Z20).


Η κυκλική παρεμβολή πραγματοποιείται στο υποδεικνυόμενο επίπεδο  το οποίο εξορισμού είναι το ΧΥ και μπορεί να αλλάξει με τη χρήση των εντολών G17, G18, G19 (βλ. Πίνακας 8.1). Προκειμένου να ορίσουμε μια κυκλική παρεμβολή θα πρέπει να γνωρίζουμε την αρχή και το τέλος του τόξου καθώς και το κέντρο του. Η αρχή του τόξου είναι γνωστή καθώς αποτελεί και το τρέχων σημείο που βρίσκεται το κοπτικό. Το κέντρο του τόξου μπορεί να δοθεί είτε ορίζοντας την ακτίνα του τόξου είτε ορίζοντας ένα διάνυσμα που να μας οδηγεί από το αρχικό σημείο του τόξου στο κέντρο του. Κατά τον ορισμό του κέντρου του τόξου με τη χρήση διανύσματος αυτό θα δίνεται μέσω των συνιστωσών Ι, J που αντιστοιχούν στους άξονες Χ και Υ αντιστοίχως.
 

Εκτός από τις προπαρασκευαστικές εντολές κίνησης και προετοιμασία θα πρέπει στο πρόγραμμα να οριστούν και οι βοηθητικές λειτουργίες της μηχανής (κώδικας Μ). Υπάρχουν δεκάδες λειτουργίες σε κάθε CNC που η κάθε μια ελέγχεται από μια διεύθυνση τύπου Μ. Μία από τις πιο σημαντικές λειτουργίες αφορά την αλλαγή του κοπτικού εργαλείου. Έπειτα από την αναγραφή του κώδικα Μ06 ακολουθεί ο χαρακτήρας 'Τ' και ακολουθεί ο αριθμός του κοπτικού που αφορά ένα συγκεκριμένο κοπτικό (για παράδειγμα Τ05).


Στην πρώτη γραμμή κάθε πρόγραμμα κατεργασίας εισάγεται το σύμβολο %, η ύπαρξη του συμβόλου δηλώνει την εκκίνηση του εκάστοτε προγράμματος. Στη δεύτερη γραμμή δηλώνεται το όνομα του προγράμματος πριν από το όνομα του προγράμματος το σύμβολο ':'.  Για παράδειγμα, η αναγραφή :1000 δηλώνει ότι το 1000 είναι ο αριθμός του προγράμματος, να σημειωθεί ότι κάθε όνομα που δίνεται σε ένα πρόγραμμα θα πρέπει να είναι μοναδικό (Μπιλάλης, Ν. &  Μαραβελάκης, Ε. 2014) . 
 

8.3.2 ISO - G Code και CAD / CAM


Η σύνταξη ενός προγράμματος κατεργασίας εξαρτήματος είναι δυνατόν να υλοποιηθεί με δύο τρόπους:


α) Με το συμβατικό προγραμματισμό όπου ο προγραμματιστής - χειριστής του μηχανήματος ακολουθεί τις κωδικοποιημένες εντολές του κώδικα G και Μ ώστε να καταγράψει σε ένα κειμενογράφο το σύνολο των ενεργειών και των λειτουργιών που πρέπει να εκτελέσει η μηχανή αριθμητικού ελέγχου.


β) Με τη χρήση ενός συστήματος CAD/CAM όπου ο προγραμματιστής του μηχανήματος θα σχεδιάσει με τη χρήση του προγράμματος τη 2Δ ή 3Δ γεωμετρία του αντικειμένου θα ορίσει τα κοπτικά που θα χρησιμοποιηθούν στην κατεργασία, τις συνθήκες κοπής και στη συνέχεια με τη χρήση του κατάλληλου μετα-επεξεργαστή (post processor) θα δημιουργηθεί το πρόγραμμα κατεργασίας (κώδικας G) για την καθοδήγηση μιας εργαλειομηχανής CNC.


Η σημαντική συμβολή ενός προγράμματος CAD/CAM έγκειται στην αυτόματη δημιουργία του προγράμματος καθοδήγησης που συνήθως αποτελεί μια επίπονη εργασία για τον χειριστή του μηχανήματος, αλλά και στην δυνατότητα απόλυτου ελέγχου της λειτουργίας του μηχανήματος.


Τα σύγχρονα λογισμικά CAD/CAM δίνουν τη δυνατότητα στον προγραμματιστή να προσθέτει αλγεβρικές εξισώσεις από τις οποίες θα εξαρτώνται οι διαστάσεις  των υλοποιούμενων σχεδίων.  Για την σύνταξη των εξισώσεων ορίζονται αλφαριθμητικοί λατινικοί χαρακτήρες, οι οποίοι λειτουργούν ως παράμετροι του σχεδίου (όπως F, J, H1) με συγκεκριμένη αριθμητική τιμή.  Στόχος αποτελεί η αναπροσαρμογή  του σχεδίου με την μεταβολή των παραμέτρων. Προκειμένου η παραμετροποίηση να είναι αποτελεσματική, οι παράμετροι θα πρέπει να σχετίζονται με βασικές διαστάσεις του εξαρτήματος όπως το μήκος, το πλάτος, το πάχος αλλά και σε σχέση με άλλα κατασκευαστικά στοιχεία του εξαρτήματος που κρίνονται σημαντικά για την υλοποίηση του. 



8.4 Παραμετροποίηση σε λογισμικό CAD/CAM επιπλοποιίας


Κατά τη διαδικασία σχεδίασης κατασκευών επιπλοποιίας η εφαρμογή παραμέτρων είναι ιδιαίτερα ωφέλιμη, κυρίως επειδή η κατασκευή επίπλων όπως κουζίνας και ντουλάπας αποτελούνται από συναφής γεωμετρίας αντικείμενα τα οποία διαφοροποιούνται σε συγκεκριμένες διαστάσεις. Η ομαδοποίηση των επίπλων σε κατηγορίες και η εφαρμογή παραμετρικής σχεδίασης οδηγεί σε σημαντική εξοικονόμηση χρόνου κατά τη σχεδίαση αλλά και αποτελεσματικού ελέγχου της κατασκευής για την αποφυγή λαθών κατά την κατασκευή (Presman, R. & Williams, J.). 


Τα λογισμικά CAD/CAM πού χρησιμοποιούνται στην επιπλοποιεία χωρίζονται σε δυο μεγάλες κατηγορίες. Η πρώτη αφορά λογισμικά που συνοδεύουν τη μηχανή CNC και παρέχονται από τον εκάστοτε κατασκευαστή του μηχανήματος. Η δεύτερη κατηγορία περιλαμβάνει εμπορικά λογισμικά CAD/CAM γενικής χρήσης.


Στο παρόν κεφάλαιο  η εφαρμογή της παραμετροποίησης σε ένα λογισμικό CAD/CAM επιπλοποιίας θα παρουσιαστεί με τη χρήση του λογισμικού WoodWop το οποίο  συνοδεύει  CNC μηχανές της εταιρείας Homag. Μια γενική άποψη του περιβάλλοντος εργασίας του λογισμικού παρουσιάζεται στην Εικόνα 8.4. Συνοπτικά το λογισμικό χωρίζεται στις ακόλουθες περιοχές:
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Εικόνα 8.4 Επιφάνεια εργασίας λογισμικού WoodWop.




	Βασικό μενού, τα δύο πρώτα πτυσσόμενα μενού εντολών File, Edit αναφέρονται κυρίως στη δημιουργία και διαχείριση των αρχείων του προγράμματος τα οποία έχουν κατάληξη .mpr. Το μενού View περιέχει εργαλεία που μας βοηθούν να προβάλουμε τα δεδομένα του αρχείου όπως κοπτικά εργαλεία, επίπεδα σχεδίασης, σύστημα συντεταγμένων.


Στο μενού Contours περιλαμβάνονται όλα τα βασικά εργαλεία δισδιάστατης σχεδίασης όπως line, arc αλλά και τοπικών μεταβολών όπως round, chamfer  τα οποία είναι διαθέσιμα και από το μενού F6. Το μενού Macros περιέχει εργαλεία ορισμού κοπτικών εργαλείων, τρυπανιών, δίσκων κ.α. Στο  μενού Generate εμπεριέχονται οι κατάλληλες εντολές για την μετατροπή του σχεδίου μας σε γλώσσα μηχανής (NC code).



	Δενδρική αναπαράσταση μοντέλου, αποτελεί μια δενδρική ιεραρχική λίστα προβολής των στοιχείων σχεδίασης ή κατασκευής που χρησιμοποιούμε για την υλοποίηση της κατασκευής.


	Οριζόντια μπάρα εργαλείων, κάθε μπάρα εργαλείων που επιλέγουμε εδώ αναπτύσσεται στην κάθετη μπάρα εργαλείων στη δεξιά πλευρά της οθόνης. Στην οριζόντια μπάρα εμπεριέχονται όλα τα βασικά εργαλεία σχεδίασης, ορισμού κοπτικών, ορισμού μεταβλητών, προβολής επιπέδων κατασκευής.


	Κάθετη μπάρα εργαλείων, εμφανίζονται οι εντολές που ενεργοποιούνται από την οριζόντια μπάρα εργαλείων.
 

	Γραφική απεικόνιση εξαρτήματος, το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (γκρι χρώμα) αναπαριστά το προς κατεργασία τεμάχιο πάνω στο οποίο θα οριστεί η διαδρομή κοπής και τα υπόλοιπα στοιχεία για την υλοποίηση του εξαρτήματος.


	Εισαγωγή δεδομένων του σχεδίου και της κατεργασίας, ανάλογα με την διαδικασία που εκτελούμε (για παράδειγμα σχεδίαση διαδρομής κοπής) εμφανίζονται τα ανάλογα πεδία εισαγωγής δεδομένων. Τα δεδομένα είτε αφορούν συντεταγμένες σημείων που ορίζουν τη διαδρομή κοπής, είτε δηλώσεις κοπτικών και ορισμό συνθηκών κοπής.


	Λίστα παραμέτρων/μεταβλητών, στον πίνακα εμφανίζονται όλοι οι παράμετροι που έχουν οριστεί από το σύστημα και από το χρήστη. Εξ’ ορισμού το σύστημα χρησιμοποιεί παραμέτρους για το μήκος, το πλάτος και το πάχος του προς κατεργασία τεμαχίου.




8.4.1 Ορισμός Μεταβλητών σε τυπικό λογισμικό CAD/CAM


Στις διάφορες κατεργασίες ξύλου, είναι σύνηθες το φαινόμενο να απαιτείται αλλαγή στις εξωτερικές διαστάσεις της κατασκευής ενώ παράλληλα να διατηρείται μια σταθερή αναλογία διαστάσεων στην υπόλοιπη κατασκευή. Για παράδειγμα, σε μια ξύλινη πόρτα μπορεί οι εξωτερικές διαστάσεις της να ποικίλουν ανάλογα με το διαθέσιμο πλάτος και ύψος του χώρου που θα τοποθετηθεί, όμως το σχέδιο του ταμπλά θα πρέπει να διατηρεί μια σταθερή αναλογία και να αναπροσαρμόζεται ανάλογα με τις εξωτερικές διαστάσεις του κουφώματος.


Το λογισμικό WoodWop παρέχει τη δυνατότητα δημιουργίας σχεδίων κοπής τα οποία να είναι ορισμένα με τέτοιο τρόπο ώστε να υπάρχει αλληλεξάρτηση ανάμεσα στις διαφορετικές οντότητες του σχεδίου. Για να γίνει αντιληπτή η αλληλεξάρτηση ανάμεσα στις οντότητες του σχεδίου ορίζονται κατάλληλες μεταβλητές/παράμετροι. Με τη χρήση μεταβλητών, οι τιμές που ορίζουμε στο σχέδιο μας δεν είναι πραγματικοί αριθμοί αλλά χαρακτήρες. Η χρήση μεταβλητών προσδίδει στο σχέδιο μεγάλη ευελιξία και εξοικονομείται σημαντικός χρόνος κατά τη διαδικασία σχεδίασης. 


Για να ορίσουμε μεταβλητές στο λογισμικό θα πρέπει να ενεργοποιήσουμε το πεδίο των μεταβλητών (βλ. Εικόνα 8.5). Ο πίνακας των μεταβλητών ενεργοποιείται με τη χρήση του πλήκτρου F2 από το πληκτρολόγιο.
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Εικόνα 8.5 Πίνακας εισαγωγής παραμέτρων.



Το WoodWop δημιουργεί τρείς μεταβλητές και ορίζονται με τους χαρακτήρες L (μήκος),B (πλάτος),D (πάχος). Στον πίνακα των μεταβλητών δίνεται η δυνατότητα να οριστούν και άλλες μεταβλητές ώστε τελικά το σχέδιο να είναι παραμετρικά ορισμένο. Πρακτικά, αυτό σημαίνει ότι κατά τη διαδικασία σχεδίασης οι συντεταγμένες των σημείων θα ορίζονται παραμετρικά. Στην Εικόνα 8.5 παρατηρούμε ότι στη στήλη Variable περιέχονται οι χαρακτήρες που έχουν οριστεί και στη στήλη Value περιέχονται οι αντίστοιχες τιμές για καθεμία παράμετρο. Τα ονόματα των παραμέτρων ορίζονται με λατινικούς χαρακτήρες και θα πρέπει να αποφεύγονται ονόματα  χαρακτήρων που αντιστοιχούν στους βασικούς άξονες του συστήματος συντεταγμένων (Χ,Υ,Ζ,I,J). Όταν ορίζουμε σχετικές συντεταγμένες πρέπει μπροστά από την παράμετρο να χρησιμοποιούμε το σύμβολο '@'.


8.4.2 Βασικά εργαλεία σχεδίασης σε λογισμικό CAD/CAM Επιπλοποιίας



Ο σχεδιαστής/προγραμματιστής ενός CNC θα πρέπει να ορίσει τη διαδρομή κοπής που πρόκειται να ακολουθήσει το κοπτικό κατά την κατεργασία. Ο ορισμός  της διαδρομής κοπής είναι δυνατό να οριστεί με δυο τρόπους. Ο πρώτος είναι να εισαχθεί το σχέδιο του εξαρτήματος από ένα πρόγραμμα CAD ή CAD/CAM. Ο δεύτερος τρόπος είναι να αξιοποιηθούν τα εργαλεία σχεδίασης του προγράμματος CAD/CAM που θα χρησιμοποιηθεί για τον προγραμματισμό και την καθοδήγηση της μηχανής CNC (Ντιντάκης, Ι. 2013).


Όπως αναφέρθηκε και προηγούμενα το WoodWop αποτελεί ένα λογισμικό Cad/Cam. Με τη χρήση των διαθέσιμων σχεδιαστικών εντολών του λογισμικού είναι δυνατό να σχεδιάσουμε τη γεωμετρία της κατεργασίας που επιθυμούμε να υλοποιήσουμε. Η ενεργοποίηση των σχεδιαστικών εντολών πραγματοποιείται με τη χρήση του κουμπιού [image: a1]  που βρίσκεται στην οριζόντια μπάρα εργαλείων, εναλλακτικά πατάμε το πλήκτρο F6 του πληκτρολογίου. Με τη χρήση του κουμπιού εμφανίζεται στα δεξιά της οθόνης η μπάρα με τα εργαλεία σχεδίασης (βλ Εικόνα 8.6). Η πρώτη εντολή σχεδίασης που ονομάζεται  starting point αποτελεί ουσιαστικό το σημείο εκκίνησης της κατεργασίας. Παρατηρούμε ότι ξεκινώντας τη διαδικασία της σχεδίασης το starting point είναι το μοναδικό ενεργό εργαλείο. Αν δεν οριστεί το σημείο αυτό δεν είναι δυνατό να προχωρήσουμε στη διαδικασία ορισμού της κατεργασίας.


Έστω, ότι επιθυμούμε να σχεδιάσουμε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο το οποίο θα έχει διαστάσεις 900 mm x 400 mm και θα απέχει αμφίπλευρα από τις εξωτερικές πλευρές του αρχικού τεμαχίου (με διαστάσεις 1000 mm x 500 mm) 50 mm.  Οι συντεταγμένες του starting point θα πρέπει να είναι (50,50). Επιλέγοντας την εντολή starting point  θα πρέπει να εισάγουμε τις συντεταγμένες του starting point στα αντίστοιχα πεδία (βλ. Εικόνα 8.6). Για να ολοκληρωθεί η διαδικασία εισαγωγής του σημείου πατάμε το κουμπί [image: a2]. Αν επιθυμούμε να ορίσουμε το starting point με τη χρήση μεταβλητών θα εισάγαμε μια ακόμα μεταβλητή με τη   χρήση ενός χαρακτήρα, για παράδειγμα R, στη στήλη variables και στη στήλη value θα εισάγαμε την τιμή 50.
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Εικόνα 8.6 Μπάρα εργαλείων σχεδίασης.




Με αυτή τη μέθοδο όταν εισάγουμε τις συντεταγμένες του αρχικού σημείο δεν θα χρησιμοποιήσουμε αριθμητικές τιμές (βλ. Εικόνα 8.7), αλλά θα εισάγουμε το όνομα της μεταβλητής (R) στο πεδίο των συντεταγμένων (βλ. Εικόνα 8.8). Μετά την εισαγωγή του starting point παρατηρούμε ότι ενεργοποιούνται και τα υπόλοιπα εργαλεία σχεδίασης.
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Εικόνα 8.7 Ορισμός συντεταγμένων σημείου με αριθμητικές τιμές.
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Εικόνα 8.8 Ορισμός συντεταγμένων σημείου με παραμέτρους.




Με τη χρήση του εργαλείου straights [image: a3]παρέχεται η δυνατότητα να σχεδιάσουμε ευθύγραμμα τμήματα. Επιλέγοντας το εργαλείο   εμφανίζεται ένα πτυσσόμενο μενού  με δύο εντολές. Η πρώτη  είναι η εντολή «line end point» [image: a4] με τη χρήση της οποίας σχεδιάζεται ένα ευθύγραμμο τμήμα ορίζοντας τις συντεταγμένες του σημείου τέλους του ευθυγράμμου τμήματος. Οι συντεταγμένες του σημείου αρχής του ευθυγράμμου τμήματος ορίζονται από το προηγμένο εισηγμένο σημείο.
 

Με τη χρήση της δεύτερης εντολής «line length/angle» [image: a5] προκειμένου να σχεδιάσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα θα πρέπει να εισάγουμε το μήκος του αλλά και τη γωνία που διαγράφεται από το ευθύγραμμο τμήμα και τον άξονα Χ. Για τον ορισμό των συντεταγμένων του σημείου τέλους του ευθυγράμμου τμήματος, στην πρώτη εντολή χρησιμοποιούμε καρτεσιανές συντεταγμένες, ενώ στη δεύτερη εντολή πολικές συντεταγμένες. Αν επιθυμούμε να εισάγουμε το ευθύγραμμο τμήμα με τη χρήση μεταβλητών θα ακολουθήσουμε τη διαδικασία που περιγράψαμε παραπάνω.


Εκτός από ευθύγραμμα τμήματα μπορούμε να σχεδιάσουμε και τόξα κύκλου. Η σχεδίαση τόξων επιτυγχάνεται με τη χρήση του εργαλείου Arcs [image: a6]. Με την επιλογή του εργαλείου arcs εμφανίζονται ένα πτυσσόμενο μενού όπου περιέχονται τέσσερις διαφορετικοί τρόποι για τον ορισμό ενός τόξου κύκλου. Όπως είναι γνωστό για να σχεδιάσουμε ένα τόξο θα πρέπει να έχουμε στη διάθεση μας ένα από τα παρακάτω σετ δεδομένων:


	Το σημείο τέλους του τόξου καθώς και την ακτίνα του. Προκειμένου να εισάγουμε αυτά τα δεδομένα θα πρέπει να επιλέξουμε από το πτυσσόμενο μενού το εργαλείο Arc radius/End point [image: a7].

	Το κέντρο του τόξου και το σημείο τέλους του τόξου. Προκειμένου να εισάγουμε αυτά τα δεδομένα θα πρέπει να επιλέξουμε από το πτυσσόμενο μενού το εργαλείο Arc center/End point [image: a8].

	Την κατεύθυνση του τόξου, το σημείο τέλους και τη γωνία εκκίνησης. Προκειμένου να εισάγουμε αυτά τα δεδομένα θα πρέπει να επιλέξουμε από το πτυσσόμενο μενού το εργαλείο Arc direction/End point/Angle [image: a9].

	Το σημείο τέλους και ένα σημείο στην περιφέρεια του τόξου. Προκειμένου να εισάγουμε αυτά τα δεδομένα θα πρέπει να επιλέξουμε από το πτυσσόμενο μενού το εργαλείο Arc 3 points [image: a10].



8.4.2.1 Δημιουργία τοπικών μεταβολών


Κατά τη σχεδίαση της διαδρομής κοπής  είναι πολύ πιθανό οι ακμές που δημιουργούνται από δύο συνεχόμενα ευθύγραμμα τμήματα να υποστούν στρογγύλευση  ή λοξοτομή. Επιλέγοντας το εργαλείο Rounding/Chamfering/Split [image: a11] εμφανίζεται το πτυσσόμενο μενού εντολών από το οποίο μπορούμε να δημιουργήσουμε τοπικές μεταβολές. Προκειμένου να δημιουργήσουμε μια στρογγύλευση ακμής θα πρέπει να έχουμε σχεδιάσει δύο ευθύγραμμα τμήματα. Στο σημείο τομής των δύο τμημάτων δημιουργείται στρογγύλευση με συγκεκριμένη ακτίνα (βλ. Εικόνα 8.9) χρησιμοποιώντας εργαλείο rounding. 
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Εικόνα 8.9 Στρογγύλευση με συγκεκριμένη ακτίνα.




Η δεύτερη τοπική μεταβολή αφορά το σπάσιμο ακμής  (λοξοτομή) η εντολή εκτελείται στο σημείο τομής δύο ευθύγραμμων τμημάτων με συγκριμένο μήκος και γωνία (βλ. Εικόνα 8.10) και υλοποιείται με τη χρήση του εργαλείου chamfering. [image: a12]     
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Εικόνα 8.10 Λόξοτομή με χρήση εργαλείου chamfering.




Μια τρίτη τοπική λειτουργία σχετίζεται την αναγκαιότητα εισαγωγής του κοπτικού σε ένα συγκεκριμένο σημείο της διαδρομής κοπής το οποίο μπορεί να μην αποτελεί το σημείο αρχής η τέλους ενός ευθυγράμμου τμήματος. Σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το εργαλείο split [image: a13], το οποίο μας παρέχει ακριβώς τη δυνατότητα να μοιράσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δύο τμήματα. Προκειμένου να εκτελεστεί η εντολή, το πρόγραμμα μας ζητάει να ορίσουμε τη θέση που θα εφαρμοστεί το split, ορίζοντας μια απόσταση από το σημείο αρχής του ευθυγράμμου τμήματος (βλ. Εικόνα 8.11). 
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Εικόνα 8.11 Η εντολή split.




8.4.3 Βασικά εργαλεία προγραμματισμού κέντρου εργασίας CNC σε λογισμικό CAD/CAM επιπλοποιίας (WoodWop)

‘Επειτα από τη σχεδίαση της διαδρομής κοπής θα πρέπει να εισάγουμε τα κατάλληλα κοπτικά ώστε να υλοποιηθεί η κατεργασία. Παράλληλα με τον ορισμό των κοπτικών θα πρέπει να ορίσουμε και τις συνθήκες κοπής όπως, βάθος κοπής, βήμα κατεργασίας, ταχύτητα πρόωσης κ.α. Προκειμένου να εισάγουμε όλα τα παραπάνω θα πρέπει να επιλέξουμε το εργαλείο Processes [image: a14] από την οριζόντια μπάρα εργαλείων οπότε και εμφανίζεται η κάθετη μπάρα εργαλείων με όλα τα διαθέσιμα εργαλεία. Εναλλακτικά πατάμε το πλήκτρο F7 από το πληκτρολόγιο μας.


8.4.3.1 Ορισμός κοπτικών τύπου Router

Τα κοπτικά εργαλεία τύπου router εισάγονται με τη χρήση του εργαλείου Routing [image: a15] το οποίο βρίσκεται στην κάθετη μπάρα εργαλείων F7. Σε ένα κέντρο κατεργασίας τριών αξόνων χρησιμοποιείται το κάθετο router. Από το πτυσσόμενο μενού που εμφανίζεται, με την επιλογή του εργαλείου, επιλέγουμε το εικονίδιο  Insert Contour Routing [image: a16]. Με την επιλογή του εργαλείου ενεργοποιούνται ο πίνακας εισαγωγής των στοιχείων του router (βλ. Εικόνα 8.12).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.12 Ο πίνακας εισαγωγής στοιχείων του router.



Αρχικά θα πρέπει τη χρήση των κουμπιών Start και End να ορίσουμε το σημείο εισόδου και του σημείου εξόδου του εργαλείου. Οι επιλογές 1:0 και 1:3 (βλ. Εικόνα 8.12) δηλώνουν ότι το κοπτικό θα ξεκινήσει  την κατεργασία στο σημείο 1:0 και θα την ολοκληρώσει στο σημείο 1:3. Στα πεδία approach και withdrawal θα πρέπει να ορίσουμε τον τρόπο προσέγγισης και απομάκρυνσης του κοπτικού από το τεμάχιο. Υπάρχουν τρείς διαφορετικοί τρόποι που μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε: εφαπτομενικά, πλευρικά και κάθετα. Η επιλογή της μεθόδου που θα χρησιμοποιήσουμε εξαρτάται από τη φύση της κατεργασίας. Στο πεδίο side θα πρέπει να ορίσουμε αν το κέντρο του κοπτικού θα διέρχεται από το κέντρο της διαδρομής που ορίσαμε, επίσης μπορεί να διέρχεται δεξιά ή αριστερά από αυτή. Όταν  επιλέξουμε να διέρχεται το κοπτικό δεξιά ή αριστερά της διαδρομής κοπής ενεργοποιείται αυτόματα το πεδίο Clearance όπου θα πρέπει να ορίσουμε αν επιθυμούμε η επιφάνεια του κοπτικού να εφάπτεται στη διαδρομή κοπής (οπότε η τιμή στο πεδίο είναι 0). Εάν επιθυμούμε να αφήσουμε ένα συγκεκριμένο πάχος υλικού, ακατέργαστο, ανάμεσα στη διαδρομή κοπής και την περιφέρεια του κοπτικού  θα πρέπει να εισάγουμε το πάχος του υλικού στο πεδίο clearance. Στο πεδίο Z dimension θα πρέπει να ορίσουμε το βάθος μέχρι το οποίο θα κατεργαστεί την επιφάνεια το κοπτικό.  Στο πεδίο Feed θα πρέπει να ορίσουμε την ταχύτητα πρόωσης του κοπτικού και στο πεδίο Tool το όνομα του κοπτικού. 

 
8.4.3.2 Ορισμός κάθετων τρυπανιών

Η άτρακτος των σύγχρονων κέντρων κατεργασίας υποστηρίζει τη χρήση κάθετων και οριζόντιων τρυπανιών. Στην κάθετη μπάρα εργαλείων επιλέγοντας το εργαλείο drilling [image: a17] παρέχεται η δυνατότητα εισαγωγής κάθετων ή οριζόντιων τρυπανιών.
 
Προκειμένου, να εισάγουμε κάθετα τρυπάνια επιλέγουμε το εργαλείο vertical drilling [image: a18]. Με την επιλογή του εργαλείου εμφανίζεται ένα πλαίσιο διαλόγου όπως στην Εικόνα 8.13. Αρχικά με τη χρήση των πεδίων Xstart και Ystart θα πρέπει να ορίσουμε τις συντεταγμένες του σημείου το οποίο ορίζει το κέντρο εισαγωγής του τρυπανιού. Στο πεδίο Mode υπάρχουν οι εξής επιλογές:


	Λειτουργία μηχανής Slow – fast to depth, σημαίνει ότι όταν το τρυπάνι θα ξεκινήσει τη διάτρηση θα κινηθεί με χαμηλότερη πρόωση από εκείνη με την οποία θα ολοκληρώσει τη διάτρηση. Η λειτουργία αυτή είναι απαραίτητο να επιλέγεται όταν θέλουμε να κάνουμε διάτρηση σε μια επιφάνεια με επικάλυψη.  Επίσης, το βάθος της οπής θα πρέπει να είναι συγκεκριμένο, δηλαδή, η οπή θα είναι τυφλή. 

	Λειτουργία μηχανής fast –fast to depth. Όταν επιθυμούμε να δημιουργηθεί μια οπή σε συγκεκριμένο βάθος και σε μια επιφάνεια η οποία δεν έχει επικάλυψη (για παράδειγμα σε μασίφ ξύλο) τότε θα επιλέξουμε αυτή τη λειτουργία μηχανής. Η ταχύτητα πρόωσης θα παραμένει σταθερή κατά τη διάρκεια της διάτρησης.

	Λειτουργία μηχανής slow–fast–slow through. Όταν πρέπει να δημιουργηθεί μια οπή διαμπερείς και η κατεργαζόμενη επιφάνεια έχει επενδυθεί και από στις δύο πλευρές θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί η εν λόγω λειτουργία. Η ταχύτητα πρόωσης θα είναι μειωμένη κατά την διάρκεια εισαγωγής και απομάκρυνσης του τρυπανιού από την κατεργαζόμενη επιφάνεια. Όταν το κοπτικό έχει εισέλθει στην κατεργαζόμενη επιφάνεια η ταχύτητα πρόωσης θα είναι η μέγιστη.

	Λειτουργία fast-fast-fast through. Με την επιλεγμένη λειτουργία μηχανής θα δημιουργηθεί μια διαμπερείς οπή και η ταχύτητα πρόωσης θα είναι η μέγιστη σε όλη τη διάρκεια της κατεργασίας. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.13 Πλαίσιο διαλόγου vertical drilling.



Στο πεδίο depth (βλ. Εικόνα 8.13) ορίζουμε το απαιτούμενο βάθος της οπής. Όταν έχουμε επιλέξει λειτουργία μηχανής όπου η οπή που θα δημιουργηθεί είναι διαμπερείς το πεδίο αυτό είναι ανενεργό. 

Στο πεδίο Diam ορίζουμε τη διάμετρο που θέλουμε να έχει η οπή που θα δημιουργηθεί.

Στο πεδίο Number εισάγουμε τον αριθμό των όποιων οπών που θα δημιουργηθούν με την εκτέλεση της εντολής.

Στο πεδίο Matrix εισάγουμε την απόσταση που θα έχουν οι οπές μεταξύ τους. Όταν επιθυμούμε να δημιουργήσουμε μόνο μια οπή τότε το συγκεκριμένο πεδίο είναι ανενεργό.

Στο πεδίο Angle εισάγουμε τη γωνία που θα σχηματιστεί μεταξύ των οπών που θα δημιουργηθούν και του άξονα Χ (βλ. Εικόνα 8.14).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.14 Οι τέσσερις οπές έχουν τοποθετηθεί με γωνία 45˚.



8.4.3.3 Ορισμός οριζόντιων τρυπανιών


Η εισαγωγή των οριζόντιων τρυπανιών επιτυγχάνετε με τη χρήση του εργαλείου horizontal drilling [image: a19]. Με την επιλογή του εργαλείου εμφανίζεται  το πλαίσιο διαλόγου όπως στην Εικόνα 8.15. Τα πεδία Xstart, Ystart, Diam., Depth, Number, Angle και Matrix έχουν την ίδια χρήση όπως τα αντίστοιχα που παρουσιάστηκαν κατά την εισαγωγή κάθετων τρυπανιών. 

Καθώς οι οριζόντιες οπές τοποθετούνται στα  σό.κορο θα πρέπει να ορίζουμε στο πεδίο Ζ τη θέση των οπών κατά αυτόν τον άξονα (βλ. Εικόνα 8.15).

Στο πεδίο Mode ορίζουμε τη διεύθυνση που θα έχουν οι οπές στους άξονες Χ και Υ. Για παράδειγμα αν θέλουμε οι οπές να τοποθετηθούν όπως στην Εικόνα 8.16 θα πρέπει να επιλέξουμε τη λειτουργία Υ-. Ενώ αν θέλουμε οι οπές να τοποθετηθούν όπως στην Εικόνα 8.17 θα πρέπει να επιλέξουμε τη λειτουργία Υ+.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.15 Πλαίσιο διαλόγου vertical drilling.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.16 Οπές λειτουργία Υ-.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.17 Οπές λειτουργία Υ+.



8.4.3.3 Ορισμός κειμένου για χάραξη ή κοπή


Η εισαγωγή κειμένου στο λογισμικό επιτυγχάνεται μέσω του εργαλείου polygon definition trimming [image: a20], το οποίο βρίσκεται στο πτυσσόμενο μενού του εργαλείου Routing. Με την επιλογή του εργαλείου ενεργοποιείται το ανάλογο πλαίσιο διαλόγου (βλ. Εικόνα 8.18). Με τη χρήση του εργαλείου polygon definition search [image: a21] έχουμε τη δυνατότητα από τη λίστα που εμφανίζεται να επιλέξουμε ποιο γράμμα θέλουμε να εισάγουμε στο σχέδιο μας. Για παράδειγμα, αν θέλουμε να εισάγουμε το γράμμα C θα επιλέξουμε από τη λίστα το gc.ply. Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία έως ότου εισάγουμε όλο το κείμενο που επιθυμούμε. Στα πεδία Xposition και Yposition δηλώνουμε το σημείο που θέλουμε να εισάγουμε το κείμενο. Στα πεδία length και width ορίζουμε τις διαστάσεις για το κάθε γράμμα που εισάγουμε, ενώ στο πεδίο angle δηλώνουμε τη γωνία εισαγωγής του. Στο πεδίο Depth ορίζουμε το βάθος κατεργασίας του κειμένου, ενώ το κοπτικό εργαλείο που θα χρησιμοποιηθεί δηλώνεται στο πεδίο Tool. Στο πεδίο Side μπορούμε  να ορίσουμε αν το κοπτικό θα βρίσκεται δεξιά ή αριστερά της διαδρομής κοπής ή αν το κέντρο του θα βρίσκεται ακριβώς πάνω σε αυτή. Ενώ, στο πεδίο Feed ορίζουμε την ταχύτητα κατεργασίας του κοπτικού.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.18 Πλαίσιο διαλόγου για εισαγωγή κειμένου.



Εναλλακτικά, μπορούμε να εισάγουμε ένα κείμενο χρησιμοποιώντας το βοηθητικό πρόγραμμα γραφής Wood Type. Επιλέγοντας το Wood type εμφανίζεται ένας κειμενογράφος (βλ. Εικόνα 8.19) όπου μπορούμε στο παράθυρο «enter the text here» να εισάγουμε το κείμενο που επιθυμούμε. Χρησιμοποιώντας τα εργαλεία διαμόρφωσης του ορίζεται η γραμματοσειρά και το ύψος του κειμένου. Όταν ολοκληρώσουμε τη διαμόρφωση του κειμένου αποθηκεύουμε το αρχείο στον προεπιλεγμένο φάκελο (ml4). Το αρχείο δεν θα πρέπει να αποθηκευτεί με τη χρήση Ελληνικών χαρακτήρων, επιτρέπεται η χρήση μόνο λατινικών χαρακτήρων. Το κείμενο που δημιουργήσαμε μπορούμε να το εισάγουμε στο Woodwop με τη χρήση του εργαλείου polygon definition search.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.19 Πρόγραμμα γραφής WoodType.



8.4.3.4 Ορισμός δίσκου κοπής


 Ο ορισμός του δίσκου κοπής πραγματοποιείται με την επιλογή του εργαλείου [image: a22] Sawing από το πτυσσόμενο μενού επιλέγουμε το εργαλείο insert groove sawing [image: a23]. Στην Εικόνα 8.20 εμφανίζεται το πλαίσιο διαλόγου που ενεργοποιείται με επιλογή της εντολής. Στα πεδία Xstart και Ystart εισάγουμε τις συντεταγμένες του σημείου εισαγωγής του δίσκου, ενώ στα πεδία Xend και Yend εισάγουμε τις συντεταγμένες του σημείου εξαγωγής του δίσκου. Στο πεδίο side ορίζουμε αν ο δίσκος κατά την κοπή θα είναι πάνω στην διαδρομή κοπής ή θα βρίσκεται δεξιά ή αριστερά από αυτή. 

Στο πεδίο mode ορίζουμε το σημείο εισαγωγής του δίσκου ανάλογα με το μήκος της κοπής που επιθυμούμε. Τέλος, στο πεδίο Depth ορίζουμε το βάθος κοπής και δεξιά του πεδίου ορίζουμε την κατεύθυνση περιστροφής του δίσκου κατά την κοπή.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.20 Πλαίσιο διαλόγου ορισμού δίσκου κοπής.



Λυμένες ασκήσεις



	Να δημιουργηθεί ένα πρόγραμμα κατεργασίας με τη χρήση του κώδικα G. Η κατεργασία αφορά τη κίνηση του κοπτικού εργαλείου με γραμμική παρεμβολή σχηματίζοντας το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ (βλ. Εικόνα 8.21). Το σημείο Α αποτελεί το σημείο εκκίνησης της γραμμικής παρεμβολής και το Δ είναι το τελικό σημείο. Τα δεδομένα για την εκτέλεση της κατεργασίας είναι τα εξής:

	Όνομα προγράμματος, 1000

	Το κοπτικό εργαλείο που θα χρησιμοποιηθεί έχει τον αριθμό 100

	Η ταχύτητα κοπής είναι 1200 στροφές /λεπτό

	Το βάθος κοπής είναι 3 χιλιοστά

	Οι συντεταγμένες των σημείων είναι ορισμένες με απόλυτο τρόπο

	Οι διαστάσεις είναι σε χιλιοστά






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.21 Σχέδιο 1ου Παραδείγματος.



Λύση:


Το πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης θα δημιουργηθεί με τη χρήση των προπαρασκευαστικών εντολών του κώδικα G και των λειτουργιών του μηχανήματος (κώδικας Μ).




	%
	(Εκκίνηση προγράμματος)




	:1001
	(Όνομα προγράμματος 1001)




	N01 G90 G21 G17
	(Απόλυτες συντεταγμένες, οι διαστάσεις σε χιλιοστά, κατεργασία στο επίπεδο ΧΥ)




	N02 M06 T100
	(Χρήση του κοπτικού με αριθμό 100)




	N03 S1200
	(Η ταχύτητα κοπής είναι 1200 στροφές/λεπτό)




	N04 G00 X30,Y30, Z20
	(Μεταφορά της ατράκτου στο σημείο Α)




	N05 G00 Z2.0
	(Το κοπτικό απέχει 2χιλ πάνω από την επιφάνεια κατεργασίας)




	N06 G01 Z-3
	(Γραμμική παρεμβολή με κατεργασία το κοπτικό κινείται με την καθορισμένη ταχύτητα και βυθίζεται 3mm, όσο το βάθος κοπής)




	N07 G01 X170
	(Γραμμική παρεμβολή με κατεργασία έως το σημείο Β)




	N08 G01 Y120
	(Γραμμική παρεμβολή με κατεργασία έως το σημείο Γ)




	N09 G01 X30
	(Γραμμική παρεμβολή με κατεργασία έως το σημείο Δ)




	N10 G01 Y30 
	(Γραμμική παρεμβολή με κατεργασία έως το σημείο A)




	N11 G00 Z50
	(Απομάκρυνση του κοπτικού, κατά τον άξονα Ζ,  από την επιφάνεια του τεμαχίου)




	N12 G00 X0, Y0
	(Μεταφορά της ατράκτου στο σημείο μηδέν (Μ))




	N13 M05
	(Τέλος του προγράμματος)




	N14 M30
	(Κλείσιμο του μηχανήματος)








	Να δημιουργηθεί ένα πρόγραμμα κατεργασίας με τη χρήση του κώδικα G. Η κατεργασία αφορά τη κίνηση του κοπτικού εργαλείου με γραμμική και κυκλική  παρεμβολή σχηματίζοντας το σχήμα ΑΒΓΔ (βλ. Εικόνα 8.22). Το σημείο Α αποτελεί το σημείο εκκίνησης της κατεργασίας και το Δ είναι το τελικό σημείο. Τα δεδομένα για την εκτέλεση της κατεργασίας είναι τα εξής:

	Όνομα προγράμματος, 1100

	Το κοπτικό εργαλείο που θα χρησιμοποιηθεί έχει τον αριθμό 110

	Η ταχύτητα κοπής είναι 1400 στροφές /λεπτό

	Το βάθος κοπής είναι 2 χιλιοστά

	Οι συντεταγμένες των σημείων είναι ορισμένες με απόλυτο τρόπο

	Οι διαστάσεις είναι σε χιλιοστά






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 8.22 Σχέδιο 2ου Παραδείγματος.



Λύση:


Το πρόγραμμα ψηφιακής καθοδήγησης θα δημιουργηθεί με τη χρήση των προπαρασκευαστικών εντολών του κώδικα G και των λειτουργιών του μηχανήματος (κώδικας Μ). 




	%
	(Εκκίνηση προγράμματος)




	:1100
	(Όνομα προγράμματος 1100)




	N01 G90 G21 G17
	(Απόλυτες συντεταγμένες, οι διαστάσεις σε χιλιοστά, κατεργασία στο επίπεδο ΧΥ)




	N02 M06 T110
	(Χρήση του κοπτικού με αριθμό 110)




	N03 S1400
	(Η ταχύτητα κοπής είναι 1400 στροφές/λεπτό)




	N04 G00 X120, Y120, Z50
	(Μεταφορά της ατράκτου στο σημείο Α)




	N05 G00 Z2.0
	(Το κοπτικό απέχει 2χιλ πάνω από την επιφάνεια κατεργασίας)




	N06 G01 Z-2
	(Το κοπτικό εκτελεί κατεργασία με γραμμική παρεμβολή με την καθορισμένη ταχύτητα και βυθίζεται 2mm, όσο το βάθος κοπής)




	N07 G01 X1050
	(Εκτέλεση κατεργασίας έως το σημείο Β με γραμμική παρεμβολή)




	N08 G03 Χ1050, Y580, I0, J230
	(Κυκλική παρεμβολή, έως το σημείο Γ με φορά αντίθετη με τη φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού, ορισμός του σημείου Κ1 που  αποτελεί το κέντρο του τόξου, όπου I η σχετική απόσταση κατά τον άξονα Χ από το τρέχων σημείο (σημείο Β), όπου J η σχετική απόσταση κατά τον άξονα Υ από το τρέχων σημείο (σημείο Β))




	N09 G01 X120, Y580
	(Γραμμική παρεμβολή με κατεργασία έως το σημείο Δ)




	N10 G03 X12, Y120, I0, J-230  
	(Κυκλική παρεμβολή, έως το σημείο A με φορά αντίθετη με τη φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού, ορισμός του σημείου Κ2 που  αποτελεί το κέντρο του τόξου, όπου I η σχετική απόσταση κατά τον άξονα Χ από το τρέχων σημείο (σημείο Δ), όπου J η σχετική απόσταση κατά τον άξονα Υ από το τρέχων σημείο (σημείο Δ))




	N11 G00 Z50
	(Απομάκρυνση του κοπτικού, κατά τον άξονα Ζ,  από την επιφάνεια του τεμαχίου)




	N12 G00 X0, Y0
	(Μεταφορά της ατράκτου στο σημείο μηδέν (Μ))




	N13 M05
	(Τέλος του προγράμματος)




	N14 M30
	(Κλείσιμο του μηχανήματος)






	Δημιουργία ενός προγράμματος κατεργασίας με τη χρήση του κώδικα G. Η κατεργασία αφορά τη διάνοιξη οπών στο προς κατεργασία τεμάχιο (βλ. Εικόνα 8.23). Το σημείο Κ1 αποτελεί το κέντρο της πρώτης οπής που θα διανοιχτεί, το σημείο Κ6 αποτελεί το τελικό σημείο διάτρησης. Τα δεδομένα για την εκτέλεση της κατεργασίας είναι τα εξής:

	Όνομα προγράμματος, 1050

	Το τρυπάνι που θα χρησιμοποιηθεί έχει τον αριθμό 130

	Η ταχύτητα κοπής είναι 1600  στροφές/λεπτό

	Το βάθος διάτρησης είναι 15 χιλιοστά

	Οι συντεταγμένες των σημείων είναι ορισμένες με απόλυτο τρόπο

	Οι διαστάσεις είναι σε χιλιοστά (βλ. Εικόνα 8.23)
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Εικόνα 8.23 Σχέδιο 3ου Παραδείγματος.



Λύση:




	%
	(Εκκίνηση προγράμματος)




	:1050
	(Όνομα προγράμματος 1050)




	N01 G90 G21 G17
	(Απόλυτες συντεταγμένες, οι διαστάσεις σε χιλιοστά, κατεργασία στο επίπεδο ΧΥ)




	N02 M06 T130
	(Χρήση του κοπτικού με αριθμό 130)




	N03 S1600
	(Η ταχύτητα κοπής είναι 1600 στροφές/λεπτό)




	N04 G00 X20, Y20, Z30
	(Μεταφορά της ατράκτου στο σημείο Κ1)




	N05 G00 Z1.0
	(Το κοπτικό απέχει 1χιλ πάνω από την επιφάνεια κατεργασίας)




	N06 G81 Z-15 R5
	(Εκκίνηση του κύκλου διάνοιξης οπών με βάθος οπής 15χιλ, δημιουργία της πρώτης οπής με κέντρο το σημείο Κ1)




	N07 X40, Υ20
	(Δημιουργία της δεύτερης οπής με κέντρο το σημείο Κ2)




	N08 Χ60, Υ20
	(Δημιουργία της τρίτης οπής με κέντρο το σημείο Κ3)




	N09 Χ60, Υ40
	(Δημιουργία της τέταρτης οπής με κέντρο το σημείο Κ4)




	N10 Χ40, Υ40  
	(Δημιουργία της πέμπτης οπής με κέντρο το σημείο Κ5)




	N11 Χ20, Υ40
	(Δημιουργία της έκτης οπής με κέντρο το σημείο Κ6)




	N12 G00 X0, Y0
	(Μεταφορά της ατράκτου στο σημείο μηδέν (Μ))




	N13 M05
	(Τέλος του προγράμματος)




	N14 M30
	(Κλείσιμο του μηχανήματος)






	Παραμετρική σχεδίαση σε πρόγραμμα CAD/CAM επιπλοποιίας (WoodWop). Ορισμός ένα ορθογώνιου παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ (βλ. Εικόνα 8.24) με διαστάσεις 1000 x 500 mm. Οι διαστάσεις του τεμαχίου που θα χρησιμοποιηθεί για την κατεργασία είναι 1100 mm x 600 mm x 16 mm το οποίο στο πρόγραμμα απεικονίζεται με γκρι φόντο.
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Εικόνα 8.24 Σχέδιο 4ου Παραδείγματος.



Το λογισμικό δημιουργεί αυτόματα τις μεταβλητές L, B και D και τις αντιστοιχεί στο μήκος, το πλάτος και το πάχος του προς κατεργασία τεμαχίου. Όπως φαίνεται στην Εικόνα 8.10 το ορθογώνιο 1000 mm x 500 mm, που αποτελεί και τη διαδρομή κοπής, ισαπέχει 50 mm από τα όρια του τεμαχίου. Η απόσταση των 50 mm είναι σημαντική για την κατεργασία και θα πρέπει να αντιστοιχιστεί με μια μεταβλητή στη λίστα των μεταβλητών (βλ. Εικόνα 8.25). Έστω ότι το όνομα της παραμέτρου είναι ο χαρακτήρας «Τ», οπότε αναγράφουμε το όνομα του στη στήλη «variable» και στη στήλη «value» προσθέτουμε τη τιμή που θα πάρει. 
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Εικόνα 8.25 Λίστα μεταβλητών.



Στον πίνακα 8.3 παρουσιάζονται οι παραμετρικές συντεταγμένες, των σημείων Α, Β, Γ, Δ.




	Σημείο
	Συντεταγμένων με παραμέτρους (απόλυτες συντεταγμένες)
	Συντεταγμένων με παραμέτρους (σχετικές συντεταγμένες)




	A
	(T,T)
	(T,T)




	B
	(L-T, T)
	(@L-2*T, @0)




	Γ
	(L-T, B-T)
	(@L-2*T, @B-2*T)




	Δ
	(T, B-T)
	(T, @-B+2*T)






Πίνακας 8.3 Ορισμός παραμετρικών συντεταγμένων.


Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 8.4 να επιλεγεί "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή  ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη.






	α)
	Μια συμβατική εργαλειομηχανή είναι αριθμητικά ελεγχόμενη.	
	Σωστό
	Λάθος




	β)
	Οι NC μηχανές καθοδηγούνται από Η/Υ;
	Σωστό
	Λάθος




	γ)
	Ο κώδικας G αναφέρεται σε εντολές προετοιμασίας.
	Σωστό
	Λάθος




	δ)
	Ο G & Μ κώδικας μπορεί να δημιουργηθεί μόνο με τη χρήση ενός λογισμικού CAD/CAM.
	Σωστό
	Λάθος




	ε)
	Τα I & J χρησιμοποιούνται για τον ορισμό γραμμικής παρεμβολής.
	Σωστό
	Λάθος




	στ)
	Η παραμετρική σχεδίαση υλοποιείται μόνο κατά τη δημιουργία του κώδικα G.
	Σωστό
	Λάθος




	ζ)
	Για τον ορισμό σχετικών συντεταγμένων επιβάλλεται η χρήση του συμβόλου '@'.
	Σωστό
	Λάθος




	η)
	Η χρήση παραμέτρων αυξάνει το χρόνο σχεδίασης.
	Σωστό
	Λάθος






Πίνακας 8.4. Πίνακας χαρακτηρισμού προτάσεων.










































Προβλήματα




	Να δημιουργηθεί πρόγραμμα κατεργασίας με τη χρήση του κώδικα G ώστε το κοπτικό να ακολουθήσει τη διαδρομή που δίνεται παρακάτω (βλ. εικόνα 8.26). Τα δεδομένα για την υλοποίηση της κατεργασίας είναι τα εξής:

	Όνομα προγράμματος: 1000

	Το κοπτικό εργαλείο που θα χρησιμοποιηθεί έχει τον αριθμό 150

	Η ταχύτητα κοπής είναι 1000 στροφές/λεπτό

	Το βάθος κοπής είναι 2.5 χιλιοστά

	Οι συντεταγμένες των σημείων είναι ορισμένες με απόλυτο τρόπο

	Οι διαστάσεις είναι σε χιλιοστά

	Η κατεργασία θα υλοποιηθεί με το κοπτικό με αριθμό 110
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Εικόνα 8.26 Σχέδιο 1ου προβλήματος.





	Να δημιουργηθεί πρόγραμμα κατεργασίας με τη χρήση του κώδικα G ώστε το κοπτικό (βλ. εικόνα 8.27) να ακολουθήσει τη διαδρομή κοπής και να πραγματοποιηθούν οι οπές  σύμφωνα με το σχέδιο που ακολουθεί. Τα δεδομένα για την υλοποίηση της κατεργασίας είναι τα εξής:

	Όνομα προγράμματος: 1010

	Το κοπτικό εργαλείο που θα χρησιμοποιηθεί έχει τον αριθμό 110

	Η ταχύτητα κοπής είναι 1100 στροφές/λεπτό

	Το βάθος κοπής είναι 2 χιλιοστά

	Οι συντεταγμένες των σημείων είναι ορισμένες με απόλυτο τρόπο

	Οι διαστάσεις είναι σε χιλιοστά

	Η κατεργασία θα υλοποιηθεί με το κοπτικό με αριθμό 102
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Εικόνα 8.27 Σχέδιο 2ου προβλήματος.





	Να οριστούν οι κατάλληλοι παράμετροι και να σχεδιαστεί παραμετρικά το παρακάτω σχέδιο (βλ. Εικόνα 8.28) με τη χρήση του λογισμικού WoodWop.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
Εικόνα 8.28 Σχέδιο 3ου προβλήματος.
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Κεφάλαιο 9 – Μελέτη Περιπτώσεων - Εφαρμογές



Συντομεύσεις – Ακρωνύμια	

Σύνοψη

Προαπαιτούμενη γνώση

9.1 Εισαγωγή στη σχεδιομελέτη προϊόντος

9.2 Μελέτη περίπτωσης, σχεδίαση και κατασκευή συρταριέρας

9.3 Παραμετρικός σχεδιασμός πόρτας για CNC	

9.4 Υπολογισμός λίστας υλικών και βάρους κατασκευής

Λυμένες ασκήσεις

Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

Προβλήματα

Βιβλιογραφία


Συντομεύσεις – Ακρωνύμια




	Βλ.	
	Βλέπε




	FEA
	Finite Element Method




	CNC
	Computer Numerical Control




	CAD	
	Computer-Aided Design




	CAM	
	Computer-Aided Manufacturing





Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται μελέτες περίπτωσης με εφαρμογές σε σχεδίαση και κατασκευή επίπλων.
 

Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις Μηχανικής Κατεργασίας Ξύλου, Βιομηχαμηχανικού Σχεδιασμού και Γεωμετρίας.



9.1 Εισαγωγή στη σχεδιομελέτη προϊόντος


Στο κεφάλαιο 8 παρουσιάστηκαν οι μηχανές CNC όπως και εφαρμογές CAD/CAM για τον προγραμματισμό την καθοδήγηση τους. Για να φτάσει ένα αντικείμενο ή μια κατασκευή  στο στάδιο της υλοποίησης θα πρέπει πρώτα να  μελετηθεί διεξοδικά ώστε να έχουν επιλυθεί όλα τα κατασκευαστικά ή άλλα προβλήματα που πιθανόν να έχουν προκύψει. Η διαδικασία μελέτης ενός αντικειμένου κατά τη διαδικασία της σχεδίασης και ανάπτυξης του ονομάζεται 'Σχεδιομελέτη Προϊόντος' και υλοποιείται σε μεγάλο βαθμό με τη χρήση λογισμικού σε ηλεκτρονικό υπολογιστή. Ένα πολύ βασικό στάδιο κατά τη σχεδιομελέτη ενός προϊόντος αποτελεί ο σχεδιασμός του αντικειμένου με τη βοήθεια λογισμικού CAD (Ανθυμίδης, Κ. 2014).

Τα σύγχρονα συστήματα CAD αποτελούν πολυεργαλεία για το σχεδιαστή/μηχανικό ώστε να υλοποιήσει στο συντομότερο δυνατό χρόνο και με το βέλτιστο δυνατό αποτέλεσμα τη σχεδιομελέτη ενός προϊόντος. Τα εργαλεία που παρέχουν τα προγράμματα CAD για το σκοπό αυτό αφορούν:


	Την τρισδιάστατη παραμετρική σχεδίαση του προϊόντος.

	Τον ορισμό των φυσικών και μηχανικών ιδιοτήτων των  υλικού κατασκευής στο τρισδιάστατο μοντέλο.

	Την εξαγωγή σημαντικών πληροφοριών από το πρόγραμμα για το 3Δ μοντέλο όπως υπολογισμός κέντρου βάρους, βάρος προϊόντος.


	Την δυνατότητα ελέγχου της μηχανικής και θερμικής συμπεριφοράς του προϊόντος με τη χρήση μεθόδων πεπερασμένων στοιχείων (FEA).

	Την εξαγωγή αναλυτικής λίστας υλικών του προϊόντος και δημιουργία αναλυτικών κατασκευαστικών σχεδίων.

	Τη δημιουργία συναρμολόγησης και αποσυναρμολόγησης του προϊόντος και αναπαραγωγή της διαδικασίας με τη χρήση video animation.

	Την ενσωμάτωση προγράμματος CAM ώστε να καταστεί εφικτός ο προγραμματισμός της μηχανής CNC μέσα στο ίδιο περιβάλλον σχεδίασης και  την αποστολή του προγράμματος κατεργασίας αντικειμένου κατευθείαν στην μονάδα ελέγχου μιας  εργαλειομηχανής CNC.




Βασικός σκοπός του παρόντος κεφαλαίου αποτελεί η εφαρμογή των παραπάνω εργαλείων κατά τη διαδικασία της σχεδιομελέτης προϊόντος σε συγκεκριμένες εφαρμογές στην επιπλοποιία.


9.2 Μελέτη περίπτωσης, σχεδίαση και κατασκευή συρταριέρας


Στην επιπλοποιεία οι κατασκευές διακρίνονται σε πολλές κατηγορίες, οι μελέτες περίπτωσης που θα μας απασχολήσουν αφορούν κατασκευές εσωτερικού χώρου και συγκεκριμένα το σχεδιασμό επίπλου συρταριέρας και καρέκλας.


9.2.1 Παραμετρική σχεδίαση εξαρτημάτων συρταριέρας


Η συρταριέρα ως έπιπλο δεν αποτελεί μια στατική κατασκευή, απεναντίας είναι μια ιδιαίτερα δυναμική κατασκευή καθώς οι διαστάσεις, τα μορφολογικά και χρηστικά χαρακτηριστικά της ποικίλουν σημαντικά ανάλογα με τις ανάγκες του χρήστη. Συγκεκριμένα, μια συρταριέρα μπορεί να αποτελείται από τρία, τέσσερα ή μεγαλύτερο αριθμό συρταριών τα οποία μπορεί να είναι όμοια ή ανά ομάδες διαφορετικά τόσο σε διαστάσεις όσο και σε μορφολογία. Κατά τη διαδικασία σχεδίασης ενός επίπλου αυτού του είδους κρίνεται απαραίτητο η παραμετροποίηση του σχεδιασμού με τρόπο τέτοιο ώστε να είναι εύκολη και άμεση η αναπροσαρμογή του τελικού μοντέλου στις απαιτήσεις του σχεδιαστή και κατ' επέκταση των απαιτήσεων της παραγωγής μιας επιχείρησης.
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Εικόνα 9.1 Τυπική μορφή συρταριέρας.




Η συσταριέρα που πρόκειται να σχεδιάσουμε χαρακτηρίζεται από μια τυπική μορφή (βλ. Εικόνα 9.1) και αποτελείται από τέσσερα συρτάρια. Η σχεδίαση θα πραγματοποιηθεί ανά εξάρτημα σε χωριστό αρχείο τύπου part και στη συνέχεια η συναρμολόγηση θα πραγματοποιηθεί σε αρχείο του προγράμματος τύπου assembly. Στην Εικόνα 9.2 παρουσιάζονται τα υπό-τμήματα (subassemblies) και τα εξαρτήματα (parts) της κατασκευής. Εκτός  των εξαρτημάτων που αναφέρονται στην Εικόνα 9.2, θα χρησιμοποιηθούν και έτοιμα υλικά για την συναρμολόγηση της κατασκευής, όπως φεράμια για τη συνδεσμολογία των επιμέρους τμημάτων της κατασκευής και μηχανισμοί ολίσθησης των συρταριών. 
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Εικόνα 9.2 Κατασκευαστική δομή συρταριέρας.



9.2.2 Σχεδίαση αντικειμένου «καπάκι συρταριέρας»


Για την σχεδίαση της κατασκευής πρόκειται να χρησιμοποιηθεί το λογισμικό τρισδιάστατης παραμετρικής μοντελοποίησης Autodesk Inventor 2015. Το αντικείμενο «καπάκι συρταριέρας» έχει εξωτερικές διαστάσεις 1000 mm x 500 mm x 20 mm, η πορεία σχεδίασης αρχίζει με τη σχεδίαση του δισδιάστατου προφίλ στο επίπεδο σχεδίασης ΧΥ (XY plane) το οποίο αποτελείται από ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 1000 mm x 500 mm (βλ. Εικόνα 9.3). 
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Εικόνα 9.3 Σχεδίαση αρχικού προφίλ.



Βασικός στόχος αποτελεί όλων των αντικειμένων της κατασκευής. Όλα τα σύγχρονα συστήματα CAD προκειμένου να βοηθήσουν το έργο του σχεδιαστή κατά την  παραμετρική σχεδίαση αντιστοιχούν σε κάθε διάσταση του σχεδίου ένα μοναδικό όνομα το οποίο αποτελείται από το γράμμα d (distance) και έναν αύξων αριθμό. Όπως εμφανίζεται στην Εικόνα 9.4 στις διαστάσεις του σκαριφήματος έχουν αντιστοιχηθεί τα ονόματα «d0» για τη διάσταση του μήκους και «d1» για τη διάσταση του πλάτους. Το πρώτο επίπεδο παραμετροποίησης αφορά τη σύνδεση των διαστάσεων του σκαριφήματος προκειμένου να μην λειτουργούν ανεξάρτητα αλλά να μεταβάλλονται αναλογικά. Παρατηρούμε ότι η αναλογία μήκους και πλάτους είναι ένα προς δύο, εάν επιθυμούμε να διατηρείται η συγκεκριμένη αναλογία ανεξάρτητα από τις συνολικές διαστάσεις του εξαρτήματος είναι δυνατό να αντικατασταθεί η αριθμητική τιμή (500) από τη σχέση d1=d0/2 (βλ. Εικόνα 9.5).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.4 Αντιστοίχιση διαστάσεων με παραμετρικό όνομα.
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Εικόνα 9.5 Παραμετρικός ορισμός διάστασης. 



Πλέον οι διαστάσεις του σκαριφήματος θα λειτουργούν παραμετρικά και οποιαδήποτε αλλαγή επέλθει στην διάσταση του μήκους θα οδηγήσει στην αντίστοιχη προσαρμογή στη διάσταση του πλάτους. Στη συνέχεια δημιουργούμε το τρισδιάστατο μοντέλο εξωθώντας το σκαρίφημα κατά 20 mm κατά τον άξονα Ζ.


Στη συνέχεια στην κάτω επιφάνεια του αντικειμένου «Καπάκι» θα τοποθετηθούν τέσσερις οπές για την τοποθέτηση των ειδικών εξαρτημάτων συναρμογής (minifix). Ο ορισμός της θέσης των οπών θα πρέπει να οριστεί παραμετρικά ώστε με κάθε αλλαγή στις εξωτερικές διαστάσεις του αντικειμένου να αναπροσαρμόζεται η θέση τους αναλόγως. Η παραμετροποίηση θα πρέπει να βασιστεί σε συγκεκριμένες παραδοχές οι οποίες θα επιλεχθούν από τις κατασκευαστικές απαιτήσεις του αντικειμένου. Συγκεκριμένα, για τη συναρμογή του καπακιού θα χρησιμοποιηθούν μέσα σύνδεσης τύπου minifix (βλ. Εικόνα 9.6) μαζί με την κατάλληλη βίδα τύπου minifix screw (βλ. Εικόνα 9.7).
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Εικόνα 9.6 Λυόμενος σύνδεσμος «Minifix» 15x13mm. 
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Εικόνα 9.7 Λυόμενος σύνδεσμος «Minifix screw».



Στο αντικείμενο «καπάκι» θα βιδωθούν τέσσερεις βίδες «Minifix screw» οι οπές θα πρέπει να έχουν διάμετρο 6mm και απέχουν από τις πλευρές του αντικειμένου 13.5 mm ως προς το μήκος του αντικειμένου (άξονας Χ) και κατά 40 mm ως προς το πλάτος του αντικειμένου (άξονας Υ). Το κέντρο των οπών θα πρέπει να παραμένει σταθερό  ανεξάρτητα από τις συνολικές διαστάσεις του αντικειμένου. Προκειμένου, να επιτευχθεί αυτή η παραδοχή θα πρέπει να συνδεθούν με παραμετρικό τρόπο οι θέσεις των οπών με τις συνολικές διαστάσεις του αντικειμένου. Μάλιστα θα πρέπει η διάσταση του μήκους του αντικειμένου η οποία αναφέρεται στον άξονα Χ να συνδεθεί με τη θέση του κέντρου της οπής κατά τον ίδιο άξονα, αντίστοιχα θα πρέπει να συνδεθεί η διάσταση που αναφέρεται στο πλάτος του αντικειμένου με τη θέση του κέντρου της οπής κατά τον άξονα Υ. Στην Εικόνα 9.8 εμφανίζονται οι διαστάσεις της οπής με το παραμετρικό τους όνομα. Η οπή θα πρέπει στη συνέχεια να αντιγραφεί τρείς φορές με την παραδοχή ότι θα απέχει από τις υπόλοιπες τρείς γωνίες του αντικειμένου κατά την ίδια σταθερή απόσταση όπως και η πρώτη. Για την αντιγραφή των οπών θα χρησιμοποιηθεί η εντολή «Rectangular Pattern» (βλ. Εικόνα 9.9). Όπως προαναφέρθηκε βασική παραδοχή αποτελεί η διατήρηση της απόστασης του κέντρου κάθε οπής από τις πλευρές του αντικειμένου. Στην Εικόνα 9.9 παρουσιάζονται οι αριθμητικές τιμές των κέντρων των οπών. Με τη βοήθεια της εντολής Rectangular Pattern οι οπές δημιουργούνται στις τρείς θέσεις ορίζοντας με τη χρήση των παραμετρικών διαστάσεων d0 και d1 (βλ. Εικόνα 9.10). Κάθε μεταβολή στις παραμετρικές διαστάσεις d0, d1 θα μεταβάλλει τη θέση των οπών διατηρώντας όπως πάντα την παραδοχή ότι η απόσταση τους από τις πλευρές του αντικειμένου θα παραμένει πάντα σταθερή. 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.8 Οι διαστάσεις της οπής με το παραμετρικό τους όνομα.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.9 Ο ορισμός των κέντρων των οπών με τη χρήση παραμέτρων.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.10 Ο ορισμός των κέντρων των οπών με αριθμητικές τιμές.




Η σχεδίαση του αντικειμένου ολοκληρώνεται με την προσθήκη μιας θήκης (γκινισιάς) για την συγκράτησης της 'πλάτης' της συρταριέρας, με διαστάσεις 972 mm x 6 mm x 6 mm. Η βασική παραδοχή για την παραμετρική σχεδίασης είναι να αναπροσαρμόζεται το μήκος της θήκης ανάλογα με το συνολικό μήκος του αντικειμένου διατηρώντας παράλληλα σταθερή απόσταση από τα άκρα του. Το μήκος της θήκης υπολογίζεται ως εξής:



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Το πλάτος  της θήκης είναι 6 mm και μπορεί να συνδεθεί στη συνέχεια με το πλάτος της «πλάτης» της συρταριέρας ενώ το βάθος της είναι 6 mm. Η τελική μορφή του αντικειμένου «πλάτη συρταριέρας» εμφανίζεται στην Εικόνα 9.11.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.11 Το τελικό μοντέλο του αντικειμένου «καπάκι συρταριέρας».



9.2.3 Σχεδίαση αντικειμένου «πλαϊνό συρταριέρας»



Το αντικείμενο «πλαϊνό συρταριέρας» έχει εξωτερικές διαστάσεις 1200 mm x 500 mm x 20 mm.. Βασικές παραδοχές για την παραμετρική σχεδίαση αποτελούν το πλάτος του και οι θέσεις των οπών όπου θα τοποθετηθούν τα μέσα σύνδεσης τύπου minifix. Η παραμετρική σχέση μεταξύ του νέου αντικειμένου με το «καπάκι συρταριέρας» θα πρέπει να οριστεί  καθώς βασικές διαστάσεις και μορφολογικά χαρακτηριστικά των δύο αντικειμένων να είναι σε άμεση εξάρτηση. 


Το νέο αντικείμενο επιλέγεται να σχεδιαστεί σε περιβάλλον συναρμολόγησης (assembly)  ώστε να αποκτήσει μια σχέση προσαρμοστικότητας (adaptivity) με το προηγούμενο αντικείμενο. Η σχεδίαση του δισδιάστατου σκαριφήματος επιλέγεται να υλοποιηθεί με αναφορά την επιφάνεια του αντικειμένου «καπάκι συρταριέρας» (βλ. Εικόνα 9.12) ώστε οι διαστάσεις και η μορφολογία του νέου αντικειμένου να είναι εξαρτώμενα από το υφιστάμενο με συνέπεια μια αλλαγή στα μορφολογικά χαρακτηριστικά του πρώτου αντικειμένου να επιφέρει την αντίστοιχη αλλαγή και στο δεύτερο. Ακολουθεί η δημιουργία των οπών ώστε τα δυο αντικείμενα να συνδεθούν μεταξύ τους, εφαρμόζεται η ίδια λογική παραμετροποίησης χρησιμοποιώντας ως αναφορά τη θέση και τη διάμετρο των οπών που έχουν ήδη δημιουργηθεί στο αντικείμενο «καπάκι» (βλ. Εικόνα 9.13) το βάθος των οπών είναι 24mm. Η συνδεσμολογία των δύο αντικειμένων ολοκληρώνεται με τη χρήση του συνδέσμου minifix (βλ. Εικόνα 9.4) για την τοποθέτηση του οποίου απαιτείται η δημιουργία της αντίστοιχης οπής κάθετα στις δύο τελευταίες οπές (βλ. Εικόνα 9.14). Η διάμετρο της νέας οπής είναι 15mm και το βάθος της 11mm.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.12 Σχεδίαση αρχικού σκαριφήματος.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.13 Δημιουργία εξαρτώμενων οπών.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.14 Δημιουργία οπής για το minifix.



Βασική παραδοχή για την παραμετρική σχεδίαση αποτελεί το κέντρο της οπής το οποίο πρέπει να βρίσκεται σε σταθερή απόσταση από τις πλευρές του αντικειμένου και σε άμεση συσχέτιση με την προηγούμενη οπή. 


Κάθε σύγχρονο σύστημα CAD διαθέτει έναν πίνακα μεταβλητών (fx parameters) στον οποίο περιέχονται όλες οι παραμετρικές σχέσεις που έχουν οριστεί στο 3Δ μοντέλο (βλ. Εικόνα 9.15). Μέσα από τον πίνακα είναι δυνατή η εισαγωγή αλγεβρικών εξισώσεων τόσο με τη χρήση ενός φύλλου Excel όσο και από ένα διαφορετικό 3Δ μοντέλο.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.15 Πίνακας Διαχείρισης Παραμέτρων



Με τη χρήση της εντολής link, από τον πίνακα των παραμέτρων, πραγματοποιείται η διαδικασία παραμετρικής σύνδεση μεταξύ διαφορετικών 3Δ μοντέλων με την προσθήκη νέων παραμέτρων όπως η παράμετρος d20 ή οποία ισούται με την παράμετρο d4 του αντικειμένου «καπάκι» καθορίζοντας την απόσταση του κέντρου της οπής στα 40 mm. η κάθετη απόσταση του κέντρου της οπής είναι 24 mm. Αξιοποιώντας του παραμέτρους του μοντέλου το κάθετο κέντρο της οπής είναι ίσο με την παράμετρο d6.  Η σχεδίαση του αντικειμένου ολοκληρώνεται με την δημιουργία δύο οπών στην ίδια επιφάνεια (εσωτερική) ώστε να είναι δυνατή η συναρμολόγηση του αντικειμένου «βάση συρταριέρας» που ακολουθεί παρακάτω. Οι διαστάσεις και οι θέσεις των οπών εμφανίζονται στην Εικόνα 9.16, το βάθος τους είναι 11 mm. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.16 Θέση (α) πρώτης και (β) δεύτερης οπής. 



Ακολουθεί η συναρμολόγηση των εξαρτημάτων minifix screw στο αντικείμενο «καπάκι συρταριέρας» η τοποθέτηση του αντικειμένου «πλαϊνό συρταριέρας» σε δύο θέσεις και η τοποθέτηση των minifix 15x13 για την τελική συγκράτηση των αντικειμένων (βλ. Εικόνα 9.17).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.17 Συναρμολόγηση αντικειμένων της συρταριέρας με τη χρήση λυόμενου συνδέσμου. 




9.2.4 Σχεδίαση αντικειμένου «πλάτη συρταριέρας»

Το αντικείμενου με διαστάσεις 1200 mm x 972 mm x 6 mm θα σχεδιαστεί μέσα στo περιβάλλον assembly ώστε το προφίλ του να συνδεθεί με τα δυο πλαϊνά αντικείμενα (βλ. Εικόνα 9.18) και να οριστεί από την αρχή παραμετρικά και σε κάθε αλλαγή στην απόσταση μεταξύ των δύο πλαϊνών να αναπροσαρμόζεται το μήκος αλλά και το πλάτος του, το οποίο θα είναι πάντα όσο το πλάτος της θήκης που έχει δημιουργηθεί στα πλαϊνά. Για το ύψος του αντικειμένου θα προστεθεί μια παράμετρος στον πίνακα των παραμέτρων και η οποία θα ισούται με την παραμετρική διάσταση που αναφέρεται στο ύψος του πλαϊνού. Το συναρμολόγημα έως τώρα παρουσιάζεται στην Εικόνα 9.19. 



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.18 Σχεδίαση προφίλ προσαρμοσμένο (adaptive) στο συναρμολόγημα.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.19 Συναρμολόγηση αντικειμένου «πλάτη».



9.2.5 Σχεδίαση αντικειμένου «βάση συρταριέρας»

Το επόμενο αντικείμενο που θα σχεδιαστεί είναι το «πάτος συρταριέρας» με διαστάσεις 960 mm x 500 mm x 20 mm  το οποίο θα τοποθετηθεί στη βάση της κατασκευής και συγκεκριμένα στο χώρο που δημιουργείται μεταξύ των δύο πλαϊνών ώστε η κατασκευή να αποκτήσει μεγαλύτερη ευστάθεια. Οπότε η βασική παραδοχή για την παραμετροποίηση του αντικειμένου είναι να συνδεθεί το μήκος και το πλάτος του με την εσωτερική απόσταση μεταξύ των πλαϊνών. Χρησιμοποιώντας των πίνακα των παραμέτρων (f_x Parameters) συνδέονται οι διαστάσεις με τη βοήθεια των παραμετρικών ονομάτων τους. Η συγκράτηση του αντικειμένου επιτυγχάνεται με τη χρήση λυόμενων συνδέσμων minifix η θέση των οποίων ορίζεται με τη χρήση παραμετρικών σχέσεων όπως στα προηγούμενα αντικείμενα (βλ. Εικόνα 9.20).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.20 Συναρμολόγηση αντικειμένου «βάση». 



9.2.6 Σχεδίαση υπο-συναρμολογήματος «συρταριού»

Η κατασκευή αποτελείται από τέσσερα συρτάρια τα οποία είναι ίσων διαστάσεων, αρχικά θα σχεδιαστούν τα επιμέρους τμήματα του συρταριού και στη συνέχεια θα συναρμολογηθούν με τη χρήση λυόμενων συνδέσμων τύπου minifix.


9.2.7 Σχεδίαση αντικειμένου «μετώπη συρταριού»

Οι διαστάσεις του αντικειμένου είναι 1000 mm x 250 mm x 20 mm, βασική παραδοχή για την παραμετρική σχεδίαση του αντικειμένου αποτελεί η σύνδεση του μήκους και του πλάτους του με τις εξωτερικές διαστάσεις της κατασκευής. Αξιοποιώντας τη σύνδεση των διαστάσεων μεταξύ επιμέρους αντικειμένων με τη μέθοδο link, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, θα οριστούν οι διαστάσεις του νέου αντικειμένου. Έστω: 
                                                             


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Στην εσωτερική επιφάνεια του αντικειμένου θα πρέπει να δημιουργηθούν τέσσερις οπές για την τοποθέτηση των minifix bolts (βλ. Εικόνα 9.21).  Με τη χρήση της εντολής mirror αναπαράγονται οι οπές και στην απέναντι πλευρά της επιφάνειας. Η σχεδίαση του αντικειμένου ολοκληρώνεται με τον καθορισμό του σημείου όπου θα δημιουργηθεί η χειρολαβή (βλ. Εικόνα 9.22), η οποία αποτελείται από μια κυκλική διαμόρφωση με διάμετρο 50 mm στο κέντρο της εξωτερικής επιφάνειας της μετώπης. Για τον παραμετρικό ορισμό της χειρολαβής θα συνδεθούν οι διαστάσεις του κέντρου της χειρολαβής με τις εξωτερικές διαστάσεις της μετώπης.

Έστω:



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.21 Ορισμός οπών για την τοποθέτηση των minifix bolts.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.22 Τελική σχεδίαση μετώπης.



9.2.8 Σχεδίαση αντικειμένου «πλαϊνό συρταριού»

Οι διαστάσεις του αντικειμένου είναι 460 mm x 160 mm x 20 mm, εφόσον έχει σχεδιαστεί η μετώπη του συρταριού επιλέγεται η σχεδίαση του νέου αντικειμένου να υλοποιηθεί μέσα στο περιβάλλον του assembly (βλ. Εικόνα 9.23).


Στόχος αποτελεί η χρήση αναφορών από το αντικείμενο «μετώπη», όπως για τον ορισμό του κέντρου των οπών. Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας τις ίδιες αναφορές ορίζεται η θέση των οπών για την τοποθέτηση των minifix bolts (βλ. Εικόνα 9.24).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.23 Ορισμός θέσης οπών στο πλαϊνό.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.24 Συνδεσμολογία Μετώπης – Πλαϊνού.



9.2.9 Σχεδίαση αντικειμένου «πλάτη συρταριού»

Οι διαστάσεις του αντικειμένου «πλάτη του συρταριού» θα πρέπει να καθορίζονται παραμετρικά από τις συνολικές διαστάσεις του εκάστοτε συρταριού. Οπότε κρίνεται αναγκαία η σύνδεση των εξωτερικών διαστάσεων της πλάτης με εκείνες που προκύπτουν έπειτα από την συναρμολόγηση των δύο πλαϊνών με την μετώπη. Αρχικά επιλέγεται ως επιφάνεια σχεδίασης του προφίλ, που αφορά το νέο αντικείμενο, η εσωτερική επιφάνεια του πλαϊνού (βλ. Εικόνα 9.25) έπειτα το προφίλ εξωθείται έως την εσωτερική επιφάνεια του δεύτερου πλαϊνού οπότε πάντα το μήκος του αντικειμένου θα εξαρτάται από τη μεταξύ τους απόσταση (βλ. Εικόνα 9.26). Με αντίστοιχη διαδικασία όπως στο προηγούμενο αντικείμενο ορίζονται οι θέσεις των οπών για την τοποθέτηση των minifix.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.25 Προσαρμογή του 2Δ προφίλ.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.26 Ορισμός του αντικειμένου πλάτη.




9.2.10 Σχεδίαση αντικειμένου «βάση συρταριού»

Το αντικείμενο βάση θα πρέπει να τοποθετηθεί εντός του χώρου που δημιουργείται από τα παραπάνω αντικείμενα. Η προσαρμογή του 2Δ προφίλ (βλ. Εικόνα 9.27) στον διαθέσιμο χώρο θα συνδέσει παραμετρικά το αντικείμενο με την υπόλοιπη κατασκευή.  

Έπειτα από τη συναρμολόγηση των εξαρτημάτων το τελικό μοντέλο του συρταριού παρουσιάζεται στην Εικόνα 9.28.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.27 Παραμετρικός ορισμός 2Δ προφίλ.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.28 Συνολική συναρμολόγηση συρταριού.



9.3 Παραμετρικός σχεδιασμός πόρτας για CNC


Ο σχεδιασμός πορτών αποτελεί ένα κλασικό παράδειγμα όπου η χρήση παραμετρικής σχεδίασης είναι επιβεβλημένη καθώς οι διακυμάνσεις στις διαστάσεις τους είναι πολύ συνηθισμένες και μπορεί να είναι της τάξεως των μερικών εκατοστών. Παράλληλα, κάποιες σταθερές διαστάσεις είναι απαραίτητο να διατηρούνται κατά τη σχεδίαση τόσο για κατασκευαστικούς όσο και λειτουργικούς λόγους (Lombard, Μ. 2008).


Βασική παραδοχή κατά τη σχεδίαση του ταμπλά της πόρτας αποτελεί η διατήρηση της θέσης για το χερούλι και την κλειδαριά της πόρτας. Μια σταθερή αναλογία θα πρέπει να διατηρείται και στη μορφή που θα έχει σχεδιαστικά ο ταμπλάς της πόρτας. Οι παραδοχές αυτές θα καθορίσουν και τους παραμέτρους που θα οριστούν για τον προγραμματισμό μίας CNC μηχανής. Ο παραμετρικός σχεδιασμός - προγραμματισμός θα υλοποιηθεί στο πρόγραμμα WoodWop.



9.3.1 Ορισμός παραμέτρων

Εξ ορισμού υπάρχουν τρεις βασικοί παράμετροι που αναφέρονται στο μήκος (L) άξονας Χ, το πλάτος (B) άξονας Υ και το πάχος (D) άξονας Ζ. Οι παράμετροι που θα προστεθούν θα πρέπει να συνδέονται με τους υφιστάμενους παραμέτρους ανάλογα με τον άξονα που αναφέρονται. Το τελικό σχέδιο της πόρτας παρουσιάζεται στην Εικόνα 9.26 ενώ στον Πίνακα 9.1 εμφανίζονται οι παράμετροι που θα χρησιμοποιηθούν στις συντεταγμένες των σημείων. Οι παράμετροι που θα οριστούν θα πρέπει στη συνέχεια να χρησιμοποιηθούν αντί των αριθμητικών τιμών στις συντεταγμένες των σημείων (βλ. Πίνακας 9.2). 





	Όνομα Παραμέτρου
	Τιμή Παραμέτρου (mm)
	Περιγραφή




	L	
	2000	
	Συνολικό μήκος ταμπλά πόρτας




	B
	1000	
	Συνολικό πλάτος ταμπλά πόρτας




	D	
	8	
	Πάχος Ταμπλά 




	R
	200	
	Απόσταση του περιγράμματος (ΑΒΓΔ) από τα όρια του ταμπλά κατά τον άξονα Χ και Υ




	F	
	850	
	Απόσταση από το απόλυτο μηδέν έως το σημείο τοποθέτησης του χερουλιού κατά τον άξονα Χ




	G
	50	
	Απόσταση από το απόλυτο μηδέν έως το σημείο τοποθέτησης του χερουλιού κατά τον άξονα Υ




	J
	750	
	Απόσταση από το απόλυτο μηδέν έως το σημείο τοποθέτησης της κλειδαριάς κατά τον άξονα Χ


	


Πίνακας 9.1. Παράμετροι που αντιστοιχούν στις συντεταγμένες των σημείων.





	Οριζόμενο σημείο	
	Τετμημένη κατά Χ
	Τεταγμένη κατά Υ




	Α (200,200)
	R	
	R




	B (1800,200) 
	L-R	
	 R 




	Γ (1800,800)
	L - R	
	B - R




	Δ (200,800)
	R	
	B - R




	Κ1
	F	
	G




	Κ1
	J	
	G




Πίνακας 9.2. Παράμετροι που θα οριστούν θα πρέπει στη συνέχεια να χρησιμοποιηθούν αντί των αριθμητικών τιμών στις συντεταγμένες των σημείων.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.31 Σχέδιο πόρτας.



9.4 Υπολογισμός Λίστας Υλικών και βάρους κατασκευής

Από τη σχεδιομελέτη με τη βοήθεια Η/Υ προκύπτει ένα σύνολο από πληροφορίες οι οποίες μπορούν να αξιοποιηθούν μέχρι την υλοποίηση της κατασκευής. Ένα πολύ σημαντικό και χρήσιμο εργαλείο που αν αξιοποιηθεί σωστά μπορεί να βοηθήσει στην ορθή υλοποίηση μιας κατασκευής είναι η λίστα υλικών (Pipes, A). 


Όλα τα σύγχρονα λογισμικά CAD τρισδιάστατης μοντελοποίησης παρέχουν στον σχεδιαστή - μηχανικό τη δυνατότητα να εξάγει από το τρισδιάστατο συναρμολόγημα πλήρης και αναλυτική λίστα υλικών όπου θα περιλαμβάνονται όλα τα εξαρτήματα που απαρτίζουν την κατασκευή. Η λίστα υλικών είναι χρήσιμο να συνοδεύεται και από μια όψη απο-συναρμολόγησης (exploded view). 

Εκτός από την ακρίβεια κατά τη σχεδίαση μιας κατασκευής σε ένα λογισμικό CAD είναι εφικτή η εισαγωγή υλικών στα τρισδιάστατα μοντέλα. Εκτός από τη δυνατότητα φωτορεαλιστικής απεικόνισης παρέχεται η δυνατότητα ορισμού των φυσικών και μηχανικών ιδιοτήτων των υλικών ώστε να είναι δυνατή η εξαγωγή πληροφοριών όπως το βάρος της κατασκευής αλλά και η χρήση ενσωματωμένων εργαλείων CAE (Computer Aided Engineering) για τον έλεγχο της κατασκευής (Ντιντάκης, Ι.2013). 
 

Λυμένες ασκήσεις


	Παραμετρική σχεδίαση καρέκλας (βλ. Εικόνα 9.30) από μασίφ ξύλο με τη χρήση του λογισμικού Autodesk Inventor professional 2015.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.30 Σχέδιο καρέκλας.



Λύση:

Οι βασικές παραδοχές για την παραμετροποίηση της καρέκλας αφορούν τις συνολικές διαστάσεις των τμημάτων που την αποτελούν όπως και τη θέση αυτών στην κατασκευή. Για παράδειγμα, το συνολικό ύψος των εμπρός ποδιών θα πρέπει πάντα να είναι 450 mm όπως και στις τραβέρσες. Το συνολικό ύψος της καρέκλας θα πρέπει να διατηρείται στα 950 mm. Ενδεικτικά, παράμετροι που θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν είναι οι εξής:  



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]




	Παραμετρική σχεδίαση - προγραμματισμός για CNC ταμπλά πόρτας (βλ. Εικόνα 9.31).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.31 Σχέδιο ταμπλά πόρτας.



Λύση:

Οι παράμετροι που θα οριστούν θα πρέπει στη συνέχεια να χρησιμοποιηθούν αντί των αριθμητικών τιμών στις συντεταγμένες των σημείων (βλ. Πίνακας 9.3).




	Όνομα Παραμέτρου
	Τιμή Παραμέτρου (mm)
	Περιγραφή




	L
	2000
	Συνολικό μήκος ταμπλά πόρτας




	B
	1000
	Συνολικό πλάτος ταμπλά πόρτας




	D
	8
	Πάχος Ταμπλά





	R
	150
	Απόσταση του περιγράμματος (ΑΒΓΔ) από τα όρια του ταμπλά κατά τους άξονες Χ και Υ




	T
	300
	Απόσταση του περιγράμματος (ΕΖΗΘ) από τα όρια του ταμπλά κατά τους άξονες Χ και Υ

 


	F
	850
	Απόσταση από το απόλυτο μηδέν έως το σημείο τοποθέτησης του χερουλιού κατά τον άξονα Χ





	G
	50
	Απόσταση από το απόλυτο μηδέν έως το σημείο τοποθέτησης του χερουλιού κατά τον άξονα Υ




	J
	750
	Απόσταση από το απόλυτο μηδέν έως το σημείο τοποθέτησης της κλειδαριάς κατά τον άξονα Χ



 
Πίνακας 9.3 Οι αριθμητικές τιμές των παραμέτρων.
 

Οι παραμετρικές σχέσεις που θα πρέπει να οριστούν παρουσιάζονται στον Πίνακα 9.4, που ακολουθεί:



	Οριζόμενο σημείο
	Τετμημένη κατά Χ
	Τεταγμένη κατά Υ


	

	Α (150,150)
	R
	R




	B (1850,150)
	L - R
	R

 


	Γ (1850,850)
	L-R	
	B-R




	Δ (150,850)
	R
	B - R




	Ε (300,300)
	2*R	
	2*R	




	Ζ (1700,300)
	L-(2*R)	
	2*R




	Η (1700,700)
	L-(2*R)
	B-(2*R)




	Θ (300,700)
	2*R
	B-(2*R)




	Κ1
	F
	G




	Κ1
	J
	G



 
Πίνακας 9.4  Παραμετρικές σχέσεις.
 

Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης

Τοποθετήστε ένα «Χ» στην αντίστοιχη θέση.



	α) Η παραμετρική μοντελοποίηση αποτελεί στάδιο κατά τη σχεδιομελέτη ενός προϊόντος.	
	Σωστό
	Λάθος




	β) Κατά την παραμετρική μοντελοποίηση χρησιμοποιούνται μόνο αριθμητικές τιμές και όχι ειδικοί χαρακτήρες.	
	Σωστό
	Λάθος




	γ) Η παραμετρική μοντελοποίηση  εφαρμόζεται μόνο σε λογισμικά CAM.		

	Σωστό
	Λάθος




	δ) Η σχεδιομελέτη αφορά μόνο το στάδιο της παραγωγής (CAM).	
	Σωστό
	Λάθος





	ε) Κατά την παραμετρική μοντελοποίηση είναι δυνατή η εισαγωγή παραμετρικών αναφορών μεταξύ διαφορετικών αρχείων CAD.
	Σωστό
	Λάθος




	στ) Είναι δυνατός ο υπολογισμός των μηχανικών και φυσικών ιδιοτήτων ενός τρισδιάστατου μοντέλου CAD.
	Σωστό
	Λάθος




	ζ) Η ενοποίηση CAD και CAM λογισμικών δεν είναι εφικτή.	
	Σωστό
	Λάθος




	η)  Παραμετρικές σχέσεις δεν ορίζονται σε περιβάλλον συναρμολογήματος  (assembly).
	Σωστό
	Λάθος














































Πίνακας 9.5 Πίνακας επιλογής σωστού ή λάθους.
 

Προβλήματα


	Με τη χρήση λογισμικού CAD τρισδιάστατης μοντελοποίησης  να σχεδιαστούν τα τρισδιάστατα αντικείμενα που εμφανίζονται στα παρακάτω σχέδια (βλ. Εικόνες 9.32 έως 9.35).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.32 Σχέδιο αντικειμένου «Βάση».





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.33 Σχέδιο αντικειμένου «Πλαϊνό».




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.34 Σχέδιο αντικειμένου «Πόδι».



Τα παραπάνω τρία εξαρτήματα να συναρμολογηθούν όπως παρουσιάζεται στην Εικόνα 9.35.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.35 Σχέδιο Συναρμολόγησης.




	Με τη βοήθεια λογισμικού CAD/CAM να σχεδιαστεί  παραμετρικά το σχέδιο ταμπλά πόρτας  που ακολουθεί (βλ. Εικόνα 9.36).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 9.36 Σχέδιο Ταμπλά.
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Ευρετήριο




	Ελληνικός όρος
	Αγγλικός όρος



	Μέτρο
	Meter



	Δεκατόμετρο
	Decimetre



	Εκατοστόμετρο
	Centimetre



	Χιλιοστόμετρο
	Milimetre



	Χιλιόμετρο
	Kilometre



	Γιάρδα
	Yard



	Πόδι
	Foot



	Ίντσα
	Inch



	Χιλιόγραμμο ή κιλό
	Κilogram



	Γραμμάριο
	Gram



	Χιλιοστόγραμμο
	Milligram



	Τόνος
	Ton



	Μηχανήµατα Ψηφιακής Καθοδήγησης
	Computer  Νumerical Control (CNC)



	Ημίτονο 
	Sine



	Συνημίτονο
	Cosine



	Εφαπτομένη
	Tangent



	Συνεφαπτομένη
	Cotangent



	Όγκος
	Volume



	Ακτίνα
	Radius



	Σχεδιασμός Yποβοηθούμενος από Yπολογιστή
	Computer-Aided Design



	Βιομηχανική Παραγωγή με τη βοήθεια Υπολογιστή 
	Computer-Aided Manufacturing



	Αριθμητικός Έλεγχος
	Numerical Control



	Μεθόδος Πεπερασμένων Στοιχείων 
	Finite Element Method



	Χρήση Ενσωματωμένων Εργαλείων Υπολογιστή 
	Computer Aided Engineering
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