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			Συντομογραφίες-ακρωνύμια

			Σύνοψη

			Στο παρόν σύγγραμμα γίνεται χρήση συντομογραφιών για μερικές πολύ γνωστές και πολύ βασικές όμως έννοιες που σχετίζονται με τη δειγματοληψία και τις εφαρμογές της στην καθημερινή δράση. Αυτές οι συντομογραφίες εμφανίζονται αμέσως πιο κάτω και είναι με τη μορφή ενός πίνακα 4 στηλών. Είναι ο Πίνακας Α.

			Πίνακας Συντομογραφιών

			Ο παρακάτω Πίνακας Α περιέχει 14 συντομογραφίες εννοιών που συναντούμε στο κείμενο του παρόντος συγγράμματος. Είναι γραμμένες στη δεύτερη στήλη του με τον επικεφαλής τίτλο «ΑΚΡΩΝΥΜΙΑ». Στην επόμενη στήλη εμφανίζονται οι πλήρεις ονομασίες των αντίστοιχων εννοιών. Στην τέταρτη στήλη εμφανίζεται το κεφάλαιο που εμφανίζεται ο κάθε όρος. Δεν αποκλείεται πάντως κάποιοι όροι να εμφανίζονται και σε κάποια άλλα κεφάλαια.
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			Πρόλογος του Συγγραφέα

			Κλείνει αυτές τις μέρες μία προσπάθεια που ξεκίνησε από τριετίας και η οποία είχε ως στόχο να υπάρξει ένα σύγγραμμα που θα βοηθούσε τις νεώτερες γενιές των φοιτητών αλλά και των πιο ώριμων ερευνητών να χειριστούν θέματα Δειγματοληψίας και των εφαρμογών της στην Οικονομία, την Πολιτική, την Έρευνα και την παραγωγή με την ευρεία έννοιά της.

			Το παρόν πόνημα είναι εξέλιξη παλαιοτέρου συγγράμματος του υποφαινομένου, το οποίο κυκλοφόρησε για πρώτη φορά στις αρχές της δεκαετίας του ’90 και, με τελευταία εκδοχή αυτήν του 2009, συντροφεύει τους φοιτητές του τμήματος Μαθηματικών του Α.Π.Θ. να ακολουθήσουν την ατραπό της δειγματοληψίας στις αναζητήσεις τους προς την κατεύθυνση της κατάκτησης της αλήθειας. Είναι η ατραπός της τυχαιότητας και της αντιπροσωπευτικότητας που δίνει τα φώτα της και σε άλλης κατεύθυνσης δραστηριότητες. 

			Το βιβλίο αυτό αποτελείται από έξι (6) διακριτά κεφάλαια και ένα Παράρτημα. Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται μία σύντομη ιστορική αναδρομή και αναπτύσσονται οι βασικές έννοιες που σχετίζονται με το αντικείμενο της Δειγματοληψίας, ώστε να γίνουν ευκολότερα κατανοητά αυτά που θα παρουσιαστούν στα επόμενα κεφάλαια. Στο δεύτερο κεφάλαιο έχουμε την παρουσίαση της κυριότερης μεθόδου της Δειγματοληψίας, της Απλής Τυχαίας Δειγματοληψίας (ΑΤΔ), που είναι η σημαντικότερη μέθοδος από θεωρητική τουλάχιστον άποψη. Είναι, επίσης, και σημείο αναφοράς για τη συγκριτική μελέτη των διαφόρων μεθόδων και τεχνικών Δειγματοληψίας. Όλες οι άλλες μέθοδοι εξετάζονται και συγκρίνονται με την ΑΤΔ ως προς τα αποτελέσματά τους και την αποτελεσματικότητά τους, με πρώτη και καλύτερη τη Στρωματοποιημένη Τυχαία Δειγματοληψία (ΣτΔ), που είναι το αντικείμενο του τρίτου κεφαλαίου. Είναι η μέθοδος που αξιοποιεί άμεσα τα συμπεράσματα και τις δυνατότητες της ΑΤΔ, αλλά το πράττει κατά στρώμα και με ανεξάρτητο τρόπο. Στο τέλος της δειγματοληψίας αυτής το ενιαίο δείγμα δίνει τα συμπεράσματα που πρέπει, αλλά αυτό γίνεται με έναν τρόπο πιο αξιόπιστο και με ευέλικτες κινήσεις, ώστε να έχουμε και κάποια ελάττωση του κόστους. Στο τέταρτο κεφάλαιο αναπτύσσεται το θέμα της Δειγματοληψίας κατά Συστάδες (ΔκΣ), με επίκεντρο τις συστάδες ίσων μεγεθών και δευτερευόντως τις αντίστοιχες με άνισα μεγέθη. Ο κύκλος της Δειγματοληψίας με πιθανότητα κλείνει με το επόμενο κεφάλαιο, το πέμπτο, όπου μας απασχολεί η Συστηματική Δειγματοληψία (ΣυΔ). Η ΣυΔ χρησιμοποιείται ευρύτατα, γιατί μπορεί να την φέρει εις πέρας και προσωπικό χαμηλότερης κατάρτισης από το συνηθισμένο, στοιχείο που μειώνει το κόστος. Η αξιοπιστία και η ακρίβεια της μεθόδου καθώς και η αμεροληψία των περισσοτέρων εκτιμητριών που σχετίζονται με την ΣυΔ πλησιάζει οριακά τα αντίστοιχα στοιχεία της ΑΤΔ. Η αμεροληψία επιτυγχάνεται και με βελτιωμένες μορφές της μεθόδου, όπως είναι ο Κυκλικός Νόμος. Εξετάζονται και περιπτώσεις με δεδομένα που είναι ειδικής μορφής. Έχουμε, δηλαδή, δεδομένα που παρουσιάζουν διάφορες αξιοποιήσιμες τάσεις, όπως γραμμικότητα, εκθετικότητα κ.λπ.

			Με το έκτο κεφάλαιο ανοίγει η συζήτηση σχετικά με τα διάφορα είδη της Δειγματοληψίας Σκοπιμότητας (ΔΣκ) που, όπως το λέει και η ονομασία, είναι μορφές Δειγματοληψίας, όπου δεν μένουμε υποταγμένοι στα χέρια της τυχαιότητας. Αντίθετα, επεμβαίνουμε δυναμικά και επιλέγουμε το δείγμα, αξιοποιώντας και άλλες πληροφορίες που μας βοηθούν να πάρουμε εκείνα τα άτομα του πληθυσμού που θα μας δώσουν τη μέγιστη δυνατή πληροφορία με το ελάχιστο δυνατό κόστος. Υπάρχουν κάποιες μορφές ΔΣκ όπου αξιοποιείται δείγμα ελαχίστου μεγέθους που δίνει πληροφορία, την οποία θα περίμενε να πάρει κανείς από δείγμα με εκατοντάδες μέλη. Μερικές τέτοιες μορφές ΔΣκ παρουσιάζονται στο έκτο κεφάλαιο. Παρουσιάζονται και με λεπτομερή παραδείγματα μερικέ μορφές ΔΣκ, όπου το κόστος είναι μέχρι και εκατό φορές μικρότερο από το κόστος μιας αντίστοιχης κλασικής μεθόδου με χρήση πιθανότητας. Αυτός είναι ο λόγος που μερικές τέτοιες μορφές Δειγματοληψίας ονομάζονται Δειγματοληψίες χαμηλού κόστους (Low budget sampling). Αυτές οι μέθοδοι, φυσικά, δεν είναι πάντα δυνατό να χρησιμοποιηθούν. Όπου, όμως, είναι εφικτό, αξίζει τον κόπο να αξιοποιηθούν. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται και μορφές ΣυΔ που μπορεί να θεωρηθούν ΔΣκ.

			Στο Παράρτημα, τέλος, παρουσιάζονται μερικές εφαρμογές Δειγματοληψίας που δεν μπορούν να ενταχθούν εύκολα και άμεσα στο περιβάλλον κάποιου από τα έξι κεφάλαια του βιβλίου. Παρουσιάζεται το θέμα της διαχείρισης των αναποφάσιστων ψηφοφόρων στις διάφορες Δημοσκοπήσεις. Δίνεται έτσι μία λύση στο πρόβλημα των αναποφάσιστων, το οποίο είναι μερικές φορές αρκετά ακανθώδες. Παρουσιάζεται, επίσης, το θέμα της εκτίμησης της έκτασης του Διαδικτύου μέσα από την εκτίμηση του πλήθους των ιστοσελίδων του. Το πρόβλημα έχει αναλογίες με το πρόβλημα της εκτίμησης του πλήθους των ψαριών μια λίμνης. Η εκτίμηση του πλήθους των ψαριών είναι ουσιαστικά μια εκτίμηση για την ποσότητα και το μέλλον των αλιευμάτων που μπορεί να μας παρέχει η λίμνη αυτή. Προτείνεται και σχετική διαχείριση με στόχο την αειφορία της λίμνης ως προς τα αλιεύματα. Με την ίδια μέθοδο αντιμετωπίζεται μέσα από ένα επιπλέον παράδειγμα, στο Παράρτημα, και το πρόβλημα της εκτίμησης των οχημάτων που, καθώς κυκλοφορούν, ρυπαίνουν με τα καυσαέριά τους το αστικό περιβάλλον. Το Παράρτημα είναι εμπλουτισμένο με μερικούς Στατιστικούς Πίνακες και με Ελληνοαγγλικό και Αγγλοελληνικό λεξιλόγιο, το οποίο περιέχει όρους σχετικούς με τη Δειγματοληψία. 

			Ως συγγραφέας αισθάνομαι την ανάγκη να ευχαριστήσω τους υπευθύνους του έργου «ΚΑΛΛΙΠΟΣ» για τη ουσιαστική βοήθειά τους σε συνεχή βάση. 

			Ευχαριστώ, επίσης, πολύ-πολύ τον Συντελεστή Γραφιστικής Επιμέλειας του βιβλίου, αρχιτέκτονα κ. Αυξέντιο Αφουξενίδη, και την υπεύθυνη για τη Γλωσσική Επιμέλεια, φιλόλογο κ. Ελπίδα Θεοδωρίδου. Η βοήθεια και η συνεισφορά τους στην επιτυχή έκδοση του συγγράμματος είναι πάρα πολύ μεγάλη. Ιδιαίτερα ευχαριστώ, επίσης, τον Κριτικό Αναγνώστη, συνάδελφο στο Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων κ. Μπατσίδη Απόστολο, που με συντρόφευε βήμα-βήμα με τις εύστοχες παρατηρήσεις του και τις διορθώσεις του σε όλη τη διάρκεια της συγγραφής. Ευχαριστίες οφείλονται και στον παλιό μαθητή μου Δρ Σταύρο Χατζόπουλο για τη βοήθειά του και τις πολύτιμες υποδείξεις του στην ετοιμασία των παραδοτέων.

			Θεσσαλονίκη, Φθινόπωρο 2015 

			Νικόλαος Φαρμάκης

			Αν Καθηγητής Α.Π.Θ.

		

	
		
			Κεφάλαιο 1ο Βασικές Έννοιες 

			Σύνοψη

			Το πρώτο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό και αρχίζει με μια σύντομη ιστορική αναδρομή σχετική με τη Δειγματοληψία από το 1895 μέχρι σήμερα. Παρουσιάζονται επίσης χρήσιμοι ορισμοί βασικών εννοιών, όπως είναι ο πληθυσμός, το δείγμα, η δειγματοληψία και οι τυχαίες μεταβλητές με τις ιδιότητές τους και τη λειτουργία τους. Δίνονται ορισμοί για μερικές παραμέτρους των τυχαίων μεταβλητών και εκτιμήτριές τους. Σημαντικό κομμάτι ασχολείται με τις ιδιότητες των εκτιμητριών των παραμέτρων, όπως είναι η αμεροληψία και η συνέπεια.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Το πρώτο κεφάλαιο είναι εισαγωγικό και δεν απαιτεί προαπαιτούμενες γνώσεις πέραν του να έχει ο αναγνώστης προηγούμενη απλή επαφή με στοιχειώδεις έννοιες της Στατιστικής και των πιθανοτήτων.

			1.1. Ιστορική αναδρομή

			Σε κάθε ενέργεια σχετική με τη δειγματοληψία θεωρούμε τον πληθυσμό Π ως βασικό σύνολο αναφοράς. Ο πληθυσμός είναι ένα σύνολο αντικειμένων, τα οποία μελετούμε ως προς κάποιες ιδιότητές τους με τη βοήθεια των τυχαίων μεταβλητών. Δηλαδή είναι Π={u1, u2,…,uN}, αν ο πληθυσμός είναι πεπερασμένος, και Π={u1, u2,…,uι,…}, αν ο πληθυσμός περιέχει άπειρα στοιχεία. Η πεπερασμένη μορφή του πληθυσμού είναι αυτή που ενδιαφέρει και είναι σε ημερήσια διάταξη για πολλές μελέτες.

			Ορισμός 1.1.1: Η τυχαία μεταβλητή είναι μία συνάρτηση που απεικονίζει τα στοιχεία του πληθυσμού σε ένα σύνολο τιμών (συνήθως πραγματικοί αριθμοί).

			Κάθε ιδιότητα των ατόμων ενός πληθυσμού αντιστοιχεί σε μία τυχαία μεταβλητή και με βάση αυτήν την τυχαία μεταβλητή μελετούμε την ιδιότητα αυτή. Τα αντικείμενα αυτά μπορεί να είναι άνθρωποι, ζώα, φυτά, νοικοκυριά, αυτοκίνητα, μηχανές, επιχειρήσεις, σωματίδια, και γενικά οτιδήποτε μπορεί να λογίζεται ως ανεξάρτητη μονάδα σε κάποια μελέτη μας, ακόμη και αφηρημένες έννοιες. Τα στοιχεία του πληθυσμού αναφέρονται στη βιβλιογραφία με τους όρους “στοιχεία” ή “άτομα” (elements). Θεωρούμε γνωστή στο εξής τη βασική έννοια της τυχαίας μεταβλητής (τμ) και θα συμβολίζεται με κεφαλαίο γράμμα Ελληνικό ή Λατινικό, όπως π.χ. Τ,Ρ,Y,X,Z,W,R,U,Q. Σε κάθε άτομο του πληθυσμού αντιστοιχούν μία ή περισσότερες τμ -ανάλογα με το εκάστοτε πρόβλημα- και για το κάθε άτομο κάνουμε και μία ανεξάρτητη καταγραφή τιμής για κάθε τμ Δηλαδή, μία πλήρης καταγραφή για το κάθε άτομο είναι ένα διατεταγμένο σύνολο με k τιμές, αν έχουμε να κάνουμε με πρόβλημα όπου γίνεται χρήση k το πλήθος τμ.

			Οι συνδυασμοί και οι διάφορες συναρτήσεις των τμ επίσης αποτελούν ενδιαφέρον αντικείμενό μας. Π.χ. αν έχουμε πρόβλημα όπου εμφανίζεται μία τμ, η X, τότε μπορεί να χρειαστεί να εργαστούμε σε κάποια φάση της αντιμετώπισής του με κάποια ή κάποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις της X:

			[image: ] κ.λπ.

			ή με τις διάφορες παραμέτρους της Χ, όπως είναι η Μέση Τιμή, η Διασπορά, η Τυπική Απόκλιση, ο Συντελεστής μεταβλητότητας κ.λπ.

			Υπάρχουν πληθυσμοί με πεπερασμένου πλήθους στοιχεία και πληθυσμοί με απείρου πλήθους στοιχεία. Είναι φανερό ότι και στους πληθυσμούς με πεπερασμένου πλήθους στοιχεία δεν μπορούμε εύκολα να δουλέψουμε κάνοντας παρατήρηση σε όλα τα άτομά τους, πολύ δε περισσότερο στους πληθυσμούς με άπειρα στοιχεία. Όταν κάνουμε πλήρη καταγραφή των τιμών για όλα τα άτομα ενός πληθυσμού, έχουμε την έννοια της απογραφής (Census) σε αντιδιαστολή με τη δειγματοληψία (sampling),όπου ασχολούμαστε με μέρος μόνο του πληθυσμού, το δείγμα (sample).

			Φτάνουμε, λοιπόν, στην ανάγκη να πραγματοποιήσουμε μία δειγματοληψία, δηλαδή να κάνουμε παρατηρήσεις σε μικρό μόνο μέρος του πληθυσμού και να βγάλουμε συμπεράσματα από αυτά μόνον τα άτομα για ολόκληρο τον πληθυσμό. Τη δειγματοληψία την επιβάλλουν λόγοι διάφοροι, όπως οικονομικοί, τεχνικοί, νομικοί, χρονικοί περιορισμοί κ.λπ. Σε τελευταία ανάλυση η δειγματοληψία είναι σύμφυτη με τη λειτουργία του ίδιου του ανθρώπινου μυαλού. Όλοι δηλαδή εξοικειωνόμαστε με τις διάφορες έννοιες και τις κάνουμε μόνιμο κτήμα μας μέσα από ένα μικρό μόνο δείγμα παρατηρήσεων σχετικών με αυτές τις έννοιες. Π.χ. την έννοια του ηλιοβασιλέματος τη γνωρίζουμε από ένα μικρό δείγμα ηλιοβασιλεμάτων που είδαμε. Μετά την επαφή του μυαλού μας με αυτό το δείγμα, ζούμε όλοι με την ακλόνητη πεποίθηση ότι όλα τα ηλιοβασιλέματα -και τα παρελθόντα και τα μέλλοντα- είναι ίδια μεταξύ τους, είναι η ίδια έννοια. Το μυαλό μας, για να κατασταλάξει, έκανε μία μορφή δειγματοληψίας. Με βάση τα παραπάνω η χρησιμότητα, η λειτουργικότητα και, τελικά, η αναγκαιότητα της δειγματοληψίας γίνονται παραπάνω από φανερές.

			Η παραπάνω διαδικασία γινόταν και γίνεται από πάντα και αυτόματα. Ιστορικά όμως μπορούμε να πούμε ότι η ανθρωπότητα ασχολείται με τη δειγματοληψία στη σύγχρονη μορφήτης από το 1895, όπως αναφέρει ο LeslieKish (1995). Ο LeslieKish στην εργασία του αυτή θεωρεί δύο εργασίες του A. N. Kiaer του 1895 ως την επίσημη γενέθλια πράξη για τη δειγματοληψία και τη χρήση της σε διαδικασίες στατιστικής. Η διαδικασία της δειγματοληψίας έχει ήδη μπεί στη ζωή των ανθρώπων για τα καλά και αποτελεί πλέον ένα βασικό οικονομικό και επιχειρηματικό αντικείμενο από την δεκαετία του 1930 και μετά. Η δειγματοληψία είναι η βασική έννοια που χρησιμοποιείται στις δημοσκοπήσεις. Μέχρι το 1895 όλοι οι στατιστικοί αναγνώριζαν μόνον την απογραφή ως αξιόπιστη μέθοδο, για να κάνουν τις καταγραφές αρχικά και τις διάφορες (στατιστικές) αναλύσεις μετά. Από το 1895 άρχισαν να «εμπιστεύονται» και τα δείγματα, εισάγοντας αρχικά την έννοια του αντιπροσωπευτικού υποσυνόλου (του πληθυσμού), καταλήγοντας να το ταυτίζουν σχεδόν με την έννοια του τυχαίου δείγματος. Το 1903 στο συνέδριο του Διεθνούς Στατιστικού Ινστιτούτου (I.S.I.= International Statistical Institute) στο Βερολίνο έγιναν αρκετές συζητήσεις πάνω στη δυνατότητα να στηριζόμαστε στα δείγματα (αντί στον πληθυσμό) και να κάνουμε τις διάφορες στατιστικές αναλύσεις μας. Έγιναν και διάφορες επιτροπές για να μελετήσουν το θέμα, ενώ διατυπώθηκαν πολλές αντιρρήσεις κατά της δειγματοληψίας και των δειγμάτων. Η δειγματοληψία ήταν το «καινό δαιμόνιο» για την εποχή αυτή (τέλη του 19ου με αρχές του 20ου αιώνα).

			Το I.S.I. δραστηριοποιείται το 1924 στη Ρώμη σχετικά με τον καθορισμό της «τυχαίας συλλογής» και της «σκόπιμης συλλογής». Η δυνατότητα αυτή υπάρχει και σήμερα: έχουμε δειγματοληψίες πιθανότητας και δειγματοληψίες σκοπιμότητας, που θα αποτελέσουν και το αντικείμενο μελέτης σε επόμενο κεφάλαιο. Η δεκαετία του 1920 υπήρξε, γενικότερα, καθοριστική για τη δειγματοληψία και τη σχετική με αυτήν επιστημονική έρευνα, γιατί τότε μπήκαν τα πρώτα θεωρητικά θεμέλιά της. Στην επόμενη δεκαετία ήρθαν, παράλληλα με τη θεωρητική θεμελίωση και ανάπτυξη, οι πρώτες της εμπορικές εφαρμογές. Ήρθαν τότε, δηλαδή, οι δημοσκοπήσεις για εμπορικούς, κυρίως, αλλά και πολιτικούς σκοπούς. Στην νεότευκτη τότε Σοβιετική Ένωση αναφέρονται οι δραστηριότητες του ερευνητή A. A. Tchuprow σχετικά με τη δειγματοληψία και το 1924 εκδίδεται το βιβλίο του A. G. Kovalevsky “Βασική Θεωρία των Μεθόδων Δειγματοληψίας”, που είναι μάλιστα το πρώτο βιβλίο που εκδίδεται με θέμα τη δειγματοληψία σε παγκόσμιο επίπεδο. Το βιβλίο αυτό δεν είχε δυστυχώς πολύ μεγάλη απήχηση, διότι εκδόθηκε μόνο στα Ρώσικα. Λίγο αργότερα, το 1933, εκδίδεται το βιβλίο του Neyman “An Outline of the Theory of the Representative Method”. Το βιβλίο αυτό εκδόθηκε στα Πολωνικά με περίληψη στα Αγγλικά. Ο ίδιος ο Neyman αναφέρεται στο βιβλίο αυτό την επόμενη χρονιά, στη σημαντικότατη αλλά και μακροσκελέστατη εργασία του (68 σελίδες) με τίτλο:“On the Twodifferent Aspects of the Representative Method: The Method of Stratified Sampling and the Method of Purposive Selection”. Την ίδια περίπου εποχή στο Rothamsted του Ηνωμένου Βασιλείου ο R. A. Fisher και οι μαθητές του Mahalanobis, Yates, Cochran και Snedecor δίνουν μεγάλη ώθηση στο αντικείμενο της δειγματοληψίας και στις εφαρμογές της. Εγραψαν και τα πρώτα βιβλία τους και εισήγαγαν σχετικά μαθήματα σε προπτυχιακό ή ανώτερο επίπεδο, με πρώτο τον Cochran το 1939 στο Iowa State University. Βιβλία έγραψαν και άλλοι την ίδια περίοδο, όπως είναι οι Deming, Hansen, Hurwitz και Madow. Σπουδαίο ρόλο στην ανάπτυξη της δειγματοληψίας και των εφαρμογών της έπαιξε το γνωστό από τότε και πανίσχυρο σήμερα United States Bureau of Census. Δειλά-δειλά κάνουν,από τα μέσα της δεκαετίας του 1930, την εμφάνισή τους και διάφορες πολιτικές δημοσκοπήσεις. Οι πολιτικές δημοσκοπήσεις αποτελούν, ακόμη και σήμερα, μικρό μόνο μέρος της οικονομικής (εμπορικής) εφαρμογής της δειγματοληψίας. Κάνουν, όμως, εντύπωση στον κόσμο και έτσι για ένα ευρύ μέρος του κοινού η έννοια δημοσκόπηση είναι περίπου ταυτισμένη με την πολιτική δημοσκόπηση.

			Από το 1895 μέχρι το 1945 έχουμε μία σχετικά αργή άνοδο του ενδιαφέροντος της παγκόσμιας επιστημονικής κοινότητας για τη δειγματοληψία και τις διάφορες εφαρμογές της. Ήταν τα πρώτα 50 χρόνια της εκκίνησης του αντικειμένου. Από το 1946 και μετά έχουμε μία ραγδαία ανάπτυξη της δειγματοληψίας ως επιστημονικού αλλά και ως εμπορικά εφαρμοσμένου αντικειμένου. Ο L. Kish (1995) αναφέρεται σ’ αυτήν την εξέλιξη με τη λέξη απογείωση.

			Στην Ελλάδα αυτή η απογείωση ήρθε το 1974 με τη μεταπολίτευση. Ως τότε είχαμε υποτυπώδη και αναξιόπιστα αποτελέσματα. Σήμερα η Ελλάδα έχει μία ισότιμη θέση ανάμεσα στις χώρες της Ε.Ε. Είναι σε θέση να εξάγει (περιορισμένα) τεχνογνωσία προς τις γειτονικές της χώρες και αναπτύσσεται συνέχεια σε διάφορα πεδία εφαρμογής των δημοσκοπήσεων και των άλλων εφαρμογών της δειγματοληψίας. Στο πεδίο των πολιτικών δημοσκοπήσεων έχουμε αξιόπιστες δημοσκοπήσεις από την άνοιξη του 1993 (τουλάχιστον). Στην ελληνική αγορά δραστηριοποιούνται μερικές δεκάδες εταιρειών δημοσκοπήσεων, που είναι οργανωμένες σε σύλλογο, τον Σ.Ε.Δ.Ε.Α. Υπάρχει καλό επίπεδο αξιοπιστίας ως προς όλα τα στάδια της πραγματοποίησης των δημοσκοπήσεων. Χρειάζεται μόνο να γίνει κάποιο βήμα στο θέμα της επικοινωνιακής διαχείρισης των αποτελεσμάτων των δημοσκοπήσεων θέμα για το οποίο παίζουν σημαντικό ρόλο και τα Μαζικά Μέσα Επικοινωνίας, (Φαρμάκης, 2009β). Ήδη, όμως, και εκεί έχουμε κάπως ικανοποιητικά αποτελέσματα, επειδή το κοινό γνωρίζει ήδη αρκετά γύρω από τις μετρήσεις αυτές και δεν είναι πλέον και τόσο απαθής αποδέκτης-καταναλωτής των όποιων αποτελεσμάτων αυτών των ερευνών.

			Το μάθημα της δειγματοληψίας και των εφαρμογών της διδάσκεται ήδη σε προπτυχιακό αλλά και σε μεταπτυχιακό επίπεδο σε επτά, τουλάχιστον, ελληνικά Πανεπιστήμια, από όσο γνωρίζουμε. Ανάμεσά τους είναι και το Αριστοτέλειο Πανεπιστήμιο Θεσσαλονίκης.

			1.2 Ορισμοί των εννοιών

			Θεωρούμε τον πληθυσμό Π πεπερασμένο, με πλήθος στοιχείων Ν. Το σύνολο όλων των δειγμάτων μεγέθους n (n<N) που μπορούμε να πάρουμε από τον Π, χωρίς επανάθεση, το συμβολίζουμε με δ (n,N). Το δ (n,N) έχει 

			[image: ]

			δείγματα-στοιχεία (Δαμιανού, 2006, Φαρμάκης, 2009α & Φαρμάκης, 2009β). Μας ενδιαφέρει πάντα να μελετήσουμε μία χαρακτηριστική ιδιότητα (ή και περισσότερες) των στοιχείων του πληθυσμού και την “παρακολουθούμε” με τη βοήθεια της τυχαίας μεταβλητής Χ (τμ X). Όταν μελετούμε περισσότερες από μια χαρακτηριστικές ιδιότητες, αυτό γίνεται μέσα από μία σειρά τυχαίων μεταβλητών, των τμ Χ1, Χ2, Χ3, …, Χk , αν οι χαρακτηριστικές ιδιότητες ήταν k σε πλήθος. Οι τιμές της τμ X που αντιστοιχούν στο δείγμα δi είναι οι[image: ], i=1,2,3,…,[image: ]

			και θεωρούμε ότι είναι στοιχεία ενός διανύσματος 

			[image: ]

			Θεωρούμε, τέλος, την πραγματική συνάρτηση En:

			[image: ]

			(1.2.1)

			με τύπο 

			[image: ]

			όπου το σύμβολο [image: ] μπορεί να εμφανίζεται σε κάποιες περιπτώσεις με απλούστερες μορφές, όπως η [image: ] ή [image: ] Είναι απαραίτητη η ύπαρξη του δείκτη n στο σύμβολο Ε, ώστε αυτό να μη συγχέεται με το σύμβολο της μέσης τιμής της τμ X, το ΕX.

			Ορισμός 1.2.1: Η συνάρτηση En, που απεικονίζει τις τιμές της τμ Χ, που προκύπτουν από το δείγμα (διάνυσμα xi) στην πραγματική τιμή [image: ] ονομάζεται Εκτιμήτρια της αντίστοιχης EN, που αναφέρεται στον πληθυσμό Π και την τυχαία μεταβλητή Χ που μελετούμε. Δηλαδή, η EN αντιστοιχεί στο δείγμα εκείνο που συμπίπτει με τον Π.

			Η συνάρτηση EN -που εκτιμούμε με την εκτιμήτρια En- είναι συνήθως η μέση τιμή της τμ X, η EX=μ, ή η διασπορά της, η σ2=EX2-(EX)2, ή όποια άλλη συνάρτηση σύνθετη της οποίας o ορισμός βασίζεται στην X και αναφέρεται στον Π. Σε κάθε περίπτωση η εκτιμήτρια En εκτιμάει την EN ενσωματώνοντας και χρησιμοποιώντας πληροφορία από n μόνο στοιχεία του Π, δηλαδή από τις n παρατηρήσεις που προέρχονται από τα στοιχεία του δείγματος, χωρίς μάλιστα να ενδιαφέρει η σειρά με την οποία εκλέχτηκαν τα στοιχεία αυτά στο δείγμα.

			Ορισμός 1.2.2: Η τιμή [image: ] της εκτιμήτριας της ΕΝ καθώς και η διαδικασία, για να την έχουμε, ονομάζεται Εκτίμηση (estimation). Συμβολίζεται συνήθως με [image: ]

			Σημείωση 1.2.1: Όλα τα παραπάνω αναφέρονται σε πληθυσμό Π με πεπερασμένο πλήθος στοιχείων Ν. Αν τα στοιχεία του Π είναι άπειρα, τότε η εκτιμώμενη συνάρτηση είναι (γενικά) η παρακάτω:

			[image: ]

			Σημείωση 1.2.2:Υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι μορφές των En και ENδεν συμπίπτουν. Δηλαδή η εκτιμήτρια En δεν είναι ακριβώς μία «μικρογραφία» της εκτιμώμενης συνάρτησης EN.

			Είναι πολύ συνηθισμένο να επιδιώκουμε εκτιμήτριες που, ίσως μεταξύ άλλων, έχουν μία τουλάχιστον από τις ιδιότητες που περιγράφουν οι παρακάτω ορισμοί:

			Ορισμός 1.2.3: Η εκτιμήτρια En λέγεται «αμερόληπτη» (unbiased) εκτιμήτρια της συνάρτησης EN, αν και μόνον αν ισχύει EEn (X) = EN (X) ή πιο συμβολικά και αφηρημένα, αν και μόνον αν ισχύει EEn=EN.

			Σημείωση 1.2.3: Η μέση τιμή που αναφέρεται στον ορισμό 1.2.3 αφορά όλα τα δείγματα του συνόλου δ(n,N).

			Ορισμός 1.2.4: Η εκτιμήτρια En λέγεται «συνεπής» (consistent) εκτιμήτρια της συνάρτησης EN, αν και μόνον αν ισχύει [image: ] ή πιο συμβολικά και αφηρημένα, αν και μόνον αν ισχύει [image: ]

			Σημειώνουμε εδώ τώρα τις μαθηματικές σχέσεις που εκφράζουν για τον πληθυσμό τη μέση τιμή η πρώτη, (Φαρμάκης, 2001 & Φαρμάκης, 2009α)

			[image: ]

			(1.2.2) 

			και τη διασπορά οι δύο επόμενες, (Φαρμάκης, 2009α)

			[image: ]

			(1.2.3) 

			και, (Φαρμάκης, 2001 & Φαρμάκης, 2009α) 

			[image: ]

			(1.2.4) 

			Από τις δύο μορφές της διασποράς προκύπτουν και οι αντίστοιχες μορφές για την τυπική απόκλιση (standard deviation), παίρνοντας την τετραγωνική ρίζα τους αντίστοιχα, (Φαρμάκης, 2001):

			[image: ]

			Σημείωση 1.2.3: Η διασπορά της σχέσης (1.2.3) αναφέρεται κύρια σε πεπερασμένους πληθυσμούς και είναι η πιο συχνά αναφερόμενη και χρησιμοποιούμενη στις διάφορες στατιστικές μελέτες και τις ερευνητικές προσπάθειες. Αναφερόμενοι σε αυτήν τη διασπορά λέμε ότι έχει Ν-1 βαθμούς ελευθερίας.Αν πάρουμε τη δειγματική διασπορά που έχει την ίδια μορφή και n-1 βαθμούς ελευθερίας, την

			[image: ]

			τότε η δειγματική διασπορά της τμ Χ είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς του πληθυσμού της σχέσης (1.2.3). Ισχύει, δηλαδή, η σχέση (Φαρμάκης, 2009α):

			[image: ]

			Σημείωση 1.2.4: Αντίστοιχα, η διασπορά της σχέσης (1.2.4) αναφέρεται σε πληθυσμούς με πεπερασμένου πλήθους στοιχεία αλλά και σε πληθυσμούς με άπειρα στοιχεία, όταν εμφανίζεται με τη δεύτερη μορφή γραφής της στη σχέση (1.2.4), τη 

			[image: ]

			Η σχέση (1.2.4) δίνει τη μορφή μιας διασποράς που είναι για χρήση σε πιο θεωρητικές περιπτώσεις μελέτης της τμ Χ. Εν γένει δεν ισχύει το 

			[image: ]

			(Cochran, 1977 & Φαρμάκης, 2009α), δηλαδή η δειγματική διασπορά δεν είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της (θεωρητικής) διασποράς σ2, ενώ είναι της πληθυσμιακής [image: ] (πεπερασμένοι πληθυσμοί).

			Για τις παραπάνω παραμέτρους γενικά υπάρχουν διάφορες εκτιμήτριες που μπορεί να είναι αμερόληπτες ή μη αμερόληπτες, συνεπείς ή μη συνεπείς. Δεν εξαντλείται το θέμα στα παραπάνω μόνο αντικείμενα. Απλά οι παράμετροι στις σχέσεις (1.2.2) και (1.2.3) έχουν τις αντίστοιχες (με την ίδια φόρμα ορισμού δηλαδή) δειγματικές ποσότητες ως αμερόληπτες εκτιμήτριες (unbiased estimators).

			Σημειώνουμε ότι σε παλιότερη βιβλιογραφία, προ του 1980, αντί του όρου «μέση τιμή της τμ X» συναντάμε τον όρο «Μαθηματική Ελπίδα της τμ X», με το ίδιο σύμβολο EX.

			Μορφές εκτιμητριών για τη μέση τιμή, τη διασπορά και την τυπική απόκλιση δίνονται στη επόμενη παράγραφο και στην παράγραφο των παραδειγμάτων.

			1.3 Εκτιμήτριες-Είδη και ιδιότητες των εννοιών

			Στην προηγούμενη παράγραφο δώσαμε τους ορισμούς των εκτιμητριών των διαφόρων παραμέτρων των τυχαίων μεταβλητών καθώς και της λειτουργίας τους, της εκτίμησης. Υπάρχουν γενικά πολλά είδη εκτιμητριών. Είναι μάλιστα δυνατό να έχουμε για μία και την αυτήν ποσότητα πολλές εκτιμήτριες. Μετρώ π.χ. το ύψος μου με το μέτρο και το εκτιμώ απευθείας ή μετρώ το μήκος της σκιάς μου την ώρα που παρακείμενος πάσσαλος μήκους 1m έχει μήκος σκιάς επίσης 1m. Κάτι ανάλογο φέρεται να πρότεινε ο Θαλής ο Μιλήσιος για την μέτρηση (εκτίμηση) του ύψους των πυραμίδων. Στην περίπτωση που για μία και την αυτή συνάρτηση (ποσότητα) έχουμε πολλές εκτιμήτριες, είναι ενδιαφέρον να δούμε ποια είναι η καταλληλότερη με βάση κάποια κριτήρια. Ένα συνηθισμένο κριτήριο είναι να έχουμε την ελάχιστη τιμή της ποσότητας (απόλυτη διαφορά)

			[image: ]

			(1.3.1) 

			ή της ποσότητας 

			[image: ],

			όπου [image: ] είναι η τιμή της εκτιμήτριας της συνάρτησης Α.

			Προφανές είναι ότι, όταν έχουμε 

			[image: ]

			(1.3.3)

			τότε έχουμε τη βέλτιστη εκτιμήτρια της ποσότητας Α, ενώ αν έχουμε 

			[image: ]

			(1.3.4)

			τότε έχουμε τη βέλτιστη μορφή της εκτιμήτριας της ποσότητας Α, με μετάβαση στο όριο.

			Θεωρούμε τις σχέσεις (1.3.3) και (1.3.4) και στη θέση της εκτιμήτριας [image: ] θέτουμε την έκφραση της μέσης τιμής της, την [image: ] Τότε έχουμε βέλτιστη εκτιμήτρια κατά μέση τιμή (οριακά ή πλήρως).

			Ορισμός 1.3.1: Αν για την ποσότητα Α και την εκτιμήτριά της [image: ] έχουμε τη σχέση 

			[image: ]

			(1.3.5)

			τότε η [image: ] ονομάζεται αμερόληπτη εκτιμήτρια της ποσότητας Α (unbiased estimator of A) 

			Ορισμός 1.3.2: Αν για την ποσότητα Α και την εκτιμήτριά της [image: ] έχουμε τη σχέση 

			[image: ]

			(1.3.6) 

			τότε η [image: ] ονομάζεται οριακά αμερόληπτη εκτιμήτρια της τυχαίας μεταβλητής Α.

			Η εκτιμήτρια [image: ] μπορεί να είναι και έκφραση βασισμένη σε παράμετρο t. Σε μια τέτοια περίπτωση το συνηθισμένο καθήκον μας είναι να βρούμε τη βέλτιστη μορφή της εκτιμήτριας συναρτήσει της παραμέτρου αυτής. Οι παράμετροι μπορούν να είναι και περισσότερες από μία. Ας υποθέσουμε π.χ. ότι η εκτιμώμενη συνάρτηση είναι η διασπορά [image: ] της τμ. Χ στον πληθυσμό Π πεπερασμένου μεγέθους Ν, η

			[image: ]

			(1.3.7) 

			όπου η ποσότητα 

			[image: ]

			(1.3.8) 

			είναι η μέση τιμή της τμ. Χ στον πληθυσμό Π και η ποσότητα 

			[image: ]

			(1.3.9) 

			είναι η μέση τιμή της τμ. Χ στο δείγμα δ μεγέθους n.

			Υπάρχουν δύο κλασικές εκτιμήτριες της διασποράς αυτής

			[image: ]

			(1.3.10) 

			και 

			[image: ]

			(1.3.11) 

			Η εκτιμήτρια (1.3.10) είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς (1.3.7), ενώ η (1.3.11) δεν είναι. Ισχύουν, δηλαδή, οι δύο σχέσεις ισότητας και ανισότητας:

			[image: ]

			(1.3.12) 

			Αυτό σημαίνει ότι η εκτιμήτρια στη σχέση (1.3.10) είναι καλύτερης ποιότητας από την εκτιμήτρια στη σχέση (1.3.11). Απόδειξη για τις σχέσεις (1.3.12) δίνεται στο 2ο κεφάλαιο του παρόντος πονήματος.
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			Λυμένα παραδείγματα 1ου Κεφαλαίου

			Παράδειγμα 1

			Έχουμε έναν πληθυσμό Π με Ν στοιχεία και μελετούμε την τμ Χ. Θέλουμε να εκτιμήσουμε την μέση τιμή της τμ Χ, την 

			[image: ],

			που αναφέρεται σε όλον τον πληθυσμό, με χρήση τυχαίας δειγματοληψίας χωρίς επανάθεση.

			Το δείγμα θα είναι μεγέθους n και η εκτιμήτρια, η Εn, που έχει την παρακάτω μορφή:

			[image: ]

			όπου τα xminκαι xmax είναι αντίστοιχα η μικρότερη και η μεγαλύτερη τιμή της τμ X που εμφανίζεται στο δείγμα και ισχύει w1+w2=1 και 

			[image: ]

			Να προσδιοριστούν οι τιμές των συντελεστών βαρύτητας w1 και w2, ώστε η εκτιμήτρια της μέσης τιμής να είναι: αμερόληπτη και συνεπής 

			Λύση

			Το σύνολο όλων των δειγμάτων, το δ(n,N), περιέχει 

			[image: ]

			δείγματα και, αν θεωρήσουμε ότι βάλαμε τα στοιχεία του Π κατά αύξον μέγεθος της τιμής της τμ Χ, τότε ισχύει [image: ] i=1,2,3,…,Ν-1, και θα συμμετέχει το 

			[image: ] σε [image: ]

			δείγματα, το

			[image: ] σε [image: ]

			δείγματα κ.ο.κ.

			Δηλαδή το Χi,i=1,2,3,…,N-n+1,θα είναι 

			[image: ] σε [image: ]

			δείγματα.

			Αντίστοιχα το ΧΝ θα είναι 

			[image: ] σε [image: ]

			δείγματα, το ΧΝ-1 θα είναι μέγιστη τιμή της τμ Χ σε

			[image: ]

			δείγματα κ.ο.κ.

			Δηλαδή η τιμή Xi είναι μέγιστη τιμή όπου, i= N, N-1, N-2,…,n σε

			[image: ] δείγματα.

			Για την αμεροληψία έχουμε ότι:

			Ισχύει η σχέση w1+w2=1. [image: ] (Σ1α) 

			Επιπλέον αμερόληπτη εκτιμήτρια σημαίνει [image: ] και αυτό ισοδυναμεί με 

			[image: ] (Σ1β)

			Το σύστημα των (Σ1α, Σ1β) δίνει ως λύση το εξής ζεύγος τιμών:

			[image: ] (Σ1δ)

			όπου 

			[image: ] και [image: ]

			Γα την συνέπεια έχουμε ότι η εκτιμήτρια

			[image: ]

			είναι συνεπής, αν και μόνο αν 

			ΕΝ(Χ)=ΕΧ=μ= [image: ] ή πιο συγκεκριμένα:

			w1X1+w2XN=EX=μ (Σ1γ) 

			Από το σύστημα εξισώσεων (Σ1α,Σ1γ) συμπεραίνουμε ότι:

			[image: ] (Σ1ε)

			Αν θέλουμε η εκτιμήτρια να είναι συγχρόνως αμερόληπτη και συνεπής, πρέπει να αξιώσουμε να ισχύσουν συγχρόνως οι σχέσεις (Σ1δ) και (Σ1ε), οπότε έχουμε:

			[image: ]

			που ισοδυναμεί με την παρακάτω σχέση μεταξύ των ποσοτήτων [image: ]:[image: ]

			Από τις πέντε παραμέτρους [image: ] η μέση τιμή του πληθυσμού [image: ] έχει αμερόληπτη εκτιμήτρια τη δειγματική μέση τιμή, δηλαδή τη μέση τιμή που προέρχεται από τα στοιχεία του δείγματος που επιλέξαμε, πριν αποφασίσουμε για τις τιμές των w1 καιw2. Η δειγματική μέση τιμή δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Οι άλλες τέσσερις παράμετροι δεν εκτιμούνται πάντα από αμερόληπτες εκτιμήτριες. Κάθε φορά τις εκτιμούμε με βάση παλιότερες δειγματοληψίες ή άλλες έρευνες και καταγραφές και πάντα με πολλή προσοχή. Αξιοποιούμε και θεωρητικές σκέψεις γύρω από το πρόβλημα, όπως φαίνεται καλύτερα στο παράδειγμα 2.

			Γενικά η εκτιμήτρια Εn που μας εκτιμά στο παράδειγμα αυτό τη μέση τιμή της τμ Χ, την ΕΧ=μ= [image: ] δε χρησιμοποιείται σε πληθυσμούς στους οποίους δεν είμαστε αρκετά εξοικειωμένοι με τη συμπεριφορά των τμ που περιγράφουν τα άτομά τους.

			Παράδειγμα 2

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=6 με σύνολο τιμών της τμ X που μελετούμε το [image: ] Η μέση τιμή του πληθυσμού δίνεται από τη σχέση [image: ] Θέλουμε να εκτιμήσουμε την πληθυσμιακή μέση τιμή της τμ X (στον Π) με τη χρήση τυχαίας δειγματοληψίας χωρίς επανάθεση και με δείγμα μεγέθους n=4 και με τη βοήθεια του εκτιμητή E4 που έχει την παρακάτω μορφή:

			[image: ]

			Όπου

			[image: ]

			είναι αντίστοιχα η μικρότερη και η μεγαλύτερη τιμή της τμ X που εμφανίζεται στο δείγμα με w1+w2=1 και [image: ]

			Να προσδιοριστούν οι τιμές των συντελεστών βαρύτητας w1 και w2,ώστε η εκτιμήτρια της μέσης τιμής να είναι αμερόληπτη και συνεπής.

			Λύση

			Είναι φανερό ότι το σύνολο όλων των δειγμάτων δ(4,6) περιέχει [image: ] δείγματα τα εξής:

			δ1={-3,0,3,5}, δ2={-3,0,3,7}, δ3={-3,0,3,36}, δ4={-3,0,5,7}, δ5={-3,0,5,36}, 

			δ6={-3,0,7,36}, δ7={-3,3,5,7}, δ8={-3,3,5,36}, δ9={-3,3,7,36}, δ10={-3,5,7,36}, 

			δ11={0,3,5,7}, δ12={0,3,5,36}, δ13={0,3,7,36}, δ14={0,5,7,36}, δ15={3,5,7,36}.

			Κάθε ένα από τα δείγματα αυτά δίνει και μία εκτίμηση για τη μέση τιμή της τμ X στον πληθυσμό, την 

			[image: ]

			Χωρίς περιορισμό της γενικότητας αναφέρουμε την εκτίμηση από το 1ο και 12ο δείγμα που είναι αντίστοιχα 

			[image: ] και [image: ]

			Για να έχουμε αμεροληψία της εκτιμήτριας, πρέπει να προσδιορίσουμε τα w1 και w2, ώστε να έχουμε 

			[image: ]

			Είναι δε φανερό ότι ισχύει πέρα από τη βασική σχέση 

			w1+w2=1 (Σ2α) 

			και η σχέση

			[image: ]

			Η παραπάνω σχέση προκύπτει από το γεγονός ότι το μικρότερο στοιχείο του πληθυσμού, το Χ1=-3, είναι και μικρότερο στοιχείο σε εκείνα τα δείγματα από τα 15 που το περιέχουν. Αυτά είναι εκείνα τα 4-μελή δείγματα που προκύπτουν παίρνοντας τριμελή δείγματα (n-1=3) από το πενταμελές σύνολο Τ-{-3}={0,3,5,7,36}. Τα τριμελή συμπληρώνονται με το -3 και γίνονται 4-μ4λή. Αυτά είναι σε πλήθος [image: ]

			Το επόμενο στοιχείο του πληθυσμού, το 0, είναι και το μικρότερο σε όλα τα δείγματα που το περιέχουν αλλά δεν περιέχουν το προηγούμενο του, το -3. Αυτά τα 4-μελή δείγματα προκύπτουν από τα 3 μελή που παίρνονται από το μέρος του πληθυσμού που περιέχει μόνο τα στοιχεία τα μεγαλύτερα από το στοιχείο 0. Παίρνουμε δηλαδή 3-μελή υποσύνολα-δείγματα από το υποσύνολο του πληθυσμού Τ-{-3,0}={3,5,7,36}. Τα 3-μελή αυτά δείγματα είναι σε πλήθος [image: ] και συμπληρώνονται από το στοιχείο 0, ώστε να γίνουν 4-μελή.

			Το επόμενο στοιχείο του πληθυσμού, το 3, είναι και το μικρότερο σε όλα τα δείγματα που το περιέχουν αλλά δεν περιέχουν τα προηγούμενά του, τα -3,0. Αυτά τα 4-μελή δείγματα προκύπτουν από τα 3 μελή που παίρνονται από το μέρος του πληθυσμού που περιέχει μόνο τα στοιχεία τα μεγαλύτερα από το στοιχείο 3. Παίρνουμε δηλαδή 3-μελή υποσύνολα-δείγματα από το υποσύνολο του πληθυσμού Τ-{-3,0,3}={5,7,36}, που είναι αυτό το ίδιο 3-μελές πια. Τα 3-μελή αυτά δείγματα είναι σε πλήθος [image: ] Είναι το υποσύνολο {5,7,36} και συμπληρώνεται από το στοιχείο 3, ώστε να γίνει (το μόνο) 4-μελές.

			Αντίστοιχα, αρχίζοντας από το μεγαλύτερο στοιχείο του πληθυσμού, το 36, θα το βρούμε σε [image: ] 4-μελή δείγματα. Το αμέσως μικρότερο του, το 7, θα το βρούμε (ως μέγιστο) σε [image: ] 4-μελή δείγματα. Το αμέσως επόμενο θα είναι μέγιστο σε 1 δείγμα 4-μελές.

			Για να βρούμε τη μέση τιμή της εκτιμήτριας [image: ], θα προσθέσουμε όλες τις τιμές της που είναι [image: ] και προέρχονται από τα 15 4-μελή δείγματα. Αυτό σημαίνει ότι η έκφραση αυτή της μέσης τιμής θα έχει παρονομαστή το 15 και στον αριθμητή η ποσότητα (-3)w1 θα εμφανίζεται [image: ] φορές. Το ίδιο και η ποσότητα 36w2. Αντίστοιχα η ποσότητες 0w1 και 7w2 θα εμφανίζονται από [image: ] φορές η καθεμία. Τέλος, οι ποσότητες 3w1 και 5w2 θα εμφανιστούν από [image: ] φορά. Αυτό μας δίνει τη σχέση:

			[image: ]

			που προαναφέρθηκε.

			Δηλαδή είναι μετά τις πράξεις:

			-9w1+131w2=40(Σ2β) 

			Από το σύστημα (Σ2α, Σ2β) έχουμε τη λύση 

			[image: ]

			Άρα η εκτιμήτρια μας, για να είναι αμερόληπτη, πρέπει να έχει τη μορφή 

			[image: ]

			(β) Για να είναι συνεπής η εκτιμήτρια [image: ], πρέπει να ισχύει [image: ] Πρέπει, δηλαδή, να ισχύει η (Σ2α) και μαζί της -ως σύστημα- η εξής σχέση: 

			[image: ]

			ή πιο συγκεκριμένα 

			[image: ] (Σ2γ)

			Από το σύστημα (Σ2α, Σ2γ) έχουμε τη λύση

			[image: ]

			Άρα η εκτιμήτρια μας, για να είναι συνεπής, πρέπει να έχει τη μορφή 

			[image: ]

			Παρατηρούμε ότι η μορφή της εκτιμήτριας είναι άλλη όταν είναι αμερόληπτη και άλλη όταν είναι συνεπής.

			Η εκτιμήτρια δηλαδή δεν μπορεί στην προκειμένη περίπτωση να έχει και τις δύο ιδιότητες.

			Παράδειγμα 3

			Οι τιμές της τμ X είναι Τ={2,32,33,36,39,44} και ισχύουν όλα τα υπόλοιπα όπως είναι στο παράδειγμα 2. Ποιες οι τιμές των w1 και w2 τώρα;Έχουμε συνύπαρξη συνέπειας και αμεροληψίας;

			Λύση 

			Στον πληθυσμό του παραδείγματος αυτού η μέση τιμή της τμ X είναι η

			[image: ]

			Τα 15 δείγματα είναι:

			δ1={2,32,33,36}, δ2={2,32,33,39}, δ3={2,32,33,44}, δ4={2,32,36,39}, δ5={2,32,36,44}, δ6={2,32,39,44}, δ7={2,33,36,39}, δ8={2,33,36,44}, δ9={2,33,39,44}, δ10={2,36,39,44}, δ11={32,33,36,39}, δ12={32,33,36,44}, δ13={32,33,39,44} δ14={32,36,39,44}, δ15={33,36,39,44}.

			(α) Προσδιορίζουμε τη μορφή της εκτιμήτριας [image: ], ώστε να είναι αμερόληπτη.

			Ισχύει και πάλι η σχέση 

			w1+w2=1 (Σ3α) 

			όπως και στο προηγούμενου παράδειγμα. Ισχύει, επίσης, και η παρακάτω παράλληλα και δημιουργείται σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους συντελεστές βαρύτητας w1 και w2:

			[image: ]

			ήτοι

			[image: ] (Σ3β).

			Σημείωση: Οι υπολογισμοί γίνονται με βάση τις σκέψεις περί συχνότητας εμφάνισης των τιμών Χ1=2, Χ2=32,…ως ελάχιστων σε δείγματα 4-μελή, που έγιναν και στο παράδειγμα 2.

			Από το σύστημα (Σ3α,Σ3β) έχουμε τη λύση 

			[image: ]

			Άρα η αμερόληπτη εκτιμήτρια μας είναι η:

			[image: ]

			(β) Προσδιορίζουμε τη μορφή της εκτιμήτριας [image: ], ώστε να είναι συνεπής. Ήδη ισχύει η (Σ3α). Η επιπλέον συνθήκη, ώστε να είναι συνεπής ο εκτιμητής μας, είναι η εξής:

			[image: ]

			ή πιο συγκεκριμένα 

			2w1+44w2=31 (Σ3γ) 

			Το σύστημα (Σ3α,Σ3γ) δίνει ως λύση την

			[image: ]

			Άρα, η συνεπής εκτιμήτρια είναι η:

			[image: ]

			Παρατηρούμε και πάλι ότι οι μορφή της εκτιμήτριας είναι άλλη όταν είναι αμερόληπτη και άλλη όταν είναι συνεπής. Η εκτιμήτρια, δηλαδή, δεν μπορεί στην προκειμένη περίπτωση να έχει και τις δύο ιδιότητες.

			Παράδειγμα 4

			Δίνεται ο πληθυσμός Π με Ν=7 άτομα και Τ={20,25,34,43,56,60,x7} είναι το σύνολο τιμών της τμ Χ. Παίρνουμε 4-μελή δείγματα.

			(1ο) Πόσα και ποια είναι αυτά τα δείγματα, του δ(4,7).

			(2ο) Από δύο δείγματα του δ(4,7), τα δ1 και δ26, προκύπτει [image: ] Ποια είναι η τιμή του x7;Ποια η τιμή της μέσης τιμής του πληθυσμού [image: ];

			(3ο) Να υπολογιστούν οι τιμές των παραμέτρων [image: ] του πληθυσμού με βάση τις σχέσεις (1.2.3), (1.2.4).

			Λύση

			(1ο) Το σύνολο δ(4,7) περιέχει [image: ] δείγματα, τα παρακάτω:

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							δ1={20,25,34,43}

							δ5={20,25,43,56}

							δ9={20,25,56,x7}

							δ13={20,34,43,x7}

							δ17={20,43,56,60}

							δ21={25,34,43,56}

							δ25={25,34,56,x7}

							δ29={25,43,60,x7}

							δ33={34,43,60,x7}

						
							
							δ2={20,25,34,56}

							δ6={20,25,43,60}

							δ10={20,25,60,x7

							δ14={20,34,56,60}

							δ18={20,43,56,x7}

							δ22={25,34,43,60}

							δ26={25,34,60,x7}

							δ30={25,56,60,x7}

							δ34={34,56,60,x7}

						
							
							δ3={20,25,34,60}

							δ7={20,25,43,x7}

							δ11={20,34,43,56}

							δ15={20,34,56,x7}

							δ19={20,43,60,x7}

							δ23={25,34,43,x7}

							δ27={25,43,56,60}

							δ31={34,43,56,60}

							δ35={43,56,60,x7}

						
							
							δ4={20,25,34,x7}

							δ8={20,25,56,60}

							δ12={20,34,43,60}

							δ16={20,34,60,x7}

							δ20={20,56,60,x7}

							δ24={25,34,56,60}

							δ28={25,43,56,x7}

							δ32={34,43,56,x7}

						
					

				
			

			(2ο) Από το δ1 έχουμε τιμή της εκτιμήτριας της μέσης πληθυσμιακής τιμής την 

			[image: ]

			Άρα η τιμή του 

			[image: ]

			και φυσικά προκύπτει από τη σχέση 

			[image: ]

			Εξισώνοντας τις δύο αυτές τιμές του [image: ] έχουμε x7=59.

			H μέση πληθυσμιακή τιμή της τμ Χ είναι 

			[image: ].

			(3ο) Ως προς τη διασπορά (Variance) έχουμε τις εξής δύο εκφράσεις που αναφέρονται και στις σχέσεις (1.2.4) και (1.2.3) αντίστοιχα:

			[image: ]

			ήτοι αριθμητικά

			[image: ]

			η μία και 

			[image: ]

			ήτοι αριθμητικά

			[image: ]

			η δεύτερη.

			Η μορφή [image: ] έχει θεωρητικό κυρίως χαρακτήρα, ενώ η [image: ] έχει περισσότερη χρησιμότητα στις εφαρμογές και μπορεί να εκτιμηθεί η τιμή της με χρήση αμερόληπτων εκτιμητριών, όπως θα δούμε και σε επόμενα κεφάλαια.

			Στη δειγματοληψία χρησιμοποιείται ουσιαστικά μόνο η μορφή [image: ]

			Παράδειγμα 5

			Από έναν πληθυσμό με [image: ] στοιχεία παίρνουμε ένα δείγμα μεγέθους n και το χωρίζουμε σε δύο μέρη μεγέθους k και n-k αντίστοιχα. Κάνουμε τις μετρήσεις των τιμών της τμ Χ στα δύο επί μέρους δείγματα που προέκυψαν και έχουμε τα παρακάτω αποτελέσματα:

			A={x1,x2,x3,…,xk} και Β={x1΄,x2΄,x3΄,…,xn-k΄}

			Εκτιμούμε τη μέση τιμή ΕΧ [image: ] από τα δύο τμήματα ξεχωριστά με βάση τη σχέση [image: ] για το πρώτο δείγμα και με τη σχέση [image: ] για το δεύτερο δείγμα.

			(1ο) Να αποδειχθεί ότι ισχύει η σχέση:

			[image: ]

			(2ο) Με βάση τα παραπάνω, να προταθεί μια εκτιμήτρια Εn της πληθυσμιακής μέσης τιμής της τμ Χ, της ΕΧ=μ, για την περίπτωση που έχουμε δύο δείγματα από τον ίδιο πληθυσμό Π, μεγέθους n1 και n2 αντίστοιχα, και τα ενώσουμε σε ένα δείγμα μεγέθους n=n1+n2. Να γίνει και μία διερεύνηση.

			Λύση

			(1ο) Έχουμε

			[image: ]

			Το συμπέρασμα είναι ότι οι δύο εκτιμήσεις της πληθυσμιακής μέσης τιμής της τμ Χ από τα δύο δείγματα –που προκύπτουν από το χωρισμό του αρχικού δείγματος - συνεισφέρουν στην εκτίμηση της μέσης τιμής από το αρχικό (συνολικό) δείγμα ανάλογα προς το μέγεθος των δύο αρχικών δειγμάτων.

			Σύμφωνα με το συμπέρασμα, στο εδάφιο (1ο) μπορούμε να συνενώσουμε δύο δείγματα που προέρχονται από τον ίδιο πληθυσμό κατά ανεξάρτητο τρόπο, το ένα από το άλλο. Επειδή οι επιλογές των δειγματικών μονάδων γίνονται κατά ανεξάρτητο τρόπο τα δύο κομμάτια που προέκυψαν από το αρχικό δείγμα ήταν ανεξάρτητα μεταξύ τους. Έτσι το δείγμα που θα προκύψει στη δεύτερη φάση από τη συνένωση των δύο δειγμάτων μεγέθους n1 και n2 αντίστοιχα, θα αντιστοιχεί στο αρχικό που διασπάσαμε στο πρώτο ερώτημα. Η εκτίμηση της μέσης τιμής από το νέο δείγμα είναι αυτή που προβλέπεται από τη σχέση που αποδείχτηκε στο προηγούμενο εδάφιο. Δηλαδή ισχύει:

			[image: ] όπου [image: ] και [image: ] n1+n2=n.

			Διερεύνηση: Ενδιαφέρον θα είχε να δούμε τις διάφορες περιπτώσεις των τιμών των ζευγών w1 και w2. Σημειώνουμε ότι w1+w2=1. Αν πάρουμε w1=w2=0.5, δηλαδή τα δύο δείγματα είναι ισομεγέθη, τότε και μόνον τότε είναι: [image: ]

			Σημείωση: Γενικεύοντας τα παραπάνω μπορούμε να έχουμε p δείγματα παρμένα από τον πληθυσμό Π με ανεξάρτητο τρόπο το καθένα και με μεγέθη n1,n2,n3,…,np. Αν τα συνενώσουμε σε ένα δείγμα μεγέθους n=n1+n2+n3+…+np, τότε η εκτίμηση της πληθυσμιακής μέσης τιμής της τμ Χ από το νέο δείγμα-σύνθεση θα είναι [image: ] με [image: ]

			Παράδειγμα 6

			Δίνεται πληθυσμός Π, μεγέθους Ν. Γίνεται μελέτη της τμ Χ που παίρνει για όλα τα στοιχεία του Π τιμές Χi>0, i=1,2,3,…,N. Θέλουμε να εκτιμήσουμε την πληθυσμιακή μέση τιμή της Χ, την 

			ΕΧ=μ= [image: ]

			με βάση δείγμα δ [image: ] δ(n,N), n<N, και με τη βοήθεια της εκτιμήτριας 

			[image: ]

			Η παρούσα Εn ονομάζεται συνήθως «Γεωμετρική Εκτιμήτρια της ΕΧ». Να αποδειχθεί ότι η εκτιμήτρια [image: ] «υποεκτιμάει» την τιμή της πληθυσμιακής μέσης τιμής της τμ Χ, δηλαδή είναι -όπως λέμε συχνά- «υποεκτιμήτρια» της πληθυσμιακής μέσης τιμής της Χ. Εφαρμογή: N=4, n=3, x1=4, x2=5, x3=8, x4=12.

			Λύση

			Είναι γνωστό ότι η εκτιμήτρια [image: ] είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της πληθυσμιακής μέσης τιμής της τμ Χ. Δηλαδή έχουμε [image: ] Αυτή η εκτιμήτρια είναι η αριθμητική (γραμμική) μέση τιμή [image: ] των τιμών της τμ Χ που περιέχονται στο δείγμα. Η προτεινόμενη όμως εκτιμήτρια [image: ] είναι η γεωμετρική μέση τιμή των ίδιων (θετικών) τιμών. Είναι γνωστή δε η ανισότητα: [image: ]

			Άρα έχουμε και: [image: ]

			Δηλαδή η [image: ] δίνει εκτιμήσεις της μέσης τιμής της Χ μεροληπτώντας προς τα κάτω. Είναι υποεκτιμήτρια της ΕΧ.

			Για τον πληθυσμό της εφαρμογής με N=4 και n=3 θα έχουμε 4 δείγματα: δ1={4,5,8},δ2={4,5,12}, δ3={4,8,12}, δ4={5,8,12}. Αντίστοιχες τιμές της εκτιμήτριας [image: ] οι:

			[image: ]

			Οπότε είναι και 

			[image: ]

			Σημείωση: Η γεωμετρική εκτιμήτρια ΕnX= [image: ] χρησιμοποιείται αρκετές φορές, παρόλο που είναι υποεκτιμήτρια της ΕΧ.

		

	
		
			Ασκήσεις 1ου Κεφαλαίου με υπόδειξη λύσης

			Άσκηση 1

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=6 με σύνολο τιμών της τμ X που μελετάμε το Τ={-3,0,5,7,9,x}. Η μέση τιμή του πληθυσμού δίνεται από τη σχέση [image: ] Θέλουμε να εκτιμήσουμε τη μέση τιμή αυτή της X στον Π με τη χρήση τυχαίας δειγματοληψίας χωρίς επανάθεση, με δείγμα μεγέθους n=4 και με τη βοήθεια της εκτιμήτριας E4 που έχει την παρακάτω μορφή:

			[image: ]

			όπου τα [image: ] είναι αντίστοιχα η μικρότερη και η μεγαλύτερη τιμή της τμ X που εμφανίζεται στο δείγμα και ισχύει w1+w2=1 και [image: ]

			(1ο) Να προσδιοριστούν οι τιμές των συντελεστών βαρύτητας w1 και w2, ώστε η εκτιμήτρια της μέσης τιμής να είναι αμερόληπτη, όταν το x=12 και όταν x=25.

			(Υπόδειξη: Βλέπε παραδείγματα 1, 2 και 3).

			(2ο) Ενώ δε γνωρίζουμε την τιμή του x, ξέρουμε ότι είναι [image: ] και έχουμε εκτίμηση για την τιμή [image: ] Να βρεθεί η τιμή του [image: ] και οι αντίστοιχες τιμές των συντελεστών βαρύτητας.

			(Υπόδειξη: Βλέπε παράδειγμα 3)

			Άσκηση 2 

			Δίνεται ο πληθυσμός Π με Ν=5 άτομα και η τμ Χ έχει σύνολο τιμών Τ={20,34,48,59,x5}. Παίρνουμε 3-μελή δείγματα.

			(1ο) Πόσα και ποια είναι αυτά τα δείγματα, του δ(3,5).

			(2ο) Από δύο δείγματα του δ(3,5), τα

			δ1 [image: ] και δ6 [image: ] προκύπτει [image: ]

			Ποια η τιμή του x5;

			(3ο) Ποια η τιμή της μέσης τιμής του πληθυσμού ΕΧ=μ;

			(4ο) Να υπολογιστούν οι τιμές των παραμέτρων 

			[image: ]

			του πληθυσμού με βάση τις σχέσεις (1.2.3), (1.2.4).

			(5ο) Να υπολογιστεί η μέση τιμή [image: ] όλων των μέσων τιμών που προκύπτουν από τα δείγματα του δ(3,5). Τι παρατηρούμε;

			(Υπόδειξη: Βλέπε παράδειγμα 4)

			Άσκηση 3 

			Από έναν Ν-μελή πληθυσμό παίρνουμε ένα n-μελές δείγμα και θέλουμε να μελετήσουμε την τμ Χ που παίρνει αυστηρά θετικές τιμές. Για την εκτίμηση της μέσης τιμής της Χ χρησιμοποιούμε τις εξής δύο εκτιμήτριες:

			(1ο) αριθμητική μέση τιμή [image: ] και

			(2ο) γεωμετρική μέση τιμή [image: ]

			Να μελετηθούν οι εκτιμήτριες αυτές καθώς και η ποσότητα [image: ]

			Εφαρμογή: N=4 με n=3 και

			Χ [image: ]

			Άσκηση 4

			Μία πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής:

			[image: ]

			ονομάζεται «κυρτή», αν και μόνο αν ισχύει η σχέση:

			[image: ]

			Να δειχθεί ότι:

			«Αν έχουμε μία τμ Χ, που παίρνει τις τιμές της στο Α και την κυρτή συνάρτηση φ, τότε ισχύει

			Εφ(x)-φ(ΕΧ)[image: ]0».

			Εφαρμογή: Να αποδειχθεί ότι η διασπορά VarX παίρνει μη αρνητικές τιμές για κάθε τμ Χ.

		

	
		
			Κεφάλαιο 2ο Απλή Τυχαία Δειγματοληψία (ΑΤΔ)

			Σύνοψη 

			Στο 2ο Κεφάλαιο αναπτύσσονται θέματα σχετικά με την απλή τυχαία δειγματοληψία (ΑΤΔ), που είναι το βασικό είδος δειγματοληψίας από θεωρητική και πρακτική άποψη. Μετά την εισαγωγή και τους ορισμούς βασικών ιδεών (όπως τυχαίο δείγμα, πίνακες τυχαίων αριθμών κ.λπ.) περιγράφονται βασικές ιδιότητες των εκτιμητριών των βασικών παραμέτρων των τυχαίων μεταβλητών, δηλαδή της μέσης τιμής και της διασποράς. Ακολουθεί ο προσδιορισμός του μεγέθους του δείγματος στην ΑΤΔ. Γίνεται και ένα σύντομο πέρασμα από τη δειγματοληψία με επανάθεση, ενώ το κεφάλαιο έχει προσανατολισμό γενικά στις δειγματοληψίες χωρίς επανάθεση. Στη συνέχεια εξετάζεται το θέμα της εκτίμησης ποσοστών στην ΑΤΔ. Ακολουθεί μία παράγραφος σχετική με τον Συντελεστή Μεταβλητότητας (ΣΜ, Αγγλικά Coefficient of Variation) και τη σύνδεσή του με τη δειγματοληψία και τις κατανομές. Παρουσιάζεται μία μέθοδος προσδιορισμού της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) συνεχών τυχαίων μεταβλητών που είναι συμμετρικές ή αύξουσες. Η σύνδεση αυτή της δειγματοληψίας και του ΣΜ για τον προσδιορισμό των σ.π.π. είναι σχετικά νέα ιδέα, που αναπτύσσεται από το 2000 και μετά. Ακολουθεί η Βιβλιογραφία και δύο ακόμη παράγραφοι με λυμένα παραδείγματα και ασκήσεις προς λύση.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Δεν χρειάζεται προαπαιτούμενη γνώση πέρα από το περιεχόμενο του 1ου κεφαλαίου του παρόντος συγγράμματος και απλή επαφή με τις βασικές έννοιες της Στατιστικής (τυχαίες μεταβλητές και παράμετροί τους) και των Πιθανοτήτων.

			2.1. Εισαγωγικά

			Οι δειγματοληπτικές τεχνικές χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες:

			
					(Ι) «Δειγματοληψίες κατά πιθανότητα» (ProbabilitySampling)

					(ΙΙ) «Δειγματοληψίες χωρίς πιθανότητα» (non-Probability Sampling)

			

			Η πρώτη κατηγορία δειγματοληπτικών τεχνικών είναι η πιο ενδιαφέρουσα και περισσότερο χρήσιμη στις περισσότερες καθημερινές εφαρμογές. Μερικά από τα πλεονεκτήματα των Δειγματοληψιών με πιθανότητα είναι: 

			α) Είναι απρόσωπες και αντικειμενικές.

			β) Τις εμπιστεύεται περισσότερο και αυθόρμητα το ευρύ κοινό.

			γ) Δημιουργούν προϋποθέσεις προσδιορισμού της ακρίβειας των εκτιμητριών με διάφορες μεθόδους, όπως τα διαστήματα εμπιστοσύνης.

			δ) Παρέχουν περισσότερες πληροφορίες (συνηθέστερα) για τις παραμέτρους των τυχαίων μεταβλητών που μελετούμε. Η πληροφορία αυξάνεται, καθώς αυξάνει και το μέγεθος του δείγματος. Έτσι, τα σφάλματα μειώνονται με την αύξηση του μεγέθους του δείγματος.

			Μειονέκτημα της δειγματοληψίας κατά πιθανότητα είναι κυρίως το κόστος της διεξαγωγής της, το οποίο μπορεί να ξεφύγει μερικές φορές.

			Η δεύτερη κατηγορία δειγματοληψιών περιλαμβάνει τεχνικές δειγματοληψίας που χρησιμοποιούνται σε ειδικευμένες περιπτώσεις εφαρμογών. Διενεργούνται κατόπιν ειδικής μελέτης κάθε φορά και χρειάζεται, σε κάθε περίπτωση, ειδικό επιτελείο έμπειρων ερευνητών για τη διεκπεραίωσή τους. Στις περισσότερες περιπτώσεις οι δειγματοληπτικές τεχνικές αυτής της δεύτερης κατηγορίας ονομάζονται «Δειγματοληψίες Σκοπιμότητας» (ΔΣκ).

			Πλεονέκτημα των δειγματοληψιών σκοπιμότητας είναι κατά βάση το μικρό οικονομικό (κυρίως) κόστος. Υπάρχουν, μάλιστα, περιπτώσεις όπου το κόστος μιας δειγματοληψίας σκοπιμότητας είναι έως και εκατό φορές μικρότερο από το κόστος μιας δειγματοληψίας με πιθανότητα. Μειονέκτημα των δειγματοληψιών σκοπιμότητας είναι, η πανταχού παρούσα, άλλωστε, απειλή της μεροληψίας (bias). Τα εισαγόμενα από τη μεροληψία σφάλματα μπορεί να πάρουν εδώ μεγάλες διαστάσεις, δεν είναι προβλέψιμα και γίνονται δύσκολα αντιληπτά. Είναι δε τέτοια η φύση τους, που συνήθως αυτά τα σφάλματα μεγαλώνουν, καθώς μεγαλώνει το μέγεθος του δείγματος.

			Οι δειγματοληψίες σκοπιμότητας μπαίνουν όλο και περισσότερο στις καθημερινές εφαρμογές της επιστήμης και της αγοράς, με την ευρεία της έννοια. Εξετάζονται εκτεταμένα σε ιδιαίτερο κεφάλαιο του βιβλίου αυτού, το 6ο.

			Στο παρόν κεφάλαιο το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην «Απλή Τυχαία Δειγματοληψία» (ΑΤΔ), η οποία είναι η στοιχειωδέστερη μορφή δειγματοληψίας με πιθανότητα και χρησιμεύει ως βάση για τις άλλες δειγματοληπτικές τεχνικές που θα περιγραφούν στα επόμενα κεφάλαια. Ακολούθως στην παρούσα παράγραφο δίνονται ισοδύναμοι ορισμοί της ΑΤΔ.

			Έστω ότι από ένα Ν-μελή πληθυσμό Π επιθυμούμε να επιλέξουμε ένα n-μελές δείγμα με στοιχεία του πληθυσμού Π μόνο. Επιπρόσθετα, έστω δ(n,N) το σύνολο όλων των διακεκριμένων δειγμάτων μεγέθους n που περιέχουν στοιχεία από τον Π αποκλειστικά και μόνο. Είναι δηλαδή:

			δ(n,N)={x: x δείγμα n-μελές με στοιχεία του πληθυσμού Π μόνο}.

			Ορισμός 2.1.1: Η τεχνική δειγματοληψίας με την οποία το κάθε δείγμα, στοιχείο του συνόλου δ( n,N), έχει την ίδια πιθανότητα να εκλεγεί με οποιοδήποτε άλλο ονομάζεται Απλή Τυχαία Δειγματοληψία (ΑΤΔ).

			Ορισμός 2.1.2: Η τεχνική δειγματοληψίας με την οποία το κάθε στοιχείο του πληθυσμού Π έχει την ίδια πιθανότητα με οποιοδήποτε άλλο στοιχείο του Π να συμπεριληφθεί σε κάποιο συγκεκριμένο κάθε φορά δείγμα, που είναι στοιχείο του δ(n,N), ονομάζεται Απλή Τυχαία Δειγματοληψία (ΑΤΔ).

			Κατά την ΑΤΔ, δηλαδή, όλα τα δείγματα του δ(n,N), έχουν την ίδια ακριβώς πιθανότητα να εκλεγούν από ένα Ν-μελή Πληθυσμό Π, ανεξάρτητα από το μέγεθος του πληθυσμού Ν, όπου Ν φυσικός αριθμός.

			Με τον όρο ΑΤΔ θα εννοούμε την ΑΤΔ χωρίς επανάθεση, εκτός αν ρητά αναφέρεται κάτι άλλο. Εκλέγουμε δηλαδή τις μονάδες του Πληθυσμού Π μία-μία χωρίς να κάνουμε επανάθεση της εκλεγμένης μονάδας, ώστε να αποκλείεται επανεκλογή της. Με τον τρόπο αυτό η πιθανότητα να εκλεγεί ένα συγκεκριμένο n-μελές δείγμα είναι:

			P= [image: ]

			Η παραπάνω σχέση ισότητας ισχύει, διότι σε κάθε εκλογή ατόμου από τον πληθυσμό, μέχρις ότου να συμπληρωθεί το n-μελές δείγμα, η πιθανότητα να επιλεγεί ένα άτομο είναι η ίδια για τα εκάστοτε εναπομείναντα άτομα.

			Στην περίπτωση που πάρουμε το δείγμα με επανάθεση, θα έχουμε, γενικά, λιγότερη πληροφορία από αυτήν που θα μας έδινε το δείγμα ιδίου μεγέθους, που λαμβάνεται χωρίς επανάθεση, βλέπε και σχέση (2.5.5), όπου φαίνεται ότι η διασπορά της δειγματικής μέσης τιμής της εκτιμήτριας είναι μεγαλύτερη, όταν έχουμε επανάθεση και μικρότερη, όταν δεν έχουμε επανάθεση.

			Το τυχαίο της επιλογής των μελών του δείγματος εξασφαλίζεται είτε με κλήρωση μεταξύ των αριθμών 1,2,3,…,Ν ή με τον Η/Υ (κυκλοφορούν ρουτίνες παραγωγής ψευδοτυχαίων αριθμών) ή με πίνακες τυχαίων αριθμών. Είναι δυνατόν, επίσης, να χρησιμοποιήσουμε και Η/Υ τσέπης που έχει ενσωματωμένο μικροκύκλωμα παραγωγής ψευδοτυχαίων αριθμών, σε τριψήφιες συστάδες συνήθως (3-ψήφιες «λέξεις»). Το πλήκτρο στο πληκτρολόγιο τότε γράφει συνηθέστατα επάνω του το σύμβολο: RAN#.

			Οι πίνακες τυχαίων αριθμών (ΠΤΑ) είναι πίνακες μονοψήφιων αριθμών, διαστάσεων [image: ] όπου ο καθένας από τους αριθμούς 0,1,2,…,9 έχει την ίδια πιθανότητα να καταλάβει οποιαδήποτε από τις [image: ] θέσεις. Αυτό σημαίνει ότι έχει και την ίδια πιθανότητα να επιλεγεί ως στοιχείο σε αριθμό που θα προκύψει από την κατάλληλη χρήση του ΠΤΑ. Αποσπάσματα τέτοιων πινάκων κυκλοφορούν τυπωμένα στα διάφορα βιβλία με αντικείμενο τη Στατιστική (Κουνιάς κ.ά, 1992, Φαρμάκης, 2001, Φαρμάκης, 2009α, 2009β & Cochran, 1977). Έχουμε τη δυνατότητα να έχουμε εκτυπωμένα μόνο αποσπάσματα πινάκων τυχαίων αριθμών, γιατί ολόκληρος ο πίνακας θα καταλάμβανε έκταση πολλών εκατομμυρίων σελίδων. Έτσι πάντα έχουμε δημοσιεύσεις αποσπασμάτων τέτοιων πινάκων. Για να εξασφαλιστεί η αξιοπιστία (ως προς το τυχαίο) του αποσπάσματος πίνακα τυχαίων αριθμών, γίνονται διάφορες δοκιμασίες (test) πριν τη δημοσίευσή του (Farmakis, 1994). Για να έχει στοιχειώδη αξιοπιστία ένα απόσπασμα πίνακα τυχαίων αριθμών πρέπει να έχει έκταση τουλάχιστον μερικών χιλιάδων αριθμών. Απόσπασμα πίνακα τυχαίων αριθμών διαστάσεων 25x60 είναι ο Πίνακας 2.1.1.

			Η εκλογή ενός n-μελούς δείγματος από έναν Ν-μελή πληθυσμό με χρήση πίνακα τυχαίων αριθμών γίνεται με τον παρακάτω τρόπο: 

			Αρχικά αντιστοιχίζουμε έναν αύξοντα αριθμό από το 1 μέχρι το Ν σε καθεμία από τις μονάδες του πληθυσμού. Έπειτα σημειώνουμε το πλήθος των στοιχείων του πληθάριθμου Ν του πληθυσμού. Έστω ότι ο πληθάριθμος αυτός έχει λ ψηφία, λ=1,2,3,… Κληρώνουμε δύο ακέραιους αριθμούς, ο ένας μεταξύ των αριθμών 1,2,3,…,r και ο άλλος μεταξύ των 1,2,3,…,m, όπου r και m είναι αντίστοιχα ο αριθμός των γραμμών και στηλών του διαθέσιμου πίνακα τυχαίων αριθμών. Ειδικότερα για τον Πίνακα 2.1.1 είναι r=25 και m=60.

			Έστω ότι κληρώθηκαν οι ακέραιοι αριθμοί ν και μ αντίστοιχα. Βρίσκουμε το ψηφίο του πίνακα τυχαίων αριθμών με συντεταγμένες (ν,μ) και με πρώτο το ψηφίο αυτό σαρώνουμε τον πίνακα κατά γραμμές από αριστερά προς τα δεξιά (όπως διαβάζουμε Ελληνικά ή Λατινικά) και καταγράφουμε τους ακέραιους λ-ψήφιους αριθμούς που προκύπτουν, ώσπου να παραχθούν n τέτοιοι αριθμοί με λ-ψηφία, οι οποίοι είναι μικρότεροι ή ίσοι με τον Ν. Όσοι είναι μεγαλύτεροι από τον Ν ή όσοι έχουν ήδη εκλεγεί εξαιρούνται. Μόλις τελειώνουν τα ψηφία μιας γραμμής του πίνακα συνεχίζουμε στην άλλη γραμμή και, αν φτάσουμε στο τελευταίο ψηφίο του πίνακα, θεωρούμε το πρώτο του ψηφίο επόμενο και συνεχίζουμε χωρίς διακοπή.

			Παρατήρηση: Εναλλακτικά μπορούμε να «διαβάσουμε» τον πίνακα και από τα δεξιά προς τα αριστερά (όπως διαβάζουν οι Άραβες). Μπορούμε, επίσης, να σαρώσουμε τις γραμμές του πίνακα και εναλλάξ ως προς την κατεύθυνση: τη μία γραμμή από τα αριστερά προς τα δεξιά και την επόμενη αντίστροφα κ.ο.κ. Αυτή η ανάγνωση ονομάζεται «ανάγνωση βουστροφηδόν». Μπορεί, επίσης, τον ρόλο των γραμμών του πίνακα των τυχαίων αριθμών να αναλάβουν οι στήλες του και να εφαρμοστούν τα αντίστοιχα που αναφέρονται εδώ για τις γραμμές.
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			Πίνακας 2.1.1 Περιέχει 1500 τυχαίους αριθμούς.

			Στη συνέχεια θα δοθεί ένα παράδειγμα εξαγωγής 27-μελούς δείγματος από πληθυσμό Π με Ν=786 στοιχεία.

			Παράδειγμα 2.1.1

			Δίνεται πληθυσμός Π με Ν=786 άτομα και ζητούμε να πάρουμε ένα δείγμα από αυτόν μεγέθους n=27 ατόμων. Να δημιουργηθεί το δείγμα ξεκινώντας από το στοιχείο του Πίνακα 2.1.1 με συντεταγμένες (που κληρώθηκαν) τις (12,43).

			Λύση

			Είναι λ=3. Το στοιχείο του πίνακα 2.1.1 με συντεταγμένες (12,43) είναι το 1 και οι τριψήφιοι που προκύπτουν έως ότου εκλεγούν 27 διακεκριμένοι, διαφορετικοί αριθμοί μικρότεροι ή ίσοι του 786 είναι οι εξής:

			145-664-544-314-582-789-122-588-474-758-046-745-835-672-391-939-715-640-289-648-

			772-860-400-020-345-143-249-876-456-345-778-335-449

			Οι παραπάνω αριθμοί προέκυψαν από απλή ανάγνωση από τη θέση (12,43) του πίνακα ανά τρία (λ=3) ψηφία από αριστερά προς τα δεξιά. Όπως γίνεται φανερό, πρέπει να εξαιρεθούν οι αριθμοί οι μεγαλύτεροι του πληθικού αριθμού του πληθυσμού (Ν=786), που εμφανίζονται υπογραμμισμένοι. Επιπρόσθετα πρέπει να εξαιρεθεί ο 345, όταν βγήκε για δεύτερη φορά (εμφανίζεται με πλαγιόμορφη γραφή στη δεύτερη ανεύρεσή του). Για να διευκολυνόμαστε στον έλεγχο των αριθμών που βγαίνουν στην αρχική φάση της επιλογής από τον πίνακα των τυχαίων αριθμών, είναι χρήσιμα τα φυλλογράμματα με 1 ή 2 ηγούμενα στοιχεία (στην παρούσα περίπτωση χρειάστηκε ένα τέτοιο ψηφίο).

			Φυλλόγραμμα ή φυλλογράφημα κατά το Λεξικό Στατιστικής Ορολογίας του Ελληνικού Στατιστικού Ινστιτούτου (stemandleafplot) είναι ειδικά στατιστικά διαγράμματα στα οποία παρουσιάζονται δεδομένα γραμμένα σε μορφή ακεραίων στο δεκαδικό σύστημα σε γραμμές ή στήλες με βάση το πρώτο (ή τα δύο πρώτα ψηφία) τους (στέλεχος, Stem). Γίνεται πολλές φορές και πολλαπλασιασμός ή διαίρεση με δύναμη του 10, ώστε (διευκολυντικά) το στέλεχος να είναι το ακέραιο μέρος των δεδομένων, όπως θα προκύψουν (Τσάντας  κ.ά. 1999)

			Συνοψίζοντας, το δείγμα μας θα αποτελέσουν τα άτομα του πληθυσμού με αύξοντες αριθμούς τους επόμενους:

			020-046-122-143-145-249-289-314-335-345-391-400-449-456-474-544-582-588-640-648-664-672

			715-745-758-772-778.

			Εναλλακτικά άλλος τρόπος να επιτύχουμε ένα 27-μελές δείγμα, σαν το παραπάνω, είναι ο εξής: 

			Διαλέγουμε με κλήρωση 3 διαδοχικές στήλες του πίνακα 2.1.1. Έστω ότι προέκυψαν οι στήλες 22,23,24. Μετά διαβάζουμε το περιεχόμενο της κάθε γραμμής του τρίστηλου υποπίνακα (που καθορίζεται από τις στήλες που κληρώθηκαν) ως τριψήφιο (αύξοντα) αριθμό, εξαιρώντας τους μεγαλύτερους του Ν=786 και το 000, που τυχόν προκύπτουν. Αν εξαντληθεί το τρίστηλο τμήμα του πίνακα πριν την συμπλήρωση του 27-μελούς (γενικά n-μελούς) δείγματος, τότε διαλέγουμε μία νέα τριάδα διαδοχικών στηλών (π.χ. 41,42,43) του πίνακα τυχαίων αριθμών και εξακολουθούμε την ίδια διαδικασία.

			Με τις προαναφερθείσες στήλες και για n=27 το δείγμα που προκύπτει από τον Πίνακα 2.1.1 είναι αυτό που καθορίζεται από τους αύξοντες αριθμούς :

			510-010-589-078-056-779-317-566-672-025-490-312-473-455-018-514-712-468-690-785

			585-700-434-709-634-525-247.

			Καλύτερη εικόνα έχουμε, αν δούμε τους αριθμούς με τη φυσική σειρά τους: 

			010-018-025-056-078-247-312-317-434-455-468-473-490-510-514-525-566-585-589-634-672690,700,709,712,779,785.

			Η διαδικασία συνεχίστηκε στη δεύτερη φάση με την εκλογή των στηλών 41,42,43 του πίνακα και εξαιρέθηκαν οι ά.ά. που είναι μεγαλύτεροι από το Ν καθώς και οι επαναλήψεις, όπως και στην προηγούμενη διαδικασία του Παραδείγματος 2.1.1.

			Σε περίπτωση που ο Ν είναι 4-ψήφιος, 5-ψήφιος κ.λπ. χρησιμοποιούμε τετράστηλα, πεντάστηλα κ.λπ. τμήματα του Πίνακα 2.1.1, πάντα επιλεγμένα με κλήρωση.

			Ειδικά αν ο Ν είναι k-ψήφιος και αρκετά μικρότερος του 10k, τότε επιλέγουμε τον πρώτο από τους αριθμούς [image: ] που είναι μεγαλύτερος του Ν, ανάλογα με το μέγεθος του Ν φυσικά. Σε όσα ακολουθούν, αυτός ο αριθμός συμβολίζεται με p. Στη συνέχεια, αν η διαδικασία επιλογής ά.ά. από τον πίνακα των τυχαίων αριθμών δίνει αποτέλεσμα x>Ν, θεωρούμε ότι στη θέση του x επιλέγεται ο ά.ά.

			[image: ]

			Το παράδειγμα που ακολουθεί κάνει τα παραπάνω πιο σαφή:

			Παράδειγμα 2.1.2

			Σε έναν πληθυσμό μεγέθους Ν=2345 ατόμων να γίνει ΑΤΔ και το δείγμα να είναι μεγέθους n=25 ατόμων. Να χρησιμοποιηθεί ο πίνακας 2.1.1 με δεδομένο ότι το σημείο εκκίνησης είναι το σημείο του πίνακα 2.1.1 με συντεταγμένες (ν.μ)=(4,29). 

			Λύση

			Σε αυτό το παράδειγμα είναι λ=4 και Ν<2500= [image: ] =p. Άρα οι αριθμοί x που θα εξαχθούν από τον Πίνακα 2.1.1 θα υποκαθίστανται από τους y[image: ]x(mod2500), όταν x>Ν=2345, ενώ εξαιρούνται οι αριθμοί που είναι μεγαλύτεροι του 2345 και οι αριθμοί που εμφανίζονται δεύτερη φορά με οποιονδήποτε τρόπο. Έτσι προκύπτει

			4012(1512) 6986(1986) 7774(0274) 8402(0902) 1123(1123) 7956(0456) 7014(2014) 0545(0545) 9802(2302) 5669(0669) 0035(0035) 7090(2090) 2347(2347) 4078(1578) 0102(0102) 1366(1366) 7078(2078) 0456(0456) 5856(0856) 6659(1659) 0214(0214) 7495(2495) 9034(1534) 1202(1202) 5825(0825) 3694(1194) 6770(1770) 8898(1398).

			Μία τοποθέτηση κατά αύξον μέγεθος των ά.ά. που προέκυψαν δίνει την παρακάτω πιο τακτοποιημένη μορφή στους ά.ά. των ατόμων του δείγματος:

			0035, 0102, 0214, 0274, 0456, 0545, 0669, 0825, 0856, 0902, 1123, 1194, 1202, 1366, 1398, 1512, 1534, 1578, 1659, 1770, 1986, 2014, 2078, 2090, 2302.

			Σχολιάζοντας το παραπάνω αποτέλεσμα-δείγμα θα μπορούσαμε να αναφέρουμε και μία απλούστερη παραλλαγή της τεχνικής που χρησιμοποιήθηκε στο παράδειγμα 2.1.2 και που πρέπει να αποφεύγεται, επειδή εισάγει μεροληψία (bias), τη λεγόμενη «μεροληψία υπολοίπου». Αυτή η «βολική» και προς αποφυγή τεχνική βασίζεται στο γεγονός ότι παίρνουμε ως τελικούς αύξοντες αριθμούς των ατόμων που θα περιληφθούν στο δείγμα τους αριθμούς y[image: ]x(modN), όπου x είναι οι αριθμοί που κληρώθηκαν αρχικά. Ενώ είναι δυνατό να είναι x>N είναι πάντα y<p<N. Ειδικά αν κληρωθεί x=000…0 (κ μηδενικά), τότε ορίζεται y=p.

			Η μεροληψία υπολοίπου έγκειται στο εξής. Ο αριθμός Ν έχοντας κ ψηφία είναι μικρότερος του [image: ] Έστω ότι η διαίρεση [image: ] δίνει πηλίκο π=1,2,3…και υπόλοιπο υ, τότε οι ά.ά. που είναι της μορφής 1,2,3,…,υ (το 0 λογίζεται ως Ν τελικά) έχουν π+1 δυνατότητες να εμφανιστούν στο δείγμα, ενώ οι ά.ά. της μορφής υ+1, υ+2,…, Ν και 0 έχουν π τέτοιες δυνατότητες (το 0 λογίζεται ως Ν τελικά). Αυτή είναι η μεροληψία υπολοίπου και προκύπτει από το γεγονός ότι παίρνουμε υπόλοιπα (modN) και όχι (modp), όπου είναι [image: ] Όταν είναι [image: ] τότε φυσικά και μπορούμε να έχουμε ά.ά. του τύπου y[image: ]x(modN) και δεν έχουμε μεροληψία.

			Σημείωση: Σημειώνουμε ότι δεν επιτρέπεται να χρησιμοποιούνται ως πίνακες τυχαίων αριθμών κατάλογοι με αριθμούς των οποίων δεν γνωρίζουμε τη δομή ή για των οποίων τη συμπεριφορά βάσιμα αμφιβάλλουμε ως προς το τυχαίο, π.χ. τηλεφωνικοί κατάλογοι κ.λπ. Αυτοί μπορεί να εισάγουν συστηματικά σφάλματα ή άλλα σφάλματα δύσκολα προσδιοριζόμενα. Για παράδειγμα, ο τηλεφωνικός κατάλογος των εξαψήφιων αριθμών του ΟΤΕ της Θεσσαλονίκης (χωρίς το πρόθεμα 2310) δεν έχει συστηματικά το ψηφίο 1 στην πρώτη του στήλη, γιατί δεν αρχίζουν αριθμοί τηλεφώνου από το ένα.

			2.2. Βασικοί Ορισμοί - Συμβολισμοί

			Στην παράγραφο αυτή δίνονται τα κυριότερα σύμβολα που θα χρησιμοποιήσουμε στη μελέτη των θεμάτων της ΑΤΔ καθώς και οι ορισμοί των βασικότερων εννοιών και εργαλείων για την απόδειξη προτάσεων. Σε όλες, σχεδόν, τις περιπτώσεις συμβολίζουμε με Y ή Χ την τμ που «παρακολουθεί» και καταγράφει τη «χαρακτηριστική ιδιότητα» των στοιχείων του πληθυσμού Π, την οποία μελετούμε, π.χ. οικογενειακό εισόδημα, ύψος, βάρος, περιεκτικότητα κ.λπ. Στην παρακάτω παρουσίαση δίνεται αρχικά ο όρος και μετά η αναλυτική του έκφραση, όπου αυτή χρειάζεται:

			[image: ]

			(2.2.1)

			[image: ]

			(2.2.2)

			[image: ]

			(2.2.3)

			(*)Σύνολο (Άθροισμα) των τιμών των μελών του πληθυσμού στο υπό μελέτη χαρακτηριστικό (τμΥ)

			[image: ]

			(2.2.4)

			(**)Σύνολο (Άθροισμα) των τιμών των μελών του δείγματος στο υπό μελέτη χαρακτηριστικό (τμ Υ)

			[image: ]

			(2.2.5)

			[image: ]

			(2.2.6)

			[image: ]

			(2.2.7)

			[image: ]

			(2.2.8)

			[image: ]

			(2.2.9)

			Σημειώνουμε εδώ ότι το σύμβολο f της σχέσης (2.2.9) για το δειγματοληπτικό κλάσμα είναι διαφορετικό εννοιολογικά από το σύμβολο f(y) της σ.π.π. μίας τμ Υ. Η ποσότητα [image: ] αναφέρεται συχνά στη βιβλιογραφία με τον όρο «Παράγοντας Επέκτασης» ή «Συντελεστής Επέκτασης» του δείγματος [image: ] (expansion or raising or inflation factor).

			Οι σχέσεις (2.2.7) και (2.2.8) είναι δυνατό να γραφούν και με την παρακάτω μορφή (2.2.10) και (2.2.11), αντίστοιχα (η απόδειξη είναι γνωστή από τη βιβλιογραφία και πολύ εύκολη): 

			[image: ]

			(2.2.10)

			[image: ]

			(2.2.11)

			Σημείωση: Παρατηρούμε ότι όσα σύμβολα αναφέρονται στον Πληθυσμό είναι γραμμένα με κεφαλαία γράμματα, ενώ όσα αναφέρονται στο δείγμα είναι γραμμένα με μικρά γράμματα του Λατινικού ή και του Ελληνικού, σπανιότερα, Αλφαβήτου. Σημαντικό είναι, επίσης, να σημειώσουμε ότι οι ποσότητες n, f καθώς και οι αναφερόμενες στον πληθυσμό ποσότητες N, Y, S2, [image: ] είναι σταθερές. Σε αντίθεση με το προηγούμενο, οι ποσότητες y, s2, [image: ] κ.ά. που αναφέρονται αποκλειστικά στο δείγμα είναι μεταβλητές. Όλες οι παραπάνω ποσότητες αναφέρονται σε ένα συγκεκριμένο χαρακτηριστικό των ατόμων του πληθυσμού (χαρακτηριστική ιδιότητα), που εκφράζεται με την τυχαία μεταβλητή. Αν έχουμε περισσότερα από ένα χαρακτηριστικά, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε και κατάλληλους δείκτες με πολλή προσοχή για να αποφεύγονται συγχύσεις.

			Ορισμός 2.2.1: Δίνεται πληθυσμός Π. Σχηματίζουμε από αυτόν όλα τα δυνατά n-μελή δείγματα χωρίς επανάθεση, δηλαδή σχηματίζουμε το σύνολο δ(n,N). Ορίζουμε για την κάθε μονάδα (άτομο στοιχείο, element) [image: ] i=1,2,3,…,Ν, ως «Στοιχειώδη Δειγματική Συνάρτηση» (ΣΔΣ) την παρακάτω τμ Ζi: με πεδίο ορισμού το σύνολο δ(n,N)

			[image: ]

			όπου έχουμε τον μηχανισμό απεικόνισης 
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							αν και μόνο αν
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			Δηλαδή, η τμ Ζi διατρέχει όλο το δ(n,N), [image: ] i=1,2,3,…,N,

			με τιμές 1, αν το ui έχει επιλεγεί στο διακεκριμένο δείγμα μεγέθους n<N, και 0 σε διαφορετική περίπτωση. Επομένως, πρόκειται για μια τμ που ακολουθεί Bernoulli κατανομή με πιθανότητα επιτυχίας

			[image: ]

			Ισχύει, δηλαδή, ότι:

			Πόρισμα 2.2.1: Η «μάζα πιθανότητας» της τμ Zi, i=1,2,3,…,N, είναι :

			[image: ]

			(2.2.12)

			Είναι φανερό ότι το πλήθος των συναρτήσεων Ζi είναι Ν. Οι ΣΔΣ είναι χρήσιμα εργαλεία για την απόδειξη μερικών πολύ χρήσιμων θεωρημάτων σχετικών με τη συμπεριφορά των εκτιμητριών των διαφόρων παραμέτρων του πληθυσμού.

			Θεώρημα 2.2.1: Οι ΣΔΣ των ατόμων ui ενός πληθυσμού Π έχουν τις παρακάτω βασικές ιδιότητες :

			[image: ]

			(2.2.13)

			[image: ]

			(2.2.14)

			[image: ]

			(2.2.15)

			Απόδειξη:

			(i) Mε βάση τον ορισμό της ΣΔΣ είναι

			ΕΖi=P(Ζi=1) = [image: ]

			διότι, ανάμεσα σε όλα τα 

			[image: ]

			n-μελή δείγματα του δ(n,N), που μπορούμε να πάρουμε από τον Ν-μελή Π, αυτά που περιέχουν τη μονάδα ui

			(για συγκεκριμένο [image: ]) είναι [image: ] στον αριθμό.

			(ii) Επίσης, από τον ορισμό της διασποράς της Ζi έχουμε:

			[image: ]

			διότι είναι

			[image: ]

			σύμφωνα με τον ορισμό 2.2.1.

			(iii) H συνδιασπορά είναι από τον ορισμό της :

			[image: ]

			Στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι :

			[image: ]

			(2.2.16)

			Αλλά είναι και 

			[image: ]

			(2.2.17)

			και 

			[image: ]

			(2.2.18)

			Από τις σχέσεις (2.2.16), (2.2.17) και (2.2.18) συμπεραίνουμε ότι: 

			[image: ]

			Σημειώνουμε ότι στις σχέσεις (2.2.16) και (2.2.17) οι δείκτες [image: ], αλλά σε κάθε περίπτωση είναι [image: ].

			Σχετικά με το πόρισμα 2.2.1 (Κουνιάς κ.ά. 1992 & Φαρμάκης, 2001).

			2.3. Εκτιμήτριες (συναρτήσεις) στην ΑΤΔ 

			Στην παράγραφο αυτή θα προσπαθήσουμε να ορίσουμε και να μελετήσουμε διάφορα είδη εκτιμητριών για τις ποσότητες της μέσης τιμής [image: ], του αθροίσματος (Υ) και της διασποράς (S2) μιας τμY που περιγράφει την αντίστοιχη «χαρακτηριστική ιδιότητα» των στοιχείων ενός πληθυσμού Π μεγέθους Ν. Εργαζόμαστε πάντα με δείγμα (-τα) που προέρχεται (-ονται) από ΑΤΔ χωρίς επανάθεση, εκτός αν κάτι διαφορετικό δηλώνεται ρητά κάθε φορά. Θα διατυπώσουμε και θα αποδείξουμε στην αρχή κάποια βασικά θεωρήματα σχετικά με τις εκτιμήτριες της μέσης τιμής και της διασποράς.

			Θεώρημα 2.3.1: Η εκτιμήτρια της σχέσης (2.2.6), δηλαδή η δειγματική μέση τιμή 

			[image: ] είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της πληθυσμιακής μέσης τιμής [image: ], της τμ Υ. Ισχύει δηλαδή 

			[image: ]

			(2.3.1)

			Απόδειξη:

			1ος τρόπος: Είναι δ τυχαίο δείγμα που ανήκει στο δ(n,N) και Ι το σύνολο των δεικτών των ατόμων που –επιλέχτηκαν και- ανήκουν στο 

			[image: ]

			Άρα έχουμε :

			[image: ]

			(2.3.2)

			όπου Ζi,i=1,2,3,…,N, είναι η ΣΔΣ της μονάδας [image: ] οπότε είναι 

			[image: ]

			2ος τρόπος: Θεωρούμε όλα τα δείγματα μεγέθους n από έναν πληθυσμό μεγέθους Ν που εκλέχτηκαν χωρίς επανάθεση, δηλαδή όλα τα στοιχεία του δ(n,N). 

			Έστω ότι αυτά είναι τα 

			
				
					[image: ]
				

			

			(2.3.3)

			και οι αντίστοιχες δειγματικές μέσες τιμές της τμ Υ

			[image: ]

			Είναι δε,

			[image: ]

			(2.3.4)

			όπου το σύμβολο [image: ] εκτείνεται σε όλο το φάσμα των δειγμάτων (2.3.3). Για να βρούμε την τιμή του αριθμητή στην (2.3.4), αρκεί να προσδιορίσουμε σε πόσα δείγματα του δ(n,N) ανήκει η κάθε μονάδα ui του πληθυσμού Π. Το πλήθος των δειγμάτων που περιέχουν τη μονάδα ui, i=1,2,3,…,Ν είναι [image: ] διότι [image: ] Π, i=1,2,3,..,N, και για τη συμπλήρωση των υπολοίπων n-1 θέσεων του υπό μελέτη και συμπλήρωση n-μελούς δείγματος διατίθενται οι υπόλοιπες Ν-1 μονάδες του πληθυσμού Π. Άρα είναι:

			[image: ]

			(2.3.5)

			Από (2.3.4) και (2.3.5) συμπεραίνουμε ότι :

			[image: ]

			3ος τρόπος: Ο τρόπος απόδειξης που ακολουθεί δεν είναι παρά μία εκτενέστερη παρουσίαση του προηγούμενου τρόπου, με χρήση και κάποιου σχήματος. Στο σχήμα αυτό, που ακολουθεί, υπάρχει κατά βάση ένας πίνακας [image: ]. Το κεντρικό μέρος του πίνακα αυτού αποτελείται από [image: ] στοιχεία ίσα με 1 ή 0. Το 1 στην (i,j) θέση σημαίνει ότι το i-οστό άτομο ανήκει στο δείγμα [image: ] δ(n,N), ενώ το 0 σημαίνει ότι δεν ανήκει, όπου i=1,2,3,…,N και [image: ] Σε αυτό το μέρος, δηλαδή, του πίνακα βρίσκονται οι τιμές των ΣΔΣ για όλες τις μονάδες ui, i=1,2,3,…,N του πληθυσμού. Αυτό δηλώνεται με το σύμβολο [image: ] που υποτίθεται ότι καταλαμβάνει όλο τον χώρο του κεντρικού κελιού του πίνακα διάστασης [image: ]
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			Πίνακας 2.3.1

			Στην επικεφαλής γραμμή (1η γραμμή του πίνακα) τα δείγματα δj, [image: ] αντικαταστάθηκαν από τους δείκτες τους για οικονομία χώρου.

			Το σταθερό άθροισμα των στηλών του Πίνακα 2.3.1 υποδεικνύει ότι κάθε δείγμα περιέχει n ακριβώς μονάδες του πληθυσμού Π.

			Το σταθερό άθροισμα των γραμμών του Πίνακα 2.3.1 σημαίνει ότι κάθε μονάδα του Π συμμετέχει σε [image: ] δείγματα, από τα [image: ] που υπάρχουν συνολικά. Αυτό φαίνεται από το διάνυσμα-στήλη που κατέχει το τελευταίο κελί της δεύτερης γραμμής του πίνακα, όπου το Ν-διάστατο διάνυσμα-στήλη [image: ] έχει όλα τα στοιχεία του ίσα με τη μονάδα.

			Γίνεται πλέον φανερό (και με τη βοήθεια του Πίνακα 2.3.1) ότι :

			[image: ]

			(2.3.6)

			Εξάλλου, ισχύει η σχέση:

			[image: ]

			(2.3.7)

			Θεωρούμε το περιεχόμενο του πρώτου κελιού της δεύτερης στήλης ως ένα Ν-διάστατο διάνυσμα-στήλη. Έτσι, αντί να προσθέσουμε όλα τα εσωτερικά γινόμενα του διανύσματος-στήλη [image: ] με τις [image: ] στήλες του κύριου μέρους του πίνακα 2.3.1, πολλαπλασιάσαμε το ίδιο το διάνυσμα-στήλη με το επίσης διάνυσμα-στήλη των αθροισμάτων, που είναι στο τρίτο κελί της δεύτερης γραμμής του πίνακα, και βρήκαμε με πιο άμεσο τρόπο την τιμή του αριθμητή της σχέσης (2.3.7). Το διάνυσμα-στήλη των αθροισμάτων (τρίτο κελί της δεύτερης γραμμής του πίνακα 2.3.1) γράφεται ήδη ως 

			[image: ],

			όπου το 1Ν συμβολίζει το Ν-διάστατο διάνυσμα-στήλη με όλα τα στοιχεία του ίσα με τη μονάδα.

			Ο συνδυασμός των δύο σχέσεων (2.3.6) και (2.3.7) δίνει το αποτέλεσμα

			 [image: ]

			και αποδεικνύει το θεώρημα.

			Πόρισμα 2.3.1: Η εκτιμήτρια: 

			[image: ]

			(2.3.8)

			είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια του αθροίσματος του πληθυσμού, Υ.

			Απόδειξη: Είναι :

			[image: ]

			Αποδείχτηκε ήδη ότι ισχύει [image: ] Επίσης, θεωρούμε όλες τις δειγματικές μέσες τιμές της τμΥ που αντιστοιχούν στα δείγματα δ [image: ]δ(n,N) ως τις τιμές μιας νέας τμ, που παίρνει [image: ] τιμές και συμβολίζεται με Μ. Ισχύει, δηλαδή: 

			[image: ]

			(2.3.9)

			Ενδιαφέρον είναι τώρα να βρούμε και τη διασπορά της τμΜ (δηλαδή τη διασπορά της [image: ] που έχει μέση τιμή τη μέση τιμή του πληθυσμού [image: ]). Είναι σε κάθε περίπτωση:

			[image: ]

			(2.3.10)

			Θα αποδείξουμε στη συνέχεια το παρακάτω σημαντικό θεώρημα: 

			Θεώρημα 2.3.2: Στην ΑΤΔ ισχύει 

			[image: ]

			(2.3.11)

			Όπου :

			[image: ]

			(2.3.12)

			Απόδειξη: Θα αποδείξουμε αυτό το θεώρημα με δύο τρόπους:

			1ος τρόπος: Είναι 

			[image: ]

			[image: ]

			Είναι τώρα (Βλέπε. και Θεώρημα 2.2.1)

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			ήτοι 

			[image: ]

			Επειδή είναι και 

			[image: ],

			προκύπτει πλέον το

			[image: ]

			2ος τρόπος: Επειδή κάθε άτομο του πληθυσμού Π συμμετέχει σε σταθερού πλήθους δείγματα του δ(n,N), η ποσότητα

			[image: ]

			είναι πολλαπλάσιο του [image: ]

			Δηλαδή, ισχύει:

			[image: ]

			(2.3.13)

			και μάλιστα 

			[image: ],

			(2.3.14)

			επειδή στο πρώτο μέλος της (2.3.14) έχουμε n προσθετέους, ενώ στο δεύτερο μέλος έχουμε Ν.

			Επίσης ισχύει για κάθε δείγμα δ του δ(n,N):

			[image: ]

			(2.3.15)

			Σκεπτόμενοι και για την (2.3.15) το ίδιο όπως και με την (2.3.14) σε συνδυασμό και με τη (2.3.13), έχουμε: 

			[image: ]

			(2.3.16)

			Με ανάλογες σκέψεις προκύπτει: 

			[image: ]

			(2.3.17)

			επειδή οι προσθετέοι στο πρώτο μέλος της (2.3.18) είναι 

			[image: ]

			και στο δεύτερο της μέλος είναι 

			[image: ]

			οπότε είναι τώρα το 

			[image: ]

			Υψώνουμε στο τετράγωνο τα δύο μέλη της (2.3.15) και παίρνουμε τις μέσες τιμές αμφοτέρων των μελών της, οπότε προκύπτει: 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			ή 

			[image: ]

			και, επειδή για κάθε τυχαία μεταβλητή Υ είναι 

			[image: ],

			έπεται ότι 

			[image: ]

			και από τη σχέση 

			[image: ]

			[image: ]

			Ήτοι έχουμε: [image: ]

			Θεώρημα 2.3.3: Η εκτιμήτρια s2, που περιγράφεται από τη σχέση (2.2.8), δηλαδή η δειγματική διασπορά, είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της πληθυσμιακής διασποράς S2, της τυχαίας μεταβλητής Υ, όπως αυτή δίνεται από τη σχέση (2.2.7). Ισχύει, δηλαδή, η σχέση:

			[image: ]

			(2.3.18)

			Απόδειξη:

			1ος τρόπος: Είναι 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			και

			[image: ]

			ή 

			[image: ]

			και μετά τις απλοποιήσεις προκύπτει 

			[image: ]

			2ος τρόπος: Είναι φανερό ότι 

			[image: ]

			Επίσης, ισχύει για κάθε τμ Υ το

			[image: ]

			και άρα

			[image: ]

			Επίσης, ισχύει και το 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			ή 

			[image: ]

			Για τη δειγματική διασπορά προκύπτει από τα παραπάνω 

			[image: ]

			ήτοι

			[image: ]

			(2.3.19)

			Είναι, επίσης, προφανή τα εξής [βλέπε και τις σχέσεις (2.3.13), (2.3.14)]:

			[image: ]

			(2.3.20)

			[image: ]

			(2.3.21)

			Από τις σχέσεις (2.3.19), (2.320) και (2.3.21) προκύπτει ότι 

			[image: ]

			Πόρισμα 2.3.2: Η τυπική απόκλιση του δειγματικού μέσου [image: ] είναι:

			[image: ]

			(2.3.22)

			Απόδειξη: Άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 2.3.3 

			Πόρισμα 2.3.3: Η διασπορά και η τυπική απόκλιση του Αθροίσματος του πληθυσμού [image: ] είναι αντίστοιχα:

			[image: ]

			(2.3.23)

			[image: ]

			(2.3.24)

			Απόδειξη: Άμεση συνέπεια των Θεωρημάτων 2.3.2 και 2.3.3 αντίστοιχα.

			Πόρισμα 2.3.4: Οι εκτιμήτριες:

			[image: ]

			(2.3.25)

			[image: ]

			(2.3.26)

			είναι αμερόληπτες εκτιμήτριες των [image: ] και [image: ] αντίστοιχα.

			Απόδειξη: Άμεση απόρροια του πορίσματος 2.3.2 και του θεωρήματος 2.3.3, δεδομένου ότι οι ποσότητες N, n, f είναι σταθερές.

			Σημείωση: Οι παρακάτω εκτιμήτριες: 

			[image: ]

			(2.3.27)

			[image: ]

			(2.3.28)

			των τυπικών αποκλίσεων των [image: ] και [image: ] αντίστοιχα, δεν είναι αμερόληπτες εκτιμήτριες.

			2.4. Μέγεθος Δείγματος στην ΑΤΔ

			Το μέγεθος του δείγματος, n, έχει μεγάλη σημασία για τη δημιουργία διαστημάτων εμπιστοσύνης των ποσοτήτων [image: ] και Y. Θα θεωρείται μεγάλο ένα δείγμα, αν τουλάχιστον είναι [image: ] και συγχρόνως είναι 

			[image: ] Για αρκετά μεγάλες τιμές του πλήθους των στοιχείων του Πληθυσμού, Ν (π.χ. Ν>1000), αρκεί και το [image: ] μόνο, χωρίς να υπάρχει ανάγκη να εξεταστεί και το [image: ]

			Συνήθως έχουμε την υπόθεση ότι οι τιμές των [image: ] και των [image: ] κατανέμονται κανονικά (δηλαδή κατανέμονται με βάση την καμπύλη του Gauss) με κέντρο τις μέσες τιμές [image: ] και Y αντίστοιχα. Η υπόθεση μάλιστα αυτή ενισχύεται, καθώς το n αυξάνει. Είναι πάντως αρκετά ασφαλές, όταν έχουμε [image: ] και συγχρόνως [image: ] να ισχυριστούμε ότι ισχύει το «Κεντρικό Οριακό Θεώρημα» (ΚΟΘ) και άρα είναι: 

			[image: ]

			(2.4.1)

			όπου το Ν(0,1) συμβολίζει την «Τυποποιημένη Κανονική (Normal) Κατανομή».

			Συνθήκες που ευνοούν και ενισχύουν την ισχύ της (2.4.1) είναι οι εξής τρεις:

			1. Η τμ Υ ακολουθεί κανονική κατανομή, [image: ]

			2. [image: ]

			3. [image: ] και συγχρόνως [image: ]

			Όταν ισχύει η (2.4.1), λοιπόν, μπορούμε να έχουμε τα εξής διαστήματα εμπιστοσύνης 100(1-α)% :

			Για τη Μέση Τιμή [image: ] του Πληθυσμού (γενικά)

			[image: ]

			(2.4.2)

			ή για μεγάλα δείγματα [image: ] 

			[image: ]

			(2.4.3)

			Για το άθροισμα του πληθυσμού, το Υ, έχουμε 

			[image: ]

			(2.4.4)

			ή αντίστοιχα για τα μεγάλου μεγέθους δείγματα [image: ]

			[image: ]

			(2.4.5)

			Οι σχέσεις (2.4.2) και (2.4.4) ισχύουν για μικρά δείγματα [image: ] με την προϋπόθεση ότι ισχύει η 1η συνθήκη, από τις τρεις που προαναφέραμε. (κανονικότητα της κατανομής της Υ). Οι τιμές του [image: ] προκύπτουν από κατάλληλο πίνακα κατανομής Student για τους n-1 βαθμούς ελευθερίας. Η τιμή για τη στάθμη σημαντικότητας (σ.σ.) α είναι συνήθως στο πάνω περιθώριο του πίνακα κατανομής Student και είναι γνωστό ότι ισχύει 0<α<1. Στις περισσότερες περιπτώσεις προτιμούμε το δ.ε. να είναι 95% δ.ε., δηλαδή α=0.05.

			Το μέγεθος του δείγματος, n, επηρεάζεται πολύ από την επιθυμητή ακρίβεια, με την οποία εκτιμούμε τις διάφορες παραμέτρους του Πληθυσμού. Αν θέλουμε να εκτιμήσουμε τη μέση τιμή [image: ] του Πληθυσμού με μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα d, πρέπει να εκλέξουμε κατάλληλο μέγεθος δείγματος n, που προσδιορίζεται από τις παρακάτω σχέσεις, την (2.4.6) και κυρίως την (2.4.7) (υποτίθεται εδώ αυτό που ενδιαφέρει και αναμένεται στις περισσότερες φορές, δηλαδή [image: ]

			[image: ]

			(2.4.6)

			[image: ]

			(2.4.7)

			Αντίστοιχα, για την εκτίμηση του αθροίσματος Y, του Πληθυσμού, με μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα d, είναι: 

			[image: ]

			(2.4.8)

			Σε νεότερες ανακοινώσεις είναι δυνατό να δούμε να εισάγεται στις σχέσεις (2.4.7) και (2.4.8) ο συμβολισμός [image: ] Έχουμε, δηλαδή, αντίστοιχα την απλούστερη μορφή των (2.4.7) και (2.4.8) που ακολουθούν: 

			[image: ]

			(2.4.9)

			Για την εκτίμηση της μέσης τιμής και 

			[image: ]

			(2.4.10)

			Για την εκτίμηση του αθροίσματος Y, του Πληθυσμού, με μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα d. Έχει γίνει μάλιστα και διερεύνηση της συμπεριφοράς των συναρτήσεων f1 και f2, ως προς τις παραμέτρους Ν, h και τη σ.σ. a, με χρήση αναλυτικών μεθόδων προσέγγισης (Φαρμάκης, 1995). Τα κυριότερα συμπεράσματα για την f1 είναιτα εξής δύο :

			1ο: Η συνάρτηση f1 είναι ασθενέστατα εξαρτημένη από τις μεταβολές του μεγέθους Ν 

			 του Πληθυσμού.

			2ο: Η συνάρτηση f1 είναι ισχυρά εξαρτημένη από τις μεταβολές των παραμέτρων h και a, που αναφέρονται στις απαιτήσεις μας για ακρίβεια και σ.σ.

			Οι τιμές του h στην f1 είναι [image: ] όταν εργαζόμαστε στη σ.σ. α=0.05 και για μεγάλα δείγματα (n>30). Απεναντίας στην f2 είναι πολύ μεγάλες και έχουν εξάρτηση από το μέγεθος Ν του πληθυσμού. Αν δηλαδή το h στην f1 είναι h=λ, τότε για το Υ η αντίστοιχη ακρίβεια είναι στην f2 ίση με h=Nλ. Αν όμως αυτό το h αντικατασταθεί στην (2.4.10), μετά από λίγες πράξεις έχουμε τη σχέση (2.4.10) γραμμένη με τη μορφή της (2.4.9) και με το λ στη θέση του h. Έχουμε, δηλαδή, την έκφραση: 

			[image: ].

			(2.4.11)

			Μετά τα παραπάνω είναι φανερό ότι τα συμπεράσματα για την f1 επεκτείνονται αυτόματα και για την f2, αρκεί μόνο να δίνουμε τιμές στο λ σαν αυτές του h της (2.4.8). Π.χ. για μεγάλα δείγματα και σ.σ. α=0.05, είναι 

			[image: ]

			οπότε φυσικά το h της (2.4.9) είναι

			[image: ]

			Παρατήρηση 2.4.1: Στη (2.4.7) ορίζουμε

			[image: ]

			και έχουμε το μέγεθος του δείγματος n να προσεγγίζεται πλέον με τη μορφή 

			[image: ]

			ή καλύτερα 

			[image: ]

			και τελικά έχουμε την σημαντική σχέση:

			[image: ]

			(2.4.12)

			που υποδεικνύει ότι:

			«το διπλάσιο του ελαχίστου μεγέθους του δείγματος είναι προσεγγιστικά ο αρμονικός μέσος των ποσοτήτων Ν (μέγεθος του πληθυσμού) και Θ (παράμετρος μεταβλητότητας και ακρίβειας της τμ Υ)».

			Παρατήρηση 2.4.2: Η (2.4.12) είναι αρκετά σημαντική, γιατί βοηθάει στο να συνδεθεί η δειγματοληψία (γενικά) με άλλα συμπεράσματα της επιστήμης. Η σχέση αυτή αίφνης μας θυμίζει την εξίσωση των λεπτών φακών στην οπτική (Farmakis, 2006), όπου: 

			(α) Το 2n αντιστοιχεί στην εστιακή απόσταση και 

			(β) τα Ν και Θ αντιστοιχούν στις αποστάσεις αντικειμένου και ειδώλου.

			Επίσης η (2.4.12) μπορεί να διατυπωθεί και ως: 

			«Οι τρεις ποσότητες Ν, 2n και Θ, που συνδέουν τα μεγέθη του πληθυσμού και του δείγματος με τις ποσότητες που αναφέρονται στη μεταβλητότητα και την ακρίβεια εκτίμησης της μέσης τιμής της τμ Υ, αποτελούν (προσεγγιστικά) αρμονική τριάδα αριθμών».

			Μία εικόνα για τη συμπεριφορά των παραπάνω συναρτήσεων f1 και f2 είναι δυνατό να δοθεί και από τα παρακάτω παραδείγματα:

			Παράδειγμα 2.4.1

			Σε έναν Πληθυσμό Π είναι Ν=1798 άτομα και για την τμ Υ έχουμε προεκτίμηση της διασποράς [image: ] Θέλουμε να εκτιμήσουμε τη μέση τιμή [image: ] με ακρίβεια που εξασφαλίζεται από μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα d=5. Θέλουμε, επίσης, να εκτιμήσουμε το άθροισμα του πληθυσμού Υ με ακρίβεια d=1000.

			1. Ποιο είναι το μέγεθος του ελάχιστου δείγματος στις δύο αυτές περιπτώσεις; 

			2. Να γίνει και διερεύνηση των τιμών του [image: ] για τη μέση τιμή και του αντίστοιχου [image: ] για το άθροισμα του πληθυσμού. Η διερεύνηση να γίνει για τις τιμές μεγέθους του Πληθυσμού Ν=1000, 2000, 104, 106, 107. Η στάθμη σημαντικότητας να κρατηθεί σταθερή α=0.05, δηλαδή είναι zα/2=1.96 και η διασπορά να παραμείνει επίσης ίση με [image: ]

			Λύση

			1. Όταν είμαστε στην περίπτωση της μέσης τιμής, η σχέση (2.4.7) δίνει:

			[image: ].

			Άρα το ελάχιστο μέγεθος του δείγματος για τις συνθήκες μεταβλητότητας και τις απαιτήσεις ακρίβειας είναι nmin=86 άτομα.

			Για το άθροισμα του πληθυσμού η αντίστοιχη σχέση (2.4.8) δίνει: 

			[image: ]

			οπότε θα χρειαστεί το δείγμα να είναι μεγέθους τουλάχιστον ίσου με nmin=1460 άτομα.

			2. Θα διερευνήσουμε τη συμπεριφορά της συνάρτησης f1, που είναι κάτω φράγμα για τον προσδιορισμό της τιμής του nmin. Αρχικά παρατηρούμε ότι η σχέση [image: ] σημαίνει ότι το [image: ]

			Τα συμπεράσματά μας, δηλαδή τις αντίστοιχες τιμές του nmin, θα τις τοποθετήσουμε σε έναν πίνακα διπλής εισόδου, τον Πίνακα 2.4.1, διότι έχουμε δύο συμμεταβαλλόμενες παραμέτρους, το μέγεθος του πληθυσμού Ν και τον λόγο h. Θα κάνουμε τους υπολογισμούς για το δείγμα των 8 ακέραιων τιμών του d=1,2,3,4,5,6,7,8 που αντιστοιχεί στις τιμές του συνόλου { 0.04, 0.08, 0.12, 0.16, 0.20, 0.24, 0.28, 0.32} για το h και οι οποίες φαίνονται στην πρώτη στήλη του πίνακα 2.4.1.
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			Πίνακας 2.4.1

			Παρατηρούμε την πολύ μικρή αύξηση του μεγέθους του δείγματος, καθώς αυξάνει το μέγεθος Ν του Πληθυσμού. Π.χ. για την ίδια ακρίβεια h=0.08 σε μία πόλη ενός εκατομμυρίου κατοίκων (Θεσσαλονίκη) χρειαζόμαστε δείγμα μεγέθους n=600 ατόμων, τη στιγμή που σε μία πόλη ή χώρα (Ελλάδα) των 10 εκατομμυρίων χρειαζόμαστε δείγμα με μέγεθος n=601 άτομα. Αντίθετα, η μεταβολή του μεγέθους του δείγματος είναι σε αντίθετη φορά προς τη μεταβολή του h και ραγδαία. Αυτό διαπιστώνεται από όλες τις στήλες του πίνακα.

			Σύμφωνα με όσα προαναφέρθηκαν, ο Πίνακας 2.4.1 θα αναπαραχθεί στην περίπτωση της συνάρτησης κάτω φράγματος f2, για το άθροισμα Υ του Πληθυσμού, αν τη σχετική ως προς την τυπική απόκλιση s=25 ακρίβεια [image: ] την αντικαταστήσουμε στη σχέση (2.4.10). Το ίδιο θα συμβεί, αν κάνουμε την ίδια αντικατάσταση στη σχέση (2.4.11) των αντίστοιχων τιμών [image: ] Υποτίθεται ότι διατηρείται και η ίδια σ.σ.=5%.

			Σημείωση 2.4.1: Από όλα τα παραπάνω προκύπτει η ανάγκη να είναι γνωστή η τιμή της Διασποράς S2 ή (ισοδύναμα) της Τυπικής απόκλισης S, για να βρούμε το μέγεθος nmin του δείγματος. Εκτιμήσεις για την S έχουμε από προηγούμενες έρευνες ή από προδειγματοληψία (δειγματοληψία πιλότο). Προβαίνουμε, δηλαδή, σε μία δειγματοληψία με πολύ μικρό δείγμα (π.χ. n=10 άτομα) και από αυτό εκτιμούμε σε πολύ γενικές γραμμές την τυπική απόκλιση, ώστε να χρησιμοποιήσουμε αυτήν την τιμή στις δύο σχέσεις (2.4.7) και (2.4.8). Η προδειγματοληψία μας δείχνει και τη λειτουργία του (των) ερωτηματολογίου (ων) μας, άλλωστε, όπου αυτά ενυπάρχουν στην έρευνα.. Με τη διαδικασία αυτή προλαμβάνονται συνήθως πολλά σφάλματα στην σύνταξη του ερωτηματολογίου, που δημιουργούν δυσλειτουργίες στην εξέλιξη της δειγματοληπτικής έρευνας. Υπάρχουν διάφορες μέθοδοι προσδιορισμού της τυπικής απόκλισης από το μικρού μεγέθους δείγμα της προδειγματοληψίας, ανάλογα και με άλλες υποθέσεις γύρω από την κατανομή -και την εν γένει συμπεριφορά- της υπό μελέτης τμ Υ. Οι περισσότερες είναι εμπειρικού χαρακτήρα και τις διακρίνει συχνά και κάποιος υποκειμενισμός, που οφείλεται στον ερευνητή που τις υιοθετεί.

			Μία τέτοια μέθοδος που προσδιορίζει την τυπική απόκλιση είναι εκείνη που συνδέεται με την κανονική κατανομή που ακολουθούν, έστω και κατά χαλαρή προσέγγιση, τα δεδομένα σε πάρα πολλές περιπτώσεις και η οποία βασίζεται στα «έξι σίγμα» (six sigma approximation). Εδώ υπολογίζουμε την τυπική απόκλιση από την σχέση 

			[image: ]

			όπου ο παρονομαστής v έπρεπε να είναι κανονικά 6 (από το σχήμα της γνωστής καμπύλης του Gauss) αλλά σύμφωνα με εμπειρική άποψη δεν πρέπει να ξεπερνάει το 5. Η επιλογή τιμής στο διάστημα [4.5, 5] είναι τέτοια, ώστε να είναι οι υπολογισμοί που θα προκύψουν με το μέρος της ασφάλειας.

			Οι τιμές Xmaxκαι Xminπροσδιορίζονται δειγματοληπτικά ή θεωρητικά πολλές φορές.

			2.5. Δειγματοληψία με Επανάθεση

			Όταν αναφερόμαστε στην ΑΤΔ, κατά κύριο λόγο εννοούμε την ΑΤΔ χωρίς επανάθεση. Το στοιχείο, δηλαδή, που επιλέγεται για το δείγμα δεν επιστρέφει στον Πληθυσμό, ώστε να μπορεί να επιλεγεί εκ νέου. Υπάρχει, όμως, σε μερικές περιπτώσεις δειγματοληψίας η δυνατότητα να έχουμε και επανάθεση (στoν πληθυσμό) των μονάδων που επιλέγονται. Με τον τρόπο αυτό μπορεί να έχουμε επανεκλογή αυτών των μονάδων στο ίδιο δείγμα. Αυτή είναι η Δειγματοληψία με επανάθεση.

			Ο πληθυσμός Π έχει Ν στοιχεία και από αυτόν εκλέγεται δείγμα δ μεγέθους n<N.

			Η δειγματοληψία αυτή έχει σημασία μεγάλη και σε θεωρητικές επεξεργασίες, που εκτός από τη δειγματοληψία ενδιαφέρουν και άλλα γνωστικά αντικείμενα της Στατιστικής και των Μαθηματικών γενικότερα (διωνυμικοί συντελεστές κ.λπ.).

			Στη δειγματοληψία με επανάθεση κάθε μονάδα του Πληθυσμού Π έχει την ίδια πιθανότητα να εκλεγεί στο δείγμα δ κατά την i-οστή δοκιμή, i=1,2,3,…,n, με αυτήν την πιθανότητα που είχε και στην πρώτη δοκιμή, ανεξάρτητα από το αν έχει εκλεγεί ήδη ή όχι, Αυτό σημαίνει ότι η μονάδα 

			[image: ]

			στη δειγματοληψία με επανάθεση, είναι δυνατόν να παρουσιάζεται στο εν λόγω δείγμα [image: ] φορές, με

			[image: ]

			και είναι φυσικά 

			[image: ]

			Με βάση τα παραπάνω και για την τμ Χ η μέση τιμή του δείγματος, στη δειγματοληψία με επανάθεση, μπορεί να γραφεί ως 

			[image: ]

			(2.5.1)

			Η μέση τιμή στην (2.5.1) ισοδυναμεί οριακά με τη μέση τιμή σε ΑΤΔ χωρίς επανάθεση αλλά σε πληθυσμό με άπειρα στοιχεία ή καλύτερα σε πληθυσμό μεγέθους [image: ]

			Για πεπερασμένο μέγεθος Ν του πληθυσμού στη δειγματοληψία με επανάθεση, η πιθανότητα να επιλεγεί στην κάθε δοκιμή η μονάδα [image: ] είναι [image: ]η ίδια [image: ] Παίρνουμε ένα συγκεκριμένο δείγμα δ μεγέθους n. Με βάση αυτό το συγκεκριμένο δείγμα και [image: ]ορίζουμε μία τμ Zj που παίρνει τιμές 1 ή 0 ανάλογα με το αν εκλέγεται στην εκάστοτε κατανομή η [image: ] (n δοκιμές). Έχουμε, δηλαδή, Ν τέτοιες τμ που ακολουθούν τη διωνυμική κατανομή με πιθανότητα επιτυχίας p=1/N. Δηλαδή η καθεμία τμ Ζj ακολουθεί διωνυμική κατανομή B(n,p). Άρα, για τις παραμέτρους των τμ Zj έχουμε:

			[image: ]

			(2.52)

			και 

			[image: ]

			(2.5.3)

			και συνδιασπορά 

			[image: ]

			(2.5.4)

			Από τις τέσσερις προηγούμενες σχέσεις συμπεραίνουμε ότι: 

			[image: ]

			(2.5.5)

			λαμβάνοντας υπόψη και το θεώρημα 2.3.2, σχέση (2.3.11) και την παρακάτω διαδοχή (εν συντομία) των πράξεων:

			[image: ]

			και 

			[image: ],

			(Φαρμάκης, 2009α).

			Το συμπέρασμα (2.5.2) σημαίνει ότι η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής [image: ] στη δειγματοληψία με επανάθεση είναι [image: ] φορές μεγαλύτερη από τη διασπορά της αντίστοιχης εκτιμήτριας στην ΑΤΔ χωρίς επανάθεση. Η ιδιότητα αυτή μειώνει την αξιοπιστία της [image: ] σε σχέση με την αντίστοιχη εκτιμήτρια στην ΑΤΔ χωρίς επανάθεση. Το εκφράζουμε λέγοντας ότι: 

			«Με την επανάθεση έχουμε λιγότερη πληροφορία από το δείγμα των n ατόμων από ό,τι με τη δειγματοληψία χωρίς επανάθεση» (Δαμιανού, 2006).

			Σημειώνεται ότι στο παρόν πόνημα με τον όρο ΑΤΔ εννοούμε πάντα χωρίς επανάθεση. Αν υπάρχει επανάθεση θα δηλώνεται ρητά. Η ίδια τακτική εφαρμόζεται στη διεθνή βιβλιογραφία (Φαρμάκης, 2009 & Cochran, 1977) κ.λπ.

			Παράδειγμα 2.5.1

			Θεωρούμε τριμελή πληθυσμό από τον οποίο παίρνουμε διμελή δείγματα 

			1. με ΑΤΔ και 

			2. με επανάθεση. Εξετάζεται η τμ [image: ]

			Να μελετηθεί η συμπεριφορά των παραμέτρων κατά τις δύο διαφορετικές δειγματοληψίας.

			Λύση

			1. Με ΑΤΔ ισχύουν τα θεωρήματα 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 και 2.3.4, ήτοι:

			[image: ] για τη μέση δειγματική τιμή 

			[image: ] για το άθροισμα (3 δείγματα από δύο στοιχεία κάθε φορά)

			[image: ] για τη διασπορά της μέσης δειγματικής τιμής.

			και τέλος 

			[image: ] για τη δειγματική διασπορά, 

			όπου η διασπορά του πληθυσμού είναι 

			[image: ]

			και του δείγματος 

			[image: ]

			Όλα τα δείγματα είναι 3.

			2. Με επανάθεση τα δείγματα είναι 9 και εμφανίζονται στα 9 κελιά του πίνακα 2.5.1 που ακολουθεί: 
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			Πίνακας 2.5.1

			Η μέση τιμή τώρα της εκτιμήτριας της μέσης τιμής [image: ] είναι 

			[image: ]

			Έχουμε, δηλαδή, αμερόληπτη εκτιμήτρια και στην επανάθεση για τη μέση τιμή.

			Η διασπορά της μέσης δειγματικής τιμής είναι 

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			Από τις 2 τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι 

			[image: ]

			όπως προβλέπεται από την (2.5.5).

			Για τη δειγματική διασπορά έχουμε :

			[image: ]

			Η παραπάνω σχέση σημαίνει ότι δεν είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς η δειγματική διασπορά που παίρνουμε από δειγματοληψία με επανάθεση.

			Αν υπήρχε αμεροληψία, θα ήταν: 

			[image: ]

			Παρατηρείται υποεκτίμηση, στο παράδειγμα τουλάχιστον.

			Αυτό το συμπέρασμα στον πολύ μικρού μεγέθους πληθυσμό μπορεί να προκύψει και από απλή παρατήρηση των 9 δειγμάτων στον Πίνακα 2.5.1, όπου βλέπουμε: 

			Οι διασπορές στα δείγματα της κύριας διαγωνίου είναι μηδενικές 

			Τα άλλα έξι δείγματα είναι τα δείγματα της ΑΤΔ, αλλά εμφανίζονται από δύο φορές το καθένα. Η μέση, δηλαδή, διασπορά των έξι δειγμάτων είναι ίση με τη μέση διασπορά των τριών δειγμάτων της ΑΤΔ. Καθώς στα 9 συμπεριλαμβάνονται και τα τρία δείγματα της διαγωνίου με τις μηδενικές διασπορές, έχουμε ταπείνωση της μέσης διασποράς, έχουμε άρα υποεκτίμηση για τη διασπορά του πληθυσμού.

			2.6. Εκτιμήσεις Ποσοστών στην ΑΤΔ 

			Θεωρούμε τον Πληθυσμό Π και ενδιαφερόμαστε να εκτιμήσουμε το ποσοστό των ατόμων του που έχουν μία «χαρακτηριστική ιδιότητα», οπότε προκύπτει αυτόματα και το ποσοστό αυτών των ατόμων που δεν έχουν την ιδιότητα αυτή. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιούμε τη δίτιμη τυχαία μεταβλητή Υ, με τιμές 1 και 0, και μάλιστα η Υ έχει την τιμή 1 όταν η μονάδα [image: ] έχει τη χαρακτηριστική ιδιότητα και 0 σε κάθε άλλη περίπτωση.

			Οι βασικές παράμετροι του πληθυσμού τότε διαμορφώνονται ως εξής:

			Μέση Τιμή 

			[image: ]

			(2.6.1)

			που εδώ ειδικά ονομάζεται επίσης «Σχετική Συχνότητα εμφάνισης της χαρακτηριστικής ιδιότητας» ή πιο σύντομα «Σχετική Συχνότητα».

			Διασπορά 

			[image: ]

			(2.6.2)

			ή απλούστερα 

			[image: ]

			(2.6.3)

			και 

			Τυπική Απόκλιση

			[image: ]

			(2.6.4)

			Η ποσότητα

			[image: ]

			ονομάζεται επίσης «Βάρος» ή «Βαρύτητα» (Weight) του Πληθυσμού Π ως προς τη χαρακτηριστική ιδιότητα που μελετάμε με την τμ Υ.

			Επίσης είναι χρήσιμη πολλές φορές και η παράμετρος 

			Συντελεστής Μεταβλητότητας (ΣΜ) 

			[image: ]

			(2.6.5)

			Οι ποσότητες Ν, P, S2, Sκαι Cv είναι σταθερές για τον εκάστοτε συγκεκριμένο πληθυσμό.

			Αντίστοιχα για το δείγμα έχουμε:

			Μέση Τιμή

			[image: ]

			(2.6.6)

			Διασπορά

			[image: ]

			(2.6.7)

			Τυπική Απόκλιση

			[image: ]

			(2.6.8)

			και

			Συντελεστής Μεταβλητότητας 

			[image: ]

			(2.6.9)

			Οι ποσότητες [image: ] είναι τμ ενώ το n είναι σταθερά.

			Πόρισμα 2.6.1: Σε κάθε ΑΤΔ n-μελούς δείγματος από Ν-μελή Πληθυσμό, για την δίτιμη τμ Υ της παραγράφου αυτής ισχύουν τα παρακάτω βασικά συμπεράσματα:

			[image: ]

			Απόδειξη:

			Από το θεώρημα 2.3.1 προκύπτει άμεσα.

			Από το θεώρημα 2.3.3 προκύπτει άμεσα.

			Από το Πόρισμα 2.3.1 προκύπτει άμεσα.

			Πόρισμα 2.6.2: Για τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής μιας δίτιμης τμ Υ ισχύει το εξής

			[image: ]

			Απόδειξη:

			Από το θεώρημα 2.3.2 προκύπτει άμεσα.

			Σημείωση 2.6.1: Για μεγάλες τιμές του μεγέθους του Πληθυσμού Ν (π.χ. Ν>1000) είναι:

			[image: ]

			(2.6.10)

			Σημείωση 2.6.2: Από τη σχέση (ii) του πορίσματος 2.6.1 συμπεραίνουμε ότι:

			[image: ],

			(2.6.11)

			πράγμα που σημαίνει ότι η δειγματική ποσότητα [image: ] δεν είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της αντίστοιχης ποσότητας [image: ] του πληθυσμού. Αντίθετα, από τη σχέση (ii) πάλι του πορίσματος 2.6.1 συμπεραίνουμε ότι η ποσότητα [image: ] είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της ποσότητας [image: ], που είναι η πληθυσμιακή διασπορά για πληθυσμό πεπερασμένου μεγέθους και έχει Ν-1 βαθμούς ελευθερίας.

			Θεώρημα 2.6.1: Η εκτιμήτρια 

			[image: ]

			(2.6.12)

			είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της Varp.

			Απόδειξη: [image: ],

			ήτοι 

			[image: ]

			Πόρισμα 2.6.3: Η εκτιμήτρια 

			[image: ]

			(2.6.13)

			είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς της εκτιμήτριας [image: ], δηλαδή της [image: ].

			Απόδειξη: Είναι:

			[image: ]

			ήτοι 

			[image: ]

			Όταν τα δείγματα είναι μεγάλα, δηλαδή [image: ] και συγχρόνως [image: ], τότε για τις παραμέτρους P και Υ[image: ] έχουμε τις εξής μορφές διαστημάτων εμπιστοσύνης:

			Για την P

			[image: ]

			(2.6.14)

			Για το άθροισμα [image: ]

			[image: ]

			(2.6.15)

			Πολλές φορές, αντί της (2.6.15) χρησιμοποιείται η παρακάτω σχέση, για μεγαλύτερη αξιοπιστία του διαστήματος εμπιστοσύνης (Cochran, 1977): 

			[image: ]

			(2.6.16)

			Αν θέλουμε να εκτιμήσουμε το P με μέγιστο επιτρεπόμενο σφάλμα d, πρέπει στη (2.6.14) να θεωρήσουμε ότι 

			[image: ]

			(2.6.17)

			Η (2.6.18), αν επιλυθεί ως προς n, δίνει το ελάχιστο μέγεθος του δείγματος που εξασφαλίζει μέγιστο επιτρεπόμενο λάθος d, με ΑΤΔ. H σχέση για το n είναι:

			[image: ]

			(2.6.18)

			Επειδή δε είναι [image: ] και μάλιστα το d είναι κοντά στο 0, η (2.6.18) μπορεί να απλοποιηθεί στη μορφή:

			[image: ]

			(2.6.19)

			ή για μεγάλα Ν:

			[image: ]

			(2.6.20)

			Αν θέλουμε να εκτιμήσουμε το [image: ] με μέγιστο σφάλμα d, τότε στη (2.6.15) πρέπει να ισχύει:

			[image: ]

			(2.6.21

			Η (2.6.21), αν λυθεί ως προς n, δίνει: 

			[image: ]

			(2.6.22)

			Να σημειώσουμε ότι στη (2.6.22) το λ δεν είναι πολύ μικρό, όπως το αντίστοιχο λ της σχέσης (2.1.18), και ειδικά εδώ δεν είναι στο διάστημα [0,1] συνήθως.

			Για όλες τις σχέσεις της παραγράφου αυτής από (2.6.18) έως (2.6.22) το p παίρνεται από εκτιμήσεις με προδειγματοληψία ή από παλαιότερες ανάλογες έρευνες. Αν δεν είναι γνωστό το p από παλιότερες εκτιμήσεις, τότε υπάρχουν οι εξής τρεις τρόποι να έχουμε εκτίμηση του ποσοστού αυτού:

			1. Υιοθετούμε την τιμή [image: ] δηλαδή p=0.5. Υιοθετούμε, δηλαδή, τη μέγιστη τιμή της ποσότητας [image: ]. Αυτή η ενέργεια είναι προς την πλευρά της ασφάλειας, γιατί προκύπτουν μεγέθη δείγματος λίγο μεγαλύτερα από το να πάρουμε το μέγιστο [image: ] (Φαρμάκης, 2001).

			2. Διενεργούμε σύντομη ΑΤΔ με μικρό n και από εκεί εκτιμούμε την τάξη μεγέθους του p (προδειγματοληψία που προαναφέρθηκε).

			3. Συνδυασμός των δύο παραπάνω τρόπων είναι να υιοθετήσουμε ως τιμή του p το ημιάθροισμα[image: ],

			όπου [image: ] είναι η εκτίμηση του p που προκύπτει από την προδειγματοληψία. Σημειώνεται ότι υπάρχουν και πολλοί άλλοι συνδυασμοί των δύο ποσοστών 0.5 και [image: ] πέραν του ημιαθροίσματος ανάλογα με το αν ο στόχος μας είναι το κόστος ή η ασφαλέστερη, όσο γίνεται, εκτίμηση των διαφόρων παραμέτρων του προβλήματος που αντιμετωπίζουμε.

			Παράδειγμα 2.6.1.

			Ξέρουμε ότι σ’ έναν πληθυσμό Ν=50000 κατοίκων ένα ποσοστό γύρω στο 25% πάσχει από κάποια ασθένεια. Τι μέγεθος πρέπει να έχει ένα δείγμα, ώστε με βεβαιότητα 95%:

			1. το σφάλμα να μην υπερβαίνει το 4% στην εκτίμηση του P;

			2. το σφάλμα να μην υπερβαίνει τους 1000 κατοίκους στην εκτίμηση του [image: ];

			Λύση

			Θα χρησιμοποιηθεί η απλοποιημένη μορφή του φράγματος για το μέγεθος του δείγματος n, όπως αυτό δόθηκε στη σχέση (2.6.19) για την εκτίμηση του P. Αυτό για την πρώτη ερώτηση. Όμοια για τη δεύτερη ερώτηση θα χρησιμοποιηθεί η σχέση (2.6.22) που αναφέρεται στην παράμετρο άθροισμα του πληθυσμού και δίνει το ελάχιστο μέγεθος του δείγματος:

			1. [image: ]

			Η μή απλοποιημένη μορφή του φράγματος του n θα έδινε δείγμα μεγαλύτερο κατά ένα μόνο στοιχείο, δηλαδή [image: ] άτομα.

			2. [image: ]

			Παράδειγμα 2.6.2.

			Ξέρουμε ότι η πολιτική απήχηση ενός κόμματος είναι της τάξεως του 28% στο Πανελλήνιο. Από σχετική προδειγματοληψία προέκυψε ότι το αντίστοιχο ποσοστό είναι ίσο με 33%. Δεδομένου ότι το εκλογικό σώμα (εγγεγραμμένοι) έχει μέγεθος περίπου 6,5 εκατομμύρια άτομα, τι μέγεθος δείγματος χρειαζόμαστε, ώστε να έχουμε προσέγγιση του ποσοστού του κόμματος αυτού με μέγιστο σφάλμα d=0.02; 

			Λύση

			Θα προτιμήσουμε να χρησιμοποιήσουμε το ποσοστό [image: ] αντί του μικρότερου 0.28, που είναι γνωστό από παλιότερες έρευνες. Έτσι από τις πράξεις υπολογισμού του κάτω φράγματος του μεγέθους του δείγματος n θα προκύψει λίγο μεγαλύτερο μέγεθος δείγματος και θα είμαστε με το μέρος της ασφαλούς εκτίμησης των παραμέτρων. Θα χρησιμοποιήσουμε την απλοποιημένη μορφή του φράγματος του n, την (2.6.19) για τον υπολογισμό του φράγματος:

			[image: ]

			ήτοι το μέγεθος του δείγματος είναι 

			[image: ]

			άτομα.

			Έχει ενδιαφέρον να δούμε τι μέγεθος δείγματος θα βρίσκαμε με τη μη απλοποιημένη μορφή του φράγματος του n, τη (2.6.18). Οι υπολογισμοί θα έδιναν δείγμα μεγαλύτερο κατά ένα μόνο στοιχείο, δηλαδή [image: ] άτομα.

			Περισσότερο ενδιαφέρον όμως παρουσιάζει το αποτέλεσμα των υπολογισμών με την ίδια σχέση (2.6.19) αλλά με χρήση του ποσοστού απήχησης στο εκλογικό σώμα 28%, που ξέρουμε από παλιότερες έρευνες. Οι υπολογισμοί εδώ δίνουν τιμή για το μέγεθος του δείγματος [image: ] άτομα. Έχουμε, δηλαδή, μια διαφορά 188 ατόμων, που είναι αρκετά σημαντική. Αυτή είναι η αιτία που από τις διαθέσιμες τιμές για το ποσοστό (μέση τιμή) [image: ] παίρνουμε το μεγαλύτερο, ή άλλες φορές με διαθέσιμο ποσοστό προδειγματοληψίας [image: ] παίρνουμε το [image: ] Έτσι οι υπολογισμοί και οι κάθε μορφής εκτιμήσεις είναι με την πλευρά της ασφαλούς εκτίμησης, καθώς προκύπτει μεγαλύτερο μέγεθος δείγματος.

			Παρατήρηση: Όταν έχουμε να υπολογίσουμε το επαρκές δείγμα και διατίθενται δύο ή και περισσότερες τιμές εκτίμησης του ποσοστού (μέση τιμή) p, τότε στους υπολογισμούς θα προτιμηθεί το μεγαλύτερο ποσοστό. Αυτό συμβαίνει, γιατί από την (2.6.19) προκύπτει ότι το δεύτερο μέλος της είναι αύξουσα συνάρτηση του p. Με τη χρήση του μέγιστου διαθέσιμου ποσοστού θα προκύψει το μεγαλύτερο δυνατό μέγεθος n και η διαδικασία είναι με την πλευρά της ασφαλέστερης δυνατής εκτίμησης των παραμέτρων. Ανάλογα ισχύουν και για την εκτίμηση του [image: ], επειδή και από την (2.6.22) προκύπτει ότι το δεύτερο σκέλος της είναι αύξουσα συνάρτηση του p.

			2.7 Συντελεστής Μεταβλητότητας και Δειγματοληψία

			Η έννοια του Συντελεστή Μεταβλητότητας (ΣΜ, Coefficient of Variation) είναι μεν πολύ παλιά στο χώρο της Στατιστικής, αλλά χρησιμοποιούνταν περισσότερο από ερευνητές μη Μαθηματικούς, κυρίως Βιολόγους, Οικονομολόγους, Γιατρούς κ.λπ. για να εκτιμούν τις κατανομές χαρακτηριστικών που μελετούσαν. Οι Μαθηματικοί τον χρησιμοποιούσαν περιορισμένα, κυρίως για διόρθωση μεροληψίας σε δεδομένα από δειγματοληψίες όπου ως πληθυσμός στόχος χρησιμοποιούνταν κάποιος «βολικός» πληθυσμός κοντινός ίσως στον άμεσο πληθυσμό που έπρεπε να χρησιμοποιηθεί. Χρησιμοποιούνταν π.χ. όταν οι μαθητές ενός σχολείου αντί του πληθυσμού των μητέρων τους, για να απαντηθεί ερώτημα σχετικό με τη γονιμότητα του πληθυσμού.

			Στην παράγραφο αυτή επιχειρείται να συνδεθεί ο ΣΜ και κάποιες από τις εφαρμογές του με τη δειγματοληψία γενικά (όχι μόνο με την ΑΤΔ) και να αξιοποιηθεί στην παραγωγή διαφόρων χρήσιμων αποτελεσμάτων. Κάποια από αυτά τα χρήσιμα αποτελέσματα είναι σχετικά με την εκτίμηση των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) διαφόρων τυχαίων μεταβλητών, π.χ. των συνεχών τμ με συμμετρική κατανομή. Η διαδικασία προσδιορισμού ή έστω εκτίμησης-προσέγγισηςτης αναλυτικής έκφρασης μιας σ.π.π. είναι συνήθως πολύ χρονοβόρα και επίπονη. Ο χρονοβόρος χαρακτήρας τέτοιων διαδικασιών παίρνει και απαγορευτική διάσταση σε κάποιες περιπτώσεις. Η διαδικασία εκτίμησης, που παρουσιάζεται στην παράγραφο αυτή, λύνει το θέμα του χρόνου, καθώς τον μειώνει πάρα πολύ. Για μερικές τμ μάλιστα μπορεί να βρεθεί προσέγγιση της σ.π.π. σε πολύ μικρό χρονικό διάστημα, της τάξης μερικών λεπτών της ώρας.

			Σχετικά με τη φύση του ΣΜ μπορούμε να πούμε εν συντομία ότι ο ΣΜ παριστάνει το πόση είναι η μεταβλητότητα μιας τμ Χ ανά μονάδα της μέσης τιμής της. Ακολουθεί ορισμός και πληρέστερη παρουσίαση του ΣΜ και των εφαρμογών του. Μερικές έννοιες στην παράγραφο αυτή ορίζονται και, κυρίως, αντιμετωπίζονται και χρησιμοποιούνται όπως θα ήταν, αν ο πληθυσμός είχε άπειρα στοιχεία. Αυτό κρίνεται χρήσιμο, για να προσεγγιστεί το θέμα του ΣΜ πρώτα από θεωρητική άποψη και μετά να συνδυαστεί με τη δειγματοληψία και άλλα θέματα εφαρμογών.

			Σημειώνεται, επίσης, ότι στους ορισμούς όπου χρησιμοποιείται η λέξη «ανν» είναι συντομογραφική μορφή του «αν και μόνον αν».

			α. Ορισμοί

			Θεωρούμε τμ Χ με θετικές μόνο τιμές και τις παραμέτρους της μέση τιμή, διασπορά και τυπική απόκλιση με θεωρητικά σύμβολα ΕΧ= μ, VarX=σ2 , SD=σ αντίστοιχα.

			Ορισμός 2.7.1: Σε μία τμ Χ με θετικές μόνο τιμές η ποσότητα 

			[image: ]

			(2.7.1)

			ονομάζεται «Συντελεστής Μεταβλητότητας» της Χ.

			Ο ΣΜ εκτιμάται συνήθως από την εκτιμήτρια 

			[image: ],

			που προκύπτει από δειγματικά δεδομένα. Το s είναι η δειγματική τυπική απόκλιση και το [image: ] η δειγματική μέση τιμή που εκτιμούν τα αντίστοιχα θεωρητικά μεγέθη σ και μ=ΕΧ.

			Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι τμ που έχουν σ.π.π. με μορφή 

			1. συμμετρική 

			2. αύξουσα 

			3. φθίνουσα.

			Οι παραπάνω τρεις βασικές μορφές μπορούν, κάτω από προϋποθέσεις, να συνδυαστούν και να μπορέσει να υπάρξει μια απόδοση της σ.π.π. σε πολυωνυμική μορφή κατά κλάδους, αλλά το πρόβλημα δεν έχει λυθεί πλήρως. Είναι ακόμη υπό την επιστημονική έρευνα. Θα δώσουμε σε γενικές γραμμές το θεωρητικό υπόβαθρο της χρήσης του ΣΜ για την απόδοση σε πολυωνυμική μορφή των σ.π.π. με κάποια από τις ανωτέρω μορφές (α), (β) και (γ).

			Ορισμός 2.7.2: Μία πραγματική συνάρτηση πραγματικής μεταβλητής f ορισμένη και συνεχής στο διάστημα της πραγματικής ευθείας [α, β] ονομάζεται συμμετρική ως προς τον άξονα [image: ] ανν ισχύει: 

			[image: ]

			Ορισμός 2.7.3: Μία τμ Χ έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) την f(x), αν ισχύουν τα παρακάτω, (Φαρμάκης, 2001): 

			(i) [image: ]

			(ii) [image: ]

			Ορισμός 2.7.4: Η μέση τιμή μιας τμ Χ δίνεται από τον τύπο [image: ], (Φαρμάκης, 2001).

			Ορισμός 2.7.5: Η διασπορά μιας τμ Χ δίνεται από [image: ], (Φαρμάκης, 2001 και παράγραφος 2.2 του παρόντος).

			Με βάση τα παραπάνω ο ΣΜ μιας τμ Χ αποδίδεται με τη σχέση 

			[image: ]

			β. Συντελεστής μεταβλητότητας και συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας 

			Θα προσεγγίσουμε τις σ.π.π. που θέλουμε να βρούμε μέσα από δειγματοληπτικά δεδομένα με τη βοήθεια πολυωνυμικών μορφών συναρτήσεων.

			Συμμετρική σ.π.π. σε πολυωνυμική μορφή είναι η παρακάτω: 

			[image: ]

			(2.7.2)

			Είναι άμεσα φανερό ότι η τμ Χ παίρνει τιμές στο διάστημα [α, β], με [image: ] και ότι η σ.π.π. είναι συμμετρική με άξονα συμμετρίας τον [image: ] δηλαδή υπακούει στον κανόνα που εισάγει ο ορισμός 2.7.2.

			Ο βαθμός του πολυωνύμου στη σ.π.π. (2.7.2) είναι ο ν και για τους δύο κλάδους και αποδεικνύεται ότι είναι ν>-1 (Farmakis, 2003).

			Προφανές είναι το παρακάτω θεώρημα:

			Θεώρημα 2.7.1: Η μέση τιμή της τμ Χ με σ.π.π. την (2.7.1) είναι η μ=(α+β)/2.

			Απόδειξη: Λόγω συμμετρίας προφανές.

			Υπολογίζουμε τη διασπορά και την τυπική απόκλιση της τμ Χ με τη συμμετρική σ.π.π. (2.7.2) με βάση τα παρακάτω τρία θεωρήματα:

			Θεώρημα 2.7.2: Ο συντελεστής h στην έκφραση (2.7.2) δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Απόδειξη: Προφανώς λόγω συμμετρίας ισχύει

			[image: ]

			Αντικαθιστούμε την f(x) με την έκφραση του α΄ κλάδου της (2.7.2) και μετά από μερικές πράξεις έχουμε την σχέση που θέλουμε να αποδείξουμε.

			Θεώρημα 2.7.3: Η διασπορά της τμ Χ με συμμετρική σ.π.π., όπως η (2.7.2), δίνεται από τον τύπο:

			[image: ]

			Απόδειξη: Είναι [image: ] και υπολογίζουμε την ποσότητα του ορισμού (2.7.5), οπότε μετά από μερικές πράξεις έχουμε 

			[image: ] 

			και το θεώρημα αποδείχτηκε.

			Θεώρημα 2.7.4: Ο ΣΜ είναι [image: ]

			Απόδειξη: Από το θεώρημα 2.7.3 έχουμε ότι [image: ] Διαιρούμε την ποσότητα αυτή με τη μέση τιμή από το θεώρημα 2.7.1 και προκύπτει το ζητούμενο μετά τις απλοποιήσεις κλασμάτων στο υπόριζο.

			Το θεώρημα 2.7.4 μας μεταφέρει το εξής βασικό μήνυμα: Αν ξέρουμε τον ΣΜ της τμ Χ που μελετούμε, τότε από το θεώρημα αυτό έχουμε τον εκθέτη στη σ.π.π. ως συνάρτηση του ΣΜ. Αυτό σε συνάρτηση και με το θεώρημα 2.7.2 μας δίνει τη δυνατότητα να γράψουμε τη σ.π.π. στη σχέση (2.7.2) πλήρως και μάλιστα ως συνάρτηση του ΣΜ και μόνο.

			Για διευκόλυνσή μας εισάγουμε μια βοηθητική παράμετρο τη [image: ] δηλαδή το λ είναι το αντίστροφο του υπόριζου στην έκφραση του ΣΜ στο θεώρημα 2.7.4, και μάλιστα λ>1. Η τιμή λ=1 οδηγεί την τιμή του εκθέτη ν οριακά στο κάτω πέρας του, το ν=-1. Μετά την παραδοχή αυτή έχουμε τελικά τον εκθέτη με τη μορφή: 

			[image: ],

			που είναι η μεγαλύτερη από τις δύο ρίζες δευτεροβάθμιου τριωνύμου ως προς ν και συναρτήσει του λ. Η άλλη ρίζα δεν είναι δεκτή, γιατί η διερεύνησή της δίνει τιμές σε απαγορευτικές περιοχές του αρνητικού ημιάξονα των πραγματικών αριθμών (Farmakis, 2003). Μετά τον προσδιορισμό του εκθέτη ν προσδιορίζεται και ο συντελεστής από το θεώρημα 2.7.2 με τη μορφή φυσικά

			[image: ]

			Στην ειδική περίπτωση που η αρχή του διαστήματος ορισμού είναι α=0, τότε είναι απλά [image: ] και [image: ]

			Υπογραμμίζεται ότι επειδή η τμ Χ είναι συνεχής, τότε τα δεδομένα μεν είναι n παρατηρήσεις, αλλά δεν είναι διακριτή κατάσταση. Είναι μία σειρά παρατηρήσεων που προέρχεται από το συνεχές διάστημα [α,β]. Πρέπει μάλιστα οι παρατηρήσεις αυτές να ομαδοποιηθούν σε κάποια υποδιαστήματα του [α,β] με ίδιο εύρος και να γίνουν οι υπολογισμοί με βάση τις συχνότητες στα διαστήματα αυτά (σχετικά με την ανάλυση των δεδομένων και την ταξινόμησή τους σε κ κελιά που είναι ισομήκη υποδιαστήματα του [α,β] βλέπε και Φαρμάκης, 2001). Απλά να σημειώσουμε εδώ ότι στη βιβλιογραφία υπάρχει ευρύτατα διαδεδομένη η σχέση που συνδέει το πλήθος των τάξεων και το μέγεθος του δείγματος. Είναι η σχέση [image: ] Η σχέση χρησιμοποιείται αρκετά χαλαρά και το αποτέλεσμα για το πλήθος τάξεων κ είναι μια αρχική ένδειξη. Αν π.χ. έχουμε δείγμα μεγέθους n=550 μονάδες, τότε θα χρειαστεί να υπάρξουν [image: ] τάξεις. Μία λογική επιλογή είναι να έχουμε 8 τάξεις. Μπορεί, όμως, να πάρει κανένας από 7 μέχρι 10 τάξεις. Ενδεικτικό είναι το 8.4. Η εμπειρία δείχνει ότι συνήθως το πλήθος των τάξεων είναι από 3 μέχρι 20. 

			Θα δώσουμε εδώ ένα παράδειγμα, όπου η τμ Χ είναι η επίδοση (Score) σε χρόνο του κάθε μέλους μιας ομάδας n=64 φοιτητών, που προσπαθεί να βρει στο διαδίκτυο μία απάντηση. Οι χρόνοι σε sec δίνονται στον παρακάτω Πίνακα 2.7.1: 
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			Πίνακας 2.7.1

			Τα αποτελέσματα στον πίνακα αυτόν είναι ταξινομημένα κατά μέγεθος και είναι μονήρη ως παρατηρήσεις επί των 64 ατόμων του δείγματος. Για την καλύτερη αξιοποίησή τους πρέπει να ταξινομηθούν σε ίσου εύρους διαστήματα, που θα καλύπτουν όλο το εύρος β-α του διαστήματος [α, β].

			Προσδιορισμός του διαστήματος [α, β]: Βρίσκουμε το εύρος (βεληνεκές, Range) των τιμών του δείγματος των n=64 παρατηρήσεων, το R=Xmax-Xmin=110-11=99 sec. Φυσικά το εύρος β-α είναι ελαφρά μεγαλύτερο του 99 και αυτό θα προσδιοριστεί εμπειρικά μετά τον προσδιορισμό του εύρους των τάξεων στις οποίες θα χωριστεί το [α, β]. Αρχικά πρέπει να αποφασίσουμε πόσες είναι οι τάξεις στις οποίες θα χωριστεί το διάστημα [α, β]. Ο εμπειρικός νόμος που προσεγγίζει το πλήθος τάξεων κ περιγράφεται από τη σχέση

			[image: ]

			Άρα μπορούμε να πάρουμε 5 ή 6 τάξεις στο [α, β]. 

			Επιλέγουμε κ=5. Εύρος τάξης R/κ=99/5=19.8. Παίρνουμε μια στρογγύλευση του 19.8 σε w=20 sec και θεωρούμε ότι είναι α=10<Χmin και [image: ]. Μετά από αυτά συμπληρώνουμε τον πίνακα των πράξεων που ακολουθεί: και προχωρούμε σε υπολογισμούς των παραμέτρων του προβλήματος. Τελικά, τα θεωρητικά μεγέθη συχνοτήτων τοποθετούνται στην τελευταία στήλη του πίνακα 2.7.2:
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			Πίνακας 2.7.2

			Υπολογίζουμε τις διάφορες παραμέτρους (Φαρμάκης, 2001):

			Προσωρινή μέση τιμή m=το μέσο της κεντρικής τάξης, αν το πλήθος τους είναι περιττός. Αν είναι άρτιος, τότε παίρνουμε το μέσο μιας από τις δύο κεντρικές τάξεις. Εδώ στο παράδειγμα είναι m=60.

			Μέση τιμή [image: ]

			Διασπορά [image: ]

			Τυπική απόκλιση: [image: ]

			Συντελεστής Μεταβλητότητας [image: ]

			Παράμετρος ενδιάμεση [image: ]

			Εκθέτης o [image: ]

			Συντελεστής μονώνυμου o [image: ]

			Άρα η σ.π.π. είναι η 

			[image: ]

			Σημειώνεται ότι για τη συνεχή τμ Χ με συμμετρική σ.π.π. (2.7.2) η αντίστοιχη συνάρτηση κατανομής (σ.κ.) είναι της μορφής: 

			[image: ]

			Με τη βοήθεια της σ.κ. ουσιαστικά υπολογίζονται και τα θεωρητικά μεγέθη στις διάφορες κλάσεις και στο προηγούμενο παράδειγμα. Τα άτομα π.χ. που θεωρητικά προβλέπεται να είναι στην κλάση [30,50] είναι τα 

			[image: ]

			Για να έχουμε και μια καλή εικόνα για το πόσο πιστά απεικονίζεται η κατανομή του χρόνου στα άτομα του πληθυσμού που μελετούμε, θα χρησιμοποιήσουμε τη δοκιμασία Χ2 ως μία διαδικασία αυτοελέγχου και θα υπολογίσουμε τις συχνότητες εμφάνισης τιμών του χρόνου στα διαστήματα του πίνακα υπολογισμών κάνοντας ολοκλήρωση της σ.π.π. στο κάθε διάστημα χωριστά. Οι συχνότητες που βρίσκουμε από τη σ.κ. αποτελούν τα θεωρητικά τρόπον τινά μεγέθη συχνοτήτων ανά τάξη του πίνακα υπολογισμών. Αυτά είναι φανερό ότι προέκυψαν από τη χρήση (της εκτιμήτριας) της σ.π.π. που βρήκαμε. Εμφανίζονται στην τελευταία στήλη του πίνακα υπολογισμών. Οι θεωρητικές αυτές τιμές δίνουν τιμή για τη δοκιμασία Χ2=6.3297, ενώ η κρίσιμη τιμή για 4=(5-1) β.ε. είναι Χ2.05=12.6. Άρα, έχουμε καλή προσαρμογή των πειραματικών προς τα θεωρητικά μεγέθη συχνοτήτων.

			Αύξουσα σ.π.π. σε πολυωνυμική μορφή είναι η παρακάτω: 

			[image: ]

			(2.7.3)

			Οι τιμές της τμ Χ είναι από το διάστημα [0, β] και ο συντελεστής h είναι συνάρτηση του εκθέτη ν. Ισχύει δε το εξής:

			Θεώρημα 2.7.5: Ο συντελεστή h στην (2.7.3) δίνεται από τη σχέση [image: ]

			Απόδειξη: Από τη βασική ιδιότητα [image: ] προκύπτει άμεσα το ζητούμενο.

			Θεώρημα 2.7.6: Η μέση τιμή της τμ Χ με σ.π.π. την (2.7.3) είναι [image: ].

			Απόδειξη: Από τη βασική σχέση υπολογισμού έχουμε τα εξής αποτελέσματα: 

			[image: ]

			με χρήση και του θεωρήματος 2.7.5 για την τιμή του συντελεστή h.

			Θεώρημα 2.7.7: Η διασπορά της τμ Χ με σ.π.π. την (2.7.3) είναι ίση με 

			[image: ]

			Απόδειξη: Υπολογίζουμε πρώτα την ποσότητα 

			[image: ]

			και μετά, με αντικατάσταση στη σχέση ορισμού [image: ] και μερικές πράξεις, εύκολα έχουμε την προς απόδειξη σχέση.

			Θεώρημα 2.7.8: Ο ΣΜ είναι [image: ].

			Απόδειξη: Στη βασική σχέση ορισμού του ΣΜ, την (2.7.1), αντικαθιστούμε από τα θεωρήματα 2.7.6 και 2.7.7 τις ποσότητες που αντιστοιχούν στην τυπική απόκλιση και τη μέση τιμή και μετά από εύκολες απλοποιήσεις έχουμε το ζητούμενο.

			Το θεώρημα 2.7.8 λέει και πάλι ότι στη σ.π.π. (2.7.3) (αύξουσα) ο εκθέτης ν είναι συνάρτηση μόνο του ΣΜ. Επειδή, μάλιστα, με τη σειρά του ο συντελεστής του μονώνυμου h στην ίδια σχέση είναι συνάρτηση του ν και του άνω άκρου β της κατανομής της τμ Χ, έπεται ότι και ο συντελεστής h γίνεται γνωστός με το που γνωρίζουμε την τιμή του ΣΜ. Όλα τούτα σημαίνουν ότι η γνώση του ΣΜ επιτρέπει να γραφεί πλήρως η αναλυτική μορφή της σ.π.π. στη (2.7.3). Για την διευκόλυνση στους υπολογισμούς εισάγεται και εδώ στις αύξουσες σ.π.π. η βοηθητική παράμετρος [image: ] και με βάση το θεώρημα 2.7.8 υπολογίζουμε τον εκθέτη και τον συντελεστή της σ.π.π. στη (2.7.3) ως: 

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Η συνάρτηση κατανομής (σ.κ.) της τμ Χ διαμορφώνεται ως εξής

			[image: ]

			(2.7.4)

			Με χρήση της σ.κ. γίνεται, όποτε κρίνεται σκόπιμο, και ο έλεγχος αν η σ.π.π. (2.7.3) περιγράφει αντιπροσωπευτικά τη συμπεριφορά της τμ Χ που μελετάμε, άρα και τα φαινόμενα που σχετίζονται με αυτή.

			Θα μελετήσουμε την τμ Χ που μετράει πόσες ιστοσελίδες επισκέφτηκε ο καθένας από τους n=64 φοιτητές κατά τον τελευταίο μήνα σύμφωνα με τη δήλωση που κάνουν κάθε μήνα στο εργαστήριο πληροφορικής της Σχολής. Τα δεδομένα στον πίνακα 2.7.3: 
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			Πίνακας 2.7.3

			Τα αποτελέσματα στον πίνακα αυτόν είναι ταξινομημένα κατά μέγεθος και είναι μονήρη ως παρατηρήσεις επί των 64 ατόμων του δείγματος. Για την καλύτερη αξιοποίησή τους πρέπει να ταξινομηθούν σε ίσου εύρους διαστήματα, που θα καλύπτουν όλο το εύρος β του διαστήματος [0, β].

			Προσδιορισμός του διαστήματος [α, β]: Βρίσκουμε το εύρος (βεληνεκές, Range) των τιμών του δείγματος των n=64 παρατηρήσεων, το R=Xmax-Xmin=79-1=78 ιστοσελίδες .Φυσικά το εύρος β-α είναι ελαφρά μεγαλύτερο του 78 και αυτό θα προσδιοριστεί εμπειρικά μετά τον προσδιορισμό του εύρους των τάξεων στις οποίες θα χωριστεί το διάστημα [α, β]. 

			Αρχικά πρέπει να αποφασίσουμε το πλήθος κ τάξεων στις οποίες θα χωριστεί το διάστημα [α, β]. Πλήθος τάξεων το εμπειρικό 

			[image: ]

			Άρα, μπορούμε να πάρουμε 5 ή 6 τάξεις στο [α, β]. Επιλέγουμε κ=5. 

			Εύρος τάξης R/κ=78/5=15.6. Παίρνουμε μια στρογγύλευση του 15.6 σε w=16 και θεωρούμε ότι είναι α=0<Χmin και [image: ]. 

			Μετά από όλα αυτά συμπληρώνουμε τον πίνακα 2.7.4 των πράξεων που ακολουθεί: και προχωρούμε σε υπολογισμούς των παραμέτρων του προβλήματος:
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			Πίνακας 2.7.4

			Υπολογίζουμε τις τιμές των διαφόρων παραμέτρων: 

			Μέση τιμή [image: ]

			Διασπορά [image: ]

			Τυπική απόκλιση: [image: ]

			Συντελεστής Μεταβλητότητας [image: ]

			Παράμετρος ενδιάμεση [image: ]

			Εκθέτης o [image: ]

			Συντελεστής μονώνυμου o [image: ]

			Άρα η σ.π.π. είναι η 

			[image: ]

			και η αντίστοιχη σ.κ. διαμορφώνεται ως εξής:

			[image: ]

			Για να έχουμε και μια καλή εικόνα για το πόσο πιστά απεικονίζεται η κατανομή του χρόνου στα άτομα του πληθυσμού που μελετάμε, θα χρησιμοποιήσουμε τη δοκιμασίαΧ2 ως μία διαδικασία αυτοελέγχου και θα υπολογίσουμε τις συχνότητες εμφάνισης τιμών του χρόνου στα διαστήματα του πίνακα υπολογισμών κάνοντας χρήση της σ.κ. και των τιμών της στο κάθε διάστημα χωριστά. Τα αποτελέσματα που βρήκαμε είναι τα θεωρητικά που προκύπτουν από τη χρήση (της εκτιμήτριας) της σ.π.π. που βρήκαμε. Εμφανίζονται στην τελευταία στήλη του πίνακα υπολογισμών. Οι θεωρητικές τιμές αυτές δίνουν τιμή για τη δοκιμασία Χ2=0.3353, ενώ η κρίσιμη τιμή για 4=(5-1) β.ε. είναι Χ2.05=12.6. Άρα, έχουμε μια πολύ καλή προσαρμογή των πειραματικών προς τα θεωρητικά μεγέθη συχνοτήτων.
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			Λυμένα παραδείγματα 2ου Κεφαλαίου

			Παράδειγμα 1

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=3. Μελετάμε την τυχαία μεταβλητή Χ με σύνολο τιμών το T=[-1,0,1}. Η μέση τιμή του πληθυσμού δίνεται από τον τύπο

			[image: ]

			Θέλουμε να εκτιμήσουμε τη μέση τιμή αυτή της X στον Π με τη χρήση ΑΤΔ με δείγμα μεγέθους n=2 και με τη βοήθεια της εκτιμήτριας E2 που έχει την παρακάτω μορφή : 

			[image: ]

			όπου τα [image: ]{-1,0,1}={Χ1,Χ2,Χ3} είναι οι τιμές της Χ που επιλέχτηκαν στο δείγμα 

			1. με επανάθεση 

			2. χωρίς επανάθεση.

			Να αποδειχθεί ότι η εκτιμήτρια είναι και στις δύο περιπτώσεις αμερόληπτη. Στη συνέχεια να προσδιοριστεί η διασπορά της εκτιμήτριας και στις δύο περιπτώσεις.

			Λύση 

			Αρχικά υπολογίζουμε για τον πληθυσμό τη μέση τιμή και τη διασπορά 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			αντίστοιχα.

			1. Με επανάθεση: 

			Είναι φανερό ότι το σύνολο όλων των δειγμάτων με επανάθεση είναι 32=9, ένα για κάθε στήλη του πίνακα: 
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			Πίνακας 2.8.1

			Από τον πίνακα αυτόν προκύπτει ότι η εκτιμήτρια είναι αμερόληπτη, ήτοι:

			[image: ].

			Επίσης είναι 

			[image: ].

			Παρατηρούμε ότι είναι:

			[image: ]

			2. Χωρίς επανάθεση: 

			Είναι φανερό ότι το σύνολο όλων των δειγμάτων δ(2,3) περιέχει [image: ] δείγματα: 
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			Πίνακας 2.8.2

			Από τον πίνακα προκύπτει ότι 

			[image: ]

			Αμερόληπτη εκτιμήτρια.

			Επίσης είναι 

			[image: ]

			Παρατηρούμε και πάλι ότι είναι:

			[image: ].

			Τα δύο αποτελέσματα ως προς τη διασπορά των μέσων τιμών με επανάθεση

			[image: ]

			και χωρίς επανάθεση

			[image: ]

			πιστοποιούν αυτό που ξέρουμε και από τη θεωρητική ανάλυση: “Η πληροφορία που έχουμε κατά τη δειγματοληψία με επανάθεση είναι μικρότερη από αυτήν που έχουμε κατά τη δειγματοληψία χωρίς επανάθεση και αυτή η διαφορά στην πληροφορία μεγαλώνει, καθώς αυξάνει το μέγεθος του δείγματος”.

			Παράδειγμα 2

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν μας ενδιαφέρει να μελετήσουμε τη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής Χ που περιγράφει το ετήσιο κατά κεφαλήν εισόδημα σε €. Από παλαιότερες μετρήσεις έχουμε την πληροφορία ότι η μέση τιμή της Χ κυμαίνεται από 3500 έως 19000 € με μία διασπορά [image: ]. Ποιο είναι το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο μέγεθος του δείγματος, ώστε σε στάθμη σημαντικότητας α=0.05 να έχουμε μέγιστο σφάλμα d=500 €; Δίνεται ότι το μέγεθος του πληθυσμού Ν είναι 25000 άτομα. Να γίνει πλήρης μελέτη για πληθυσμό μεγέθους Ν=1000, 2000, 5000, 20000, 25000, 100000 και 106 ατόμων.

			Λύση 

			Είναι ήδη γνωστό από τη θεωρία ότι το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο μέγεθος δείγματος είναι το n0 και δίνεται από τη σχέση: 

			[image: ]

			όπου είναι

			[image: ]

			και [x]=ακέραιο μέρος του x είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος που είναι μικρότερος ή ίσος με τον πραγματικό αριθμό x, π.χ [5.689]=5, [8]=8, [-4.76]=-5 [Βλ. παρατήρηση 2.4.1 και σχέση (2.4.11)].

			Στην περίπτωσή μας είναι Ν=25000 και 

			[image: ]=138.2976, 

			οπότε έχουμε

			[image: ]=137.536

			και n0=138 άτομα θα έχει τουλάχιστο το δείγμα μας.

			Έχει αρκετό ενδιαφέρον να δει κανείς τη μεταβολή του n0, καθώς μεταβάλλεται το Ν. Τα αποτελέσματα δίνονται στον πίνακα 2.8.3 που ακολουθεί: 
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			Πίνακας 2.8.3

			Με τα αποτελέσματα αυτά του πίνακα 2.8.3 διαπιστώθηκε και πρακτικά το θεωρητικά κατοχυρωμένο συμπέρασμα: 

			“Το μέγεθος του δείγματος είναι μία ασθενώς αύξουσα συνάρτηση του μέγεθος του πληθυσμού. Από ένα σημείο και πέρα η αύξηση τείνει στο μηδέν”.

			Αν κρατήσουμε τις ίδιες απαιτήσεις ως προς το σφάλμα εκτίμησης, τη διασπορά και τη στάθμη σημαντικότητας, τότε το μέγεθος του δείγματος που θα αντιστοιχούσε σε πληθυσμό 100 εκατομμυρίων ατόμων θα ήταν και πάλι 139 άτομα.

			Παράδειγμα 3

			Σε μία Δ.Ο.Υ. κατατέθηκαν Ν=85000 δηλώσεις εισοδήματος. Το δηλωθέν εισόδημα είναι η τυχαία μεταβλητή που ενδιαφέρει. Το μέγιστο και το ελάχιστο δηλωθέν εισόδημα διαφέρουν κατά 50000 ΕΥΡΩ. Να δοθεί μία τάξη μεγέθους για το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο δείγμα, ώστε να έχουμε μέγιστο επιτρεπόμενο σφάλμα: 

			1. d=1000 ΕΥΡΩ για τη μέση τιμή και

			2. D=100000000 ΕΥΡΩ για το συνολικό εισόδημα που δηλώθηκε.

			Λύση 

			1. Είναι ήδη γνωστό από τη θεωρία ότι το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο μέγεθος δείγματος είναι το n0 και, όταν ενδιαφέρει ο προσδιορισμός της μέσης τιμής, δίνεται από τη σχέση (Thomson, 1992 & Φαρμάκης, 2009β) 

			[image: ],

			όπου

			[image: ]

			και [x]=ακέραιο μέρος του x είναι ο μεγαλύτερος ακέραιος που είναι μικρότερος ή ίσος με τον πραγματικό αριθμό x. Η διασπορά δεν είναι γνωστή, αλλά μπορεί να προσδιοριστεί η τυπική απόκλιση κατά προσέγγιση από τον εμπειρικό τύπο

			[image: ]

			Ο εμπειρικός αυτός τύπος και η χρησιμότητά του αναφέρονται στη Σημείωση 2.4.1 και με το σκεπτικό της χρησιμοποιείται εδώ. Αυτό το τελευταίο ισχύει και στο εισόδημα, αν και δεν έχουμε τόσο βάσιμη την υποψία ότι το εισόδημα που δηλώθηκε ακολουθεί κανονική κατανομή. Ήδη είναι Ν=85000 και s=104. Άρα είναι και 

			[image: ] 

			οπότε :

			[image: ] δηλώσεις.

			2. Για τον υπολογισμό του επαρκώς μεγάλου δείγματος, όταν ενδιαφέρει ο προσδιορισμός του αθροίσματος του πληθυσμού (εδώ του συνολικού εισοδήματος που δηλώθηκε στη Δ.Ο.Υ.), ισχύει ο τύπος:

			[image: ] ή [image: ], τώρα με [image: ].

			Ήδη είναι

			[image: ]

			και άρα 

			[image: ]=[276.652]+1=277 δηλώσεις.

			Παράδειγμα 4

			Σε ένα εκλογικό σώμα με 45000 ψηφοφόρους θέλουμε να κάνουμε δημοσκόπηση με το ερώτημα της πρόθεσης (ή μή) ψήφου υπέρ του υποψηφίου Δημάρχου Α. Πόσο πρέπει να είναι το μέγεθος του ελάχιστου επαρκώς μεγάλου δείγματος, αν θέλουμε εκτίμηση με σ.σ. α=0.05 και μέγιστο επιτρεπόμενο σφάλμα εκτίμησης:

			1. d=0.022=2.2% στα ποσοστά και 

			2. D=1000 ψήφων στα απόλυτα μεγέθη; 

			Δίνεται ότι η παράταξη του κου Α έχει κατά προσέγγιση δύναμη 40% στο εκλογικό σώμα των 45000 ψηφοφόρων.

			Λύση 

			1. Είναι ήδη γνωστό από τη θεωρία ότι το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο μέγεθος δείγματος είναι το n0 και, όταν ενδιαφέρει ο προσδιορισμός των ποσοστών σε δημοσκόπηση, δίνεται από τον τύπο, (Φαρμάκης, 2009):

			[image: ],

			δηλαδή είναι

			[image: ]

			με [image: ]

			Εδώ δίνεται ότι p=0.4 (όταν δεν ξέρουμε την εκτίμηση του p, παίρνουμε p=0.5) και 

			[image: ]

			οπότε έχουμε: 

			[image: ]=[1828.5182]+1=1829 ψηφοφόροι.

			Είναι επίσης γνωστό από τη θεωρία ότι το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο μέγεθος δείγματος είναι το n0 και, όταν ενδιαφέρει ο προσδιορισμός των απόλυτων μεγεθών σε δημοσκόπηση, δίνεται από τη σχέση (2.6.22), ήτοι: 

			[image: ],

			δηλαδή είναι

			[image: ] με [image: ]

			Εδώ δίνεται ότι p=0.4 (όταν δεν ξέρουμε την εκτίμηση του p παίρνουμε p=0.5) και

			[image: ],

			οπότε έχουμε: 

			[image: ]+1=[1793.6023]+1=1794 ψηφοφόροι.

			Παράδειγμα 5

			Η μεταβλητή Y μετράει το χρόνο που χρειάστηκε ο κάθε μαθητής, από τους 64 ενός δείγματος, για να βρει απάντηση στο ερώτημα «Πόσα είναι τα κράτη-μέλη της Ευρωπαϊκής Ένωσης;». Είχαμε Ymin=7 και Ymax=145. Εφαρμόσαμε τον μετασχηματισμό X=Y-7 και χωρίσαμε το χρονικό διάστημα σε 7 τάξεις με εύρος w=20sec η καθεμία. Οι παρατηρήσεις όπως κατανέμονται κατά πλήθος στις 7 τάξεις φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 2.8.4:
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			Πίνακας 2.8.4

			Μπορούμε να εκτιμήσουμε τη σ.π.π. της τυχαίας μεταβλητής Χ (και Υ) από το παραπάνω δείγμα παρατηρήσεων;

			Λύση

			Θα χρησιμοποιήσουμε την έννοια του συντελεστή μεταβλητότητας της τμ Χ, για να εκτιμήσουμετη σ.π.π. της (και έτσι και της τμ Υ ουσιαστικά). Επειδή από τον Πίνακα 2.8.4, και μάλιστα από την 3η στήλη των συχνοτήτων ni, φαίνεται ότι η τμ Χ έχει σ.π.π. συμμετρικής μορφής, θα χρησιμοποιήσουμε τη συμμετρική μορφή της σ.π.π. με τρεις κλάδους και με πολυωνυμική μορφή όπου χρειάζεται να προσδιορίσουμε μόνο τον εκθέτη ν και να έχουμε την πλήρη μορφή της. Η συνάρτηση που πρέπει να προσδιορίσουμε είναι η παρακάτω (Farmakis 2003, 2.7 παρόντος): 

			[image: ]

			όπου μάλιστα είναι α=0 και άρα απλοποιείται σε

			[image: ]

			και αναφέρεται στην τμ Χ.

			Από τον πίνακα 2.8.4 με τα στοιχεία του δείγματος περνάμε στον πίνακα 2.8.5 (επεξεργασίας στοιχείων) και έχουμε :
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			Πίνακας 2.8.5

			Υπολογίζουμε τα στατιστικά του προβλήματος που προκύπτουν από το δείγμα των 64 παρατηρήσεων παίρνοντας ως προσωρινή μέση τιμή(*) την m=70sec, και είναι β=140sec: 

			Μέση τιμή

			[image: ]

			Διασπορά

			[image: ]

			Τυπική απόκλιση:

			[image: ]

			Συντελεστής μεταβλητότητας (εκτίμηση): 

			[image: ]

			Ενδιάμεση παράμερος:

			[image: ]

			Εκθέτης:

			[image: ]

			(Farmakis, 2003)

			Συντελεστής στη σ.π.π

			[image: ]

			Άρα η σ.π.π. είναι τελικά η 

			[image: ]

			Από αυτή τη σ.π.π. προκύπτει η αντίστοιχη σ.κ., από την οποία προκύπτουν και οι θεωρητικές συχνότητες για καθεμία τάξη στον Πίνακα 2.8.5 (τελευταία στήλη): 

			[image: ]

			Η δοκιμασία Χ2, μεταξύ της στήλης των δειγματικών συχνοτήτων (3η) και της στήλης των θεωρητικών συχνοτήτων (τελευταία στον Πίνακα 2.8.5), έδωσε πειραματική τιμή Χ2=1.6051. Κρίσιμη τιμή στους 6 β.ε. η 12.6. Άρα οι δειγματικές συχνότητες και οι θεωρητικές παρουσιάζουν «καλή προσαρμογή».

			(*) Η προσωρινή μέση τιμή μπορεί να είναι οποιοσδήποτε πραγματικός αριθμός. Για να έχει λειτουργικότητα, όμως, πρέπει να είναι ένα από τα κέντρα των μεσαίων τάξεων. Αν το πλήθος των τάξεων είναι ο περιττός κ, τότε παίρνουμε το μέσον της μεσαίας τάξης, της (κ+1)/2-οστής. Αν ο κ είναι άρτιος, παίρνουμε τον μέσο της μιας από τις μεσαίες τάξεις της (κ/2)-οστής ή της (κ/2+1)-οστής. Στο παράδειγμα είναι m το μέσον της 4ης από τις 7 τάξεις.

			Παράδειγμα 6

			Η μεταβλητή Y μετράει τον χρόνο που χρειάστηκε ο κάθε μαθητής, από τους 64 ενός δείγματος, για να βρει απάντηση στο ερώτημα «Πόσα χρόνια έζησε ο Κυβερνήτης της Ελλάδας Ιωάννης Καποδίστριας;».

			Είχαμε Ymin=11 και Ymax=127. Εφαρμόσαμε τον μετασχηματισμό X=Y-11 και χωρίσαμε το χρονικό διάστημα σε 6 τάξεις με εύρος w=20sec η καθεμία. Οι παρατηρήσεις, όπως κατανέμονται κατά πλήθος στις 6 τάξεις, φαίνονται στον παρακάτω Πίνακα 2.8.6: 
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			Πίνακας 2.8.6

			Μπορούμε να εκτιμήσουμε τη σ.π.π. της τυχαίας μεταβλητής Χ (και Υ) από το παραπάνω δείγμα παρατηρήσεων; 

			Λύση

			Θα χρησιμοποιήσουμε την έννοια του συντελεστή μεταβλητότητας της τμ Χ, για να εκτιμήσουμετη σ.π.π. της (και έτσι και της τμ Υ ουσιαστικά). Επειδή από τον πίνακα 2.8.6, και μάλιστα από την 3η στήλη των συχνοτήτων ni, φαίνεται ότι η τμ Χ έχει σ.π.π. αύξουσας μορφής, θα χρησιμοποιήσουμε την αύξουσα μορφή της σ.π.π. με δύο κλάδους και με πολυωνυμική μορφή όπου χρειάζεται να προσδιορίσουμε μόνο τον εκθέτη ν και να έχουμε την πλήρη μορφή της. Η συνάρτηση που πρέπει να προσδιορίσουμε είναι η παρακάτω (Farmakis & Makris 2011, 2.7 του παρόντος):

			[image: ]

			με αντίστοιχη σ.κ. την

			[image: ]

			και αναφέρεται στην τμ Χ.

			Από τον πίνακα 2.8.6 με τα στοιχεία του δείγματος περνάμε στον πίνακα 2.8.7 (επεξεργασίας στοιχείων) και έχουμε :
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			Πίνακας 2.8.7

			Υπολογίζουμε τα στατιστικά του προβλήματος που προκύπτουν από το δείγμα των 64 παρατηρήσεων παίρνοντας ως προσωρινή μέση τιμή(*) την m=70sec, και είναι β=120sec: 

			Μέση τιμή:

			[image: ]

			Διασπορά:

			[image: ]

			Τυπική απόκλιση:

			[image: ]

			Συντελεστής μεταβλητότητας (εκτίμηση):

			[image: ]

			Ενδιάμεση παράμερος: 

			[image: ]

			Εκθέτης:

			[image: ], Farmakis (2010)

			Συντελεστής στη σ.π.π.

			[image: ]

			Άρα η σ.π.π. είναι τελικά η 

			[image: ]

			Από αυτή τη σ.π.π. προκύπτει η αντίστοιχη σ.κ. από την οποία προκύπτουν και οι θεωρητικές συχνότητες για καθεμία τάξη στον Πίνακα 2.8.8 (τελευταία στήλη): 

			[image: ]

			Η δοκιμασία Χ2, μεταξύ της στήλης των δειγματικών συχνοτήτων (3η) και της στήλης των θεωρητικών συχνοτήτων (τελευταία στήλη του πίνακα 2.8.7) έδωσε πειραματική τιμή Χ2=0.0382 με κρίσιμη τιμή στους 6 β.ε. [image: ]

			 Άρα οι δειγματικές συχνότητες και οι θεωρητικές παρουσιάζουν «καλή προσαρμογή».

			(*) Η προσωρινή μέση τιμή μπορεί να είναι οποιαδήποτε τιμή πραγματικού αριθμού. Για να έχει λειτουργικότητα όμως πρέπει να είναι ένα από τα κέντρα των τάξεων και ειδικά από τις μεσαίες τάξεις. Έτσι αν το πλήθος των τάξεων είναι ο περιττός κ, τότε παίρνουμε το μέσον της μεσαίας τάξης, της (κ+1)/2-οστής, και αν ο κ είναι άρτιος παίρνουμε το μέσο της μιας από τις μεσαίες τάξεις ή από την (κ/2)-οστή ή από την (κ/2+1)-οστή. Στο παρόν παράδειγμα είναι m το μέσον της 4ης τάξης, επειδή έχουμε 8 τάξεις και έπρεπε να επιλεγεί ή το μέσο της τρίτης ή της τετάρτης τάξης.

		

	
		
			Άλυτες ασκήσεις 2ου Κεφαλαίου 

			Ακολουθεί συλλογή ασκήσεων που αναφέρονται στην ύλη του 2ου Κεφαλαίου της ΑΤΔ και των εφαρμογών της. 

			Άσκηση 1

			Από τον πίνακα τυχαίων αριθμών του κεφαλαίου αυτού να εξαχθεί 35-μελές τυχαίο δείγμα από πληθυσμό με μέγεθος Ν=198 άτομα με σημείο εκκίνησης το (12,3) και διαβάζοντας τον πίνακα βουστροφηδόν, βλ. παρατήρηση στην παράγραφο 2.1.

			Άσκηση 2

			Σε μία Δ.Ο.Υ. έχουμε Ν=100000 δηλώσεις εισοδήματος και είναι γνωστό ότι το εύρος του εισοδήματος που δηλώθηκε είναι ίσο με R=40000 ΕΥΡΩ. Θέλουμε να εκτιμήσουμε το μέσο δηλωθέν εισόδημα με ένα τυχαίο δείγμα. Να προσδιοριστεί το μέγεθος n0του επαρκώς μεγάλου δείγματος σε σ.σ.=α=0.05 και με μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα εκτίμησης d=2000 ΕΥΡΩ. Αν θέλουμε να εκτιμήσουμε το συνολικό δηλωθέν εισόδημα με ακρίβεια D=80000000 ΕΥΡΩ (μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα εκτίμησης), πόσο είναι τώρα το ελάχιστο μέγεθος του επαρκώς μεγάλου δείγματος;

			(Υπόδειξη: Βλέπε παράδειγμα 3)

			Άσκηση 3

			Σε μία Δ.Ο.Υ. έχουμε Ν=60000 δηλώσεις εισοδήματος. Έχουμε κάνει και μία προδειγματοληψία με μέγεθος δείγματος n=8. Οι δηλώσεις στο δείγμα είχαν τις εξής τιμές δηλωμένου εισοδήματος σε ΕΥΡΩ: 7000, 4500, 33000, 25000, 14500, 34000, 9000, 12500. Ποιό είναι το ελάχιστο μέγεθος του επαρκώς μεγάλου δείγματος για να εκτιμήσουμε σε σ.σ.=α=0.05:

			1. Το μέσο δηλωμένο εισόδημα με ακρίβεια d=800 ΕΥΡΩ.

			2. Το συνολικό δηλωμένο στη Δ.Ο.Υ. αυτή εισόδημα με ακρίβεια D=50000000 ΕΥΡΩ.

			(Υπόδειξη: Βρείτε τη διασπορά s2 από τα στοιχεία της προδειγματοληψίας και μετά ενεργήστε όπως στην άσκηση 2)

			Άσκηση 4

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=5 και μελετούμε την τυχαία μεταβλητή Υ που παίρνει τις τιμές 30, 350, 400, 440, 900. Σκοπεύουμε να κάνουμε ΑΤΔ με μέγεθος δείγματος n=3. Παρατηρούμε ότι μεταξύ των τιμών της Υ υπάρχουν εξωκείμενες τιμές (outliers), μία πολύ μικρή, η 30, και μία πολύ μεγάλη, η 900. Έτσι, αντί του δειγματικού μέσου 

			[image: ]

			πρόκειται να υιοθετήσουμε ως εκτιμήτρια της μέσης τιμής την παρακάτω συνάρτηση: 

			[image: ]

			1. Να αποδειχθεί ότι η εκτιμήτρια αυτή είναι αμερόληπτη.

			2. Να αποδειχθεί ότι ισχύει 0<λ<(Υ5-Υ1)/3 ήτοι 0<λ<290.

			3. Να προσδιοριστεί, αν υπάρχει, η βέλτιστη τιμή του λ.

			Η έννοια εξωκείμενη τιμή υπάρχει και σε άλλα συγγράμματα με την ονομασία «ακραία τιμή» και στο Λεξικό του Ελληνικού Στατιστικού Ινστιτούτου υπάρχουν οι όροι «έκτροπες» και «έκτοπες» τιμές.

			(Υπόδειξη 1: Να πάρετε υπόψη ότι ο δειγματικός μέσος τύπου [image: ] είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της μέσης τιμής του πληθυσμού. Υπολογίστε πόσες φορές η νέα εκτιμήτρια γίνεται [image: ] και πόσες φορές γίνεται [image: ] ενώ διαπιστώνεται εύκολα ότι η τιμή της είναι [image: ] σε 4 περιπτώσεις. Μετά υπολογίστε τη μέση τιμή [image: ] και πρέπει να αποδειχθεί ότι ισχύει 

			[image: ]

			Υπόδειξη 2: Στο ερώτημα 3 να βρεθεί η διασπορά 

			[image: ]

			και πρέπει να λυθεί η εξίσωση 

			[image: ],

			για να προσδιοριστούν πιθανά ακρότατα ως προς λ)

			Άσκηση 5

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=3 και μελετούμε την τυχαία μεταβλητή Υ. Παίρνουμε με ΑΤΔ δείγματα μεγέθους n=2. Προτείνεται ως εκτιμήτρια η συνάρτηση 

			[image: ]

			με δείγμα δ={uI, uj} και 

			[image: ], για i, j=1,2,3. 

			Δίνεται ότι είναι w12=0.6, w23=0.2 και w32=0.6. Να προσδιοριστούν τα w21, w13, w31, ώστε η εκτιμήτρια να έχει αμεροληψία.

			(Υπόδειξη: Σημειώνεται ότι ισχύει [image: ], όταν έχουμε αμερόληπτη εκτιμήτρια).

			Άσκηση 6

			Σε μία πόλη ο πληθυσμός των γυναικών σε γόνιμη ηλικία είναι Ν=16000. Πήραμε ένα δείγμα μεγέθους n=20 γυναικών και ρωτήσαμε τον αριθμό των ζώντων τέκνων τους. Οι απαντήσεις ήταν: 2, 2, 0, 4, 7, 0, 0, 3, 2, 6, 8, 2, 2,2, 4, 5, 1, 6, 3, 3.

			1. Να βρεθούν οι τιμές των εκτιμητών: [image: ]

			2. Τί μεγέθους δείγμα χρειαζόμαστε, ώστε να έχουμε εκτίμηση του μέσου αριθμού ζώντων τέκνων με μέγιστο σφάλμα d=0.4 τέκνα;

			Άσκηση 7

			Σε μία έρευνα, όπου προσπαθούμε να εκτιμήσουμε τους χρόνους που απαιτούνται για την ανάκτηση μιας πληροφορίας στο διαδίκτυο από μαθητές, πήραμε δείγμα n=50 μαθητών Λυκείου από τα 400 παιδιά ενός Λυκείου. Οι μαθητές αντιμετώπισαν μερικά ερωτήματα, μεταξύ των οποίων ήταν και το ερώτημα: 

			«Πότε έζησε ο Αρχιμήδης;» 

			Ο μικρότερος χρόνος που καταγράφηκε είναι Zmin=12sec και ο μεγαλύτερος χρόνος ήταν Zmax=166sec. Υιοθετούμε το μετασχηματισμό Χ=Ζ-12. Μοιράζουμε το εύρος σε 5 ισομήκη διαστήματα των 31 sec και έχουμε τον παρακάτω πίνακα 2.9.1 ταξινόμησης δεδομένων σε 5 τάξεις:

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Τάξεις

						
							
							Κέντρα xi

						
							
							ni

						
							
							Ni

						
					

					
							
							[00-31)

						
							
							15.5

						
							
							6

						
							
							6

						
					

					
							
							[31-62)

						
							
							46.5

						
							
							10

						
							
							16

						
					

					
							
							[62-93)

						
							
							77.5

						
							
							18

						
							
							34

						
					

					
							
							[93-124)

						
							
							108.5

						
							
							11

						
							
							45

						
					

					
							
							[124-155}

						
							
							139.5

						
							
							5

						
							
							50

						
					

					
							
							Σύνολα

						
							
							
							n=50

						
							
					

				
			

			Πίνακας 2.9.1

			Να βρεθεί μια εκτιμήτρια σ.π.π. για την τμ Χ=Ζ-12 και η αντίστοιχη της σ.κ. για την ίδια τμ. Να διαπιστωθεί εάν έχουμε καλή προσαρμογή των δειγματικών δεδομένων με τα θεωρητικά που θα προκύψουν.

			Άσκηση 8

			Σε μία έρευνα, όπου προσπαθούμε να εκτιμήσουμε τους χρόνους που απαιτούνται για την ανάκτηση μιας πληροφορίας στο διαδίκτυο από μαθητές, πήραμε δείγμα n=96 μαθητών Λυκείου από τους Ν=500 μαθητές ενός Λυκείου. Οι μαθητές αντιμετώπισαν μερικά ερωτήματα, μεταξύ των οποίων ήταν και το ερώτημα: 

			«Ποιος ανακάλυψε τον ηλεκτρικό λαμπτήρα;» 

			Ο μικρότερος χρόνος που καταγράφηκε είναι Zmin=13sec και ο μεγαλύτερος χρόνος ήταν Zmax=186sec. Υιοθετούμε τον μετασχηματισμό Χ=Ζ-13. Μοιράζουμε το εύρος των 175sec σε 7 ισομήκη διαστήματα των 25sec το καθένα. Έτσι προέκυψε ο παρακάτω πίνακας 2.9.2. ταξινόμησης δεδομένων σε 7 τάξεις:

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Τάξεις 

						
							
							Κέντρα xi

						
							
							ni

						
							
							Ni

						
					

					
							
							[00-25)

						
							
							12.5

						
							
							6

						
							
							6

						
					

					
							
							[25-50)

						
							
							37.5

						
							
							9

						
							
							15

						
					

					
							
							[50-75)

						
							
							62.5

						
							
							11

						
							
							26

						
					

					
							
							[75-100)

						
							
							87.5

						
							
							14

						
							
							40

						
					

					
							
							[100-125)

						
							
							112.5

						
							
							15

						
							
							55

						
					

					
							
							[125-150)

						
							
							137.5

						
							
							17

						
							
							72

						
					

					
							
							[150-175]

						
							
							162.5

						
							
							24

						
							
							96

						
					

					
							
							Σύνολα

						
							
							
							n=96

						
							
					

				
			

			Πίνακας 2.9.2

			Να βρεθεί μια εκτιμήτρια σ.π.π. για την τμ Χ=Ζ-12 και η αντίστοιχη της σ.κ. για την ίδια τμ. Να διαπιστωθεί εάν έχουμε καλή προσαρμογή των δειγματικών δεδομένων με τα θεωρητικά που θα προκύψουν.

			Άσκηση 9

			Στην έρευνα της άσκησης 8 ισχύουν τα ίδια ακριβώς, μόνο που ο Πίνακας 2.9.2. έχει πλέον τη μορφή του παρακάτω πίνακα 2.9.3. Έχουμε δηλαδή τη 3η στήλη αντεστραμμένη και όλα τα άλλα στοιχεία εντελώς πανομοιότυπα. 

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Τάξεις 

						
							
							Κέντρα xi

						
							
							ni

						
							
							Ni

						
					

					
							
							[00-25)

						
							
							12.5

						
							
							24

						
							
							6

						
					

					
							
							[25-50)

						
							
							37.5

						
							
							17

						
							
							15

						
					

					
							
							[50-75)

						
							
							62.5

						
							
							15

						
							
							26

						
					

					
							
							[75-100)

						
							
							87.5

						
							
							14

						
							
							40

						
					

					
							
							[100-125)

						
							
							112.5

						
							
							11

						
							
							55

						
					

					
							
							[125-150)

						
							
							137.5

						
							
							9

						
							
							72

						
					

					
							
							[150-175]

						
							
							162.5

						
							
							6

						
							
							96

						
					

					
							
							Σύνολα

						
							
							
							n=96

						
							
					

				
			

			Πίνακας 2.9.3

			Τι θα συμβεί αν εφαρμόσουμε κι εδώ τους τύπους για την αύξουσας σ.π.π.;

			Δοκιμάστε, αφού εφαρμόσετε τη θεωρία της αύξουσας σ.π.π., να υποβάλετε το αποτέλεσμα της διαδικασίας αυτής σε δοκιμασία Χ2. Τι παρατηρείτε; 

			Δοκιμάστε μετά να εφαρμόσετε τη διαδικασία για τις συμμετρικές σ.π.π. και μετά πάλι να υποβάλετε τα αποτελέσματα στη δοκιμασία του Χ2. Τι παρατηρείτε;

		

	
		
			Κεφάλαιο 3ο Στρωματοποιημένη Δειγματοληψία (ΣτΔ)

			Σύνοψη

			Στο 3ο Κεφάλαιο παρουσιάζεται η Στρωμματοποιημένη Δειγματοληψία (ΣτΔ), που είναι και το είδος της δειγματοληψίας με την πιο συχνή χρήση, κύρια σε εφαρμογές δημοσκοπήσεων εμπορικών ή πολιτικών.

			Αφού οριστούν τα βασικά και οι συμβολισμοί των εννοιών αυτών, εξετάζονται οι δύο βασικές μορφές της ΣτΔ, αναλογική και βέλτιστης επιλογής δείγματος, και προτείνονται για τη μέση τιμή δύο εκτιμήτριες, Γραμμικός ή Αριθμητικός μέσος και Γεωμετρικός μέσος, και εξετάζεται η συμπεριφορά τους (υποεκτίμηση, υπερεκτίμηση κ.λπ.). Γίνεται εκτενής παρουσίαση του προβλήματος του μεγέθους του δείγματος σε πληθυσμό και στα στρώματα και με παραδείγματα. Σημαντικό μέρος καταλαμβάνει η βέλτιστη επιλογή του δείγματος με κριτήρια:

			α) το κόστος και

			β) τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής.

			Έπεται μία παράγραφος με εκτιμήσεις ποσοστών στη ΣτΔ και με τις δίτιμες μεταβλητές γενικά. Οι βιβλιογραφικές αναφορές, ελληνικές και αγγλικές, ακολουθούν. Το Κεφάλαιο κλείνει με τα αντίστοιχα λυμένα παραδείγματα.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η μόνη προαπαιτούμενη γνώση είναι η σχετική με τις τυχαίες δειγματοληψίες και τα πολύ βασικά αντικείμενα και έννοιες της Στατιστικής και των Πιθανοτήτων, που παρουσιάζονται κυρίως στα δύο προηγούμενα κεφάλαια του παρόντος βιβλίου αλλά και στη βιβλιογραφία του κεφαλαίου αυτού.

			3.1. Ορισμοί εννοιών - Σύμβολα 

			Πολλές είναι οι περιπτώσεις πληθυσμών που ως προς την εξεταζόμενη τυχαία μεταβλητή (τμ) Χ δεν παρουσιάζουν ομοιογένεια. Ομοιογένεια έχουμε, αν η διασπορά της τμ Χ παραμένει σταθερή (ή περίπου σταθερή με μικρές διαφοροποιήσεις) από οποιαδήποτε περιοχή του πληθυσμού και αν έχουμε παρατηρήσεις. Οι έντονες διαφοροποιήσεις δημιουργούν διαστρωματώσεις στον πληθυσμό, που είναι συνήθως αυτονόητες. Για παράδειγμα αν η τμ Χ περιγράφει την πίεση του αίματος στα άτομα κάποιου πληθυσμού Π, τότε θα προκύπτουν καλύτερα αποτελέσματα, αν χωρίσουμε τα μέλη του πληθυσμού με βάση την ηλικία σε 4 έως 5 μη επικαλυπτόμενες ομάδες, οι οποίες από εδώ και στο εξής θα ονομάζονται στρώματα. Στο κάθε στρώμα αναμένεται να έχουμε παρόμοιες τιμές της Χ, δηλαδή μικρή διασπορά και μάλιστα πολύ μικρότερη από τη διασπορά που θα έχουμε, αν «δούμε» τον πληθυσμό ως ένα στρώμα.

			Ο πληθυσμός χωρίζεται σε πολλές περιπτώσεις κατά αυθαίρετο τρόπο σε στρώματα και η τελική απόφαση για τη δημιουργία στρωμάτων βασίζεται πάρα πολύ και στην πείρα ή την άποψη των ερευνητών ως προς τη φύση και τη συμπεριφορά της τμ Χ.

			Τα στρώματα (υποπληθυσμοί) στα οποία χωρίζεται ένας πληθυσμός Π είναι σε πλήθος Μ και είναι ξένα μεταξύ τους σύνολα. Κάθε στρώμα λέμε ότι έχει μέγεθος Ni, i=1,2,3,…,M και βαρύτητα (βάρος ή βαρύνουσα σημασία) [image: ]. Για τον εκάστοτε πληθυσμό ισχύει φυσικά το [image: ]. 

			Σε κάθε στρώμα κάνουμε χωριστά ΑΤΔ και το αντιμετωπίζουμε ως ανεξάρτητο πληθυσμό. Τα στοιχεία που συλλέγονται από όλα τα στρώματα συναποτελούν το όλο δείγμα για τη μελέτη. Το μέρος του δείγματος που προκύπτει από το i-οστό στρώμα έχει μέγεθος ni και το όλο δείγμα έχει μέγεθος n, όπου [image: ]. Το αντίστοιχο βάρος του στρώματος στο δείγμα συμβολίζεται με [image: ].

			H τμ Χ παίρνει τιμές Χι, i=1,2,3,…,Ν απεικονίζοντας τα Ν στοιχεία του πληθυσμού Π σε κάποιο σύνολο τιμών (συνήθως υποσύνολο του συνόλου R των πραγματικών αριθμών). Ως προς τις τιμές αυτές και τις βασικές παραμέτρους της τμ Χ έχουμε τους παρακάτω συμβολισμούς, που βοηθούν στο να αποδοθεί καλύτερα η όλη εικόνα μετά τη δημιουργία των Μ στρωμάτων στον πληθυσμό Π: 

			[image: ]: Η τιμή της j-μονάδας του m-στρώματος,

			[image: ]: Η μέση τιμή της τμ Χ στο m-στρώμα,

			[image: ]: Το άθροισμα των τιμών της τμ Χ στο m-στρώμα,

			[image: ]: Η διασπορά της τμ Χ m-στρώμα,

			όπου οι δείκτες m και j μεταβάλλονται ως: m=1,2,3,…,M και j=1,2,3,…,Nm.

			Όλα τα παραπάνω ισχύουν για τον πληθυσμό. Για το δείγμα μεγέθους [image: ] ισχύουν τα παρακάτω αντίστοιχα σύμβολα για τα Μ στρώματά του:

			[image: ]: Η τιμή της j-μονάδας του m-στρώματος, m=1,2,3,…,M και j=1,2,3,…,nm,

			[image: ]: Η μέση τιμή της τμ Χ στο m-στρώμα του δείγματος,

			[image: ]: Το άθροισμα των τιμών της τμ Χ στο m-στρώμα του δείγματος,

			[image: ]: Η διασπορά της τμ Χ m-στρώμα του δείγματος.

			Στην περίπτωση του δείγματος οι δείκτες m και j παίρνουν τιμές m=1,2,3,…,M και j=1,2,3,…,nm.. Ενδιαφέρον έχει ο ορισμός των παραμετρικών ποσοτήτων που αναφέρθηκαν παραπάνω με χρήση ποσοτικών σχέσεων:

			1. Μέση τιμή της τμ Χ στο m-στρώμα του πληθυσμού, m=1,2,3,…,M

			[image: ]

			και μέση τιμή της τμ Χ στο m-στρώμα του δείγματος

			[image: ]

			2. Διασπορά της τμ Χ στο m-στρώμα του πληθυσμού, m=1,2,3,…,M

			[image: ]

			και διασπορά της τμ Χ στο m-στρώμα του δείγματος

			[image: ]

			Οι τυπικές αποκλίσεις για τον πληθυσμού και το δείγμα και για όλα τα στρώματα είναι 

			[image: ] και [image: ], αντίστοιχα. 

			3. Συντελεστής Μεταβλητότητας της τμ Χ στο m-στρώμα του πληθυσμού, όπου m=1,2,3,…,M 

			[image: ]

			και συντελεστής μεταβλητότητας της τμ Χ στο m-στρώμα του δείγματος

			[image: ]

			Σημειώνεται ότι οι τιμές της τμ Χ πρέπει να είναι όλες θετικές, για να είναι δυνατός ο ορισμός του συντελεστή μεταβλητότητας. Αν είναι αρνητικές όλες, γίνεται τότε χρήση της απόλυτης τιμής. Αν είναι κάποιες θετικές και κάποιες αρνητικές, τότε ο συντελεστής μεταβλητότητας δεν πρέπει να χρησιμοποιείται, γιατί η μέση τιμή στον παρονομαστή παίρνει ανεξέλεγκτα μικρές έως πολύ μικρές τιμές και αλλοιώνεται ο χαρακτήρας της παραμέτρου αυτής. Η συμπεριφορά της παραμέτρου γίνεται τότε προβληματική και η παράμετρος χάνει τη λειτουργικότητά της. 

			Ορισμός 3.1.1: Μία στρωματοποιημένη δειγματοληψία ονομάζεται αναλογική, όταν ισχύει: wm=Wm, m=1,2,3,…,Μ.

			Όλες οι περιπτώσεις στρωματοποιημένης δειγματοληψίας που δεν εμπίπτουν στην περίπτωση του ορισμού 3.1.1 είναι οι μη αναλογικές και είναι διαφόρων ειδών. Μερικές από αυτές ανήκουν σε μία ομάδα που ονομάζονται ΣτΔ βέλτιστης επιλογής, γιατί αυτές οι δειγματοληψίες γίνονται με τέτοιες τεχνικές, ώστε να βελτιστοποιείται κάποια ποσότητα σχετιζόμενη με την τμ Χ, όπως διασπορά, οικονομικό κόστος, χρόνος διεξαγωγής της δειγματοληψίας κ.λπ.

			Σημείωση: Από τη σχέση ορισμού της αναλογικής ΣτΔ, δηλαδή την 

			wm=Wm, m=1,2,3,…,Μ 

			προκύπτουν τα ακόλουθα: 

			[image: ]

			δηλαδή τα δειγματοληπτικά κλάσματα είναι τα ίδια σε όλα τα στρώματα, όταν έχουμε αναλογική ΣτΔ και όλα ίσα και με το δειγματοληπτικό κλάσμα του πληθυσμού. Αυτή η ισότητα δεν ισχύει σε καμία άλλη μορφή ΣτΔ.

			3.2. Εκτιμήσεις – Οι δύο βασικές εκτιμήτριες μέσης τιμής

			Οι τιμές των διαφόρων παραμέτρων του πληθυσμού Π προσδιορίζονται με απογραφή. Συνήθως, όμως, έχουμε εκτιμήσεις τους. Εκτιμώνται μέσα από δειγματοληψία, με βάση δηλαδή τα δεδομένα που προκύπτουν από εκείνα τα άτομα του Π που εκλέχτηκαν στο δείγμα. 

			Η εκτίμηση γίνεται πάντα και με τη βοήθεια συναρτήσεων, που μας δίνουν κάθε φορά τις κατάλληλες τιμές που αντιστοιχούν σε μία παράμετρο της τμ Χ. Με την εκτίμηση δεν έχουμε την τιμή της παραμέτρου ακριβώς αλλά μία άλλη που είναι πολύ κοντά στην τιμή αυτή και που βγαίνει μέσα από κάποια, γνωστή κάθε φορά, διαδικασία. Το ίδιο το αποτέλεσμα της εκτίμησης ονομάζεται επίσης εκτίμηση. 

			Ορισμός 3.2.1: Η συνάρτηση και γενικότερα κάθε εργαλείο που μας δίνει την εκτίμηση της τιμής μιας παραμέτρου Α, της τμ Χ, ονομάζεται εκτιμήτρια συνάρτηση ή απλά εκτιμήτρια της παραμέτρου Α (estimator). Συνηθίζεται να συμβολίζεται με [image: ].

			Σημείωση 3.2.1: Για περισσότερες λεπτομέρειες σχετικά με τις έννοιες «εκτίμηση» και «εκτιμήτρια» βλ. Κεφάλαιο 1ο (παράγραφοι 1.2,1.3).

			Σημαντικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Χ που μελετούμε. Στη ΣτΔ πιο σημαντικές και διαδεδομένες μορφές εκτιμήτριας είναι αυτές των οποίων η αναλυτική έκφραση παραπέμπει στο γεγονός ότι στις διαδικασίες ΣτΔ υπάρχουν τα στρώματα-υποπληθυσμοί και παίζουν μάλιστα τον κυρίαρχο ρόλο. Στην εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Χ, δηλαδή, υπεισέρχονται οι αντίστοιχες μέσες τιμές που προέρχονται από τα στρώματα ως παράμετροι της όλης έκφρασης. Σημαντικό ρόλο παίζει επίσης και το βάρος wm, m=1,2,3,…,M του κάθε στρώματος. Το βάρος αυτό, λοιπόν, τελικά προσαρτάται στη μέση τιμή που προέρχεται από το εκάστοτε στρώμα και γίνεται ουσιαστικά το δικό της βάρος. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η γενική μορφή της εκτιμήτριας της μέσης τιμής δίνεται από την παρακάτω έκφραση:

			[image: ]

			(3.2.1)

			Η γενική αυτή μορφή υλοποιείται, γενικά, με πολλούς τρόπους, αλλά δύο είναι οι επικρατέστεροι τρόποι έκφρασης, ο γραμμικός και ο γεωμετρικός, ήτοι ο 

			[image: ]

			(3.2.2)

			και ο

			[image: ]

			(3.2.3)

			αντίστοιχα.

			Θα μελετήσουμε με κάποιες λεπτομέρειες τους δύο αυτούς τρόπους έκφρασης της εκτιμήτριας της μέσης τιμής στη ΣτΔ. Η εκτιμήτρια (3.2.2) παρουσιάζει μεγαλύτερο ενδιαφέρον και είναι πιο εύχρηστη. Συγκεντρώνει, επίσης, και κάποιες «καλές» ιδιότητες των εκτιμητριών, όπως αναφέρονται και στο 1ο Κεφάλαιο, π.χ. αμεροληψία, όταν η ΣτΔ είναι αναλογική. Σχετικό είναι και το παρακάτω θεώρημα: 

			Θεώρημα 3.2.1: Στην αναλογική (proportional) ΣτΔ η γραμμική εκτιμήτρια της μέσης τιμής (3.2.2) είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της μέσης τιμής.

			Απόδειξη

			Στην αναλογική ΣτΔ τα βάρη των στρωμάτων στο δείγμα είναι ίσα με τα αντίστοιχα βάρη των στρωμάτων στον ίδιο τον πληθυσμό. Έχουμε δηλαδή τη σχέση wm=Wm, m=1,2,3,...,M, οπότε η εκτιμήτρια (3.2.2) παίρνει τη μορφή 

			[image: ]

			Επίσης από την ΑΤΔ που έχουμε σε κάθε στρώμα προκύπτει ότι [image: ], και άρα τελικά έχουμε 

			[image: ]

			Από το Θεώρημα 3.2.1 και το Θεώρημα 2.3.2 (κεφ. 2ο) προκύπτει εύκολα το εξής πόρισμα σχετικό με το άθροισμα της τμ Χ και την εκτίμησή του στην ΣτΔ:

			Πόρισμα 3.2.1: Στην αναλογική (proportional) ΣτΔ η εκτιμήτρια [image: ] του αθροίσματος της τμ Χ είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια του αθροίσματος [image: ]

			Απόδειξη 

			Από το Θεώρημα 2.3.2. του κεφ. 2 και επειδή σε κάθε στρώμα έχουμε ΑΤΔ προκύπτει [image: ], για όλα τα m=1,2,3,...,M και άρα [image: ]. Παίρνουμε τη μέση τιμή της εκτιμήτριας του αθροίσματος και προκύπτει [image: ] και το πόρισμα αποδείχτηκε.

			Σημειώνουμε ότι γενικά δεν έχουμε πάντα αναλογική ΣτΔ. Στη γενική περίπτωση δηλαδή δεν ισχύει wm=Wm, m=1,2,3,...,M. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να έχουμε στη γενική περίπτωση τη σχέση: 

			[image: ]

			σχέση που υποδηλώνει την ύπαρξη μεροληψίας (bias). 

			Η εκτιμήτρια (3.2.2), όταν δεν έχουμε αναλογική ΣτΔ, ονομάζεται συχνά στη βιβλιογραφία «γενική» εκτιμήτρια (Φαρμάκης, 2009α). Η γενική εκτιμήτρια δεν είναι μόνο της μορφής (3.2.2), που στηρίζεται στο μέγεθος των στρωμάτων του δείγματος (βάρη). 

			Η γενικότερη μορφή της μη αναλογικής εκτιμήτριας δίνεται στη σχέση (3.2.4), όπου λm, m=1,2,3,…,M είναι κατάλληλοι συντελεστές

			[image: ]

			(3.2.4)

			Σημειώνεται, μάλιστα, ότι κάθε φορά αντιμετωπίζουμε και διαφορετική ποιότητα και συμπεριφορά των συντελεστών λm, m=1,2,3,…,M (ανάλογα και με τη φύση του προβλήματος που μελετούμε). 

			Οι συντελεστές λm, m=1,2,3,…,M ενσωματώνουν πληροφορία σχετική με το κόστος (οικονομικό, χρονικό κ.λπ.) ή/και τη διασπορά της τμ Χ κατά στρώματα πάντα. Όταν έχουμε τη μορφή (3.2.4) επιδιώκεται η σύνθεση του δείγματος με μεγέθη nm, m=1,2,3,…,M κατά στρώματα, ώστε να βελτιστοποιείται κάποια ποσότητα κάθε φορά. Έχουμε, δηλαδή, την ΣτΔ με «βέλτιστη επιλογή» (δείγματος). Η ποσότητα που βελτιστοποιείται είναι ή οικονομικής φύσης ή η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. Περισσότερα θα εξεταστούν σε επόμενη παράγραφο. Στο σημείο αυτό θα εξεταστεί η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής της αναλογικής ΣτΔ. 

			Η διασπορά μιας εκτιμήτριας αποτελεί δείκτη για την ποιότητά της, καθώς όσο μικρότερη είναι η διασπορά της εκτιμήτριας, τόσο καλύτερη είναι η ποιότητά της και τόσο αυξάνει η αξιοπιστία και άρα και το αξιοποιήσιμό της. 

			Από τα παραπάνω προκύπτει ότι είναι σημαντικό για κάποια, πρακτικά για κάθε, εκτιμήτρια, να γνωρίζουμε τη διασπορά της. 

			Σχετικό με τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής κατά την αναλογική ΣτΔ είναι το επόμενο θεώρημα.

			Θεώρημα 3.2.2: Η εκτιμήτρια της μέσης τιμής κατά την αναλογική ΣτΔ (3.2.2) έχει διασπορά που δίνεται από τη σχέση: 

			[image: ] 

			ή εναλλακτικά από τη σχέση

			[image: ]

			όπου

			[image: ]

			Απόδειξη

			Από τον ορισμό της εκτιμήτριας έχουμε 

			[image: ] με [image: ]

			οπότε είναι 

			[image: ] 

			Η ανεξαρτησία των ΑΤΔ που γίνονται σε κάθε στρώμα κατά την ΣτΔ οδηγεί στο συμπέρασμα ότι [image: ] για κάθε [image: ]

			Λαμβάνοντας υπόψη το Θεώρημα 2.3.3 του 2ου κεφαλαίου έχουμε 

			[image: ]

			Προκύπτει, δηλαδή, ότι

			[image: ]

			εναλλακτικά 

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			Η έκφραση του θεωρήματος 3.2.2 υπάρχει συχνά στη βιβλιογραφία και με την παρακάτω μορφή (Φαρμάκης, 2009α):

			[image: ]

			Αυτή η έκφραση και το πόρισμα 3.2.1 οδηγούν στο επόμενο πόρισμα.

			Πόρισμα 3.2.2: Στην αναλογική ΣτΔ η εκτιμήτρια [image: ] του αθροίσματος της τμ Χ έχει διασπορά ίση με 

			[image: ]

			Απόδειξη: Ισχύει ότι

			[image: ],

			καθώς οι ΑΤΔ στα Μ στρώματα του πληθυσμού γίνονται παράλληλα και ανεξάρτητα η κάθε μία από αυτές, οπότε οι συνδιασπορές είναι μηδενικές. Λαμβάνοντας υπόψη το Θεώρημα 3.2.2 προκύπτει ότι

			[image: ]

			και το θεώρημα αποδείχτηκε. 

			Ορισμός 3.2.1: Η ποσότητα [image: ] είναι η σταθμισμένη διασπορά στον πληθυσμό Π που χωρίστηκε σε Μ στρώματα και στα οποία η διασπορά της τμ Χ είναι [image: ]. Είναι μια μορφή μέσης τιμής της διασποράς στον πληθυσμό, όταν ξέρουμε τις διασπορές στα στρώματα και τα βάρη των στρωμάτων. 

			Το Θεώρημα 3.2.2 βοηθά στο να οριστεί για τη μέση τιμή του πληθυσμού διάστημα εμπιστοσύνης (δ.ε.) 100(1-α)%, π.χ. 95%, α=0.05. Αρχικά αντιμετωπίζεται η ανάγκη να εκτιμήσουμε την ποσότητα [image: ] από την έκφραση 

			[image: ]

			(3.2.5)

			όπου αντικαταστάθηκαν οι διασπορές στα στρώματα του πληθυσμού από τις διασπορές στα στρώματα του δείγματος. 

			Ήδη από το 2ο κεφάλαιο γνωρίζουμε ότι [image: ], δηλαδή ότι η δειγματική διασπορά είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της αντίστοιχης πληθυσμιακής. Αυτό ισχύει και στην ΣτΔ μεταξύ των αντίστοιχων στρωμάτων δείγματος και πληθυσμού, καθώς στα στρώματα του πληθυσμού διενεργείται ΑΤΔ και αυτά αντιμετωπίζονται ως ανεξάρτητοι πληθυσμοί (υποπληθυσμοί). 

			Μετά τα προηγούμενα μπορούμε να γράψουμε τη μαθηματική έκφραση για το δ.ε. 100(1-α)%, την

			[image: ]

			(3.2.6)

			Η σχέση (3.2.6) είναι πολύ χρήσιμη για τη μελέτη των τμ στη ΣτΔ. Βοηθάει να βγουν χρήσιμα συμπεράσματα σε πολλές περιπτώσεις μελέτης τυχαίων μεταβλητών. Μία πολύ χρήσιμη εφαρμογή του είναι η συμβολή του στον υπολογισμό του μεγέθους του «επαρκώς μεγάλου δείγματος» μέσα από την υιοθέτηση του «μέγιστου επιτρεπτού σφάλματος εκτίμησης» (μ.ε.σ.ε.). Το μ.ε.σ.ε.=d αναφέρεται ουσιαστικά στην επιδιωκόμενη ακρίβεια ως προς την εκτίμηση της μέσης τιμής της υπό μελέτη τμ Χ.

			Ο προσδιορισμός του μεγέθους του «επαρκώς μεγάλου δείγματος» ξεκινάει με την επίλυση ως προς το μέγεθος n της ανισοεξίσωσης

			[image: ]

			ή καλύτερα και πρακτικότερα της 

			[image: ]

			(3.2.7)

			Η επίλυση της (3.2.7) ως προς n οδηγεί στο αποτέλεσμα (Φαρμάκης, 2009α):

			[image: ]

			(3.2.8)

			Η (3.2.8) μπορεί να γραφεί και σε άλλες παραλλαγές που κυκλοφορούν στη βιβλιογραφία (Thomson, 1992). Η (3.2.8) υπολογίζει πόσο πρέπει να είναι το ελάχιστο μέγεθος ενός δείγματος επαρκώς μεγάλου σύμφωνα με προϋποθέσεις διασποράς, απαιτήσεις ακρίβειας και παραδοχές στάθμης σημαντικότητας. Ο υπολογισμός γίνεται με άμεσο τρόπο από τη σχέση 

			[image: ],

			(3.2.9)

			όπου [x] είναι το ακέραιο μέρος του πραγματικού αριθμού x και ισούται με τον μεγαλύτερο ακέραιο αριθμό που δεν ξεπερνάει τον x, π.χ. το [3.45]=3, ενώ ισχύει φυσικά [-3.45]=-4 κ.λπ. 

			Σημειώνεται ότι η σχέση (3.2.9) αναφέρεται στο μέγεθος του επαρκώς μεγάλου δείγματος με βάση απαιτήσεις ακρίβειας ως προς τη μέση τιμή της τμ Χ. Βασιζόμαστε, δηλαδή, σε ιδιότητες που αφορούν την εκτιμήτρια (3.2.2). Αν όμως θέλουμε να βρούμε το επαρκώς μεγάλο δείγμα με βάση απαιτήσεις ακρίβειας προσδιορισμού του αθροίσματος [image: ] από τη δειγματική εκτιμήτρια [image: ], τότε η σχέση (3.2.9) μετασχηματίζεται στην

			[image: ]

			(3.2.10)

			Ενδιαφέρον έχει να δει κανείς τη σχέση (3.2.9) και από κάποια άλλη σκοπιά. Αν διαιρέσουμε αριθμητή και παρονομαστή με το μέγεθος του πληθυσμού Ν και υιοθετήσουμε το συμβολισμό [image: ] (Thomson, 1992 & Φαρμάκης, 2009β), τότε έχουμε την παρακάτω ενδιαφέρουσα μορφή της σχέσης (3.2.9)

			[image: ]

			(3.2.11)

			Με τη σειρά της η (3.2.11) μας πληροφορεί ότι το μέγεθος του επαρκώς μεγάλου δείγματος είναι συνάρτηση: 

			Αύξουσα (ασθενώς) ως προς το μέγεθος Ν του πληθυσμού.

			Φθίνουσα ως προς το μ.ε.σ.ε. d των απαιτήσεων για ακρίβεια.

			Αύξουσα ως προς τη (μέση) διασπορά [image: ]

			Φθίνουσα ως προς την στάθμη σημαντικότητας α. 

			Παρατηρείται μία αύξουσα τάση του n0 σε συνάρτηση με το Ν. Αυτή η τάση πάει να εξαφανιστεί, καθώς το μέγεθος του πληθυσμού αυξάνεται. 

			Για να φανεί αυτή η ασθενώς αύξουσα τάση του μεγέθους του δείγματος n σε σχέση με το μέγεθος Ν του εκάστοτε πληθυσμού, υπολογίζονται οι τιμές του n0 για διάφορες τιμές του Ν, διατηρώντας σταθερές τις τιμές των υπόλοιπων παραμέτρων των σχέσεων (3.2.9) και (3.2.11). Στον πίνακα που ακολουθεί παρατίθενται οι τιμές που προκύπτουν όταν za/2=1.96, [image: ], d=1 και επομένως [image: ]=311.1696. Στην τρίτη γραμμή του παρακάτω πίνακα 3.2.1 φαίνεται τι ποσοστό (%) του πληθυσμού μπήκε στο δείγμα και τι πορεία ακολουθεί και αυτό (φθίνουσα). Αυτή είναι άλλωστε η αιτία που τα μεγέθη του πληθυσμού θεωρήθηκαν (προς διευκόλυνση) δυνάμεις του 10.
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			Πίνακας 3.2.1 

			Στον παραπάνω πίνακα παρατηρούμε ότι πρακτικά μετά από κάποια τιμή του μεγέθους του πληθυσμού Ν το ελάχιστο επαρκώς μεγάλο δείγμα έχει σταθερό μέγεθος n0, το οποίο στο παρόν παράδειγμα είναι οριακό n0=312. Το οριακό μέγεθος αυτό είναι συνάρτηση των παραμέτρων za/2, [image: ] και d ή πιο σύντομα της παραμέτρου Θ. Στην προκειμένη περίπτωση, δηλαδή, ισχύει το

			n0(Θ=311.1696)=312=[311.1696]+1=[Θ]+1,

			πράγμα που είναι προφανές, αν κοιτάξει κανείς προσεκτικά τη σχέση (3.2.11).

			Κοιτώντας προσεκτικά και την ποσότητα Θ μπορεί να δεί ο παρατηρητής ότι η ποσότητα Θ είναι ο λόγος δύο ποσών που μετρούν «μεταβλητότητα» (με την ευρεία έννοια). Η μία μεταβλητότητα είναι η τυπική απόκλιση (μέση) και η άλλη είναι το μ.ε.σ.ε. που είναι πάλι μια παρεκτροπή (διαφορετικότητα) της δειγματικής από την πραγματική (πληθυσμιακή) μέση τιμή. 

			Υπάρχουν πολλοί τρόποι «ανάγνωσης» των σχέσεων (3.2.9) και (3.2.11) και της παραμέτρου [image: ] Η σχέση (3.2.11) π.χ. συνδέεται με την εξίσωση των λεπτών φακών, πράγμα που παραπέμπει σε παρομοίωση του δείγματος (και της δειγματοληψίας γενικότερα) με λεπτό φακό (και τη διαθλαστική λειτουργία του) (Farmakis, 2006). Υπάρχουν φυσικά κι άλλες συσχετίσεις της (3.2.11) με παλιότερα αντικείμενα διαφόρων κλάδων των Μαθηματικών και των Φυσικών επιστημών. Σημειώνουμε εδώ πάντως ότι στην (3.2.11) η ποσότητα Θ είναι ποσοτικά κυρίαρχη, ειδικά όσο αυξάνει η τιμή του Ν. Τόσο κυρίαρχη, ώστε η σχέση (3.2.11) να μπορεί στο οριακά να μετασχηματιστεί απόλυτα σε [image: ].

			Από τον Πίνακα 3.2.1 βγαίνει και ένα άλλο σημαντικό, και για πολλούς ίσως εντυπωσιακό, συμπέρασμα. Δεν υπάρχει κάποιο ελάχιστο ποσοστό του πληθυσμού που πρέπει να ενταχθεί στο δείγμα (στην ΣτΔ), ώστε το δείγμα να είναι επαρκώς μεγάλο. Για τις αυτές απαιτήσεις ακρίβειας και μεταβλητότητας το ελάχιστο ποσοστό του πληθυσμού που μπαίνει στο δείγμα φθίνει συνεχώς, καθώς αυξάνει το μέγεθος του πληθυσμού και δεν μένει σταθερό. Αυτό το συμπέρασμα ισχύει ήδη για την ΑΤΔ (κεφ. 2ο).

			Μετά την παραπάνω ανάλυση με βάση την εκτιμήτρια της σχέσης (3.2.2) περνάμε τώρα στην ανάλυση με βάση τη γεωμετρική εκτιμήτρια της σχέσης (3.2.3), την

			[image: ],

			για την πληρέστερη και σφαιρικότερη περιγραφή και κατανόηση της λειτουργίας των εκτιμητριών της μέσης τιμής της τμ Χ. 

			Βασική (πρώτη) παρατήρηση είναι ότι γεωμετρική εκτιμήτρια δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε κάθε περίπτωση τμ Χ. Λειτουργεί ομαλά μόνο για εκείνες τις τμ που παίρνουν θετικές τιμές, ώστε να μπορούν να υπάρξουν οι δυνάμεις των τιμών (και των μέσων τιμών) της τμ Χ. Αυτό εκφράζεται συνήθως με το ισοδύναμο «να μπορούν να συνυπάρξουν η τμ Χ και ο λογάριθμός της λογΧ ή o lnX. Αυτό κάνει περιορισμένο τον ορίζοντα δράσης της γεωμετρικής εκτιμήτριας. 

			Μία πρόταση που θα μας χρειαστεί είναι το θεώρημα που συγκρίνει τους δύο μέσους όρους, Αριθμητικό και Γεωμετρικό. Η πρόταση είναι ευρύτατα γνωστή και θα δοθεί η απόδειξή της παράλληλα με σχολιασμό.

			Θεώρημα 3.2.3: Δίνονται οι θετικοί αριθμοί Α1, Α2, Α3,…,Αν. Ο αριθμητικός μέσος τους δεν είναι μικρότερος του γεωμετρικού του μέσου. Ήτοι 

			[image: ]

			Απόδειξη (αποδίδεται στον Polya)

			Είναι πολύ εύκολο να διαπιστωθεί η ισχύς του θεωρήματος για μικρές τιμές του ν. Ειδικά για ν=2 έχουμε 

			[image: ],

			οπότε έχουμε 

			[image: ]

			και άρα 

			[image: ]

			Δηλαδή, 

			Αριθμητικός μέσος [image: ] Γεωμετρικός μέσος (ό.έ.δ).

			Για την απόδειξη του θεωρήματος για n>2 χρειάζεται να μελετηθεί πρώτα η πραγματική συνάρτηση (εκθετική) 

			[image: ] και οι δύο πρώτες παράγωγοί της, ήτοι:

			[image: ]

			[image: ]

			Το πρόσημο της δεύτερης παραγώγου δηλώνει ότι η [image: ] είναι κυρτή σε όλα τα σημεία της πραγματικής ευθείας. 

			Η επίλυση της εξίσωσης 

			[image: ] συνεπάγεται x=1 και είναι σημείο ελαχίστου λόγω του πρόσημου της β΄ παραγώγου. Είναι ειδικότερα [image: ]

			Όλα τα ανωτέρω συνεπάγονται ότι ισχύει 

			[image: ] και άρα ισχύει η σχέση [image: ]

			[image: ]

			(3.2.12)

			Ακολούθως θεωρούμε τους n θετικούς αριθμούς A1, A2,…, An και τον αριθμητικό μέσο τους 

			[image: ]

			Λόγω της (3.2.12) έχουμε την ανισότητα [image: ] ήτοι 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			και το θεώρημα αποδείχτηκε στη γενική περίπτωση. 

			Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 3.2.3 για τους θετικούς αριθμούς ν1 Α1, ν2 Α2, …,νm Am που είναι τέτοιοι, ώστε   

			[image: ], προκύπτει ότι

			[image: ]

			και θέτοντας wi=νi/n

			[image: ]

			Μετά τα παραπάνω έχουμε άμεση συνέπεια το ακόλουθο πόρισμα, η απόδειξη του οποίου προκύπτει συνδυάζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα και τη σχέση (3.2.3). 

			Πόρισμα 3.2.1: Η γεωμετρική εκτιμήτρια της μέσης τιμής της τμ Χ της σχέσης (3.2.3) [image: ] είναι υποεκτιμήτρια της μέσης τιμής [image: ] της τμ Χ.

			Σημείωση 3.2.2: Το ίσον στις παραπάνω ανισοϊσότητες ισχύει, όταν ισχύει η ισότητα στην ανισότητα του αριθμητικού γεωμετρικού μέσου, γεγονός που συμβαίνει, όταν όλες οι τιμές-αριθμοί είναι ίσοι μεταξύ τους απολύτως. Σε κάθε άλλη περίπτωση ισχύει η ανισότητα. 

			Σημείωση 3.2.3: Η υποεκτίμηση είναι εντονότερη όσο περισσότερο αυξάνει το εύρος διακύμανσης των τιμών της τμ Χ. Θα το δούμε αυτό με τρεις αριθμητικές εφαρμογές. 

			1η εφαρμογή: Δίνονται οι αριθμοί Α1=11, Α2=15 και Α3=20, με αντίστοιχες βαρύτητες w1=0.22, w2=0.49 και w3=0.29. Οι μέσοι γραμμικοί και γεωμετρικοί όροι είναι αντίστοιχα

			[image: ] και [image: ] με λόγο [image: ]

			2η εφαρμογή: Δίνονται οι αριθμοί Α1=15, Α2=40 και Α3=100, με τις ίδιες βαρύτητες που χρησιμοποιήθηκαν στην προηγούμενη εφαρμογή, ήτοι w1=0.22 w2=0.49 και w3=0.29. 

			Οι μέσοι όροι είναι αντίστοιχα

			[image: ] και [image: ] με λόγο [image: ]

			3η εφαρμογή: Δίνονται οι βαρύτητες των 4 στρωμάτων ενός πληθυσμού W1=0.10, W2=0.25, W3=0.20 και W4=0.45 και καταγράφονται οι μέσες τιμές ανά στρώμα 10 τμ Χλ, λ=1,2,3,…,10. Για καθεμία από τις 10 τμ υπολογίστηκαν:

			Αριθμητικός Μέσος.

			Γεωμετρικός Μέσος.

			Λόγος Γεωμετρικού προς Αριθμητικό Μέσο.

			Διασπορά των τεσσάρων μέσων τιμών των στρωμάτων (σταθμισμένη).

			Τα αποτελέσματα φαίνονται στον Πίνακα 3.2.2. Ο λόγος γεωμετρικού προς αριθμητικό μέσο είναι μικρότερος της μονάδας, εκτός από την πρώτη περίπτωση όπου όλες οι μέσες τιμές της αντίστοιχης τμ Χ1 είναι ίσες μεταξύ τους (=36). Μία αρνητική γραμμικότητα συνδέει τον λόγο αριθμητικού προς γεωμετρικό μέσο με την τυπική απόκλιση των τιμών των Χm. Συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r=-0.8497, και άρα συντελεστής προσδιορισμού r2=0.7220, ήτοι το 72,20% των μεταβολών του λόγου των δύο μέσων οφείλεται στις μεταβολές της τυπικής απόκλισης. 
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			Πίνακας 3.2.2 

			Μετά από όλα τα παραπάνω για τις δύο εκτιμήτριες της μέσης τιμής της τμ Χ συμπληρώνεται σωστά η εικόνα με την εισαγωγή της εκτιμήτριας της διασποράς στη ΣτΔ. 

			Στην ΑΤΔ έχουμε τη διασπορά [image: ] της τμ Χ στον πληθυσμό με εκτιμήτρια τη διασπορά [image: ] της ίδιας τμ στο δείγμα. Η εκτιμήτρια είναι και αμερόληπτη (unbiased).

			Στη ΣτΔ έχουμε τα ανάλογα συμπεράσματα. Εδώ όμως δεν υπάρχει λόγος να βρούμε, αλλά και να χρησιμοποιούμε τη διασπορά του πληθυσμού. Έχουμε τη μέση διασπορά 

			[image: ] (σταθμισμένη), 

			που τη βρίσκουμε μέσα από τα στρώματα και αυτή είναι το λειτουργικό μέγεθος της διασποράς της τμ Χ στον πληθυσμό. 

			Εκτιμήτρια της μέσης διασποράς στον πληθυσμό είναι η μέση διασπορά στο δείγμα, που ορίζεται με ανάλογο τρόπο ως η διασπορά [image: ] (τα βάρη είναι του πληθυσμού) και θα αποδείξουμε ότι είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της πληθυσμιακής μέσης διασποράς.

			Θεώρημα 3.2.7: Δίνεται η τμ Χ και πληθυσμός Π με Μ στρώματα. Παίρνουμε με ΣτΔ ένα τυχαίο δείγμα από τον πληθυσμό. Η μέση διασπορά του δείγματος εκτιμάει αμερόληπτα τη μέση διασπορά του πληθυσμού, ήτοι έχουμε [image: ]

			Απόδειξη 

			Στη ΣτΔ παίρνουμε από κάθε στρώμα το αντίστοιχο μέρος του δείγματος με ΑΤΔ, ενεργώντας σε κάθε στρώμα ανεξάρτητα από τα άλλα στρώματα. Θεωρώντας με τη διαδικασία αυτή το κάθε στρώμα πληθυσμό έχουμε τη σχέση αμεροληψίας [image: ]

			Παίρνουμε στη συνέχεια τη μέση τιμή της μέσης δειγματικής διασποράς, όπου έχουμε 

			[image: ] 

			και το θεώρημα αποδείχτηκε.

			Σημειώνεται ότι η τυπική απόκλιση στο δείγμα δεν είναι εν γένει αμερόληπτη εκτιμήτρια της αντίστοιχης τυπικής απόκλισης στον πληθυσμό. Το ίδιο συμβαίνει και με τη μέση τυπική απόκλιση [image: ] της τμ Χ στο δείγμα. Υπάρχουν περιπτώσεις όπου η [image: ] είναι υποεκτιμήτρια της αντίστοιχης παραμέτρου του πληθυσμού και υπάρχουν επίσης άλλα παραδείγματα όπου η [image: ] είναι υπερεκτιμήτρια της αντίστοιχης παραμέτρου.

			3.3. Βέλτιστη Επιλογή Δείγματος 

			Στη ΣτΔ είναι πάντα ένα σημαντικό ζήτημα το να απαντηθεί το ερώτημα:

			«Πώς θα γίνει η εκπροσώπηση των στρωμάτων του πληθυσμού στο δείγμα;» 

			Τις περισσότερες φορές με αβίαστο τρόπο η απάντηση είναι ότι θα γίνει με τη χρήση της αναλογικής (proportional) δειγματοληψίας. Αυτή η μέθοδος εξετάστηκε στην προηγούμενη παράγραφο και θα αναφερθούμε σ’ αυτήν εν μέρει και στην παρούσα παράγραφο. Το κύριο όμως αντικείμενο της παραγράφου αυτής είναι η μελέτη δημιουργίας δείγματος μέσα από βέλτιστη επιλογή του δείγματος (optimization). Η επιλογή του βέλτιστου δείγματος γίνεται πάντα με βάση κάποια ποσότητα και τη βελτιστοποίηση της τιμής της, π.χ. την ελαχιστοποίηση του οικονομικού κόστους ή την ελαχιστοποίηση της διασποράς της μέσης τιμής της εκάστοτε εκτιμήτριας.

			Είναι πολύ συνηθισμένο στις διάφορες δειγματοληψίες να λαμβάνεται σοβαρά υπόψη ο παράγοντας του κόστους. Υπάρχει το οικονομικό κόστος (κυρίως), οι διάφοροι χρονικοί περιορισμοί (χρονικό κόστος) κ.λπ. Γίνεται δε η προσπάθεια να μειωθεί το εκάστοτε κόστος στα στρώματα όσο το δυνατόν περισσότερο και έπειτα μεταβαίνουμε στη βελτιστοποίηση του συνολικού κόστους, που περιλαμβάνει το κόστος στα στρώματα και τα πάγια έξοδα. 

			Σημειώνεται ότι ένα μέγεθος προς βελτιστοποίηση είναι και το ίδιο το μέγεθος του επαρκώς μεγάλου δείγματος που εξετάστηκε στην προηγούμενη παράγραφο. Στην περίπτωση αυτή οι πόροι των οποίων θα βελτιστοποιηθεί η χρήση είναι οι μονάδες του πληθυσμού που θα συμπεριλάβουμε στο δείγμα (ελαχιστοποίηση). Στη διαδικασία αυτή οι μονάδες ενσωματώνονται στο δείγμα, ενώ παράλληλα τηρούνται κάποιες προδιαγραφές σχετικά με το δείγμα και τα στατιστικά που θα προκύψουν από αυτό για την εκτίμηση παραμέτρων του πληθυσμού. 

			Σε άλλες περιπτώσεις έχουμε στόχο να βελτιστοποιήσουμε την ποιότητα κάποιας εκτιμήτριας, για παράδειγμα της μέσης τιμής. Μία αρετή («καλή ιδιότητα») μιας εκτιμήτριας είναι, μεταξύ των άλλων, η ελάχιστη (δυνατή) διασπορά της εκτιμήτριας. Όσο μεγαλύτερη είναι η διασπορά, τόσο χειροτερεύει η ποιότητα της εκτιμήτριας και μειώνεται η αξιοπιστία των εκτιμήσεων που μας παρέχει.

			Το πρόβλημα έχει την εξής κλασική εικόνα: 

			Δίνεται ο πληθυσμός Π με Μ στρώματα μεγέθους Νm, m=1,2,3,…,M και θέλουμε να πάρουμε ένα δείγμα μεγέθους n παίρνοντας από το εκάστοτε m-στρώμα nm άτομα του πληθυσμού. Άρα [image: ]. Σε κάθε έρευνα αντιμετωπίζεται ένα από τα παρακάτω δύο ερωτήματα: 

			1. Έχοντας γνωστό και σταθερό το συνολικό κόστος C της δειγματοληπτικής έρευνας, να βρεθεί η βέλτιστη σύνθεση του δείγματος ως προς τους αντιπροσώπους του κάθε στρώματος, ώστε να έχουμε την ελάχιστη διασπορά της εκτιμήτριας, δηλαδή της [image: ]

			2. Έχοντας γνωστή και σταθερή την ελάχιστη διασπορά της εκτιμήτριας, τη [image: ] να βρεθεί η βέλτιστη σύνθεση του δείγματος ως προς τους αντιπροσώπους του κάθε στρώματος, ώστε να έχουμε το ελάχιστο συνολικό κόστος C της δειγματοληπτικής έρευνας.

			Φυσικά, κάθε φορά αντιμετωπίζουμε μόνον ένα ερώτημα από τα δύο ερωτήματα.

			Ως προς το κόστος και την αναλυτική του έκφραση έχουμε τα εξής: 

			[image: ],

			(3.3.1)

			όπου είναι 

			c0: τα γενικά έξοδα της έρευνας 

			cm: τα έξοδα της έρευνας ανά μονάδα στο m-στρώμα, m=1,2,3,…,Μ

			nm: το μέγεθος του m-στρώματος, m=1,2,3,…,Μ

			r: ο εκθέτης αυτός είναι συνήθως μονάδα. Μόνο σε σπάνιες, θεωρητικές κυρίως, περιπτώσεις είναι διάφορος της μονάδας ο εκθέτης αλλά και πάλι έχει τιμή πολύ κοντά στη μονάδα.. 

			Ως προς τη διασπορά της μέσης τιμής της εκτιμήτριας έχουμε: 

			[image: ]

			(3.3.2)

			Όσο μικρότερη είναι αυτή η διασπορά, τόσο καλύτερη είναι η ποιότητα της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. 

			Από τη σχέση (3.3.1) προκύπτει πολύ εύκολα η 

			[image: ]

			και από την (3.3.2) μετά από μερικές πράξεις φτάνουμε στη σχέση 

			[image: ].

			Επειδή είναι σταθερές οι ποσότητες c0 και [image: ] πάντα και μια μόνο από τις δύο ποσότητες C και [image: ] είναι σταθερή, ενώ επιδιώκεται η ελαχιστοποίηση της άλλης, το όλο πρόβλημα μπορεί να εκφραστεί πλέον ως: 

			«Να ελαχιστοποιηθεί η ποσότητα (γινόμενο) [image: ] με κατάλληλη επιλογή των μεγεθών [image: ] στο δείγμα, όταν μία από τις δύο ποσότητες C1 και V1 στη σχέση (3.3.3) είναι σταθερή και δεδομένη» 

			[image: ]

			(3.3.3)

			Πρακτικά ζητούμε την ελαχιστοποίηση της ποσότητας 

			[image: ].

			(3.3.4) 

			Αυτό μας οδηγεί να θεωρήσουμε την ανισότητα των Cauchy-Schwarz, που γράφεται ως εξής

			[image: ]

			(3.3.5)

			και όπου το ίσον ισχύει, όταν έχουμε την ισχύ της σχέσης 

			[image: ]

			Επιστρέφουμε τώρα στην (3.3.4) και υιοθετώντας τον συμβολισμό 

			[image: ]

			έχουμε την ανάλογη έκφραση της ανισότητας των Cauchy-Schwarz 

			[image: ]

			(3.3.6)

			και όπου το ίσον (ελαχιστοποίηση της επίμαχης ποσότητας του 1ου μέλους της ανισότητας Cauchy-Schwarz) ισχύει, όταν έχουμε 

			[image: ]

			Η σχέση (3.3.6) μας δίνει και την ελάχιστη τιμή που θα πάρει το (προς ελαχιστοποίηση γινόμενο) [image: ], και που είναι 

			[image: ]

			και θα συμβεί μόνον, όταν ισχύει ότι

			[image: ]

			(3.3.7)

			Λύνοντας τη σχέση (αναλογία) (3.3.7) ως προς nm προκύπτει ότι το μέγεθος κάθε υποσυνόλου του δείγματος προσδιορίζεται από μία από τις παρακάτω δύο σχέσεις:

			[image: ]

			όταν r είναι διάφορο της μονάδας και 

			[image: ],

			όταν είναι r=1, που είναι και η πιθανότερη και καθημερινά αντιμετωπιζόμενη περίπτωση εκθέτη. 

			Το όλο δείγμα έχει προφανώς μέγεθος 

			[image: ],

			που μας βοηθάει να έχουμε τα βάρη

			[image: ].

			(3.3.8)

			Η (3.3.8) υποδεικνύει ότι, αν ξέρουμε τα μεγέθη Wm, Sm, cm και το μέγεθος n του δείγματος, τότε μπορούμε να γνωρίζουμε τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα:

			[image: ] 

			3.3.9)

			H (3.3.9) σημαίνει ότι: 

			«Με τιμή εκθέτη r=1, το μέγεθος του δείγματος στο στρώμα είναι ανάλογο με το βάρος του στρώματος στον πληθυσμό, ανάλογο με την τυπική απόκλιση της τμ Χ στον πληθυσμό και αντίστροφα ανάλογο προς την τετραγωνική ρίζα του κόστους ανά μονάδα στο εκάστοτε στρώμα του πληθυσμού».

			Εάν ο εκθέτης r δεν είναι ίσος με τη μονάδα, τότε οι σχέσεις (3.3.8) και (3.3.9) γίνονται: 

			[image: ]

			(3.3.10)

			και 

			[image: ]

			(3.3.11)

			αντίστοιχα.

			Το μέγεθος n του δείγματος προσδιορίζεται με διάφορους τρόπους και έχει κάθε φορά σχέση με τις διάφορες παραμέτρους του προβλήματος που αντιμετωπίζουμε καθώς και με το ποια από τις δύο αρχικές συνθήκες βελτιστοποίησης (Α) και (Β) ισχύει. 

			Επιχειρούμε τώρα να αποδείξουμε τα παραπάνω με μία άλλη μέθοδο, που ονομάζεται «μέθοδος (βελτιστοποίησης) με τη χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange».

			Θεωρούμε τη συνάρτηση (ο εκθέτης r των πληθών nm στην εξίσωση κόστους είναι μονάδα): 

			[image: ]

			(3.3.12)

			και επιδιώκεται η εύρεση της ελάχιστης τιμής Φmin. Για να το πετύχουμε αυτό, μηδενίζουμε τις τιμές των παραγώγων ως προς τα nm, ήτοι λύνουμε το σύστημα των Μ εξισώσεων: 

			[image: ]

			που δίνει λύση το ισοδύναμο 

			[image: ],

			οπότε είναι και 

			[image: ] ανά στρώμα. 

			Το όλο δείγμα έχει μέγεθος 

			[image: ]

			και η διαίρεση κατά μέλη των δύο τελευταίων εξισώσεων δίνει την τελική έκφραση των μεγεθών nm των στρωμάτων στο δείγματος

			[image: ]

			(3.3.13)

			Εύκολα διαπιστώνεται ότι οι δύο σχέσεις (3.3.9) και (3.3.13) είναι ισοδύναμες. Οι δύο μέθοδοι κατέληξαν στο ίδιο συμπέρασμα. 

			Η δομή του δείγματος, όπως προβλέπουν (ισοδύναμα) οι σχέσεις (3.3.9) και (3.3.13), δίνει την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης 

			[image: ],

			διότι η συνάρτηση είναι κυρτή ως προς τα [image: ] όπως προκύπτει από το πρόσημο των δευτέρων παραγώγων της Φ ως προς τα [image: ]

			[image: ].

			(3.3.14)

			Από την όλη ανωτέρω ανάλυση της διαδικασίας σχεδιασμού της δομής του δείγματος στην ΣτΔ προκύπτει ότι: 

			Το μέγεθος nm του m-στρώματος m=1,2,3,…,M του δείγματος που έχει μέγεθος [image: ] αυξάνει σύμφωνα με τα εξής τρία μεγέθη που αναφέρονται στον πληθυσμό: 

			Ανάλογα με το βάρος Wm του στρώματος του πληθυσμού (ή του μεγέθους Nm) 

			Ανάλογα με την τυπική απόκλιση Sm της τμ Χ στο αντίστοιχο στρώμα του πληθυσμού. 

			Αντίστροφα προς την τετραγωνική ρίζα του οικονομικού κόστους της έρευνας ανά άτομο του εκάστοτε στρώματος (οικονομικό κόστος παρατήρησης και μελέτης για την έρευνα). 

			Αν το κόστος είναι σταθερό ανά άτομο σε όλα τα στρώματα, τότε το μέγεθος του εκάστοτε στρώματος στο δείγμα εξαρτάται και αυξάνει ανάλογα μόνο με το βάρος του στρώματος και την τυπική απόκλιση της τμ Χ που μελετούμε. 

			Αν είναι και η τυπική απόκλιση σταθερή (και το κόστος), τότε το μέγεθος του κάθε στρώματος στο δείγμα αυξάνει ανάλογα (proportionally) μόνο με το βάρος (μέγεθος) του στρώματος του πληθυσμού. Έχουμε τότε, δηλαδή, την αναλογική ΣτΔ, η οποία με τον τρόπο αυτό προκύπτει ως μία μερική και πολύ ειδική μορφή βέλτιστης επιλογής του δείγματος στην ΣτΔ. 

			Σημείωση 3.3.1: Στην περίπτωση της βέλτιστης επιλογής υπάρχει περίπτωση να προκύψει μέγεθος στρώματος στο δείγμα μεγαλύτερο από το μέγεθος του αντίστοιχου στρώματος στον πληθυσμό, δηλαδή να έχουμε για κάποιο m τη σχέση μεταξύ των μεγεθών nm>Nm. Αυτό το αποτέλεσμα αναμένεται να προκύψει σε μικρό στρώμα, όταν η διασπορά εκεί είναι δυσανάλογα μεγάλη ή όταν το κατά παρατήρηση κόστος είναι πολύ (δυσανάλογα) μικρό ή όταν συμβούν και τα δύο μαζί. Μπορεί μάλιστα να συμβεί και σε περισσότερα από ένα στρώματα του ίδιου πληθυσμού. 

			Σε μια τέτοια περίπτωση χρειάζεται να κάνουμε χειρισμό που θεραπεύει μερικώς το πρόβλημα. Ο χειρισμός περιλαμβάνει τα εξής: 

			1ο) Παίρνουμε nm=Nm σε όλα τα στρώματα m, όπου εμφανίζεται το πρόβλημα. 

			2ο) Για όλα τα υπόλοιπα στρώματα που τα βλέπουμε ως έναν (νέο) πληθυσμό παίρνουμε μεγέθη στο δείγμα 

			[image: ],

			(3.3.15)

			όπου το g είναι το άθροισμα των μεγεθών των στρωμάτων που είχαν το πρόβλημα και αυτά είναι σε πλήθος G (Το G είναι συνήθως 1 ή 2). Επίσης τα βάρη των υπολοίπων M-G στρωμάτων δεν είναι τα αρχικά, αλλά επαναπροσδιορίζονται με βάση τη δομή του νέου πληθυσμού που έχει απομείνει. Όλα αυτά γίνονται πιο κατανοητά μέσα από παραδείγματα σαν αυτό που ακολουθεί. Σε καθένα από τα δύο στάδια χρησιμοποιείται και κάποιος πίνακας σύμφωνα με την κατάσταση που διαμορφώνεται και τις εκάστοτε ανάγκες.

			Παράδειγμα 3.3.1 

			Ο πληθυσμός Π είναι Δήμος με 5 Δημοτικές Ενότητες και αντίστοιχο πλήθος κατοίκων 11000, 8500, 6000, 4100 και 400 αντίστοιχα. 

			Γίνεται μελέτη της τμ Χ= ύψος της ακίνητης περιουσίας σε χιλιάδες €, όπως αυτή δηλώθηκε στο δελτίο Ε9 της εφορίας και με βάση τις αντικειμενικές αξίες ακινήτων. 

			Υπάρχουν εκτιμήσεις για τη διασπορά της Χ στα 5 στρώματα και οι αντίστοιχες διασπορές είναι της τάξης 36, 36, 49, 49 και 3969 αντίστοιχα. 

			Εκτιμήθηκαν διάφορες παράμετροι του προβλήματος και αποφασίστηκε τελικά το δείγμα να είναι μεγέθους n=1600 άτομα. 

			Δίνεται επιπλέον πληροφορία ότι το κόστος στα 5 στρώματα-ενότητες (οικισμοί) είναι 25€, 25€, 25€, 25€ και 4€ αντίστοιχα και ανά άτομο στο εκάστοτε στρώμα.

			Να σχεδιαστεί αυτό το δείγμα για ΣτΔ στον πληθυσμό αυτό με τα 5 στρώματα.

			Λύση

			Τοποθετούμε τα δεδομένα στον πίνακα 3.3.1 για τη διευκόλυνση της μελέτης και του σχεδιασμού του δείγματος:

			
				
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							m

						
							
							1

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							5

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Νm

						
							
							11000

						
							
							8500

						
							
							6000

						
							
							4100

						
							
							400

						
							
							30000

						
					

					
							
							S2m

						
							
							36

						
							
							36

						
							
							49

						
							
							49

						
							
							3969

						
							
					

					
							
							Sm

						
							
							6

						
							
							6

						
							
							7

						
							
							7

						
							
							63

						
							
					

					
							
							Wm

						
							
							0.3667

						
							
							0.2833

						
							
							0.2000

						
							
							0.1367

						
							
							0.0133

						
							
							1.0000

						
					

					
							
							cm σε €

						
							
							25

						
							
							25

						
							
							25

						
							
							25

						
							
							4

						
							
					

					
							
							WmSm/cm

						
							
							0.4400

						
							
							0.3400

						
							
							0.2800

						
							
							0.1913

						
							
							0.4200

						
							
							1.6713

						
					

					
							
							nm

						
							
							421.2206

						
							
							325.4886

						
							
							268.0495

						
							
							183.1671

						
							
							402.0742

						
							
							1600

						
					

					
							
							nm(τελικό)

						
							
							421

						
							
							325

						
							
							268

						
							
							183

						
							
							402(*)

						
							
							1599

						
					

					
							
							nm.pr

						
							
							587

						
							
							453

						
							
							320

						
							
							219

						
							
							21

						
							
							1600

						
					

				
			

			Πίνακας 3.3.1 

			Ήδη παρατηρούμε ότι στο δείγμα το 5ο στρώμα προβλέπεται να έχει μέγεθος ίσο με n5=402>400=N5, δηλαδή το 5ο στρώμα του δείγματος είναι σε μέγεθος μεγαλύτερο από αυτό του πληθυσμού (!). Αυτό όμως δεν μπορεί να υλοποιηθεί. 

			Χρειάζεται εδώ μία ειδική αντιμετώπιση του προβλήματος. Ακολουθείται μια διαδικασία με τρία βήματα: 

			1) Ορίζουμε n5=400 άτομα, δηλαδή όλο το 5ο στρώμα του πληθυσμού μπαίνει στο δείγμα, όπως θα ήταν, αν είχαμε απογραφή. 

			2) Ελέγχουμε μήπως αυτό συμβαίνει και με άλλο στρώμα και διαπιστώνουμε πως δεν συμβαίνει. Άρα στη σχέση (3.3.15) είναι g=400 και n-g=1200 άτομα και ο νέος πληθυσμός που προκύπτει περιέχει 30000-400=29600 άτομα. Από αυτόν τον πληθυσμό θα πάρουμε το δείγμα των 1200 ατόμων (υπόλοιπο). Αν το φαινόμενο που παρατηρείται στο 5ο στρώμα ίσχυε και για άλλο ή και για άλλα στρώματα, θα κάναμε το ίδιο για όλα. Ο υπόλοιπος πληθυσμός μετά την αφαίρεση των στρωμάτων με αυτή τη συμπεριφορά θα μας δώσει τη βέλτιστη επιλογή του δείγματος.

			3) Δημιουργούμε το υπόλοιπο δείγμα των 1200 ατόμων με τη βοήθεια του επόμενου Πίνακα 3.3.2: 

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							m

						
							
							1

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Νm

						
							
							11000

						
							
							8500

						
							
							6000

						
							
							4100

						
							
							29600

						
					

					
							
							S2m

						
							
							36

						
							
							36

						
							
							49

						
							
							49

						
							
					

					
							
							Sm

						
							
							6

						
							
							6

						
							
							7

						
							
							7

						
							
					

					
							
							Wm

						
							
							0.3716

						
							
							0.2872

						
							
							0.2027

						
							
							0.1385

						
							
							1.0000

						
					

					
							
							cm σε €

						
							
							25

						
							
							25

						
							
							25

						
							
							25

						
							
					

					
							
							WmSm/cm

						
							
							0.4459

						
							
							0.3446

						
							
							0.2838

						
							
							0.1939

						
							
							1.2682

						
					

					
							
							nm

						
							
							421.92

						
							
							326.07

						
							
							268.54

						
							
							183.47

						
							
							1200

						
					

					
							
							nm (τελικό)

						
							
							422

						
							
							326

						
							
							269

						
							
							183

						
							
							1200

						
					

				
			

			Πίνακας 3.3.2 

			Η τελευταία γραμμή είναι τα μεγέθη των τεσσάρων στρωμάτων στο δείγμα ενώ το 5ο στρώμα του δείγματος είναι το 5ο στρώμα του πληθυσμού με μέγεθος n5=400. 

			Η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής που αντιστοιχεί στο δείγμα αυτής της δομής είναι [image: ] με εφαρμογή της (3.3.2) στα 4 στρώματα που απομένουν. 

			Σημειώνεται ότι η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής που αντιστοιχεί στο δείγμα της ΣτΔ αναλογικής δομής είναι [image: ]. Η δομή αυτή εμφανίζεται στη 10η και τελευταία γραμμή του Πίνακα 3.3.1, για να διευκολύνονται τυχόν συγκρίσεις. 

			Η 8η γραμμή του Πίνακα 3.3.2 προκύπτει διαιρώντας τα στοιχεία της 7ης γραμμής με το άθροισμά τους 1.2682 και πολλαπλασιάζοντας με το 1200, που είναι το μέγεθος του δείγματος για τα 4 πρώτα στρώματα. Για παράδειγμα το πρώτο στοιχείο της 8ης γραμμής προκύπτει ως εξής (0.4459/1.2682)x1200=421.92.

			Τα στοιχεία της 8ης γραμμής δεν είναι φυσικά ακέραιοι, ενώ τέτοια μορφή θα θέλαμε να έχουμε για την έκφραση των μεγεθών των στρωμάτων στο δείγμα. Για να πάρουμε το τελικό αποτέλεσμα σε ακέραια μορφή, παίρνουμε τα ακέραια μέρη των στοιχείων της 8ης γραμμής του Πίνακα 3.3.2. Βρίσκουμε το άθροισμα των ακεραίων μερών των στοιχείων της 8ης γραμμής και το αφαιρούμε από το 1200. Βρέθηκε αποτέλεσμα 2. Τα τελικά μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα είναι αρχικά αυτό το ακέραιο μέρος. Απλά κατανέμουμε τις δύο μονάδες στα στρώματα που εμφανίζουν (ιεραρχικά) μεγαλύτερα κλασματικά μέρη. Εν προκειμένω ήταν το 1ο στρώμα (0.92) και το 3ο στρώμα (0.54). Στην 9η γραμμή του Πίνακα 3.3.2 το τελικό αποτέλεσμα δείχνει να είναι αποτέλεσμα μετά από στρογγύλευση στην ακέραια μονάδα των στοιχείων της 8ης γραμμής αλλά φυσικά δεν είναι έτσι ακριβώς. Υπάρχουν περιπτώσεις όπου αυτά τα δύο αποτελέσματα διαφέρουν σε μερικά στρώματα κατά μία μονάδα. 

			Το δείγμα τελικά θα έχει 5 στρώματα με μεγέθη 

			n1=422, n2=326, n3=269, n4=183 και n5=400 άτομα. 

			Σημειώνουμε ότι τέτοιες καταστάσεις, όπου ένα δείγμα ενσωματώνει (κατά τη βέλτιστη επιλογή) ολόκληρο στρώμα του πληθυσμού, είναι πολύ σπάνιες. Ακόμη πιο σπάνιες είναι οι περιπτώσεις όπου τα στρώματα που ενσωματώνονται είναι 2 ή 3. 

			Στον Πίνακα 3.3.1 η 9η γραμμή έχει ως στοιχεία τα ακέραια μέρη της αντίστοιχης 8ης γραμμής και το άθροισμα βγήκε 1599 αντί 1600. 

			Δεν έγινε διόρθωση μιας μονάδας, επειδή τα αποτελέσματα αυτά θα εγκαταλείπονταν, μιας και θα κρατιόταν μόνο το n5=400 και θα πηγαίναμε στο επόμενο στάδιο της διαδικασίας με τον επόμενο Πίνακα 3.3.2, όπου τα αποτελέσματα είναι ελαφρώς διαφορετικότερα και προκύπτουν από διαδικασία όμοια μεν, αλλά με πληθυσμό που θα έχει λιγότερα στρώματα κατά ένα τουλάχιστον εδώ στο παράδειγμα.

			Στη βέλτιστη επιλογή δείγματος το μέγεθος του δείγματος δεν είναι αρχικά γνωστό και αποτελεί αντικείμενο υπολογισμών που στηρίζονται στις δύο συνθήκες (Α) και (Β) που τέθηκαν στην αρχή της παραγράφου. Οι συνθήκες αυτές αναφέρονται στις δύο ποσότητες, κόστος και διασπορά, εκ των οποίων κάθε φορά ή μία είναι γνωστή και σταθερή, ενώ η άλλη ελαχιστοποιείται. 

			Αν ισχύει η (Α), δηλαδή έχουμε κόστος σταθερό, τότε αντικαθιστούμε στην (3.3.1) την ποσότητα

			[image: ]

			που την έχουμε από την (3.3.11). Μετά από μερικές πράξεις έχουμε προσδιορίσει το μέγεθος του δείγματος 

			[image: ].

			(3.3.16)

			Αν ισχύει η (Β), τότε αντικαθιστούμε πάλι τις ποσότητες 

			[image: ]

			στην (3.3.2) και μετά από μερικές πράξεις (λίγο πιο πολύπλοκες από την προηγούμενη περίπτωση) έχουμε προσδιορίσει και πάλι το μέγεθος του δείγματος 

			[image: ]

			(3.3.17)

			ή συντομότερα 

			[image: ]

			(3.3.18)

			Τέλος, αν δεν ισχύουν οι υποθέσεις (Α) ή (Β), τότε συνήθως ισχύει κάτι σχετικό με διάφορες μορφές κόστους, όπως είναι οι χρονικοί ή οι γεωγραφικοί και άλλοι περιορισμοί (που είναι ουσιαστικά κρυπτοοικονομικοί περιορισμοί, έχουν δηλαδή στο τέλος την ίδια ή πολύ παραπλήσια συμπεριφορά και επίπτωση με τους οικονομικούς περιορισμούς). Σε τέτοιες περιπτώσεις αναλύουμε με βάση αυτούς τους περιορισμούς το πρόβλημα του προσδιορισμού του μεγέθους του δείγματος. 

			Παράδειγμα 3.3.2

			Ο πληθυσμός Π είναι οι μαθητές Λυκείου μιας πόλης που έχει Μ=5 Λύκεια με πλήθος παιδιών αντίστοιχα Ν1=500, Ν2=420, Ν3=400, Ν4=360 και Ν5=320. Θέλουμε να μελετήσουμε την επίδοση των μαθητών στα Μαθηματικά. 

			Επειδή το κάθε Λύκειο είναι και σε διαφορετική συνοικία και υπάρχουν σημαντικές κοινωνικές και οικονομικές διαφορές μεταξύ των διαφόρων συνοικιών, θεωρείται σωστό να δούμε το κάθε Λύκειο ως ένα στρώμα του όλου πληθυσμού των μαθητών της πόλης αυτής. 

			Η τμ Υ= «επίδοση των μαθητών στα Μαθηματικά» εκτιμάται ότι έχει διασπορές [image: ] που αντιστοιχούν στα πέντε στρώματα του πληθυσμού. 

			Η μελέτη κοστίζει 2€ ανά μαθητή για τα τρία πρώτα Λύκεια-στρώματα και 3€ ανά μαθητή για τα δύο επόμενα.

			Είναι γνωστή και σταθερή η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής [image: ]

			1. Να σχεδιαστεί ένα δείγμα, για να γίνει ΣτΔ στον πληθυσμό αυτό.

			2. Να υπολογιστεί η δαπάνη για την έρευνα. 

			Λύση

			Τοποθετούμε τα δεδομένα σχετικά με τον πληθυσμό στον παρακάτω Πίνακα 3.3.3:
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							2

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							5

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Nm

						
							
							500

						
							
							420

						
							
							400

						
							
							360

						
							
							320

						
							
							2000=n

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							25

						
							
							14

						
							
							40

						
							
							36

						
							
							49

						
							
					

					
							
							Wm

						
							
							0.25

						
							
							0.21

						
							
							0.20

						
							
							0.18

						
							
							0.16

						
							
							1.00

						
					

					
							
							Sm

						
							
							5.0000

						
							
							3.7417

						
							
							6.3246

						
							
							6.0000

						
							
							7.0000
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							2

						
							
							2

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							3

						
							
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.8839

						
							
							0.5556

						
							
							0.8944

						
							
							0.6235

						
							
							0.6466

						
							
							3.6041

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							1.7678

						
							
							1.1112

						
							
							1.7889

						
							
							1.8706

						
							
							1.9399

						
							
							8.4784

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							6.25

						
							
							2.94

						
							
							8.00

						
							
							6.48

						
							
							7.84

						
							
							31.51=
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							18

						
							
							12

						
							
							19

						
							
							13

						
							
							13

						
							
							75

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							36

						
							
							24

						
							
							38

						
							
							39

						
							
							39

						
							
							176

						
					

				
			

			Πίνακας 3.3.3 

			Η πρώτη γραμμή αφορά τους αύξοντες αριθμούς των Λυκείων-στρωμάτων. Οι επόμενες 5 γραμμές περιέχουν τα βασικά μεγέθη των στρωμάτων του πληθυσμού, ήτοι μέγεθος στρώματος (πλήθος ατόμων), διασπορά, βάρος του στρώματος, τυπική απόκλιση και, τέλος, το ανά μονάδα κόστος της μελέτης στο εκάστοτε στρώμα.

			Υπολογίστηκαν ουσιαστικά μόνο τα δεδομένα του Πίνακα από τη 7η γραμμή και μετά. Στην τελευταία στήλη έχουμε τα αθροίσματα, όπου αυτά έχουν νόημα. 

			Τα μεγέθη των στρωμάτων του δείγματος βγήκαν από το ακέραιο μέρος της ποσότητας που μας δίνει η σχέση (3.3.13). Χρησιμοποιήσαμε την (3.3.13), επειδή ο εκθέτης στην (3.3.11) είναι r=1. Δόθηκε η αύξηση του +1 στο 2ο, 3ο και 4ο στρώμα λόγω του κλασματικού υπολοίπου στο κάθε στρώμα, ώστε να έχουμε άθροισμα των μεγεθών των στρωμάτων του δείγματος ίσο με 75, όπως προκύπτει από την εφαρμογή της (3.3.17) με r=1, (γνωστή και σταθερή η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής). Το μέσο κόστος ανά δειγματική μονάδα προκύπτει από τις δύο τελευταίες γραμμές του Πίνακα 3.3.3 ίσο με 176€/75 παρατηρήσεις=2.3467€ ανά παρατήρηση. 

			Παράδειγμα 3.3.3

			Ο πληθυσμός Π είναι οι μαθητές Λυκείου μιας πόλης που έχει Μ=5 Λύκεια με πλήθος παιδιών αντίστοιχα Ν1=500, Ν2=420, Ν3=400, Ν4=360 και Ν5=320. Θέλουμε να μελετήσουμε την επίδοση των μαθητών στα Μαθηματικά με τη βοήθεια της τμ Y.

			Υπάρχει ο περιορισμός το κόστος να είναι το πολύ 200€. Τα γενικά έξοδα είναι 15€. 

			Κατά τα άλλα ισχύουν όλα τα δεδομένα του παραδείγματος 3.3.2 και τα ζητούμενα είναι:

			1. Να σχεδιαστεί ένα δείγμα, για να γίνει ΣτΔ και να υπολογιστεί ειδικά το μέγεθος του δείγματος αυτού.

			2. Να υπολογιστεί η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής της τμ Y, η [image: ]

			Λύση

			Θα κάνουμε χρήση ενός πίνακα, όπως είναι και ο Πίνακας 3.3.3 του προηγούμενου παραδείγματος. Είναι ο Πίνακας 3.3.4:
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							1

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							5

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Nm

						
							
							500

						
							
							420

						
							
							400

						
							
							360

						
							
							320

						
							
							2000=n
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							14

						
							
							40

						
							
							36

						
							
							49
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							0.25

						
							
							0.21

						
							
							0.20

						
							
							0.18

						
							
							0.16

						
							
							1.00
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							5.0000

						
							
							3.7417

						
							
							6.3246
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							7.0000
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							0.8839

						
							
							0.5556

						
							
							0.8944

						
							
							0.6235

						
							
							0.6466

						
							
							3.6041
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							1.7678

						
							
							1.1112

						
							
							1.7889

						
							
							1.8706

						
							
							1.9399

						
							
							8.4784

						
					

					
							
							(3.3.13)

						
							
							19.3743

						
							
							12.1788

						
							
							19.6055

						
							
							13.6676

						
							
							14.1738
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			Πίνακας 3.3.4 

			Στον Πίνακα 3.3.4 οι πρώτες 6 γραμμές είναι ακριβώς οι ίδιες με τις αντίστοιχες γραμμές του Πίνακα 3.3.3. 

			Στη συνέχεια μπαίνουν οι δύο επόμενες γραμμές (7η και 8η), που προκύπτουν από τους ίδιους υπολογισμούς και έχουμε τα αυτά αποτελέσματα.

			Λείπει η 9η γραμμή. Στη θέση της μπήκε μία άλλη, που μας δίνει τα μεγέθη nm, m=1,2,3,4,5; όπως υπολογίζονται με βάση τη σχέση (3.3.13), δηλαδή ο εκθέτης r=1 στη σχέση (3.3.11). 

			Με τη βοήθεια της σχέσης (3.3.16) υπολογίζουμε το μέγεθος του δείγματος:

			[image: ].

			Άρα το μέγεθος είναι n=79 μαθητές=[78.64]+1, όπου το [x] παριστάνει το ακέραιο μέρος του πραγματικού αριθμού x. 

			Αυτοί οι 79 μαθητές θα κατανεμηθούν στα 5 στρώματα του δείγματος με βάση τους κανόνες της βέλτιστης επιλογής του δείγματος.

			Αρχικά υπολογίζουμε τις ποσότητες με βάση τη σχέση (3.3.13) η οποία, όμως, δεν δίνει ακέραιους. Θα ακολουθήσει η μετατροπή αυτών των αποτελεσμάτων σε ακεραίους. Κρατάμε αρχικά τα ακέραια μέρη των αριθμών που δίνει η σχέση (3.3.13). Μετά με βάση το μεγαλύτερο κλασματικό μέρος επιλέγουμε ιεραρχικά να αυξήσουμε τα ακέραια μέρη 2 αποτελεσμάτων του τύπου (3.3.13), της 9ης γραμμής του πίνακα. Αυξάνουμε το 3ο και το 4ο μέγεθος και προκύπτει η δομή του δείγματος, όπως φαίνεται στη 10η γραμμή του Πίνακα 3.3.4. Η επόμενη γραμμή (11η) δίνει το κόστος σε € της επιλογής αυτής. Είναι συνολικά 186€ και 15€ τα γενικά έξοδα (186€+15€)=201€. Έχουμε, δηλαδή, υπέρβαση κατά 1€. Αν δε θέλουμε να υπάρξει αυτή η υπέρβαση, προσθέτουμε το +1 στο πλήθος των ατόμων στο 1ο στρώμα και δεν το προσθέτουμε στο 4ο στρώμα. Έτσι λόγω της διαφοράς κόστους στα δύο στρώματα εξοικονομείται το 1€. Αυτό όμως έχει μία επίπτωση στην επιδιωκόμενη ελάχιστη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. Καθώς μετρούμε τη διασπορά [image: ] στις δύο περιπτώσεις, έχουμε [image: ] στην πρώτη περίπτωση και [image: ] στη δεύτερη. Η διασπορά και στις δύο περιπτώσεις υπολογίστηκε με βάση τη σχέση (3.3.2). Τυπικά το σωστό είναι να ακολουθεί κάποιος την πρώτη περίπτωση, γιατί η μελέτη γίνεται με στόχο τη βελτιστοποίηση ως προς τη διασπορά (ελαχιστοποίηση). Ειδικά εδώ όμως υπήρχε μια βολική διαφορά στην τιμή του κόστους ανά μονάδα μεταξύ 1ου και 4ου στρώματος, ώστε και η μεταβολή κατά μία δειγματοληπτική μονάδα έλυνε το πρόβλημα της υπέρβασης του προϋπολογισμένου κόστους με μια μάλλον μικρή επίπτωση ως προς τη διασπορά, τουλάχιστον μέχρι την ακρίβεια 2 δεκαδικών κλασματικών ψηφίων. 

			Στο τέλος του Πίνακα 3.3.4 προστέθηκαν δύο γραμμές όπου (στην πρώτη από αυτές) τοποθετήθηκαν τα μεγέθη των δειγματικών στρωμάτων στην περίπτωση που γινόταν αναλογική ΣτΔ. Στην άλλη τοποθετήθηκε το κόστος μελέτης και αθροιζόμενο βρέθηκε 185€, όσο είναι το προβλεπόμενο και στη βέλτιστη επιλογή. Η διασπορά όμως της εκτιμήτριας της μέσης τιμής είναι διαφορετική στην περίπτωση αυτή, Είναι [image: ] δηλαδή κατά 2.67% μεγαλύτερη από τη διασπορά της βέλτιστης επιλογής, ήτοι [image: ]

			Σημείωση 3.3.2: Στο παράδειγμα 3.3.3 και στην περίπτωση που προσπαθούμε να προσθέσουμε το +1 σε άλλο στρώμα του δείγματος πλην του 4ου, υπάρχει και η επιλογή να προσθέσουμε τη μία παρατήρηση στο 2ο στρώμα. Να έχουμε δηλαδή δομή του δείγματος 

			n1=19, n2=13, n3=20, n4=13 και n5=14. 

			Η περίπτωση αυτή είναι υποδεέστερη εκείνης που προτείνεται με την 12η γραμμή του Πίνακα 3.3.4. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η διασπορά της μέσης τιμής της εκτιμήτριας που αντιστοιχεί στην επιλογή αυτή είναι λίγο μεγαλύτερη από τη διασπορά της δομής της 12ης γραμμής. Συγκεκριμένα, εδώ έχουμε διασπορά ίση με [image: ] αντί της διασποράς [image: ] της 12ης γραμμής. 

			3.4. Εκτιμήσεις ποσοστών 

			Οι τυχαίες μεταβλητές (τμ) είναι πραγματικές συναρτήσεις και άρα το πλήθος τους είναι άπειρο υπεραριθμήσιμο, δηλαδή υπάρχει ένα προς ένα και επί απεικόνιση μεταξύ του συνόλου των τμ και του συνόλου των πραγματικών αριθμών R. 

			Μέσα στο σύνολο των τμ δεσπόζουσα θέση κατέχουν μερικές τμ που για ιστορικούς ή και άλλους λόγους είναι γνωστές ευρύτερα και χρησιμοποιούνται καθημερινά στις διάφορες στατιστικές αναλύσεις και στις μελέτες που περιλαμβάνουν τέτοιες αναλύσεις, π.χ. οικονομικές, βιολογικές, κοινωνιολογικές κ.λπ. μελέτες. Τέτοιες τμ είναι μεταξύ πολλών άλλων και οι δίτιμες τυχαίες μεταβλητές (binomial random variables). Βασική ιδιότητα των δίτιμων τμ είναι ότι απεικονίζουν τα στοιχεία του πληθυσμού σε δύο μόνο τιμές στο R, π.χ. στις τιμές 1 και 2. Καθώς έχουμε τυχαία δειγματοληψία, μπορούμε να φανταστούμε την τμ να αποδίδει κάποια ιδιότητα στα στοιχεία του Π χωριστά για το κάθε στοιχείο. Τη θεωρούμε, δηλαδή, συνάρτηση προσαρτημένη στο εκάστοτε i-στο στοιχείο παρμένο κατά τυχαίο τρόπο. 

			Η κλασική μορφή μιας δίτιμης τμ δίνεται από τον παρακάτω ορισμό: 

			Ορισμός 3.4.1: Δίνεται πληθυσμός Π και μια συνάρτηση που συνδέεται με κάποια (συγκεκριμένη) ιδιότητα που έχουν κάποια (ή και όλα τα) στοιχεία του Π. Για το τυχαίο i-στοιχείο του Π (με Ν στοιχεία) έχουμε τη συνάρτηση Xi, i=1,2,3,…,N 

			[image: ],

			(3.4.1)

			που ονομάζεται δίτιμη τμ, επειδή παίρνει δύο τιμές (μόνο) τις 1 και 0. 

			Η τμ Χ μπορεί να θεωρηθεί και ανεξάρτητα από το εκάστοτε τυχαίο στοιχείο του πληθυσμού. Μπορεί να θεωρηθεί ως η συνάρτηση Χ που απεικονίζει τον πληθυσμό Π στο διμελές υποσύνολο του R, το {0, 1}. Ουσιαστικά δημιουργεί μία διαχωριστική γραμμή που χωρίζει τον πληθυσμό σε δύο υποσύνολα: το ένα που περιέχει τα στοιχεία του Π που έχουν τη ιδιότητα που αντιπροσωπεύει (και εξετάζει) η Χ (τότε Χ=1) και το άλλο που περιέχει τα άλλα στοιχεία που δεν έχουν την ιδιότητα που μας ενδιαφέρει (τότε Χ=0). Στην περίπτωση που θεωρούμε και εξετάζουμε τα πράγματα με τον τρόπο αυτό, η τμ Χ είναι κατά βάση η «χαρακτηριστική συνάρτηση» του πρώτου υποσυνόλου του πληθυσμού Π, αυτού με τα στοιχεία που έχουν την εξεταζόμενη ιδιότητα. Αν π.χ. ο πληθυσμός Π είναι το εκλογικό σώμα, τότε το υποσύνολό του που αντιστοιχεί στο «1» είναι οι ψηφοφόροι που απαντούν «ΝΑΙ» σε κάποιο ερώτημα του τύπου: «Ψηφίζετε υπέρ του κου Α για να εκλεγεί Δήμαρχος;» ή «Προτιμάτε την Α μάρκα γιαουρτιού;» κ.λπ.

			Όλα τα παραπάνω αναφέρονται στον πληθυσμό ως μία ενότητα, ένα στρώμα και, βασικά, αποτελούν αντικείμενο του 2ου κεφαλαίου. Στο παρόν κεφάλαιο όλα αυτά ορίζονται για το m-στρώμα του πληθυσμού Π, m=1,2,3,…,M ως εξής: 

			Ορισμός 3.4.2: Δίνεται το m-στρώμα του πληθυσμού Π και μια συνάρτηση που συνδέεται με κάποια συγκεκριμένη ιδιότητα που έχουν κάποια (ή και όλα τα) στοιχεία του στρώματος. Για το τυχαίο i-στοιχείο του m-στρώματος του Π (με Νm στοιχεία) έχουμε τη συνάρτηση Χmi, i=1,2,3,…,Nm 

			[image: ],

			(3.4.2)

			που ονομάζεται δίτιμη τμ επειδή παίρνει δύο τιμές (μόνο) τις 1 και 0. 

			Σύμφωνα με τον ορισμό της μέσης τιμής της τμ Χ για τον πληθυσμό έχουμε [image: ] δηλαδή το άθροισμα στον αριθμητή είναι το ίδιο είτε προσθέσουμε όλες τις τιμές Χi ,i=1,2,3,…,N (προκύπτει έτσι το [image: ]) είτε προσθέσουμε μόνο τις τιμές τις μη μηδενικές (προκύπτει έτσι το P). 

			Με τον τρόπο αυτό για το κάθε στρώμα του πληθυσμού έχουμε τη μέση τιμή του m-στρώματος και στη συνέχεια τη διασπορά του m-στρώματος του πληθυσμού: 

			[image: ]

			(3.4.3)

			Αντίστοιχα, για το δείγμα και για το m-στρώμα του έχουμε τις εκτιμήτριες των παραμέτρων στη σχέση (3.4.4), τις 

			[image: ].

			(3.4.4)

			Ειδικά για τη διασπορά υπενθυμίζεται ότι το μέγιστό της συμπίπτει με τιμή της μέσης τιμής (συχνότητας) pm=0.5 και Pm=0.5 για το δείγμα και τον πληθυσμό αντίστοιχα. 

			Οι σχέσεις (3.4.3) και (3.4.4) διευκολύνουν να δούμε και να αποδεχθούμε την απόδειξη της ισχύος μερικών βασικών προτάσεων που αποδείχτηκαν (ή απλά παρουσιάστηκαν) στις προηγούμενες παραγράφους 3.1, 3.2, και 3.3. 

			Δίνουμε στη συνέχεια μερικές σχέσεις (που αντιστοιχούν σε προτάσεις) χωρίς απόδειξη, σχετικά με παραμέτρους και τις αντίστοιχες εκτιμήτριές τους. 

			Η έκφραση της μέσης τιμής του πληθυσμού και της αντίστοιχης εκτιμήτριάς της στην αναλογική ΣτΔ είναι 

			[image: ]

			(3.4.5)

			Η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής δίνεται από τη σχέση (Cochran, 1977 & Φαρμάκης, 2009α).

			[image: ]

			(3.4.6)

			Ειδικά για σχετικά μεγάλες τιμές των μεγεθών των στρωμάτων του πληθυσμού (όταν δηλαδή για το μικρότερο από τα Νm το [image: ] ) η (3.4.6) παίρνει την παρακάτω απλούστερη και ενδιαφέρουσα μορφή: 

			[image: ]

			ή τελικά τη μορφή [Cochran (1977), Chapter 5 & Φαρμάκης (2009α), κεφ.3ο]:

			[image: ]

			(3.4.7)

			Επίσης για αρκετά μικρά fm, έχουμε την απλούστερη σχέση [Cochran (1977), Chapter 5 & Φαρμάκης (2009α), κεφ.3ο]:

			[image: ]

			Σε μια γενικότερη περίπτωση, ειδικά όταν τα μεγέθη των στρωμάτων δεν είναι πολύ μεγάλα, και στην αναλογική ΣτΔ η σχέση (3.4.6) μπορεί να μετασχηματιστεί στην παρακάτω [Cochran (1977), Chapter 5, Φαρμάκης (2009α), κεφ.3ο]:

			[image: ]

			Όλα όσα προηγήθηκαν αφορούν την αναλογική και τη γενική περίπτωση απλά. Το ενδιαφέρον όμως είναι αρκετά μεγάλο, όταν θέλουμε να έχουμε βέλτιστη επιλογή. Τονίζεται ότι οι δίτιμες τμ έχουν ευρύτατη εφαρμογή στις έρευνες αγοράς εμπορικές ή πολιτικές (προτίμηση προϊόντων, πρόθεση ψήφου στις δημοσκοπήσεις κ.λπ.). Αυτό τις κάνει δειγματοληπτικές έρευνες με κρίσιμη οικονομική και κοινωνική σημασία και θα ήταν καλό φυσικά να διεξάγονται με χρήση της βέλτιστης επιλογής του δείγματος. Είναι άρα χρήσιμη η καταγραφή των σχέσεων που εκφράζουν τα μεγέθη των στρωμάτων στο βέλτιστο δείγμα, σε συνάρτηση πάντα με τα βάρη των στρωμάτων του πληθυσμού και με το κόστος και τις διασπορές στα στρώματα του πληθυσμού. 

			(Α) Με γνωστό και σταθερό το κόστος, βελτιστοποιείται (ελαχιστοποιείται) η διασπορά της μέσης τιμής της εκτιμήτριας. Ο εκθέτης στην έκφραση του κόστους στα στρώματα είναι r=1. 

			Βήμα 1ο: Το συνολικό μέγεθος του δείγματος που θα επιλεγεί από τον πληθυσμό των Μ στρωμάτων είναι, (Cochran, 1977 & Φαρμάκης, 2009α)

			[image: ],

			(3.4.8)

			όπου η ποσότητα C1 είναι το αναλογικό κόστος της έρευνας, δηλαδή συνολικό κόστος μείον τα πάγια έξοδα. Κανονικά την ποσότητα στη σχέση (3.4.8) τη χρησιμοποιούμε στρογγυλεμένη στην αμέσως επόμενη ακέραια μονάδα, γιατί το πλήθος των μονάδων στο δείγμα είναι πάντα φυσικός αριθμός. Αυτή τη μορφή εννοείται ότι έχει στις επόμενες σχέσεις (3.4.9), (3.4.9α) κ.λπ.

			Βήμα 2ο: Το μέγεθος του m-στρώματος, m=1,2,3,…,M, στο δείγμα είναι 

			[image: ]

			(3.4.9)

			αν και πιο συχνά χρησιμοποιείται η προσεγγιστική ποσότητα με απλουστευτική παράλειψη του διορθωτικού παράγοντα Nm/(Nm-1) σε αριθμητή και παρονομαστή (Cochran, 1977 & Φαρμάκης, 2009α)

			[image: ]

			(3.4.9α)

			(Β) Με γνωστή και σταθερή τη διασπορά [image: ] της εκτιμήτριας της μέσης τιμής βελτιστοποιείται (ελαχιστοποιείται) το αναλογικό κόστος C1 και κατ’ επέκταση και το συνολικό κόστος (= αναλογικό κόστος +πάγια έξοδα). Ο εκθέτης στην έκφραση του κόστους στα στρώματα είναι r=1. 

			Βήμα 1ο: Το συνολικό μέγεθος του δείγματος που θα επιλεγεί από τον πληθυσμό των Μ στρωμάτων είναι (Cochran, 1977 & Φαρμάκης, 2009α):

			[image: ]

			(3.4.10)

			Επίσης και εδώ κανονικά την ποσότητα στη σχέση (3.4.8) τη χρησιμοποιούμε στρογγυλεμένη στην αμέσως επόμενη ακέραια μονάδα (ακέραιο μέρος συν ένα), γιατί το πλήθος των μονάδων στο δείγμα είναι πάντα φυσικός αριθμός.

			Βήμα 2ο: Το μέγεθος του m-στρώματος, m=1,2,3,…,M, στο δείγμα δίνεται πλέον από την (3.4.9), Cochran (1977), ή από μία παραλλαγή της, Φαρμάκης (2009α), που είναι η

			[image: ],

			(3.4.11)

			αν και πιο συχνά χρησιμοποιείται η προσεγγιστική ποσότητα της σχέσης (3.4.9α).

			Η (3.4.9α) παίρνει και τη μορφή 

			[image: ]

			ανάλογα με τα διαθέσιμα στοιχεία κάθε φορά. 

			Σημείωση 3.4.1: Πολλές φορές, όπως και αμέσως παραπάνω, χρησιμοποιείται στους τύπους η ποσότητα [image: ]

			Σημείωση 3.4.2: Πολλές φορές είναι εφικτό (και χρήσιμο) η ποσότητα [image: ] να αντικατασταθεί από μια αμερόληπτη εκτιμήτριά της, την [image: ] Φαρμάκης, (2009α). 

			Σημείωση 3.4.3: Το κατώφλιο 2000 για το min{Nm, m=1,2,3,…M}, είναι ένα γενικά παραδεκτό μέγεθος, ώστε χωρίς κίνδυνο μεγάλης παρέκκλισης η ποσότητα [image: ] να παραλείπεται απλουστευτικά στους υπολογισμούς των σχέσεων (3.4.8), (3.4.9), (3.4.10) και (3.4.11).

			Παράδειγμα 3.4.1

			Σε ένα Δήμο με 4 οικισμούς έχουμε πλήθη κατοίκων Ν1=7000, Ν2=2000, Ν3=3200 και Ν4=3800, αντίστοιχα. 

			Ένας υποψήφιος Δήμαρχος θεωρείται ότι έχει «ρεύμα» υποστήριξης στους αντίστοιχους οικισμούς (πιθανό ποσοστό πρόθεσης ψήφου) 0.40, 0.42, 0.48 και 0.45 αντίστοιχα. 

			Προετοιμάζεται για τον υποψήφιο μια δημοσκόπηση. Το κόστος ανά ερωτηματολόγιο είναι 6€, 8€, 10€ και 9€ στους τέσσερεις οικισμούς αντίστοιχα. Η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής (ποσοστό πρόθεσης ψήφου) είναι 0.0002. 

			1. Να σχεδιαστεί η δημοσκόπηση με στόχο το ελάχιστο κόστος. 

			2. Πόσο προκύπτει το κόστος αν τα πάγια έξοδα είναι 450€; 

			3. Μετά το τέλος της δειγματοληψίας βρήκαμε ποσοστά πρόθεσης ψήφου 

			p1=0.42, p2=0.41, p3=0.46 και p4=0.47. Ποιό είναι το αναμενόμενο P;

			Λύση

			1. Παρατηρούμε ότι το ελάχιστο μέγεθος στρώματος στον πληθυσμό είναι Ν2=2000. Αυτό σημαίνει ότι θα χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (3.4.10) και (3.4.11) χωρίς την ποσότητα (αμεροληψίας). Συμπληρώνουμε τον παρακάτω Πίνακα 3.4.1:
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			Πίνακας 3.4.1 

			[image: ]

			Άρα θα έχουμε μέγεθος δείγματος n=1148 άτομα. 

			2. Στην τελευταία γραμμή του πίνακα καταχωρούνται τα αναλογικά κόστη και το σύνολό τους: 8723€. Το συνολικό κόστος της έρευνας είναι 

			Cολ=8723€+450€=9173€. 

			Στην επόμενη παράγραφο δίνονται περισσότερα παραδείγματα λυμένα για την καλύτερη κατανόηση του θέματος. 
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			Λυμένα παραδείγματα 3ου Κεφαλαίου

			Δίνονται μερικά λυμένα παραδείγματα που αναφέρονται σε όλο το 3ο κεφάλαιο με σκοπό την καλύτερη κατανόηση του περιεχομένου του κεφαλαίου αυτού μέσα από υλοποιημένες διαδικασίες. Μερικά παραδείγματα αναφέρονται σε πληθυσμούς με πολύ μικρά μεγέθη, για να μην απαιτούνται πράξεις με πολύ μεγάλους αριθμούς και να αποφεύγονται διάφορες δυσκολίες κατανόησης που προέρχονται από τα μεγάλα μεγέθη των αριθμών. Παρόλο που σπάνια στην πράξη συναντούμε τέτοιες «τετριμμένες» καταστάσεις, όσα αναφέρονται στα παραδείγματα αποτελούν μικρογραφία των πραγμάτων και των καταστάσεων που αντιστοιχούν σε πολύ μεγαλύτερα μεγέθη πληθυσμών και δειγμάτων. Στο τέλος της παραγράφου αυτής δίνεται και μία σειρά από άλυτες ασκήσεις στο ίδιο πνεύμα και με την ίδια στόχευση. 

			Παράδειγμα 1

			Σʼ έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=10 έχουμε δύο (Μ=2) ισομεγέθη στρώματα και θέλουμε να σχηματίσουμε δείγμα μεγέθους n=4. Η τμ X παίρνει τιμές 1,2,3,4 και 5 στο πρώτο στρώμα και 2,4,6,8 και 10 στο δεύτερο στρώμα.

			1. Να σχεδιαστεί το δείγμα με τα δύο στρώματα. 

			2. Να σχεδιαστεί επίσης το δείγμα στην περίπτωση που η τμ Χ παίρνει στο πρώτο στρώμα τις ίδιες τιμές, ενώ στο δεύτερο στρώμα παίρνει τις τιμές 3,6,9,12 και 15.

			3. Να γίνει ο σχεδιασμός και στην περίπτωση που οι τιμές είναι πάλι οι ίδιες στο πρώτο στρώμα αλλά στο δεύτερο είναι οι 6,7,8,9 και 10 (μικρές και μεγάλες ακέραιες τιμές στα 2 στρώματα, παρμένες από το διάστημα [1, 10]). 

			Λύση

			Ο σχεδιασμός θα γίνει με βάση τα μεγέθη (βαρύτητες) των δύο στρωμάτων αλλά σε συνδυασμό και με τη διασπορά της τμ που μελετούμε στο κάθε στρώμα. Συμπληρώνουμε, λοιπόν, για το κάθε μέγεθος τα αντίστοιχα κελιά στον παρακάτω Πίνακα 3.5.1. Στην τελευταία στήλη εμφανίζονται τα αθροίσματα που αντιστοιχούν στον πληθυσμό, όταν βέβαια υπάρχει νόημα για τέτοιο άθροισμα. 

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							m

						
							
							1

						
							
							2

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Nm

						
							
							5

						
							
							5

						
							
							10=N

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							3

						
							
							6

						
							
							9/2=4.5=[image: ]

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							2

						
							
							8

						
							
					

					
							
							Sm

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
					

					
							
							Wm

						
							
							1/2

						
							
							1/2

						
							
							1

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							nm

						
							
							1.33

						
							
							2,67

						
							
							4=n

						
					

					
							
							Ακέραια nm_βέλτιστη

						
							
							1

						
							
							3

						
							
							4=n

						
					

					
							
							fm

						
							
							1/5

						
							
							3/5

						
							
					

					
							
							1- fm

						
							
							4/5

						
							
							2/5

						
							
					

					
							
							[image: ]

						
							
							2/5

						
							
							4/15

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							Ακέραια nm_αναλογική

						
							
							2

						
							
							2

						
							
							4=n

						
					

					
							
							1- fm

						
							
							3/5

						
							
							3/5

						
							
					

					
							
							[image: ]

						
							
							3/20

						
							
							12/20

						
							
							[image: ]

						
					

				
			

			Πίνακας 3.5.1 

			1. Στον παραπάνω πίνακα έγινε ένας βέλτιστος σχεδιασμός με βάση τα βάρη των στρωμάτων και τις διασπορές της τμ Χ. Ο σχεδιασμός αυτός έδωσε βάρη στα δύο στρώματα του δείγματος n1=1 και n2=3. Αυτό το αποτέλεσμα είναι η προσέγγιση με ακέραιες τιμές των τιμών 1.33 και 2.67, που προκύπτουν από την εφαρμογή της βελτιστοποίησης όπου τα στρώματα πρέπει να έχουν μέγεθος ακέραιο αριθμό, φυσικά. Η αντίστοιχη η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής προκύπτει ως [image: ] Το κριτήριο είναι η βελτιστοποίηση (ελαχιστοποίηση) της διασποράς της εκτιμήτριας της μέσης τιμή που δίνεται από τη σχέση (3.3.2), δηλαδή την [image: ] εδώ Μ=2. Για τις ακέραιες τιμές των n1 και n2 η ελάχιστη τιμή είναι το 10/15=2/3. Στη συνέχεια για να αποκαταστήσουμε μια αναλογικότητα, πήραμε n1=2 και n2=2. Αυτό για να φανεί η ποιότητα των δύο εκτιμητριών, της βέλτιστης επιλογής και της αναλογικής επιλογής. Η διασπορά σ’ αυτήν την αναλογική δειγματοληψία βγήκε μεγαλύτερη και συγκεκριμένα είναι [image: ]Η βέλτιστη επιλογή, δηλαδή, δίνει εκτιμήτρια καλύτερης ποιότητας. Οι δυνατές επιλογές για τα μεγέθη των δύο στρωμάτων είναι προφανώς οι εξής πέντε του συνόλου T={( n1, n2): (0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0)}. Αποκλείουμε τις δύο ακραίας μορφής επιλογές με κάποιο από το n1 και n2 μηδενισμένο. Δεν έχουν νόημα για την περίπτωση που εξετάζουμε. Από τις άλλες τρεις μόνο η μία με n1=3 και n2=1 δεν εξετάστηκε. Αν δούμε όμως τις διασπορές ανά στρώμα, παρατηρούμε ότι η τιμή [image: ] προϊδεάζει ότι η αντίστοιχη με τέτοιο δείγμα διασπορά θα είναι μεγαλύτερη από την διασπορά που αντιστοιχεί με το δείγμα βέλτιστης επιλογής. Οι υπολογισμοί για το δείγμα με δομή (n1, n2)=(3, 1) δίνουν στη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής το μέγεθος [image: ], δυόμισι φορές μεγαλύτερη από τη διασπορά της βέλτιστης επιλογής και περίπου διπλάσια από τη διασπορά που προκύπτει κατά την αναλογική δειγματοληψία.

			2. Η ίδια διαδικασία ακολουθείται και εδώ, μόνο που τώρα οι τιμές της τμ Χ στο δεύτερο στρώμα είναι ακριβώς οι διπλάσιες σε σχέση με τις τιμές στο πρώτο στρώμα, παρμένες μάλιστα μία προς μία, ήτοι {1,2,3,4,5} και {3,6,9,12,18}. 
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			Πίνακας 3.5.2 

			Οι αυξημένες τιμές της Χ στο δεύτερο στρώμα παρασύρουν και τη μέση τιμή και τη διασπορά προς τα πάνω και έχουν αντίκτυπο και στη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. Η κρίσιμη παράμετρος, για να οριστούν τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα της βέλτιστης επιλογής, είναι φυσικά το γινόμενο [image: ], όπως προκύπτει από την (3.3.9) χωρίς τη συμμετοχή του κόστους της έρευνας στον αντίστοιχο τύπο, ήτοι από την απλοποιημένη μορφή της σχέσης [image: ] Έτσι προκύπτει η όγδοη γραμμή από την έβδομη. Απλά εδώ τα μεγέθη n1, n2 προκύπτουν ακέραια κατευθείαν και δε χρειάζεται να γίνει η ακεραιοποίηση που έγινε στον πίνακα 3.5.1 (στην ένατή του γραμμή). Στον παρόντα πίνακα 3.5.2 οι γραμμές ένατη, δέκατη και ενδέκατη είναι για τον υπολογισμό της διασποράς της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. Η τιμή αυτή είναι [image: ] μεγαλύτερη κατά 50% από την αντίστοιχη της περίπτωσης (α) του παραδείγματος αυτού.

			3. Οι τρεις γραμμές του πίνακα 3.5.2, η 12η, η 13η και η 14η δείχνουν τη δομή του δείγματος στην περίπτωση που στα δύο στρώματα του πληθυσμού έχουμε ως τιμές της Χ τα στοιχεία των συνόλων {1,2,3,4,5} και {6,7,8,9,10}. Εδώ έχουμε το ενδιαφέρον στοιχείο ότι [image: ] Αυτό σε συνδυασμό με το ήδη υπάρχον καθεστώς Ν1= Ν2= 5 μας δίνει και δομή του δείγματος από τη βέλτιστη επιλογή (optimal allocation), την (n1, n2)=(2, 2), που συμπίπτει και με τη δομή του δείγματος από την αναλογική επιλογή (proportional allocation). Η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής προκύπτει ίση με [image: ] Η τιμή αυτή δεν είναι ευθέως συγκρίσιμη με τις αντίστοιχες τιμές των περιπτώσεων 1. και 2. του παραδείγματος, γιατί εκεί οι τιμές της Χ στο δεύτερο στρώμα ήταν (μια προς μία) πολλαπλάσια των τιμών της στο πρώτο στρώμα, ενώ εδώ δεν είναι. Εδώ οι τιμές στο δεύτερο στρώμα απλά θα μπορούσαν να προκύψουν από τις τιμές στο πρώτο στρώμα μετά από επαύξηση κατά πέντε (5) μονάδες. Αυτό δεν επηρεάζει τη διασπορά στο δεύτερο στρώμα η οποία είναι εδώ ίση απολύτως με τη διασπορά στο πρώτο. 

			Παράδειγμα 2

			Μια Δ.Ο.Υ. έχει έδρα ένα Δήμο που περιλαμβάνει 3 ξεχωριστούς οικισμούς. Πρόκειται να γίνει έρευνα στο εισόδημα, όπως δηλώνεται από τους κατοίκους. 

			Στον πρώτο οικισμό αντιστοιχούν Ν1=12000 δηλώσεις με ελάχιστο δηλωμένο εισόδημα 3000€ και μέγιστο 18500€. Εκτιμάται ότι η πλειονότητα των δηλώσεων είναι με εισόδημα περί τις 10000€. 

			Στον δεύτερο οικισμό αντιστοιχούν Ν2=9200 δηλώσεις με ελάχιστο δηλωμένο εισόδημα 3100€ και μέγιστο 28600€. Εκτιμάται ότι οι δηλώσεις με εισόδημα γύρω στις 15000 με 17000€ είναι οι περισσότερες.

			Όμοια στον τρίτο οικισμό με πλήθος δηλώσεων Ν3=10800 δηλώσεις το ελάχιστο δηλωμένο εισόδημα είναι 3000€ και το μέγιστο 23000€. Εκτιμάται από τον Διευθυντή της Δ.Ο.Υ. ότι οι περισσότερες δηλώσεις αναγράφουν εισόδημα γύρω στις 13000€.

			Η έρευνα θα γίνει με δειγματοληψία στον πληθυσμό μεγέθους Ν= Ν1+ Ν2+ Ν3 δηλώσεων. Το κόστος έρευνας ανά δήλωση στους τρεις οικισμούς είναι αντίστοιχα 11€, 7€ και 8€.

			1. Με δεδομένη τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής V=7500€2 να σχεδιαστεί ένα δείγμα βέλτιστης επιλογής με στόχο το ελάχιστο κόστος. 

			2. Να υπολογιστεί το ελάχιστο κόστος, όταν υπάρχουν και πάγια έξοδα 440€. 

			3. Να συγκριθεί το ελάχιστο κόστος με το κόστος της αναλογικής ΣτΔ για ένα δείγμα ίδιου μεγέθους με το σχεδιαζόμενο. 

			Πόση είναι η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής στο αναλογικό δείγμα; 

			Λύση

			1. Θα έχουμε προφανώς μία ΣτΔ σε πληθυσμό με Μ=3 στρώματα. Για το σχεδιασμό αυτό θα χρειαστεί (πέρα από τα ήδη γνωστά μεγέθη των στρωμάτων και το κόστος της έρευνας ανά δήλωση) να γνωρίζουμε τη διασπορά της τμ Χ= «δηλωθέν εισόδημα» στα τρία στρώματα. Υπάρχουν αρκετοί τρόποι να βρεθεί η τιμή της διασποράς μιας τμ Χ σε ένα σύνολο (πληθυσμός ή στρώμα), τουλάχιστο η τάξη μεγέθους της διασποράς. Με βάση τα δεδομένα της εκφώνησης ο προσφορότερος τρόπος είναι αυτός που βασίζεται στην κλασική αντίληψη ότι το εύρος της κατανομής μιας τμ είναι ένα μέγεθος περίπου ίσο με έξι τυπικές αποκλίσεις, έστω κι αν η τμ δεν ακολουθεί ακριβώς την κανονική κατανομή, αλλά είναι μια συμμετρική (περίπου) κατανομή. Αρκεί, λοιπόν, να μπορούμε να φανταστούμε ότι η συχνότητα των μεσαίων τιμών είναι λίγο μεγαλύτερη από εκείνη των ακραίων τιμών και η εκτίμηση μπορεί να γίνει χονδρικά. Η εκτίμηση της τυπικής απόκλισης βασίζεται στις ακραίες τιμές της (μέγιστη και ελάχιστη) και γίνεται με τη βοήθεια της ευρύτατα γνωστής εμπειρικής σχέσης [image: ]. Η εξήγηση είναι ότι το εύρος (έκταση) των τιμών είναι θεωρητικά ίσο με [image: ], αλλά για να είμαστε με το μέρος της ασφάλειας θεωρούμε ότι η προσέγγιση [image: ] είναι κοντύτερα στην πραγματικότητα, παίρνοντας ουσιαστικά κατά το σχεδιασμό λίγο μεγαλύτερο το δείγμα.

			Έτσι για το πρώτο στρώμα έχουμε [image: ]

			Στο δεύτερο σώμα έχουμε [image: ]

			Στο τρίτο τέλος στρώμα είναι [image: ]

			Οι τρεις τιμές τυπικής απόκλισης, αν υψωθούν στο τετράγωνο, μας δίνουν την εκτίμηση της διασποράς στο αντίστοιχο στρώμα, ήτοι 

			[image: ]

			Όλα τα παραπάνω στοιχεία αλλά και τα επόμενα που θα προκύψουν από τη επεξεργασία των ήδη δεδομένων θα μπουν στον Πίνακα 3.5.3: 
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			Πίνακας 3.5.3 

			Τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα προέκυψαν από τον τύπο (3.3.9), δηλαδή τον [image: ] με προσαρμογή στα τρία στρώματα. Το μέγεθος n=1993 του δείγματος προέκυψε από τη σχέση (3.3.17), με προσαρμογή στην τιμή του εκθέτη r=1, ήτοι τον 

			[image: ]

			2. Το συνολικό (ελαχιστοποιημένο) κόστος της έρευνας είναι τελικά το άθροισμα 16663€ των κονδυλίων ανά στρώμα (ενδέκατη γραμμή στον πίνακα 3.5.3) συν τα 440€ πάγια έξοδα. Προκύπτει, δηλαδή, ίσο με [image: ]

			3. Το συνολικό (αναλογικό) κόστος της έρευνας είναι τελικά το άθροισμα 17612€ των κονδυλίων ανά στρώμα συν τα 440€ πάγια έξοδα. Είναι, δηλαδή, ίσο με [image: ] Διαπιστώνεται ότι είναι κατά 949€(=18052€-17103€) μεγαλύτερο από το κόστος της βέλτιστης επιλογής.

			4. Η διασπορά της εκτιμήτριας στην αναλογική δειγματοληψία είναι:

			[image: ]

			ή τελικά 

			[image: ]

			Άρα έχουμε μεγαλύτερη διασπορά αλλά και μεγαλύτερο κόστος κατά την αναλογική δειγματοληψία από ό,τι έχουμε κατά τη βέλτιστη επιλογή του δείγματος. 

			Παράδειγμα 3

			Ένας πληθυσμός αποτελείται από τρία στρώματα μεγέθους N1=1000, N2=2500 και N3=1500 άτομα (units) αντίστοιχα. 

			Οι τιμές της τυπικής απόκλισης της τμ Χ που μελετούμε είναι S1=40, S2=24 και S3=50 αντίστοιχα. 

			Το κόστος της έρευνας στα τρία στρώματα (και ανά μονάδα) ανέρχεται σε c1=16€, c2=9€ και c3=25€ αντίστοιχα. 

			Προκειμένου να γίνει μια έρευνα σχετικά με τη τμ Χ προκρίθηκε να γίνει ΣτΔ, με βέλτιστη επιλογή του δείγματος και με τον περιορισμό το συνολικό κόστος να μην ξεπεράσει το ποσό των Cολ=12500€. Μέσα στο συνολικό κόστος των 12500€ συνυπάρχει το ποσό των 400€, τα πάγια έξοδα. 

			1. Να σχεδιαστεί ΣτΔ με βάση τους παραπάνω περιορισμούς. Δίνεται ο εκθέτης στην εξίσωση του κόστους r=1.05. 

			2. Να γίνει ο ίδιος σχεδιασμός με τιμή εκθέτη r=1, ώστε να φανούν και να σχολιαστούν οι διαφορές που προκαλεί μία μικρή διαφοροποίηση του εκθέτη στον τύπο του κόστους της έρευνας.

			Λύση 

			Τοποθετούμε στον Πίνακα 3.5.4 όλες τις παραπάνω τιμές των παραμέτρων του πληθυσμού για να προκύψει μετά ο σχεδιασμός του δείγματος με βάση αυτά τα δεδομένα. 

			1. Σημειώνονται οι τιμές των δύο χρήσιμων παραμέτρων: εκθέτης r=1.05 και κόστος έρευνας στα στρώματα του πληθυσμού C1=12500-400=12100€. Επίσης είναι

			[image: ] καθώς και τα [image: ][image: ]
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			Πίνακας 3.5.4 

			Για τον υπολογισμό του μεγέθους του όλου δείγματος θα χρησιμοποιηθεί η ισότητα της σχέσης (3.3.16), προσαρμοσμένη στο γεγονός ότι εδώ υπάρχουν τρία στρώματα, δηλαδή η [image: ] ,

			δηλαδή το δείγμα θα έχει τελικά μέγεθος n=488 άτομα. 

			Για τον υπολογισμό των μεγεθών των στρωμάτων στο δείγμα ισχύει η σχέση (3.3.11) με προσαρμογή στα τρία στρώματα, δηλαδή 

			[image: ]

			και οι υπολογισμοί δίνουν τα αποτελέσματα που φαίνονται στη δέκατη και στην ενδέκατη γραμμή του πίνακα 3.5.4.

			Στις επόμενες δύο γραμμές του πίνακα 3.5.4 φαίνονται τα αποτελέσματα υπολογισμών ανά στρώμα, ώστε να φτάσουμε στον υπολογισμό της διασποράς της εκτιμήτριας της μέσης τιμής, που είναι [image: ] και είναι η τιμή που βρίσκεται στο τελευταίο κελί της δεκάτης τρίτης γραμμής του πίνακα 3.5.4.

			2. Στην περίπτωση που είναι r=1 οι υπολογισμοί είναι αρκετά ευκολότεροι και οδηγούν σε παρόμοια αποτελέσματα με τα παραπάνω (όχι ακριβώς στα ίδια). Θα κάνουμε τους υπολογισμούς και με τα αποτελέσματα θα συμπληρώσουμε τον παρακάτω πίνακα 3.5.5. Οι πρώτες επτά γραμμές του πίνακα 3.3.5 συμπίπτουν απόλυτα με τις επτά πρώτες γραμμές του πίνακα 3.5.4. 
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			Πίνακας 3.5.5 

			Για τον υπολογισμό του μεγέθους n του δείγματος τώρα έχουμε τη σχέση 

			 [image: ] Φαρμάκης, (2009α).

			Η σχέση με τη βοήθεια της έβδομης και της όγδοης γραμμής του πίνακα 3.5.5 δίνει τιμή μεγέθους του δείγματος 

			[image: ]

			οπότε το δείγμα θα περιέχει n=762 άτομα που θα κατανεμηθούν στα τρία στρώματα του δείγματος κατά την αναλογία των ποσών 2, 4 και 3 της έβδομης γραμμής του πίνακα 3.5.5. Τα μεγέθη των στρωμάτων του δείγματος φαίνονται στην ένατη γραμμή του πίνακα. Το μέγεθος του δείγματος με εκθέτη της εξίσωσης κόστους ίσο με r=1 είναι πολύ μεγαλύτερο (κατά 56% περίπου) από το μέγεθος του δείγματος με αντίστοιχη τιμή εκθέτη r=1.05. 

			Στην ενδέκατη γραμμή του πίνακα 3.5.5 και στο τελευταίο κελί φαίνεται και η διασπορά [image: ] της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. Ο λόγος των δύο διασπορών της εκτιμήτριας της μέσης τιμής στις δύο περιπτώσεις είναι τέτοιος, ώστε η διασπορά αυτή που αντιστοιχεί στην τιμή r=1.05 να είναι κατά 66% μεγαλύτερη από τη διασπορά όπου ο εκθέτης ισούται με τη μονάδα. Αυτός ο λόγος αναμένεται, διότι η πληροφορία που παίρνουμε από ένα δείγμα μεγαλύτερο από κάποιο αρχικό αυξάνει με το μέγεθος του δείγματος. Αυτό σημαίνει ότι ξέρουμε με μεγαλύτερη ακρίβεια την τιμή της μέσης τιμής (την εκτιμούμε από το δείγμα ακριβέστερα) και άρα η εκτιμήτρια της μέσης τιμής δεν αποκλίνει έντονα, ήτοι έχουμε μικρότερη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. 

			Παράδειγμα 4

			Ένας πληθυσμός αποτελείται από τρία στρώματα μεγέθους N1=2500, N2=1500 και N3=4000 άτομα (units) αντίστοιχα. 

			Οι τιμές της τυπικής απόκλισης της τμ Χ που μελετούμε είναι S1=20, S2=40 και S3=30 αντίστοιχα. 

			Το κόστος της έρευνας στα τρία στρώματα (και ανά μονάδα) ανέρχεται σε c1=9€, c2=25€ και c3=16€ αντίστοιχα, ενώ τα πάγια έξοδα είναι c0=450€. 

			Προκειμένου να γίνει μια έρευνα σχετικά με τη τμ Χ, αποφασίστηκε να γίνει ΣτΔ με βέλτιστη επιλογή του δείγματος και με τον περιορισμό η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής να είναι [image: ]

			1. Να σχεδιαστεί ΣτΔ με βάση τους παραπάνω περιορισμούς. Δίνεται ο εκθέτης στην εξίσωση του κόστους r=0.96<1. Ποιο είναι το κόστος του σχεδίου δειγματοληψίας που προκύπτει;

			2. Να γίνει ο ίδιος σχεδιασμός με τιμή εκθέτη r=1, ώστε να φανούν και να σχολιαστούν οι διαφορές που προκαλεί μία μικρή διαφοροποίηση του εκθέτη στον τύπο του κόστους της έρευνας. Ποιο είναι το κόστος του σχεδίου δειγματοληψίας που προκύπτει;

			Λύση

			Με στόχο να είναι κατανοητή όσο γίνεται περισσότερο η λύση και η πορεία της χρησιμοποιείται ο Πίνακας 3.5.6. Οι πρώτες επτά γραμμές του πίνακα έχουν τα βασικά μεγέθη του προβλήματος και οι επόμενες προκύπτουν με βάση αυτές τις πρώτες επτά γραμμές. 

			1. Σημειώνονται οι τιμές των δύο χρήσιμων παραμέτρων: εκθέτης r=0.96, και διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής [image: ] Είναι οι βασικοί περιορισμοί που διέπουν το πρόβλημα και βοηθούν στην επίλυσή του. 
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			Πίνακας 3.5.6 

			Επίσης, είναι χρήσιμο να έχουμε σε πρώτη ζήτηση προς χρήση τα ποσά

			[image: ] και [image: ]

			Ο υπολογισμός του μεγέθους του δείγματος ακολουθεί τον κανόνα της σχέσης (3.3.17), δηλαδή  [image: ]

			και οι υπολογισμοί των επί μέρους ποσοτήτων φαίνονται στις γραμμές όγδοη, ένατη και δέκατη του πίνακα 3.5.6. Συγκεκριμένα έχουμε 

			[image: ]

			οπότε τελικά προκύπτει μέγεθος δείγματος ίσο με n=475 άτομα. 

			Τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα προκύπτουν με βάση τις αναλογίες της ένατης γραμμής του πίνακα 3.5.6. Έτσι υλοποιείται ο κανόνας που προβλέπει ότι στη βέλτιστη επιλογή τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα είναι ανάλογα προς τα ποσά [image: ] m=1,2,3. Τα μεγέθη αυτά των στρωμάτων στο δείγμα φαίνονται στην ενδέκατη γραμμή του πίνακα 3.5.6. Με βάση αυτά τα μεγέθη και το κόστος της έρευνας ανά μονάδα στο εκάστοτε στρώμα βρίσκουμε το κόστος της έρευνας στα στρώματα που είναι 7526€ και το συνολικό κόστος, που περιλαμβάνει και τα πάγια έξοδα 450€. Έχουμε λοιπόν Cολ=7526€+450€=7976€ συνολικό κόστος. 

			2. Απλούστερα είναι τα πράγματα, όταν έχουμε r=1, όπως δείχνουμε αμέσως. Αρχικά υπολογίζουμε τις ποσότητες ανά στρώμα [image: ] m=1,2,3, και το άθροισμά τους. Στον πίνακα 3.5.6 εμφανίζονται στη δέκατη τρίτη γραμμή. Στη συνέχεια κάνουμε χρήση του τύπου υπολογισμού του μεγέθους του δείγματος με τιμή εκθέτη στην εξίσωση κόστους της έρευνας r=1, Φαρμάκης (2009α), κεφ. 3ο, ήτοι 

			[image: ]

			δηλαδή το μέγεθος του δείγματος προκύπτει ίσο με n=474. Η διαφοροποίηση είναι μόνο κατά ένα άτομο μεταξύ των δύο περιπτώσεων δειγματοληψίας με τιμές εκθέτη r=0.96 και r=1 αντίστοιχα. 

			Αντίστοιχα μικρής έκτασης είναι η διαφοροποίηση και στα επί μέρους μεγέθη του δείγματος στα στρώματα, όπως δείχνουν οι γραμμές ενδέκατη και δεκάτη τέταρτη στον πίνακα 3.5.6.

			Μικρής (έως μηδαμινής) σημασίας διαφορές διαπιστώνονται και στο οικονομικό κόστος των δύο περιπτώσεων με μία διαφορά 14€ μεταξύ τους. Οι αντίστοιχες γραμμές του πίνακα (δωδέκατη και δέκατη πέμπτη) δείχνουν αυτή τη διαφορά. Σημειώνεται ότι το κόστος στην τελευταία περίπτωση (εκθέτης r=1) είναι ίσο με Cολ=7512€+450€=7962€, έναντι του 7976€, όταν το r=0.96. Επίσης σημειώνεται ότι τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα είναι τώρα ανάλογα με τις ποσότητες της έβδομης γραμμής του πίνακα 3.5.6, ήτοι ανάλογα με την εκάστοτε ανά στρώμα ποσότητα [image: ] m=1,2,3. 

			Παράδειγμα 5

			Ένας Δήμος (πληθυσμός) αποτελείται από Μ=3 δημοτικές κοινότητες με εκλογικά σώματα μεγέθους N1=2400, N2=1600, N3=4000 αντίστοιχα. Πρόκειται να γίνει μία πολιτική δημοσκόπηση που ενδιαφέρει κάποιον υποψήφιο Δήμαρχο. 

			Τα ποσοστά προτίμησης υπέρ του υποψήφιου Δημάρχου πιστεύεται ότι είναι P1=0.41, P2=0.37 και P3=0.39 αντίστοιχα. 

			Το κόστος μελέτης ανά άτομο του δείγματος είναι αντίστοιχα c1=10€, c2=16€ και c3=9€ στα στρώματα. 

			1. Να γίνει σχεδιασμός του δείγματος με στόχο τη βελτιστοποίηση του κόστους της έρευνας (ελαχιστοποίηση) και με τον περιορισμό το κόστος μαζί με τα πάγια έξοδα, που είναι 1000€, να είναι στο ύψος των 14000€. 

			2. Να γίνει σχεδιασμός του δείγματος με το ίδιο μέγεθος παρμένο με αναλογική δειγματοληψία. 

			3. Να γίνει σχεδιασμός του δείγματος με προκαθορισμένο μέγεθος δείγματος το n=1600 άτομα του πληθυσμού (αναλογία βέλτιστης επιλογής). 

			4. Να συγκριθούν οι τρεις περιπτώσεις σχεδιασμού της δειγματοληψίας από την άποψη του κόστους και από την άποψη της διασποράς της εκτιμήτριας του ποσοστού (μέσης τιμής). Να εκτιμηθεί επίσης το ποσοστό του υποψήφιου, αν η δημοσκόπηση έδωσε P1=0.40, P2=0.36 και P3=0.43 αντίστοιχα.

			Λύση

			Τοποθετούμε στις έξι πρώτες γραμμές του Πίνακα 3.5.7 τα δεδομένα των στρωμάτων, όπως δίνονται από την εκφώνηση. Στις επόμενες γραμμές του πίνακα 3.5.7 γίνεται η επεξεργασία τους με στόχο να υπολογίσουμε το μέγεθος του δείγματος και τις άλλες παραμέτρους
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							0.024148

						
							
							0.081302

						
							
							0.152119

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.466691

						
							
							0.386364

						
							
							0.731716

						
							
							1.584772

						
					

					
							
							nm_βελτιστη

						
							
							383

						
							
							198

						
							
							667

						
							
							1248=n

						
					

					
							
							Κόστος

						
							
							3830€

						
							
							3168€

						
							
							6003€

						
							
							13001€

						
					

					
							
							nm_αναλογικό

						
							
							374

						
							
							250

						
							
							624

						
							
							1248=n

						
					

					
							
							Κόστος

						
							
							3740€

						
							
							4000€

						
							
							5616€

						
							
							13356€

						
					

					
							
							nm_προκαθορισμένο

						
							
							491

						
							
							254

						
							
							855

						
							
							1600

						
					

					
							
							Κόστος

						
							
							4910€

						
							
							4064€

						
							
							7695€

						
							
							16669€

						
					

				
			

			Πίνακας 3.5.7 

			1. Το μέγεθος του δείγματος στη δειγματοληψία με βέλτιστη επιλογή του δείγματος δίνεται από τη σχέση (3.4.8) με εφαρμογή στα τρία στρώματα, δηλαδή τη

			 [image: ]

			και το μέγεθος του δείγματος τελικά είναι ίσο με [image: ], δηλαδή n=1248 άτομα. Η δομή του δείγματος σε μεγέθη στρωμάτων του είναι στην ένατη γραμμή του πίνακα 3.5.7. Το κόστος φαίνεται στη δέκατη γραμμή του ίδιου πίνακα και διαμορφώνεται σε 13001+1000=14001€, οριακά στον στόχο.

			2. Με μέγεθος το ίδιο που δίνει η βέλτιστη επιλογή επιχειρείται μία ΣτΔ αναλογική στην ενδέκατη γραμμή και στη δωδέκατη δίνονται τα αντίστοιχα κονδύλια κόστους σε ΕΥΡΩ. Το τελευταίο κελί της δωδέκατης γραμμής διαμορφώνει συνολικά το κόστος σε 13356+1000=14356€. Το ποσό αυτό είναι κατά 356€ μεγαλύτερο από το στόχο. Δεν θα προκριθεί η μέθοδος.

			3. Το μέγεθος είναι προκαθορισμένο σε n=1600. Με χρήση της δομής του δείγματος με αναλογία βέλτιστης επιλογής υπολογίζουμε το κόστος αυτής της περίπτωσης σε 16669+1000=17669€. Το ποσό αυτό είναι κατά 3669€ μεγαλύτερο από το ποσό-στόχο. Δεν θα προκριθεί η μέθοδος. 

			4. Υπολογίζοντας τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής στις τρεις περιπτώσεις (α), (β) και (γ) έχουμε: 

			Vα=0.00163

			Vβ=0.00161

			Vγ=0.00121

			και δεν φαίνεται να υπάρχει σοβαρή διαφορά. Η κάποια διαφαινόμενη μείωση στη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής κατά την τρίτη περίπτωση δεν είναι σημαντική και ήταν αναμενόμενη λόγω του ότι το δείγμα είναι μεγαλύτερο σε μέγεθος (είχε προκαθοριστεί σε n=1600 παρατηρήσεις). Το μεγαλύτερο μέγεθος του δείγματος όμως αυξάνει σημαντικά το κόστος της έρευνας. 

			Από τις τρεις εκδοχές προτιμότερη είναι η πρώτη (βέλτιστη επιλογή), γιατί χωρίς να χάνει σε ποιότητα από αυξημένη διασπορά κερδίζει από το μικρότερο κόστος που συνεπάγεται. 

			Στο πλαίσιο αυτό και με δεδομένο από τη δημοσκόπηση ότι τα ποσοστά πρόθεσης ψήφου υποστήριξης στον υποψήφιο ανά στρώμα είναι P1=0.40, P2=0.36 και P3=0.43, αντίστοιχη πρόβλεψη σε σημείο είναι 

			[image: ]

			Παράδειγμα 6

			Ένας Δήμος (πληθυσμός) αποτελείται από Μ=3 δημοτικές κοινότητες με εκλογικά σώματα μεγέθους N1=2000, N2=3600, N3=2400 αντίστοιχα (στρώματα). Πρόκειται να γίνει μία πολιτική δημοσκόπηση που ενδιαφέρει κάποιον υποψήφιο Δήμαρχο. 

			Τα ποσοστά προτίμησης υπέρ του υποψήφιου Δημάρχου εκτιμάται από παλιότερες έρευνες ότι είναι P1=0.47, P2=0.39 και P3=0.41 αντίστοιχα. 

			1. Το κόστος μελέτης ανά άτομο του δείγματος είναι στα στρώματα c1=16€, c2=9€ και c3=12€ αντίστοιχα. Να γίνει σχεδιασμός του δείγματος με στόχο τη βελτιστοποίηση ως προς τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής (ελαχιστοποίηση διασποράς του ποσοστού). Ο περιορισμός είναι η διασπορά αυτή να είναι το πολύ V=0.0002. 

			2. Να γίνει σχεδιασμός του δείγματος με το ίδιο μέγεθος που θα προκύψει και το δείγμα να είναι παρμένο με αναλογική δειγματοληψία. 

			3. Να γίνει σχεδιασμός του δείγματος με προκαθορισμένο μέγεθος δείγματος το n=1600 άτομα του πληθυσμού (αναλογία βέλτιστης επιλογής). 

			4. Να συγκριθούν οι τρεις περιπτώσεις σχεδιασμού της δειγματοληψίας από την άποψη του κόστους και να γίνει έλεγχος αν στις δύο περιπτώσεις (β) και (γ) το δείγμα πειθαρχεί ως προς τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής (ποσοστό πρόθεσης ψήφου υπέρ του υποψηφίου). 

			5. Να εκτιμηθεί το ποσοστό πρόθεσης ψήφου υποστήριξης υπέρ του υποψήφιου, αν η δημοσκόπηση έδωσε P1=0.45, P2=0.38 και P3=0.42 αντίστοιχα. Πόσο είναι αυτό το ποσοστό με βάση τις αρχικές εκτιμήσεις πρόθεσης ψήφου από παλιότερες έρευνες; 

			Λύση

			Τοποθετούμε στις έξι πρώτες γραμμές του Πίνακα 3.5.7 τα δεδομένα των στρωμάτων, όπως δίνονται από την εκφώνηση. Στις επόμενες γραμμές του πίνακα 3.5.7 γίνεται η επεξεργασία τους με στόχο να υπολογίσουμε το μέγεθος του δείγματος και τις άλλες παραμέτρους

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							m

						
							
							1

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Nm

						
							
							2000

						
							
							3600

						
							
							2400

						
							
							8000=N

						
					

					
							
							Pm

						
							
							0.47

						
							
							0.39

						
							
							0.41

						
							
					

					
							
							Qm

						
							
							0.53

						
							
							0.61

						
							
							0.59

						
							
					

					
							
							cm

						
							
							16€

						
							
							9€

						
							
							12€

						
							
					

					
							
							Wm

						
							
							0.25

						
							
							0.45

						
							
							0.30

						
							
							1.00

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.031202

						
							
							0.073173

						
							
							0.042603

						
							
							0.146977

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.499224

						
							
							0.658554

						
							
							0.511235

						
							
							1.669013

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.062306

						
							
							0.107085

						
							
							0.072600

						
							
							0.241991

						
					

					
							
							nm_βελτιστη

						
							
							226

						
							
							531

						
							
							309

						
							
							1066

						
					

					
							
							Κόστος

						
							
							3.616 €

						
							
							4.779 €

						
							
							3.708 €

						
							
							12103€

						
					

					
							
							nm_αναλογικό

						
							
							266

						
							
							480

						
							
							320

						
							
							1066

						
					

					
							
							Κόστος

						
							
							4.256 €

						
							
							4.320 €

						
							
							3.840 €

						
							
							12416€

						
					

					
							
							nm_προκαθορισμένο

						
							
							340

						
							
							796

						
							
							464

						
							
							1600

						
					

					
							
							Κόστος

						
							
							5.440 €

						
							
							7.164 €

						
							
							5.568 €

						
							
							18172€

						
					

				
			

			Πίνακας 3.5.8

			1. Το μέγεθος του δείγματος στη δειγματοληψία με βέλτιστη επιλογή του δείγματος δίνεται από τη σχέση (3.4.10) με εφαρμογή στα τρία στρώματα, δηλαδή τη 

			[image: ]

			Το δε μέγεθος του δείγματος προκύπτει ίσο με

			[image: ]

			Άρα το μέγεθος του δείγματος (σε ακέραια έκφραση) είναι n=1066 άτομα. Η δομή του δείγματος σε μεγέθη στρωμάτων του είναι στη δέκατη γραμμή του πίνακα 3.5.8. Το κόστος φαίνεται στην ενδέκατη γραμμή του ίδιου πίνακα και διαμορφώνεται σε 12103€.

			2. Κρατούμε το μέγεθος που δίνει η βέλτιστη επιλογή και επιχειρούμε εκ νέου το σχεδιασμό μίας άλλης ΣτΔ. Αυτή θα είναι αναλογική με δοσμένο το προηγούμενο μέγεθος n. Στη ενδέκατη γραμμή και στη δέκατη τρίτη δίνονται τα αντίστοιχα κονδύλια κόστους σε €. Στο τελευταίο κελί της δέκατης τρίτης γραμμής διαμορφώνεται συνολικά το κόστος σε 12416€. Το ποσό αυτό είναι κατά 313€ μεγαλύτερο από τον στόχο. Για να προκριθεί η μέθοδος, θα εξεταστεί και η αντίστοιχη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής (ποσοστό).

			3. Το μέγεθος είναι προκαθορισμένο σε n=1600. Με χρήση της δομής του δείγματος με αναλογία βέλτιστης επιλογής (δέκατη τέταρτη γραμμή) υπολογίζουμε το κόστος αυτής της περίπτωσης σε 18172€. Το ποσό αυτό είναι κατά 6069€ μεγαλύτερο από το ποσό της βέλτιστης επιλογής του δείγματος. Δεν θα προκριθεί η μέθοδος.

			4. Υπολογίζουμε τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής στις τρεις περιπτώσεις 1., 2. και 3. Έχουμε σε ακρίβεια 5 δεκαδικών κλασματικών ψηφίων: 

			Vα=0.00020

			Vβ=0.00020

			Vγ=0.00012

			και δεν φαίνεται να υπάρχει σοβαρή διαφορά. Η όποια μείωση φαίνεται να υπάρχει στη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής κατά την τρίτη περίπτωση δεν είναι σημαντική και ήταν αναμενόμενη λόγω του ότι το δείγμα είναι μεγαλύτερο σε μέγεθος (είχε προκαθοριστεί σε n=1600 παρατηρήσεις). Το μεγαλύτερο μέγεθος του δείγματος όμως αυξάνει σημαντικά το κόστος της έρευνας (6069€ αύξηση κόστους). 

			Από τις τρεις εκδοχές προτιμότερη είναι η πρώτη (βέλτιστη επιλογή), γιατί χωρίς να χάνει σε ποιότητα από αυξημένη διασπορά κερδίζει από το μικρότερο κόστος που συνεπάγεται. 

			5. Στο πλαίσιο αυτό και με δεδομένο από τη δημοσκόπηση ότι τα ποσοστά πρόθεσης ψήφου υποστήριξης στον υποψήφιο ανά στρώμα είναι P1=0.45, P2=0.38 και P3=0.42, αντίστοιχη πρόβλεψη σε σημείο είναι 

			[image: ].

			Σημειώνεται ότι από παλιότερες μετρήσεις υπήρχε η εκτίμηση ότι ο υποψήφιος είχε στα στρώματα πρόθεση ψήφου υπέρ αυτού P1=0.47, P2=0.39 και P3=0.41 αντίστοιχα. Με αυτές τις προϋποθέσεις το ποσοστό πρόθεσης ψήφου υποστήριξης υπέρ του υποψήφιου θα διαμορφωνόταν σε: 

			[image: ],

			δηλαδή παρατηρούμε μία πολύ μικρή υποχώρηση του αναμενόμενου ποσοστού, όπως προκύπτει από την εκτίμηση σε σημείο. 

			Παράδειγμα 7

			Ένας Δήμος (πληθυσμός) αποτελείται από 4 δημοτικές κοινότητες με πλήθος ψηφοφόρων N1=6000, N2=3600, N3=2400 και N4=4000 αντίστοιχα. Θέλουμε να κάνουμε μία δημοσκόπηση, για να δούμε τις τάσεις του εκλογικού σώματος ως προς το αν θέλουν οι δημότες να γίνει μία επένδυση στον δήμο τους ή όχι.

			Θέλουμε με βεβαιότητα 95% να ξέρουμε αν το εκτιμώμενο ποσοστό θα βρίσκεται μέσα σε ένα διάστημα μήκους 0.04=4%. Οι πληροφορίες από προηγούμενες μετρήσεις δίνουν ποσοστό πρόθεσης ψήφου υπέρ της επένδυσης («ΝΑΙ») στα στρώματα P1=0.65, P2=0.48 και P3=0.52 και P4=0.62.

			Ποιο το μέγεθος του ικανοποιητικά μεγάλου δείγματος, ώστε να έχουμε την παραπάνω βεβαιότητα;

			Λύση

			Θα υπολογίσουμε το μέγεθος του δείγματος χωρίς να επιδιώκεται βέλτιστη επιλογή του δείγματος ως προς κάποια ή κάποιες παραμέτρους. Ουσιαστικά μένει μόνο το κριτήριο της αναλογικότητας ως προς τα μεγέθη των στρωμάτων. Θα μπορούσαμε να τη δούμε αυτήν τη δειγματοληψία ως βέλτιστη επιλογή δείγματος αλλά μόνο με βάση τα βάρη (μεγέθη) των στρωμάτων. Για τους υπολογισμούς που θα προσδιορίσουν το μέγεθος n0 του ικανοποιητικά μεγάλου δείγματος θα χρησιμοποιηθεί η σχέση (3.2.11), δηλαδή η

			[image: ],

			όπου είναι Ν το μέγεθος του πληθυσμού και 

			[image: ]

			η παράμετρος μεταβλητότητας με [image: ] τη σταθμισμένη (μέση) διασπορά, d η ακτίνα του διαστήματος εμπιστοσύνης 95% και zα/2=1.96. Η παράμετρος α=0.05=5% είναι η στάθμη σημαντικότητας, [Φαρμάκης, (2006) & Thompson, (1992), Ch. 4.].

			Προφανώς είναι Ν=Ν1+Ν2+Ν3+Ν4=6000+3600+2400+4000=16000 εκλογείς το μέγεθος του πληθυσμού. 

			Επίσης εύκολα υπολογίζεται το περιθώριο d του σφάλματος (ακτίνα του διαστήματος εμπιστοσύνης), διότι είναι το μισό της διαμέτρου (έκτασης) του διαστήματος εμπιστοσύνης, ήτοι έχουμε d=0.04/2=0.02=2%.

			Για τον υπολογισμό του Θ θα χρειαστεί να συμπληρωθεί ο Πίνακας 3.5.9 που ακολουθεί: 

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							m

						
							
							1

						
							
							2

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Nm

						
							
							6000

						
							
							3600

						
							
							2400

						
							
							4000

						
							
							16000

						
					

					
							
							Pm

						
							
							0.65

						
							
							0.48

						
							
							0.52

						
							
							0.62

						
							
					

					
							
							Qm

						
							
							0.35

						
							
							0.52

						
							
							0.48

						
							
							0.38

						
							
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.2275

						
							
							0.2497

						
							
							0.2497

						
							
							0.2357

						
							
					

					
							
							Wm

						
							
							0.3750

						
							
							0.2250

						
							
							0.1500

						
							
							0.2500

						
							
							1.0000

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							0.08533

						
							
							0.05618

						
							
							0.03746

						
							
							0.05891

						
							
							0.23787=[image: ]

						
					

				
			

			Πίνακας 3.5.9 

			Από τον πίνακα θα πάρουμε την τιμή της σταθμισμένης διασποράς από το τελευταίο κελί της έβδομης γραμμής, την [image: ], που θα αξιοποιηθεί στον υπολογισμό του Θ, δηλαδή [image: ] και τελικά θα αντικαταστήσουμε στη σχέση (3.2.11) και θα έχουμε  [image: ] άτομα. 

			Σημειώνεται ότι τέτοιοι υπολογισμοί γίνονται στην αρχή της προσπάθειας, όταν σχεδιάζεται η δειγματοληψία σε στρωματοποιημένη μορφή. Το μέγεθος του δείγματος κρατείται και, αφού γίνει (κατά κανόνα) και η βέλτιστη επιλογή του δείγματος, επιχειρούνται συγκρίσεις για το ποια δειγματοληψία μπορεί να έχει κάποιο πλεονέκτημα. Στις περισσότερες φορές, όταν η σύγκριση αυτή γίνεται με ρήτρα διασποράς, είναι μικρές οι διαφορές, αλλά συνήθως υπερέχει η βέλτιστη επιλογή του δείγματος ως προς οικονομικές παραμέτρους. 

			Παράδειγμα 8 

			Ο πληθυσμός Π αποτελείται από Ν=1200 άτομα που κατανέμονται σε 2 στρώματα μεγέθους Ν1=800 και Ν2=400.ατόμων. Η τμ Χ είναι υπό μελέτη και η εκτίμηση για τη διασπορά της είναι [image: ] και [image: ] στα δύο στρώματα αντίστοιχα. Το κόστος μελέτης ανά μονάδα είναι ενιαίο και ίσο με c=12€ σε όλον τον πληθυσμό.

			1. Αν η μελέτη δεν πρέπει να κοστίσει περισσότερο από [image: ], ποιο είναι το μέγεθος του δείγματος στη βέλτιστη επιλογή δείγματος; Τα πάγια έξοδα είναι μηδενικά για την περίπτωση.

			2. Ποια τα μεγέθη των στρωμάτων στο παραπάνω δείγμα και ποια η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής;

			3. Στην περίπτωση που ο σχεδιασμός γίνει με βάση γνωστή και σταθερή διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής της τμ Χ, πόση πρέπει να είναι αυτή η διασπορά V, ώστε να έχουμε πάλι μέγεθος δείγματος n=200 άτομα; 

			4. Αν διπλασιαστεί το κόστος ανά μονάδα με την ίδια τιμή της διασποράς V και όλων των άλλων παραμέτρων, πόσο θα είναι το μέγεθος του δείγματος;

			Λύση 

			Θα αρχίσουμε απαντώντας πρώτα στο ερώτημα 4. Θα εφαρμόσουμε τη σχέση (3.3.17) με τιμή εκθέτη r=1 και για πληθυσμό με Μ=2 στρώματα. Επίσης το κόστος είναι σταθερό για όλες τις μονάδες και των δύο στρωμάτων και ίσο με c=12€.Δηλαδή γράφουμε cm=c=12 , m=1,2. Άρα είναι:

			[image: ]

			ή απλούστερα 

			[image: ]

			Αυτό σημαίνει ότι το μέγεθος του δείγματος είναι ανεξάρτητο από το ανά άτομο κόστος της έρευνας, όταν αυτό είναι το ίδιο σε όλα τα στρώματα. 

			Η απάντησή μας εδώ λοιπόν είναι ότι, και να διπλασιαστεί το κόστος μελέτης ανά άτομο, το μέγεθος του δείγματος παραμένει το ίδιο και δεν εξαρτάται από το κόστος ανά μονάδα. 

			Η απάντηση στα άλλα ερωτήματα θα δοθεί με τη βοήθεια του Πίνακα 3.5.10 που ακολουθεί: 

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							m

						
							
							1

						
							
							2

						
							
							Σύνολα

						
					

					
							
							Νm

						
							
							800

						
							
							400

						
							
							1200

						
					

					
							
							Wm

						
							
							2/3

						
							
							1/3

						
							
							1

						
					

					
							
							Sm

						
							
							12

						
							
							17

						
							
					

					
							
							[image: ]

						
							
							144

						
							
							289

						
							
					

					
							
							cm

						
							
							12€

						
							
							12€
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							[image: ]

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]
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							8

						
							
							17/3

						
							
							41/3

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							288/3

						
							
							289/3

						
							
							577/3

						
					

					
							
							nm (με C1=2400)

						
							
							117

						
							
							83

						
							
							200=n

						
					

					
							
							1-fm

						
							
							0.85375

						
							
							0.79250
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							0.30660

						
							
							0.77361=V

						
					

				
			

			Πίνακας 3.5.10 

			1. Για τον υπολογισμό του μεγέθους του όλου δείγματος θα χρησιμοποιηθεί η ισότητα της σχέσης (3.3.16) προσαρμοσμένη στο γεγονός ότι εδώ υπάρχουν μόνο δύο στρώματα και ο εκθέτης είναι μονάδα (r=1). Άρα είναι 

			[image: ] άτομα. 

			2. Τα μεγέθη των στρωμάτων στο δείγμα είναι n1=117 και n2=83 άτομα, όπως φαίνεται στην ενδέκατη γραμμή του Πίνακα 3.5.10. Η διασπορά δίνεται από τη σχέση (3.3.2) με πλήθος στρωμάτων φυσικά Μ=2, ήτοι από την [image: ] και τελικά είναι [image: ]=V=0.77361 

			3. Επειδή η σχέση που δίνει το μέγεθος του δείγματος προσδιορίστηκε και από τη σχέση που υπολογίζει τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής και από τη σχέση που προσδιορίζει το κόστος της έρευνας, θα πρέπει να βασίζεται και να ξεκινάει κανείς από το (σταθερό) κόστος C1 και να περνάει στο μέγεθος του δείγματος και στα αντίστοιχα επί μέρους μεγέθη των στρωμάτων και από εκεί να προσδιορίζει τη διασπορά V της εκτιμήτριας της μέσης τιμής. Εν προκειμένω βρέθηκε ίση με V=0.77361. 

			Αντίστροφα, ξεκινώντας από τη διασπορά V πρέπει να μπορεί να βρει τα μεγέθη του δείγματος και των στρωμάτων του και να καταλήγει προσδιορίζοντας το κόστος της αφετηρίας της αντίστροφης πορείας. Το μέγεθος του δείγματος και στις δύο φορές υποτίθεται ότι είναι το ίδιο, γιατί μιλάμε για την ίδια κατάσταση που έχει δύο σκέλη αμφίδρομης ανάγνωσης. 

			Στη παρούσα περίπτωση ξεκινώντας από την έκφραση με αφετηρία το κόστος βρήκαμε μέγεθος δείγματος n=200 άτομα και διασπορά V=0.77361. Άρα, αν βασιστούμε στα δεδομένα του προβλήματος και ξεκινήσουμε από κάποια (υποτιθέμενη προσωρινά άγνωστη διασπορά V), για να βρούμε πάλι δείγμα μεγέθους n=200, ποια πρέπει να είναι η διασπορά V; Προφανώς η ίδια V=0.77361. 

			Επιχειρούμε μια, τρόπον τινά, επαλήθευση του παραπάνω συλλογισμού με τη χρήση του συστήματος των δύο εξισώσεων 

			[image: ]

			και n=200.

			Έχουμε, λοιπόν:

			[image: ]

			ήτοι έχουμε 

			[image: ]

			και τελικά [image: ]

			Με τα ίδια δεδομένα του παρόντος προβλήματος, αλλά με απαίτηση το δείγμα να είναι διπλάσιο σε μέγεθος (n=400), θα είχαμε και διαφορετική τιμή της διασποράς. Τώρα το V υπολογίζεται από τη σχέση  [image: ]

			οπότε προκύπτει μετά από μερικές πράξεις 

			[image: ]

			ή τελικά 

			[image: ]

			Το γεγονός ότι μίκρυνε η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής σημαίνει ότι έχουμε καλύτερη εκτίμηση της μέσης τιμής μέσα από το διπλάσιας έκτασης δείγμα, πράγμα αναμενόμενο άλλωστε. 

			Σημειώνεται ότι ο διπλασιασμός του μεγέθους του δείγματος επέφερε μείωση της διασποράς της εκτιμήτριας κατά δυόμισι φορές.

		

	
		
			Κεφάλαιο 4ο Δειγματοληψία κατά Συστάδες (ΔκΣ)

			Σύνοψη

			Στο πλαίσιο του πληθυσμού Π τα απλά άτομά του (μονάδες) συνδέονται με κάποιον τρόπο μεταξύ τους π.χ. μαθητές Λυκείων, μέλη συλλόγων κ.λπ. και συγκροτούν ομάδες του, που τις ονομάζουμε «συστάδες» και τη δειγματοληψία «δειγματοληψία κατά συστάδες» (ΔκΣ). Αυτές οι συστάδες αποτελούν πλέον τις βασικές δειγματοληπτικές μονάδες για τη μελέτη των ιδιοτήτων των ατόμων του πληθυσμού. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι διάφορες μέθοδοι και τεχνικές δειγματοληψίας με βάση τις συστάδες. Διακρίνουμε διάφορα επίπεδα δειγματοληπτικής διαδικασίας, όπως μονοσταδιακή, δισταδιακή, πολυσταδιακή. Επίσης, εξετάζονται μορφές ΔκΣ με συστάδες ίσων μεγεθών καθώς και με συστάδες άνισων μεγεθών, με έμφαση στην περίπτωση των συστάδων με ίσα μεγέθη. Εξετάζονται σε ξεχωριστή παράγραφο θέματα που αφορούν τα ποσοστά μέσα από δίτιμες τυχαίες μεταβλητές. Δίνεται σειρά από λυμένα παραδείγματα για την καλύτερη κατανόηση του θέματος. Δίνεται, επίσης, και μία σειρά από άλυτες ασκήσεις με υποδείξεις, όπου κρίνεται σκόπιμο, διευκολύνοντας την επίλυσή τους.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Προαπαιτούμενη γνώση είναι η γνώση των προηγούμενων κεφαλαίων του παρόντος συγγράμματος καθώς και η γνώση πολύ βασικών εννοιών της Στατιστικής, όπως Μέση τιμή, Διασπορά, Τυπική απόκλιση, διάστημα εμπιστοσύνης.

			4.1. Ορισμοί εννοιών - Συμβολισμοί 

			Μία άλλη τεχνική δειγματοληψίας, πέραν αυτών που παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια, είναι η δειγματοληψία κατά συστάδες (ΔκΣ), κατά την οποία χωρίζονται τα μέλη-άτομα του πληθυσμού Π σε διάφορες ομάδες, συστάδες (clusters), οι οποίες είναι όσο το δυνατό πιο ομοιόμορφες μεταξύ τους, έστω και με ανομοιογενή στοιχεία η καθεμία. 

			Πολλοί είναι οι λόγοι που υπαγορεύουν να χρησιμοποιηθεί δειγματοληψία κατά συστάδες. Η δομή του πληθυσμού και η δυνατότητα πρόσβασης ή μη στα άτομα του πληθυσμού Π είναι ένας λόγος για τη χρήση των συστάδων και της ΔκΣ. Ένας άλλος λόγος είναι το κόστος που προκύπτει, αν χρησιμοποιηθεί η μέθοδος αυτή. Χωρίς βλάβη της γενικότητας ας υποθέτουμε ότι υπάρχει πρόθεση να μελετηθεί ο πληθυσμός «οι μαθητές των Λυκείων της πόλης Α». Προφανές είναι ότι η πρόσβαση των ερευνητών στον κάθε μαθητή χωριστά είναι πολύ δύσκολη, σε αντίθεση με την πρόσβαση που έχουν στο Λύκειό τους. Είναι δηλαδή εύκολο να έχουμε επαφή με τα 30 Λύκεια της πόλης Α (συστάδες) παρά με τους περίπου 10000 μαθητές χωριστά, που αποτελούν φυσικά την απλή μονάδα δειγματοληψίας. Αυτή η ευκολία είναι και η αιτία που επιφέρει ελάττωση στο κόστος της έρευνας, ενώ παράλληλα αυξάνεται η ευκολία ελέγχου διεξαγωγής της έρευνας σε όλα τα στάδιά της.

			Κατά τη ΔκΣ ως μονάδα του πληθυσμού νοείται μία ομάδα ατόμων του που συνδέονται μεταξύ τους κατά κάποιο τρόπο (π.χ. διοικητικές μονάδες, σχολεία, τμήματα φυτώριου κ.λπ.) και ονομάζεται «συστάδα» (cluster). Συστάδες, δηλαδή, συνήθως αποτελούν οι ενορίες, τα Λύκεια ή τα Γυμνάσια μιας πόλης, οι πολυκατοικίες, οι παραγωγικές μονάδες μιας βιομηχανικής περιοχής κ.λπ. Ο πληθυσμός Π αποτελείται από Ν συστάδες και από αυτές θα συμπεριληφθούν στο δείγμα n συστάδες (units). Γενικά το πλήθος των στοιχείων στις συστάδες δεν είναι σταθερό. Η κάθε συστάδα μπορεί να περιέχει διαφορετικό αριθμό ατόμων. Περισσότερο ενδιαφέρει, τουλάχιστον στο παρόν σύγγραμμα, η περίπτωση όπου οι συστάδες είναι ισομεγέθεις και ακροθιγώς θα εξεταστεί και η γενικότερη περίπτωση. Προφανές είναι ότι οι συστάδες ενός πληθυσμού είναι δυνατόν να αποτελούνται και αυτές από άλλες μικρότερες συστάδες και να έχουμε κατά αυτό τον τρόπο τουλάχιστον δύο στάδια ΔκΣ. Γενικότερα μπορούμε να ισχυριστούμε ότι υπάρχουν δύο είδη ΔκΣ, η: 

			(Α) Μονοσταδιακή και η 

			(Β) Πολυσταδιακή (με απλούστερη τη δισταδιακή ΔκΣ, που πρωτύτερα αναφέρθηκε). 

			Στη μονοσταδιακή ΔκΣ επιλέγουμε από τον κατάλογο των Ν το πλήθος συστάδων με ΑΤΔ ένα δείγμα από n το πλήθος συστάδες. Μετά την επιλογή αυτή η μελέτη αφορά πια όλα τα άτομα όλων των συστάδων που επιλέχτηκαν να συμπεριληφθούν στο δείγμα. Πάνω σε όλα τα στοιχεία όλων των συστάδων του δείγματος θα στηριχτούμε για την εξαγωγή των συμπερασμάτων μας μέσα από τη στατιστική ανάλυση. 

			Για την καλύτερη κατανόηση ας δώσουμε ένα απλό παράδειγμα μονοσταδιακής ΔκΣ. Από τα Ν=123 το πλήθος Λύκεια, καθένα εκ των οποίων έχει 250 μαθητές, ενός πολεοδομικού συγκροτήματος (ισομεγέθεις συστάδες τα Λύκεια) επιλέγουμε, με ΑΤΔ, ένα δείγμα από n =15 το πλήθος λύκεια που το καθένα έχει 250 μαθητές. Το δείγμα είναι 15-μελές ως προς τις συστάδες, αλλά περιέχει 15x250=3750 μαθητές (απλές δειγματοληπτικές μονάδες) και όλοι αυτοί θα αποτελέσουν τη βάση της μελέτης μας. Φυσικά όλος ο πληθυσμός Π αποτελείται από 123x250=30750 μαθητές (απλές μονάδες).

			Στη δισταδιακή όλες οι συστάδες (Α΄ στάδιο) του πληθυσμού αποτελούνται από συστάδες Β΄ σταδίου ή Β΄ τάξης (που είναι φυσικά υποσύνολά τους) και αποτελούνται από μερικές απλές μονάδες. Οι απλές μονάδες αυτές συνδέονται με κάποιο τρόπο μεταξύ τους, ώστε να θεωρείται ότι συγκροτούν συστάδες, τις συστάδες της δεύτερης τάξης. Επιλέγονται πρώτα κάποιες συστάδες Α΄ τάξης (με ΑΤΔ συνήθως) για το δείγμα. Σε κάθε συστάδα του πρώτου σταδίου δειγματοληψίας γίνεται ανεξάρτητα ΑΤΔ και επιλέγεται αριθμός συστάδων Β΄ τάξης. Όλες οι συστάδες που θα επιλεγούν από τις ήδη επιλεγμένες μονάδες αποτελούν τις συστάδες του δεύτερου σταδίου και αυτές θα αποτελέσουν το τελικό δείγμα. Όλα τα απλά στοιχεία όλων των συστάδων του δεύτερου σταδίου θα αποτελέσουν τη βάση της μελέτης μας. 

			Για την καλύτερη κατανόηση ας υποθέσουμε, ότι στο παράδειγμα της μονοσταδιακής ΔκΣ που αναφέρθηκε πρωτύτερα σε κάθε Λύκειο του πολεοδομικού συγκροτήματος υπάρχουν 10 τμήματα των 25 μαθητών το καθένα (θυμίζουμε 250 μαθητές σε κάθε λύκειο). Αρχικά στο πρώτο στάδιο έχουν επιλεγεί 15 Λύκεια. Στο δεύτερο στάδιο συνεχίζεται η δειγματοληψία ως εξής: επιλέγουμε από κάθε ένα εκ των 15 Λυκείων 3 π.χ. από τα 10 τμήματα με ΑΤΔ. Συνολικά θα επιλεγούν στο δείγμα 45 τμήματα από τα 150 τμήματα (συνολικά) των 15 λυκείων του δείγματος. Ήτοι θα βρεθούν στο δείγμα 15 x 3 x 25=1125 μαθητές από τους 3750 του πρώτου σταδίου.

			Μία ταξινόμηση των ειδών της μονοσταδιακής δειγματοληψίας είναι και η παρακάτω και περιλαμβάνει τις περιπτώσεις συστάδων ίσου και μη ίσου μεγέθους: 

			(Α) ΔκΣ με συστάδες ισομεγέθεις. 

			(Β) ΔκΣ μεσυστάδες ανισομεγέθεις

			(Βα) Εκλογή άνισων συστάδων με ΑΤΔ

			(Ββ) Εκλογή άνισων συστάδων με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθός τους

			(Βγ) Εκλογή άνισων συστάδων με πιθανότητα ανάλογη προς τη βαρύτητά τους. 

			Η βαρύτητα καθορίζεται από τον ερευνητή ανάλογα με την πείρα του και τις εκάστοτε ανάγκες της έρευνας.

			(Γ) Συνδυασμός της ΔκΣ με άλλες μεθόδους δειγματοληψίας εντός των συστάδων, π.χ. στρωματοποιημένη δειγματοληψία, ΑΤΔ κ.λπ.

			Σημειώνεται ότι σε όσα ακολουθούν αναφερόμαστε σε συστάδες ίσων μεγεθών, ενώ οι αντίστοιχοι συμβολισμοί στην περίπτωση συστάδων με άνισα μεγέθη αποτελούν αντικείμενο που εξετάζεται στην παράγραφο 4.3. 

			Δίνονται στη συνέχεια οι συμβολισμοί για την τμ Χ και τις τιμές των διαφόρων παραμέτρων της στον πληθυσμό Π. Πιο κάτω δίνονται οι συμβολισμοί των διαφόρων στατιστικών στα δείγματα που προκύπτουν από τον Π με ΔκΣ. 
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							# συστάδων στον πληθυσμό Π

						
					

					
							
							m:

						
							
							Πλήθος στοιχείων ανά συστάδα (ίσες συστάδες)

						
					

					
							
							M:

						
							
							Πλήθος στοιχείων σε όλο τον πληθυσμό 

						
					

					
							
							Xij:

						
							
							Η τιμή της τμ Χ στο στοιχείο j της i-οστής συστάδας του Π, i=1,2,3,…,N και j=1,2,3,…,m

						
					

					
							
							Xi

						
							
							Άθροισμα i-οστής συστάδας του πληθυσμού Π

						
					

					
							
							X

						
							
							Άθροισμα (όλου) του πληθυσμού Π
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							Μέση τιμή της i -οστής συστάδας του πληθυσμού Π
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							Μέση τιμή του πληθυσμού Π
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							Μέση τιμή (αθροισμάτων) των συστάδων του Π

						
					

				
			

			Πίνακας 4.1.1. Σύμβολα για τον πληθυσμό

			Με βάση τους ορισμούς των συμβόλων ανωτέρω, έχουμε τις εξής σχέσεις ορισμού τους, με δεδομένο ότι ο πληθυσμός Π περιλαμβάνει M=N·m απλά στοιχεία μέσα στις Ν συστάδες του:

			1ο) Αθροίσματα

			[image: ]

			(4.1.1)

			για τα αθροίσματα των συστάδων, όπως και 

			[image: ]

			(4.1.2)

			για όλον τον πληθυσμό. 

			2ο) Μέσες τιμές

			[image: ]

			(4.1.3)

			για τη μέση τιμή της i-οστής συστάδας του πληθυσμού Π. Επίσης έχουμε

			[image: ]

			(4.1.4)

			για τη μέση τιμή του πληθυσμού Π, όπως και τη μέση τιμή

			[image: ]

			(4.1.5)

			όλων των συστάδων του Π.
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							# συστάδων στον δείγμα

						
					

					
							
							m:

						
							
							Πλήθος στοιχείων ανά συστάδα (ίσες συστάδες)

						
					

					
							
							u:

						
							
							Πλήθος στοιχείων σε όλο το δείγμα

						
					

					
							
							xij:

						
							
							Η τιμή της τμ Χ στο στοιχείο j της i-οστής συστάδας στο δείγμα, i=1,2,3,…,n, j=1,2,3,…,m. 
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							Άθροισμα i-οστής συστάδας του δείγματος
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							Άθροισμα (όλου) του δείγματος
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							Μέση τιμή της i-οστής συστάδας του δείγματος
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							Μέση τιμή του δείγματος
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							Μέση τιμή (αθροισμάτων) των συστάδων του δείγματος

						
					

				
			

			Πίνακας 4.1.2. Σύμβολα για το δείγμα

			Με βάση τους ανωτέρω ορισμούς των συμβόλων στο δείγμα, έχουμε πλέον τις εξής σχέσεις ορισμού τους, με την υποσημείωση ότι, όπως ο πληθυσμός Π περιλαμβάνει M=N·m στοιχεία, ανάλογα και το δείγμα περιλαμβάνει u=n·m στοιχεία:

			1ο) Αθροίσματα

			[image: ]

			(4.1.6)

			για τα αθροίσματα των συστάδων, όπως και 

			[image: ]

			(4.1.7)

			για το άθροισμα του δείγματος.

			2ο) Μέσες τιμές

			[image: ]

			(4.1.8)

			για τη μέση τιμή της i -οστής συστάδας του δείγματος, 

			και

			[image: ]

			(4.1.9)

			για τη μέση τιμή του δείγματος, όπως και τη μέση τιμή

			[image: ]

			(4.1.10)

			όλων των συστάδων του δείγματος.

			4.2. Εκτιμήσεις – Οι βασικές εκτιμήτριες μέσης τιμής και διασποράς

			Στην έρευνα με ΔκΣ δειγματική ή πληθυσμιακή μονάδα (άτομο του δείγματος ή του πληθυσμού) θεωρείται η συστάδα και η τιμή της τμ Χ για τη συστάδα – μονάδα είναι η μέση τιμή της τμ X στη συστάδα αυτή. Τις περισσότερες όμως φορές η τιμή της τμ Χ είναι το άθροισμα της συστάδας και όχι η μέση τιμή, με ισοδύναμα αποτελέσματα. Στο παρόν σύγγραμμα θα θεωρούμε ότι σε συγκεκριμένη συστάδα η τιμή της τμ X είναι η μέση τιμή της στη συστάδα, με αναφορά σε αντίθετη περίπτωση. Με την προϋπόθεση ότι αναφερόμαστε (πλην εξαιρέσεων) σε ίσου μεγέθους συστάδες, αυτό καθορίζει ότι η μέση τιμή του πληθυσμού είναι η μέση τιμή των Ν μέσων τιμών των συστάδων. Επίσης καθορίζει ότι η διασπορά της τμ X του πληθυσμού είναι η διασπορά των N μέσων τιμών των (ισάριθμων) συστάδων του πληθυσμού Π. 

			Ήτοι έχουμε 

			[image: ],

			(4.2.1)

			ενώ για το δείγμα έχουμε αντίστοιχα ως διασπορά την ποσότητα

			[image: ]

			(4.2.2)

			Ενδιαφέρον παρουσιάζει η μελέτη των παραμέτρων: Μέση τιμή συστάδας, μέση τιμή πληθυσμού, μέση τιμή (αθροισμάτων) συστάδων, άθροισμα συστάδας, άθροισμα πληθυσμού. Τέλος, γίνονται εκτιμήσεις σχετικές με τις διασπορές της εκάστοτε εξεταζόμενης τμ X στις συστάδες και στον πληθυσμό. Όλα τα παραπάνω μπορούν να γίνουν και με σύνολο αναφοράς το δείγμα και όχι τον πληθυσμό Π. Έτσι προκύπτουν και οι εκτιμήτριες μέσης τιμής και διασποράς.

			Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό της προηγούμενης ενότητας προκύπτει το ακόλουθο θεώρημα 4.2.1.

			Θεώρημα 4.2.1: Για τις εκτιμήτριες μέσης τιμής και διασποράς ισχύει: 

			(α) [image: ]

			(β) [image: ]

			όπου είναι

			[image: ]

			(γ) [image: ]

			όπου είναι

			[image: ]

			(δ) Η εκτιμήτρια

			[image: ]

			είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της

			[image: ]

			Απόδειξη: Στη ΔκΣ οι συστάδες συμπεριφέρονται όπως οι μονάδες του πληθυσμού στην ΑΤΔ. Άρα από την τμ Χ και τις τιμές της μεταβαίνουμε στα αθροίσματα των συστάδων που τα θεωρούμε ως τις N τιμές μιας νέας τμ. Συμβολίζουμε τις τιμές της τμ αυτής ως X1, X2,…,,XN και με ΑΤΔ θα έχουμε το δείγμα με nσυστάδες που δίνει δειγματική μέση τιμή την [image: ]. Έχουμε στη συνέχεια: 

			(α) Από την ΑΤΔ και τις σχέσεις (4.1.5) και (4.1.10) που αναφέρονται στις μέσες τιμές της τμ Χ στον πληθυσμό και στο δείγμα αντίστοιχα, έχουμε την αλληλουχία των σχέσεων:

			[image: ]

			(β) Από την ΑΤΔ επίσης προκύπτει

			[image: ]

			Καθώς είναι

			[image: ]

			ήτοι έχουμε την ισχύ της

			[image: ]

			και ισοδύναμα

			[image: ]

			(γ) Όπως και στην περίπτωση (α) παραπάνω και λόγω (πάλι) της ΑΤΔ του n-μελούς δείγματος προκύπτει η προς απόδειξη

			[image: ]

			(δ) Η εκτιμήτρια της διασποράς της μέσης τιμής του Π, 

			[image: ]

			έχει μέση τιμή ίση με 

			[image: ]

			Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι έχουμε ΑΤΔ και στην ΑΤΔ η δειγματική διασπορά είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς του πληθυσμού Π. 

			Επομένως αποδείχτηκε ότι η εκτιμήτρια της μέσης τιμής του πληθυσμού για την τμ X, η [image: ], είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της αντίστοιχης παραμέτρου, ήτοι έχουμε 

			[image: ]

			(4.2.3)

			για τις μέσες τιμές.

			Επιπρόσθετα αποδείχτηκε ότι και η διασπορά των n τιμών του δείγματος είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς των N τιμών του πληθυσμού, δηλαδή ισχύει ότι 

			[image: ],

			(4.2.4)

			όπου για τον ορισμό των δύο διασπορών, πληθυσμού και δείγματος, ισχύουν οι παραπάνω σχέσεις (4.2.1) και (4.2.2). Η χρήση του δείκτη 1 στη διασπορά υπονοεί ότι έχουμε μονοσταδιακή ΔκΣ και ως τιμές δεν χρησιμοποιούμε τις απλές τιμές της τμ Χ αλλά τις τιμές της (μέσες τιμές ή αθροίσματα) που προκύπτουν από τις συστάδες Α΄ σταδίου. 

			Η ποιότητα μιας εκτιμήτριας εξαρτάται από το μέγεθος της διασποράς της, καθώς θεωρείται να παίρνει τιμές για όλα τα δυνατά δείγματα που μπορούν να προκύψουν από τον πληθυσμό Π. Η εκτιμήτρια της μέσης τιμής του πληθυσμού στη ΔκΣ (ίσου μεγέθους συστάδες) που στηρίζεται στη λήψη δείγματος n συστάδων με ΑΤΔ έχει διασπορά 

			[image: ]

			(4.2.5)

			όπως προσδιορίστηκε στο θεώρημα 4.2.1. 

			Η σχέση (4.2.5) είναι αδύνατο να εφαρμοστεί, λόγω του πρωθύστερου χαρακτήρα της, επειδή προσδιορίζει άγνωστη ποσότητα με βάση την επίσης άγνωστη διασπορά

			[image: ]

			και για την άρση αυτής της δυσλειτουργίας αντί της διασποράς στην (4.2.5) χρησιμοποιείται μία εκτιμήτρια της, η παρακάτω στην (4.2.6)

			[image: ]

			(4.2.6)

			που είναι μάλιστα και αμερόληπτη εκτιμήτρια της διασποράς (4.2.5), σύμφωνα με το θεώρημα 4.2.1.

			Ήδη από την προηγούμενη παράγραφο δόθηκαν οι βάσεις σχετικά με εκτιμήσεις που μπορεί να λάβουν χώρα καθώς ασχολούμαστε με ΔκΣ. 

			Συμπληρωματικά με τις έννοιες μέση τιμή και διασπορά λειτουργεί και εδώ στη ΔκΣ και η έννοια του αθροίσματος στον πληθυσμό και στο δείγμα (συστάδες ίσων μεγεθών μας ενδιαφέρουν και εδώ). Αυτό είναι η ποσότητα 

			[image: ]

			(4.2.7)

			για τον πληθυσμό και η ποσότητα 

			[image: ]

			(4.2.8)

			για το δείγμα, μεγέθους n που πάρθηκε με ΑΤΔ. 

			Ως προς την εκτίμηση (σχετικά με τα παραπάνω αθροίσματα) το άθροισμα του δείγματος ήδη μπορεί να λειτουργήσει ως εκτιμήτρια του πληθυσμιακού αθροίσματος. Δεν είναι όμως εξασφαλισμένη η αμεροληψία της εκτιμήτριας. Υπάρχει όμως μία εύχρηστη μορφή εκτιμήτριας του αθροίσματος του πληθυσμού, που είναι και αμερόληπτη. Σχετικό είναι το παρακάτω θεώρημα 4.2.2: 

			Θεώρημα 4.2.2: Δίνεται πληθυσμός Π που αποτελείται από N συστάδες του ιδίου μεγέθους. Μια αμερόληπτη εκτιμήτρια του αθροίσματος του πληθυσμού 

			[image: ]

			είναι η ποσότητα 

			[image: ]

			Απόδειξη: Στη ΔκΣ οι συστάδες συμπεριφέρονται όπως οι μονάδες του πληθυσμού στην ΑΤΔ. Άρα από την τμ Χ και τις τιμές της μεταβαίνουμε στα αθροίσματα (ή τις μέσες τιμές) των συστάδων, που τα θεωρούμε ως τις N τιμές μιας νέας τμ. Συμβολίζουμε τις τιμές της νέας αυτής τμ ως X1, X2,…,,XN και με ΑΤΔ θα έχουμε το δείγμα με n συστάδες, που δίνει δειγματική μέση τιμή την [image: ].

			Έχουμε στη συνέχεια: 

			[image: ]

			επειδή είναι (θεώρημα 4.2.1, αμεροληψία μέσης τιμής δείγματος):

			[image: ],

			άρα έχουμε άμεσα την ισχύ της πρότασης αυτής. 

			4.3. Άνισες Συστάδες 

			Πολλές φορές οι συστάδες σε έναν πληθυσμό Π δεν έχουν το ίδιο μέγεθος, αλλά η κάθε συστάδα έχει το δικό της μέγεθος ανεξάρτητα από τις άλλες. Έχοντας δηλαδή έναν πληθυσμό Π, με N το πλήθος συστάδες, είναι δυνατό να αντιμετωπίσουμε μέγεθος συστάδων mi, i=1,2,3,…,N, όπου τουλάχιστο για δύο διαφορετικούς δείκτες r και t να είναι 

			[image: ]

			Σε μία τέτοια περίπτωση ισχύει η σχέση 

			[image: ]

			για το πλήθος όλων των (απλών) ατόμων του πληθυσμού Π που αποτελείται από τις N συστάδες με άνισα μεγέθη εν γένει. 

			Είναι προφανές ότι όλα όσα αναφέρονται στην παράγραφο 4.1 για τους λόγους που είναι προτιμητέα η ΔκΣ καθώς και τα περί ευκολίας προσβασιμότητας ή μη των στοιχείων του πληθυσμού ισχύουν απολύτως και εδώ. Τα ανάλογα πρέπει να σκεφτούμε ότι ισχύουν και για δισταδιακή δειγματοληψία, μη αποκλείοντας όμως το μέγεθος των συστάδων να είναι σταθερό σε ένα από τα δύο στάδια. Αρκεί ένα τουλάχιστο στάδιο να είναι με άνισες σε μέγεθος συστάδες, για να χαρακτηρίζεται η δειγματοληψία στον πληθυσμό αυτόν ως ΔκΣ με άνισες συστάδες. Στη συνέχεια θα δοθεί ένα απλό παράδειγμα ΔκΣ με άνισα μεγέθη. Υποθέτουμε ότι σε μία πόλη υπάρχουν N=24 το πλήθος Λύκεια εκ των οποίων τα 15 έχουν 12 τμήματα των 22 μαθητών το καθένα και στα υπόλοιπα 9 υπάρχουν 10, 11, 9, 11, 9, 8, 9, 9, 10 τμήματα αντίστοιχα με 22 μαθητές επίσης στο καθένα. Αυτός ο πληθυσμός που έχει τα 15x12+10+11+9+11+9+8+9+9+10=266 τμήματα έχει 266x22=5852 μαθητές και είναι ένας πληθυσμός με άνισες (σε μέγεθος) συστάδες, τα Λύκεια. Αν επιλέξουμε ένα δείγμα με 4 Λύκεια-συστάδες και αυτές έχουν αντίστοιχα 12, 12, 8, 10 τμήματα τότε θα έχουμε ΔκΣ με ανισομεγέθεις συστάδες, που θα αποτελούνται συνολικά από συστάδες δεύτερης τάξης (τμήματα) σε πλήθος 42=12x2+8+10. Το δείγμα αυτό θα περιλάβει συνολικά 42x22=924 μαθητές (απλά άτομα του πληθυσμού).

			Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 4.1 υπό το στοιχείο (Β), τα βασικά (συχνότερα χρησιμοποιούμενα) είδη της ΔκΣ με άνισες συστάδες είναι τα εξής: 

			ΔκΣ με συστάδες ανισομεγέθεις 

			(Βα) Εκλογή άνισων συστάδων με ΑΤΔ, δηλαδή με ίδια πιθανότητα εκλογής για κάθε συστάδα.

			(Ββ) Εκλογή άνισων συστάδων με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθός τους.

			(Βγ) Εκλογή άνισων συστάδων με πιθανότητα ανάλογη προς τη βαρύτητά τους. 

			Η βαρύτητα καθορίζεται από τον ερευνητή ανάλογα με την πείρα του και τις εκάστοτε ανάγκες της έρευνας.

			Θα είχε ενδιαφέρον, σε συνέχεια του παραπάνω παραδείγματος των 24 Λυκείων με άνισο αριθμό τμημάτων, να δούμε πώς θα παίρναμε ένα δείγμα n συστάδων με βάση την εκλογή που αναφέρεται ως (Ββ) παραπάνω, που είναι γνωστή ως εκλογή με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθος των συστάδων. 

			Η μέθοδος αυτή συμβολίζεται διεθνώς στη βιβλιογραφία ως pps (cluster sampling pps) από την Αγγλική ορολογία probability proportional (to) size (=pps). Η μέθοδος αναπτύχθηκε στη δεκαετία του 1940 από τους Hansen και Hurwitz, όπως αναφέρει ο Cochran (1977). 

			Θα χρησιμοποιηθεί εδώ τελικά και η ΑΤΔ με τη χρήση γεννήτριας τυχαίων αριθμών για την ανάδειξη των n=4 Λυκείων-συστάδων του δείγματος. Η κλήρωση έδωσε τους εξής αύξοντες αριθμούς συστάδων: 

			183, 052, 105, 157. 

			Η κλήρωση στο παράδειγμα εδώ έγινε με Η/Υ τσέπης. 

			Στην τελευταία στήλη του παρακάτω σχετικού πίνακα 4.3.1 φαίνονται τα Λύκεια που θα μπουν στο δείγμα. Είναι τα:

			5ο, 9ο,14ο και 16ο.

			Σχηματίζεται ο παρακάτω Πίνακας 4.3.1, για να διευκολύνει την όλη διαδικασία της ΔκΣ (άνισες οι συστάδες εν προκειμένω):
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			Πίνακας 4.3.1

			Δίνονται στη συνέχεια οι συμβολισμοί για την τμ Χ και τις τιμές των διαφόρων παραμέτρων της στον πληθυσμό Π, Πίνακας 4.3.2. Δίνονται λίγο μετά και οι συμβολισμοί των διαφόρων στατιστικών στα δείγματα που προκύπτουν από τον Π με ΔκΣ, Πίνακας 4.3.3. Αναφερόμαστε σε συστάδες άνισων μεγεθών:  
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							# συστάδων στον πληθυσμό Π

						
					

					
							
							mi:

						
							
							Πλήθος στοιχείων ανά συστάδα (άνισες συστάδες), i=1,2,3,…,N

						
					

					
							
							M:

						
							
							Πλήθος στοιχείων σε όλο τον πληθυσμό 

						
					

					
							
							Xij:

						
							
							Η τιμή της τμ Χ στο στοιχείο j που ανήκει (το στοιχείο) στην i-οστή συστάδα του Π, i=1,2,3,…, N και j=1,2,3,…,mi. 
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							Άθροισμα i-οστής συστάδας του πληθυσμού Π
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							Άθροισμα (όλου) του πληθυσμού Π
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							Μέση τιμή της i -οστής συστάδας του πληθυσμού Π
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							Μέση τιμή του πληθυσμού Π

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							Μέση τιμή (αθροισμάτων) των συστάδων του Π

						
					

				
			

			Πίνακας 4.3.2: Σύμβολα για τον πληθυσμό

			Με βάση τους ορισμούς των συμβόλων ανωτέρω, έχουμε τις εξής σχέσεις ορισμού τους, με δεδομένο ότι ο πληθυσμός Π περιλαμβάνει M στοιχεία που είναι το άθροισμα των Ν μεγεθών των άνισων συστάδων:

			1ο) Αθροίσματα

			[image: ]

			(4.3.1)

			για τα αθροίσματα των συστάδων, όπως και 

			[image: ]

			(4.3.2)

			για τον πληθυσμό όλο. 

			2ο) Μέσες τιμές

			[image: ]

			(4.3.3)

			για τη μέση τιμή της i-οστής συστάδας του πληθυσμού Π. Επίσης έχουμε

			[image: ]

			(4.3.4)

			για τη μέση τιμή του πληθυσμού Π, όπως και τη μέση τιμή

			[image: ]

			(4.3.5)

			των αθροισμάτων όλων των συστάδων του Π.
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							# συστάδων στον δείγμα

						
					

					
							
							mi:

						
							
							Πλήθος στοιχείων ανά συστάδα (άνισες συστάδες)

						
					

					
							
							u:

						
							
							Πλήθος στοιχείων σε όλο το δείγμα

						
					

					
							
							xij:

						
							
							Η τιμή της τμ Χ στο στοιχείο j το οποίο ανήκει στην i-οστή συστάδα του δείγματος, i=1,2,3,…, n και j=1,2,3,…,mi. 
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							Άθροισμα i-οστής συστάδας του δείγματος
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							Άθροισμα (όλου) του δείγματος

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							Μέση τιμή της i-οστής συστάδας του δείγματος
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							Μέση τιμή του δείγματος
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							Μέση τιμή (αθροισμάτων) των συστάδων του δείγματος

						
					

				
			

			Πίνακας 4.3.3: Σύμβολα για το δείγμα

			Με βάση τους ανωτέρω ορισμούς των συμβόλων στο δείγμα, έχουμε τις εξής σχέσεις ορισμού τους, με την υποσημείωση ότι όπως ο πληθυσμός Π περιλαμβάνει [image: ]

			στοιχεία, έτσι και το δείγμα περιλαμβάνει 

			[image: ] στοιχεία:

			1ο) Αθροίσματα

			[image: ]

			(4.3.6)

			για τα αθροίσματα των συστάδων, όπως και 

			[image: ]

			(4.3.7)

			για το άθροισμα του δείγματος.

			2ο) Μέσες τιμές

			[image: ]

			(4.3.8)

			για τη μέση τιμή της i-οστής συστάδας του δείγματος, 

			και

			[image: ]

			(4.3.9)

			για τη μέση τιμή του δείγματος, όπως και τη μέση τιμή

			[image: ]

			(4.3.10)

			των αθροισμάτων όλων των συστάδων του δείγματος. 

			Σημειώνεται ότι οι μέσες τιμές είναι συνήθως οι εκτιμήτριες των αντίστοιχων μέσων τιμών του πληθυσμού Π.

			Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το θεώρημα 4.2.1 δεν ισχύει εν γένει στη ΔκΣ με άνισες συστάδες. Για την ισχύ κάποιου ανάλογου θεωρήματος πρέπει να γίνουν κατάλληλες διατυπώσεις που να προσαρμόζουν τα πράγματα στην ύπαρξη άνισων μεγεθών στις συστάδες. Φυσικά η ισχύς τέτοιων θεωρημάτων έχει τοπική μόνο εφαρμογή για τον πληθυσμό ή για ομάδες τέτοιων ομοειδών πληθυσμών. Η μελέτη αυτή όμως ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος συγγράμματος.

			4.4. Εκτιμήσεις ποσοστών

			Η εκτίμηση των ποσοστών σε μία έρευνα και γενικότερα η διαχείριση θεμάτων που σχετίζονται με ποσοστά, κατά πάγια τακτική, διευκολύνεται με τη χρήση μιας δίτιμης τμ Χ. Ο δίτιμος χαρακτήρας της τμ υπονοεί ότι τα στοιχεία ενός συνόλου (πληθυσμός, δείγμα, συστάδα κ.λπ.) χωρίζονται σε δύο ξένα μεταξύ τους υποσύνολα. Το ένα υποσύνολο έχει όλα τα στοιχεία που έχουν τη χαρακτηριστική ιδιότητα που εκφράζει (μαθηματικά) η τμ Χ και το άλλο υποσύνολο τα υπόλοιπα. Στην περίπτωση της ΔκΣ η τμ Χ συνήθως ορίζεται από τη δίτιμη σχέση (4.4.1).

			[image: ]

			(4.4.1)

			Είναι γνωστό ότι σχετικά με την i-οστή συστάδα η τμ Χ έχει μέση τιμή ίση με

			[image: ]

			ή για την περίπτωση των συστάδων ίδιου μεγέθους m είναι

			[image: ]

			Ορισμός 4.4.1: Θεωρούμε διάνυσμα x, με διάσταση m και με στοιχεία από το σύνολο {0, 1}. Το άθροισμα των στοιχείων του διανύσματος x ονομάζεται «βάρος» (weight) του διανύσματος αυτού, σύμβολο w. Ποσοτικά το βάρος του x είναι 

			[image: ]

			Σε μερικές εφαρμογές το βάρος w συμπίπτει με τη συχνότητα εμφάνισης του χαρακτηριστικού που αντιστοιχεί στην τμ Χ, που παίρνει τιμές τις συνιστώσες του διανύσματος x.

			Κατόπιν των παραπάνω υιοθετείται ο συμβολισμός των παραμέτρων που ακολουθεί για την περίπτωση που έχουμε μελέτη της δίτιμης τμ Χ και οι συστάδες είναι όλες του αυτού μεγέθους m. Στα παρακάτω φαίνεται άμεσα και η αντιστοιχία των παραμέτρων της δίτιμης τμ Χ με τις αντίστοιχες, κατά περίπτωση, παραμέτρους των άλλων τμ Χ στην i-οστή συστάδα του πληθυσμού Π, i=1,2,3…,N:

			Ποσοστό (μέση τιμή) [image: ]

			(4.4.2)

			Βάρος (άθροισμα) [image: ]

			(4.4.3)

			Βάρος του Π [image: ]

			(4.4.4)

			Μέση τιμή του Π, (μέσο βάρος) [image: ]

			(4.4.5)

			Μέση τιμή συστάδων, (μέσο βάρος) [image: ]

			(4.4.6)

			Αντίστοιχα για το δείγμα έχουμε την αντιστοιχία των παραμέτρων της δίτιμης τμ Χ με τις αντίστοιχες, κατά περίπτωση, παραμέτρους των άλλων τμ Χ στην i-οστή συστάδα του δείγματος, i=1,2,3…,n: 

			Ποσοστό (μέση τιμή) [image: ]

			(4.4.7)

			Βάρος (άθροισμα) [image: ]

			(4.4.8)

			Βάρος του δείγματος [image: ]

			(4.4.9)

			Μέση τιμή δείγματος [image: ]

			(4.4.10)

			Μέση τιμή συστάδων, (μέσο βάρος) [image: ]

			(4.4.11)

			Οι εκφράσεις της διασποράς της τμ Χ στον πληθυσμό Π και στο δείγμα δίνονται ως:

			[image: ],

			(4.4.12)

			ενώ το δειγματοληπτικό κλάσμα είναι f=n/N, προφανώς.

			Με όλους τους παραπάνω συμβολισμούς έχουμε αποκαταστήσει την πλήρη αντιστοιχία και μπορεί να εκφραστεί καθετί που αφορά τις δίτιμες μεταβλητές και τις διάφορες παραμέτρους τους. Έτσι η απόδειξη του παρακάτω θεωρήματος 4.4.1 μπορεί να παραλειφθεί ως προφανής λόγω του θεωρήματος 4.2.1 και των παραπάνω αντιστοιχιών. Ήτοι έχουμε το:

			Θεώρημα 4.4.1: Ισχύουν τα εξής σχετικά με τις παραμέτρους της δίτιμης τμ Χ

			(i) [image: ]

			(ii) [image: ]

			(iii) [image: ]

			(iv) [image: ], όπου είναι [image: ]

			Σημείωση 4.4.1: Όταν το δείγμα έχει τουλάχιστον 30 συστάδες (άτομα), τότε η δειγματική μέση τιμή p ακολουθεί την κανονικά κατανομή με μέση τιμή τη μέση τιμή του πληθυσμού P και διασπορά την

			[image: ]

			εκτιμώμενη από την 

			[image: ]

			και χρησιμοποιούνται οι z-επιδόσεις (z-scores).

			Αλλιώς (n<30) ακολουθείται η διαδικασία κατά student με χρήση των t-επιδόσεων (t-scores). Όλα αυτά έχουν εφαρμογή κυρίως στα διαστήματα εμπιστοσύνης. 

			Παράδειγμα 4.4.1: 

			Σε ένα Λύκειο υπάρχουν Ν=15 τμήματα με m=21 μαθητές το καθένα. Με ΑΤΔ πήραμε ένα δείγμα μεγέθους n=4 τμημάτων και εξετάζουμε ποιοι μαθητές έχουν πιάσει τη βάση (τουλάχιστον) στα Μαθηματικά και ποιοι όχι. Η τμ Χ δηλαδή παίρνει την τιμή xij=1, όταν ο j-οστός, j=1,2,3,…,21, μαθητής του i-οστού τμήματος, i=1,2,3,4, πέρασε τη βάση και xij=0, όταν δεν την πέρασε τη βάση Τα αποτελέσματα του δείγματος φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 4.4.1.
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			Πίνακας 4.4.1.

			Να βρεθούν:

			(Α) Σχετική συχνότητα ανά συστάδα στο δείγμα, η μέση δειγματική σχετική συχνότητα, η δειγματική διασπορά και το δειγματοληπτικό κλάσμα.

			(Β) Εκτίμηση σε σημείο και σε διάστημα για τη σχετική συχνότητα (εμφάνισης της τιμής 1) στον πληθυσμό.

			Λύση

			(Α) Η σχετική συχνότητα (εμφάνισης της τιμής 1 για την τμ Χ) ανά συστάδα είναι (η μέση τιμή) [image: ]

			και το τελικό αποτέλεσμα στο δείγμα (n=4) είναι

			[image: ]

			ή

			[image: ]

			με ακρίβεια τριών δεκαδικών κλασματικών ψηφίων (3 δ.κ.ψ.).

			Η μέση δειγματική σχετική συχνότητα είναι (με την ίδια ακρίβεια εκφρασμένη)

			[image: ].

			Η δειγματική διασπορά είναι

			[image: ]

			και το δειγματοληπτικό κλάσμα ίσο με f=4/15=0.267.

			Η διασπορά της δειγματικής μέσης τιμής (δηλαδή της σχετικής συχνότητας εμφάνισης της τιμής x=1) είναι:

			[image: ]

			(Β) Η εκτίμηση σε σημείο της σχετικής συχνότητας του πληθυσμού είναι η 

			[image: ].

			Αντίστοιχα η εκτίμηση σε διάστημα της ίδιας παραμέτρου γίνεται με τη βοήθεια του διαστήματος εμπιστοσύνης, δηλαδή του

			[image: ]

			και στην παρούσα περίπτωση είναι

			[image: ]

			ήτοι το

			[image: ],

			όπου η ποσότητα 3.182 είναι η κατά Student επίδοση (t-score) για 3 βαθμούς ελευθερίας και σε στάθμη σημαντικότητας α=0.050/2=0.025.

			Σημείωση 4.4.2: Συνηθίζεται να υπάρχει μία απαίτηση για ακρίβεια d (μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα εκτίμησης) στην εκτίμηση της συχνότητας του πληθυσμού, οπότε ισχύει η ανισοϊσότητα 

			[image: ]

			(4.4.13)

			που μετά από πράξεις προς επίλυσή της ως προς το μέγεθος του δείγματος n δίνει ως λύση την επόμενη σχέση, (Φαρμάκης, 2009α) 

			[image: ]

			(4.4.14)

			Με βάση τα δεδομένα του παραδείγματος 4.4.1 και με d=0.1 προκύπτει μετά από πράξεις στη σχέση (4.4.14) ότι [image: ]. 

			Άρα με n=4 έχουμε επάρκεια στο μέγεθος του δείγματος. Η αλληλουχία των πράξεων είναι σε γενικές γραμμές η εξής: 

			Υιοθετούμε αρχικά μια μεγάλη τιμή για το t, π.χ. t2;0.025=4.3 και αξιοποιούμε τον τύπο

			[image: ],

			όπου το Θ δίνεται στην (4.4.14).

			Έχουμε πάρει το t= t2;0.025=4.3, δηλαδή δύο βαθμούς ελευθερίας που αντιστοιχούν σε δείγμα μεγέθους 3. Αν προκύψει n0=3 το μέγεθος του δείγματος είναι 3. Αν όμως προκύψει [image: ], τότε συνεχίζουμε με τιμή tno-1;0.025 και επαναληπτικά, ώσπου να προκύψει σε δύο διαδοχικές φάσεις ίδια τιμή για το δείγμα (σύγκλιση) ή ώσπου το μέγεθος να παλινδρομεί μεταξύ δύο διαδοχικών ακεραίων. Στην τελευταία περίπτωση επιλέγουμε ως μέγεθος του δείγματος έναν από τους διαδοχικούς ακέραιους, και μάλιστα αυτόν που είναι πιο κοντά στον πραγματικό αριθμό n της σχέσης (4.4.14) ή καλύτερα τον μεγαλύτερα από τους δύο διαδοχικούς για να είμαστε με την πλευρά της ασφαλείας, αν δεν τίθενται (οικονομικοί κυρίως) λόγοι να παίρνουμε όσο γίνεται μικρότερο το δείγμα.

			Με τα δεδομένα του παραδείγματος 4.4.1 τώρα: Υιοθετούμε αρχικά μία τιμή (σχετικά μεγάλη) για το t, π.χ. 2;0.025=4.3 και προκύπτει μέγεθος δείγματος το [image: ], δηλαδή n0=7. Καθώς [image: ] υπολογίζουμε το t6;0.025=2.447 και τότε προκύπτει μετά από πράξεις [image: ], δηλαδή n0=4. Το αντίστοιχο τώρα t3;0.025 =3.182 δίνει [image: ] δηλαδή n0=5. Η διαδικασία συγκλίνει μετά από παλινδρομήσεις μεταξύ n=4 και n=5 στο τελικό μέγεθος n=5, για να είμαστε με το μέρος της ασφάλειας. 

			Σημείωση 4.4.3: Μία προσεκτική ματιά στη μορφή της ποσότητας Θ δείχνει ότι η ποσότητα αυτή είναι ο λόγος ανάμεσα σε δύο μεταβλητότητες εκφρασμένος σε όρους της t-επίδοσης (παρονομαστής): Ο λόγος είναι το μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα εκτίμησης d προς την τυπική απόκλιση s1. Στη βιβλιογραφία η ποσότητα αυτή εμφανίζεται και υψωμένη στο τετράγωνο με κατάλληλη προσαρμογή του παρονομαστή της σχέσης (4.4.14).

		

	
		
			Βιβλιογραφικές Αναφορές

			Ελληνόγλωσσες

			Έκδοση του Ελληνικού Στατιστικού Ινστιτούτου (2009). ΛΕΞΙΚΟ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ ΟΡΟΛΟΓΙΑΣ. Αθήνα.

			Φαρμάκης, Ν. (2001). ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ, Περιληπτική Θεωρία-Ασκήσεις. Θεσσαλονίκη: Εκδόσεις Α. και Π. Χριστοδουλίδη.

			Φαρμάκης, Ν. (2009α). Εισαγωγή στη Δειγματοληψία. Θεσσαλονίκη: Εκδόσεις Α. και Π. Χριστοδουλίδη.

			Φαρμάκης, Ν. (2009β). Δημοσκοπήσεις και Δεοντολογία. Θεσσαλονίκη: Εκδόσεις Α. και Π. Χριστοδουλίδη.

			Ξενόγλωσσες

			Cochran, W. (1977). Sampling Techniques. New York, Chichester, Toronto, Singapore: John Wiley and Sons, Inc.

			Thompson, M. (1997). Theory of Sample Surveys. London, Weinheim, New York, Tokyo, Melbourne, Madras: Chapman & Hall.

			Thompson, S. (1992). Sampling. New York, Chichester, Toronto, Singapore: John Wiley and Sons, Inc.

			Hansen, M. H., & Hurvitz, W.N. (1942). Relative efficiencies of various sampling units in population inquiries. Jour. Amer. Stat. Assoc.,Vol. 37, 89-74.

			Hansen, M. H. & Hurvitz, W.N. (1943). On the theory of sampling from finite populations. Ann Math. Stat.,Vol. 14, 333-362.

			Hansen, M. H. & Hurvitz, W.N. (1943). On the determination of the optimum probabilities in sampling. Ann Math. Stat.,Vol. 20, 426-432.

		

	
		
			Λυμένα παραδείγματα 4ου Κεφαλαίου

			Ακολουθούν μερικά λυμένα παραδείγματα για την καλύτερη κατανόηση του περιεχομένου του 4ου κεφαλαίου. 

			Παράδειγμα 1

			Θέλουμε να πάρουμε ένα δείγμα 6 συστάδων από πληθυσμό Π με 16 άνισες συστάδες. Αυτό να γίνει με βάση την εκλογή άνισων συστάδων με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθός τους.Οι συστάδες αυτές έχουν μέγεθος mk=9,, k=1,2,3,4,5 και mk=k, όταν είναι k=6,7,8. Οι επόμενες 8 έχουν μέγεθος 11 όλες. Σχηματίζεται ο παρακάτω Πίνακας 4.5.1: 
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			Πίνακας 4.5.1

			Η χρήση γεννήτριας τυχαίων αριθμών για την ανάδειξη των 6 συστάδων (με ΑΤΔ) έδωσε τους εξής αριθμούς που σχετίζονται με τις συστάδες (στοιχεία των συστάδων): 113, 052, 105, 017, 144, 049. Η κλήρωση έγινε με Η/Υ τσέπης με την εντολή Ran#. Στην τελευταία στήλη του πίνακα 4.3.1 φαίνονται οι συστάδες που θα συμπεριληφθούν στο δείγμα με βάση τους τυχαίους αυτούς αριθμούς. Είναι οι συστάδες: 2η 6η 7η 12η 13η 16η. Η τελευταία στήλη δίνει και τη λύση στο πρόβλημα της δειγματοληψίας.

			Σημειώνεται ότι, όταν η κλήρωση δίνει τέτοιους αριθμούς (3-ψήφιους και μικρότερους ή ίσους με το 154), ώστε 2 από αυτούς να ανήκουν στη «δικαιοδοσία» της ίδιας συστάδας, η κλήρωση με τη γεννήτρια τυχαίων αριθμών συνεχίζεται έως ότου 6 διαφορετικές συστάδες από τις 16 να προκύψουν και να συναποτελέσουν το σχεδιαζόμενο δείγμα. Επίσης, και για να κερδηθεί κόπος και χρόνος, διαιρείται ο τριψήφιος αριθμός που προκύπτει μεγαλύτερος του 200 με το 200 και θεωρείται ότι προέκυψε το υπόλοιπο της διαίρεσης αυτής με το 200. Ο διαιρέτης 200 είναι ο μικρότερος διαιρέτης του 1000 που ξεπερνάει τον αριθμό 154 του αθροίσματος των μεγεθών των συστάδων. Αν το υπόλοιπο είναι πάνω από 154 μέχρι και 200, απορρίπτεται επίσης.

			Παράδειγμα 2

			Στον πληθυσμό Π του παραδείγματος 1 να αναδειχθεί και πάλι δείγμα μεγέθους n=6 συστάδων με «συστηματική δειγματοληψία» (βλέπε και επόμενο κεφάλαιο). 

			Λύση

			Στη συστηματική δειγματοληψία η εκλογή των 6 αριθμών (μικρότεροι ή ίσοι του 154) θα γίνει με βάση δύο παραμέτρους: 

			(α) το σημείο εκκίνησης και 

			(β) το βήμα. 

			Θα εκλεγεί με τυχαίο τρόπο (κλήρωση) ένας αριθμός από το 1 έως το 154. Αυτός θα είναι το σημείο εκκίνησης και θα είναι και ο πρώτος από τους έξι αριθμούς που θα δώσουν και τις συστάδες. Μετά θα εκλεγεί και ένας αριθμός (μικρός σχετικά με το 154=Ν) που θα αποτελεί την απόσταση μεταξύ των έξι αριθμών που θα εκλεγούν για να βγει το δείγμα. Το βήμα προστίθεται στο σημείο εκκίνησης και βγαίνει ο δεύτερος αριθμός που θα καθορίσει τη δεύτερη συστάδα του δείγματος. Στον νέο αριθμό θα ξαναπροστεθεί το βήμα. Η διαδικασία θα συνεχιστεί, ώσπου να προκύψει ένα εξαμελές απόκομμα αριθμητικής προόδου που θα περιέχει τους έξι αριθμούς που θα δώσουν τις έξι διαφορετικές συστάδες. Αν κατά την πρόοδο της διαδικασίας προκύψει αριθμός μεγαλύτερος του 154=Ν, θα αφαιρέσουμε από αυτόν τον 154 και ό,τι προκύψει θα χρησιμοποιηθεί για να μας δώσει κάποια συστάδα για το δείγμα. Αυτό συνεχίζεται μέχρι να μας προκύψουν οι έξι διαφορετικές συστάδες του δείγματος. Για να είναι λειτουργικό το μέγεθος του δείγματος, το βήμα πρέπει να είναι με τάξη μεγέθους τουλάχιστο ίση με m=max{mk, k=1,2,…,16} (τουλάχιστο για το παράδειγμα μας). 

			Η κλήρωση έδειξε σημείο εκκίνησης τον αριθμό 113 και ως βήμα εκλέγουμε το 17. Άρα οι 6 αριθμοί θα είναι οι 113, 130, 147, 164, 181, 198. Οι τρείς τελευταίοι (καθώς είναι μεγαλύτεροι του 154) θα μειωθούν κατά 154 (και γενικά μειώνονται κατά κατάλληλο πολλαπλάσιο του 154) και θα δώσουν τους αριθμούς 010=164-154, 027=181-154 και 044=198-154 αντίστοιχα. Άρα οι αριθμοί που θα μας δώσουν τις έξι συστάδες του δείγματος είναι οι 010, 027, 044, 113, 130 και 147. Με τη βοήθεια του πίνακα 4.5.1 οι έξι αυτοί αριθμοί δίνουν τις έξι συστάδες του δείγματος. Αυτές είναι οι συστάδες 2η 3η 5η 13η 14η και 16η. 

			Παράδειγμα 3

			Στον πληθυσμό Π του παραδείγματος 1 να εκλεγεί δείγμα μεγέθους n=6 συστάδων με τη βοήθεια ενός είδους «συστηματικής δειγματοληψίας» που να βασίζεται τώρα στη γεωμετρική πρόοδο. 

			Λύση

			Στη συστηματική δειγματοληψία γεωμετρικού τύπου η εκλογή των 6 αριθμών (που είναι μικρότεροι ή ίσοι του 154) θα γίνει με βάση δύο παραμέτρους: 

			(α) το σημείο εκκίνησης και 

			(β) τον λόγο της γεωμετρικής προόδου w. 

			Θα εκλεγεί με τυχαίο τρόπο (κλήρωση) ένας αριθμός από το 1 έως το 154. Αυτός θα είναι το σημείο εκκίνησης. Αυτός θα είναι και ο πρώτος από τους έξι αριθμούς που θα δώσουν και τις συστάδες. Μετά θα εκλεγεί και ένας αριθμός (μικρός σχετικά π.χ. o 2 ή o 3 ή o 4 κ.λπ.). Αυτός θα είναι ο λόγος της γεωμετρικής προόδου και θα πολλαπλασιαστεί με το σημείο εκκίνησης διαδοχικά έξι τουλάχιστο φορές, ώστε να εκλεγούν οι έξι αριθμοί που θα βοηθήσουν στο να βγει το δείγμα των έξι διαφορετικών συστάδων. Κατά την κλήρωση για το σημείο εκκίνησης εκλέχτηκε ο 015 και ο λόγος είναι ο αριθμός 4. Άρα θα έχουμε διαδοχικά: 

			1ος αριθμός ο 015 

			Πολλαπλασιάζουμε επί 4 και έχουμε 15x4=60 και άρα

			2ος αριθμός ο 060

			Πολλαπλασιάζουμε επί 4 και έχουμε 60x4=240 (και καθώς είναι μεγαλύτερος από 154, αφαιρούμε το 154) και 240-154=86 και άρα

			3ος αριθμός ο 086

			Πολλαπλασιάζουμε επί 4 και έχουμε 86x4=344 και 344-2x154=36 (αφαιρέθηκε κατάλληλο πολλαπλάσιο του 154, για να προκύψει αριθμός μικρότερός του) και άρα

			4ος αριθμός ο 036

			Πολλαπλασιάζουμε επί 4 και έχουμε 36x4=144 και άρα

			5ος αριθμός ο 144

			Πολλαπλασιάζουμε επί 4 και έχουμε 144x4=576 και 576-3x154=114 (αφαιρέθηκε κατάλληλο πολλαπλάσιο του 154 για να προκύψει αριθμός μικρότερός του) και άρα

			6ος αριθμός ο 114.

			Άρα οι αριθμοί που δίνουν τις έξι συστάδες του δείγματος είναι οι 015, 036, 060, 086, 114 και 144. Με τη χρήση του πίνακα 4.5.1 οι έξι αυτοί αριθμοί δίνουν τις έξι συστάδες του δείγματος, ήτοι: 2η 4η 8η 10η 13η και 16η. 

			Παράδειγμα 4

			Να εκλεγεί δείγμα 6 συστάδων από πληθυσμό Π με 16 άνισης βαρύτητας συστάδες. Θα γίνει δηλαδή η εκλογή (άνισης βαρύτητας) συστάδων με πιθανότητα ανάλογη προς τη βαρύτητά τους, όπως την ορίζει ο ερευνητής. Οι βαρύτητες των 16 συστάδων δίνονται ως εξής: wk=7, k=1,2,…,9 και wk=2k-5, k=10 έως 13. Οι επόμενες έχουν όλες βαρύτητα w=20. Σχηματίζεται ο παρακάτω Πίνακας 4.5.2: 
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			Πίνακας 4.5.2

			Λύση

			Η χρήση γεννήτριας τυχαίων αριθμών για την ανάδειξη των 6 συστάδων (με ΑΤΔ) έδωσε τους εξής αριθμούς που σχετίζονται με τις συστάδες (στοιχεία των συστάδων): 117, 012, 136, 047, 124, 089. Η κλήρωση έγινε με Η/Υ τσέπης. Οι αριθμοί 117 και 124 δίνουν στο δείγμα τη 13η συστάδα και οι δύο. Καθώς η κλήρωση έδωσε τέτοιους αριθμούς, ώστε 2 από αυτούς (117, 124) να ανήκουν στη «δικαιοδοσία» της ίδιας συστάδας, η κλήρωση με τη γεννήτρια τυχαίων αριθμών συνεχίζεται έως ότου 6 διαφορετικές συστάδες από τις 16 να προκύψουν και να συναποτελέσουν το σχεδιαζόμενο δείγμα. Για το λόγο αυτό παίρνουμε ακόμα έναν τυχαίο αριθμό και είναι ο 176. Δίνει τη 16η συστάδα ως αποτέλεσμα. 

			Στην τελευταία στήλη του πίνακα 4.5.2 φαίνονται οι συστάδες που θα συμπεριληφθούν στο δείγμα με βάση τους τυχαίους αυτούς αριθμούς. Είναι οι συστάδες: 2η 7η 11η 13η 14η 16η.

			Παράδειγμα 5

			Στον πληθυσμό Π του παραδείγματος 4 να αναδειχθεί και πάλι δείγμα μεγέθους n=6 συστάδων με «συστηματική δειγματοληψία» (βλέπε παράδειγμα 2 και επόμενο κεφάλαιο). 

			Λύση

			Έγινε κλήρωση για το σημείο εκκίνησης και η εκλογή αυτή ανέδειξε έναν αριθμό από το 1 έως το 195, τον 123. Αυτός θα είναι και ο πρώτος από τους έξι αριθμούς που θα δώσουν και τις συστάδες. Μετά εκλέχτηκε το βήμα β=25. Εφαρμόζοντας τη μεθοδολογία που λεπτομερώς περιγράφηκε στο παράδειγμα 4.5.2. προκύπτει ότι οι 6 αριθμοί θα είναι οι 123, 148, 173, 198 (δηλ 003=198-195), 028, 053. Με τη βοήθεια του πίνακα 4.5.2 οι έξι αυτοί αριθμοί δίνουν τις έξι συστάδες του δείγματος. Αυτές είναι οι συστάδες 1η 4η 8η 13η 14η και 15η. 

			Παράδειγμα 6

			Ένας ερευνητής θέλει να εκτιμήσει το μέσο αριθμό ΕΙΧ αυτοκινήτων ανά νοικοκυριό σε μία πόλη με 5000 οικογένειες. Η πόλη χωρίζεται σε Ν=500 συστάδες από 10 νοικοκυριά η καθεμία. Από τις 500 συστάδες (πληθυσμός Π) παίρνουμε με ΑΤΔ ένα δείγμα n=5 συστάδων και καταγράφουμε το πλήθος (τμ Υ) των ΕΙΧ αυτοκινήτων στα νοικοκυριά των συστάδων αυτών. Τα αποτελέσματα είναι στον παρακάτω Πίνακα 4.5.3:
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			Πίνακας 4.5.3

			Να βρεθούν:

			(α) Εκτίμηση του μέσου αριθμού ΕΙΧ ανά νοικοκυριό σε όλες τις συστάδες.

			(β) Να κατασκευαστεί διάστημα εμπιστοσύνης 95%, ένα για το κάθε μέγεθος από τα 

			Υ και [image: ].

			(γ) Ποιο το μέγεθος n του δείγματος, ώστε μέγιστο σφάλμα εκτίμησης d=0.52 στην εκτίμηση της μέσης τιμής και σφάλμα d=2000 στην εκτίμηση του αθροίσματος της τμ Υ (συνολικός αριθμός αυτοκινήτων σε όλη την πόλη);

			Λύση

			(α) Ο μέσος αριθμός ΕΙΧ αυτοκινήτων ανά νοικοκυριό σε κάθε συστάδα είναι στην 4η στήλη του πίνακα 4.5.3 και για τις 5 συστάδες του δείγματος. Ο μέσος αριθμός ανά νοικοκυριό για όλο το δείγμα (και εκτίμηση για όλο τον πληθυσμό) είναι [image: ] ΕΙΧ αυτοκίνητα ανά νοικοκυριό (τελευταία γραμμή 4ης στήλης του πίνακα 4.5.3). Άρα σε όλη την πόλη των 5000 νοικοκυριών κυκλοφορούν [image: ] ΕΙΧ αυτοκίνητα. Αυτά όλα αποτελούν εκτιμήσεις σε σημείο. 

			(β) Είναι t4;0.05=2.776 ο συντελεστής Student και η διασπορά (δειγματική) είναι ίση με [image: ]

			Το κλάσμα δειγματοληψίας είναι [image: ]. Άρα η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού προκύπτει ως [image: ] και εκτιμάται από την ποσότητα [image: ]

			Το τυπικό σφάλμα εκτίμησης (Standard Error of Estimation, SEE) διαμορφώνεται ήδη ως η ακτίνα του δ.ε. 

			[image: ]

			Το δε 95% δ.ε. της μέσης τιμής του πληθυσμού [image: ] είναι: [image: ] ΕΙΧ ανά νοικοκυριό.

			Το 95% δ.ε. Υ για το άθροισμα του πληθυσμού είναι [image: ] ΕΙΧ στον πληθυσμό. 

			(γ) Είναι γνωστό από τα προηγούμενα κεφάλαια (2ο και 3ο) ότι το μέγεθος του δείγματος (συστάδες) είναι: 

			[image: ]

			[x]=ακέραιο μέρος του πραγματικού αριθμού x και

			[image: ]

			όπου ο συντελεστής t θα υπολογιστεί για το παράδειγμά μας αρχικά ως συντελεστής student με 4 βαθμούς ελευθερίας (επειδή ξεκινάμε να έχουμε 5 συστάδες στο δείγμα του πίνακα 4.5.3). Άρα είναι t=t4;0.05=2.776, d=0.52, και άρα 

			[image: ] = 6.6118 

			και

			[image: ]

			Το αποτέλεσμα αυτό απαιτεί να προσεγγίσουμε εκ νέου την κατάσταση με n-1=6 β.ε. τώρα t=2.447 και 

			[image: ]

			Μία εκ νέου προσέγγιση με τον ίδιο τρόπο (τώρα όμως t=t5;0.05=2.571) δίνει μέγεθος 

			[image: ],

			δηλαδή έχουμε σύγκλιση στο μέγεθος [image: ]

			Για τον υπολογισμό του μεγέθους του δείγματος, όταν θέλουμε ακρίβεια d=2000 αυτοκίνητα στον πληθυσμό άρα h=2000/10=200 αυτοκίνητα ανά συστάδα, ισχύει ο τύπος [image: ], αλλά τώρα είναι 

			[image: ]

			Αρχίζοντας με 4 β.ε. και αντίστοιχο t=2.776 έχουμε την πρώτη προσέγγιση 

			[image: ]

			Η δεύτερη προσέγγιση με 10(=11-1) βαθμούς ελευθερίας και άρα συντελεστή κατά student ίσο με t=t10;0.05=2.228 δίνει μέγεθος

			[image: ]

			Η επόμενη προσέγγιση με 7 βαθμούς ελευθερίας (δηλαδή 7=8-1=n0-1) και t=t7;0.05=2.365 δίνει μέγεθος 

			[image: ]

			Τα δύο τελευταία αποτελέσματα πιστοποιούν τη σύγκλιση και άρα για μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα στο άθροισμα του πληθυσμού ίσο με d=2000 ΕΙΧ αυτοκίνητα το μέγεθος του δείγματος είναι ίσο με n0=8 συστάδες. 

			Αυτή η προσέγγιση του μεγέθους του δείγματος γίνεται γιατί ο τύπος του (ελαχίστου) μεγέθους του δείγματος 

			[image: ]

			προέκυψε με την παραδοχή ότι ασχολούμαστε με δείγματα τουλάχιστον 30-μελή και τότε ισχύει η σχέση 

			[image: ]

			Αλλιώς με n<30 ισχύει [image: ], αλλά ξεκινάμε με κάποιο αυθαίρετο t ως προς τους βαθμούς ελευθερίας, που μπορεί να το υποδεικνύει πάντως η κατάσταση πραγμάτων που αντιμετωπίζουμε (π.χ. εδώ, επειδή ασχολούμαστε με δείγμα 5-μελές, πήραμε αρχικά και αυθαίρετα β.ε.=4=5-1). Η σύγκλιση προκύπτει πάντα, εκτός σπανίων περιπτώσεων όπου προκύπτει παλινδρόμηση αποτελέσματος μεταξύ μεγεθών n και n+1, οπότε επιλέγουμε συνήθως το n+1 ως λύση για να είμαστε με το μέρος της ασφάλειας. Το μικρότερο n το επιλέγουμε, όταν άλλοι όροι (οικονομικοί ή περιβαλλοντικοί κ.λπ.) υπαγορεύουν την επιλογή αυτή.

			4.6. Ασκήσεις 

			Ακολουθεί μία σειρά από ασκήσεις σχετικές με τη ΔκΣ με υποδείξεις για τη λύση τους, όπου κρίνεται αναγκαίο: 

			Άσκηση 1

			Σε ένα Λύκειο υπάρχουν Ν=18 τμήματα με m=22 μαθητές το καθένα. Παίρνουμε ένα δείγμα n=5 το πλήθος τμημάτων και εξετάζουμε ποιοι μαθητές πήραν αυτήν τη χρονιά άριστα και ποιοι όχι, με τη χρήση της δίτιμης τμ Υ που παίρνει τις τιμές «1» και «0», ανάλογα αν ο μαθητής που παρατηρούμε έχει πάρει άριστα ή όχι. Τα αποτελέσματα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 4.5.4: 
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			Πίνακας 4.5.4

			(Α) Να βρεθεί η σχετική συχνότητα αριστούχων pi, i=1, 2, 3, 4, 5 ανά συστάδα του δείγματος

			(Β) Ποια η μέση δειγματική συχνότητα; 

			(Γ) Να εκτιμηθεί σε σημείο και σε διάστημα η συχνότητα (ανά συστάδα) του πληθυσμού. 

			(Δ) Ποιο είναι το μέγεθος n0 του δείγματος, ώστε να έχουμε μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα d=0.029; 

			(Υπόδειξη για το σκέλος Δ: Εκκίνηση με t4;0.05=2.776 και με αξιοποίηση του τύπου 

			[image: ], [image: ].

			Αν προκύψει n0=5, το μέγεθος του δείγματος είναι 5. Αν όμως προκύψει [image: ], τότε συνεχίζουμε με τιμή tno-1; 0.05 και επαναληπτικά, ώσπου να προκύψει σε δύο διαδοχικές φάσεις ίδια τιμή για το δείγμα ή το αποτέλεσμα να παλινδρομεί ανάμεσα σε δύο φυσικούς αριθμούς, οπότε επιλέγουμε τον μεγαλύτερο για μεγαλύτερη ακρίβεια).

			Άσκηση 2

			Σε ένα Λύκειο υπάρχουν Ν=15 τμήματα με άνισα μεγέθη ως προς το πλήθος των μαθητών. Ειδικότερα τα 5 πρώτα τμήματα είναι 22 μαθητών, τα επόμενα 7 είναι 20 μαθητών, ενώ τα υπόλοιπα έχουν 23, 25 και 19 μαθητές αντίστοιχα. 

			(Α) Να γίνει δειγματοληψία με δείγμα από n=4 τμήματα (συστάδες), με βάση την εκλογή άνισων συστάδων και με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθός τους (pps). Για το σκοπό αυτό να χρησιμοποιηθεί η τετράδα των τυχαία επιλεγμένων αριθμών: 035, 115, 222 και 283.

			(Β) Να γίνει δειγματοληψία με δείγμα από n=4 τμήματα (συστάδες), με βάση την εκλογή άνισων συστάδων και με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθός τους (pps). Για το σκοπό αυτό να χρησιμοποιηθεί η τετράδα των αριθμών που προκύπτουν με τη συστηματική διαδικασία και σημείο εκκίνησης το 223 και βήμα 70. 

			(Γ) Να γίνει δειγματοληψία με δείγμα από n=5 τμήματα (συστάδες), με βάση την εκλογή άνισων συστάδων και με πιθανότητα ανάλογη προς το μέγεθός τους (pps). Για το σκοπό αυτό να χρησιμοποιηθεί η τετράδα των αριθμών που προκύπτουν με τη γεωμετρική διαδικασία και σημείο εκκίνησης το 63 και λόγο το 5.

			(Υπόδειξη: Να εφαρμοστεί η διαδικασία που χρησιμοποιήθηκε στα λυμένα παραδείγματα 1, 2 και 3 του κεφαλαίου αυτού). 

			Άσκηση 3

			Σε έναν Δήμο και με βάση το βιβλίο με τις οικογενειακές μερίδες έχουμε ορίσει ως συστάδα την κάθε σελίδα του βιβλίου αυτού. Η κάθε σελίδα περιέχει m=25 εγγραφές (οικογενειακές μερίδες) και υπάρχουν 780 πλήρεις σελίδες. Πήραμε ένα δείγμα μεγέθους n=11 σελίδων και μελετούμε την τμ Χ= αριθμός τέκνων ανά οικογενειακή μερίδα. Τα αποτελέσματα είναι στον παρακάτω πίνακα 4.5.5: 
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			Πίνακας 4.5.5

			(Α) Να βρεθεί η δειγματική μέση τιμή του πλήθους τέκνων ανά οικογενειακή μερίδα και η μέση τιμή των συστάδων του δείγματος. 

			(Υπόδειξη:

			Είναι

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			για τις δύο μέσες τιμές)

			(Β) Να εκτιμηθεί (σε σημείο και σε διάστημα) η μέση τιμή του πλήθους τέκνων ανά οικογενειακή μερίδα για όλο τον πληθυσμό, σε στάθμη σημαντικότητας α=0.05. 

			(Γ) Ποιο μέγεθος του δείγματος εξασφαλίζει μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα εκτίμησης d=0.1, σε στάθμη σημαντικότητας α=0.05; 

			(Υπόδειξη για το σκέλος Γ: Εκκίνηση με t10;0.05=2.228 και με αξιοποίηση του τύπου

			[image: ], [image: ].

			Αν προκύψει n0=11, το μέγεθος του δείγματος είναι 11. Αν όμως προκύψει [image: ], τότε συνεχίζουμε με τιμή tno-1; 0.05 και επαναληπτικά, ώσπου να προκύψει σε δύο διαδοχικές φάσεις ίδια τιμή για το δείγμα ή παλινδρομικό αποτέλεσμα μεταξύ δύο διαδοχικών φυσικών αριθμών. Στην τελευταία περίπτωση επιλέγουμε τη μεγαλύτερη τιμή).

		

	
		
			Κεφάλαιο 5 Συστηματική Δειγματοληψία (ΣυΔ)

			Σύνοψη

			Η Συστηματική Δειγματοληψία (ΣυΔ) είναι το είδος της δειγματοληψίας που μπορεί να διεξαχθεί ευκολότερα σε σύγκριση με άλλα είδη δειγματοληψίας και μάλιστα το προσωπικό που θα συγκεντρώσει τα δεδομένα της έρευνας δεν απαιτείται να έχει και πολύ καλή κατάρτιση. Αρκεί μια σύντομη ενημέρωση.

			Η μέθοδος εν συντομία είναι η εξής: Τα άτομα του πληθυσμού αριθμούνται και θα επιλεγούν με βάση τον αύξοντα αριθμό. Το μέγεθος του πληθυσμού είναι Ν και θα επιλεγεί δείγμα μεγέθους n<N. Για να γίνει αυτό υπολογίζουμε το ακέραιο μέρος του πηλίκου k=[N/n] και με κλήρωση επιλέγεται ο δείκτης εκκίνησης (της δειγματοληψίας), ο ακέραιος j, που ανήκει στο σύνολο {1,2,3,…,k}. Το δείγμα θα αποτελέσουν πλέον τα n άτομα με δείκτες τους ακέραιους j, j+k, j+2k,…,j+(n-1)k. Η πιο εύχρηστη περίπτωση είναι, όταν το μέγεθος του δείγματος n διαιρεί ακριβώς το μέγεθος του πληθυσμού Ν. Όταν δεν είναι ακριβής η διαίρεση, τότε αναφύεται και πρόβλημα αμεροληψίας των εκτιμητριών, που μπορεί να αντιμετωπιστεί με τη ΣυΔ με βάση τον κυκλικό νόμο που εξετάζεται σε χωριστή παράγραφο στο κεφάλαιο αυτό.

			Σε άλλη παράγραφο παρουσιάζονται τα σχετικά με τις εκτιμήτριες της μέσης τιμής και της διασποράς και με τη συμπεριφορά τους. Εδώ φαίνεται από το κείμενο η όλη συμπεριφορά της ΣυΔ της οποίας τα αποτελέσματα τείνουν οριακά να εξισωθούν με τα αποτελέσματα της απλής τυχαίας δειγματοληψίας (ΑΤΔ). Σε μερικές μάλιστα περιπτώσεις είναι προτιμητέα η ΣυΔ σε σχέση και με την ΑΤΔ.

			Σε μία ιδιαίτερη παράγραφο εξετάζονται οι τυχαίες μεταβλητές (τμ) με τιμές που παρουσιάζουν γραμμική τάση ή εκθετική τάση συναρτήσει του δείκτη- αύξοντα αριθμού. Τέτοιες τμ παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, γιατί τα συμπεράσματα της παραγράφου αυτής δίνουν διέξοδο στο να μειωθεί το κόστος της δειγματοληπτικής έρευνας μέσα από τη μείωση του μεγέθους του δείγματος ή μέσω της ειδικής επιλογής του. Αυτό ουσιαστικά οδηγεί σε είδος δειγματοληψίας σκοπιμότητας (ΔΣκ), το οποίο όμως είναι αντικείμενο της επόμενης παραγράφου. 

			Την όλη εικόνα φωτίζουν τα λυμένα παραδείγματα, που αναλαμβάνουν να αναδείξουν περιπτώσεις όπου η ΣυΔ μπορεί να εφαρμοστεί με αποτελέσματα πολύ καλά έως εντυπωσιακά και αξίζει τον κόπο να εφαρμόζεται.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Δεν χρειάζονται ειδικές γνώσεις για το 5ο κεφάλαιο και αρκούν οι βασικές γνώσεις Στατιστικής και Πιθανοτήτων καθώς και οι γνώσεις των προηγουμένων κεφαλαίων αυτού του συγγράμματος.

			5.1 Ορισμοί εννοιών - Συμβολισμοί 

			Η συστηματική δειγματοληψία (ΣυΔ, systematic sampling) είναι μία μέθοδος δειγματοληψίας που διακρίνεται για την ευκολία διενέργειάς της και άρα για το χαμηλό κόστος της. Η ΣυΔ έχει τη φήμη ότι μπορεί να διενεργηθεί και από προσωπικό χαμηλού εκπαιδευτικού επιπέδου, πράγμα που είναι αρκετά αληθινό. 

			Εκτός από τα παραπάνω ένα άλλο πλεονέκτημα της μεθόδου αυτής είναι ότι δίνει αποτελέσματα και εκτιμήσεις που, οριακά τουλάχιστον, είναι εφάμιλλα, αν όχι και ίδια, με τα αντίστοιχα που προκύπτουν χρησιμοποιώντας ΑΤΔ. Αρκετές φορές, όμως, προκύπτουν και παρεκκλίσεις. Θα δούμε παρακάτω την περιγραφή της τεχνικής της ΣυΔ και θα επεξηγήσουμε τον τρόπο διενέργειάς της.

			Βασικά υποτίθεται εδώ ότι έχουμε έναν πληθυσμό Π που έχει Ν αντικείμενα, που αποκαλούνται και άτομα, τα: u1, u2,…uN. Όλα τα άτομα αυτά του πληθυσμού έχουν μία χαρακτηριστική ιδιότητα που περιγράφεται με την τυχαία μεταβλητή Χ (τμ Χ). Άρα, παράλληλα με τον πληθυσμό Π υπάρχει και το σύνολο των τιμών της τμ Χ, το σύνολο {Χ1, Χ2, Χ3,…ΧΝ}. Από τον πληθυσμό Π πρόκειται να εξαχθεί ένα δείγμα μεγέθους n. Το μέγεθος n του δείγματος μπορεί να είναι το πολύ ίσο με την ποσότητα [Ν/2], όπου [x]=ο μεγαλύτερος ακέραιος που δεν ξεπερνάει τον πραγματικό αριθμό x και αποκαλείται “ακέραιο μέρος του x”. Έχουμε, δηλαδή, την ισχύ της σχέσης 

			[image: ]

			Αν, δηλαδή, έχουμε έναν πληθυσμό Π με μέγεθος Ν=143 άτομα, τότε μπορούμε να πάρουμε δείγμα μεγέθους [143/2]=71 ατόμων το πολύ. Διακρίνουμε ήδη δύο διαφορετικές περιπτώσεις δειγματοληψίας:

			(α) Το μέγεθος του πληθυσμού να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του μεγέθους του δείγματος, δηλαδή

			[image: ]

			(β) Το μέγεθος του πληθυσμού δεν είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του μεγέθους του δείγματος, δηλαδή δεν υπάρχει ακέραιος k ώστε να ισχύει:

			[image: ].

			Ο k είναι ακέραιος και στις δύο περιπτώσεις (α) και (β). Κατά την περίπτωση (α) μπορούμε να γράψουμε τις τιμές της τμ Χ σε n γραμμές που να περιέχουν από k τιμές και έτσι όλα τα στοιχεία του πληθυσμού θα αντιπροσωπεύονται από τις τιμές της τμ Χ γραμμένες σε n γραμμές μήκους k, δηλαδή μπορούν να θεωρηθούν οι τιμές του πληθυσμού ως στοιχεία ενός 

			[image: ]

			πίνακα (matrix). Κάθε στήλη του πίνακα αυτού είναι και ένα δείγμα και έχουμε έτσι k δείγματα, όλα μεγέθους n ακριβώς. Αντίστοιχα, κατά την περίπτωση (β) έχουμε την ισχύ της σχέσης 

			[image: ]

			ή αλλιώς ισχύει γενικά η σχέση 

			[image: ]

			με τιμές του υπολοίπου 

			[image: ]

			Η περίπτωση υ=0 είναι η περίπτωση (α). Όλες οι άλλες τιμές του υπολοίπου, διαφορετικές από το μηδέν, σημαίνουν ότι οι τιμές της τμ Χ θα γραφούν σε έναν πίνακα διάστασης 

			[image: ]

			αλλά με την τελευταία γραμμή του πίνακα να μην είναι πλήρης. Πιο συγκεκριμένα, έχει κάποια στοιχεία (το λιγότερο 1 και το πολύ k-1 στο πλήθος) και τις τελευταίες θέσεις της κενές (τουλάχιστον μία). Ξεκινάμε δηλαδή με την επιλογή μας να πάρουμε k δείγματα n-μελή και μας προκύπτουν υ δείγματα-στήλες με μέγεθος (n+1) και k-υ δείγματα-στήλες με μέγεθος n, όπως αρχικά σχεδιάσαμε. 

			Οποιαδήποτε όμως περίπτωση και αν ισχύει, τα άτομα (μονάδες) του πληθυσμού Π μετά την παραπάνω θεώρηση θα γραφούν (για τις πρώτες n γραμμές του πίνακα) με τη μορφή

			[image: ],

			(5.1.1)

			ενώ στην (n+1)-οστή και τελευταία γραμμή, όποτε αυτή υπάρχει, θα έχουμε τα άτομα γραμμένα με το συμβολισμό 

			[image: ]

			(5.1.2)

			και το m-οστό δείγμα θα έχει ως στοιχεία τις μονάδες 

			[image: ]

			(5.1.3)

			Τα παραπάνω σημαίνουν ότι, για να πάρουμε ένα δείγμα με ΣυΔ, προβαίνουμε στις εξής ενέργειες: 

			1. Επιλέγουμε και αποφασίζουμε σχετικά με το μέγεθος του δείγματος, το n. 

			2. Προσδιορίζεται άμεσα και το μήκος γραμμής, το k. Τόσα δείγματα θα πάρουμε. 

			3. Μεταξύ των στοιχείων του συνόλου {1,2,3,…,k} γίνεται κλήρωση και προκύπτει ο αύξων αριθμός του δείγματος που θα προκύψει και θα χρησιμοποιηθεί για την έρευνά μας. 

			4. Το δείγμα που θα έχουμε είναι αυτό που προβλέπεται ήδη στη σχέση (5.1.3). 

			Μπορούμε να φανταστούμε έναν πληθυσμό Π με Ν=245 στοιχεία από τον οποίο και θέλουμε να πάρουμε ένα συστηματικό δείγμα μεγέθους n=8. Άρα μέγεθος γραμμής είναι το k=[245/8]=30, οπότε από τα 245 (αριθμημένα φυσικά) στοιχεία του πληθυσμού τα πρώτα 240(=30x8) τα θεωρούμε γραμμένα στις 8 πρώτες διαδοχικές γραμμές μήκους k=30 στοιχείων. Τα υπόλοιπα 5 στοιχεία θα μπουν στη μη πλήρη 9η γραμμή και έτσι τακτοποιήθηκαν όλα τα στοιχεία (άτομα) του πληθυσμού Π, 245 συνολικά. Μεταξύ των 30 διαδοχικών φυσικών αριθμών {1,2,3,…,30} κάνουμε κλήρωση και προκύπτει π.χ. το m=7. Άρα από τα 30 δυνατά δείγματα επιλέγεται και θα χρησιμοποιήσουμε στη μελέτη μας το 7ο δείγμα που περιέχει τα επόμενα άτομα του πληθυσμού 

			[image: ],

			ήτοι τα 8 άτομα με δείκτη 7, 37, 67, 97, 127, 157, 187, 217. 

			Αντίθετα, αν είχε εκλεγεί το m=4, τότε θα είχαμε τα 9 άτομα του πληθυσμού με δείκτη 4, 34, 64, 94, 124, 154, 184, 214, 244, που υλοποιούν τον αντίστοιχο τύπο 

			[image: ]

			Τα τέσσερα βήματα ενεργειών που περιγράφονται παραπάνω μπορούν να αποδοθούν σχηματικά με τη βοήθεια ενός πίνακα με k στήλες, που αποδίδει τη διαδικασία θεωρητικά και μπορεί να υλοποιηθεί με συγκεκριμένα παραδείγματα παρακάτω. Υποτίθεται ότι το μέγεθος n του δείγματος είναι διαιρέτης του μεγέθους Ν του πληθυσμού Π και άρα το πλήθος των στηλών του πίνακα είναι το ακριβές πηλίκο k=N/n. Ακολουθεί ο αντίστοιχος Πίνακας 5.1.1, που στις θέσεις των ατόμων του πληθυσμού έχει τις αντίστοιχες τιμές της τμ Χ. Κάθε στήλη του πίνακα αυτού είναι και ένα δείγμα με ΣυΔ.
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			Πίνακας 5.1.1

			5.2 Εκτιμήσεις – Οι εκτιμήτριες βασικών παραμέτρων

			Θεωρούμε τον πληθυσμό Π με μέγεθος Ν ατόμων τα οποία έχουν αριθμηθεί με αύξοντα αριθμό (α.α.) από το 1 έως το Ν. Η μελέτη γίνεται μέσα από τη χρήση της τμ Χ, που παίρνει τιμές Χ1, Χ2,Χ3,…,ΧΝ. Σε σχέση με την τμ Χ είναι προφανές ότι η μέση τιμή για τον πληθυσμό Π είναι η ποσότητα

			[image: ]

			και η ποσότητα 

			[image: ]

			είναι το άθροισμα του πληθυσμού. 

			Επιπλέον η διασπορά για τον πληθυσμό είναι επίσης η ποσότητα 

			[image: ]

			και η τυπική απόκλιση είναι η τετραγωνική της ρίζα, 

			[image: ]

			Οι έννοιες αυτές είναι ήδη γνωστές και από τα προηγούμενα κεφάλαια, όπως επίσης είναι γνωστές διαφόρων ειδών εκτιμήτριες (συναρτήσεις) τους. Στην παρούσα παράγραφο θα μελετηθούν οι εκτιμήτριες και οι εκτιμήσεις μέσα από τη ΣυΔ. Η εκτίμηση όλων των παραμέτρων γίνεται μέσα από τη δειγματοληψία. Ειδικά στη ΣυΔ, όπως περιγράφεται στην προηγούμενη παράγραφο, υπάρχουν

			[image: ]

			δείγματα, όπου n είναι το επιδιωκόμενο μέγεθος του συστηματικού δείγματος και το σύμβολο [x] είναι το ακέραιο μέρος του πραγματικού αριθμού x.

			Θα δοθούν τα σύμβολα και οι εκφράσεις των διαφόρων εκτιμητριών των παραμέτρων του πληθυσμού υποθέτοντας ότι είναι 

			[image: ]

			και άρα ισχύει ότι 

			[image: ]

			με τον k ακέραιο. Αρχικά ορίζουμε ότι το άτομο του πληθυσμού [image: ] είναι το άτομο που συμμετέχει στο j-οστό δείγμα και κατέχει την i-οστή κατά σειρά θέση μέσα στο δείγμα αυτό. Ισχύει, δηλαδή, ότι το άτομο [image: ] είναι το ίδιο με το άτομο [image: ] του πληθυσμού (συμπίπτουν) στην ενιαία αρίθμηση των ατόμων του πληθυσμού από το 1 μέχρι το Ν. Επειδή μάλιστα ενδιαφέρει η τμ Χ, στο άτομο [image: ] του πληθυσμού αντιστοιχεί η τιμή Xij της τμ Χ που, όταν την βλέπουμε ως τιμή σχετική με το δείγμα, τη συμβολίζουμε με το μικρό γράμμα xij.

			Σύμβολα για τα δείγματα στην ΣυΔ φαίνονται στον αμέσως επόμενο Πίνακα 5.2.1:
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			Πίνακας 5.2.1

			Με βάση τους ανωτέρω καθορισμούς των συμβόλων στο δείγμα, έχουμε τις παρακάτω σχέσεις ορισμού των αντίστοιχων εννοιών, με την υποσημείωση μόνο ότι ο πληθυσμός Π περιλαμβάνει 

			[image: ]

			στοιχεία ακριβώς και μπορούν να προκύψουν από αυτόν k δείγματα μεγέθους n ακριβώς το καθένα.

			Άθροισμα στο j-οστό δείγμα: 

			[image: ]

			(5.2.1)

			Μέση τιμή της τμ Χ στο j-οστό δείγμα:

			[image: ]

			(5.2.2)

			Διασπορά στο j-οστό δείγμα:

			[image: ]

			(5.2.3)

			Τυπική απόκλιση στο j-οστό δείγμα:

			[image: ]

			(5.2.4)

			Η μέση τιμή των k δειγματικών διασπορών

			[image: ]

			(5.2.5)

			Η μέση τιμή των k δειγματικών διασπορών κατά τον Cochran (1977) είναι η διασπορά ανάμεσα σε μονάδες που βρίσκονται ταξινομημένες σε συστηματικά δείγματα. Οι μονάδες, δηλαδή, δεν συνεισφέρουν στον υπολογισμό της διασπορά κατά μόνας, οπότε θα είχαμε Ν-1=kn-1 βαθμούς ελευθερίας, αλλά συμπεριφέρονται και «ενεργούν» ομαδικά ανήκοντας σε n-μελή δείγματα, άρα έχουμε k φορές n-1 βαθμούς ελευθερίας, ήτοι k(n-1) β.ε. Η παράμετρος [image: ] είναι αρκετά σημαντική για τη στατιστική ανάλυση στη ΣυΔ, όπως θα φανεί παρακάτω σε σχετικά θεωρήματα. Ονομάζεται «διασπορά μέσα από τα δείγματα» ή «διασπορά από τα δείγματα».

			Η παράθεση μερικών θεωρημάτων παρακάτω θα δείξει τον τρόπο σύνδεσης αλλά και λειτουργίας των εννοιών των παραμέτρων που ορίστηκαν ως εδώ:

			Θεώρημα 5.2.1: Όταν ισχύει

			[image: ], 

			η μέση τιμή συστηματικού δείγματος (δηλαδή η μέση τιμή που θα προκύψει από δείγμα που θα επιλεγεί με ΣυΔ) η

			[image: ]

			είναι μία εκτιμήτρια της πληθυσμιακής μέσης τιμής

			[image: ]

			και είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια αυτής της μέσης τιμής. 

			Απόδειξη: Σημειώνουμε αρχικά ότι το σύμβολο 

			[image: ]

			είναι το σύμβολο που αναφέρεται σε όλες τις μέσες τιμές που προκύπτουν από δείγματα που επιλέχτηκαν με ΣυΔ. Παίρνει όλες τις k τιμές της σχέσης (5.2.2) με την ίδια πιθανότητα 1/k. Αυτή η παρατήρηση θα διευκολύνει στην απόδειξη του θεωρήματος. 

			Είναι ήδη προφανές ότι αρκεί να αποδειχτεί το

			[image: ]

			Προφανές είναι ότι ισχύει η σειρά των πράξεων

			[image: ]

			λόγω του ισοπιθάνου των μέσων τιμών από τα συστηματικά δείγματα. Οπότε

			[image: ]

			και το θεώρημα αποδείχτηκε. 

			Η αμεροληψία μιας εκτιμήτριας είναι πάντα μια σημαντική «καλή» ιδιότητα της εκτιμήτριας. Η ποιότητα της εκτιμήτριας, όμως, εξαρτάται σημαντικά και από τη διασπορά της εκτιμήτριας, καθώς διατρέχονται όλα τα δυνατά δείγματα και το καθένα μετέχει στη διαδικασία ανάλογα με τη βαρύτητά του. Όταν ισχύει ότι [image: ], τότε έχουμε k συστηματικά δείγματα από n ακριβώς στοιχεία το καθένα. Άρα έχουν την ίδια βαρύτητα όλα. Θα αποδείξουμε σχετικά με τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού:

			Θεώρημα 5.2.2: Όταν ισχύει 

			[image: ],

			τότε η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής δίνεται από τη σχέση: 

			[image: ]

			(5.2.6)

			Απόδειξη: Είναι προφανές ότι ισχύουν τα εξής: 

			(1ο) [image: ],

			ήτοι 

			[image: ] και 

			[image: ]

			και επειδή είναι [image: ], προκύπτει τελικά 

			[image: ]

			ενώ παράλληλα και αφού οι πιθανοί και ισοπίθανοι μέσοι όροι είναι k το πλήθος, ισχύει ότι:

			(2ο) [image: ].

			Ο συνδυασμός των ανωτέρω αποτελεσμάτων (1ο) και (2ο) και η σχέση (5.2.5) δίνουν το αποτέλεσμα: 

			[image: ]

			Η τελευταία σχέση επιλύεται ως προς [image: ] και σε συνδυασμό με την αρχική υπόθεση 

			[image: ] (άρα [image: ]) προκύπτει άμεσα η σχέση 

			[image: ]

			και το θεώρημα αποδείχτηκε. 

			Το αποτέλεσμα του Θεωρήματος 5.2.2 μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε αρκετές σημαντικές περιπτώσεις. Μία τέτοια περίπτωση εφαρμογής είναι η προσπάθεια διαπίστωσης του πότε η ΣυΔ δίνει ακριβέστερη εκτίμηση για την τιμή της μέσης τιμής του πληθυσμού από κάποια άλλη μέθοδο δειγματοληψίας. Συγκεκριμένα εδώ θα διαπιστώσουμε κάτω από ποιες συνθήκες η ΣυΔ είναι ακριβέστερη στην εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού σε σχέση με την απλή τυχαία δειγματοληψία (ΑΤΔ). Σημειώνεται ότι η ΑΤΔ παρέχει αμερόληπτη εκτιμήτρια για την μέση τιμή της τμ Χ στον πληθυσμό και η διασπορά της μέσης δειγματικής τιμής, η 

			[image: ]

			θεωρείται ως μέτρο σύγκρισης για την αξιοπιστία και την ακρίβεια των εκτιμήσεων της μέσης τιμής του πληθυσμού που προκύπτουν από άλλες μεθόδους και τεχνικές δειγματοληψίας, όπως είναι η ΣυΔ. Η ΑΤΔ λόγω και της απλότητάς της και λόγω των «καλών» ιδιοτήτων των εκτιμητριών μέσης τιμής και διασποράς του πληθυσμού Π θεωρείται ιδανική και ως σημείο αναφοράς γενικά. Σχετικό είναι το επόμενο θεώρημα: 

			[image: ]

			(5.2.7)

			Θεώρημα 5.2.3: Όταν ισχύει [image: ], τότε για τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού της ΣυΔ σε σχέση με την ΑΤΔ ισχύει η εξής ισοδυναμία:

			Απόδειξη: Είναι γνωστό ήδη (Κεφάλαιο 2ο) ότι

			[image: ]

			(5.2.8)

			Από τις σχέσεις (5.2.6) και (5.2.7) προκύπτει

			[image: ]

			και 

			[image: ],

			δηλαδή προκύπτει η επόμενη ισοδυναμία ανισοτήτων, με την προϋπόθεση ότι [image: ]:

			[image: ]

			και το θεώρημα αποδείχτηκε. 

			Το βαθύτερο νόημα του Θεωρήματος 5.2.3 είναι ότι: «Η ΣυΔ είναι πιο αξιόπιστη (ακριβέστερη) στην εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού από την ΑΤΔ, αν και μόνο αν η διασπορά μέσα από τα δείγματα-στήλες είναι μεγαλύτερη από τη διασπορά όλου του πληθυσμού, αν τον θεωρήσουμε ως μια ενότητα». Αυτό το συμπέρασμα μας ωθεί να προτιμήσουμε την ΣυΔ από την ΑΤΔ, αν με οποιονδήποτε τρόπο αντιληφθούμε ότι υπάρχει ανομοιογένεια στο δείγμα (ή στα δείγματα, αν έχουμε περισσότερα) ως προς την εξεταζόμενη τμ Χ. Αυτήν την ανομοιογένεια μπορούμε να τη διαπιστώσουμε στο δείγμα βασιζόμενοι στην όποια γνώση έχουμε για την τμ Χ (διαίσθηση, πείρα, αξιοποίηση άλλης παράλληλης πληροφόρησης κ.λπ.). Μπορούμε όμως να την διαπιστώσουμε και με άλλες μεθόδους πιο ασφαλείς και πιο αντικειμενικά τεκμηριωμένες. Μία τέτοια μέθοδος είναι αυτή που βασίζεται σε έναν δείκτη [image: ] ο οποίος σχετίζεται και περιγράφει τη συσχέτιση ανάμεσα σε ζεύγη τιμών της τμ Χ με μέτρο σύγκρισης τη διασπορά της. Υπάρχουν πολλές εκδοχές του δείκτη αυτού. Μία από τις ευρύτερα γνωστές εκδοχές του [image: ], (Cochran, 1977), είναι η ακόλουθη

			[image: ],

			(5.2.9)

			όπου η μέση τιμή του αριθμητή είναι έχει 

			[image: ]

			βαθμούς ελευθερίας (τόσοι προσθετέοι υπάρχουν στον αριθμητή και το άθροισμά τους διαιρείται με τον αριθμό αυτό), ενώ ο παρονομαστής είναι η διασπορά

			[image: ]

			Μετά όλα τα παραπάνω θα έχουμε για το δείκτη [image: ] την έκφραση 

			[image: ]

			(5.2.10)

			και κρατάμε την μορφή της ως

			[image: ].

			Επίσης από τον ορισμό της διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού 

			[image: ]

			προκύπτει άμεσα ότι 

			[image: ]

			Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της τελευταίας σχέσης επί n2 και αναπτύσσομε το α΄ μέλος για να πάρουμε τη σχέση 

			[image: ]

			ή 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Αναπτύσσουμε το α ΄ μέλος περισσότερο και έχουμε 

			[image: ],

			που σε συνδυασμό με τη δεύτερη μορφή της σχέσης (5.2.10) δίνει ενδιάμεσο αποτέλεσμα

			[image: ]

			Τελικά, προκύπτει μια σημαντική σχέση προσδιορισμού της διασποράς της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού, άρα και προσδιορισμού της ποιότητας της εκτιμήτριας. Η σχέση αυτή είναι: 

			[image: ].

			(5.2.11)

			Η σχέση (5.2.11) θεωρητικά  φαίνεται να είναι μια σημαντική σχέση που για την τμ Χ, προσδιορίζει τη διασπορά (ποιότητα και αξιοπιστία) της εκτιμήτριας [image: ] της μέσης τιμής του πληθυσμού Π. Μια προσεκτικότερη θεώρηση, όμως, δείχνει να υπάρχει πρόβλημα στην άμεση εφαρμογή της. Αυτό επειδή η [image: ] είναι συνάρτηση της διασποράς [image: ] και του δείκτη συσχέτισης [image: ]. Οι δύο αυτές ποσότητες είναι συναρτήσεις της μέσης τιμής του πληθυσμού, η οποία και είναι τελικός στόχος της μελέτης. Έχουμε πρωθύστερο σχήμα προσδιορίζοντας τα άγνωστα [image: ] και [image: ] με την άγνωστη τιμή [image: ]. Προς αποφυγήν αυτού του αδιεξόδου, στην (5.2.11) αντί των [image: ] και [image: ] χρησιμοποιούμε εκτιμήτριές τους και έτσι έχουμε εκτίμηση για τη διασπορά  [image: ]της μέσης τιμής του πληθυσμού κατά το σχήμα:

			[image: ].

			(5.2.12)

			Για την εξυπηρέτηση αυτού του σκοπού εφαρμόζουμε την εξής σειρά ενεργειών:

			1η ενέργεια: Προσδιορισμός του μεγέθους του δείγματος n

			2η ενέργεια: Προσδιορισμός του μεγέθους k, δηλαδή του πλήθους των συστηματικών δειγμάτων συνολικά.

			3η ενέργεια: Προσδιορισμός του πλήθους ν (<k) των συστηματικών δειγμάτων που θα χρειαστούν για τον προσδιορισμό των εκτιμητριών [image: ] και [image: ] των [image: ] και [image: ].

			4η ενέργεια: Προσδιορισμός της διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού (τελικός στόχος). 

			Σημείωση 5.2.1: Υπάρχουν πολλά είδη εκτιμητριών [image: ] και [image: ]. Θεωρούμε π.χ. τα ν δείγματα ως πληθυσμό και ενεργούμε ανάλογα σύμφωνα με όσα εκτίθενται παραπάνω. 

			Σημείωση 5.2.2: Αν στα δείγματα που θα πάρουμε πιλοτικά δεν εμφανιστεί ανομοιογένεια, τότε δεν θα προτιμήσουμε τη ΣυΔ και θα προσαρμόσουμε τη μελέτη μας στη χρήση άλλης ή άλλων μεθόδων. Υπάρχουν περιπτώσεις που η ανομοιογένεια είναι ανύπαρκτη στο δείγμα ή στα δείγματα, όταν π.χ. υπάρχει περιοδικότητα και έχουμε επιλέξει το k να είναι ίσο με την περίοδο Τ ή πολλαπλάσιο του Τ. 

			Παράδειγμα 5.2.1: 

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=24 ατόμων και μελετούμε την τμ Χ με τιμές τα στοιχεία του συνόλου 

			ΑΧ={7, 4, 1, 2, 1, 4, 3, 5, 1, 10, 9, 12, 6, 9, 10, 6, 13, 13, 13, 7, 15, 15, 12, 14} που είναι γραμμένα με τη αύξουσα σειρά τους. Είναι π.χ. Χ3=1, Χ6=4, Χ24=14 κ.λπ.

			Στη δειγματοληψία με δείγμα μεγέθους n=3 να διαπιστωθεί αν είναι προτιμότερη η ΣυΔ από την ΑΤΔ.

			Λύση 

			Τριμελή συστηματικά δείγματα θα πάρουμε, αν γράψουμε όλα τα στοιχεία του πληθυσμού Π σε n=3 γραμμές με k=N/n=24/3=8 στοιχεία η καθεμία γραμμή. 

			Η διαπίστωση αν είναι προτιμότερη ή όχι η ΣυΔ από την ΑΤΔ μπορεί να γίνει με δύο, τουλάχιστον, τρόπους: 

			(α) Με το δείκτη συσχέτισης

			(β) Με την ισοδυναμία του θεωρήματος 5.2.3 [βλ. σχέση (5.2.7)]

			Θα τα εφαρμόσουμε και τα δύο κριτήρια.

			(α) Με το δείκτη συσχέτισης [image: ]

			Όλα τα δυνατά συστηματικά δείγματα είναι 8. Για εξοικονόμηση χρόνου και κόπου θα πάρουμε μερικά από αυτά και αυτά θα αποτελέσουν το σύνολο στο οποίο θα βασιστούμε, για να κάνουμε τους υπολογισμούς μας. Θα πάρουμε συγκεκριμένα 3 σύνολα. Με τη χρήση γεννήτριας (ψευδο)-τυχαίων αριθμών που έχει ο υπολογιστής τσέπης CASIO fx-350MS κληρώθηκαν από τα 8 τριμελή συστηματικά δείγματα τα εξής 3 του συνόλου Β3={2ο, 3ο, 5ο}. Θα αποτελέσουν τη βάση υπολογισμών. Όπως είναι ήδη γνωστό, τα στοιχεία του πληθυσμού που θα μετέχουν των δειγμάτων είναι: 

			2ο δείγμα: μετέχουν τα στοιχεία του πληθυσμού 2ο, 10ο και 18ο

			3ο δείγμα: μετέχουν τα στοιχεία του πληθυσμού 3ο, 11ο και 19ο

			5ο δείγμα: μετέχουν τα στοιχεία του πληθυσμού 5ο, 13ο και 21ο

			Τα τρία δείγματα με τα στοιχεία τους θα εισαχθούν στον παρακάτω Πίνακα 5.2.2, όπου θα εισαχθούν και διάφορα ενδιάμεσα αποτελέσματα υπολογισμών που θα βοηθήσουν να έχουμε τη σωστή απόφαση για το ποια μέθοδος είναι προτιμότερη από τις δύο, η ΣυΔ ή η ΑΤΔ. Στιγμιαία θα μπορούν να θεωρηθούν ο «πληθυσμός» της δοκιμασίας.
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			Πίνακας 5.2.2

			Στον πίνακα 5.2.2. οι υπολογισμοί και τα αποτελέσματα που προέκυψαν και είναι στο τελευταίο κελί της 7ης γραμμής είναι: 

			[image: ]

			και η διασπορά αναφέρεται σε σχέση με τη μέση τιμή 

			[image: ]

			και υπολογίζεται με τη χρήση όλων των τιμών των τριών δειγμάτων, είτε είναι η S2=27.75 με Ν-1 β.ε. είτε είναι η σ2=24.67 με Ν=9 β.ε.

			Επίσης τα στοιχεία της τελευταίας γραμμής είναι οι μέσες τιμές των γινομένων διαφορών που είναι ακριβώς από πάνω τους στην ίδια στήλη. Ο πρώτος από τους τρείς αριθμούς είναι ο

			[image: ]

			Ο δεύτερος και ο τρίτος αριθμός της τελευταίας γραμμής είναι αντίστοιχα οι 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Οι τρείς αυτοί αριθμοί έχουν μέση τιμή την ποσότητα -104/9=-11.56 που εμφανίζεται στο τελευταίο κελί της τελευταίας γραμμής του Πίνακα.

			Επομένως ο δείκτης συσχέτισης εκτιμάται ως

			[image: ]

			και η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού κατά τη ΣυΔ είναι ίση με 

			[image: ].

			Μια εκτίμηση εξάλλου για τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού κατά την ΑΤΔ είναι 

			[image: ].

			Έχουμε δηλαδή την ανισότητα 

			[image: ],

			που υποδεικνύει ότι προτιμητέα είναι η ΣυΔ για τον συγκεκριμένο πληθυσμό και τη συγκεκριμένη τμ Χ αλλά και το συγκεκριμένο μέγεθος δείγματος n=3, σύμφωνα με το θεώρημα 5.2.3. 

			(β) Με την ισοδυναμία του θεωρήματος 5.2.3, δηλαδή της σχέσης (5.2.7).

			Πρέπει να υπολογίσουμε τις δύο διασπορές S2 και [image: ], αλλά τώρα με σύνολο αναφοράς όλο τον πληθυσμό Π και όχι μερικά (2 ή 3) δείγματα από τα οκτώ συνολικά που υπάρχουν. Ο Πίνακας 5.2.3 που ακολουθεί έχει όλα τα δείγματα και μερικά αποτελέσματα των υπολογισμών. 
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			Πίνακας 5.2.3

			Εξάλλου η διασπορά, καθώς βλέπουμε τον πληθυσμό ως μία ενότητα (Ν-1=23 βαθμοί ελευθερίας), ισούται με 

			[image: ]

			Η τελευταία σχέση και το θεώρημα 5.2.3 μας βοηθούν να συμπεράνουμε ότι [image: ].

			Άρα, ακριβέστερη και πιο αξιόπιστη είναι η ΣυΔ για τον συγκεκριμένο πληθυσμό και την συγκεκριμένη τμ Χ αλλά και το συγκεκριμένο μέγεθος δείγματος n=3.

			Γενική παρατήρηση: Αμφότερες οι διαδικασίες έδωσαν το ίδιο συμπέρασμα.

			Σημείωση 5.2.3: Στο ανωτέρω παράδειγμα 5.2.1 επιλέξαμε τα τρία δείγματα από τα 8, με απλή τυχαία δειγματοληψία, ώστε να είναι δυνατό για τη σύγκριση των διασπορών να χρησιμοποιηθεί η σχέση 

			[image: ]

			Παράδειγμα 5.2.2:

			Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους Ν=24 ατόμων και μελετούμε την τμ Χ με τιμές τα στοιχεία του συνόλου 

			ΑΧ={4,1,7,20,4,0,8,18,5,1,7,21,4,1,9,20,4,2,8,20,3,1,12,22} 

			που είναι γραμμένα κατά αύξουσα σειρά. Είναι π.χ. Χ3=7, Χ6=0, Χ23=12 κ.λπ.

			(α) Στη δειγματοληψία με δείγμα μεγέθους n=3 να διαπιστωθεί αν είναι προτιμότερη η ΣυΔ από την ΑΤΔ.

			(β) Στη δειγματοληψία με δείγμα μεγέθους n=4 να διαπιστωθεί επίσης αν είναι προτιμότερη η ΣυΔ από την ΑΤΔ.

			Λύση 

			(α) Τριμελή συστηματικά δείγματα θα πάρουμε, αν γράψουμε όλα τα στοιχεία του πληθυσμού Π σε n=3 γραμμές με k=N/n=24/3=8 στοιχεία η καθεμία γραμμή. 

			Η διαπίστωση αν είναι προτιμότερη ή όχι η ΣυΔ από την ΑΤΔ μπορεί να γίνει με δύο, τουλάχιστον, τρόπους: 

			(α) με τον δείκτη συσχέτισης

			(β) με την ισοδυναμία του Θεωρήματος 5.2.3 [βλ. σχέση (5.2.7)]

			Θα εφαρμόσουμε το δεύτερο κριτήριο. Για τον σκοπό αυτό πρέπει να υπολογίσουμε τις δύο διασπορές

			S2

			και

			[image: ]

			αλλά με σύνολο αναφοράς όλον τον πληθυσμό Π και όχι μερικά (2 ή 3) δείγματα από τα οκτώ συνολικά που υπάρχουν. 

			Ο Πίνακας 5.2.4 που ακολουθεί έχει όλα τα δείγματα και μερικά αποτελέσματα των υπολογισμών. 
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			Πίνακας 5.2.4

			Εξάλλου, η διασπορά, καθώς βλέπουμε τον πληθυσμό ως μία ενότητα (Ν-1=23 βαθμοί ελευθερίας), ισούται με 

			[image: ].

			Η τελευταία σχέση και το Θεώρημα 5.2.3 μας βοηθούν να συμπεράνουμε ότι [image: ]

			και άρα θα προτιμηθεί η ΑΤΔ και όχι η ΣυΔ (εδώ στην περίπτωση που εξετάζουμε) .

			(β) Στη δεύτερη περίπτωση ισχύει ότι k=N/n=24/4=6, άρα θα έχουμε 6 το πλήθος δείγματα-στήλες. 

			Πρέπει να υπολογίσουμε τις δύο διασπορές S2 και [image: ] φυσικά και πάλι με σύνολο αναφοράς όλο τον πληθυσμό Π. Ο Πίνακας 5.2.5 που ακολουθεί έχει όλα τα δείγματα και μερικά αποτελέσματα των υπολογισμών.
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			Πίνακας 5.2.5

			Εξάλλου, η διασπορά της τμ Χ, καθώς βλέπουμε τον πληθυσμό ως μία ενότητα, ισούται με [image: ].

			Η τελευταία σχέση και το Θεώρημα 5.2.3 μας βοηθούν να συμπεράνουμε ότι [image: ]

			και άρα θα προτιμηθεί η ΣυΔ αντί της ΑΤΔ, όταν είναι n=4.Επομένως προκύπτει ότι εξαρτάται από το μέγεθος του δείγματος το αν θα χρησιμοποιήσουμε την ΣυΔ ως προτιμότερη της ΑΤΔ ή το αντίθετο. 

			Σημείωση 5.2.3: Μια προσεκτική ματιά στον Πίνακα 5.2.4, ειδικά στη γραμμή των αθροισμάτων των δειγμάτων (5η γραμμή), μας αποκαλύπτει ότι υπάρχει μία περιοδικότητα στα δεδομένα της τμ Χ η οποία γίνεται εμφανέστερη, επειδή την παρατηρούμε στο άθροισμα των τιμών. Η περίοδος φαίνεται να είναι Τ=4. Απλά αντί της ισότητας ακριβώς ισχύει η προσεγγιστική σχέση 

			[image: ]

			Αυτή η περιοδικότητα, ενώ υπάρχει, δεν είναι φανερή στον Πίνακα 5.2.4 επειδή το πλήθος των στηλών του Πίνακα είναι k=6 και η περίοδος Τ=4 δεν διαιρεί το 6. 

			5.3 Κυκλικός Νόμος 

			Στη ΣυΔ έχουμε έναν πληθυσμό Π με Ν άτομα ui, i=1,2,3,…,N διατεταγμένα σύμφωνα με τον δείκτη τους και μελετούμε την τμ Χ (ίσως και άλλες παράλληλα) με αντίστοιχες τιμές Χi, i=1,2,3,…,N. Η διάταξη των τιμών της τμ Χ είναι άμεση και με βάση το δείκτη i=1,2,3,…,N. Η μελέτη της τμ Χ και των αντικειμένων ή εννοιών γενικά που απεικονίζει γίνεται με δειγματοληψία, όπου το δείγμα έχει μέγεθος n<N. Όταν το n διαιρεί το Ν, τότε όλα τα στοιχεία ή καλύτερα όλες οι (αντίστοιχες) τιμές της τμ Χ τοποθετούνται σε ισομήκεις γραμμές με k=N/n στοιχεία η καθεμία και ο όλος πληθυσμός Π έχει τοποθετημένες τις Ν τιμές της υπό μελέτη τμ Χ σε έναν nxk πίνακα (matrix). Κάθε στήλη του πίνακα είναι ένα δείγμα παρμένο με ΣυΔ από τον πίνακα αναγραφής των τιμών της τμ Χ. 

			Ήδη με το Θεώρημα 5.2.1 αποδείχτηκε ότι όταν το n διαιρεί το Ν, δηλαδή όταν ισχύει η σχέση διαιρετότητας

			[image: ],

			τότε η μέση τιμή του δείγματος είναι αμερόληπτη (unbiased) εκτιμήτρια της μέσης τιμής του πληθυσμού. Με τα δύο θεωρήματα 5.2.2 και 5.2.3 που ακολούθησαν τακτοποιήθηκαν τα θέματα περί του μεγέθους της διασποράς της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού. Επίσης, γίνεται και η διερεύνηση για το πότε είναι προσφορότερη η χρήση της ΣυΔ αντί της ΑΤΔ με βάση τη διασπορά (ποιότητα, αξιοπιστία) της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού.

			Όλα τα παραπάνω είναι εύχρηστα και φυσικά έχουν θεωρητικό αλλά και πρακτικό ενδιαφέρον. Το μειονέκτημα τους είναι ότι όλα ισχύουν υπό την προϋπόθεση ότι ισχύει η [image: ]. 

			Οι πιθανότητες να ισχύει 

			[image: ]

			είναι όμως πολύ περιορισμένες. Το πιο συνηθισμένο είναι να ισχύει 

			[image: ]

			Στην περίπτωση αυτή αποφασίζοντας να έχουμε δείγμα μεγέθους n μπορεί στην πράξη να έχουμε δείγμα μεγέθους n ή n+1. Διαφωτιστικό είναι το παρακάτω παράδειγμα.

			Παράδειγμα 5.3.1: 

			Η τμ Χ περιγράφει μία χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του πληθυσμού Π μεγέθους Ν=38 ατόμων. Θέλουμε να πάρουμε δείγμα μεγέθους n=7 από τον Π για τη μελέτη της τμ Χ και της ιδιότητας που απεικονίζει. Να γίνει ο αντίστοιχος Πίνακας των συστηματικών δειγμάτων (Συστηματικός Πίνακας). 

			Λύση

			Τοποθετούμε τις τιμές της Χ σε διαδοχικές γραμμές που να περιλαμβάνουν από

			[image: ]

			άτομα η καθεμία και όπου το σύμβολο [x] σημαίνει το ακέραιο μέρος του πραγματικού αριθμού x, δηλαδή τον μεγαλύτερο ακέραιο που δεν ξεπερνάει τον πραγματικό αριθμό x. Για διευκόλυνσή μας και για οικονομία χώρου η τιμή Χi της τμ Χ θα παριστάνεται στον Πίνακα 5.3.1 με το δείκτη της i και μόνο, i=1,2,3,…,38. 
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			Πίνακας 5.3.1

			Το ποιο δείγμα θα επιλεγεί από τα 5 διαθέσιμα του Πίνακα είναι αποτέλεσμα κλήρωσης ανάμεσα στους αριθμούς (στοιχεία) του συνόλου {1,2,3,4,5}. Αν κληρωθεί 1,2 ή 3 θα έχουμε 8-μελές δείγμα, ενώ σκοπεύαμε να έχουμε 7-μελές. Αν κληρωθεί 4 ή 5 θα έχουμε πράγματι 7-μελές δείγμα. Αυτό το γεγονός διασαλεύει λίγο τον κανόνα της αμεροληψίας. Δεν ισχύει, δηλαδή, ακριβώς ο κανόνας αμεροληψίας που αποδίδεται με τη σχέση 

			[image: ]

			και ισχύει η προσεγγιστική σχέση 

			[image: ]

			και η ποσότητα b είναι η μεροληψία της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού και μπορούμε να τη γράψουμε με τη μορφή: 

			[image: ]

			Με αφορμή το παράδειγμα 5.3.1 έχουμε σχετικά με τη ΣυΔ τα εξής: 

			Στη γενική περίπτωση και για τον πληθυσμό Π, μεγέθους Ν, ο Πίνακας των συστηματικών δειγμάτων ή Συστηματικός Πίνακας έχει k στήλες και ισχύει η σχέση 

			[image: ]

			και 

			(α) όταν είναι υ=0, τότε έχουμε το ισοδύναμο του 

			[image: ]

			που εξετάστηκε ήδη σε προηγούμενη παράγραφο και αντιστοιχεί σε πίνακα n γραμμών και k στηλών ακριβώς.

			(β) όταν είναι 0<υ<k, έχουμε το ισοδύναμό του 

			[image: ]

			και η μορφή του Πίνακα έχει ως εξής:

			Οι πρώτες υ στήλες έχουν από n+1 στοιχεία (γραμμές) η καθεμία και οι επόμενες k-υ στήλες έχουν από n στοιχεία (γραμμές) η καθεμία τους.

			Όλα τα παραπάνω σημαίνουν ότι στον Συστηματικό Πίνακα θα έχουμε δύο ειδών δείγματα και δύο ειδών μέσες τιμές δείγματος: 

			(Α) Στα πρώτα υ δείγματα (στήλες) οι μέσες τιμές θα έχουν παρονομαστή (βαθμοί ελευθερίας) το n+1 και μορφή

			[image: ]

			(5.3.1)

			(Β) Στα επόμενα k-υ δείγματα (στήλες) οι μέσες τιμές θα έχουν παρονομαστή (βαθμοί ελευθερίας) το n και μορφή

			[image: ]

			(5.3.2)

			Προφανές είναι ότι η μέση τιμή των δειγματικών μέσων που θα χρησιμοποιηθεί για τη διαπίστωση της μεροληψίας ή αμεροληψίας είναι η ποσότητα 

			[image: ].

			(5.3.3)

			Η μέση τιμή των δειγματικών μέσων τιμών είναι δυνατόν να εκφραστεί και με βήματα διαδοχικά να μετασχηματιστεί ως εξής: 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			ήτοι

			[image: ]

			και τελικά είναι 

			[image: ].

			Με δεδομένη και τη γνωστή μορφή για τη μέση τιμή του πληθυσμού 

			[image: ]

			καταλήγουμε στην έκφραση της μέσης τιμής των δειγματικών μέσων συναρτήσει και της πληθυσμιακής μέσης τιμής της τμ Χ

			[image: ].

			(5.3.4)

			Η μεροληψία εκφράζεται πλέον με βάση και την (5.3.4) ως εξής:

			[image: ],

			ήτοι 

			[image: ]

			και τελικά έχουμε τη μορφή της μεροληψίας 

			[image: ].

			(5.3.5)

			Όλα τα παραπάνω, από το σημείο όπου ορίζεται η μεροληψία της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού με τη μορφή 

			[image: ]

			και μετά, αποτελούν την απόδειξη του επομένου θεωρήματος: 

			Θεώρημα 5.3.1: Δίνεται πληθυσμός Π μεγέθους N και ο Πίνακας των k συστηματικών δειγμάτων-στηλών μεγέθους n τα υ από αυτά και μεγέθους n+1 τα υπόλοιπα k-υ, όπου n=[N/k] και υ=Ν-kn. Στον πληθυσμό Π μελετούμε την τμ Χ. Η μεροληψία (bias) της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού δίνεται από τη σχέση (5.3.5). Ισχύει, δηλαδή, η ισότητα

			[image: ]

			Διερεύνηση: Η σχέση (5.3.5) για την τιμή υ=0 δίνει αποτέλεσμα b=0, πράγμα συνεπές με το θεώρημα 5.2.1 περί αμεροληψίας, όταν 

			[image: ].

			Για όλες τις υπόλοιπες τιμές του υπολοίπου υ η μεροληψία είναι διάφορη του μηδενός, γενικά.

			Για να αποφεύγεται η μεροληψία στην περίπτωση μεγεθών πληθυσμού και δείγματος τέτοιων, ώστε να έχουμε

			[image: ],

			εφαρμόζεται μία παραλλαγή της μεθόδου της ΣυΔ, όπως την περιγράψαμε έως τώρα, που αποκαλείται «Κυκλικός Νόμος». Ο Κυκλικός Νόμος δεν δίνει μόνο k=[N/n] δείγματα, αλλά δίνει τελικά Ν διαφορετικά δείγματα που έχουν τις εξής δύο ιδιότητες:

			1η ιδιότητα: Είναι όλα μεγέθους n.

			2η ιδιότητα: Η εκτιμήτρια της μέσης τιμής του πληθυσμού που προκύπτει από αυτά είναι αμερόληπτη εκτιμήτρια (μεροληψία b=0).

			Για να εφαρμόσουμε τον Κυκλικό Νόμο, ακολουθούμε τα εξής βήματα της μεθόδου αυτής: 

			1ο βήμα: Ορίζουμε το μέγεθος n του δείγματος.

			2ο βήμα: Ορίζουμε την απόσταση (διαφορά δεικτών) μεταξύ των οποιωνδήποτε δύο διαδοχικών τιμών του δείγματος. Αυτή είναι το γνωστό ως τώρα k=[N/n]. 

			3ο βήμα: Κάνουμε κλήρωση μεταξύ των στοιχείων του συνόλου {1,2,3,…,Ν} και προκύπτει το στοιχείο r.

			4ο βήμα: Με πρώτο στοιχείο του δείγματος το στοιχείο Χr συμπεριλαμβάνουμε στο δείγμα όλα τα στοιχεία με δείκτη

			[image: ],

			(5.3.6)

			ώστε να συμπληρωθεί ένα δείγμα μεγέθους n, όπως προκύπτει από τις τιμές λ=0,1,2,…,n-1. 

			Το δείγμα που δημιουργείται από τη διαδικασία των 4 βημάτων (ανωτέρω) μπορεί να παραχθεί με πρώτο στοιχείο οποιοδήποτε στοιχείο του συνόλου {1,2,3,…,Ν}. Άρα, με τη μέθοδο αυτή έχουμε τη δυνατότητα να έχουμε Ν διαφορετικά συστηματικά δείγματα αντί των k=[N/n] που μας παρέχει η κλασική διαδικασία. Εννοείται ότι τα στοιχεία του συνόλου {1,2,3,…,Ν} είναι οι δείκτες των Ν τιμών της τμ Χ που μελετούμε. Χρειάζονται n στοιχεία για το καθένα από τα Ν δείγματα, άρα [image: ] στοιχεία συνολικά με δείκτες από τους αριθμούς {1,2,3,…,Ν}. Σημειώνεται ότι το τελευταίο δείγμα θα είναι με δείκτες τους (r=N) 

			N, N+k, N+2k, N+3k,…, N+(n-1)k

			εκφρασμένους με τη μορφή του υπόλοιπου διαίρεσης με διαιρέτη το Ν, δηλαδή οι δείκτες αυτοί θα μετατραπούν σε 

			Ν , k, 2k, 3k,…, (n-1)k. 

			Ο πρώτος δείκτης παραμένει Ν, επειδή δεν υπάρχει το 0 ως δείκτης, 

			Θα βοηθούσε πολύ στο να προχωρήσουμε στην ανάλυση για τη μορφή των δειγμάτων και να γίνουν κατανοητά μερικά πράγματα σχετικά και με τις ιδιότητες των εκτιμητριών της μέσης τιμής του πληθυσμού (αμεροληψία), αν περιγράφουμε τα δείγματα με τους δείκτες των τιμών της τμ Χ που μετέχουν σ’ αυτά (τα δείγματα) και που περιέχονται στο σύνολο {1,2,3,…,Ν}. Θα δώσουμε με τη μορφή αυτή μερικά «πρώτα» δείγματα, δηλαδή με πρώτο δείκτη r=1,2,3,4. Μετά θα δώσουμε μερικά από τα «τελευταία», δηλαδή με πρώτο δείκτη r=Ν-3, Ν-2, Ν-1, Ν. Όλες αυτές οι απεικονίσεις των δειγμάτων περιέχονται στον παρακάτω Πίνακα 5.3.2:
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			Πίνακας 5.3.2

			Τα τελευταία 4 δείγματα κανονικά είχαν δείκτες που δίνονται από τα επόμενα 4 σύνολα δεικτών, αλλά τους εκφράσαμε στον Πίνακα 5.3.2 ως υπόλοιπα διαίρεσής τους με το μέγεθος του πληθυσμού Ν. Εργαζόμαστε, δηλαδή, με τη λογική της ισοδυναμίας [image: ] και με σύνολο αναφοράς το σύνολο των δεικτών {1,2,3,…,Ν}. Οι κανονικοί δείκτες των 4 τελευταίων δειγμάτων ήταν λοιπόν: 

			{N-3….k+N-3….2k+N-3……….(n-1)k+N-3}

			{N-2….k+N-2….2k+N-2……….(n-1)k+N-2}

			{N-1….k+N-1….2k+N-1……….(n-1)k+N-1}

			{N.…...k+N…….2k+N………….(n-1)k+N}

			Κατόπιν όλων αυτών, αν θεωρήσουμε τις στήλες του Πίνακα 5.3.2, θα δούμε ότι σε όλες τους υπάρχουν όλα τα στοιχεία του συνόλου {1,2,3,…,Ν} και διατεταγμένα, αλλά μόνο στην πρώτη στήλη είναι στη φυσική τους μορφή. Στις υπόλοιπες στήλες υπάρχουν όλα πάλι και διατεταγμένα, αλλά η εμφάνισή τους ξεκινάει από ένα άλλο στοιχείο του συνόλου {1,2,3,…,Ν} και μόλις φτάσουμε στο Ν, συνεχίζεται από την αρχή η παράθεση των δεικτών 1, 2, 3,…κ.λπ. Η δεύτερη π.χ. στήλη αρχίζει από το k+1, προχωράει κανονικά η παράθεση των δεικτών κατά τη φυσική διαδοχή των ακεραίων ως το Ν και συνεχίζει από το 1 ως το k. Τα ίδια γίνονται και με την τρίτη στήλη κ.λπ. Γενικά μία στήλη τέτοιων δεικτών έχει τη μορφή

			{α, α+1, α+2,…Ν,1,2,3,…,α-1} 

			για κάθε α στοιχείο του συνόλου

			{1, k+1, 2k+1, 3k+1,…, (n-1)k+1} με k=[N/n].

			Έχοντας το κάθε δείγμα n στοιχεία έχουμε n στήλες. Άρα συνολικά το κάθε στοιχείο του συνόλου των δεικτών {1,2,3,…,Ν} εμφανίζεται σε όλα τα δείγματα από n φορές. Αυτό σημαίνει ότι αν θεωρήσουμε τη μέση τιμή της τμ Χ στο κάθε δείγμα ως την τιμή της μεταβλητής 

			[image: ],

			τότε η μέση τιμή αυτής της μεταβλητής θα είναι η 

			[image: ].

			Όλα τα παραπάνω περί της δομής των συστηματικών δειγμάτων του Κυκλικού Νόμου μπορούν να θεωρηθούν ως η απόδειξη του παρακάτω θεωρήματος:

			Θεώρημα 5.3.2: Η εκτιμήτρια της μέσης τιμής του πληθυσμού που προκύπτει από τα δείγματα του κυκλικού νόμου είναι αμερόληπτη. 

			Το Θεώρημα 5.3.2 εξασφαλίζει ότι για οποιεσδήποτε τιμές των μεγεθών του πληθυσμού και του δείγματος έχουμε αμερόληπτη εκτιμήτρια για τη μέση τιμή του πληθυσμού. Με τον Κυκλικό Νόμο έχουμε τη δυνατότητα να ισχύει η σχέση [image: ]

			και συγχρόνως να έχουμε την αμεροληψία της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού.

			Παράδειγμα 5.3.2: 

			Τα τιμολόγια που εκδόθηκαν το πρωΐ μιας ημέρας ήταν Ν=32, αριθμημένα με χρονική σειρά έκδοσης τους. Τα ποσά σε € στα τιμολόγια κατά αύξοντα αριθμό είναι τα εξής (ακρίβεια ακεραίας μονάδας):

			121, 18, 89, 76, 23, 111, 59, 98, 301, 69, 91, 26, 44, 55, 34, 86, 66, 78, 87, 49, 165, 12, 101, 29, 59, 43, 56, 71, 26, 57, 92, 203. 

			(α) Να δημιουργηθούν όλα τα δυνατά δείγματα με μέγεθος n=6 με τον Κυκλικό Νόμο.

			(β) Πόσα τέτοια δείγματα μπορούμε να πάρουμε; 

			(γ) Ποια η τιμή του k για τα 6-μελή δείγματα;

			(δ) Να ευρεθεί η μέση τιμή του πληθυσμού 

			[image: ]

			για την τμ Χ= «αναγραφόμενο ποσό € στο τιμολόγιο». Να συγκριθεί με τη μέση τιμή των δειγματικών μέσων τιμών, την [image: ].

			(ε) Να υπολογιστεί απευθείας η διασπορά της εκτιμήτριας [image: ] της μέσης τιμής του πληθυσμού [image: ].

			(στ) Να ευρεθεί η διασπορά του πληθυσμού S2. 

			Λύση

			(α) Όλα τα δυνατά 6-μελή δείγματα είναι στον παρακάτω Πίνακα 5.3.3. 
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							121

						
							
							111

						
							
							91

						
							
							86

						
							
							165

						
							
							43

						
							
							102,83
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							18

						
							
							59

						
							
							26

						
							
							66

						
							
							12

						
							
							56

						
							
							39,50
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							89

						
							
							98

						
							
							44

						
							
							78

						
							
							101

						
							
							71
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							29
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							95,67

						
					

					
							
							5ο
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			Πίνακας 5.3.3

			Κάθε γραμμή περιέχει και από ένα συστηματικό δείγμα στα έξι κελιά της από το 2ο μέχρι και το 7ο. Στο τελευταίο (8ο) κελί κάθε γραμμής εμφανίζεται η μέση τιμή του αντίστοιχου συστηματικού δείγματος με βάση τον Κυκλικό Νόμο του οποίου τα στοιχεία είναι στα προηγούμενα 6 κελιά. Η πρώτη στήλη έχει τους αύξοντες αριθμούς των 32 δειγμάτων που προκύπτουν από την εφαρμογή του Κυκλικό Νόμου.

			(β) και (γ) Μπορούμε να πάρουμε Ν=32 δείγματα 6-μελή (βλέπε 1η στήλη του πίνακα) αρχίζοντας από ένα στοιχείο του πληθυσμού κάθε φορά και εφαρμόζοντας τον Κυκλικό Νόμο με βήμα k=[N/n]=[32/6]=5. Π.χ. το 4ο δείγμα θα έχει τα στοιχεία 4ο, 9ο, 14ο, 19ο, 24ο και 29ο, ήτοι τις τιμές 76, 301, 55, 87, 29, 26.

			(δ) Η μέση τιμή του πληθυσμού είναι το πηλίκο των 32 δεδομένων του πληθυσμού με το πλήθος τους 32. Είναι, δηλαδή, 

			[image: ]

			με ακρίβεια 2 δεκαδικών κλασματικών ψηφίων (2 δ.κ.ψ.). Σημειώνεται ότι η μέση τιμή για το κάθε δείγμα βρίσκεται στο τελευταίο κελί της αντίστοιχης γραμμής του Πίνακα 5.3.3 με την ίδια ακρίβεια των 2 δ.κ.ψ. Η μέση τιμή των 32 αυτών μέσων τιμών είναι 

			[image: ]

			σε πλήρη συμφωνία με το Θεώρημα 5.3.2 περί αμεροληψίας της εκτιμήτριας 

			[image: ]

			της μέσης τιμής του πληθυσμού, με χρήση του Κυκλικό Νόμου. 

			(ε) Η διασπορά της εκτιμήτριας 

			[image: ]

			της μέσης τιμής του πληθυσμού μπορεί να υπολογιστεί απευθείας από τις μέσες τιμές των 32 δειγμάτων, αφού γνωρίζουμε τη μέση τιμή τους . 

			[image: ]. 

			Ισούται με 

			[image: ].

			(στ) Η διασπορά του πληθυσμού είναι

			[image: ]. 

			Αν είχαμε ΑΤΔ και παίρναμε 6-μελές δείγμα από 32-μελή πληθυσμό Π, η διασπορά της εκτιμήτριας, ως γνωστόν, είναι 

			[image: ].

			Έχουμε, δηλαδή, μία ένδειξη ότι η ΑΤΔ θα ήταν προτιμότερη από τη ΣυΔ μέσω κυκλικού νόμου στην παρούσα περίπτωση. Σημειώνεται ότι το συμπέρασμα αυτό δεν μπορεί να γενικευτεί. 

			5.4 Γραμμική και Εκθετική τάση τιμών της τυχαίας μεταβλητής 

			Στη ΣυΔ η μελέτη των φαινομένων που αναφέρονται στον πληθυσμό Π μεγέθους N βασίζεται στο λεγόμενο συστηματικό n-μελές δείγμα, όπου η δειγματοληψία γίνεται με βάση το βήμα k=[Ν/n], που ισούται με τη διαφορά των δεικτών των διαδοχικών τιμών της υπό μελέτη τμ Χ. Οι δείκτες των τιμών της τμ Χ που εισέρχονται διαδοχικά στο δείγμα αποτελούν αρχικό απόκομμα αριθμητικής προόδου με πρώτο στοιχείο έναν δείκτη τυχαία εκλεγμένο μέσα από το σύνολο {1,2,3,…,k} και βήμα το k. Αυτή η συνθήκη της αριθμητικής προόδου ισχύει σε κάθε περίπτωση εφαρμογής της ΣυΔ. 

			Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με περιπτώσεις όπου όχι μόνο οι δείκτες έχουν μία αλληλουχία ενδιαφέρουσα, όπως η παραπάνω, αλλά και οι ίδιες οι τιμές της τμ Χ σε ολόκληρο τον πληθυσμό έχουν μία αξιοσημείωτη και αξιοποιήσιμη αλληλουχία. 

			Τέτοια αλληλουχία περιγράφεται σχηματικά συνήθως από μια αναδρομική σχέση, όπως η επόμενη

			[image: ]

			(5.4.1)

			με διάφορες μορφές υλοποίησης αλλά και παραλλαγές τους. Μορφές που υλοποιούν την (5.4.1) είναι η γραμμική (ή αριθμητική) τάση, που περιγράφεται από τη μορφή της παραπάνω συνάρτησης ως

			[image: ]

			(5.4.2)

			και η εκθετική (ή γεωμετρική) τάση, που περιγράφεται από τη μορφή της ίδιας συνάρτησης ως

			[image: ]

			(5.4.3)

			Η ΣυΔ σε πληθυσμούς, όπου η τμ Χ ακολουθεί τάσεις όπως οι παραπάνω, αναδεικνύει διάφορα ευρήματα αλλά και ακολουθεί κανόνες που μειώνουν το κόστος ή/και τον χρόνο της μελέτης. Θα εξετάσουμε χωριστά τη γραμμική τάση και τη γεωμετρική τάση με λεπτομέρεια.

			(A) Γραμμική τάση στις τιμές της τυχαίας μεταβλητής 

			Έστω ότι μία τμ Χ που αναφέρεται σε χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του πληθυσμού Π, μεγέθους Ν, έχει τιμές που παρουσιάζουν γραμμική τάση. Ισχύει, δηλαδή, για την Χ η σχέση (5.4.2). Μεταβαίνοντας από την αναδρομική εξίσωση ορισμού της τμ Χ στην αναλυτική έχουμε την έκφραση

			[image: ],

			(5.4.4)

			όπου το σύνολο Ν είναι το σύνολο των φυσικών αριθμών. Η σχέση (5.4.4) είναι πολύ χρήσιμη στην απόδοση των βασικών στατιστικών παραμέτρων της Χ συναρτήσει των συντελεστών α και β. 

			Τα άθροισμα του πληθυσμού της τμ Χ δίνεται από τη σχέση 

			[image: ]

			και τελικά έχουμε το συμπέρασμα 

			[image: ],

			(5.4.5)

			που οδηγεί αυτόματα στη σχέση για τη μέση τιμή της τμ Χ

			[image: ]

			(5.4.6)

			και ανοίγει το δρόμο για τον προσδιορισμό της διασποράς του πληθυσμού μετά από μια σύντομη σειρά πράξεων, ήτοι 

			[image: ]

			και μετά τις πράξεις στην παρένθεση και την απλοποίηση του Ν-1 προκύπτει ή σχέση 

			[image: ],

			(5.4.7)

			που δεν περιέχει μάλιστα τη σταθερά α(=Χ1).

			Στη ΣυΔ υποθέτουμε πάντα ότι θέλουμε να πάρουμε ένα δείγμα μεγέθους n. Θα καταγράψουμε τα στοιχεία του πληθυσμού σε γραμμές ανά k=[N/n] στοιχεία και θα προκύψουν n διαδοχικές πλήρεις γραμμές και μία, ίσως ακόμη γραμμή με τόσα στοιχεία όσο είναι το υπόλοιπο υ της διαίρεσης του Ν δια k ή και γενικότερα υ=Ν-nk. Το στοιχείο um θα αντιστοιχεί στην τιμή Χm που, καθώς θα βρίσκεται στην i γραμμή και στην j στήλη, θα είναι δυνατό να γραφεί και ως Χm=Xij, όπου οι δύο δείκτες (συντεταγμένες) είναι:

			(α) i=[m/k] αν το k διαιρεί τον m ακριβώς και i=[m/k]+1 αν όχι και

			(β) j=m-(i-1)k. 

			Στα επόμενα αυτής της παραγράφου θα υποτίθεται ότι το μέγεθος του δείγματος n διαιρεί το μέγεθος Ν του πληθυσμού, εκτός αν τονίζεται ρητά κάτι άλλο. Αυτό σημαίνει ότι όλα τα δείγματα είναι n-μελή. Η τιμή 

			[image: ]

			και η μέση τιμή του j-δείγματος είναι ίση με 

			[image: ]

			ή

			[image: ]

			(5.4.8)

			και οι τιμές του ίδιου δείγματος είναι ίσες με 

			[image: ],

			οπότε και η διαφορά προκύπτει ίση με 

			[image: ]

			Επομένως, η διασπορά της τμ Χ στο j-δείγμα προκύπτει 

			[image: ]

			και μετά το πέρας μερικών ακόμη απλοποιήσεων στην παρένθεση καταλήγουμε στο

			[image: ],

			(5.4.9)

			που πιστοποιεί και το ότι η δειγματική διασπορά σε όλα τα δείγματα (σε πλήθος k) είναι ίδια, διότι δεν εξαρτάται από το δείκτη j=1,2,3,…,k. Το συμπέρασμα αυτό διευκολύνει πολύ στην απόδειξη του επόμενου θεωρήματος. 

			Θεώρημα 5.4.1: Όταν οι τιμές της τμ Χ έχουν γραμμική τάση, τότε η διασπορά μέσα από τα δείγματα δίνεται από τη σχέση 

			[image: ]

			Απόδειξη: Ισχύει βασικά η σχέση (5.2.5) για τη διασπορά μέσα από τα δείγματα, 

			[image: ], 

			που λέει ότι η διασπορά αυτή είναι η μέση τιμή όλων των δειγματικών διασπορών, δηλαδή 

			[image: ].

			Αυτή η συνθήκη και το επίσης βασικό συμπέρασμα (5.4.9) μας εξασφαλίζουν την ισχύ της 

			[image: ]

			και άρα 

			[image: ]

			Θέλουμε να εκτιμήσουμε την αξιοπιστία της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού και θα αποδείξουμε το επόμενο θεώρημα:

			Θεώρημα 5.4.2: Όταν οι τιμές της τμ Χ έχουν γραμμική τάση, τότε η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού είναι 

			[image: ]

			Απόδειξη: Ισχύει βασικά η σχέση (5.2.6) για τη διασπορά εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού συναρτήσει και της διασποράς μέσα από τα δείγματα, ήτοι

			[image: ].

			Συνδυασμός της σχέσης (5.4.7) παραπάνω και του Θεωρήματος 5.4.1 μας δίνει 

			[image: ],

			ήτοι 

			[image: ]

			και το θεώρημα αποδείχθηκε. 

			Σχολιάζοντας το αποτέλεσμα διαπιστώνουμε ότι το βέλτιστο αποτέλεσμα (ελάχιστη διασπορά της εκτιμήτριας) το δίνει η ελάχιστη τιμή του πλήθους των δειγμάτων της ΣυΔ, το k. Αυτή είναι η τιμή k=2. Αυτό σημαίνει ότι την καλύτερη εκτίμηση την έχουμε, όταν πάρουμε συστηματικό δείγμα ίσο με τον μισό πληθυσμό, δηλαδή μέγιστο κόστος.

			Μια καλύτερη αξιοποίηση των παραπάνω αποτελεσμάτων και των διαφόρων ποσοτήτων μπορεί να γίνει αν συγκρίνουμε τις ποσότητες 

			[image: ]

			και

			[image: ],

			από όπου προκύπτει άμεσα ότι 

			[image: ],

			οπότε ισχύει και η

			[image: ]

			με βάση τη σχέση (5.2.7) στο θεώρημα 5.2.3. Άρα καταλήγουμε στο συμπέρασμα: «Όταν οι τιμές της τμ Χ παρουσιάζουν γραμμική τάση, η ΣυΔ είναι προτιμότερη από την ΑΤΔ». 

			Προσπαθώντας να δούμε τα πράγματα με μεγαλύτερη λεπτομέρεια καταγράφουμε τις δυο διασπορές της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού και κάνουμε συγκρίσεις με τη βοήθεια της διαφοράς τους. Είναι 

			[image: ]

			και 

			[image: ].

			Άρα, η διαφορά τους είναι

			[image: ]

			ή 

			[image: ],

			ήτοι η διαφορά των δύο διασπορών είναι δευτεροβάθμιο τριώνυμο με ρίζες k=1 και k=N και αρνητική τιμή στο πεδίο μεταβολής του k που είναι το [2, Ν/2] θεωρητικά. Τελική μορφή είναι η 

			[image: ].

			Η δε βέλτιστη τιμή για τη διαφορά επιτυγχάνεται, όταν έχουμε τιμή της παραμέτρου ίση με το ημιάθροισμα των ριζών

			[image: ],

			όπου k ακέραιος. 

			και σε συνδυασμό με το γεγονός ότι 

			[image: ]

			η βέλτιστη λύση συμπίπτει με τιμή της παραμέτρου k που πρέπει 

			1) να είναι ακέραιος, 

			2) να διαιρεί τον Ν και 

			3) να είναι όσο μπορεί περισσότερο κοντά στον αριθμό 

			[image: ]

			Τα παραπάνω στηρίζονται φυσικά στο γεγονός που προαναφέρθηκε, ότι η διαφορά 

			[image: ]

			είναι δευτεροβάθμιο τριώνυμο ως προς την παράμετρο k και ότι με τον όρο βέλτιστη τιμή εννοείται η απόλυτα μικρότερη διαφορά των δύο διασπορών (μέγιστο αλλά αρνητικό αποτέλεσμα μεταξύ αρνητικών αποτελεσμάτων).

			Παράδειγμα 5.4.1: 

			Ένας πληθυσμός έχει μέγεθος Ν=168 άτομα. Η τμ Χ που περιγράφει μια χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του παρουσιάζει γραμμική τάση με βήμα β=11 και Χ1=α=48, δηλαδή οι τιμές της τμ έχουν προσεγγιστικά μέγεθος

			[image: ], 

			είναι π.χ. Χ35=423, Χ69=795, Χ111=1258 κ.λπ. 

			Να εκτιμηθούν οι παράμετροι

			(α) Μέση τιμή 

			(β) Διασπορά και τυπική απόκλιση 

			(γ) Άθροισμα πληθυσμού

			(δ) Συντελεστής μεταβλητότητας

			(ε) Να βρεθεί το k που βελτιστοποιεί τη διαφορά των διασπορών ΣυΔ και ΑΤΔ, δηλ. τη διαφορά

			[image: ]

			(στ) Να βρεθεί με ποιο δείγμα μεγέθους n=8 προσεγγίζεται καλύτερα η μέση τιμή του πληθυσμού.

			Λύση

			(α) Η μέση τιμή της τμ Χ της οποίας οι τιμές παρουσιάζουν γραμμική τάση δίνεται από τη σχέση (5.4.6). Στην περίπτωση του παρόντος πληθυσμού προκύπτει: 

			[image: ]

			(β) Η διασπορά υπολογίζεται από τη σχέση (5.4.7) και η τιμή της είναι:

			[image: ].

			Η τυπική απόκλιση δίνεται από την τετραγωνική ρίζα της διασποράς, ήτοι

			[image: ]

			(γ) Το άθροισμα του πληθυσμού βασισμένο στη σχέση (5.4.5) είναι 

			[image: ]

			(δ) Ο Συντελεστής μεταβλητότητας είναι ο λόγος 

			[image: ]

			(ε) Για να βρεθεί το k που βελτιστοποιεί τη διαφορά των διασπορών ΣυΔ και ΑΤΔ,

			ακολουθούμε τα βήματα:

			1) Βρίσκουμε το 

			[image: ]

			2) Προσπαθούμε να βρούμε τον κοντινότερο ακέραιο που δεν ξεπερνάει το Ν/2=84 και διαιρεί το Ν=168. Αυτό είναι το k=84 που συνδυάζει αυτές τις τρεις ιδιότητες. 

			(στ) Η τιμή του k=[168/8]=21 μας παρέχει 21 δυνατότητες υπολογισμού της εκτίμησης της μέσης τιμής του πληθυσμού. Ποια τιμή του δείκτη j δίνει την καλύτερη εκτίμηση (ταύτιση ει δυνατόν) για το 

			[image: ]

			Εξισώνουμε τα δεύτερα μέλη των σχέσεων (5.4.6) και (5.4.8) και έχουμε προς λύση ως προς το δείκτη j την εξίσωση

			[image: ],

			που έχει ως λύση 

			[image: ].

			Η δοκιμή δίνει 

			[image: ]

			και υπάρχει πλήρης ταύτιση τιμής εκτιμήτριας και εκτιμώμενου.

			Σημείωση 5.4.1: Η σχέση που προσδιορίζει τη βέλτιστη τιμή του δείκτη j για την εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού είναι για κάθε τιμή του k η ίδια 

			[image: ]

			Αν είναι περιττός ο k, τότε η λύση είναι άμεση και έχουμε μία τιμή του j (ένα δείγμα) που μας προσδιορίζει τη μέση τιμή του πληθυσμού ακριβώς. Αν όμως είναι άρτιος ο k, τότε ο j δεν προκύπτει ακέραιος και έχουμε δύο τιμές του j που μας δίνουν καλή τιμή εκτίμησης κοντά στη μέση τιμή του πληθυσμού. Οι δύο κοντινές προς τη μέση τιμή του πληθυσμού μέσες δειγματικές τιμές δεν ταυτίζονται φυσικά μεταξύ τους και το ημιάθροισμα τους είναι η μέση τιμή του πληθυσμού. Έχουμε, δηλαδή, τότε βέλτιστη εκτιμήτρια τιμή την 

			[image: ]

			Σημείωση 5.4.2: Όταν έχουμε γραμμική τάση στα δεδομένα-τιμές της τμ Χ, δεν σημαίνει ότι υπάρχει πλήρης ακρίβεια όπως προσδιορίζεται από τις σχέσεις (5.4.2) και (5.4.4), αλλά μπορεί να βασιστούμε στα παραπάνω αποτελέσματα, έστω και αν οι σχέσεις (5.4.2) και (5.4.4) ισχύουν κατά προσέγγιση. Τότε οι εκτιμήσεις δεν θα σημαίνουν και ταύτιση, όπως στην παρούσα παράγραφο προβλέπεται θεωρητικά. Το πώς εργαζόμαστε στην πραγματικότητα το δείχνει το παρακάτω παράδειγμα.

			Παράδειγμα 5.4.2: 

			Ένας πληθυσμός έχει μέγεθος Ν=218 άτομα. Η τμ Χ που περιγράφει μια χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του εικάζεται ότι παρουσιάζει γραμμική τάση ως εκ της φύσεως της ιδιότητας αυτής. Έχουμε δε και μερικές τιμές της Χ που προέκυψαν από προδειγματοληψία. Αυτές είναι Χ35=423, Χ69=795, Χ111=1258, Χ123=1390, Χ150=1687, Χ201=2248, Χ210=2346.

			Να εκτιμηθούν οι παράμετροι βήμα και ο πρώτος όρος της τμ X και ειδικά να εξεταστεί αν είναι δυνατόν οι τιμές τους να διαμορφώνονται ως β=11 και Χ1=α=48.

			Λύση 

			Οι 7 τιμές της προδειγματοληψίας ακολουθούν φυσικά τον γενικό κανόνα της γραμμικής τάσης της σχέσης (5.4.4) 

			[image: ]. 

			Συνδυάζοντας τις ανά δύο έχουμε 21 συστήματα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους τους, τις παραμέτρους α και β. Λύνοντας τα 21 αυτά συστήματα θα έχουμε 21 ζεύγη λύσεων (αξ, βξ), που θεωρητικά ταυτίζονται. Στην πράξη όμως για πολλούς λόγους δεν έχουμε αυτήν την ταύτιση. Αν όμως πάρουμε τη μέση τιμή των δύο παραμέτρων, όπως προκύπτει από τη προδειγματοληψία, τότε η προσέγγιση στο πρόβλημα θα είναι ικανοποιητική. Από τα 21 συστήματα λύσαμε 5 τυχαία ληφθέντα και βρήκαμε μέσες τιμές των α και β, τις

			[image: ].

			Τα 5 τυχαία παρμένα συστήματα ήταν βασισμένα στα ζεύγη

			(Χ35, Χ201), (Χ69, Χ210), (Χ111, Χ150), (Χ35, Χ123), (Χ111, Χ210). 

			Αν βασιστούμε στα πέντε αυτά συστήματα, μπορούμε να υιοθετήσουμε ως λύση τις τιμές [image: ]

			και μετά να τις εφαρμόσουμε στις επτά τιμές της τμ Χ που είχαμε αρχικά. Το αποτέλεσμα για τις επτά τιμές είναι 422.5, 796.5, 1258.5, 1390.5, 1687.5, 2248.5, 2347.5 που δίνουν με τις αρχικές επτά τιμές άθροισμα τετραγώνων των διαφορών Q1=5.75. Επειδή πλην δύο τιμών οι υπόλοιπες πέντε εμφανίζουν αύξηση σε σχέση με τις αρχικές δοκιμάσαμε με [image: ]

			και είχαμε ως αποτελέσματα τα 422, 796, 1258, 1390, 1687, 2248, 2347 με άθροισμα τετραγώνων Q2=4<5.75. 

			Γενικά δεν υπάρχει γενική μέθοδος που να προσδιορίζει τα 

			[image: ] 

			με μία κίνηση ή να έχει τάση για σύγκλιση. Μερικές φορές αξιοποιούνται και πληροφορίες από εξωτερική πηγή (πείρα, προϊστορία του φαινομένου, ελάχιστα τετράγωνα, οι παράμετροι είναι ειδικής μορφής αριθμοί κ.λπ.). Μία καλή επιλογή στο παράδειγμα αυτό είναι να λύσουμε όλα τα 21 συστήματα και να πάρουμε ως 

			[image: ].

			Αυτή όμως είναι πολύ χρονοβόρα διαδικασία και δεν είναι μάλιστα 100% ασφαλές πάλι το αποτέλεσμα.

			(Β) Εκθετική τάση στις τιμές της τυχαίας μεταβλητής 

			Έστω ότι μία τμ Χ που αναφέρεται και εκφράζει μια χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του πληθυσμού Π, μεγέθους Ν, έχει τιμές που παρουσιάζουν εκθετική τάση. Ισχύει, δηλαδή, για την Χ η σχέση (5.4.3). Μεταβαίνοντας από την αναδρομική εξίσωση ορισμού της τμ Χ στην αναλυτική έχουμε την έκφραση

			[image: ],

			(5.4.10)

			όπου το σύνολο Ν είναι το σύνολο των φυσικών αριθμών. Η σχέση (5.4.10) είναι πολύ χρήσιμη στην απόδοση των βασικών παραμέτρων της Χ συναρτήσει των συντελεστών γ και β. Παραδείγματα τέτοιων τμ υπάρχουν πολλά στη βιολογία, στη χρηματοοικονομική και γενικότερα στην οικονομία, στη μελέτη του φυσικού περιβάλλοντος κ.λπ. Η σχέση (5.4.10) είναι η σχέση ορισμού της ακολουθίας, που συχνά ονομάζεται στη βιβλιογραφία «γεωμετρική πρόοδος».

			Τα άθροισμα του πληθυσμού της τμ Χ της σχέσης (5.4.1) δίνεται από τη σχέση 

			[image: ]

			και τελικά έχουμε το συμπέρασμα 

			[image: ],

			(5.4.11)

			που οδηγεί αυτόματα στη σχέση για τη μέση τιμή της τμ Χ

			[image: ]

			(5.4.12)

			και ανοίγει τον δρόμο για τον προσδιορισμό της διασποράς του πληθυσμού μέσα από το θεώρημα 5.4.3 που ακολουθεί.

			Θεώρημα 5.4.3: Η διασπορά στον Ν-μελή πληθυσμό της τμ Χ με τιμές που έχουν εκθετική τάση δίνεται από τη σχέση 

			[image: ].

			Απόδειξη: Ισχύει βασικά η σχέση ορισμού της διασποράς

			[image: ].

			οπότε 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Το

			[image: ],

			επειδή β0=1. Οπότε προκύπτει τελικά το

			[image: ]

			και με αντικατάσταση του στην τελευταία έκφραση της διασποράς έχουμε τη σχέση 

			[image: ],

			(5.4.13)

			δηλαδή την απόδειξη του θεωρήματος. 

			Θεώρημα 5.4.4: Η μέση τιμή στο j-οστό δείγμα ισούται με

			[image: ].

			Απόδειξη: Ισχύει βασικά η σχέση ορισμού της μέσης τιμής στο συστηματικό j-οστό δείγμα 

			[image: ]

			και τελικά, επειδή είναι και 

			[image: ],

			έχουμε την απόδειξη του θεωρήματος 

			[image: ].

			Θεώρημα 5.4.5: Η διασπορά στο j-οστό δείγμα ισούται με 

			[image: ]

			Απόδειξη: Ισχύει βασικά η σχέση ορισμού της διασποράς στο συστηματικό j-οστό δείγμα 

			[image: ]

			Εκτελούνται οι πράξεις και η διασπορά παίρνει διαδοχικά τις παρακάτω μορφές

			[image: ]

			[image: ]

			και τελικά μετά τις πράξεις στην αγκύλη προκύπτει η μορφή 

			[image: ],

			δηλαδή το θεώρημα αποδείχτηκε. 

			Αν ονομάσουμε την ποσότητα 

			[image: ]

			τότε η διασπορά στο j-οστό δείγμα γράφεται απλούστερα 

			[image: ]

			και μας διευκολύνει στις διαδικασίες όπως η απόδειξη του παρακάτω θεωρήματος 5.4.6.

			Θεώρημα 5.4.6: Η διασπορά μέσα από τα δείγματα στη ΣυΔ ισούται με 

			[image: ]

			Απόδειξη: Ισχύει η βασική ιδιότητα που περιγράφει την πρακτική σημασία της διασπορά μέσα από τα δείγματα, της 

			[image: ]

			[image: ]

			και με αντικατάσταση του ξ έχουμε 

			[image: ],

			(5.4.14)

			δηλαδή την απόδειξη του θεωρήματος. 

			Αντικατάσταση των διασπορών που δίνουν οι σχέσεις (5.4.13) και (5.4.14) στη σχέση (5.2.6) μας προσδιορίζει τη διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού μετά από την εκτέλεση μερικών πράξεων. Η διασπορά της εκτιμήτριας της μέσης τιμής του πληθυσμού τελικά είναι: 

			[image: ],

			(5.4.15)

			όπου 

			[image: ]

			Υποθέτουμε ότι έχουμε την τμ Χ και υπάρχει εκθετική τάση στις τιμές της. Ποιο είναι το j-δείγμα που θα δώσει την καλύτερη εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού; 

			Η απάντηση εδώ δίνεται με την επίλυση ως προς j της εξίσωσης 

			[image: ].

			Λύνουμε, δηλαδή, την 

			[image: ]

			ή

			[image: ],

			που συνεπάγεται τη λύση 

			[image: ].

			(5.4.16)

			Η λύση (5.4.16) δεν είναι εφαρμόσιμη, διότι δεν είναι σχεδόν ποτέ ακέραιος αριθμός. Για να βρούμε ποιο ή ποια δείγματα μας δίνουν την καλύτερη δυνατή λύση, πρέπει το j να είναι ακέραιος. Για την επίτευξη της καλύτερης δυνατής εκτίμησης θα χρειαστεί να πάρουμε δύο διαδοχικά δείγματα. Το j-οστό και το επόμενό του, αλλά θα πάρουμε δείκτη 

			[image: ]

			και φυσικά θα μας χρειαστούν δύο μέσες τιμές η 

			[image: ]

			και η 

			[image: ],

			που θα δώσουν ως την καλύτερη δυνατή εκτίμηση για τη μέση τιμή του πληθυσμού την ποσότητα:

			[image: ],

			(5.4.17)

			όπου είναι 

			[image: ]

			Παράδειγμα 5.4.3:

			Η τμ Χ παρουσιάζει εκθετική τάση τιμών σε πληθυσμό Π μεγέθους Ν=450 ατόμων. Από προδειγματοληψία προκύπτει η τιμή του λόγου β=1.13. Το δείγμα να έχει μέγεθος n=25 άτομα. Ποιο συστηματικό δείγμα ή ποια δείγματα θα μας δώσουν την καλύτερη δυνατή εκτίμηση για τη μέση τιμή του πληθυσμού; 

			Λύση

			Θα υπάρξουν k=[N/n]=18 δείγματα. Θα επιλέξουμε το δείκτη του κατάλληλου δείγματος, ώστε να έχουμε την καλύτερη δυνατή εκτίμηση. Είναι 

			[image: ].

			Άρα έχουμε δείκτη j=11 και υπόλοιπο μέρος ε=0.083.

			Η καλύτερη εκτίμηση θα είναι η 

			[image: ].

			Θα χρησιμοποιηθούν δηλαδή δύο δείγματα, το 11ο και το 12ο συστηματικό δείγμα για τον προσδιορισμό της τιμής της μέσης τιμής του πληθυσμού με τη μέγιστη δυνατή ακρίβεια.

			Σημείωση 5.4.3: Όταν έχουμε δεδομένα που παρουσιάζουν εκθετική τάση (τμ Χ) και πάρουμε ως τμ Y=lnX, τότε είναι ήδη γνωστό ότι η νέα τμ Υ παρουσιάζει γραμμική τάση. Αυτό διαπιστώνεται θεωρητικά από τις σχέσεις ορισμού των δύο τμ Χ και Υ, ήτοι:

			[image: ]

			η τμ με εκθετική τάση και 

			[image: ].

			Αν στην τελευταία σχέση αντικαταστήσουμε με 

			[image: ]

			και με 

			[image: ],

			τότε έχουμε την νέα τμ 

			[image: ].

			Εδώ σημειώνουμε επίσης ότι πρέπει να είμαστε προσεκτικοί στις πράξεις και πάντα πρέπει να είμαστε πειθαρχικοί στις στρογγυλεύσεις. Μερικές φορές χρειάζεται να επιδιώξουμε αρκετή ακρίβεια και μεγαλύτερο πλήθος δεκαδικών κλασματικών ψηφίων (δ.κ.ψ.) για την τμ Υ από ό,τι για τις τιμές της τμ Χ.

			Έστω π.χ. ότι έχουμε τέσσερις τυχαίες παρατηρήσεις με τιμές Χ41=5.373, Χ147=6.501, Χ216=7.360 και Χ351=9.383 για την τμ Χ και που αναφέρονται σε πληθυσμό Π μεγέθους Ν=400. Η φύση της τμ Χ είναι τέτοια, ώστε να μας υποβάλει την ιδέα ότι οι τιμές της παρουσιάζουν κάποιας μορφής εκθετική τάση. Για να το διαπιστώσουμε αυτό λογαριθμίζουμε τις τέσσερις τιμές τη Χ και έχουμε τις τέσσερις αντίστοιχες τιμές της Υ: Υ41=1.681386, Υ147=1.871956, Υ216=1.996060 και Υ351=2.238900, οι οποίες κανονικά θα παρουσιάζουν γραμμική τάση. Από τα έξι ζεύγη τιμών της τμ Υ προκύπτουν έξι τιμές εκτίμησης για την παράμετρο b και κρατήσαμε τη μέση τιμή τους ίση με

			[image: ]

			Την τιμή αυτή την εφαρμόσαμε στη σχέση ορισμού της αριθμητικής προόδου (γραμμική τάση) και για τις τέσσερις τιμές της Υ επιλύνοντας και παίρνοντας μία τιμή εκτίμησης για το α κάθε φορά. Η μέση τιμή των τεσσάρων εκτιμήσεων του α είναι [image: ].

			Άρα η γενική μορφή της τιμή Υm εκφράζεται από τη σχέση

			[image: ].

			Υπολογίζουμε στη συνέχεια, κινούμενοι αντίστροφα, τις τιμές των παραμέτρων της τμ Χ:

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Από δω και πέρα μπορούμε να υπολογίσουμε τα πάντα για την τμ Χ από τις 400 τιμές της μέχρι τις βασικές παραμέτρους, μέση τιμή, διασπορά, τυπική απόκλιση κ.λπ. τηρώντας με προσοχή και απόλυτη πειθαρχία τους κανόνες της στρογγυλοποίησης και το όποιο προαποφασισμένο πλήθος δ.κ.ψ. Είναι συνηθισμένο η ακρίβεια της τμ Υ να εκφράζεται με περισσότερα δεκαδικά κλασματικά ψηφία από ό,τι η τμ Χ, για να μην υπάρχουν μεγάλες αποκλίσεις. Εδώ είχαμε 3 δ.κ.ψ. για την τμ Χ και 6 δ.κ.ψ. για την τμ Υ (Βλέπε και λυμένο παράδειγμα σε επόμενη παράγραφο). 
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			5.5 Λυμένα παραδείγματα

			Ακολουθεί μια σειρά από λυμένα παραδείγματα που βοηθούν προς την κατεύθυνση της καλύτερης κατανόησης των εννοιών των αντικειμένων που αναπτύχθηκαν σε προηγούμενες παραγράφους του κεφαλαίου της ΣυΔ.

			Παράδειγμα 1

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=160 οι τιμές της τμ Υ αποτελούν αριθμητική πρόοδο. Να επιλεγεί το k που ελαχιστοποιεί τη διαφορά: 

			[image: ]

			Λύση

			Η τιμή του k που βελτιστοποιεί τη διαφορά (μή ακέραια εν γένει) είναι η

			[image: ].

			Άρα η τιμή k=80 (ακέραιος που διαιρεί το 160 και είναι η πλησιέστερη στο 80.5) είναι η ζητούμενη τιμή. 

			Μία προσεκτικότερη ματιά στην περίπτωση δείχνει ότι k=80 και n=2, (και είναι N=160), δηλαδή έχουμε 80 2-μελή δυνατά δείγματα, από τα οποία θα επιλεγεί μόνον ένα με κλήρωση του αριθμού-δείκτη [image: ]{1,2,3,…,80}. Το δείγμα αυτό που αντιστοιχεί στην τιμή m είναι το [image: ], m=1,2,3,…,80. Τα στατιστικά του δείγματος αυτού είναι:

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			με [image: ] (γνωστά) και m=1,2,3,…,80.

			Να σημειωθεί ότι η μέση τιμή του δείγματος είναι συνάρτηση του δείκτη δειγματοληψίας m, ενώ η διασπορά του δείγματος είναι ανεξάρτητη από τον δείκτη m ο οποίος δείχνει ποιο από τα 80 δείγματα πήραμε. 

			Παράδειγμα 2

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=1600 οι τιμές της τμ Υ είναι πολύ πιθανό να αποτελούν όρους αριθμητικής προόδου. Για να το διαπιστώσουμε αυτό, κάναμε μία προδειγματοληψία παίρνοντας ένα τυχαίο δείγμα μεγέθους 5. Οι αντίστοιχες τιμές ήταν: [image: ] και [image: ]

			Να εξεταστεί αν είναι βάσιμη η άποψη ότι έχουμε αριθμητική ακολουθία και στη συνέχεια να βρεθούν εκτιμήσεις για τη μέση τιμή της τμ Υ και για τη διασπορά της.

			Λύση

			Παίρνουμε δύο από τις παρατηρήσεις, π.χ. την πρώτη και την τελευταία, και επιλύουμε το σύστημα (Σ1) που προκύπτει με αγνώστους τα α και β:

			[image: ]

			H λύση είναι: α=1100.0218 και β=-0.20015. 

			Χρησιμοποιούμε αυτές τις τιμές για να εκφράσουμε τις άλλες τρεις παρατηρήσεις του δείγματος και ελέγχουμε αν επαληθεύονται τα υπάρχοντα δεδομένα ή μήπως έχουμε μεγάλες αποκλίσεις. Προκύπτει [image: ]

			Από το αποτέλεσμα που καταγράψαμε προκύπτει ότι οι τιμές της τμ Υ ακολουθούν το νόμο της αριθμητικής ακολουθίας με τιμή [image: ] και [image: ]. Αυτό για να επιβεβαιωθεί, λύνουμε και μερικά συστήματα σαν το (Σ1) με χρήση άλλων ζευγών από τις τιμές του αρχικού τυχαίου δείγματος. Στην προκειμένη περίπτωση μπορούμε να έχουμε, πλην του αρχικού, άλλα 9 τέτοια συστήματα. Ο μέσος όρος των 10 τιμών για καθεμία από τις παραμέτρους του ζεύγους (α,β) δίνει μία καλή προσέγγιση για την πραγματική τιμή των παραμέτρων αυτών. Συνήθως αρκεί η επίλυση 2-3 συστημάτων μόνο. Στην περίπτωσή μας οι τιμές [image: ] και [image: ] επιβεβαιώνονται ικανοποιητικά από το σύστημα που λύσαμε και από δύο άλλα, αυτά που στηρίζονται στα ζεύγη τιμών [image: ] και [image: ]. Άρα υιοθετούμε τις εκτιμήσεις [image: ] και [image: ]. Έτσι ο δρόμος μας είναι πλέον ανοικτός για τις εκτιμήσεις των τιμών βασικών παραμέτρων της τμ Υ. Επιλέγουμε τιμή για το n=20, οπότε και k=80. Η καλύτερη εκτίμηση είναι αυτή που στηρίζεται στα δύο δείγματα δjκαιδj+1, όπου j=80/2=40. Έχουμε, δηλαδή:

			[image: ]

			[image: ]

			και [image: ]1,2,3,…,k, (k=80) ισχύει 

			[image: ]>8538.667 (υπερεκτιμήτρια)

			και τέλος 

			[image: ] (Θεώρημα. 5.4.1). 

			Φαίνεται καθαρά και εδώ ότι η δειγματική διασπορά είναι υπερεκτιμήτρια της διασποράς του πληθυσμού Π.

			Παράδειγμα 3

			Σε έναν πληθυσμό είναι Ν=400 και πήραμε με ΑΤΔ τα παρακάτω 5 αποτελέσματα παρατηρήσεων, με ακρίβεια τριών δεκαδικών κλασματικών ψηφίων (3 δ.κ.ψ.):

			Υ41=4.431, Υ106=5.199, Υ291=8.250, Υ301=8.460, Υ387=10.487.

			(Ι) Να διαπιστωθεί κατά πόσον οι τιμές αυτές αποτελούν όρους Γεωμετρικής Προόδου και να προσδιοριστούν οι τιμές των β και γ.

			(ΙΙ) Να εκτιμηθεί θεωρητικά η μέση τιμή και το άθροισμα της τμ Υ, με βάση τη σχέση (5.4.12) καθώς και με βάση τη βέλτιστη επιλογή των δύο δειγμάτων δj, δj+1 για την εφαρμογή της σχέσης εκτίμησης (5.4.17) με τιμές μεγέθους δείγματος n=5,10.

			(ΙΙΙ) Δίνεται το παρακάτω απόσπασμα στηλών-δειγμάτων του εξεταζόμενου πληθυσμού μετά από ταξινόμηση με τιμές παραμέτρων δειγματοληψίας (n, k)=(5,80). Από το απόσπασμα αυτό να υπολογιστούν οι τιμές των εκτιμητριών αθροίσματος [image: ] και [image: ], t=7, u=74, 

			με κατάλληλη επιλογή της συνάρτησης H. Μετά να γίνει επαλήθευση των συμπερασμάτων των προηγούμενων θεωρητικών εκτιμήσεων.

			Το απόσπασμα του πίνακα δεδομένων πληθυσμού είναι ο Πίνακας 5.5.1:
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			Πίνακας 5.5.1

			Λύση

			Είναι Ν=400 και υπάρχουν δύο ξεχωριστές περιπτώσεις

			(α) n=5, οπότε k=80 και

			(β) n=10, οπότε k=40. 

			Θα κάνουμε, δηλαδή, δύο εκτιμήσεις, μία με n=5 και μία με n=10.

			Πρώτα, όμως, θα υπολογίσουμε τις τιμές των β και γ.

			Έχουμε, λοιπόν:

			[image: ] και [image: ]

			και οι αντίστοιχες επαληθεύσεις 

			[image: ]

			Από τα παραπάνω αποτελέσματα συμπεραίνουμε ότι έχουμε μία αρκετά ικανοποιητική προσέγγιση με τη γεωμετρική πρόοδο. Ο θεωρητικός προσδιορισμός πλέον για την πληθυσμιακή μέση τιμή και το άθροισμα του πληθυσμού με βάση τις σχέσεις (5.4.12) και (5.4.11) είναι [image: ] και αντίστοιχα [image: ] με ακρίβεια 4 δ.κ.ψ. 

			Υποθέτουμε τώρα ότι είναι n=5, k=80. Η (5.4.16) δίνει τιμή j=41 και ε=0.1655. Άρα οι δύο μέσες τιμές είναι [image: ] και [image: ] (βλ. Θεώρημα 5.4.4). Από το Θεώρημα 5.4.4 και τις σχέσεις (5.4.16) και (5.4.17) προκύπτει πλέον ότι:

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Αν υποθέσουμε τώρα ότι είναι n=10, k=40, η σχέση (5.4.16) δίνει τιμή j=20 και ε=0.6663. Άρα, οι δύο μέσες τιμές είναι [image: ] και [image: ] (βλ. Θεώρημα 5.4.4).

			Από το Θεώρημα 5.4.4 και τις σχέσεις (5.4.16) και (5.4.17) προκύπτει πλέον ότι

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			Βρίσκουμε, τέλος, τις μέσες τιμές της Υ από τα δείγματα 7ο και 74ο, που είναι αντίστοιχα: 

			[image: ]

			και 

			[image: ]

			όπως και

			[image: ].

			Επίσης είναι:

			[image: ] και [image: ],

			δηλαδή ισχύει

			[image: ],

			πράγμα αναμενόμενο από το Θεώρημα 5.4.5.

			Θα παραθέσουμε τις τιμές των εκτιμητριών και τα σχετικά σφάλματά τους στον ενιαίο Πίνακα 5.5.1α για τη διευκόλυνση της σύγκρισης και του σχολιασμού. Εφαρμόσαμε τον τύπο που δίνει το σχετικό σφάλμα στον προσδιορισμό του μεγέθους Α ως προς μία τιμή του, που εκφράζει την κεντρική τάση του (π.χ. μέση τιμή θεωρητική):

			[image: ]

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							0.0000

						
							
							2.4929·10-3

						
							
							1.8368·10-3

						
					

				
			

			Πίνακας 5.5.1α

			Παρατηρούμε ότι στην περίπτωση n=5 έχουμε καλύτερη ακρίβεια από την ακρίβεια που πετυχαίνουμε με n=10, όταν τα μεγέθη εκφράζονται μετά από στρογγυλοποίηση στο 4ο δ.κ.ψ., και μάλιστα αυτό καταγράφεται λόγω ακριβώς του μηδενισμού του σχετικού σφάλματος για n=5. Δεν αυξάνει πάντα και αυστηρά, δηλαδή, η ακρίβεια του εκτιμητή, καθώς αυξάνει το μέγεθος του δείγματος, όπως συμβαίνει στην ΑΤΔ. Πάντως και στη ΣυΔ συνήθως αλλά και γενικά είναι αναμενόμενο να έχουμε βελτίωση της ακρίβειας με την αύξηση του μεγέθους του δείγματος. Δεν είναι όμως αυστηρά ισχύων κανόνας. Επίσης, βλέπουμε ότι το σχετικό σφάλμα του εκτιμητή που προκύπτει από το 10-μελές δείγμα και αυτού που προκύπτει από τα δύο δείγματα, 7ο και 74ο, έχουν την ίδια τάξη μεγέθους.

			Παράδειγμα 4

			Σε έναν πληθυσμό είναι Ν=50 και γίνεται μελέτη της τμ Χ. Με ΑΤΔ αναδείχτηκαν τα παρακάτω τρία αποτελέσματα: 

			Χ4=6.912, Χ28=549.482 και Χ41=5879.086

			Η φύση της τμ Χ είναι τέτοια, ώστε να μας υποβάλει την ιδέα να εξετάσουμε αν οι τιμές της παρουσιάζουν κάποιας μορφής εκθετική τάση. 

			Να γίνει η διερεύνηση αυτή για την ύπαρξη ή μη της εκθετικής τάσης, να προσδιοριστούν οι παράμετροι γ και β της τμ Χ και να υπολογιστούν οι τιμές της τελευταίας παρατήρησης Χ50 και η μέση τιμή της τμ Χ. 

			Στη συνέχεια να διαπιστωθεί ποια η τιμή του δείκτη m, ώστε η αντίστοιχη τιμή της τμ Χm να είναι η κοντινότερη δυνατή στη μέση τιμή και ποιο πενταμελές συστηματικό δείγμα (ή ζεύγος δειγμάτων) δίνει την καλύτερη εκτίμηση για τη μέση τιμή της τμ Χ.

			Λύση

			Είναι Ν=50 και, για να διαπιστωθεί η ύπαρξη ή μη της εκθετικής τάσης, λογαριθμίζουμε τις τρεις τιμές της Χ και έχουμε τις τρεις αντίστοιχες τιμές της Υ=lnX: 

			Υ4=1.933259, Υ28=6.308976 και Υ41=8.679157, οι οποίες κανονικά θα παρουσιάζουν γραμμική τάση. Από τα τρία ζεύγη τιμών της τμ Υ προκύπτουν τρεις τιμές εκτίμησης για την παράμετρο b και κρατήσαμε τη μέση τιμή τους ίση με [image: ]. Σημειώνεται ότι και οι τρεις τιμές της παραμέτρου b συμπίπτουν μεταξύ τους μέχρι και 6ο δ.κ.ψ. τουλάχιστον, πράγμα που επιβεβαιώνει τη γραμμική τάση της τμ Υ και άρα την εκθετική τάση της τμ Χ. Την τιμή αυτή την εφαρμόσαμε στη σχέση ορισμού της αριθμητικής προόδου (γραμμική τάση) και για τις τρεις τιμές της Υ επιλύνοντας και παίρνοντας μία τιμή εκτίμησης για το α κάθε φορά. Η μέση τιμή των τριών εκτιμήσεων του α είναι [image: ]. Άρα η γενική μορφή της τιμή Υm εκφράζεται από τη σχέση

			[image: ]

			Αντιστρέφοντας τη φορά των κινήσεών μας, υπολογίζουμε τις τιμές των παραμέτρων της τμ Χ:

			[image: ] και [image: ].

			Από δω και πέρα μπορούμε να υπολογίσουμε τα πάντα για την τμ Χ από τις 50 τιμές της μέχρι τις βασικές παραμέτρους, μέση τιμή, διασπορά, τυπική απόκλιση κ.λπ., τηρώντας με προσοχή και απόλυτη πειθαρχία τους κανόνες της στρογγυλοποίησης. Το πλήθος των δ.κ.ψ. αποφασίστηκε να είναι 4. Υπολογίζονται τα 

			[image: ]

			[image: ].

			Προσδιορίζουμε τον δείκτη m, ώστε η αντίστοιχη τιμή Χm, της τμ Χ, να είναι η πλησιέστερη στη μέση τιμή 

			[image: ]

			επιλύνοντας την εξίσωση 

			[image: ],

			ήτοι

			[image: ] και [image: ]

			Από τις δύο τιμές m=38 και m=39 έχουμε Χ38=3402.2490 και Χ39=4082.6985 και άρα η λύση είναι m=38, επειδή η Χ38=3402.2490 είναι η κοντινότερη από τις δύο προς τη μέση τιμή [image: ]. 

			Με διαπιστωμένη την εκθετική τάση της τμ Χ και με γνωστές τις τιμές των παραμέτρων γ=4 και β=1.2 μπορούμε να προσδιορίσουμε το καταλληλότερο ζεύγος πενταμελών δειγμάτων (n=5)που δίνουν την καλύτερη εκτίμηση για τη μέση τιμή της τμ Χ. Υπάρχουν k=10 δείγματα-στήλες και θα προτιμήσουμε αυτό που έχει δείκτη j και το επόμενό του, που προσδιορίζεται από τη σχέση (5.4.16), ήτοι

			[image: ]

			Άρα, θα χρησιμοποιηθούν το 6ο και 7ο δείγμα και η σχέση που δίνει την καλύτερη εκτίμηση για τη μέση τιμή είναι βασισμένη στη σχέση (5.4.17) με ε=0.232:

			[image: ]

			και η εκτίμηση αυτή αφορά τη μέση τιμή του πληθυσμού, που υπολογίστηκε θεωρητικά λίγο πριν ότι ανέρχεται σε 

			[image: ]

			Παράδειγμα 5

			Ο πληθυσμός Π με μέγεθος Ν=111 είναι ένα σύνολο 111 ημερών διαδοχικών, στο τέλος της καθεμίας από τις οποίες καταγράφεται το πλήθος των εντόμων που επιβίωσαν μέσα σε έναν κλειστό πειραματικό χώρο. Η τμ Χ εκφράζει τον αριθμών των εντόμων που επιβίωσαν. Αρχικός αριθμός ο Χ0=480 έντομα, ενώ στο τέλος της 1ης ημέρας είναι Χ1=461 ζωντανά έντομα. Μία ΑΤΔ έδωσε τα εξής αποτελέσματα: 

			Χ12=294, Χ38=102και Χ82=17 έντομα. 

			Η φύση του προβλήματος είναι τέτοια, που πιστεύεται ότι ο αριθμός των εντόμων που επιβιώνουν την j ημέρα είναι συνάρτηση του αριθμού που επιβίωσαν μέχρι και την προηγούμενη j-1 ημέρα (κλάσμα σταθερό περίπου). Να προσδιοριστεί η μορφή της τμ Χ και να υπολογιστεί ο αριθμός των εντόμων που επιβίωσαν ως το τέλος του πειράματος την 111η ημέρα. Να προσδιοριστούν επίσης:

			(α) Ποια η μέση τιμή του αριθμού των εντόμων που επιβιώνουν; 

			(β) Πόσες μέρες πρέπει να διαρκέσει το πείραμα, ώστε να μη μείνει ζωντανό κανένα έντομο στο τέλος της τελευταίας μέρας;

			(γ) Ποια η μέση τιμή των εντόμων που επιβιώνουν, αν το πείραμα διαρκέσει τόσο, ώστε να μη μείνει κανένα έντομο ζωντανό; 

			Λύση

			Είναι Ν=111 και, για να διαπιστωθεί η ύπαρξη ή μη της εκθετικής τάσης, λογαριθμίζουμε τις τρεις τιμές της Χ και έχουμε τις τρεις αντίστοιχες τιμές της Υ=lnX: 

			Υ12=5.683580, Υ38=4.624973 και Υ82=2.833213, οι οποίες κανονικά θα παρουσιάζουν γραμμική τάση. Από τα τρία ζεύγη τιμών της τμ Υ προκύπτουν τρεις τιμές εκτίμησης για την παράμετρο b και κρατήσαμε τη μέση τιμή τους ίση με [image: ]. Σημειώνεται ότι και οι τρεις τιμές της παραμέτρου b συμπίπτουν μεταξύ τους μέχρι και το 5ο δ.κ.ψ. τουλάχιστον, πράγμα που επιβεβαιώνει τη γραμμική τάση της τμ Υ και άρα την εκθετική τάση της τμ Χ. Την τιμή αυτή την εφαρμόσαμε στη σχέση ορισμού της αριθμητικής προόδου (γραμμική τάση) και για τις τρεις τιμές της Υ, επιλύνοντας και παίρνοντας μία τιμή εκτίμησης για το α κάθε φορά. Η μέση τιμή των τριών εκτιμήσεων του α είναι 

			[image: ]

			Άρα η γενική μορφή της τιμή Υm εκφράζεται από τη σχέση

			[image: ]

			Αντιστρέφοντας τη φορά των κινήσεών μας υπολογίζουμε τις τιμές των παραμέτρων της τμ Χ:

			[image: ] και [image: ]

			και επειδή το γ είναι ακέραιος υιοθετούμε τον κοντινό ακέραιο, δηλαδή δεχόμαστε την τιμή γ=461, που ήδη μας δίνεται αρχικά αντί του 460 που δίνει η στρογγυλοποίηση στην ακέραια μονάδα. 

			Από δω και πέρα μπορούμε να υπολογίσουμε τα πάντα για την τμ Χ από τις 111 τιμές της μέχρι τις βασικές παραμέτρους, μέση τιμή, διασπορά, τυπική απόκλιση κ.λπ., τηρώντας με προσοχή και απόλυτη πειθαρχία τους κανόνες της στρογγυλοποίησης. Το πλήθος των δ.κ.ψ. αποφασίστηκε να είναι 4. Υπολογίζονται τα 

			[image: ],

			άρα επιβίωσαν Χ111=5 έντομα (στρογγυλοποίηση στην ακέραια μονάδα). 

			(α) Η μέση τιμή του αριθμού των εντόμων που επιβιώνουν είναι 

			[image: ]

			(β) Την απάντηση δίνει η λύση ως προς m της εξίσωσης 

			[image: ],

			δηλαδή διερευνούμε για την τιμή m, ώστε το πλήθος των εντόμων που επιβιώνουν να μην είναι ίσο με 1 ούτε και μετά από στρογγύλευση στην ακέραια μονάδα. Η επίλυση δίνει:

			[image: ] και m ακέραιος, 

			οπότε είναι m=169.

			(γ) Θα βρούμε τη μέση τιμή της τμ Χ υποθέτοντας μέγεθος του πληθυσμού το 169, ήτοι: 

			[image: ] έντομα. 

			Παράδειγμα 6

			Στον πίνακα 5.5.2 που ακολουθεί εμφανίζεται ένα μικρό μέρος εγγράφου που διασώθηκε, ενώ το υπόλοιπο μέρος του έχει καταστραφεί. Το πλήρες έγγραφο είχε 73 στήλες και 5 γραμμές (73x5=365). Τα δεδομένα αναφέρονται στις 365 μέρες ενός έτους και υπήρχε , πέραν των δεδομένων, και επικεφαλής γραμμή, όπου αναγράφεται ο αύξων αριθμός της στήλης αλλά με την ελληνική γραφή των αριθμών. Εικάζεται ότι τα δεδομένα αυτά αναφέρονται στη βιομάζα (σε gr) καλλιέργειας βιολογικού υλικού επί 365 μέρες (1 έτος). 
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							6,579696

						
					

					
							
							13,203892

						
							
							13,335931

						
							
							13,469291

						
							
							13,603984

						
					

				
			

			Πίνακας 5.5.2

			(Α) Να διαπιστωθεί αν τα στοιχεία του πίνακα είναι τιμές κάποιας μεταβλητής Χ της οποίας η διαμόρφωση τιμών ακολουθεί κάποιο νόμο. Αν βρεθεί ότι ακολουθείται τέτοιος νόμος από τη μεταβλητή Χ, τότε να γίνει με βάση αυτόν η συμπλήρωση των κενών του πίνακα που διασώθηκε. 

			(Β) Να βρεθεί η τιμή Χ365 και η τιμή Χ1.

			(Γ) Να βρεθεί η μέση τιμή της Χ. 

			(Δ) Να υπολογιστούν οι μέσες τιμές ανά δείγμα για τα τέσσερα δείγματα που σώθηκαν.

			(Ε) Να εξεταστεί αν μπορεί να εφαρμοστούν οι σχέσεις (5.4.16) και (5.4.17), ώστε να εκτιμηθεί η μέση τιμή της τμ Χ από δύο δείγματα από τα παραπάνω. Αν μπορεί να ισχύσουν οι δύο αυτές σχέσεις, τότε να γίνει και η εκτίμηση της μέσης τιμής της Χ και να συγκριθεί με τη θεωρητικά υπολογισμένη μέση τιμή πιο μπροστά, στο εδάφιο (Γ). 

			(ΣΤ) Να υπολογιστεί η διασπορά στο υπ’ αριθμόν λη΄ δείγμα-στήλη. Στη συνέχεια να εκτιμηθεί η διασπορά στα άλλα δείγματα, χωρίς να γίνει άμεσος υπολογισμός όπως έγινε στο δείγμα λη΄.

			Λύση

			(Α) Έχουμε ως πληθυσμό τις Ν=365 ημέρες ενός έτους και η τμ Χ που εξετάζουμε αναφέρεται στην εξέλιξη βιομάζας σε κάποια καλλιέργεια βιολογικού υλικού. Σε τέτοιου είδους φαινόμενα η τιμή της Χ στην m φάση εξαρτάται από την τιμή της Χ στην m-1 φάση και, μάλιστα, συνήθως ισχύει κατά προσέγγιση η σχέση 

			[image: ]

			ή καλύτερα ισχύει τουλάχιστον η προσέγγιση 

			[image: ], όπου β σταθερά.

			Όλα τα παραπάνω σημαίνουν ότι υπάρχει εκθετική τάση στις τιμές της τμ Χ. 

			Για να διαπιστωθεί η ύπαρξη ή μη της εκθετικής τάσης ξεκινάμε τις δοκιμές διαιρώντας τα διαδοχικά στοιχεία της πρώτης γραμμής μεταξύ τους. Προκύπτει: 

			Χλθ/Χλη=0.729764/0.722538=1.0100

			Χμ/Χλθ=0.737061/0.729764=1.009999 ή 1,010000 (περίπου) 

			Χμα/Χμ=0.744432/0.737061=1.010000

			Κάνουμε την ίδια σειρά δοκιμών και με τα στοιχεία της τελευταίας γραμμής και έχουμε: 

			Χτλα/Χτλ=Χ331/Χ330=13.335931/13.203892=1.010000

			κ.λπ. 

			Η μέση τιμή των λόγων αυτών και μερικών άλλων ακόμη είναι προφανώς η ποσότητα β=1.01, επειδή οι τιμές των λόγων είναι σχεδόν όλες 1.01 ή 1.009999. 

			Άρα, διαπιστώνεται η ύπαρξη εκθετικής τάσης με λόγο το β=1.01. 

			Μετά τη διαπίστωση αυτή προβαίνουμε στη συμπλήρωση του Πίνακα με το απόσπασμα των τιμών που διασώθηκε. Η κατάσταση διαμορφώνεται ως εξής με τις τιμές που έλειπαν να σημειώνονται με έντονα (bold) ψηφία, Πίνακας 5.5.3: 
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			Πίνακας 5.5.3

			(Β) [image: ] και [image: ]

			κ.λπ. και μετά από 3 δοκιμές ακόμη η μέση τιμή των εκτιμήσεων για το Χ1=0.5.

			Έχουμε, δηλαδή, γ=0.5 και β=1.01, οπότε προκύπτει 

			[image: ] (θεωρητική προσέγγιση). 

			(Γ) Η μέση τιμή της τμ Χ, της οποίας κάποιες τιμές διασώθηκαν και είναι στον Πίνακα, δίνεται ήδη από τη σχέση (θεωρητική προσέγγιση): 

			[image: ]

			(Δ) Οι μέσες τιμές ανά δείγμα που διασώθηκε είναι στον επόμενο πίνακα 5.5.4 
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							4,979051

						
							
							5,028842

						
							
							5,079111

						
							
							5,129922

						
					

				
			

			Πίνακας 5.5.4

			(Ε) Από τη σχέση (5.4.16), έχουμε:

			[image: ]

			Αυτό σημαίνει ότι χρειαζόμαστε τα δείγματα στήλες 39ο και 40ο για την εφαρμογή της (5.4.17) και με ε=0.1993. Αυτά τα δείγματα είναι στα διασωθέντα και άρα η μέθοδος εφαρμόζεται. Με χρήση της (5.4.17) έχουμε την εκτίμηση: 

			[image: ],

			που είναι πολύ κοντά στη θεωρητική προσέγγιση της μέσης τιμής του πληθυσμού, που λίγο πριν υπολογίστηκε και είναι 

			[image: ]

			(ΣΤ) Υπολογίζουμε τη δειγματική διασπορά άμεσα από το 38ο δείγμα (λη΄- δείγμα). Ισούται με 

			[image: ]

			Οι διασπορές στα επόμενα δείγματα είναι ίσες με 

			[image: ]

			Έχουμε δηλαδή:

			[image: ]

			[image: ]

			[image: ]

			5.6. Ασκήσεις

			Δίνεται μια σειρά από ασκήσεις που καλύπτουν όλη την ύλη του 5ου κεφαλαίου με τις κατάλληλες υποδείξεις, όπου κρίνεται σκόπιμο. 

			Άσκηση 1:

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=1000 ατόμων γνωρίζουμε, από παλιότερη μελέτη, ότι έχουμε τιμές της τυχαίας μεταβλητής Χ (τμ Χ) που ακολουθούν κατά προσέγγιση τον νόμο:

			[image: ]

			Πήραμε τρεις παρατηρήσεις προς επιβεβαίωση και βρήκαμε: 

			Χ40=154, Χ410=2200 και Υ750=4056.

			Να εκτιμηθεί η τιμή του β και μετά να εκτιμηθεί η μέση τιμή και το άθροισμα του πληθυσμού της Χ καθώς και η διασπορά της.

			(Υπόδειξη: Να λυθεί η εξίσωση

			[image: ]

			ως προς β, για τις τιμές j=40, 410 και 750. Η μέση τιμή των τριών ριζών που θα προκύψουν δίνουν μία μέση τιμή εκτίμησης για το β, το [image: ]. Με βάση αυτήν την τιμή για το β γράφουμε την εξίσωση ορισμού του Χ, την

			[image: ]

			με τη μορφή 

			[image: ]

			Από τα στοιχεία της τελευταίας μορφής και με βάση τη θεωρία της παραγράφου 5.4 υπολογίζουμε τη μέση τιμή της Χ και το άθροισμα του πληθυσμού και τη διασπορά της.

			Αποτελέσματα: Η μέση τιμή

			[image: ]

			περίπου, το άθροισμα Χ=2672000 περίπου και η διασπορά έχει τάξη μεγέθους [image: ] περίπου). 

			Άσκηση 2: 

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=5000 ατόμων κάναμε μία συστηματική δειγματοληψία για τη μελέτη της τμ Υ. Μέγεθος δείγματος n=20. Το δείγμα περιέλαβε τελικά τα άτομα uj με δείκτη j=124+250(m-1), m=1,2,3..,20. Η εκτίμηση από τη δειγματοληψία έβγαλε μέση τιμή ίση με [image: ]25000. Γνωρίζουμε ότι το Υ1=7. 

			Αφού γίνει εκτίμηση των παραμέτρων α, β, Υ και [image: ], να γραφεί μετά και η εξίσωση ορισμού των όρων της τυχαίας μεταβλητής Υ: [image: ]. 

			Υπόδειξη: Ισχύει πάντα Υ1=α. Από τον τύπο της μέσης τιμής τυχαίας μεταβλητής, της οποίας οι όροι ακολουθούν αριθμητική πρόοδο, και με βάση τη θεωρία της παραγράφου 5.4 λύνουμε την εξίσωση [image: ] ως προς β και έχουμε μία εκτίμησή του, την [image: ]. Στη συνέχεια, από τον αντίστοιχο τύπο της διασποράς της ίδιας παραγράφου, βρίσκουμε την εκτίμηση της διασποράς. Γράφουμε τέλος και την εξίσωση 

			[image: ]

			Άσκηση 3: 

			Καταγράψαμε το βάρος ενός οργανισμού επί 250 μέρες. Η καταγραφή γινόταν κάθε 12 ώρες ακριβώς (Ν=500 το μέγεθος του πληθυσμού). Τις 500 τιμές τις είχαμε καταγράψει σε 25 γραμμές των 20 εγγραφών η καθεμία γραμμή. Από τις 500 τιμές χάθηκαν σχεδόν όλες πλην τριών στηλών. Σώθηκε συγκεκριμένα η 9η, η 10η και η 11η στήλη. Από την 11η στήλη λείπουν 3 από τα 25 δεδομένα παρατήρησης, το 1ο, 12ο και 23ο. Την πρώτη μέρα το ζώο ζύγιζε 8gr ακριβώς και τη δεύτερη 7.984gr, όπως σημείωσε ο ερευνητής στο μπλοκάκι του. Τα δεδομένα των στηλών που σώθηκαν είναι στον παρακάτω Πίνακα 5.6.1:
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							9η στήλη

						
							
							10η στήλη

						
							
							11η στήλη
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							8.128

						
							
							8.145
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							8.461

						
							
							8.479
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							8.808
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							9.169
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							9.937
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							9.978

						
					

					
							
							7

						
							
							10.344
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							10.768
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							9

						
							
							11.210

						
							
							11.233

						
							
							11.256
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							16.788
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							18.228
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							19.674

						
							
							19.714
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							20.481

						
							
							20.524

						
							
							20.562
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							21.321

						
							
							21.365

						
							
							21.405

						
					

				
			

			Πίνακας 5.6.1

			(Α) Να εκτιμηθεί το μέσο βάρος του ζώου στις 250 μέρες και να συμπληρωθεί η 11η στήλη-δείγμα με εκτιμήσεις για τα στοιχεία που λείπουν.

			(Β) Να γραφεί το μοντέλο του βάρους του ζώου την D ημέρα, αν δίνεται ότι ισχύει η σχέση:

			[image: ]

			που εκφράζεται ως συνάρτηση δύο παραμέτρων της D και της θ. Συχνά αυτή η μορφή έκφρασης μιας ποσότητας συναρτήσει 2 παραμέτρων αποδίδεται με τον όρο «κατά προσέγγιση δύο παραμέτρων», δηλαδή η ποσότητα για να γίνει ακριβώς γνωστή πρέπει να προσδιοριστούν οι τιμές των δύο παραμέτρων πρώτα. Προσεγγίζεται, αφού προσδιοριστούν οι τιμές αυτές.

			(Γ) Πόσο ήταν το βάρος (εκτίμηση) την 100η και πόσο την 200η μέρα; 

			(Δ) Ποιο ζεύγος διαδοχικών δειγμάτων πρέπει να χρησιμοποιηθεί, ώστε με τη βοήθεια της σχέσης εκτίμησης (5.4.17) να έχουμε την καλύτερη δυνατή εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Υ για τον πληθυσμό ολόκληρο; Αν αυτά διασώθηκαν, να εφαρμοστεί στα δεδομένα αυτά η σχέση εκτίμησης (5.4.17).

			(Υπόδειξη: Ουσιαστικά έχουμε το 9ο, 10ο και 11οδείγμα μιας ΣυΔ με μέγεθος δείγματος n=25 και k=20 δείγματα. Άρα εκτιμούμε το μέσο βάρος του ζώου από τα δείγματα που διασώθηκαν. Με χρήση μερικών, τουλάχιστον 5, από τα 60 δεδομένα μας λύνουμε την εξίσωση 

			[image: ], 

			ως προς τα θ και D, με χρήση και λογαρίθμων, αν χρειαστεί. Από τις τιμές που θα προκύψουν παίρνουμε τη μέση τιμή για τα θ και D και αυτό να είναι η εκτίμηση 

			[image: ] 

			των θ και D. 

			Ήδη ξέρουμε το μοντέλο στην πλήρη μορφή και μπορούμε με αυτό να κάνουμε προσεγγίσεις. Στο μοντέλο αυτό θέτουμε [image: ]=100 και [image: ]=200 και έχουμε τις εκτιμήσεις του βάρους του ζώου τις μέρες 100η και 200η). 

			Άσκηση 4: 

			Ο πληθυσμός Π με μέγεθος Ν=48 είναι ένα σύνολο 48 διαδοχικών ημερών στο τέλος της καθεμίας από τις οποίες καταγράφεται το πλήθος των εντόμων που επιβίωσαν μέσα σε έναν κλειστό πειραματικό χώρο, όπου εφαρμόζεται κάποια αγωγή στα έντομα αυτά. Η τμ Χ εκφράζει τον αριθμό των εντόμων που επιβίωσαν. Αρχικά μπήκαν στο πείραμα Χ0=222 έντομα, ενώ στο τέλος της 1ης ημέρας είναι Χ1=209 ζωντανά έντομα. Μία ΑΤΔ έδωσε τα εξής αποτελέσματα: 

			Χ10=120, Χ36=24 και Χ47=12 έντομα. 

			Η φύση του προβλήματος είναι τέτοια, που πιστεύεται ότι ο αριθμός των εντόμων που επιβιώνουν την j ημέρα είναι συνάρτηση του αριθμού που επιβίωσαν μέχρι και την προηγούμενη j-1 ημέρα (κλάσμα σταθερό περίπου). Να προσδιοριστεί η μορφή της τμ Χ και να υπολογιστεί ο αριθμός των εντόμων που επιβίωσαν ως το τέλος του πειράματος, δηλαδή την 48η ημέρα. Να προσδιοριστούν επίσης:

			(α) Ποια η μέση τιμή του αριθμού των εντόμων που επιβιώνουν;

			(β) Πόσες μέρες πρέπει να διαρκέσει το πείραμα, ώστε να μη μείνει ζωντανό κανένα έντομο στο τέλος της τελευταίας μέρας; 

			(γ) Ποια η μέση τιμή των εντόμων που επιβιώνουν αν το πείραμα διαρκέσει τόσο, ώστε να μη μείνει κανένα έντομο ζωντανό; 

			(Υπόδειξη στο (β) Επίλυση της εξίσωσης [image: ]. Αποτέλεσμα 99 ημέρες). 

			Άσκηση 5: 

			Ο πληθυσμός Π με μέγεθος Ν=144 είναι ένα σύνολο 144 ημερών διαδοχικών, όσος είναι ο χρόνος που διαρκεί μία προσπάθεια συγκέντρωσης βασιλικού πολτού από κάποιον μελισσουργό. Ο μελισσουργός αυτός κατέγραφε κάθε μέρα το συνολικό βάρος της ουσίας που είχε συγκεντρώσει ως τότε σε mg. Η καταγραφή γινόταν σε σελίδα που είχε χωριστεί σε στήλες με κάθετες γραμμές, ώστε κάθε γραμμή να έχει 16 διαδοχικές καταγραφές. Έτσι γέμισαν 9 γραμμές με το τέλος της συγκομιδής, μετά από 144 μέρες. Την τελευταία μέρα έπεσε μελάνι στη σελίδα που κατέγραφε ο μελισσουργός και το μόνο που απέμεινε είναι τρεις στήλες, η 5η, η 7η και η 9η, και μάλιστα με ελλείψεις. Οι τρεις αυτές στήλες φαίνονται στον παρακάτω Πίνακα 5.6.2.  Η 8η στήλη δε διασώθηκε και εμφανίζεται άδεια: 
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							………
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							927

						
							
							………

						
							
							………

						
							
							995

						
					

					
							
							5

						
							
							1207

						
							
							1242

						
							
							………

						
							
							1275
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							1487

						
							
							1522

						
							
							………
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							2327
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			Πίνακας 5.6.2

			(Α) Με σχεδόν βέβαιο ότι κάθε μέρα παράγεται περίπου η αυτή ποσότητα σε mgr, να προσδιοριστεί η τάση που ακολουθούν οι τιμές Xm της τμ Χ, και όπου Xm= συνολική ποσότητα ης ουσίας μέχρι και την m-οστή μέρα. 

			(Β) Αφού προσδιοριστεί η μορφή των όρων Xm, m=1,2,…,144, να συμπληρωθεί ο πίνακας ως προς και τα τέσσερα δείγματα-στήλες.

			(Γ) Πόση η συνολική ποσότητα που συγκεντρώθηκε; 

			(Δ) Να βρεθούν οι μέσες τιμές και οι διασπορές της τμ Χ για τα τέσσερα δείγματα που έχουμε ήδη αποκαταστήσει. 

			(Ε) Να προταθεί μέθοδος εκτίμησης της μέσης τιμής του πληθυσμού από τα υπάρχοντα (διασωθέντα) δεδομένα. Υπάρχει δυάδα διαδοχικών δειγμάτων από τα τέσσερα που να δίνει την καλύτερη δυνατή εκτίμηση για τη μέση τιμή το πληθυσμού;

		

	
		
			Κεφάλαιο 6ο Δειγματοληψία Σκοπιμότητας (ΔΣκ)

			Σύνοψη

			Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται μερικές περιπτώσεις όπου οι τεχνικές δειγματοληψίας ξεφεύγουν από τα συνήθη μονοπάτια και δεν αφήνονται τα γεγονότα να ακολουθήσουν την οδό που υπαγορεύουν οι πιθανότητες και το τυχαίο. 

			Εδώ το δείγμα προκύπτει με επιλογή συγκεκριμένων στοιχείων του πληθυσμού. Αυτά επιλέγονται στοχευμένα και με σκοπιμότητα, σε μια προσπάθεια να αντληθεί πληροφορία μέσα από μικρά, συνήθως, δείγματα που περιέχουν όμως άτομα του πληθυσμού ικανά να προσφέρουν την πληροφορία αυτή. Έτσι η σκοπιμότητα δικαιολογείται, καθώς έχουμε μικρά δείγματα (για οικονομικούς λόγους) και η πληροφορία που απαιτείται επιτυγχάνεται στο βαθμό που πρέπει. Είναι δυνατό με δείγμα 11 σημείων κατάλληλα (και σκόπιμα) επιλεγμένων πάνω σε μία περιοχή εκατοντάδων χιλιάδων τετραγωνικών χιλιομέτρων να μπορεί να προσδιοριστεί το μοντέλο που μετράει την ατμοσφαιρική ρύπανση πάνω από την περιοχή αυτή. Για να επιτευχθεί κάτι τέτοιο φυσικά, αξιοποιείται και πρόσθετη πληροφορία που προκύπτει από παλιότερες μετρήσεις και γίνονται και παραδοχές που λογικά ισχύουν. 

			Όλες οι περιπτώσεις που παρουσιάζονται στο 6ο κεφάλαιο σχετίζονται με δειγματοληψίες που πάντα χρησιμοποιούν πληροφορία παράλληλη με την πληροφορία του δείγματος, ώστε σκόπιμα η δειγματοληψία να είναι χαμηλού προϋπολογισμού. Γίνεται π.χ. η δειγματοληψία σε πληθυσμό με στοιχεία που είναι πολυδιάστατα με τρόπο σκόπιμο, που να μειώνει τις διαστάσεις κατά τη μετάβαση από τον πληθυσμό στο δείγμα. Γίνεται και συσχετισμός της συστηματικής δειγματοληψίας (ΣυΔ) με τις τεχνικές της δειγματοληψία σκοπιμότητας (ΔΣκ).

			Την όλη εικόνα φωτίζουν τα λυμένα παραδείγματα που αναλαμβάνουν να αναδείξουν περιπτώσεις όπου η ΔΣκ μπορεί και πρέπει να εφαρμόζεται.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Δεν χρειάζονται ειδικές γνώσεις για το 6ο κεφάλαιο και αρκούν οι βασικές γνώσεις Στατιστικής και Πιθανοτήτων καθώς και οι γνώσεις οι βασικές της Μαθηματικής Ανάλυσης γύρω από ολοκληρώματα, παραγώγους και ακολουθίες.

			6.1. Εισαγωγικά - Ορισμοί εννοιών

			Σε όλα τα προηγούμενα κεφάλαια ασχολούμαστε με τις αποκαλούμενες «δειγματοληψίες πιθανότητας». Ο όρος χρησιμοποιείται εδώ με την ευρεία έννοια και αναφέρεται στο γεγονός ότι στην επιλογή των ατόμων του πληθυσμού (σύνολο αναφοράς) για τη δημιουργία του δείγματος ο ερευνητής δεν επεμβαίνει με τη δική του βούληση. Ενεργεί έτσι, ώστε να αφήνει τα άτομα του πληθυσμού Π να προκύψουν μέσα στο δείγμα που καταρτίζει με βάση τις πιθανότητες και τους νόμους τους. 

			Σε όλες τις μεθόδους και τις τεχνικές της δειγματοληψίας που εξετάστηκαν στα πέντε προηγούμενα κεφάλαια οι πιθανότητες έπαιζαν κάποιο ρόλο μικρό ή μεγάλο και σε αρκετές περιπτώσεις πολύ καθοριστικό, όπως στην ΑΤΔ. Ακόμη και στη συστηματική δειγματοληψία (ΣυΔ) αφού αποφασιστεί το πλήθος των (συστηματικών) δειγμάτων k, γίνεται μετά μία κλήρωση (δηλαδή εισάγεται μηχανισμός πιθανοτήτων στη λειτουργία της μεθόδου ΣυΔ) και έτσι καθορίζεται ποιο από τα πρώτα k άτομα θα είναι το άτομο εκκίνησης, ώστε μετά με βήμα k (του δείκτη αρίθμησης) να ακολουθήσουν τα επόμενα άτομα που θα αποτελέσουν το δείγμα μεγέθους n ή ίσως n+1. Στα παραπάνω αναφερόμενα σχετικά με τη ΣυΔ ισχύει το k=[N/n], όπου Ν το μέγεθος του πληθυσμού. Αναφέρουμε εδώ ιδιαίτερα τη ΣυΔ γιατί, όπως θα φανεί σε επόμενη παράγραφο, η ΣυΔ μπορεί (υπό όρους) να θεωρηθεί και να αντιμετωπιστεί ερευνητικά ως μία μέθοδος δειγματοληψίας σκοπιμότητας(ΔΣκ). 

			Η φύση των πραγμάτων στις ΔΣκ δείχνει ότι πρέπει να υπάρχουν σοβαροί λόγοι που να της επιβάλουν, ώστε αυτές να μην αποτελούν μία εύκολη διέξοδο για την επίτευξη του στόχου της δημιουργίας του δείγματος ανεξαρτήτως συνθηκών. Αν εφαρμοστεί ΔΣκ με μόνο στόχο την εύκολη παράκαμψη δυσκολιών, τότε είναι βέβαιο ότι επέρχεται και η αποτυχία. Η επιλογή τεχνικών δειγματοληψίας ευκαιρίας, μέσα από τη λογική της όποιας σκοπιμότητας, οδηγεί με πολύ μεγάλη πιθανότητα σε μεροληψίες κάθε είδους και συνήθως τα αποτελέσματα είναι καταστροφικά. 

			Από τα μέχρι τώρα εκτεθέντα ανακύπτει η ανάγκη να τεθούν οι όροι που θα επιτρέπουν την ασφαλή χρήση ΔΣκ. Μία σχετικά ασφαλής διαδικασία είναι αυτή που τηρεί τους δύο βασικούς κανόνες: 

			1) Σε κάθε περίπτωση εφαρμογής μεθόδων ΔΣκ (όπου δεν επεμβαίνουν πιθανότητες και τα δείγματα είναι πολύ μικρά κ.λπ.) πρέπει να γίνεται πολύ καλή μελέτη πρώτα θεωρητικά και, αφού γίνουν και κάποιες δοκιμές προς επιβεβαίωση των θεωρητικών πορισμάτων, τότε και μόνο είμαστε σε θέση να χρησιμοποιήσουμε τις μεθόδους αυτές με σχετική ασφάλεια. 

			2) Εφαρμόζουμε μεθόδους και τεχνικές ΔΣκ μόνο για ήδη γνωστά σε μας και, ίσως, χρησιμοποιημένα και από άλλους αντικείμενα. Η πείρα, δηλαδή, και γενικά η πληροφόρηση είναι πολύ καλός σύμβουλος που συμβάλλει τα μέγιστα στην επιτυχημένη εφαρμογή της ΔΣκ. Για το λόγο αυτό κρίνεται σκόπιμη και σώφρων ενέργεια να κρατάμε σε σημείωση κάποια ευρήματα και γενικά τα στοιχεία που προκύπτουν κατά τις εφαρμογές ΔΣκ. Ο στόχος αυτής της πρωτοβουλίας είναι η όποια μελλοντική αξιοποίηση των στοιχείων αυτών είτε από εμάς τους ίδιους είτε από την επιστημονική κοινότητα γενικότερα.

			Οι ΔΣκ συγκεντρώνουν το ενδιαφέρον και την προτίμηση των διαφόρων ερευνητών, γιατί η χρήση τους συνεπάγεται 

			(α) πολύ μειωμένο κόστος, 

			(β) αποφυγή σημαντικού μέρους του κόπου για τη διεξαγωγή τους, και πιο συχνά

			(γ) συνύπαρξη των δύο δυνατοτήτων (α) και (β).

			Μερικά παραδείγματα θα αναδείξουν την κατάσταση σχετικά με τις ΔΣκ, την χρησιμότητα αλλά και την αξιοπιστία τους.

			Παράδειγμα 6.1.1: 

			Έχουν προηγηθεί Εθνικές Εκλογές το φθινόπωρο του 1993 και επίκεινται οι Ευρωεκλογές τον Ιούνιο του 1994. Μία ομάδα φοιτητών του τμήματος Μαθηματικών του Α.Π.Θ. επεξεργάστηκε τα αποτελέσματα του 1993 τμήμα προς τμήμα (εκλογικό) σε όλο το πολεοδομικό συγκρότημα της Θεσσαλονίκης. Μεταξύ των άλλων συμπερασμάτων που έβγαλαν, είδαν και ξεχώρισαν τα τρία εκείνα εκλογικά τμήματα που είχαν αποτελέσματα πολύ κοντά στα πανελλήνια, ως προς όλα τα κόμματα. Η αξιολόγηση αυτή έγινε με βάση το ελάχιστο άθροισμα τετραγώνων των διαφορών μεταξύ αποτελέσματος του κάθε τμήματος και του πανελλήνιου αποτελέσματος, με χρήση πολύ απλού σχετικά προγράμματος Η/Υ. Αποφάσισαν, λοιπόν, να πάνε το απόγευμα της Κυριακής των Ευρωεκλογών μόνο στα τρία αυτά εκλογικά τμήματα και να πάρουν τα αποτελέσματα μόλις βγουν. Αυτό, γιατί στις Ευρωεκλογές υπάρχει μόνον μία εκλογική περιφέρεια, που είναι ολόκληρη η Ελλάδα, και για αυτήν την περιφέρεια χρειάζονται στοιχεία που να βοηθούν στην πρόβλεψη. Πέτυχαν να έχουν τα αποτελέσματα αυτά γύρω στις 21:00 και, αφού διαπίστωσαν ότι και πάλι τα τρία τμήματα είχαν παραπλήσια αποτελέσματα μεταξύ τους (απαραίτητη η δοκιμή αυτή για να προδικάσει αξιόπιστο σχετικά αποτέλεσμα), πήραν τη μέση τιμή των τριών αποτελεσμάτων ως προς όλα τα κόμματα. Θεώρησαν ότι αυτό είναι καλή πρόβλεψη και περίμεναν να επιβεβαιωθεί η άποψή τους από τα αποτελέσματα που ανακοίνωνε το Υπουργείο Εσωτερικών από την τηλεόραση. Η επιβεβαίωση ήρθε δύο ώρες περίπου αργότερα και η μέθοδος τους αντάμειψε για τους κόπους της προσπάθειάς τους. Είχαν πάντως με το μέρος τους τα σχετικά νωπά εκλογικά αποτελέσματα των Εθνικών εκλογών του 1993 και αυτό έκανε την τεχνική τους να έχει μεγάλη αξιοπιστία. Είχαν, δηλαδή, πολύ καλή και σχετικά αξιόπιστη πληροφόρηση, όπως αναφέραμε και πιο πάνω.

			Παράδειγμα 6.1.2: 

			Όλα όσα αναφέρονται στο παράδειγμα 6.1.1 έχουν σχέση με όσα γίνονται σε δημοσκοπήσεις με διαδικασία «ψήφου κατά την έξοδο» (exitpoll). Και εκεί γίνεται έρευνα για να βρεθούν μερικά εκλογικά τμήματα που σε προηγούμενες εκλογές είχαν τα πλησιέστερα αποτελέσματα προς τα συνολικά ανά την επικράτεια. Είναι φυσικό να θεωρήσουμε ότι όσο πιο πρόσφατες είναι οι προηγούμενες εκλογές τόσο το καλύτερο για την αξιοπιστία της δημοσκόπησης. Για μια καλή τέτοια έρευνα χρειάζονται δεκάδες τμήματα από όλη τη χώρα. Στα τμήματα αυτά θα πάνε την ημέρατων εκλογών οι αρμόδιοι ψηφολέκτες, απεσταλμένοι από το επιτελείο που κάνει τη δημοσκόπηση (εταιρία δημοσκοπήσεων, ερευνητική ομάδα κ.λπ.). Εδώ αξίζει να αναφέρουμε και μερικά πράγματα που επηρεάζουν, αρνητικά μάλλον, την αξιοπιστία της μεθόδου της ψήφου κατά την έξοδο και πρέπει να είναι πολύ προσεκτικοί οι ερευνητές σχετικά με αυτά. Τέτοιο είναι το γεγονός της μη πλήρους σύμπτωσης των εκλογικών τμημάτων από εκλογές σε εκλογές. Υπάρχουν τμήματα που καταργούνται ή που συγχωνεύονται ή που αλλάζουν απλά αρίθμηση από εκλογές σε εκλογές. Τέτοιος, επίσης, παράγοντας είναι και η χρονική απόσταση των δύο διαδοχικών εκλογών που συνεπάγεται πολλές διαφοροποιήσεις από εκλογές σε εκλογές, όπως είναι και το γεγονός της δημιουργίας καινούριων παρατάξεων που συμμετέχουν στις εκλογές. Τέλος, άξιο να αναφερθεί είναι η ύπαρξη νέων ψηφοφόρων που συνδέεται και με την χρονική απόσταση μεταξύ των δύο εκλογικών αναμετρήσεων. Επομένως, είναι φανερό μέσω και αυτού του παραδείγματος ότι η όσο το δυνατόν καλύτερη πληροφόρηση των ερευνητών είναι κρίσιμος και καθοριστικός παράγοντας για την επιτυχία του εγχειρήματος. 

			Παράδειγμα 6.1.3: 

			Θα φανεί παράξενο (εξ ου και ενδιαφέρον) το γεγονός ότι κάποια μορφή ΔΣκ γινόταν και ίσως να γίνεται ακόμη από ανθρώπους που δεν γνώριζαν Στατιστική και άλλες τέτοιες ανάλογες διαδικασίες. Οι περισσότεροι μάλιστα από αυτούς τους ανθρώπους δεν είχαν καν γραμματικές γνώσεις ανώτερες του Δημοτικού Σχολείου. Αναφερόμαστε σε μερικά κομματικά στελέχη, της επαρχίας κυρίως, στις δεκαετίες των ’50, ’60, ’70. Αυτά τα άτομα έχοντας αυξημένη παρατηρητικότητα είχαν προσέξει και είχαν σημειώσει ότι μερικοί οικισμοί (κοινότητες ή τμήματά τους) έβγαζαν ποσοστό, σε όλες σχεδόν τις εκλογικές αναμετρήσεις, ίδιο με το πανελλήνιο ποσοστό, τουλάχιστον για το κόμμα που υποστήριζαν αυτά τα άτομα. Ίσως μερικοί τυχερότεροι από αυτούς να γνώριζαν οικισμούς στην περιφέρειά τους που έδιναν ποσοστά ίδια με τα πανελλήνια για τα δύο πρώτα κόμματα. Φρόντιζαν να έχουν έγκαιρα τα αποτελέσματα από τέτοιους οικισμούς. Έτσι ήξεραν τα αποτελέσματα από πολύ νωρίς σε σχέση με τους υπολοίπους συμπολίτες τους. Απολάμβαναν ένα πολύ κρίσιμο προνόμιο σε μια εποχή που δεν υπήρχε και η τηλεόραση (ή έστω δεν είχε προχωρήσει πολύ). Τότε μόνο από τις εφημερίδες ή το ραδιόφωνο μπορούσε κανείς να πληροφορηθεί, περιμένοντας υπομονετικά να έρθει η στιγμή όπου η καταμέτρηση των ψήφων είχε προχωρήσει ώστε να υπάρξει κάποιο παγιωμένο ή και τελικό αποτέλεσμα. Αυτή δε η στιγμή αργούσε πάντα να έρθει, κάνοντας πολλές τις ώρες της αναμονής, ακόμα και 1-2 εικοσιτετράωρα. Όπως ήδη φαίνεται, η ικανότητα αυτών των ανθρώπων να κάνουν τέτοιες (ιδιότυπες πράγματι) ΔΣκ δεν είχε καμία σχέση με το όποιο επίπεδο γνώσεων Στατιστικής είχε ή καλύτερα δεν είχε κατακτήσει η Ελληνική κοινωνία την τριακονταετία 1950-1980. Η ικανότητα αυτή είχε να κάνει μόνο με την παρατηρητικότητα τους, που τους έκανε πολύ καλά πληροφορημένους σχετικά με το θέμα που επεξεργάζονταν και τους ενδιέφερε. 

			Με βάση τουλάχιστον τα παραδείγματα που προηγήθηκαν μπορούμε να πούμε πιο συγκεκριμένα ότι: 

			Ορισμός 6.1.1: Η ΔΣκ είναι μία μορφή δειγματοληψίας που δεν χρησιμοποιεί τις πιθανότητες και που μπορεί να διεξαχθεί με επιτυχία στον βαθμό που οι ερευνητές είναι σε θέση να απομονώσουν μερικά στοιχεία (άτομα ή ομάδες ατόμων) του πληθυσμού και τα οποία έχουν συμπεριφορά πολύ κοντά στη μέση συμπεριφορά. Η συμπεριφορά κρίνεται κάθε φορά ως προς κάποιες συγκεκριμένες παραμέτρους που ενδιαφέρουν. Η ΔΣκ χρησιμοποιεί μόνον αυτά τα άτομα (ειδικά αν είναι λίγα) και μερικές φορές και μέρος αυτών των ατόμων, αν είναι πολλά ή αν έχουν την ίδια ή ελάχιστα διαφορετική εικόνα μεταξύ τους ως προς τις παραπάνω αναφερόμενες κρίσιμες παραμέτρους. 

			Σημείωση 6.1.1: Σημειώνεται ότι η ΔΣκ μπορεί να διεξάγεται και με εντυπωσιακά μικρό δείγμα. Μερικές φορές το μέγεθος του δείγματος καταργεί και την ίδια την έννοια της δειγματοληψίας, γιατί μπορεί το δείγμα να είναι και μονομελές. Ας φανταστούμε ότι θέλουμε να πάρουμε ένα δείγμα από έναν πληθυσμό από βέργες σιδήρου με σκοπό να μελετήσουμε το μήκος τους. Για κάποιο λόγο, θεωρητικό ή μη, πληροφορούμαστε ότι οι βέργες όλες είναι ισομήκεις (π.χ. ο επικεφαλής της ομάδας καταλήγει στο συμπέρασμα με θεωρητική ανάλυση ή ίσως το πληροφορείται απλά από κάποια πηγή). Ποιο είναι το μέγεθος δείγματος που θα χρειαστούμε για να μελετήσουμε την χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του πληθυσμού (σιδερόβεργες) Χ= «μήκος σιδερόβεργας»; Είναι προφανές ότι το μέγεθος δείγματος είναι το τετριμμένο n=1 και είναι ήδη αρκούντως επαρκές. 

			Το εντυπωσιακά μικρό δείγμα έχει φυσικά και κάποιο οικονομικό αντίκτυπο, καθώς μειώνει δραστικά το κόστος της δειγματοληψίας αλλά και τη χρονική διάρκεια της διεξαγωγής της. Μειώνεται, δηλαδή, γενικά «ο κόπος» (= το συνολικό και πάσης φύσης καταβαλλόμενο έργο) για τη διεξαγωγή της. Έτσι έχουμε και το σχετικό όρο «δειγματοληψίες χαμηλού κόστους» (low budget sampling), όπου με τον όρο κόστος δεν εννοούμε αποκλειστικά το οικονομικό κόστος. Με δειγματοληψίες χαμηλού κόστους ασχολούμαστε θεωρητικά και με εφαρμογές σε επόμενη παράγραφο του κεφαλαίου αυτού.

			6.2. Προσδιορισμός πολυωνύμου Β΄ βαθμού 2 μεταβλητών με ΔΣκ.

			Θεωρούμε το επίπεδο ΧΟΥ με άξονες συντεταγμένων τους Χ΄ΟΧ και Υ΄ΟΥ και το χωρίο του (domain) D, ως σύνολο αναφοράς (πληθυσμός), με μορφή καρτεσιανού γινομένου:

			[image: ]

			(6.2.1)

			Τα άτομα του πληθυσμού Π είναι τα σημεία του D με τη μορφή [image: ], δηλαδή ο πληθυσμός δεν είναι πεπερασμένος στην παρούσα περίπτωση.

			Σε μερικές εφαρμογές, με γεωγραφικό κυρίως υπόβαθρο, η πλευρά [image: ] του τετραγώνου D είναι δυνατόν να αντιπροσωπεύει μερικές εκατοντάδες ή και χιλιάδες χιλιομέτρων. Σε άλλες όμως εργαστηριακές μορφές εφαρμογής η πλευρά μπορεί να αντιπροσωπεύει ίσως μόνο μερικά μικρά (μικρό=10-6m, σύμβολο το γράμμα μ, π.χ. 12μ, 25.45μ κ.λπ.). 

			Επιλέγουμε τη μορφή (6.2.1) για τη γραφή του χωρίου, επειδή διευκολύνει τους υπολογισμούς των ποσοτήτων που ενδιαφέρουν, με πρώτη ενδιαφέρουσα ποσότητα το μέτρο (norm) του χωρίου αυτού [image: ]. Με πεδίο ορισμού τον πληθυσμό Π ορίζονται συναρτήσεις της μορφής 

			[image: ],

			(6.2.2)

			που είναι πραγματικές (τυχαίες) μεταβλητές επί του Π. Η τυχαία μεταβλητή Z (τμ Ζ) μπορεί να έχει οποιαδήποτε μορφή και είναι γνωστό ότι αντιστοιχεί σε κάποια χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων του πληθυσμού Π. Για παράδειγμα μπορεί η τιμή της τμ Ζ να σημαίνει τη συγκέντρωση ενός ρύπου της ατμόσφαιρας στο σημείο u(x,y) του χωρίου-πληθυσμού Π σε συγκεκριμένο ύψος. Στην περίπτωση αυτή το χωρίο είναι συνήθως μία (αρκετά) εκτεταμένη περιοχή με πλευρά αρκετών δεκάδων χιλιομέτρων ή ίσως και αρκετών εκατοντάδων χιλιομέτρων. Η έκταση που εκπροσωπεί ο πληθυσμός είναι πλέον συνάρτηση των συνθηκών του προβλήματος. 

			Η ανάγκη να γνωρίζουμε την αναλυτική μορφή της συνάρτησης (6.2.2) είναι προφανής ήδη. Θα γίνει προσπάθεια να λυθεί αυτό το πρόβλημα για κάποια κλασική και χρήσιμη σε εφαρμογές μορφή της σχέσης (6.2.2) διεξοδικά. Επίσης θα δοθούν οι γενικές κατευθύνσεις, ώστε να μπορεί να γίνει προσέγγιση του προβλήματος και σε άλλες πιο πολύπλοκες μορφές της (6.2.2). Τέτοιες μορφές παρουσιάζουν σημαντικό ενδιαφέρον, επειδή μπορεί να είναι χρήσιμες σε προβλήματα σχετικά με το περιβάλλον, την οικονομία, τη βιολογία και άλλους τομείς έρευνας.

			Μια μορφή της συνάρτησης (6.2.2), που συνδέει την τμ Ζ με τις ανεξάρτητες τμ Χ και Υ, είναι το δευτεροβάθμιο πολυώνυμο ως προς τις ανεξάρτητες τμ Χ και Υ και είναι εύκολα αξιοποιήσιμο σε θέματα περιβάλλοντος, π.χ. στην παρακολούθηση και τη μελέτη της συγκέντρωσης κάποιου, συγκεκριμένου κάθε φορά, ρύπου στην ατμόσφαιρα στη (γεωγραφική) περιοχή που αντιπροσωπεύει το χωρίο-πληθυσμός [image: ] Σε μια τέτοια περίπτωση το σημείο (0,0) του D είναι σημείο εκπομπής ή απορρόφησης του ρύπου ή είναι σημείο κεντρικού ενδιαφέροντος της μελέτης, όπως είναι το ιστορικό κέντρο μιας πόλης. Ανάλογα ισχύουν και στην περίπτωση που ενδιαφέρει η παρακολούθηση της έντασης κάποιας ακτινοβολίας ή η θερμοκρασία σε μία περιοχή που αντιπροσωπεύεται από το χωρίο D, που μπορεί να έχει έκταση όσο είναι η έκταση ενός εργαστηρίου ή μπορεί να έχει την έκταση της Νοτιοανατολικής Ευρώπης (Βαλκάνια).

			Θα αντιμετωπιστεί το πρόβλημα θεωρητικά και θα λυθεί με βάση το πλήρες δευτεροβάθμιο πολυώνυμο με δύο μεταβλητές, το:

			[image: ]

			(6.2.3)

			του οποίου η ένδειξη στην αρχή των αξόνων f(0,0)=H μπορεί να παραληφθεί, αν αποφασιστεί να εργαστούμε με τη συνάρτηση z-H=f(x,y)-H. Σε μια τέτοια περίπτωση έχουμε την διευκολύνουσα μορφή συνάρτησης 

			[image: ],

			(6.2.4)

			για την οποία υπάρχει η ανάγκη προσδιορισμού μόνο των πέντε συντελεστών του πολυωνύμου g(x,y) αντί των έξι συντελεστών της πλήρους μορφής του πολυωνύμου f(x,y). Ουσιαστικά η χρήση του πολυωνύμου g(x,y) σημαίνει ότι ήδη προσδιορίστηκε η μία από τις έξι άγνωστες παραμέτρους που επιδιώκεται ο προσδιορισμός τους. Πρακτικά η τιμή της σταθερής παραμέτρου Η προσδιορίζεται ακόμη από τη φάση της δειγματοληψίας. Αυτό γίνεται με την εκτίμηση της τιμής της συνάρτησης f(x,y) στην αρχή των αξόνων (0,0). Έχουμε, δηλαδή, την εκτίμηση [image: ] που συνηθίζεται να είναι η μέση τιμή των εκτιμήσεων της τιμής της ποσότητας f(0,0) για όλες τι φάσεις της δειγματοληψίας. Οι εκτιμήσεις αυτές γίνονται τρεις, τέσσερις έως και πέντε φορές κατά τη διάρκεια της δειγματοληψίας (ΔΣκ εννοείται εδώ). Μπορούμε να γράψουμε, δηλαδή, συμβολικά: [image: ].

			Μετά από όλα αυτά θα γίνει η θεωρητική ανάπτυξη του θέματος με βάση πλέον τη συνάρτηση g(x,y) και μόνο. Ακολουθεί ο προσδιορισμός των παραμέτρων Α, Β, Γ, Δ και Ε.

			Προσδιορισμός των παραμέτρων Α, Β, Γ, Δ και Ε.

			Ο προσδιορισμός των παραμέτρων της συνάρτησης-πολυώνυμο g(x,y) θα γίνει με βάση τη ΔΣκ στον πληθυσμό [image: ]. Θα χρησιμοποιηθεί η έννοια του περιορισμού gπ(x)=g(x,y=φ(x)) συνάρτησης, για τη συνάρτηση g(x,y),της μορφής 

			[image: ]

			(6.2.5)

			Σημειώνεται ότι περιορισμός μιας συνάρτησης είναι η ίδια η συνάρτηση, αλλά καθώς την θεωρούμε να ορίζεται σε υποσύνολο του αρχικού της πεδίου ορισμού. Η ονομασία προέρχεται από τον περιορισμό του πεδίου ορισμού της συνάρτησης σε ένα υποσύνολό του. 

			Η ΔΣκ θα γίνει σε πέντε στάδια και κάθε φορά σε διαφορετικό υποσύνολο του χωρίου-πληθυσμού [image: ]. Το κάθε υποσύνολο θα είναι ένα τμήμα ευθείας του οποίου το ίδιο το τμήμα ή η προβολή σε έναν τουλάχιστο των αξόνων θα είναι το τμήμα [0, 1]. Από αυτό το υποσύνολο θα παίρνεται ένα τριμελές δείγμα σημείων που θα ισαπέχουν. Φυσικά τα δύο από αυτά θα είναι τα άκρα του τμήματος και άρα το τρίτο θα είναι το μέσον του τμήματος. 

			1ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας το διάστημα [0,1] του άξονα των x.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ1={(0,0), (1/2,0), (1,0)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z, οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα [0,1] του άξονα των x. Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.6)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g1(x) δίδεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ]

			και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.7)

			2ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας το διάστημα [0,1] του άξονα των y.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ2={(0,0), (0,1/2), (0,1)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z, οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα [0,1] του άξονα των y. Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.8)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g2(y) δίδεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ]

			και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.9)

			3ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας το διάστημα με άκρα τα σημεία (0,0) και (1,1), δηλαδή η διαγώνιος του τετραγώνου που συμπίπτει με το χωρίο D=Π. (Τετραγωνικό χωρίο D=Π). 

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ3={(0,0), (1/2,1/2), (1,1)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα της διαγωνίου του τετραγωνικού χωρίου D=Π. Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση με αναλυτική έκφραση:

			[image: ]

			(6.2.10)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g3(x) δίδεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ],

			από όπου και προκύπτει η εξίσωση

			[image: ]

			(6.2.11)

			4ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας είναι το διάστημα με άκρα τα σημεία (0,0) και (1,1/2), δηλαδή η διάμεσος του «κάτω» τριγώνου του τετραγωνικού χωρίου D=Π. Το διάστημα αυτό είναι και τμήμα της ευθείας με εξίσωση y=x/2.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ4={(0,0), (1/2,1/4), (1,1/2)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα της διαμέσου του κάτω τριγώνου του τετραγωνικού χωρίου D=Π και επί της ευθείας με εξίσωση y=x/2. Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.12)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g4(x) δίνεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ],

			από όπου και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.13)

			5ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας είναι το διάστημα με άκρα τα σημεία (0,0) και (1/2,1), δηλαδή η διάμεσος του «άνω» τριγώνου του τετραγωνικού χωρίου D=Π. Το διάστημα αυτό είναι και τμήμα της ευθείας με εξίσωση y=2x.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ5={(0,0), (1/4,1/2), (1/2,1)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα της διαμέσου του άνω τριγώνου του τετραγωνικού χωρίου D=Π και επί της ευθείας με εξίσωση y=2x. Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.14)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g5(x) δίνεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ],

			από όπου και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.15)

			Λύνουμε στη συνέχεια το σύστημα των πέντε εξισώσεων (6.2.7), (6.2.9), (6.2.11), (6.2.13) και (6.2.15) με πέντε αγνώστους. Οι πέντε άγνωστοι είναι οι συντελεστές του δευτεροβάθμιου, ως προς τις συντεταγμένες Χ και Υ, πολυωνύμου. Από τη λύση του συστήματος προκύπτει ο προσδιορισμός των πέντε συντελεστών της συνάρτησης [image: ], που είναι οι εξής:

			[image: ]

			(6.2.16)

			Σημείωση 6.2.1: Τα [image: ] υπολογίζονται στην πράξη από τον κανόνα αριθμητικής ολοκλήρωσης κατά Simpson. Όταν ολοκληρώνουμε με βάση αυτόν τον κανόνα ένα δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, η προσέγγιση είναι ιδανική, δηλαδή το αριθμητικό ολοκλήρωμα και το ολοκλήρωμα του Riemann ταυτίζονται πλήρως, έστω και αν τα σημεία στα οποία θα βασιστεί η αριθμητική ολοκλήρωση είναι μόνο τρία, τα ελάχιστα απαιτούμενα για τον υπολογισμό του αριθμητικού ολοκληρώματος. Αν η προς ολοκλήρωση συνάρτηση είναι ένα δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, τότε ισχύει η επόμενη σχέση:

			[image: ]

			(6.2.17)

			Η σχέση (6.2.17) μπορεί να γενικευτεί και για τιμές του δείκτη των y έως 2κ (πέραν του 2).

			Σημείωση 6.2.2: Όταν η συνάρτηση που πρόκειται να προσδιορίσουμε δεν είναι δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, τότε ο κανόνας του Simpson δεν είναι αξιοποιήσιμος. Υπάρχουν άλλοι κανόνες πιο κατάλληλοι για να δώσουν αξιόπιστα ακριβή αποτελέσματα. Τέτοιοι κανόνες είναι: Ο κανόνας του τραπεζίου (χρησιμοποιείται σπάνια), ο κανόνας των 3/8, ο κανόνας των προσδιοριστέων συντελεστών κ.λπ. Κάθε φορά θα χρειαστεί να προσαρμόσουμε τα εργαλεία μας με βάση την εικαζόμενη μορφή της προσδιοριστέας συνάρτησης g (x,y). Ανάλογα κάθε φορά επιλέγεται και το πλήθος των σημείων της δειγματοληψίας ανά υποπληθυσμό αλλά και το πλήθος και η μορφή αυτών των ίδιων των υποπληθυσμών. Δεν υπάρχει ενιαίος κανόνας δράσης. Όσα εμφανίζονται στην παράγραφο αυτή, πάντως, για τα δευτεροβάθμια πολυώνυμα αποτελούν μια καλή μάλλον πυξίδα, για να δράσει ο ερευνητής ανάλογα και στις άλλες περιπτώσεις εφαρμογής. 

			Δύο παραδείγματα θα δώσουν μια καλύτερη εικόνα για το πώς επιτυγχάνεται και από ποιες επιμέρους φάσεις περνάει ο προσδιορισμός των δευτεροβάθμιων πολυωνύμων ως προς δύο μεταβλητές (τις Χ και Υ) κάνοντας χρήση ΔΣκ στο πλαίσιο του πληθυσμού D=Π της σχέσης (6.2.1). 

			Παράδειγμα 6.2.1:

			Ενδιαφέρει η μελέτη της διαμόρφωσης της διαφοράς ηλεκτρικού δυναμικού μεταξύ σημείων της ατμόσφαιρας ύψους 200 μέτρων και του εδάφους. Αυτή η διαφορά ηλεκτρικού δυναμικού στο χωρίο D=Π της σχέσης (6.2.1) πιστεύεται ότι διαμορφώνεται ακολουθώντας (κατά προσέγγιση) τον νόμο του πλήρους δευτεροβάθμιου πολυωνύμου της σχέσης (6.2.3) 

			[image: ],

			που διαμορφώνεται στο πολυώνυμο τα σχέσης (6.2.4) 

			[image: ]

			μετά την εξάλειψη της επίδοσης στην αρχή των αξόνων. 

			Για τον προσδιορισμό των συντελεστών του πολυωνύμου κάναμε ΔΣκ στα πέντε υποσύνολα (ευθύγραμμα τμήματα) του πληθυσμού, που αντιστοιχούν στα πέντε στάδια που αναφέρονται στο θεωρητικό μέρος παραπάνω. 

			Οι μετρήσεις έδωσαν τα αποτελέσματα που φαίνονται παρακάτω στον Πίνακα 6.2.1.

			Στον Πίνακα 6.2.1 οι τιμές των περιορισμών της συνάρτησης g(x,y), της οποίας πρόκειται να προσδιοριστεί η αναλυτική μορφή, εμφανίζονται ως εκτιμήσεις που συλλέχτηκαν από το πεδίο εφαρμογής. 

			Το πεδίο εφαρμογής το εκπροσωπεί στην ανάλυση αυτή το ίδιο το χωρίο-πληθυσμός D=Π. 

			Οι παρατηρήσεις γίνονται στα τρία σημεία του πεδίου ορισμού κάθε περιορισμού της συνάρτησης g(x,y), μόνο που από το σχεδιασμό η τιμή της συνάρτησης στο πρώτο σημείο παρατήρησης και σε κάθε περιορισμό είναι η ίδια και μάλιστα ίση με μηδέν. Η ΔΣκ περιλαμβάνει, δηλαδή, στην περίπτωση αυτή αντί των 15 ([image: ]) σημείων μόνο 11 σημεία ([image: ]-4). 

			Ακολουθεί ο Πίνακας 6.2.1.
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			Πίνακας 6.2.1

			Από τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του πίνακα και από τη λύση του σχετικού συστήματος των πέντε εξισώσεων (6.2.7), (6.2.9), (6.2.11), (6.2.13) και (6.2.15) έχουμε τις παρακάτω λύσεις με βάση τα θεωρητικά αποτελέσματα στη σχέση (6.2.16):

			[image: ]

			(6.2.16α)

			Άρα, η δευτεροβάθμια συνάρτηση που περιγράφει την κατανομή της διαφοράς ηλεκτρικού δυναμικού στο πεδίο που εκπροσωπείται από το χωρίο-πληθυσμό D=Π είναι η 

			[image: ]

			Η μέση τιμή της συνάρτησης στο χωρίο D=Π με μέτρο (norm) [image: ] προκύπτει από τη σχέση

			[image: ].

			Τονίζεται ότι οι τιμές που γράφονται στον Πίνακα 6.2.1 για τους περιορισμούς της συνάρτησης g(x,y) δεν είναι αυτές που παρατηρούμε στα 11 σημεία ([image: ]-4) της ΔΣκ, αλλά είναι όλες μειωμένες κατά τη σταθερή ποσότητα Η. Την ποσότητα αυτή την «βλέπουμε» (την εκτιμούμε) κανονικά πέντε φορές κατά τη δειγματοληψία και κρατάμε τη μέση τιμή των πέντε παρατηρήσεων. Μετά σημειώνουμε πανομοιότυπα την ίδια τη μέση τιμή, και στις πέντε περιπτώσεις, οπότε στον πίνακα στην πρώτη στήλη των δεδομένων που αντιστοιχούν στο ζεύγος (x,y)=(0,0) μπαίνει η τιμή 0. Αυτό σημαίνει ότι στον πίνακα δεδομένων ως προς την g(x,y) και στις 15 θέσεις των δεδομένων μόνο οι υπόλοιπες δέκα τιμές ενδιαφέρει να σημειωθούν. Είναι αυτές που μπαίνουν στις δύο στήλες των δεδομένων και που αντιστοιχούν στα ζεύγη των ορισμάτων x και y, όπου οι τιμές των x και y είναι ίσες με ½ ή 1 αντίστοιχα και κατάλληλα κάθε φορά για την κάθε θέση. 

			Σε προβλήματα, όπως αυτό που έχουμε μπροστά μας, ενδιαφέρει πολλές φορές να βρεθούν και οι βέλτιστες τιμές, αν υπάρχουν, της συνάρτησης g(x,y) (τοπικά ακρότατα, ελάχιστα, μέγιστα). Θα χρειαστεί, τουλάχιστον αρχικά, να βρούμε τις μερικές παραγώγους της g(x,y) ως προς τις μεταβλητές x και y και να τις εξισώσουμε με το μηδέν επιλύνοντας μετά και το προκύπτον σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους x και y. 

			Έχουμε, δηλαδή: 

			[image: ]

			και 

			[image: ].

			Η πρωτοβάθμια πολυωνυμική μορφή των εξισώσεων του συστήματος σημαίνει ότι θα υπάρξει μία το πολύ λύση. Η λύση θα προέλθει από την εξίσωση με πίνακες και είναι η παρακάτω:

			[image: ]

			Από την περαιτέρω ανάλυση με χρήση και των μερικών παραγώγων δεύτερης τάξης προκύπτει ότι έχουμε ελάχιστη την τιμή της διαφοράς δυναμικού στο σημείο του χωρίου D με συντεταγμένες x και y, που δίνονται από τη σχέση επίλυσης του προηγούμενου συστήματος, την

			[image: ]

			Η τιμή της διαφοράς δυναμικού στο σημείο τοπικού ελαχίστου (ελάχιστο δυναμικό) είναι 

			[image: ]

			και δεν υπάρχει άλλο σημείο με τοπικά ακρότατη τιμή της συνάρτησης.

			Μια ιδέα για αξιοποίηση των παραπάνω ευρημάτων του παραδείγματος 6.2.1 είναι η εξής:

			Έστω ότι γνωρίζουμε ότι μία μεταβλητή, όπως είναι η διαφορά δυναμικού, η θερμοκρασία, η συγκέντρωση ρύπων, η ραδιενέργεια και γενικά οι διάφορες ακτινοβολίες, παίρνει τιμές σε ένα πεδίο εκτεταμένο που μπορεί να εκπροσωπείται από το χωρίο D της σχέσης (6.2.1). Η μεταβλητή αυτή ακολουθεί το δευτεροβάθμιο πολυωνυμικό μοντέλο (6.2.3)-(6.2.4) στο πεδίο D. Βάζουμε στα 11 σημεία που κάνουμε μετρήσεις για τη ΔΣκ, όπως αναφέρεται παραπάνω, κατάλληλους αισθητήρες που στέλνουν στον υπολογιστή εγκατεστημένο στο εργαστήριο όλες τις ενδείξεις σε τακτά χρονικά διαστήματα, π.χ. ανά λεπτό της ώρας. Ο Η/Υ επεξεργάζεται τα εισερχόμενα δεδομένα και μας δίνει το δευτεροβάθμιο πολυώνυμο και σε μία οθόνη το υλοποιεί με μία μορφή γραφικής παράστασης, ενώ μόλις οι τιμές σε κάποιο σημείο τού υπό παρακολούθηση πεδίου φύγουν έξω από κάποια ανεκτά όρια ειδοποιεί τους χρήστες για λήψη μέτρων με βάση διάφορα επίπεδα συναγερμού.

			Υπάρχει και ένα λεπτό σημείο εδώ. Είναι πράγματι πιθανό να υπάρξει και άλλη μορφή μοντέλου, που να περιγράφει την κατάσταση στο πεδίο D=Π και που να παίρνει στα σημεία με τους αισθητήρες τις ίδιες τιμές ή έστω πολύ-πολύ κοντινές τους. Αυτό μπορεί να αντιμετωπιστεί με τη χρήση ενός ή δύο αισθητήρων επιπλέον, οι οποίοι όμως θα τοποθετηθούν σε τυχαία επιλεγμένα σημεία του D από τους χρήστες. Στα σημεία αυτά θα υπολογίζεται και από τον υπολογιστή η τιμή της συνάρτησης g(x,y) και η διαφορά από την ένδειξη του εφεδρικού στο τυχαίο εκείνο σημείο. Είναι άκρως απίθανο να βρεθεί μεγάλη διαφορά και συγχρόνως να ακολουθείται από την μεταβλητή το δευτεροβάθμιο μοντέλο των σχέσεων (6.2.3)-(6.2.4). Μόλις προκύψει, λοιπόν, μεγάλη διαφορά, ο υπολογιστής βγάζει προειδοποιητικό σήμα ότι το μοντέλο μας δεν εξυπηρετεί τουλάχιστον τη χρονική στιγμή αυτή. Τα τυχαία επιλεγμένα σημεία μπορεί να αλλάζουν συχνά, κυρίως, σε στιγμές που παρατηρείται μεγάλη απόκλιση στη θέση τους. Μετακινώντας έναν από τους εφεδρικούς αισθητήρες είναι σαν να έχει κανείς πολλούς, έναν για κάθε νέα θέση. Περαιτέρω ανάλυση για την οργάνωση τέτοιων διατάξεων πεδίου για εκτιμήσεις μέσω ΔΣκ ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος συγγράμματος.

			Πολλές περιπτώσεις εφαρμογών βγάζουν μηδενικούς κάποιους από τους συντελεστές Α, Β, Γ, Δ και Ε στις συναρτήσεις των σχέσεων (6.2.3) και (6.2.4). Αυτό σημαίνει ότι το μοντέλο που περιγράφει το φαινόμενο της μελέτης μας είναι μεν βασισμένο στο δευτεροβάθμιο πολυώνυμο, αλλά οι υπολογισμοί μπορούν να γίνουν απλούστεροι. Το γεγονός της ύπαρξης μηδενικών συντελεστών μπορεί να μας γνωστοποιηθεί και από άλλη πηγή, π.χ. από την ίδια τη φύση του φαινομένου που περιγράφουν οι τμ Χ και Υ. Τα πολυώνυμα των σχέσεων (6.2.3) και (6.2.4) με ελλιπή μορφή αλλά με διατήρηση του δευτεροβάθμιου χαρακτήρα είναι 4(23-2)=24. Οι περιπτώσεις ενός ή δύο το πολύ μηδενικών συντελεστών ανάμεσα στους τρεις συντελεστές Α, Β και Γ είναι 6=23-2. Οι περιπτώσεις μηδενικής ή μη τιμής ανάμεσα στους συντελεστές Δ και Ε είναι 4. Έτσι προκύπτουν οι 24 περιπτώσεις. Η ανάλυση του προβλήματος προσδιορισμού των παραμέτρων περιλαμβάνει από 2 μέχρι 4 στάδια.

			Υπάρχουν, όμως, και άλλης μορφής δευτεροβάθμιες συναρτήσεις g(x,y) που διαφέρουν από το πλήρες πολυώνυμο που ήδη μελετήθηκε. Θα μελετήσουμε εξαρχής και θεωρητικά ένα τέτοιο πολυώνυμο με δύο μεταβλητές, που δεν έχει, ίσως, μηδενικούς συντελεστές, αλλά παρουσιάζει άλλες, βολικές μάλλον, ιδιαιτερότητες. Τέτοια ιδιαιτερότητα είναι η ισότητα των δύο συντελεστών Α=Β. Αυτό το πολυώνυμο γράφεται: 

			[image: ]

			(6.2.18)

			Με παράλειψη της ένδειξης στην αρχή των αξόνων, της Η=f(0,0) προκύπτει η απλούστερη και διευκολύνουσα μορφή συνάρτησης 

			[image: ]

			(6.2.19)

			Τέτοιας μορφής συναρτήσεις εμφανίζονται συχνά, όταν οι τιμές της εξαρτημένης τμ Ζ επηρεάζονται από ευκλείδειες αποστάσεις από διάφορα σημαίνοντα σημεία επί του χωρίου-πληθυσμού D=Π (πηγές ακτινοβολίας, σημεία εκπομπής ή απορρόφησης ρύπων, σημεία με μεγάλη ηλεκτρική ή άλλη φόρτιση, αρχή των αξόνων κ.λπ.). Η μελέτη θα γίνει σε τέσσερα στάδια, όσοι και οι προσδιοριστέοι συντελεστές. 

			1ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας το διάστημα [0,1] του άξονα των x.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ1={(0,0), (½,0), (1,0)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z, οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα [0,1] του άξονα των x. 

			Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.20)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g1(x) δίνεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ]

			και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.21)

			2ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας το διάστημα [0,1] του άξονα των y.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ2={(0,0), (0,½), (0,1)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα [0,1] του άξονα των y. 

			Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.22)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g2(y) δίνεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ]

			και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.23)

			3ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας το διάστημα με άκρα τα σημεία (0,0) και (1,1), δηλαδή η διαγώνιος του τετραγώνου που συμπίπτει με το χωρίο D=Π. (Τετραγωνικό χωρίο D=Π). 

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ3={(0,0), (½,½), (1,1)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα της διαγωνίου του τετραγωνικού χωρίου D=Π. 

			Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.24)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g 3(x) δίνεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ]

			και προκύπτει η εξίσωση

			[image: ]

			(6.2.25)

			4ο ΣΤΑΔΙΟ: Υποσύνολο δειγματοληψίας είναι το διάστημα με άκρα τα σημεία (0,0) και (1,½), δηλαδή η διάμεσος του «κάτω» τριγώνου του τετραγωνικού χωρίου D=Π που είναι και τμήμα της ευθείας με εξίσωση y=½x.

			Σημεία δειγματοληψίας τα τρία σημεία του συνόλου δ4={(0,0), (½,1/4), (1,½)} και αντίστοιχες θεωρητικές τιμές για το z οι τιμές του περιορισμού της συνάρτησης g(x,y) στο διάστημα της διαμέσου του κάτω τριγώνου του τετραγωνικού χωρίου D=Π και επί της ευθείας με εξίσωση y=½x. 

			Ο περιορισμός αυτός είναι η συνάρτηση:

			[image: ]

			(6.2.26)

			Η μέση τιμή της συνάρτησης g4(x) δίνεται από το θεώρημα της μέσης τιμής του ολοκληρωτικού λογισμού 

			[image: ]

			και προκύπτει η εξίσωση 

			[image: ]

			(6.2.27)

			Λύνουμε στη συνέχεια το σύστημα των τεσσάρων εξισώσεων (6.2.21), (6.2.23), (6.2.25) και (6.2.27) κι έχουμε τη λύση του ως προς τους τέσσερις αγνώστους συντελεστές του δευτεροβάθμιου, ως προς τις συντεταγμένες Χ και Υ, πολυωνύμου, τις εξής:

			[image: ]

			(6.2.28)

			Παράδειγμα 6.2.2: 

			Ενδιαφέρει η μελέτη της διαμόρφωσης της ακτινοβολίας σε ένα πεδίο που παριστάνεται από το χωρίο- πληθυσμό 

			[image: ]

			Τέτοιες μελέτες τρέχουν σε καθημερινή βάση από τους διάφορους φορείς μελέτης και προστασίας του περιβάλλοντος.

			Επειδή η ίδια η φύση του φαινομένου της ακτινοβολίας προδιαθέτει εντός της εξίσωσης της δευτεροβάθμιας συνάρτησης να υπάρξει ο όρος x2+y2(Ευκλείδεια απόσταση) αλλά και για λόγους απλοποίησης των πράξεων και των άλλων διαδικασιών, θα θεωρήσουμε ότι έχουμε την εξής μορφή της δευτεροβάθμιας συνάρτησης g(x,y): 

			[image: ]

			Μετά από αυτή την παραδοχή θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές της g(x, y) με βάση τη λύση του συστήματος που δίνεται από τη σχέση (6.2.28).

			Για το σκοπό αυτό κάνουμε ΔΣκ στους τέσσερις μόνο υποχώρους του D=Π και με βάση τους αντίστοιχους περιορισμούς της g(x, y). 

			Ισχύουν φυσικά όλα όσα γράφονται και στο παράδειγμα 6.2.1 σχετικά με τη συμπλήρωση των τριών στηλών των δεδομένων που έχουν επικεφαλής εγγραφή τα στοιχεία 0, 1 και 2. 

			Βρέθηκαν τα δεδομένα που φαίνονται στον Πίνακα 6.2.2. 
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			Πίνακας 6.2.2

			Από τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του Πίνακα 6.2.2 και από τη λύση του σχετικού συστήματος των τεσσάρων εξισώσεων (6.2.21), (6.2.23), (6.2.25) και (6.2.27), ως προς τους συντελεστές Α, Β, Γ και Δ, έχουμε τη λύση του ως προς τους τέσσερις αγνώστους συντελεστές τού δευτεροβάθμιου πολυωνύμου [image: ]. 

			Οι λύσεις δίνονται με βάση τη σχέση (6.2.28):

			[image: ]

			(6.2.28α)

			Άρα, το δευτεροβάθμιο πολυώνυμο ως προς x και y έχει τη μορφή 

			[image: ].

			Η μέση τιμή της συνάρτησης στο χωρίο D=Π με μέτρο χωρίου (norm) [image: ] προκύπτει και πάλι από τη σχέση

			[image: ].

			Οι πιθανές βέλτιστες τιμές της συνάρτησης [image: ] (τοπικά ακρότατα, δηλαδή ελάχιστα ή μέγιστα) θα προκύψουν από την επίλυση του συστήματος που προκύπτει από τον σύγχρονο μηδενισμό των μερικών παραγώγων της [image: ] ως προς x και ως προς y. Βρίσκουμε, λοιπόν, μερικές παραγώγους α΄ τάξης της συνάρτησης  [image: ] ως προς τις μεταβλητές x και y. Επιλύουμε μετά το σύστημα που προκύπτει εξισώνοντας τις μερικές παραγώγους με το μηδέν. Είναι ένα σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους x και y, ήτοι: 

			[image: ]

			και 

			[image: ].

			Η μορφή των εξισώσεων του συστήματος σημαίνει ότι θα υπάρξει μία μόνο λύση βέλτιστης τιμής της συνάρτησης [image: ]. Η λύση θα προέλθει από την εξίσωση με πίνακες και είναι η

			[image: ]

			Από την περαιτέρω ανάλυση με χρήση και των μερικών παραγώγων δεύτερης τάξης προκύπτει ότι έχουμε μέγιστη (ακρότατη) ένταση της ακτινοβολίας στο σημείο του χωρίου D με συντεταγμένες x και y, που δίνονται από τη σχέση επίλυσης του προηγούμενου συστήματος, την

			[image: ]

			Η τιμή της έντασης της ακτινοβολίας στο σημείο τοπικού μεγίστου (μέγιστη ένταση ακτινοβολίας) είναι η ποσότητα

			[image: ]

			και δεν υπάρχει άλλο σημείο με ακρότατη τιμή της συνάρτησης. 

			Το γεγονός της μέγιστης έντασης της ακτινοβολίας στο σημείο

			[image: ]

			μας υποβάλλει την ιδέα ότι το σημείο αυτό είναι μία πιθανή θέση πηγής τής ακτινοβολίας που μελετούμε. Πρέπει οι ερευνητές να επιβεβαιώσουν φυσικά την ύπαρξη αυτής της πηγής με αυτοψία. Αυτό επιβάλλεται ειδικά στην περίπτωση που η ακτινοβολία δεν είναι ελεγχόμενη από τους ερευνητές και η έρευνα έχει να κάνει με εντοπισμό τέτοιων πηγών εκπομπής ακτινοβολίας. Μπορεί να βρεθεί αυτοδύναμη πηγή ή να είναι απλά μηχανισμός ανάκλασης της ακτινοβολίας που προέρχεται από άλλη πηγή. Περαιτέρω ανάλυση πάντως ξεφεύγει από τους σκοπούς τού συγγράμματος αυτού.

			6.3 Δειγματοληψίες χαμηλού κόστους.

			Θεωρούμε τον πληθυσμό Π με τη μορφή ενός χωρίου D που είναι υποσύνολο του επιπέδου ΧΟΥ, που ορίζουν οι δύο άξονες συντεταγμένων Χ΄ΟΧ και Υ΄ΟΥ. Το χωρίο D είναι δυνατόν να είναι το μέρος του επιπέδου που περιγράφεται από τη σχέση:

			[image: ]

			(6.3.1)

			και όπου το κλειστό διάστημα [image: ] μπορεί να αντιστοιχεί στην πρακτική εφαρμογή σε μήκος μερικών εκατοντάδων ή και χιλιάδων χιλιομέτρων. Η κλίμακα διαμορφώνεται και γενικά προσαρμόζεται στο περιβάλλον της έρευνας. Ένα άτομο του πληθυσμού είναι το ζεύγος [image: ], στο οποίο αντιστοιχεί η τιμή [image: ] της τμ Ζ, που περιγράφει μία χαρακτηριστική ιδιότητα των ατόμων [image: ] του πληθυσμού. Ο πληθυσμός Π της σχέσης (6.3.1), όπως είναι προφανές, δεν έχει πεπερασμένο πλήθος ατόμων. Επίσης, να τονιστεί ότι η μορφή του πληθυσμού Π στην (6.3.1) δεν είναι μοναδική. 

			Μπορεί π.χ. ο Π να πάρει και τη μορφή κύκλου, ήτοι:

			[image: ],

			(6.3.2)

			ή κάποιου ημικυκλίου ή και τεταρτημορίου του. 

			Γενικότερα, ενώ o Π είναι ένα απειρο σύνολο, δεν είναι σύνολο απείρου μέτρου. Αυτό που ενδιαφέρει όμως είναι η μορφή του Π να είναι ένα σύνολο με απλό γεωμετρικό σχήμα, το οποίο καθιστά εύκολη την κατάρτιση πάνω σ’ αυτό ενός σχεδίου δειγματοληψίας και τη διαχείρισή του στη συνέχεια. 

			Η δειγματοληψία σε χωρία του διδιάστατου (και του n-διάστατου γενικότερα) Ευκλείδειου χώρου είναι δειγματοληψία σε έναν αφηρημένο και ιδανικής μορφής πληθυσμό που μπορεί να αποτελέσει το πρότυπο και για λιγότερο αφηρημένους πληθυσμούς. Αυτοί οι τελευταίοι, αντί να είναι απειροσύνολα (με τη δύναμη του συνεχούς ή μη), μπορεί να είναι απλά πολυπληθή σύνολα.

			 Ο βασικός στόχος, πάντως, είναι να μελετηθούν τρόποι για την κατάρτιση σχεδίων δειγματοληψίας με πολύ χαμηλό κόστος. Τα σχέδια αυτά τα ονομάζουμε «σχέδια δειγματοληψίας χαμηλού κόστους» (low budget sampling plans) ή απλούστερα ονομάζονται «δειγματοληψίες χαμηλού κόστους». 

			Θα μελετήσουμε ή θα αναφέρουμε, έστω, μερικά τέτοια σχέδια θεωρητικά και με παραδείγματα στην παράγραφο αυτή. Ήδη ο καθορισμός του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου δύο μεταβλητών που παρουσιάζεται σε προηγούμενη παράγραφο είναι ένα παράδειγμα δειγματοληψίας χαμηλού κόστους. Είναι δειγματοληψία χαμηλού κόστους, διότι από ένα χωρίο D, όπως αυτό στη σχέση (6.3.1), και με χρήση δείγματος (σκοπιμότητας άλλωστε) με έντεκα σημεία φτάνουμε να έχουμε την πλήρη μορφή του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου που έχει πεδίο ορισμού του το χωρίο D=Π. Η σκοπιμότητα που αναφέρουμε εδώ είναι η οικονομική με την ευρεία πάντως έννοια. Είναι δειγματοληψία φειδούς των οικονομικών και των όποιων άλλων πόρων που είναι διαθέσιμοι. Η φειδώ πάντως, αν και είναι πολύ δραστική, δεν μας στερεί-ούτε καν μειώνει-τις δυνατότητες μας να έχουμε πλήρη την πληροφορία και την ακρίβεια σχετικά με τα αποτελέσματά μας. 

			Η κατάσταση περιγράφεται σε γενικές γραμμές και έχει ως εξής:

			Θεωρούμε το διδιάστατο χωρίο [image: ], π.χ. ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με διαστάσεις (ΑΒ)=α και (ΒΓ)=β ή έναν κύκλο ακτίνας R, τον (Ο, R) κ.λπ. Ειδική αλλά συχνότερα σε χρήση περίπτωση του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ είναι αυτή της σχέσης (6.3.1). Κάθε σημείο U του χωρίου D αντιστοιχεί σε ένα άτομο u του πληθυσμού Π και σ’ αυτό αντιστοιχεί μία τιμή Ζ(U)=Z(u) της τυχαίας μεταβλητής (τμ.) Ζ που μελετούμε. Επειδή τα U και u προσδιορίζονται και αντιστοιχούν στις συντεταγμένες τους (x,y), η τμ. Ζ=Ζ(u)=f(x,y)=f(U), [image: ]. Η μορφή f είναι μία σχετικά απλή μορφή συνάρτησης. Αν η μορφή της f δεν είναι απλή, είναι δυνατόν πολλές φορές να καταφύγουμε και σε προσεγγιστικές μεθόδους της Αριθμητικής Ανάλυσης. Είναι φανερό από τα παραπάνω ότι εργαζόμαστε στον τριδιάστατο Ευκλείδειο χώρο R3 για την πλήρη κάλυψη των αναγκών ορισμού του χωρίου-πληθυσμού D και της τμ Ζ, που παίρνει τιμές στον Ευκλείδειο μονοδιάστατο χώρο R (3η διάσταση). Για τον λόγο αυτό θα θεωρούμε για τα παρακάτω το ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz. Στον Πίνακα 6.3.1 οι παρακάτω συμβολισμοί των βασικών γεωμετρικών συνόλων και εννοιών στον Ευκλείδειο χώρο R3 και με ορισμένο ήδη το ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων Oxyz θα μας διευκολύνουν στην ανάπτυξη του θέματος:
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							Επίπεδο (Οy, Oz)
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							Επίπεδο (Οx, Oz)
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							Επίπεδο (Ox, Oy)
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							Εμβαδόν του χωρίου D
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							Τόξο καμπύλης (C) στο επίπεδο του D
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							Μήκος του τόξου C

						
					

				
			

			Πίνακας 6.3.1

			Θεωρούμε ότι έχουμε επαρκή πληροφορία για τη μορφή της συνάρτησης της τμ. Ζ=f(x,y) από προηγούμενες επαφές μας με το πρόβλημα ή με ανάλογα προς αυτό προβλήματα. Έχουμε π.χ. την πληροφορία ότι ισχύει 

			[image: ]

			όπου οι συντελεστές Α, Β είναι πραγματικοί αριθμοί κ.λπ. Η επαρκής πληροφορία σημαίνει συνήθως ότι ξέρουμε τη μορφή της συνάρτησης Ζ με προσέγγιση (συναρτήσει) κάποιων παραμέτρων, όπως εδώ, και μία προδειγματοληψία θα βοηθήσει να διαπιστώσουμε ότι η υπόθεσή μας ισχύει. Αργότερα με την κανονική φάση της δειγματοληψίας θα έχουμε μια πολύ πιο καθαρή εικόνα της κατάστασης. Η καλύτερη περίπτωση είναι, όταν γνωρίζουμε την ύπαρξη τουλάχιστον του ολοκληρώματος 

			[image: ]

			ανεξάρτητα από τη γνώση ή μη της τιμής του ακριβώς. Γίνεται συχνά και χρήση αριθμητικών μεθόδων, άλλωστε.

			Θεωρούμε τώρα επίπεδο [image: ], κάθετο στο [image: ], την τομή του τ με το γράφημα της Ζ και το ίχνος του [image: ] επί του [image: ], το (C). Η τομή των (C) και D είναι η [image: ], με μήκος [image: ] και ονομάζεται «τόξο δειγματοληψίας» ή «δειγματοληπτικό τόξο».

			Οι βασικοί στόχοι μας στη φάση αυτή είναι πλέον να βασιστούμε μόνο σε παρατηρήσεις που ανήκουν σε δείγματα με στοιχεία (άτομα) αποκλειστικά από το τόξο δειγματοληψίας C. Στη συνέχεια με τα στοιχεία αυτά θέλουμε:

			(1) Να εκτιμήσουμε τη μέση τιμή της Ζ, το [image: ].

			(2) Να εκτιμήσουμε τη διασπορά της Ζ, το [image: ] (δευτερευόντως και αν χρειαστεί)

			(3) Να εξετάσουμε αν υποβόσκουν και άλλοι δευτερεύοντες στόχοι. Τέτοιοι στόχοι είναι συνήθως ο υπολογισμός του [image: ] εκ των υστέρων, αν δεν είναι προφανής και γνωστός από την αρχή. Αυτό γίνεται, αφού κάνουμε όλες τις άλλες εκτιμήσεις μας και γίνουμε, τουλάχιστον για την υπό εξέταση περίπτωση, περισσότερο έμπειροι. 

			Σημειώνουμε ότι αντί του επιπέδου [image: ] μπορούμε να έχουμε οποιαδήποτε επιφάνεια κάθετη στο [image: ], που έχει οδηγό (ίχνος, γενέτειρα) μία οποιαδήποτε καμπύλη (C), με εξίσωση ορισμού y=φ(x) ή παραμετρικής μορφής y(t)=φ2(t) και x(t)=φ1(t). Σε τέτοια περίπτωση, όμως, οι υπολογισμοί είναι πολυπλοκότεροι συνήθως. Προτιμούμε την περίπτωση της καμπύλης, όταν από πείρα ή και διαίσθηση αντιληφθούμε ότι συντρέχει περίπτωση απλοποίησης υπολογισμών.

			Οι παραπάνω στόχοι θα εξυπηρετηθούν από την παρακάτω διαδικασία, τουλάχιστον ως προς την εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Ζ. Η όλη διαδικασία περιλαμβάνει και πρόταση σχεδίου δειγματοληψίας χαμηλού κόστους. 

			Βήμα 1ο: Θεωρούμε τη συνάρτηση 

			Ζ=f(x,y) /[image: ]

			oλοκληρώσιμη στο D και βρίσκουμε το ολοκλήρωμά της στο D, το

			[image: ]

			Αν υπάρχουν προβλήματα ή έστω δυσκολίες στην ολοκλήρωση της Ζ=f(x,y), τότε γίνεται συχνά και χρήση αριθμητικών μεθόδων.

			Βήμα 2ο: Με βάση το Θεώρημα της Μέσης Τιμής του Ολοκληρωτικού Λογισμού (ΘΜΤΟΛ) υπολογίζεται η μέση τιμή της τμ Ζ. Είναι 

			[image: ]

			Βήμα 3ο: Παίρνουμε την τομή τ της επιφάνειας που παριστάνει η Ζ=f(x,y) και του επιπέδου [image: ] κάθετο στο [image: ], καθώς και την προβολή της τομής τ (C) επί του [image: ], την (C). Ιδιαίτερα μας ενδιαφέρει το τόξο της τομής (C), το [image: ] και μάλιστα η αναλυτική μορφή του y=φ(x). Βρίσκουμε και το ολοκλήρωμα: 

			[image: ].

			Βήμα 4ο: Με βάση το ΘΜΤΟΛ έχουμε τη μέση τιμή της τμ Z:

			[image: ]

			πάνω στο τόξο

			[image: ]

			Βήμα 5ο: Θέλοντας να συμπίπτει η μέση τιμή που παρατηρείται επάνω στο τόξο (δειγματοληψίας) με την ίδια τη μέση τιμή σε όλον τον πληθυσμό Π=D, προσπαθούμε να συγκρίνουμε τις δύο μέσες τιμές της τμ Ζ στο τόξο και στον πληθυσμό με διαφόρους τρόπους. Όλοι αυτοί οι τρόποι βοηθούν στο να διαπιστωθεί αν οι μέσες τιμές [image: ] και [image: ] είναι ίσες ή έστω να διαπιστωθεί πόσο διαφέρουν. Είναι προφανές ότι η ποσότητα [image: ] είναι εκτιμητής της [image: ], ήτοι είναι [image: ]. Η ποιότητα του εκτιμητή αυτού εξαρτάται από το μέγεθος της [image: ]. Η ιδανική περίπτωση είναι φυσικά να επιτύχουμε τέτοια τομή τ και αντίστοιχο τόξο δειγματοληψίας C, ώστε να είναι [image: ]. Αυτό είναι σχετικά εύκολο σε θεωρητικές μόνο εφαρμογές. Είναι, όμως, αρκετά δύσκολο έως άκρως απίθανο στις πρακτικές εφαρμογές. Στην πράξη αρκούμαστε να έχουμε αρκετά μικρή τιμή της διαφοράς [image: ] ή αντίστοιχα του λόγου [image: ], ώστε να έχουμε ικανοποιητικές προσεγγίσεις, με βάση πάντα και τις εκάστοτε απαιτήσεις μας. Συνοπτικά, η λύση μιας από τις τρεις εξισώσεις, Πίνακας 6.3.2,
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			Πίνακας 6.3.2

			εξασφαλίζει την ύπαρξη και προσδιορίζει την ταυτότητα του τόξου δειγματοληψίας. Ανυπαρξία λύσης σημαίνει ότι δεν θα μπορέσουμε να πάμε σε δειγματοληψία χαμηλού κόστους ή δεν μπορούμε να πάμε πάντως σε δειγματοληψία ικανοποιητικά χαμηλού κόστους. 

			Θεωρούμε τώρα το σύνολο 

			[image: ]

			Το στοιχείο 

			[image: ]

			που δίνει

			[image: ]

			ονομάζεται «βέλτιστο δειγματοληπτικό τόξο» και από το τόξο αυτό θα προέλθουν τα όποια «δειγματοληπτικά σχέδια». Το σχέδιο που θα δίνει εκτιμήσεις της μέσης τιμής με την καλύτερη ποιότητα (ελάχιστη διασπορά εκτίμησης συνήθως) θα ονομαστεί «βέλτιστο δειγματοληπτικό σχέδιο». Σπάνια βέβαια εργαζόμαστε πάνω στο

			[image: ]

			Αρκούμαστε συνήθως σε δειγματοληπτικά σχέδια που δίνουν

			[image: ]

			όπου δ>0 είναι το μέγιστο επιτρεπτό σφάλμα, που το ορίζουμε με βάση τα δεδομένα του προβλήματος κάθε φορά.

			Να σημειωθεί μάλιστα ότι δεν ξέρουμε την ακριβή μορφή της Ζ=f(x,y), διότι τότε θα ξέραμε επακριβώς και την τιμή των [image: ] και S2 και η δειγματοληψία θα ήταν περιττή, δεν θα είχε νόημα. Έχουμε μόνο πληροφορίες για την μορφή της f(x,y). Προσεγγίζουμε, δηλαδή, την f(x,y) με μία άλλη συνάρτηση, την [image: ], που είναι κοντά στην f(x,y) και έχει μία συμπεριφορά εύκολη στη διαχείριση. Μια τέτοια συμπεριφορά περιλαμβάνει την ύπαρξη και τον σχετικά εύκολο υπολογισμό του διπλού ολοκληρώματος 

			[image: ]

			και όποιων άλλων ποσοτήτων χρειαστεί. Στις περισσότερες μάλιστα περιπτώσεις βασιζόμαστε σε προηγούμενες παρατηρήσεις δικές μας ή προερχόμενες από δημοσιεύσεις άλλων ερευνητών και, εκτιμώντας τη μορφή της 

			Ζ=f(x,y), 

			επιλέγουμε κάποιο δειγματοληπτικό τόξο

			[image: ]

			με σχετική, έστω, αυθαιρεσία στην αρχή, έχοντας τη δυνατότητα ή τουλάχιστον την ελπίδα να γινόμαστε ακριβέστεροι από εφαρμογή σε εφαρμογή. 

			Για να γίνουν τα παραπάνω πιο κατανοητά, θα παρουσιάσουμε στη συνέχεια κάποιες εφαρμογές που θα είναι κάπως εξιδανικευμένες, ώστε να γίνει χρήση κάποιων εννοιών από την ανάλυση.

			Παράδειγμα 6.3.1:

			Έχουμε πληροφορίες ότι σε έναν πληθυσμό Π τα άτομά του είναι κατανεμημένα στο κυκλικό χωρίο D={(x,y), x2+y2=R2} και κάθε σημείο του D αντιπροσωπεύει και ένα άτομο του πληθυσμού. Η τμ Ζ είναι συνάρτηση των x και y ορισμένη στο D και μάλιστα περιγράφεται προσεγγιστικά αρκετά καλά από τη σχέση:

			[image: ],

			(6.3.3)

			δηλαδή έχουμε περίπου σχήμα σφαίρας με κέντρο το σημείο Ο(0,0,0) και ακτίνα την ποσότητα R. Να βρεθεί σχέδιο Συστηματικής (κατά προτίμηση ) Δειγματοληψίας, ώστε να έχουμε αξιόπιστα αποτελέσματα και, ει δυνατόν, βέλτιστη επιλογή με δειγματοληψία πάνω σε γραμμή μόνο επί του χωρίου D, π.χ. ακτίνα του κύκλου ή χορδή του κύκλου.

			Λύση

			Είναι

			[image: ]

			Η προβολή της (6.3.3) στο [image: ] είναι κύκλος κέντρου Ο(0,0,0) και ακτίνας R και ήδη αποτελεί το πεδίο ορισμού της Ζ=f(x,y). Αυτό σημαίνει ότι [image: ] και γενικότερα ισχύει η

			[image: ],

			που προέκυψε μετά από μερικές απλές πράξεις ολοκλήρωσης.

			Η τομή του επιπέδου [image: ] και της επιφάνειας (6.3.3) είναι περιφέρεια κέντρου [image: ]

			και ακτίνας 

			[image: ]

			και φυσικά προβάλλεται κάθετα στο [image: ] κατά διάμετρο δ=2ρ που ανήκει στην τομή [image: ]. Ακριβέστερα αυτή η διάμετρος είναι χορδή στον κύκλο (Ο, R) και αντιστοιχεί μία τέτοια χορδή σε κάθε τέτοιο επίπεδο [image: ] κάθετο στο [image: ]. Η χορδή είναι το τόξο δειγματοληψίας με [image: ]. Αρκεί τώρα να προσδιορίσουμε την διάμετρο δ, ώστε να έχουμε [image: ] ή τουλάχιστον [image: ]. Είναι ήδη [image: ] (επειδή είναι και [image: ]) και άρα θέλουμε να έχουμε τη σχέση [image: ]. Αυτή η τελευταία σχέση, με βάση τις παραδοχές που έχουμε κάνει παραπάνω και μετά από λίγες πράξεις, δίνει λύση [image: ]

			Το σχέδιο της Συστηματικής Δειγματοληψίας, που επιδιώκουμε, συνίσταται στο να πάρουμε μία χορδή του κύκλου (Ο,R) μήκους 2ρ=1.6976522R και πάνω σ’ αυτήν να πάρουμε 2κ+1 σημεία (περιλαμβάνονται και τα δύο άκρα της χορδής), που θα αποτελέσουν το δείγμα μας. Στο κάθε σημείο θα βρούμε την τιμή της Ζ=f(xi,yi), όπου i=1,2,3,…,2κ+1 και θα υπολογίσουμε τη δειγματική μέση τιμή [image: ] και την αντίστοιχη διασπορά [image: ]. Η τιμή του [image: ] τείνει προς το [image: ], καθώς το κ αυξάνει. Αυτό φαίνεται και από τον παρακάτω Πίνακα 6.3.3 με ενδεικτικές περιπτώσεις
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							0.627428

						
					

					
							
							50

						
							
							0.659368
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			Πίνακας 6.3.3

			Φυσικά παίρνουμε την κατάλληλη τιμή για το κ, για να έχουμε την απαιτούμενη ακρίβεια. Για τον υπολογισμό του λόγου [image: ] μπορεί να χρησιμοποιηθούν και τα αριθμητικά ολοκληρώματα: μέθοδος τραπεζίου και μέθοδος Simpson. Η μέθοδος τραπεζίου αποδίδει καλύτερα την εικόνα του πίνακα από το ότι η μέθοδος Simpson. Συγκλίνει λίγο γρηγορότερα. 

			6.4 ΔΣκ σε Υποχώρο n- Διάστατου Πληθυσμού.

			Υποθέτουμε ότι ο πληθυσμός Π είναι ένα καρτεσιανό γινόμενο του συνόλου των πραγματικών αριθμών q φορές επί τον εαυτό του, που το θεωρούμε υπό το πρίσμα του Ευκλείδειου Χώρου διάστασης q (σύμβολο το Rq), με στοιχεία δηλαδή που έχουν q συντεταγμένες (q-διάστατα διανύσματα). Η ΔΣκ αποκτά συχνά νόημα, όταν την εφαρμόζουμε με το να παίρνουμε το δείγμα από κάποιον πληθυσμό Π=Rq ή άλλες φορές [image: ] αλλά περιορίζοντας τη δειγματοληψία σε υπερεπίπεδο του Rq με μικρότερη φυσικά διάσταση (εκθέτη), π.χ. στο Ηm, m<q δηλαδή m=1,2,…,q-1. Ειδική περίπτωση αλλά και συνηθισμένη και πολύ συχνή εφαρμογή έχουμε, όταν είναι q=2 (επίπεδο διδιάστατο) και m=1 (ευθεία-υποχώρος μονοδιάστατος, ή καμπύλη). Εδώ αξίζει να αναφερθεί και η ακραία περίπτωση όπου έχουμε q=2 και m=0 (σημείο του R2), όταν το δείγμα μπορεί να είναι μονομελές και η εκτιμώμενη παράμετρος της τυχαίας μεταβλητής (τμ) Z=f(X,Y) μπορεί να εκτιμηθεί από μία μόνο παρατήρηση (βλ. 6.1.1).

			Τα άτομα του πληθυσμού Π=Rq έχουν διάφορες χαρακτηριστικές ιδιότητες που τις μελετούμε με τη βοήθεια της τμ Ζ. Τα άτομα-μονάδες του Π=Rq έχουν q συντεταγμένες και παριστάνονται με τη μορφή u(x1,x2,…,xq). Η προς μελέτη τμ Ζ παίρνει τιμές στο σύνολο των πραγματικών αριθμών (πραγματική συνάρτηση). Οι τιμές αυτές είναι οι

			[image: ]

			(6.4.1)

			και οι ερευνητές έχουν στόχο μελέτης την εκτίμηση των βασικών, τουλάχιστον, στατιστικών παραμέτρων της τμ Ζ μέσα από δειγματοληψία. Ειδικά εδώ, στο παρόν κεφάλαιο, ενδιαφέρει η χρήση της ΔΣκ και τα ευρήματα που προκύπτουν μέσα από αυτή. Επιδιώκεται, δηλαδή, η κατάρτιση σχεδίων δειγματοληψίας (sampling designs) και ειδικότερα σχεδίων ΔΣκ για τη μελέτη της τμ Ζ. 

			Με σκοπό την αποτελεσματικότερη χρήση της ΔΣκ και την κατάρτιση των προσφορότερων σχεδίων δειγματοληψίας θα θεωρήσουμε και θα υιοθετηθούν τα επόμενα: 

			(1) Ο πληθυσμός Π είναι ένα χωρίο D με τη μορφή καρτεσιανού γινομένου και υποσύνολο του Ευκλείδειου χώρου διάστασης q. Η ακριβής και αξιοποιήσιμη μορφή του χωρίου D είναι η

			[image: ],

			(6.4.2)

			πράγμα που μπορεί πάντοτε να προκύψει και με κατάλληλους μετασχηματισμούς. Είναι ήδη προφανές ότι το Ευκλείδειο μέτρο (norm) του χωρίου D είναι ίσο με [image: ], (Ευκλείδειος υπερόγκος, Euclidean hypervolume).

			(2) Ισχύει η σχέση (6.4.1) στο χωρίο D, δηλαδή ισχύει (ο περιορισμός)

			[image: ]

			(3) Στον Ευκλείδειο χώρο διάστασης q+1, όπου ουσιαστικά εργαζόμαστε, μπορούμε να εκφράσουμε και να υπολογίσουμε τη μέση τιμή της τμ Ζ που δίνεται από τη σχέση πολλαπλού ολοκληρώματος:

			[image: ],

			(6.4.3)

			όπου το σύμβολο [image: ]συμβολίζει τo Ευκλείδειο μέτρο του χωρίου D=Π.

			(4ο) Επιπλέον των ανωτέρω θεωρούμε στον Ευκλείδειο χώρο [image: ] το υπερεπίπεδο Ηm, m<q, και την τομή του με το χωρίο D, την [image: ] που είναι ένα τόξο (τμήμα) του υπερεπιπέδου Ηm. Αποκαλείται «τόξο διάστασης m<q».

			Αντικειμενικός σκοπός είναι τώρα να βρεθεί τέτοιο τόξο C του υπερεπιπέδου Ηm και εντός του χωρίου D, ώστε εκεί επάνω να βασιστεί το σχέδιο δειγματοληψίας. Θα ονομαστεί το C «τόξο δειγματοληψίας». Επιδιώκεται, δηλαδή, κατάλληλη μορφή του τόξου δειγματοληψίας, έτσι ώστε, αποκλειστικά και μόνο με βάση δείγμα ατόμων (σημείων) του τόξου αυτού, να μπορεί να γίνει εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Ζ, δηλαδή της [image: ] της σχέσης (6.4.3), αντί να χρησιμοποιηθεί για τη δειγματοληψία ολόκληρο το χωρίο D με τον κλασικό τρόπο.

			Η επίτευξη του σκοπού αυτού σημαίνει αυτόματα ότι θα υπάρξει πάρα πολύ μεγάλη πτώση του κόστους της δειγματοληψίας (κατακρήμνιση κόστους). Στο θεωρητικό μοντέλο που παρουσιάζεται εδώ με μείωση της διάστασης, έστω και κατά μονάδα, προκύπτει κόστος άπειρες φορές μικρότερο. Στις πρακτικές εφαρμογές όμως, όπου εφαρμόζονται ανάλογες διαδικασίες με τη μείωση της διάστασης, συχνά εμφανίζονται προϋπολογισμοί έως και εκατό φορές χαμηλότεροι από εκείνον που θα είχαμε, αν εργαζόμαστε με χρήση κλασσικών μορφών δειγματοληψίας πάνω σε πληθυσμό αντίστοιχο με ολόκληρο το χωρίο D. Έχουμε δηλαδή δειγματοληψία πολύ χαμηλού κόστους στην πράξη (low budget sampling).

			Από την άποψη τώρα της ΔΣκ, έχοντας τη μείωση της διάστασης του πληθυσμού σε σχέση με τη διάσταση του χωρίου D, έχουμε τη δυνατότητα να κατευθύνουμε (και μάλιστα σκόπιμα) τη δειγματοληψία σε ένα πολύ περιορισμένο μέρος του πληθυσμού Π=D, δικαιολογώντας τελικά και την ίδια την ονομασία «δειγματοληψία σκοπιμότητας». Αν έχουμε, δηλαδή, το χωρίο-πληθυσμό με δύο διαστάσεις, ήτοι 

			[image: ]

			και μας προκύψει ως τόξο δειγματοληψίας μονοδιάστατου υποχώρου το τμήμα της ευθείας (ε) με εξίσωση

			[image: ]

			που ανήκει στον πληθυσμό [image: ], τότε θα κινηθούμε μόνο στην ευθεία-υποχώρο (ε)=Η1 και θα πάρουμε το δείγμα επιλέγοντας ως δείγμα τα n άτομα-σημεία της μορφής ζεύγους 

			[image: ]

			με τον περιορισμό 

			[image: ]

			Τα n σημεία αυτού του δείγματος ορίζονται εύκολα. Αρκεί να οριστεί μόνο το εκάστοτε x (διαδικασία μιας διάστασης). 

			Ως εργαλεία για να επιτύχουμε τον καθορισμό του υποχώρου Ηm, ώστε να προκύψει το τόξο δειγματοληψίας 

			[image: ],

			έχουμε συνήθως τις γνωστές αναλυτικές μεθόδους (ολοκλήρωση, αριθμητική ολοκλήρωση, επαναληπτικές προσεγγιστικές μέθοδοι κ.λπ.). Σε κάθε περίπτωση, όμως, το ποιο εργαλείο θα έχουμε και πώς θα χρησιμοποιηθεί για τον προσδιορισμό του τόξου [image: ]

			είναι συνάρτηση και του ποιό είναι το αντικείμενο που θα εκτιμηθεί από τη δειγματοληψία. Συνηθίζεται αυτό το προς εκτίμηση αντικείμενο να είναι η μέση τιμή [image: ] της σχέσης (6.4.3) και σπανιότερα η διασπορά της τμ Ζ. Οι υπολογισμοί στην περίπτωση που έχουμε στόχο την εκτίμηση της μέσης τιμής είναι χαρακτηριστικά απλούστεροι. Να σημειωθεί ότι πάντα έχουμε κάποιες πληροφορίες για τη μορφή της συνάρτησης της τμ Ζ(u) στη σχέση (6.4.1) με προσέγγιση κάποιας ή κάποιων παραμέτρων ίσως. Μπορεί π.χ. η συνάρτηση Ζ(u) να είναι ένα πλήρες ή μη δευτεροβάθμιο πολυώνυμο ως προς τις τμ Χ1 και Χ2 ή κάτι όμοιό του κατά προσέγγιση, στην περίπτωση που πληθυσμός είναι ο 

			[image: ]

			Μπορεί να μην έχουμε όλες τις τιμές των παραμέτρων (συντελεστών) του πολυωνύμου Ζ(u), αλλά να αποδειχθεί ότι το τόξο είναι δυνατόν να προσδιοριστεί ανεξάρτητα από τους συντελεστές της δευτεροβάθμιας μορφής Ζ(u). Τις πληροφορίες πάντως γύρω από τη μορφή της συνάρτησης της τμ Ζ(u) μπορεί να τις έχουμε από πολλές πηγές, όπως προδειγματοληψία, παλιότερες έρευνες επί του θέματος, λογικά συμπεράσματα που απορρέουν από την ίδια τη φύση του προβλήματος και της υφής της συνάρτησης Ζ(u) στη σχέση (6.4.1)  κ.λπ. Αν κάνουμε προδειγματοληψία, τότε για να καταλήξουμε σε συμπεράσματα σχετικά με την τιμή κάποιας παραμέτρου, θα χρειαστεί να προσφύγουμε στις υπηρεσίες μεθόδων της στατιστικής, όπως είναι η παλινδρόμηση. 

			Μεγάλο κεφάλαιο είναι, επίσης, το να είναι εύκολη ή τουλάχιστον δυνατή η πρόσβαση στην τιμή του ολοκληρώματος στη σχέση (6.4.3), έστω και μετά από πεπερασμένου πλήθους μετασχηματισμούς. Αν αυτό δεν είναι εφικτό, τότε καταφεύγουμε και πάλι στις καλές υπηρεσίες των διαφόρων αριθμητικών μεθόδων προσέγγισης.

			Μετά όλα τα προηγούμενα σχετικά με τη μέθοδο εύρεσης του τόξου δειγματοληψίας για την εκτίμηση παραμέτρων της τμ Ζ (όπως είναι η μέση τιμή της [image: ]), του [image: ],

			δίνονται εδώ τα βασικά βήματα της μεθόδου, όπως περιγράφονται και στη βιβλιογραφία (Farmakis,1999, Farmakis, 2001 & Farmakis, 2002). Τα βήματα αυτά σε γενικές γραμμές είναι:

			1ο Βήμα: Συγκέντρωση όσο το δυνατόν περισσότερης πληροφορίας γύρω από τη συνάρτηση ορισμού της τμ Ζ, της 

			[image: ]

			Αυτό περιλαμβάνει και πιθανές προσπάθειες απεικόνισης της Ζ ή προβολών της σε υπερεπίπεδα του Ευκλείδειου χώρου [image: ]. Περιλαμβάνει, επίσης, προσδιορισμό παραμέτρων της αναλυτικής συνάρτησης ορισμού της Ζ με χρήση μεθόδων της παλινδρόμησης ή αριθμητικών προσεγγιστικών μεθόδων.

			2ο Βήμα: Υπολογισμός του 

			[image: ]

			δηλαδή της μέσης τιμής της τμ Ζ, όπως δίνεται στη σχέση (6.4.3), είτε με απ’ ευθείας ολοκλήρωση είτε με αριθμητικές προσεγγιστικές μεθόδους. Το ολοκλήρωμα μπορεί μερικές φορές να εκφράζεται με προσέγγιση μιας ή μερικών παραμέτρων, επειδή τότε ο ορισμός του τόξου δειγματοληψίας 

			[image: ]

			είναι ανεξάρτητος από την τιμή των παραμέτρων αυτών.

			3ο Βήμα: Καθορισμός του τόξου δειγματοληψίας 

			[image: ]

			Το τόξο δειγματοληψίας ως υποσύνολο του χωρίου-πληθυσμού D είναι υποσύνολο και του [image: ] και άρα έχει ως στοιχεία συντεταγμένες q-άδες με m από τα στοιχεία τους ανεξάρτητα και q-m εξαρτημένα από τα προηγούμενα m που είναι ανεξάρτητα. Ένα στοιχείο του τόξου δειγματοληψίας 

			[image: ]

			μπορεί να γραφεί με τη μορφή διατεταγμένου συνόλου [image: ], όπου από τις q συντεταγμένες οι m θα είναι ανεξάρτητες και μπορούν να συμβολιστούν ως [image: ]

			ενώ οι υπόλοιπες q-m είναι εξαρτημένες από τις πρώτες και μπορούν να γραφούν ως συναρτήσεις τους, δηλαδή 

			[image: ]

			4ο Βήμα: Υπολογισμός του ολοκληρώματος επί του τόξου

			[image: ]

			ήτοι

			[image: ] όπου είναι 

			[image: ] το ευκλείδειο μέτρο του τόξου [image: ]

			5ο Βήμα: Επίλυση μιας από τις τρεις μορφές εξίσωσης ή ανισοεξίσωσης

			(α) [image: ]

			(β) [image: ]

			(γ) [image: ]

			Από την επίλυση θα προκύψει η δυνατότητα καθορισμού του τόξου

			[image: ]

			6ο Βήμα: Δειγματοληψία ατόμων-σημείων του τόξου 

			[image: ],

			έστω και συστηματική δειγματοληψία (ΣυΔ) για να προκύψει από το δείγμα η εκτίμηση [image: ] της μέσης τιμής του πληθυσμού [image: ] (Cochran, 1977 & Φαρμάκης, 2009α). 

			Μερικά απλά παραδείγματα είναι χρήσιμα και θα φωτίσουν πτυχές του προβλήματος της δειγματοληψίας από υποχώρους του Ευκλείδειου χώρου διάστασης q, δηλαδή του [image: ].

			Παράδειγμα 6.4.1: 

			Από τον διδιάστατο Ευκλείδειο χώρο να γίνει δειγματοληψία συστηματική με άτομα-σημεία παρμένα από το τμήμα της ευθείας 

			[image: ]

			και εντός του διδιάστατου μοναδιαίου χωρίου 

			[image: ]

			Η δειγματοληψία έχει στόχο την εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Ζ, της [image: ]. Υπάρχει η πληροφορία ότι η τμ Ζ έχει αναλυτική έκφραση Ζ=f(x,y)=αxy. 

			Λύση

			Είναι προφανώς [image: ] και άρα ο θεωρητικός υπολογισμός της μέσης τιμής της τμ Ζ σε όλον τον πληθυσμό είναι

			[image: ]

			Αν ονομάσουμε C το τόξο δειγματοληψίας (ευθύγραμμο τμήμα εδώ), τότε αυτό είναι το σύνολο διατεταγμένων ζευγών 

			[image: ] με [image: ]

			και η εκτίμηση της μέσης τιμής της τμ Ζ στο διδιάστατο μοναδιαίο χωρίο, αλλά με δείγμα ατόμων-σημείων μόνο από το τόξο C, δίνεται από τη σχέση

			[image: ]

			Η εξίσωση των δύο ολοκληρωμάτων σημαίνει 

			[image: ]

			και αυτό συνεπάγεται ότι 

			[image: ] (Γενική λύση).

			Μερικές ειδικές μορφές της λύσης με σχετικό ενδιαφέρον είναι αυτές που αναφέρονται σε ευθείες (ε) που περνούν από ένα σημείο του άξονα των Υ και από ένα σημείο της παράλληλης προς τον άξονα αυτόν ευθείας με εξίσωση x=1 και το τόξο δειγματοληψίας φυσικά υποσύνολο του 

			[image: ]

			Αυτές οι υποθέσεις συνεπάγονται ότι ισχύουν συγχρόνως οι περιορισμοί 

			[image: ] και [image: ]

			μαζί με τη γενική λύση. 

			Αυτό μετά από μία διερεύνηση επιτρέπει να υποστηριχτεί ότι ισχύει 

			[image: ] και [image: ]

			με συνύπαρξη της γενικής λύσης. 

			Αν επιλεγεί το εφικτό μ=0 αντιστοιχεί σε λ=0.75, δηλαδή y=0.75x, οπότε είναι [image: ] και [image: ]

			η θεωρητική προσέγγιση. 

			Αν πάρουμε συστηματικό δείγμα μεγέθους n=k+1 σημεία επί της ευθείας (ε), αυτά θα έχουν τετμημένη

			[image: ]

			και τεταγμένη 

			[image: ]

			και τιμή της τμ Ζ ίση με 

			[image: ]

			Ένας απευθείας υπολογισμός της μέσης τιμής της τμ Ζ στο δείγμα θα δώσει 

			[image: ]

			με όριο το [image: ] καθώς το n=k+1 τείνει στο άπειρο. 

			Αν έχουμε k=100 (και n=101 σημεία), τότε η εκτίμηση για τη μέση τιμή θα είναι 

			[image: ]

			Με τον υπολογιστή τσέπης και με τη βοήθεια της εντολής Ran# (γεννήτρια ψευδοτυχαίων αριθμών) καταρτίσαμε ένα δείγμα με ΑΤΔ μεγέθους n=100. Ήταν οι τιμές του x που, συνδυασμένες με τις τιμές του y=0.25x, έδωσαν ως δειγματική μέση τιμή της τμ Ζ την ποσότητα 

			[image: ]

			που είναι και πάλι πολύ κοντά στο θεωρητικά προβλεπόμενο 0.25α. 

			Σημειώνεται ότι η επιλογή του τόξου δειγματοληψίας, δηλαδή η ευθεία με εξίσωση (ε): [image: ]

			επιλέγεται ανεξάρτητα από την τιμή του συντελεστή α. Αυτό φάνηκε στο παράδειγμα αυτό και προβλέπεται από τη θεωρητική επεξεργασία του θέματος.

			Επίσης φάνηκε ότι η δειγματική μέση τιμή της τμ Ζ που προέρχεται από συστηματικό δείγμα τείνει οριακά στη θεωρητικά προβλεπόμενη μέση τιμή 0.25α.

			Παράδειγμα 6.4.2: 

			Σε μία καλλιέργεια μικροβίων, η οποία καταλαμβάνει έκταση μέγιστης διαμέτρου περίπου 40 μικρά (μ), έγιναν δώδεκα παρατηρήσεις σε διάφορες χρονικές στιγμές (t σε sec) και αποστάσεις (r σε μ) από το κεντρικό της σημείο. Ήδη από προηγούμενες μελέτες τέτοιων καλλιεργειών είναι γνωστό ότι τη στιγμή t και σε απόσταση r από την αρχή των παρατηρήσεων (0,0) το πλήθος z των μικροβίων ανά μ2 (συγκέντρωση) δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			Το M0 είναι το πλήθος των μικροβίων τη στιγμή t=0 και στο κεντρικό σημείο r=0 της καλλιέργειας. 

			Για να γνωρίζουμε καλά το μέγεθος και την εξέλιξη της καλλιέργειας, πρέπει να προσδιοριστούν οι συντελεστές α και β του εκθέτη του e. Οι τρεις παράμετροι της έκφρασης του πλήθους [image: ]: M0, α, β θα εκτιμηθούν από τις 12 παρατηρήσεις που έγιναν στην καλλιέργεια αυτή με τη βοήθεια γραμμικής παλινδρόμησης. Τα δεδομένα των 12 παρατηρήσεων φαίνονται στον επόμενο Πίνακα 6.4.1. 
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			Πίνακας 6.4.1

			Η πρώτη στήλη δείχνει την απόσταση του σημείου της παρατήρησης από το κέντρο της καλλιέργειας, η δεύτερη δίνει τη χρονική στιγμή που έγινε η παρατήρηση και η τρίτη στήλη τον αριθμό των μικροβίων που παρατηρήθηκαν σε στοιχειώδη επιφάνεια εμβαδού ds=1μ2.

			Από τα μέχρι τώρα δεδομένα γίνεται φανερό ότι εργαζόμαστε σε ένα χωρίο δύο διαστάσεων (πληθυσμός) με τρείς συνιστώσες, απόσταση από το κέντρο r εκφρασμένη σε μ και εύρος διακύμανσης [image: ] αφενός και χρόνος παρατήρησης (χρονική απόσταση από τη στιγμή 0) σε sec και εύρος διακύμανσης [image: ] αφετέρου. Άρα το χωρίο πληθυσμός είναι το 

			[image: ]

			με μέτρο (norm) 

			[image: ]

			Αφού προσδιοριστεί η εξίσωση που δίνει τη συγκέντρωση, θα προσπαθήσουμε να βρούμε και ένα τόξο δειγματοληψίας στο χωρίο D το οποίο από την ίδια τη φύση των ερωτημάτων φαίνεται να έχει τη μορφή [image: ]

			Υπολογίζουμε πρώτα τις τιμές των τριών παραμέτρων M0, α και β της εξίσωσης συγκέντρωσης [image: ]

			Την εξίσωση συγκέντρωσης την μετατρέπουμε σε γραμμική μετά από λογαρίθμιση. Η νέα μορφή είναι η 

			[image: ]

			και θα προσδιορίσουμε της παραμέτρους της 

			[image: ]

			με παλινδρόμηση βασισμένη στα δεδομένα του Πίνακα 6.4.1, αφού λογαριθμίσουμε τη στήλη των z(r,t) και πάρουμε την 5η στήλη του Πίνακα 6.4.1. Στη διαδικασία της παλινδρόμησης θα χρησιμοποιηθούν τα λογαριθμισμένα δεδομένα. 

			Η παλινδρόμηση έδωσε ως αποτέλεσμα τις τιμές των τριών παραμέτρων [image: ]

			[image: ],

			οπότε το γραμμικό μοντέλο εκτίμησης της συγκεντρώσης είναι το

			[image: ]

			και το εκθετικό που δίνει απευθείας τιμές συγκέντρωσης των μικροβίων και όχι λογάριθμους της συγκέντρωσης είναι το 

			[image: ]

			(6.4.4)

			Από τη σχέση (6.4.4) προκύπτει η εκτίμηση ότι στο κεντρικό σημείο της καλλιέργειας r=0 και κατά τη χρονική στιγμή t=0 η συγκέντρωση αποτελούνταν από [image: ] μικρόβια. 

			Η μέση τιμή της συγκέντρωσης ανά μ2 προκύπτει από το διπλό ολοκλήρωμα 

			[image: ] μικρόβια ανά μ2, όπου [image: ].

			Θα προσπαθήσουμε να βρούμε τόξο δειγματοληψίας, ώστε μία ΔΣκ από n=30 σημεία του να δίνει μια καλή εκτίμηση για το μέσο πλήθος μικροβίων ανά μ2 της καλλιέργειας. Το τόξο θα επιδιώξουμε, για λόγους απλότητας και ευκολίας, να είναι ευθύγραμμο τμήμα εντός των ορίων του χωρίου-πληθυσμού 

			[image: ]

			Ενώ είναι δυνατόν να υπάρξουν και άλλες πιο πολύπλοκες λύσεις. Θα δοκιμάσουμε τη λύση μέσω της ευθείας με εξίσωση 

			[image: ].

			Το τόξο δειγματοληψίας είναι η τομή του χωρίου και της ευθείας (ε), ήτοι:

			[image: ].

			Με βάση τη σχέση (6.4.4) η συγκέντρωση στο τόξο δειγματοληψίας θα δίνεται από σχέση της ιδίας περίπου μορφής αλλά το t θα αντικατασταθεί από το [image: ] και θα έχουμε τη σχέση: 

			[image: ]

			(6.4.5)

			Η σχέση (6.4.5) θα δώσει με ολοκλήρωση ως προς r τη μέση τιμή της συγκέντρωσης επί του ευθυγράμμου τμήματος (τόξο) δειγματοληψίας, του οποίου τη μορφή γνωρίζουμε αλλά με προσέγγιση της παραμέτρου κλίσεως λ. Μετά την ολοκλήρωση μένει να οριστεί και η κλίση λ από την ισότητα των δύο μέσων τιμών (κατά προσέγγιση). Είναι μετά μερικές πράξεις:

			[image: ].

			Η εξίσωση των δύο μέσων τιμών (αυστηρά) δίνει τιμή του λ κατά τι μεγαλύτερη του 0.5. Αυτό σημαίνει ότι η ευθεία (ε) τέμνει την ευθεία με εξίσωση x=20 λίγο πιο πάνω από το άκρο (20,10) της διαγωνίου του χωρίου D, που περνάει και από την αρχή (0,0). Αυτό αυξάνει την πολυπλοκότητα των υπολογισμών και δεν προσθέτει σχετικά τίποτε στην όποια ακρίβεια έχουμε, αν πάρουμε λ=0.5, δηλαδή την κύρια διαγώνιο του χωρίου D. Υιοθετούμε, λοιπόν, το κριτήριο (γ) στο 5ο βήμα της μεθόδου, όπου αρκεί να είναι: 

			[image: ]

			Απλά εδώ θα είμαστε σε πολύ καλή κατάσταση από την άποψη ακρίβειας, επειδή θα υιοθετήσουμε d=0.02<0.20=α.

			Το σχετικό σφάλμα μεταξύ [image: ] και [image: ] είναι κατά απόλυτη τιμή ίσο με 

			[image: ] ή 0,13%. 

			Πήραμε δύο τριακονταμελή δείγματα στη συνέχεια, ένα με ΑΤΔ και ένα με ΣυΔ. Τα αντίστοιχα σφάλματα είναι

			[image: ] ή 0.14% 

			και για το συστηματικό δείγμα

			[image: ] ή 0.15% περίπου. 

			Σε όλες (και στις τρεις) τις δοκιμές, όπου πήραμε δείγμα με σκοπιμότητα να ανήκουν τα στοιχεία του στην ευθεία (ε): [image: ], το σχετικό σφάλμα είναι κάτω από το 1% και μακράν. 

			6.5. Η ΣυΔ ως Δειγματοληψία Σκοπιμότητας.

			Η ΔΣκ μπορεί να περιλάβει στο πεδίο της κάθε μορφή δειγματοληψίας, η οποία θα εφαρμόζεται χωρίς να ακολουθεί τους κλασικούς νόμους οι οποίοι επιβάλλουν η δειγματοληψία να γίνει με ενσωματωμένη τη λογική των πιθανοτήτων στο ποια άτομα του πληθυσμού αλλά και, κυρίως, πόσα θα συμπεριληφθούν στο δείγμα. Το δείγμα απαρτίζεται από εκείνα μόνο τα άτομα που θα δώσουν τις αντίστοιχες τιμές της τμ Χ που μελετούμε, ώστε να πάμε άμεσα και με σφάλμα σχεδόν μηδέν στην εκτίμηση των παραμέτρων της τμ Χ. Το πλήθος των ατόμων αυτών (μέγεθος του δείγματος) είναι σχετικά μικρός αριθμός συγκρινόμενος με το μέγεθος του δείγματος, όταν πρόκειται να έχουμε ΑΤΔ. Το μικρό σχετικά μέγεθος του δείγματος κάνει συχνά την ΔΣκ να είναι και δειγματοληψία χαμηλού κόστους, χωρίς οι δύο έννοιες να συμπίπτουν πλήρως είτε τις αναλύουμε θεωρητικά είτε ασχολούμαστε με τις εφαρμογές τους. Απλά είναι έννοιες που επικαλύπτονται σε πολύ μεγάλο βαθμό μεταξύ τους.

			Μία μορφή ΔΣκ μπορεί να είναι κάτω από κατάλληλες συνθήκες και η συστηματική δειγματοληψία. Αν γίνει δε και κάποια μελέτη, κατά τη διάρκεια της έρευνας, σχετικά με το ποιες περιοχές του πληθυσμού έχουν προνομιακή συμπεριφορά και δίνουν εκτιμήσεις (ίσως και) μηδενικής διασποράς ως προς την εκτιμώμενη ποσότητα, τότε έχουμε την ευκαιρία να χρησιμοποιήσουμε την ΣυΔ ως ΔΣκ, που είναι παράλληλα και δειγματοληψία χαμηλού κόστους. 

			Οι κατάλληλες συνθήκες μπορεί να είναι διαφόρων ειδών και πρωτεύουσα θέση έχουν οι περιπτώσεις όπου οι τιμές της υπό μελέτη τμ Χ ακολουθούν αριθμητική πρόοδο (γραμμική τάση ή γραμμικότητα), γεωμετρική πρόοδο (εκθετική τάση) ή υπάρχει άλλη τάση ανάμεσα στις τιμές της τμ Χ. Οι τάσεις αυτές έχουν ως αποτέλεσμα να συνδέονται οι τιμές της Xt με την τιμή του δείκτη t=1,2,… , δηλαδή Χt=X(t) ή η εκάστοτε τιμή Xt με επόμενη (-ες) ή προηγούμενη (-ες) σε τακτή απόσταση, π.χ. Χt=αX(t+1) ή Χt=α+X(t+1) ή πιο γενικά Χt=α+X(t+r), r=1,2,3,...

			Όταν διαπιστωθεί μια τέτοια τάση στις τιμές της τμ Χ, έχουμε πολλές δυνατότητες να προβούμε σε ΔΣκ και πολλές φορές με πολύ μικρό δείγμα μάλιστα. Τέτοιες μέθοδοι με ΔΣκ μπορούν να λύσουν και προβλήματα όπου υπάρχει ακόμη και κάποια δυσκολία προσβασιμότητας στο σύνολο του πληθυσμού, π.χ. μερική απώλεια δεδομένων ή αδυναμία πρόσβασης σε μέρος των δεδομένων λόγω της φύσεως του προβλήματος. 

			Μερικά παραδείγματα θα δείξουν το πώς λειτουργούν τέτοιες ειδικές μέθοδοι που ανάγουν την ΔΣκ σε ατραπό προσέγγισης της λύσης με μοναδικό πολλές φορές τρόπο. Ακολουθούν τα παραδείγματα: 

			Παράδειγμα 6.5.1: 

			Σε μία σελίδα γράφτηκαν Ν=180 δεδομένα σε n=10 γραμμές και η κάθε γραμμή περιλάμβανε (φυσικά) k=18 δεδομένα. Με κάποιον ανεξήγητο τρόπο καταστράφηκαν τα δεδομένα αυτά πλην δύο στηλών, της 7ης και της 15ης στήλης, οι οποίες διασώθηκαν πλήρεις. Διασώθηκε και το τελευταίο στοιχείο που είναι το Χ180=56.75. Οι τιμές της τμ Χ έχουμε πληροφορία ότι είναι συναρτήσεις του δείκτη τους, δηλαδή Χt=X(t), αλλά δεν ξέρουμε με ποιόν τρόπο ακριβώς. Τα διασωθέντα στοιχεία φαίνονται στον παρακάτω Πίνακα 6.5.1: 
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			Πίνακας 6.5.1

			Να βρεθεί: 

			(Α) η αναλυτική έκφραση της σχέσης Χt=X(t) ,t=1,2,…,180,

			(Β) η μέση τιμή και η διασπορά της τμ Χ (εκτίμηση)

			και

			(Γ) να διαπιστωθεί αν η μέση τιμή είναι και όρος της τμ Χ ή όχι.

			Λύση 

			(Α) Επειδή δίνονται ατόφιες οι δύο στήλες (δείγματα), βρίσκουμε στην καθεμία τη μέση τιμή και τη διασπορά. Είναι 

			[image: ] και [image: ] για την 7η στήλη και 

			[image: ] και [image: ] για την 15η στήλη. 

			Η ισότητα των δύο διασπορών παραπέμπει σε γραμμική τάση μεταξύ των τιμών της τμ Χ (αριθμητική πρόοδος). [βλ. κεφάλαιο 5ο, σχέση (5.4.9)]. Μένει να γίνει κάποια διασταύρωση (ή κάποιες διασταυρώσεις) και μετά θα προχωρήσουμε στη αναλυτική έκφραση της τμ Χ. 

			Θα βοηθήσει τα μέγιστα στην εύρεση της αναλυτικής έκφρασης των όρων της τμ Χ, Χt=X(t),t=1,2,…,180 αν ξέρουμε, έστω και κατά προσέγγιση, την όποια σχέση μεταξύ διαδοχικών όρων της τμ Χ, αν φυσικά υπάρχει αυτή η σχέση. Δοκιμάζουμε να πάρουμε τις διαφορές μεταξύ διαδοχικών όρων στην έβδομη στήλη. Προκύπτουν εννέα διαφορές και είναι όλες ίσες με 4.5. Το ίδιο συμβαίνει και στην 15η στήλη που διασώθηκε: Φυσικά τα διαδοχικά στοιχεία στις στήλες δεν είναι και διαδοχικά στοιχεία της τμ Χ. Απέχουν 18 θέσεις μεταξύ τους. Είναι, δηλαδή, στην πρώτη στήλη οι όροι της τμ Χ: Χ7, Χ25, Χ43,..,Χ169. Το γεγονός ότι οι διαφορές τους είναι όλες ίσες με 4.5 αποτελεί και διασταύρωση της πληροφορίας που είχαμε ήδη από τις διασπορές και μας δίνει και την πληροφορία ότι η ποσότητα (διαφορά) 4.5 ισούται με 18 βήματα. Άρα το βήμα ισούται με β=4.5/18=0.25. Επίσης είναι Χ7=α+6β. Άρα α=12. Μία επιπλέον διασταύρωση της πληροφορίας ότι οι τιμές της τμ Χ που υπήρχαν στη σελίδα είναι όροι αριθμητικής προόδου αποτελεί το γεγονός ότι σύμφωνα με τις μέχρι τώρα διαπιστώσεις έπρεπε η τελευταία τιμή της τμ Χ να είναι ίση με

			[image: ].

			Και πράγματι είναι τόση, όπως φαίνεται στον Πίνακα 6.5.1. Η αναλυτική έκφραση, λοιπόν, των 180 τιμών της τμ Χ είναι η: 

			[image: ]

			(Β) Ξέροντας ότι έχουμε την τμ Χ με τάση γραμμικότητας στις τιμές της κάνουμε μια ΔΣκ με διμελές δείγμα το {Χ1, Χ180}.Έχουμε την εκτίμηση της μέσης τιμής της Χ του πληθυσμού, την

			[image: ]

			και από τη σχέση (5.4.7) έχουμε την εκτίμηση της διασποράς του πληθυσμού

			[image: ].

			(Γ) Έστω ότι υπάρχει ακέραιος t, που είναι στοιχείο του συνόλου {1,2,…,180}, και ισχύει για τον ακέραιο t η ισότητα: 

			[image: ]

			Λύνουμε την εξίσωση αυτή ως προς t. Βρίσκουμε την τιμή t=89.5 που απορρίπτεται. Άρα ο αριθμός που εκτιμάει τη μέση τιμή της τμ Χ δεν είναι όρος της Χ. Η μέση τιμή της τμ Χ δεν είναι (μέσος) όρος της Χ. 

			Παράδειγμα 6.5.2: 

			Σε μία σελίδα γράφτηκαν Ν=310 δεδομένα από κάποιον υπάλληλο σε n=10 γραμμές. Η κάθε γραμμή περιλάμβανε (φυσικά) k=31δεδομένα. Για κάποιον σημαντικό υπηρεσιακό λόγο ο υπάλληλος παίρνει την εντολή να καταστρέψει τα στοιχεία που έγραψε και να κρατήσει μόνον όσα του χρειάζονται, για να μπορέσει να κάνει αργότερα αναπαραγωγή της σελίδας αυτής. Ο υπάλληλος ξέρει μόνον ότι τα στοιχεία που έγραψε αποτελούν όρους αριθμητικής προόδου, ακριβώς. Να γίνουν δύο σχέδια δειγματοληψίας, ανεξάρτητα μεταξύ τους, ώστε το κάθε σχέδιο να αποδώσει διατηρητέο δείγμα στοιχείων, που θα είναι ικανό να βοηθήσει τον υπάλληλο στην αναπαραγωγή όλης της σελίδας (πληθυσμός). 

			Λύση

			(Σχέδιο Α) Η διάταξη των στοιχείων στη σελίδα είναι η διάταξη που χρειάζεται, ώστε να υπάρξει δειγματοληψία με μέγεθος δείγματος n=10 στοιχεία. Υπάρχουν k=31 δείγματα και το καθένα δίνει και μία εκτίμηση της μέσης τιμής και της διασποράς της τμ Χ. Η καλύτερη εκτίμηση της μέσης τιμής γίνεται από το δείγμα-στήλη με αύξοντα αριθμό [image: ], όταν το πλήθος των στηλών-δειγμάτων είναι περιττός, όπως στην προκειμένη περίπτωση k=31. Αν το k είναι άρτιος, τότε την καλύτερη προσέγγιση την δίνουν δύο δείγματα των οποίων οι μέσες τιμές απέχουν από την πραγματική μέση τιμή εξίσου. Είναι τα δείγματα με αύξοντα αριθμό k/2 και 1+(k/2). Η μέση τιμή των δύο δειγματικών μέσων τιμών συμπίπτει κανονικά με τη μέση τιμή του πληθυσμού. Ένα καλό σχέδιο δειγματοληψίας για τη λήψη διατηρητέου υλικού είναι να κρατηθεί το μεσαίο δείγμα, το 16ο, στην προκειμένη περίπτωση. Επειδή τα στοιχεία είναι ακριβώς όροι αριθμητικής προόδου, αρκούν δύο μόνον στοιχεία από τα 310, για να δώσουν τις δύο βασικές παραμέτρους αναλυτικής έκφρασης της αριθμητικής προόδου και άρα όλους τους όρους της. Μπορεί να γίνει με βάση τα δύο άτομα αναπαραγωγή όλων των (310) όρων της προόδου (πληθυσμός). Το σχέδιο είναι ικανό να βοηθήσει στην αναπαραγωγή των πάντων στον πληθυσμό.

			(Σχέδιο Β) Επειδή, όπως προαναφέρθηκε, αρκούν δύο μόνον όροι της αριθμητικής προόδου, ώστε να αναπαραχθεί η ίδια η πρόοδος, το δείγμα με το ελάχιστο πλήθος στοιχείων είναι ένα οποιοδήποτε διμελές σύνολο. Ένα δείγμα διμελές είναι να πάρουμε το πρώτο στοιχείο και το τελευταίο του πληθυσμού και αυτά (όπως και οποιαδήποτε άλλα δύο στοιχεία από τα 310) να αποτελέσουν το δείγμα των διατηρητέων και ικανών, για να αναπαράξουν τον όλο πληθυσμό, στοιχείων. 

			Έτσι, εδώ έχουμε ΔΣκ και μάλιστα με το ελάχιστο δυνατό μέγεθος δείγματος. Έχουμε, δηλαδή, χαμηλού κόστους ΔΣκ. 

			Παράδειγμα 6.5.3: 

			Σε μία σελίδα γράφτηκαν Ν=125 δεδομένα από κάποιον υπάλληλο σε n=5 γραμμές. Η κάθε γραμμή περιλάμβανε (φυσικά) k=25 δεδομένα. Ο προϊστάμενος του υπαλλήλου γνωρίζει ότι τα στοιχεία που αναφέρονται στη σελίδα αυτή (πληθυσμός) αποτελούν μια Γεωμετρική πρόοδο ακριβώς. Δυστυχώς το χαρτί κάηκε από απροσεξία και έμειναν άκαυτες μόνο δύο στήλες, η 13η και η 14η (η μία είναι και ελλιπής), όπως φαίνεται στον παρακάτω Πίνακα 6.5.2:

			
				
					
					
				
				
					
							
							13η στήλη

						
							
							14η στήλη

						
					

					
							
							8.877693

						
							
							9.055246

						
					

					
							
							14.564796

						
							
							;;

						
					

					
							
							23.895091

						
							
							24.372993

						
					

					
							
							39.202430

						
							
							39.986478

						
					

					
							
							64.315741

						
							
							;;

						
					

				
			

			Πίνακας 6.5.2

			Ο Προϊστάμενος θεωρεί ότι μπορούν να αναπαραχθούν όλα τα στοιχεία του πίνακα που κάηκε με βάση μόνο τα διασωθέντα. Έχει δίκαιο; Αν ΝΑΙ, τότε να αναπαραχθεί όλος ο πληθυσμός και να συμπληρωθεί η 14η στήλη. Επίσης να εκτιμηθούν από τα υπάρχοντα δύο δείγματα η μέση τιμή και η διασπορά της τμ Χ για τον όλο πληθυσμό. 

			Λύση

			Το γεγονός ότι τα στοιχεία της τμ Χ ακολουθούν Γεωμετρική πρόοδο ακριβώς, σημαίνει ότι με δύο οποιαδήποτε από αυτά, γνωρίζοντας και τους δείκτες τους, μπορεί να αναπαραχθεί ολόκληρος ο πληθυσμός από τις δύο παραμέτρους γ και β, που θα προκύψουν από τις τιμές των δύο όρων που θα κρατήσουμε στο δείγμα τον διατηρητέων. Ο προϊστάμενος, δηλαδή, έχει δίκαιο. Έχουμε, δηλαδή, την ίδια δυνατότητα που έχουμε και με την αριθμητική πρόοδο (γραμμικότητα). Απλά πρέπει να είμαστε προσεκτικοί, ώστε να κρατήσουμε ακρίβεια μερικών δεκαδικών κλασματικών ψηφίων (δ.κ.ψ.), π.χ. 5-6. Καλό είναι να μην πάρουμε το απολύτως ελάχιστο μέγεθος δείγματος με δύο παρατηρήσεις, αλλά να πάρουμε 3 ή και 4 στοιχεία του πληθυσμού, ώστε να έχουμε έτσι τις τιμές των παραμέτρων γ και β από διαφορετικά συστήματα των δύο εξισώσεων. Ο μέσος όρος των παραμέτρων γ και β θα είναι ο τελικός που θα χρησιμοποιηθεί. Πρώτη δυάδα οι δύο πρώτες τιμές της 13ης στήλης (δείγμα). Είναι Χ13=8.877693 και Χ38=14.564796, οπότε η λύση για το λόγο β είναι [image: ]

			Μία δεύτερη δοκιμή έγινε με τις τιμές της 14ης στήλης 3η και 4η, δηλαδή οι τιμές της τμ Χ 64η και 89η αντίστοιχα, οπότε έχουμε την λύση ως προς β

			[image: ].

			(Υπενθυμίζεται ότι σε κάθε γραμμή γράφτηκαν k=25 τιμές της τμ Χ).

			Η ίδια τιμή για το β προκύπτει και από τον συνδυασμό Χ89 και Χ38 και αυτό μας επιτρέπει ήδη να υιοθετήσουμε την τιμή β=1.02. Μένει τώρα να προσδιορίσουμε την τιμή της σταθερής γ. Από τα δύο πρώτα στοιχεία της 13ης στήλης θα έχουμε το 

			[image: ] και [image: ]

			Άρα, έχουμε και την τιμή της σταθερής παραμέτρου γ=7, οπότε μας είναι γνωστή η κάθε τιμή του πληθυσμού. Δηλαδή για κάθε t=1,2,…,125 η αντίστοιχη τιμή της τμ Χ είναι

			[image: ]

			και έτσι ορίστηκε όλος ο πληθυσμός. Μπορούμε τώρα να συμπληρώσουμε τη 14η στήλη με τα στοιχεία του πληθυσμού που λείπουν. Το δεύτερο στοιχείο της 14ης στήλης που λείπει είναι το 39ο στοιχείο της τμ Χ, το

			[image: ]

			και το τελευταίο που λείπει είναι το 

			[image: ]

			Η μέση τιμή της Χ στον πληθυσμό είναι 

			[image: ]

			και η διασπορά 

			S2=435.484840.

			Αυτά είναι τα θεωρητικά προβλεπόμενα. Θα βρούμε και αυτά που προκύπτουν από τα δύο δείγματα, το 13ο και 14ο που διασώθηκαν. Χωριστά από το καθένα έχουμε τη μέση τιμή:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Μια εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού είναι το ημιάθροισμα 

			[image: ]

			με σχετικό σφάλμα σε σχέση με την μέση τιμή του πληθυσμού [image: ] ίσο με 

			[image: ]

			Μπορεί να γίνει και καλύτερη εκτίμηση, αν βασιστούμε στα δύο διαδοχικά δείγματα, με γραμμικό συνδυασμό των μέσων τιμών των οποίων έχουμε εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού. Οι δείκτες j και j+1 των δύο διαδοχικών δειγμάτων βγαίνουν μετά από υπολογισμό βάσει της σχέσης: 

			[image: ]

			Άρα, οι δείκτες των δειγμάτων που δίνουν τη βέλτιστη εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού είναι οι διαδοχικοί 13 και 14 (αυτά τα δείγματα διασώθηκαν) και με συντελεστή ε=0.5138. Η εκτίμηση για τη μέση τιμή του πληθυσμού είναι τώρα 

			[image: ]

			με σχετικό σφάλμα σε σχέση με τη μέση τιμή του πληθυσμού [image: ] ίσο με 

			[image: ],

			περίπου 5 φορές μικρότερο από το προηγούμενο. 

			Σημειώνουμε ότι η ΔΣκ σε τέτοιες περιπτώσεις, όπου γνωρίζουμε ότι οι τιμές της τμ Χ ακολουθούν τον τάδε νόμο ακριβώς, μπορεί να είναι και έντονα χαμηλού κόστους, επειδή απαιτούνται πολύ λίγες παρατηρήσεις, ίσως 2 μόνο. Αν όμως δεν ξέρουμε ποιο νόμο ακολουθούν οι τιμές της τμ Χ ή, και να το ξέρουμε, παράλληλα ξέρουμε και ότι ο νόμος δεν ακολουθείται ακριβώς, τότε η ΔΣκ έχει στοχευόμενο μεν υποπληθυσμό αλλά θα χρειαστεί το δείγμα να είναι σχετικά μεγαλύτερο από τα διμελή ή τριμελή που παίρνουμε, όταν έχουμε γνώση της δομής του πληθυσμού ως προς την τμ Χ.
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			6.6. Λυμένα παραδείγματα 

			Δίνεται μια σειρά από λυμένα παραδείγματα που καλύπτουν όλη την ύλη του 6ου κεφαλαίου, με στόχο την καλύτερη κατανόηση του περιεχομένου του κεφαλαίου αυτού.

			Παράδειγμα 1:

			Σε έναν Δήμο στις εκλογές για την Τοπική Αυτοδιοίκηση λειτούργησαν 12 εκλογικά τμήματα στις προηγούμενες εκλογές, όπου πήραν μέρος πέντε παρατάξεις Α, Β, Γ, Δ και Ε. Στις επικείμενες εκλογές θα συμμετάσχουν πάλι οι ίδιες παρατάξεις. Τα εκλογικά τμήματα θα είναι τα ίδια επίσης. Τα αποτελέσματα σε ποσοστά επί τοις εκατό ανά τμήμα δίνονται στον παρακάτω Πίνακα 6.6.1 σε 12 γραμμές (μια γραμμή κάθε τμήμα) και στην τελευταία γραμμή με έντονους χαρακτήρες εμφανίζονται τα τελικά επίσημα αποτελέσματα των προηγούμενων εκλογών. Σημειώνεται πάντως ότι το τελικό επίσημο αποτέλεσμα σε κάθε στήλη δεν είναι ίσο ακριβώς με τη μέση τιμή των δώδεκα αποτελεσμάτων της αντίστοιχης στήλης, αλλά διαφέρει κατά τι. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ο αριθμός των έγκυρων ψηφοδελτίων δεν ήταν σε όλα τα τμήματα ακριβώς ο ίδιος:
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			Πίνακας 6.6.1

			(Α) Να προταθεί σχέδιο δειγματοληψίας (σκοπιμότητας, ΔΣκ) που να περιλαμβάνει τρία το πολύ δείγματα για τη διενέργεια έρευνας ψηφοφορίας κατά την έξοδο (exit poll). 

			(Β) Για μία ταχεία δειγματοληψία το βράδυ των εκλογών έχουμε τη δυνατότητα να ρωτήσουμε την εφορευτική επιτροπή ενός μόνο τμήματος (ακριβώς) και άμα τη λήξει της καταμέτρησης. Ποιο εκλογικό τμήμα να επιλέξουμε για αυτή την έρευνά μας; 

			Λύση

			(Α) Παριστάνουμε με τη διατεταγμένη πεντάδα δλ=(Αλ, Βλ, Γλ, Δλ, Ελ), τα αποτελέσματα στο τμήμα λ=1,2,…,12. Τα επίσημα αποτελέσματα τα παριστάνουμε απλά με την πεντάδα (Α, Β, Γ, Δ, Ε) χωρίς δείκτες. Η ποσότητα 

			[image: ], λ=1,2,…,12

			είναι το άθροισμα τετραγώνων των διαφορών των συνιστωσών της εκάστοτε πεντάδας και της πεντάδας των τελικών αποτελεσμάτων. Όσο μικρότερο είναι αυτό το άθροισμα, τόσο περισσότερο «όμοιες» μεταξύ τους θεωρούνται οι δύο πεντάδες, η δλκαι η τελική, ως προς και τις πέντε παραμέτρους συνολικά. Βέλτιστη περίπτωση το Q=0. Στην ακραία και σπανιότατη περίπτωση αυτή, όπου όλες οι διαφορές στις πέντε παρενθέσεις είναι μηδέν, τότε δεν έχουμε απλά όμοιες τις δύο διατεταγμένες πεντάδες αλλά ίσες (ταυτισμένες) τις πεντάδες αυτές. Το να είναι όμοια τα στοιχεία κάποιου εκλογικού τμήματος με τα τελικά, συνεπάγεται την εύλογη προσδοκία η δειγματοληψία στον υποπληθυσμό του τμήματος αυτού να δίνει επιδόσεις των παρατάξεων όμοιες προς τις επιδόσεις τους σε όλον το Δήμο. Άρα η δειγματοληψία κατά την έξοδο θα είναι στα τρία από τα τμήματα με τα μικρότερα αθροίσματα τετραγώνων των διαφορών (Q). Έγινε η επεξεργασία των δεδομένων του Πίνακα 6.6.1 και υπολογίστηκαν οι ποσότητες Q και στα δώδεκα. Φαίνονται στην τελευταία στήλη του ίδιου Πίνακα που προστέθηκε και είναι μετά τη στήλη των αθροισμάτων των ποσοστών. Τα μικρότερα Q είναι τα Q4=3.69, Q2=5.64 και Q9=9.38. Άρα η δειγματοληψία κατά την έξοδο θα έχει τον εξής σχεδιασμό: 

			(α) Από τα 12 τμήματα (συστάδες) θα επιλέξουμε σκόπιμα τα 2ο, 4ο και 9ο (ΔΣκ σε πληθυσμό συστάδων).

			(β) Θα κάνουμε τη δειγματοληψία κατά την έξοδο στα τρία τμήματα. Ως δείγμα θα πάρουμε από κάθε τμήμα ένα συστηματικό δείγμα με βήμα k=5 (ΣυΔ). Θα αρχίσουμε π.χ. με τον δεύτερο ψηφοφόρο που θα βγει από το 2ο τμήμα, τον τέταρτο ψηφοφόρο που θα βγει από το 4ο τμήμα και τον τρίτο ψηφοφόρο που θα βγει από το 9ο τμήμα. Ίσως μια κατάλληλη ονομασία για τη δειγματοληψία που σχεδιάσαμε να ήταν: «Συστηματική εντός συστάδων δειγματοληψία σκοπιμότητας»

			(Β) Σύμφωνα και με όσα λέγονται στο προηγούμενο εδάφιο (Α) της λύσης για το ποιο (και μοναδικό) τμήμα πρέπει να προτιμηθεί από τα δώδεκα και λόγω του ότι το ελάχιστο Q είναι το Q4=3.69, θα προτιμήσουμε το 4ο τμήμα σκόπιμα, επειδή εδώ έχουμε το ελάχιστο Q. Η δειγματοληψία είναι κατά συστάδες (ΔκΣ) με μονομελές δείγμα συστάδων και με πλήρη ανάγνωση της συστάδας. Φυσικά τα ευρήματα της δειγματοληψίας είναι τα ποσοστά των πέντε παρατάξεων που καταμετρά και καταγράφει η ίδια η επιτροπή. Δεν απαιτείται να γίνει τίποτε άλλο από τους ερευνητές. 

			Παράδειγμα 2: 

			Πρόκειται να γίνει μελέτη της συγκέντρωσης ενός ρύπου στον βυθό μιας λίμνης, που παριστάνεται από το χωρίο- πληθυσμό 

			[image: ]

			της σχέσης (6.2.1). Η φύση του φαινομένου της δημιουργίας και της συγκέντρωσης του ρύπου προδιαθέτει εντός της εξίσωσης της δευτεροβάθμιας συνάρτησης να υπάρξει ο όρος x2+y2. Έτσι για λόγους απλοποίησης των πράξεων και των άλλων διαδικασιών και επειδή υπάρχει πληροφορία από προηγούμενες μελέτες ότι η διαμόρφωση της συγκέντρωσης του ρύπου δεν έχει γραμμική συμπεριφορά ως προς y αλλά πιο πολύπλοκη, θα θεωρήσουμε ότι έχουμε ως πιθανότερη την εξής μορφή της δευτεροβάθμιας συνάρτησης g(x,y): 

			[image: ]

			και θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές της με βάση τη λύση του συστήματος ανάλογου με αυτό που δίνεται από τη σχέση (6.2.28).

			Για τον σκοπό αυτό κάνουμε ΔΣκ σε τρεις μόνο υποχώρους του D=Π και με βάση τους αντίστοιχους περιορισμούς τηςg(x,y). Αυτοί οι περιορισμοί είναι οι:

			[image: ].

			(6.6.1)

			Κάναμε τις παρατηρήσεις στα άκρα και στο μέσο των πεδίων ορισμού των τριών περιορισμών. Τα αποτελέσματα γράφονται στις τρεις στήλες του Πίνακα 6.6.2 με επικεφαλής εγγραφή τα στοιχεία 0, 1 και 2: 
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			Πίνακας 6.6.2

			Να προσδιοριστεί η δευτεροβάθμια συνάρτηση g(x,y) με βάση τη δειγματοληψία του Πίνακα 6.6.2. Να γίνει και διερεύνηση αν υπάρχουν ακρότατα της g(x,y) στο χωρίο D.

			Λύση

			Βρίσκουμε τις μέσες τιμές των περιορισμών αυτών στα αντίστοιχα πεδία ορισμού τους [0,1] και λύνουμε ως προς τις παραμέτρους Α, Γ και Δ.

			[image: ] και άρα [image: ]

			[image: ] και άρα [image: ]

			[image: ], ήτοι [image: ]

			Από τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του Πίνακα 6.6.2 και από τη λύση του σχετικού συστήματος των τριών εξισώσεων έχουμε τη λύση του ως προς τους τρεις αγνώστους συντελεστές Α, Β και Γ του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου g(x,y). 

			Οι λύσεις δίνονται με βάση τη σχέση (6.6.2):

			[image: ]

			(6.6.2)

			Άρα το δευτεροβάθμιο πολυώνυμο ως προς x και y έχει τη μορφή 

			[image: ].

			Η μέση τιμή της συνάρτησης στο χωρίο D=Π με μέτρο χωρίου (norm) [image: ] προκύπτει και πάλι από τη σχέση

			[image: ].

			Οι πιθανές βέλτιστες τιμές της συνάρτησης g(x,y) (τοπικά ακρότατα, δηλαδή ελάχιστα ή μέγιστα) θα προκύψουν από την επίλυση του συστήματος που προκύπτει από τον σύγχρονο μηδενισμό των μερικών παραγώγων της g(x,y) ως προς x και ωςπρος y. Βρίσκουμε, λοιπόν, τις μερικές παραγώγους α΄ τάξης της συνάρτησης [image: ] ως προς τις μεταβλητές x και y και τις εξισώσουμε με το μηδέν. Επιλύουμε μετά το προκύπτον σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους x και y, ήτοι: 

			[image: ]

			και 

			[image: ].

			Η μορφή των εξισώσεων του συστήματος σημαίνει ότι θα υπάρξει μία μόνο λύση βέλτιστης τιμής της συνάρτησης [image: ]. Η λύση θα προέλθει από την εξίσωση με πίνακες και είναι η

			[image: ]

			Από την περαιτέρω ανάλυση με χρήση και των μερικών παραγώγων δεύτερης τάξης προκύπτει ότι έχουμε μέγιστη (ακρότατη) τιμή συγκέντρωσης του ρύπου στο σημείο του χωρίου D με συντεταγμένες x και y, που δίνονται από τη σχέση επίλυσης του προηγούμενου συστήματος, την

			[image: ]

			Η τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου στο σημείο τοπικού μεγίστου είναι η ποσότητα

			[image: ]

			και δεν υπάρχει άλλο σημείο με τοπικό ακρότατο στην τιμή της συνάρτησης. 

			Το γεγονός της μέγιστης συγκέντρωσης του ρύπου στο σημείο

			[image: ]

			μας υποβάλλει την ιδέα ότι το σημείο αυτό είναι μία (πιθανή) θέση πηγής εκπομπής του ρύπου που μελετούμε. Πρέπει οι ερευνητές να επιβεβαιώσουν φυσικά την ύπαρξη αυτής της πηγής με αυτοψία. 

			Παράδειγμα 3: 

			Πρόκειται να γίνει μελέτη της συγκέντρωσης ενός ρύπου στην ατμόσφαιρα σε ύψος 100 μέτρα πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας και σε μια περιοχή που παριστάνεται από το χωρίο-πληθυσμό 

			[image: ]

			της σχέσης (6.2.1). Οι τμ που θα χρησιμοποιηθούν είναι οι λογάριθμοι των πραγματικών συγκεντρώσεων. Η φύση του φαινομένου της δημιουργίας και της συγκέντρωσης του ρύπου προδιαθέτει εντός της εξίσωσης της δευτεροβάθμιας συνάρτησης να υπάρξει ο όρος x2+y2. Έτσι για λόγους απλοποίησης των πράξεων και των άλλων διαδικασιών και επειδή υπάρχει πληροφορία από προηγούμενες μελέτες ότι η διαμόρφωση της συγκέντρωσης του ρύπου δεν έχει γραμμική συμπεριφορά ως προς x και y αλλά πιο πολύπλοκη, θα θεωρήσουμε ότι έχουμε την εξής μορφή της δευτεροβάθμιας συνάρτησης g(x,y): 

			[image: ]

			και θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές της με βάση τη λύση του συστήματος ανάλογου με αυτό που δίνεται από τη σχέση (6.2.27).

			Για τον σκοπό αυτό κάνουμε ΔΣκ σε δύο μόνο υποχώρους του D=Π και με βάση τους αντίστοιχους περιορισμούς της g(x,y). Αυτοί οι περιορισμοί είναι οι:

			[image: ].

			(6.6.3)

			Κάναμε τις παρατηρήσεις στα άκρα και στο μέσο των πεδίων ορισμού των δύο περιορισμών. Τα αποτελέσματα γράφονται στις τρεις στήλες του Πίνακα 6.6.3 με επικεφαλής εγγραφή τα στοιχεία 0, 1 και 2: 
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			Πίνακας 6.6.3

			Να προσδιοριστεί η δευτεροβάθμια συνάρτηση g(x,y) με βάση τη δειγματοληψία του Πίνακα 6.6.3. Να γίνει και διερεύνηση αν υπάρχουν ακρότατα της g(x,y) στο χωρίο D.

			Λύση

			Βρίσκουμε τις μέσες τιμές των περιορισμών αυτών στα αντίστοιχα πεδία ορισμού τους [0, 1] και λύνουμε ως προς τις παραμέτρους Α, Γ και Δ.

			[image: ] και άρα [image: ]

			[image: ], ήτοι [image: ]

			Από τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του Πίνακα 6.6.2 και από τη λύση του σχετικού συστήματος των τριών εξισώσεων έχουμε τη λύση του ως προς τους τρεις αγνώστους συντελεστές Α, Β και Γ του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου [image: ]

			Οι λύσεις δίνονται με βάση τη σχέση (6.6.2):

			[image: ].

			(6.6.4)

			Άρα το δευτεροβάθμιο πολυώνυμο ως προς x και y έχει τη μορφή 

			[image: ].

			Η μέση τιμή της συνάρτησης στο χωρίο D=Π με μέτρο χωρίου (norm) [image: ] προκύπτει και πάλι από τη σχέση

			[image: ].

			Η τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου σε μερικά σημεία του χωρίου D φαίνεται στον παρακάτω Πίνακα 6.6.4: 
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			Πίνακας 6.6.4

			Παράδειγμα 4: 

			Πρόκειται να γίνει μελέτη της συγκέντρωσης ενός ρύπου στην ατμόσφαιρα σε ύψος 100 μέτρα πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας και σε μια περιοχή που παριστάνεται από το χωρίο-πληθυσμό 

			[image: ]

			της σχέσης (6.2.1). Το εγχείρημα γίνεται με σκοπό τη μόνιμη εγκατάσταση μερικών σταθμών με αισθητήρες κατά μήκος του τμήματος (τόξο δειγματοληψίας) της ευθείας με εξίσωση 

			(ε) y=λx με [image: ].

			Η ευθεία θα είναι τέτοια, ώστε οι μετρήσεις που θα παίρνονται από τους αισθητήρες να δίνουν εκτίμηση για τη μέση τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου σε όλο το χωρίο [image: ], που να είναι ταυτόσημη με την πραγματική, έστω και προσεγγιστικά. Να ισχύσει, δηλαδή, η σχέση [image: ] ή τουλάχιστον [image: ].

			Πληροφορίες από προηγούμενη έρευνα αλλά και η ίδια η φύση του φαινομένου της δημιουργίας και της συγκέντρωσης του ρύπου συντείνουν να υπάρχει βάσιμη άποψη ότι η συνάρτηση που περιγράφει τη συγκέντρωση του ρύπου αυτού είναι της μορφής g(x,y)=Ax2+Γxy=Ζ.

			(Α) Να προσδιοριστεί η εξίσωση της ευθείας 

			(ε) y=λx με [image: ].

			(Β) Εξαρτάται ή όχι η ευθεία από τις τιμές των συντελεστών Α και Γ; 

			(Γ) Να καταρτιστεί και το δείγμα θέσεων επί του τόξου δειγματοληψίας και να εκτιμηθεί κατά πόσο οι αισθητήρες θα μπορούν να μας δίνουν καλές εκτιμήσεις της μέσης τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου σε όλο το χωρίο [image: ]. 

			Λύση

			(A) Υπολογίζουμε τη μέση τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου στο χωρίο [image: ] που έχει μέτρο [image: ]. Έχουμε: 

			[image: ]

			Κατά μήκος της ευθείας (ε) ο περιορισμός της συνάρτησης της συγκέντρωσης έχει τη μορφή

			[image: ]

			και ολοκληρώνοντας ως προς [image: ]

			έχουμε και τη μέση τιμή της για τον περιορισμό.

			Το όλο πρόβλημα έγκειται στο να λυθεί η εξίσωση [image: ] ως προς λ. Είναι 

			[image: ], οπότε η λύση είναι λ=0.75. 

			(Β) Είναι προφανές και σημειώνεται ότι η λύση στην περίπτωση αυτή είναι μοναδική και έχει σχέση μόνο με τη μορφή της συνάρτησης g(x,y)=Ax2+Γxy=Ζ. Είναι ουσιαστικά ανεξάρτητη από τους συντελεστές Α και Γ της συνάρτησης g(x,y), που μετράει τη συγκέντρωση. Αυτό σημαίνει ότι δεν χρειάζεται να γνωρίζουμε απαραίτητα τη g(x,y) με πλήρη ακρίβεια, αλλά αρκεί να ξέρουμε τη μορφή της με προσέγγιση μερικών παραμέτρων. Εδώ οι παράμετροι είναι δύο, Α και Γ.

			(Γ) Υπολείπεται ακόμη να βρούμε το δείγμα των θέσεων επί της ευθείας (ε)y=0.75x και εντός του χωρίου D, ώστε υπολογίζοντας από εκεί τη μέση τιμή να έχουμε την εκτίμηση για τη μέση τιμή του πληθυσμού. Επειδή η συνάρτηση g(x,y) είναι δευτεροβάθμια ως προς τις μεταβλητές Χ και Υ, μπορούμε να βρούμε τη μέση τιμή μέσα από ολοκλήρωση κατά Simpson, όπου αρκούν τρία μόνο σημεία, για να έχουμε ακρίβεια πλήρη στον υπολογισμό της μέσης τιμής μέσω του ολοκληρώματος αυτού. Τα δεδομένα που καθορίζουν τις θέσεις των τριών σημείων του δείγματος επί της ευθείας (ε). Στο δείγμα θα μπουν τα δύο άκρα του τμήματος (τόξο δειγματοληψίας) (0,0) και (1, 0.75) και το μέσο αυτού με συντεταγμένες (0.5, 0.375). Το τελικό αποτέλεσμα θα προκύψει από τον Πίνακα 6.6.5.
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			Πίνακας 6.6.5

			Από το εδάφιο (Α) του παρόντος παραδείγματος έχουμε άλλωστε τη μέση τιμή για τον πληθυσμό της g(x,y), ίση με 

			[image: ],

			όσο και η εκτίμηση που προέκυψε με τη συμπλήρωση του Πίνακα 6.6.5. 

			Αυτό σημαίνει ότι χρειαζόμαστε μόνο τρεις αισθητήρες για να παρακολουθούμε τη μέση τιμή της συγκέντρωσης του υπόψη ρύπου στο χωρίο D. Αρκεί να μπουν στα σημεία (0,0), (1/2, 3/8) και (1, 3/4). Η εκτίμηση για τη μέση τιμή είναι και η ίδια η μέση τιμή, αρκεί να υπολογίζεται μέσα και από το αριθμητικό ολοκλήρωμα κατά Simpson. Το να θεωρήσουμε σκόπιμο να πάρουμε το δείγμα στην ευθεία (ε) είναι πλέον προφανές. Άρα έχουμε ΔΣκ με συστηματικό δείγμα στο τόξο δειγματοληψίας που είναι η τομή της (ε) και του χωρίου-πληθυσμού [image: ].

			Παράδειγμα 5: 

			Πρόκειται να γίνει μελέτη της συγκέντρωσης ενός ρύπου στην ατμόσφαιρα σε ύψος 100 μέτρα πάνω από την επιφάνεια της θάλασσας και σε μια περιοχή που παριστάνεται από το χωρίο-πληθυσμό 

			[image: ]

			της σχέσης (6.2.1). Το εγχείρημα γίνεται με σκοπό τη μόνιμη εγκατάσταση μερικών σταθμών με αισθητήρες κατά μήκος του τμήματος (τόξο δειγματοληψίας) της ευθείας (ε) που ενώνει δύο σημεία των δύο πλευρών του χωρίου D με συντεταγμένες (0,μ) και (1,λ) αντίστοιχα. Η ευθεία (ε) έχει εξίσωση: 

			(ε) y=μ+(λ-μ)x με [image: ].

			Η ευθεία θα είναι τέτοια, ώστε οι μετρήσεις που θα παίρνονται από τους αισθητήρες να δίνουν εκτίμηση για τη μέση τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου σε όλο το χωρίο [image: ], που θα είναι ταυτόσημη με την πραγματική, έστω και προσεγγιστικά. Να ισχύσει, δηλαδή, η σχέση [image: ] ή τουλάχιστον [image: ]

			Πληροφορίες από προηγούμενη έρευνα αλλά και η ίδια η φύση του φαινομένου της δημιουργίας και της συγκέντρωσης του ρύπου συντείνουν να υπάρχει βάσιμη άποψη ότι η συνάρτηση που περιγράφει τη συγκέντρωση του ρύπου αυτού είναι της μορφής g(x,y)=Ax2+Γxy=Ζ.

			(Α) Να προσδιοριστεί η εξίσωση της ευθείας 

			(ε) y=μ+(λ-μ)x με [image: ].

			(Β) Εξαρτάται ή όχι η ευθεία από τις τιμές των συντελεστών Α και Γ; 

			(Γ) Να καταρτιστεί και το δείγμα θέσεων επί του τόξου δειγματοληψίας και να εκτιμηθεί κατά πόσον οι αισθητήρες θα μπορούν να μας δίνουν καλές εκτιμήσεις της μέσης τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου σε όλο το χωρίο [image: ].

			Λύση

			(A) Υπολογίζουμε τη μέση τιμή της συγκέντρωσης του ρύπου στο χωρίο [image: ] που έχει μέτρο [image: ]. Έχουμε:

			[image: ]

			Κατά μήκος της ευθείας (ε) ο περιορισμός της συνάρτησης της συγκέντρωσης έχει τη μορφή

			[image: ]

			και ολοκληρώνοντας ως προς [image: ]

			έχουμε και τη μέση τιμή της για τον περιορισμό, που είναι ίση με

			[image: ].

			Το όλο πρόβλημα έγκειται στο να λυθεί η εξίσωση [image: ] ως προς λ. Είναι 

			[image: ], οπότε η λύση είναι [image: ]

			(Β) Είναι προφανές και σημειώνεται ότι υπάρχει απειρία λύσεων ως προς λ και μ. Οι λύσεις, όμως, αυτές είναι όλες ανεξάρτητες από τους συντελεστές Α και Γ της συνάρτησης g(x,y), που μετράει τη συγκέντρωση. Αυτό σημαίνει ότι δεν χρειάζεται να γνωρίζουμε απαραίτητα τη g(x,y) με πλήρη ακρίβεια αλλά αρκεί να ξέρουμε τη μορφή της με προσέγγιση μερικών παραμέτρων. Εδώ οι παράμετροι ήταν οι δύο, Α και Γ. Μία λύση είναι να έχουμε μ=0, δηλαδή η ευθεία (ε) περνάει από την αρχή των αξόνων και είναι η y=0.75x. Η τιμή λ=0.75 προκύπτει, άλλωστε, και από την επίλυση της εξίσωσης [image: ] ως προς λ με την υπόθεση μ=0. Γενικότερα είναι 

			[image: ]

			και η εξίσωση της ευθείας (ε) είναι στην προκείμενη περίπτωση 

			(ε) [image: ].

			Με μία διερεύνηση στη βάση ότι για την παρούσα περίπτωση ισχύουν οι περιορισμοί [image: ] και 

			[image: ] για τις παραμέτρους λ και μ στην ευθεία (ε), καταλήγει στην εξής μορφή των περιορισμών για τα λ και μ:

			[image: ].

			(Γ) Υπολείπεται ακόμη να καταρτιστεί το δείγμα των θέσεων των αισθητήρων, που να είναι στην τομή της ευθείας 

			(ε) [image: ]

			και του χωρίου D, ώστε υπολογίζοντας από εκεί τη μέση τιμή να έχουμε την εκτίμηση για τη μέση τιμή του πληθυσμού. 

			Επειδή η συνάρτηση g(x,y) είναι δευτεροβάθμια ως προς τις μεταβλητές Χ και Υ, μπορούμε να βρούμε τη μέση τιμή μέσα από ολοκλήρωση κατά Simpson, όπου αρκούν (για δευτεροβάθμια) τρία μόνο σημεία για να έχουμε ακρίβεια πλήρη στον υπολογισμό της μέσης τιμής μέσω του ολοκληρώματος αυτού. Οι συντεταγμένες των τριών σημείων του δείγματος επί της ευθείας (ε) καθορίζονται ως εξής: Στο δείγμα θα μπουν τα δύο άκρα του τμήματος (τόξο δειγματοληψίας) (0, μ) και (1, λ) και το μέσο του τμήματος αυτού με συντεταγμένες (0.5, (λ+μ)/2). Το τελικό αποτέλεσμα θα προκύψει από τον Πίνακα 6.6.6.
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			Πίνακας 6.6.6

			Από το εδάφιο (Α) του παρόντος παραδείγματος έχουμε άλλωστε τη μέση τιμή για τον πληθυσμό της g(x,y), ίση με 

			[image: ]

			και ίση με την εκτίμηση που προέκυψε με τη συμπλήρωση του Πίνακα 6.6.6. 

			Αυτό σημαίνει ότι χρειαζόμαστε μόνον τρεις αισθητήρες, για να παρακολουθούμε τη μέση τιμή της συγκέντρωσης του υπόψη ρύπου στο χωρίο D. Αρκεί να μπουν στα σημεία (0,μ), (1/2, (λ+μ)/2) και (1, λ). Η εκτίμηση για τη μέση τιμή είναι και η ίδια η μέση τιμή, αρκεί αυτή να υπολογίζεται μέσα και από το αριθμητικό ολοκλήρωμα κατά Simpson.Το να θεωρήσουμε σκόπιμο να πάρουμε το δείγμα στην ευθεία (ε) είναι πλέον προφανές. Άρα έχουμε ΔΣκ με συστηματικό δείγμα στο τόξο δειγματοληψίας, που είναι η τομή της (ε) και του χωρίου-πληθυσμού [image: ].

			Σημείωση 6.6.1: Πληροφορίες για τη μορφή της συνάρτησης g(x,y) που αναφέρονται στα Παραδείγματα 6.6.4 και 6.6.5 μπορεί να γίνουν διαθέσιμες, αν εφαρμοστεί η μέθοδος προσδιορισμού του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου με βάση την παράγραφο 6.2 και τα Παραδείγματα 6.6.2 και 6.6.3 της παραγράφου αυτής.

			Παράδειγμα 6: 

			Ένας λογιστής μιας εταιρείας καταγράφει τα στοιχεία κάποιας μεταβλητής Χ που ενδιαφέρει την εταιρεία αυτή και τα οποία έχουν τη γενική μορφή 

			Χξ=α+(ξ-1)β, ξ=1,2,…,440. 

			Τα στοιχεία αυτά τα καταχωρεί σε μια σελίδα ανά 20 σε κάθε γραμμή και δεν γνωρίζει τη γενική μορφή αυτή των στοιχείων. Βρήκε τη μέση τιμή προσθέτοντας όλες τις τιμές και διαιρώντας με το πλήθος τους Ν=440. Αφού κατέγραψε τα δεδομένα αυτά σε 22 γραμμές, στην 23η έγραψε: «Μέση τιμή των ανωτέρω=120». Παρέδωσε τη σελίδα στον προϊστάμενό του. Ο προϊστάμενός του λογιστηρίου πήρε τη σελίδα και διάβασε τα τέσσερα πρώτα στοιχεία της 5ης στήλης και τα τέσσερα πρώτα στοιχεία της 16ης στήλης. Και τα οκτώ φαίνονται στον Πίνακα 6.6.7: 
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			Πίνακας 6.6.7

			Κοίταξε, επίσης, και το τελευταίο στοιχείο της σελίδας, Χ440=229.5 και του είπε: 

			«Τα στοιχεία τα περάσατε καλά. Φαίνεται, όμως, ότι κάποιο μικρό λαθάκι παρεισέφρησε στους υπολογισμούς της μέσης τιμής. Ξανακάνετε παρακαλώ του υπολογισμούς για τη μέση τιμή των στοιχείων της σελίδας αυτής».

			(Α) Έχει δίκιο; Αν ΝΑΙ, πώς βρήκε ότι υπάρχει λάθος; 

			(Β) Αν έχουμε τη μέση τιμή της 5ης στήλης [image: ], τι βελτίωση πρέπει να κάνουμε σ’ αυτήν, ώστε να προκύψει η ακριβής μέση τιμή του πληθυσμού; 

			(Γ) Με τη γνώση της [image: ] να διατυπωθεί και άλλη μέθοδος προσδιορισμού της μέσης τιμής [image: ] του πληθυσμού. 

			Λύση

			(Α) Ο προϊστάμενος βλέποντας τις δύο τετράδες διαπίστωσε ότι η τμ Χ έχει τιμές που παρουσιάζουν μία γραμμικότητα, δηλαδή έχουμε μία αριθμητική πρόοδο και άρα η μέση τιμή είναι το ημιάθροισμα της 1ης και τις τελευταίας τιμής. Βρήκε εύκολα και σχετικά γρήγορα. ότι η διαφορά μεταξύ 1ου και 2ου στοιχείου της κάθε στήλης ισούται με 10 και περιλαμβάνει 20=k βήματα β, άρα βήμα β=0.5. 

			Ευκολότερα μάλλον βρήκε από τη σχέση ορισμού ότι 

			α=Χξ-(ξ-1)β=12-4×0.5=10.

			Είναι, δηλαδή 

			[image: ] 

			και είχε δίκιο. 

			(Β) Από τις σχέσεις (5.4.6) και (5.4.8) του προηγούμενου κεφαλαίου έχουμε: 

			[image: ].

			Άρα η μέση τιμή του πληθυσμού θα είναι 

			[image: ]

			μετά από βελτίωση κατά [image: ] της μέσης τιμής του j-οστού δείγματος.

			Άρα για την 5η στήλη-δείγμα ισχύει 

			[image: ]

			(Γ) Όπως ισχύει

			[image: ],

			ισχύει και γενικότερα 

			[image: ],

			δηλαδή με άθροισμα δεικτών των όρων της προόδου το Ν+1, έχουμε τη μέση τιμή. Η απόδειξη είναι προφανής με αντικατάσταση των δύο όρων της προόδου στην τελευταία σχέση, όπου το άθροισμα δεικτών των όρων είναι το Ν+1.

			Αυτή η παρατήρηση εμπνέει την ιδέα να χρησιμοποιηθούν μέσες δειγματικές τιμές αντί απλών όρων με σκοπό να έχουμε μειωμένη διασπορά και αύξηση της αξιοπιστίας των εκτιμήσεων. Έχοντας τη μέση δειγματική τιμή [image: ] δοκιμάζουμε να χρησιμοποιήσουμε και την [image: ], δηλαδή ως άθροισμα δεικτών των (δειγματικών μέσων) όρων το k+1 τώρα. Από τη σχέση (5.4.8) και πάλι έχουμε: 

			[image: ],

			οπότε το ημιάθροισμα θα δώσει 

			[image: ],

			ήτοι 

			[image: ]

			Όταν είναι j=5 και k=20, τότε είναι και 

			[image: ]

			και άμεσα πλέον 

			[image: ]

			6.7. Ασκήσεις 

			Δίνεται μια σειρά από ασκήσεις που καλύπτουν όλη την ύλη του 6ου κεφαλαίου με τις κατάλληλες υποδείξεις, όπου κρίνεται σκόπιμο. 

			Άσκηση 1

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=1688 ατόμων γνωρίζουμε, από παλιότερη μελέτη, ότι έχουμε τιμές της τυχαίας μεταβλητής Χ (τμ Χ) που ακολουθούν κατά προσέγγιση το νόμο:

			[image: ]

			Πήραμε τρεις παρατηρήσεις προς επιβεβαίωση και βρήκαμε: 

			Χ201=653, Χ746=2498 και X1011=3440.

			Να εκτιμηθεί η τιμή του β και μετά να εκτιμηθεί η μέση τιμή και το άθροισμα του πληθυσμού της Χ καθώς και η διασπορά της με τη χρήση συστηματικού οκταμελούς (n=8) δείγματος.

			Να βρεθεί το κατάλληλο οκταμελές δείγμα, ώστε να έχουμε τη βέλτιστη εκτίμηση (ΔΣκ).

			(Υπόδειξη: Να λυθεί ως προς β η εξίσωση

			[image: ]

			για τις τιμές j=201, 746 και 1011. Η μέση τιμή των τριών ριζών που θα προκύψουν δίνουν μία μέση τιμή εκτίμησης για το β, το

			[image: ]

			Με βάση αυτήν την τιμή για το β γράφουμε την εξίσωση ορισμού του Χ, την

			[image: ]

			με τη μορφή 

			[image: ].

			Από τα στοιχεία της τελευταίας μορφής και με βάση τη θεωρία των παραγράφων 5.4 και 6.5 υπολογίζουμε τη μέση τιμή της Χ και το άθροισμα του πληθυσμού και τη διασπορά της. Το κατάλληλο οκταμελές δείγμα, ώστε να έχουμε τη βέλτιστη εκτίμηση (ΔΣκ), θα βγει με βάση τα συμπεράσματα των παραγράφων 6.5 και 6.6.

			Αποτελέσματα: Η μέση τιμή και διασπορά (περίπου)

			[image: ]

			Το άθροισμα Χ=4837808 περίπου. 

			Βέλτιστη επιλογή δείγματος: το 106ο οκταμελές δείγμα).

			Άσκηση 2

			Σε έναν πληθυσμό Π μεγέθους Ν=5000 ατόμων κάναμε μία συστηματική δειγματοληψία για τη μελέτη της τμ Υ. Μέγεθος δείγματος n=20. Το δείγμα περιέλαβε τελικά τα άτομα uj με δείκτη j=125+250(m-1), m=1,2,3..,20. Η εκτίμηση από τη δειγματοληψία έβγαλε μέση τιμή ίση με 

			[image: ]

			Γνωρίζουμε ότι το Υ1=8. 

			Αφού γίνει εκτίμηση των παραμέτρων α, β, Υ και S2 να γραφεί μετά και η εξίσωση ορισμού των όρων της τυχαίας μεταβλητής Υ: 

			[image: ]

			Μια ΔΣκ είναι να πάρουμε το βέλτιστο δείγμα που η μέση τιμή της Υ σ’ αυτό, η 

			[image: ]

			απέχει το ελάχιστο δυνατό από τη μέση τιμή της τμ Υ στον πληθυσμό. Έχουμε, δηλαδή:

			[image: ]

			Πόσα τέτοια δείγματα μπορεί να παρθούν με σκοπιμότητα;

			(Υπόδειξη: Ισχύει πάντα Υ1=α. Από τον τύπο της μέσης τιμής τυχαίας μεταβλητής, της οποίας οι όροι ακολουθούν αριθμητική πρόοδο, και με βάση τη θεωρία των παραγράφων 5.4 και 6.5 λύνουμε την εξίσωση 

			[image: ]

			ως προς β και έχουμε μία εκτίμησή του, την 

			[image: ]

			Στη συνέχεια, από τον αντίστοιχο τύπο της διασποράς της ίδιας παραγράφου, βρίσκουμε την εκτίμηση της διασποράς. Γράφουμε τέλος και την εξίσωση 

			[image: ]

			και με βάση τη σχέση 5.4.8 προσπαθούμε να βρούμε και το j, που δίνει την ελάχιστη διαφορά μέσων τιμών δείγματος και πληθυσμού.)

			Άσκηση 3

			Ο πληθυσμός Π ταυτίζεται με το χωρίο του Ευκλείδειου Χώρου R2, το 

			[image: ]

			όπου και είναι ορισμένη μία συνάρτηση πολυωνυμική και δευτεροβάθμια ως προς τις τμ Χ και Υ, η Ζ=g(x,y)=Ax2+Γxy+Δx/ D και στο χωρίο-πληθυσμό D θέλουμε να βρεθεί τόξο δειγματοληψίας τέτοιο, ώστε με δείγμα από σημεία μόνο από το τόξο αυτό να γίνεται εκτίμηση της μέσης τιμής στον πληθυσμό της τμ Ζ. 

			Πόσα τέτοια σημεία περιέχει κατ’ ελάχιστον το δείγμα;

			(Υπόδειξη: Να ληφθεί ως τόξο δειγματοληψίας το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα δύο σημεία (0,0) και (1,λ). Η εξίσωση που μηδενίζει διαφορά των δύο μέσων τιμών λύνεται ως προς λ και το τόξο δειγματοληψίας επί της ευθείας με εξίσωση y=λy είναι η λύση.)

			Άσκηση 4

			Ο πληθυσμός Π ταυτίζεται με το χωρίο του Ευκλείδειου Χώρου R2, το 

			[image: ]

			όπου και είναι ορισμένη μία συνάρτηση πολυωνυμική και δευτεροβάθμια ως προς τις τμ Χ και Υ, η Ζ=g(x,y)=Ax2+Εy/D. Στο χωρίο-πληθυσμό D θέλουμε να βρεθεί τόξο δειγματοληψίας τέτοιο, ώστε με δείγμα από σημεία μόνο από το τόξο αυτό να γίνεται εκτίμηση της μέσης τιμής στον πληθυσμό της τμ Ζ. 

			Πόσα τέτοια σημεία περιέχει κατ’ ελάχιστον το δείγμα;

			(Υπόδειξη: Να ληφθεί ως τόξο δειγματοληψίας το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα τα δύο σημεία (0,0) και (1,λ). Η εξίσωση που μηδενίζει διαφορά των δύο μέσων τιμών λύνεται ως προς λ και το τόξο δειγματοληψίας επί της ευθείας με εξίσωση (ε) y=λy είναι η λύση. Αν πάρουμε άλλη ευθεία που να τέμνει το χωρίο, θα προκύψει διαφορετική αλλά πάλι ορθή λύση. Τρία σημεία τουλάχιστο θα χρειαστούν).

			Άσκηση 5

			Στις προηγούμενες εκλογές κατέβηκαν 4 κόμματα τα Α, Β, Γ και Δ. Οι επιδόσεις τους σε ποσοστά επί τοις εκατό ήταν αυτές που φαίνονται στον παρακάτω Πίνακα 6.7.1 και αφορούν τα 12 τμήματα μιας δημοτικής κοινότητας:
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			Πίνακας 6.7.1

			Τα ποσοστά σε ολόκληρο το Δήμον φαίνονται στην τελευταία γραμμή του Πίνακα 6.7.1 και είναι γραμμένα με έντονα γράμματα (bold). 

			(Α) Να επιλεγούν δύο τμήματα τα ποσοστά των οποίων για όλα τα κόμματα είναι τα πιο αντιπροσωπευτικά για όλο τον Δήμο με τη χρήση ελαχίστων τετραγώνων. 

			(Β) Να βρεθεί το μέσο ποσοστό των κομμάτων στα 12 τμήματα τα οποία θεωρούμε ισοπληθή σε έγκυρα ψηφοδέλτια και να γίνει η διαδικασία της διαφοράς τετραγώνων μεταξύ του μέσου ποσοστού των 12 τμημάτων και των τελικών του Δήμου. 

			Άσκηση 6

			Ο πληθυσμός Π ταυτίζεται με το χωρίο του Ευκλείδειου Χώρου R2, το 

			[image: ]

			όπου και είναι ορισμένη μία συνάρτηση πολυωνυμική και δευτεροβάθμια ως προς τις δύο τμ Χ και Υ, η

			Ζ=g(x,y)=Ax2+Ay2+Γxy+Δx/D. 

			Στο χωρίο-πληθυσμό D θέλουμε να εκτιμήσουμε τη συγκέντρωση ενός ρύπου της ατμόσφαιρας σε ένα μέσο υψόμετρο 250 μέτρα πάνω από τη θάλασσα. 

			(Α) Να γίνει σχέδιο ΔΣκ με χρήση περιορισμών της συνάρτησης g(x,y), ώστε να προσδιοριστούν οι συντελεστές της g(x,y) και να βρεθεί και έκφραση για τη μέση τιμή της g(x,y) στο χωρίο-πληθυσμό D. 

			(Υπόδειξη: βλέπε και παράδειγμα 6.6.2)

			(B) Σε ένα σχέδιο η δειγματοληψία απέδωσε τα δεδομένα του Πίνακα 6.7.2: 
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			Πίνακας 6.7.2

			Ο πίνακας 6.7.2 αντιστοιχεί στον πίνακα 6.6.2 αυτού του κεφαλαίου. 

			(Α) Να προσδιοριστούν οι συντελεστές του δευτεροβάθμιου πολυωνύμου

			Ζ=g(x,y)=Ax2+Ay2+Γxy+Δx/D και 

			(Β) Να εκτιμηθεί η μέση τιμή της συνάρτησης Ζ=g(x,y) στο χωρίο D. 

			Άσκηση 7

			Ο πληθυσμός Π με μέγεθος Ν=128 είναι ένα σύνολο 128 διαδοχικών ημερών. Τόσο χρόνο χρειάστηκε μία προσπάθεια συγκέντρωσης βασιλικού πολτού από κάποιο μελισσουργό. Ο μελισσουργός αυτός κατέγραφε κάθε μέρα σε mgr το συνολικό βάρος της ουσίας που είχε συγκεντρώσει ως τότε. Η καταγραφή γινόταν σε σελίδα που είχε χωριστεί σε 16 στήλες με κάθετες γραμμές. Έτσι η κάθε γραμμή περιείχε 16 διαδοχικές καταγραφές από τις 128 συνολικά. Γέμισαν φυσικά οκτώ γραμμές μετά από 128 μέρες με το τέλος της συγκομιδής. Την τελευταία μέρα έπεσε μελάνι στη σελίδα που κατέγραφε ο μελισσουργός και το μόνο που απέμεινε είναι τρεις στήλες, η 5η, η 7η και η 9η και μάλιστα με ελλείψεις. Οι τρεις αυτές στήλες φαίνονται στον παρακάτω Πίνακα 6.7.3. Οι δύο ενδιάμεσες στήλες 6η και 8η δεν διασώθηκαν και εμφανίζονται άδειες στον Πίνακα 6.7.3: 
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			Πίνακας 6.7.3

			(Α) Με σχεδόν βέβαιο ότι κάθε μέρα παράγεται περίπου η αυτή ποσότητα σε mgr να προσδιοριστεί η τάση που ακολουθούν οι τιμές Xm της τμ Χ, και όπου Xm η συνολική ποσότητα της ουσίας μέχρι και την m-οστή μέρα. 

			(Β) Αφού προσδιοριστεί η μορφή των όρων Xm, m=1,2,…,128, να συμπληρωθεί ο Πίνακας ως προς και τα πέντε δείγματα-στήλες, 5η,6η,7η,8η και 9η.

			(Γ) Πόση η συνολική ποσότητα που συγκεντρώθηκε;

			(Δ) Να βρεθούν οι μέσες τιμές και οι διασπορές της τμ Χ για τα τέσσερα δείγματα που έχουμε ήδη αποκαταστήσει. 

			(Ε) Να προταθεί μέθοδος εκτίμησης της μέσης τιμής του πληθυσμού από τα υπάρχοντα (διασωθέντα) δεδομένα. Υπάρχει δυάδα διαδοχικών δειγμάτων από τα τέσσερα που να δίνει την καλύτερη δυνατή εκτίμηση για τη μέση τιμή το πληθυσμού;

			(Υπόδειξη: βλέπε και παράδειγμα 6.5.1, 6.5.2 και παράδειγμα 6).

		

	
		
			Παράρτημα: Ειδικά Θέματα, Στατιστικοί Πίνακες

			Σύνοψη 

			Στο παρόν κεφάλαιο (Παράρτημα του Βιβλίου) παρουσιάζονται μερικές ειδικές εφαρμογές τεχνικών δειγματοληψίας και επεξεργασίας των ευρημάτων δειγματοληψίας, ώστε τα αποτελέσματα της δειγματοληψίας να είναι εφαρμόσιμα σε καθημερινές εφαρμογές και να γίνονται και κατανοητά, ει δυνατόν, και από ευρύ κοινό.

			Στη συνέχεια εισάγονται μερικοί στατιστικοί πίνακες σχετικοί με κατανομές, τυχαίους αριθμούς κλπ και το Παράρτημα ολοκληρώνεται με ένα Ελληνο-Αγγλικό και ένα Αγγλο-Ελληνικό λεξικό που περιλαμβάνει μερικούς όρους Στατιστικής σχετικούς, κυρίως, με τη δειγματοληψία. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Δεν χρειάζονται ειδικές γνώσεις για το Παράρτημα του βιβλίου. Αρκούν οι βασικές γνώσεις Στατιστικής και Πιθανοτήτων καθώς και οι γνώσεις οι βασικές από τα έξι (6) κεφάλαια του βιβλίου που έχουν προηγηθεί. 

			Ειδικά Θέματα

			Στο Παράρτημα περιλαμβάνονται δύο ειδικού ενδιαφέροντος θέματα που άπτονται και της δειγματοληψίας και που δεν μπορούν να ενταχθούν σε κάποιο άλλο κεφάλαιο του παρόντος συγγράμματος. Το πρώτο είναι σχετικό με τις πολιτικές δημοσκοπήσεις και ασχολείται με τη διαχείριση των λεγόμενων αναποφάσιστων ψηφοφόρων σε μία δημοσκόπηση, δηλαδή αυτών που σε ερώτηση σχετικά με την πρόθεση ψήφου τους απαντούν «δεν αποφάσισα». Το δεύτερο θέμα είναι σχετικό με τη δειγματοληψία σε σχέση με το διαδίκτυο και αναφέρεται κύρια στα μεγέθη του διαδικτύου, αλλά και σε άλλες όμοιες εφαρμογές της δειγματοληψίας.

			1ο Θέμα: Διαχείριση των αναποφάσιστων ψηφοφόρων σε δημοσκόπηση

			Πρόκειται να γίνουν εκλογές και σ’ αυτές θα πάρουν μέρος κ κόμματα τα Α1, Α2, …,Ακενώ στην προηγούμενη εκλογική αναμέτρηση είχαν πάρει μέρος k κόμματα τα Β1, Β2, …, Βkμε αντίστοιχες επιδόσεις f1, f2, …,.fk. Θέλουμε να προβλέψουμε τις επιδόσεις των κ κομμάτων της επόμενης αναμέτρησης φ1, φ2, …, φκ. Για τον σκοπό αυτό κάνουμε μία τυχαία δειγματοληψία με δείγμα μεγέθους n ψηφοφόρων. Στον καθένα από αυτούς υποβάλαμε μέσα από το ερωτηματολόγιο και τα εξής δύο ερωτήματα συγχρόνως: 

			1ο ερώτημα: Τι ψηφίσατε στις προηγούμενες εκλογές;

			2ο ερώτημα: Ποια παράταξη θα ψηφίσετε στις επόμενες εκλογές;

			Ο τρόπος υποβολής τέτοιου είδους ερωτημάτων λέγεται μέθοδος των συνυποβαλλόμενων ερωτήσεων και χρησιμοποιείται και σε άλλες περιπτώσεις, όπου τα ερωτήματα είναι λεπτά και θέλουμε να κερδίσουμε την εμπιστοσύνη του ανθρώπου που μετέχει στη δημοσκόπηση. 

			Είναι ήδη προφανές ότι το κάθε άτομο του δείγματος δίνοντας απάντηση στα δύο συνυποβαλλόμενα ερωτήματα σχετίζεται με δύο παραμέτρους, τα στοιχεία του ζεύγους (i, j). Η πρώτη αναφέρεται στο κόμμα που θα ψηφίσει και η δεύτερη στο κόμμα που ψήφισε. Το ποσοστό των ατόμων του δείγματος με το ζεύγος των παραπάνω τιμών θα συμβολίζεται με το σύμβολο

			[image: ].

			Σημειώνεται ότι οι δυνατές απαντήσεις στο πρώτο ερώτημα είναι φυσικά k ενώ οι δυνατές απαντήσεις στο δεύτερο ερώτημα είναι κ+3, καθώς εκτός από την απάντηση σχετικά με τα κ κανονικά κόμματα ο ερωτώμενος μπορεί να απαντήσει και «αναποφάσιστος», «λευκό» και «δεν ξέρω/δεν απαντώ» (ΔΞ/ΔΑ). Άρα, τα δυνατά ζεύγη για του δείκτες (i, j) είναι πλέον k(κ+3) στο σύνολο. Οι ποσότητες 

			[image: ]

			ονομάζονται συσπειρώσεις προς το εκάστοτε κόμμα i, όταν τα κόμματα με τον ίδιο δείκτη προηγούμενων και επόμενων εκλογών συμπίπτουν.

			Όλες οι παραπάνω ποσότητες μπαίνουν στα κελιά ενός πίνακα, που ονομάζεται «πίνακας ροών» και είναι διάστασης (κ+3)xk πέρα από επικεφαλής γραμμές και τυπικές στήλες καθώς και πιθανές γραμμές και στήλες αθροισμάτων και επιδόσεων. Ένας τέτοιος πίνακας ροών είναι και ο παρακάτω Πίνακας 7.1.1: 
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			Πίνακας 7.1.1.

			Στην τελευταία στήλη είναι 

			[image: ]. 

			Ο πίνακας ροών παριστάνει το ποσοστό από τη δύναμη του j-οστού κόμματος της προηγούμενης αναμέτρησης το οποίο κατευθύνεται προς το i-οστό κόμμα της επικείμενης αναμέτρησης. Πολλές φορές μάλιστα αντί για τα κόμματα των προηγούμενων εκλογών χρησιμοποιείται η μεταβλητή «φύλο», οπότε οι στήλες στο κυρίως μέρος του πίνακα ροών είναι μόνο δύο και η επικεφαλίδα αντί για Β1 και Β2 γράφει «άνδρας» και «γυναίκα» αντίστοιχα. Η γενική όμως περίπτωση που αναφέρεται παραπάνω, Πίνακας 7.1.1, είναι η πιο συχνά χρησιμοποιούμενη.

			Έχει παρατηρηθεί ότι οι αναποφάσιστοι αλλά και αυτοί που δηλώνουν λευκό ή ΔΞ/ΔΑ επιστρέφουν κατά ένα υπολογίσιμο ποσοστό στο κόμμα από το οποίο προέρχονται. Το ποσοστό αυτό είναι για τους αναποφάσιστους από 80% και άνω μέχρι και (οριακά) 99%. Οι άλλες δύο ομάδες στέλνουν στην «προέλευσή» τους ένα πολύ μικρότερο ποσοστό της τάξεως 1% με 20%. Αυτά είναι συμπεράσματα που αφορούν την Ελληνική πραγματικότητα έτσι όπως αποκρυσταλλώθηκαν από το 1990 και μετά από πολύ κοπιώδεις προσπάθειες καταγραφής από την επιστημονική κοινότητα των ερευνητών και τους συναδέλφους τους των εφαρμογών. Η ανάλυση με αυτό τον τρόπο έδινε και δίνει αξιόπιστα αποτελέσματα τουλάχιστον μέχρι το 2010. 

			Μετά την παραπάνω εισαγωγή γίνεται πιο εύκολα κατανοητή η μέθοδος κατανομής των αναποφάσιστων και των άλλων δύο ομάδων στα κανονικά κόμματα που εμφανίζονται στην 1η στήλη (τυπική στήλη) του πίνακα 7.1.1. Έτσι έχουμε τα εξής βήματα: 

			1ο ΒΗΜΑ: Υιοθετούμε συντελεστές λ1, λ2 και λ3, ώστε 0.80<λ1<0.99 και 0.01<λ2, λ3<0.20. Η επιλογή των τιμών των συντελεστών λ1, λ2 και λ3(συντελεστές επιστροφής) επαφίεται στην κρίση του επιτελείου των ερευνητών που θα κάνει τη δημοσκόπηση. Η κρίση τους βασίζεταικαι έχει σχέση και με την εκάστοτε προεκλογική ατμόσφαιρα. Μακροχρόνιες παρατηρήσεις όμως δεν επιτρέπουν να ξεφύγουμε από τα περιθώρια που αναφέρονται παραπάνω για τους συντελεστές επιστροφής. 

			2ο ΒΗΜΑ: Υπολογίζουμε το ποσοστό επιστροφής 

			[image: ]

			για όλες τις στήλες (κόμματα της προηγούμενης εκλογικής αναμέτρησης). 

			3ο ΒΗΜΑ: Αντικαθιστούμε το ποσοστό ροής [image: ] με το αντίστοιχό του (προσαρμοσμένο) 

			[image: ]

			(7.1.1)

			Τα μεγέθη της σχέσης (7.1.1) είναι στον επόμενο Πίνακα 7.1.2 που προκύπτει έτσι ως μετεξέλιξη του ανωτέρω πίνακα 7.1.1.
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			Πίνακας 7.1.2

			Το γενικό άθροισμα στο κάτω δεξιά κελί του πίνακα 7.1.2 είναι ίσο με 

			[image: ],

			δηλαδή είναι η σταθμισμένη μέση τιμή της μεταβλητής-διάνυσμα με συνιστώσες τα αθροίσματα 

			[image: ]

			στην τελευταία γραμμή του πίνακα 7.1.2 και με συντελεστές στάθμισης τις παλιές επιδόσεις των κομμάτων, τις fj, j=1,2,…,k. 

			Να σημειωθεί ότι η άθροιση στα ποσοστά της τελευταίας γραμμής του Πίνακα 7.1.2 διατρέχει τους δείκτες i από 1 μέχρι κ, ήτοι ισχύει 
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			4ο ΒΗΜΑ: Υπολογίζουμε τις κποσότητες στην τελευταία στήλη του Πίνακα 7.1.2 (και όχι κ+3 πλέον στον Πίνακα 7.1.2)
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			και αφήνεται στον αναγνώστη του συγγράμματος αυτού, το σχετικά εύκολο καθήκον, της απόδειξης της σχέσης

			[image: ]

			5ο ΒΗΜΑ: Οι εκτιμήσεις για την τελική επίδοση των κομμάτων Α1, Α2, …, Ακ δίνεται από: 

			[image: ]

			και φυσικά είναι προφανές ότι
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			Η παραπάνω μέθοδος δίνει εκτιμήσεις των ποσοστών σε σημείο. Είναι εύκολο δε για το κάθε ποσοστό 

			[image: ]

			Να δημιουργηθεί διάστημα εμπιστοσύνης (δ.ε.) 100(1-α)%, όπου α μικρή πιθανότητα που ανήκει στο διάστημα (0, 0.10] συνήθως. Το δ.ε. έχει μορφή 

			[image: ]

			Φαρμάκης (2001). 

			Εφαρμογή δημοσκόπησης 

			Πρόκειται να γίνουν εκλογές σε έναν Δήμο σε 30 μέρες. Θα κατέβουν κ=3 παρατάξεις και στις προηγούμενες εκλογές είχαν πάρει μέρος k=4 παρατάξεις και είχαν επίδοση 42%, 25%, 22% και 11% αντίστοιχα. Έγινε δημοσκόπηση μέσα από δειγματοληψία. Το δείγμα είχε μέγεθος n=1550 και χρησιμοποιήθηκε στρωματοποιημένη δειγματοληψία με στόχο την αντιπροσωπευτικότητα. Στο ερωτηματολόγιο υπήρχαν οι συνυποβαλλόμενες δύο ερωτήσεις:

			1. Ποια παράταξη ψηφίσατε στις προηγούμενες εκλογές;

			2. Ποια παράταξη θα ψηφίσετε στις επόμενες εκλογές;

			Ο πίνακας ροής των ποσοστών είναι ο επόμενος 7.1.3 και αντιστοιχεί ακριβώς στον 7.1.1.
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			Πίνακας 7.1.3

			Υιοθετούμε συντελεστές επιστροφής τους λ1=0.98, λ2=0.12 και λ3=0.12. Η εφαρμογή της σχέσης (7.1.1), δηλαδή της σχέσης 
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			στα στοιχεία του Πίνακα 7.1.3 δίνει τον παρακάτω Πίνακα 7.1.4: 
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			Πίνακας 7.1.4

			Η δύναμη των τριών παρατάξεων αναμένεται τελικά να είναι αυτή που φαίνεται στον επόμενο Πίνακα 7.1.5 και στη στήλη «Τελικά αποτελέσματα». Είναι μια εκτίμηση σε σημείο. Στην επόμενη και τελευταία στήλη δίνονται και οι εκτιμήσεις σε διάστημα με τη βοήθεια των διαστημάτων εμπιστοσύνης 95%. 
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			Πίνακας 7.1.5

			2ο Θέμα: Προσπάθεια εκτίμησης του μεγέθους περιοχών του διαδικτύου μέσα από τεχνικές δειγματοληψίας. 

			Η ενασχόληση με το διαδίκτυο έγινε καθημερινή πρακτική. Η χρήση του από το κοινό γίνεται για πολλούς λόγους, όπως ενημέρωση, εκπαίδευση, συναλλαγές, κλπ. Παρόλο που έχει εμφανιστεί μόλις κατά τις τελευταίες δεκαετίες, εντυπωσιάζει και με το μέγεθός του αλλά και με τις τεράστιες δυνατότητες χρήσης του. Είναι μάλιστα πολλοί αυτοί που αναρωτιούνται:

			«Πόσο μεγάλο είναι το μέγεθος του διαδικτύου;» 

			Η πλήρης απάντηση στο παραπάνω σημαντικό ερώτημα ξεφεύγει φυσικά από τους σκοπούς και τις μεθόδους αυτού του συγγράμματος. Μία απόπειρα, όμως, να εξεταστούν μερικές πλευρές του προβλήματος με χρήση τεχνικών της δειγματοληψίας είναι εφικτή. Πέραν αυτού η προσπάθεια αυτή θα αναδείξει τη χρησιμότητα του εργαλείου που λέγεται δειγματοληψία για μια ακόμη φορά. 

			Θα παρουσιαστεί μία διαδικασία εκτίμησης του μεγέθους συγκεκριμένων πλευρών του διαδικτύου. Η τεχνική που θα χρησιμοποιηθεί μπορεί να προσφέρει τις υπηρεσίες της και σε άλλες πλευρές της καθημερινής έρευνας (Περιβάλλον, Οικονομία, Βιολογία, κλπ). Ήδη είναι γνωστή η χρήση της στην εκτίμηση του πλήθους των ψαριών μιας λίμνης (αειφόρος οικονομική δράση) (Φαρμάκης, 2009α), εκτίμηση της ρύπανσης του αέρα στο αστικό περιβάλλον(προστασία περιβάλλοντος) (Φαρμάκης, 2009α).

			Η βασική ιδέα για την εκτίμηση του μεγέθους κάποιου τομέα του διαδικτύου είναι να χρησιμοποιηθεί μία μηχανή αναζήτησης, για να τρέξει και να αναζητήσει με βάση μία παράμετρο σχετική με τον τομέα αυτόν. Στη συνέχεια βάζουμε τη μηχανή αναζήτησης να τρέξει με βάση άλλη μια παράμετρο αυτού του τομέα πάλι. Έχει ενδιαφέρον να είναι ανεξάρτητες οι έννοιες των δύο παραμέτρων που χρησιμοποιήθηκαν και όχι η μία να παραπέμπει στην άλλη ή να περιέχει (εξ ολοκλήρου) η μία έννοια την άλλη. Στο επόμενο στάδιο η μηχανή παίρνει εντολή και τρέχει με βάση τις δύο έννοιες συγχρόνως. Σε όλες τις παραπάνω φάσεις καταγράφουμε το πλήθος των ιστοσελίδων που εντόπισε η μηχανή και, δευτερευόντως, τον χρόνο που χρειάστηκε. 

			Συμβολίζουμε με Α το πλήθος των ιστοσελίδων που καταγράφηκαν με την πρώτη αναζήτηση της μηχανής. Συμβολίζουμε με Β το πλήθος των ιστοσελίδων που εντοπίστηκαν με τη δεύτερη αναζήτηση της μηχανής αναζήτησης. Τέλος, συμβολίζουμε με Θ το πλήθος των ιστοσελίδων που εντοπίστηκαν από τη μηχανή αναζήτησης στην τρίτη αναζήτησή της, όπου έτρεχε με βάση και τις δύο παραμέτρους των δύο πρώτων αναζητήσεων μαζί. Αν συμβολίσουμε με Ν το πλήθος των ιστοσελίδων που αναφέρονται στην πρώτη ή στη δεύτερη παράμετρο ή και στις δύο, τότε το μέγεθος του τομέα του διαδικτύου που αναφέρεται και στις δύο έννοιες ανεξαρτήτων συνύπαρξής τους ή όχι εκτιμάται από την παρακάτω ποσότητα: 

			[image: ]

			Η αιτιολογία είναι πολύ απλή: 

			Το κλάσμα Α/Ν μας δίνει μία εκτίμηση για το πόσες ιστοσελίδες με την πρώτη παράμετρο αναλογούν στο όλο μέγεθος του τομέα που μελετούμε και που σχετίζεται με τις παραμέτρους αυτές. Το κλάσμα Θ/Β μας δίνει μία εκτίμηση για το πόσες ιστοσελίδες που αναφέρονται και στις δύο παραμέτρους αναλογούν στον υποτομέα που αναφέρεται μόνο στη δεύτερη παράμετρο. Αυτά τα δύο κλάσματα πρέπει να είναι ίσα, έστω και κατά προσέγγιση. Αυτό εκφράζεται από τις παρακάτω σχέσεις διαδοχικά: 
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			ήτοι κατά διαδοχή μεταβαίνουμε σε εκτίμηση ότι

			[image: ],

			οπότε λύνοντας ως προς την εκτίμηση [image: ] έχουμε τον αρχικό ισχυρισμό

			[image: ]

			Αριθμητικό παράδειγμα 1

			Τρέχει η μηχανή Google σε αναζήτηση ιστοσελίδων σχετικά με την έννοια (παράμετρος μελέτης) «ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΣ», και προκύπτει πλήθος ευρημάτων 

			Α=830000.

			Τρέχει στη συνέχεια με βάση τη έννοια «ΙΣΤΟΡΙΑ», και προκύπτει πλήθος ευρημάτων 

			Β=3570000.

			Συνδυασμένη αναζήτηση με βάση τον συνδυασμό των δύο εννοιών, ήτοι «ΙΣΤΟΡΙΑ, ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΣ» αποδίδει ευρήματα σε πλήθος 

			Θ=781000. 

			Ποιο είναι το μέγεθος (έκταση) του τομές του διαδικτύου που αναφέρεται και έχει σχέση με τις έννοιες ΙΣΤΟΡΙΑ και ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΣ; (Ιστορία του Αλεξάνδρου ή κάτι ανάλογο κάθε φορά). 

			Απάντηση: Σύμφωνα με τα παραπάνω εκτεθέντα έχουμε μέγεθος του εν λόγω τομέα του διαδικτύου το 
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			Μπορούμε, δηλαδή, να μιλάμε για μια τάξη μεγέθους 3800000 ιστοσελίδων, δηλαδή τάξη μεγέθους [image: ] ιστοσελίδων.

			Αριθμητικό παράδειγμα 2

			Σε μία λίμνη ρίχνουμε Α=19000 ψάρια που φέρουν κρίκο στην ουρά τους. Τα αφήσουμενα ζήσουν μερικές μέρες στο περιβάλλον της λίμνης και να αναμειχθούν με τα προϋπάρχοντα ψάρια στη λίμνη. Μετά, αφού χωρίσουμε τη λίμνη σε μικρές στοιχειώδεις περιοχές (συστάδες), καταρτίζουμε κάποιο σχέδιο δειγματοληψίας και δημιουργούμε με βάση αυτό το σχέδιο ένα δείγμα από αυτές τις περιοχές. Στις περιοχές του δείγματος ψαρεύουμε την ίδια ώρα όλοι οι ερευνητές μαζί και για κάποιο χρονικό διάστημα, π.χ. 2 ώρες. (δισταδιακή δειγματοληψία κατά συστάδες). Αλιεύτηκαν Β=2100 ψάρια και από αυτά τα Θ=100 είχαν τον κρίκο στην ουρά τους. Πόσα είναι κατ’ εκτίμηση (σε σημείο) τα ψάρια της λίμνης; 

			Απάντηση: Να σημειώσουμε ότι η λίμνη για την παρούσα περίπτωση είναι το τμήμα του διαδικτύου του αντίστοιχου παραδείγματος που προηγήθηκε. Το μέγεθος του πληθυσμού των ψαριών της λίμνης είναι προφανώς 

			[image: ]

			ψάρια συνολικά, σημαδεμένα και μη. 

			Σημείωση για τον αειφόρο χαρακτήρα της οικονομικής δράσης στη λίμνη: Το ερώτημα πόσα ψάρια έχει η λίμνη δεν είναι και το πιο κρίσιμο. Αν όμως θέλουμε να κάνουμε καλά τη δουλειά μας, και επειδή ήδη έχουμε ένα δείγμα από τα ψάρια της λίμνης αξιόπιστο επειδή έγινε δειγματοληψία με σχεδιασμό, όπως προαναφέρθηκε, προτείνεται η εξής σειρά πράξεων: 

			1ο βήμα: Ζυγίζουμε τα ψάρια και βγάζουμε το μέσο κατά κεφαλήν ψαριού βάρος. Έστω ότι εδώ βρήκαμε το μέσο βάρος ανά ψάρι ίσο με 

			[image: ]

			2ο βήμα: Εκτιμούμε το συνολικό βάρος των ψαριών της λίμνης με βάση τη σχέση (2.3.8), στο Πόρισμα 2.3.1. Στην προκειμένη περίπτωση το συνολικό βάρος των αλιευμάτων εκτιμάται (σε σημείο) ίσο με το άθροισμα του πληθυσμού στο πόρισμα 2.3.1, ήτοι 

			[image: ]

			3ο βήμα: Σε συνεργασία με τις τοπικές αρχές και τους επιστημονικούς φορείς της περιοχής καταρτίζεται σχέδιο αλιείας τέτοιο, ώστε να αναπαράγονται τα ψάρια της λίμνης και να διατηρείται σταθερό το συνολικό βάρος τους. Αποφασίζεται π.χ. να αλιευτούν τα ψάρια αυτά σε δύο έτη, ώστε εν τω μεταξύ να αναπαραχθούν και να μείνουν στο τέλος της διετίας και πάλι περίπου 125000 kg ψάρια μέσα στη λίμνη (αειφόρος χαρακτήρας ως προς τα αλιεύματα). 

			Αυτό σημαίνει ότι πρέπει να μπει μια οροφή (plafond) στη μέση ποσότητα των αλιευμάτων που θα αλιεύονται κάθε μέρα για τις 730 μέρες της διετίας. Η ποσότητα που θα αλιεύεται κατά μέσο όρο θα πρέπει να είναι της τάξεως των 125685/730=172.2 kgπερίπου. Αν οι αρχές βγάλουν μία διαταγή και απαγορεύουν να ξεπερνούν τα καθημερινά αλιεύματα τα 170 kg, φαίνεται να είναι όλα καλά. Αυτό ισχύει, διότι με μέγιστο ημερήσιο βάρος αλιευμάτων τα 170 kg αναμένεται να είναι κατά τι μικρότερο των 170kg το μέσο βάρος τους αφ’ ενός. Αφ’ ετέρου μέσα στα δύο χρόνια θα υπάρξουν και μέρες αργίας ή απαγορευτικών καιρικών συνθηκών για ψάρεμα. Σε κάθε περίπτωση καλό είναι να γίνει σε 5-6 μήνες μια επανάληψη της δειγματοληπτικής αλιευτικής έρευνας, για να εκτιμηθεί αν τα υπόλοιπα, πλέον, αλιεύματα εξελίσσονται σύμφωνα με τις ανωτέρω αρχικές εκτιμήσεις μας. Εννοείται ότι μετά το εξάμηνο τα ψάρια με τον κρίκο θα είναι λιγότερα, γιατί κάποια θα έχουν αλιευτεί ή θα έχουν φαγωθεί από τα μεγαλύτερά τους ψάρια στη λίμνη. Αυτό πρέπει να ληφθεί υπόψη με κάποιον τρόπο στους υπολογισμούς κατά την επαναληπτική έρευνα. 

			Αριθμητικό παράδειγμα 3

			Αντί για το περιβάλλον της λίμνης του προηγουμένου παραδείγματος έχουμε το όλο οδικό δίκτυο μιας πόλης. Αντί για τα σημαδεμένα ψάρια έχουμε τα ταξί της πόλης (όσα κυκλοφορούν στις ώρες που ενδιαφέρουν την έρευνα). Αντί των ψαριών που αλιεύτηκαν κατά τη δειγματοληπτική έρευνα έχουμε ένα δείγμα αυτοκινήτων που κυκλοφορούν στο άστυ την ώρα που ενδιαφέρει την έρευνά μας. Το δείγμα πάρθηκε με βάση κάποιο σχέδιο δειγματοληψίας αξιόπιστο και στο δείγμα υπάρχουν Β=3600 οχήματα. Αν τα ταξί που κυκλοφορούν στην πόλη είναι Α=2340 κατά μέσο όρο (και άρα κατά τεκμήριο) και στο δείγμα είχαμε Θ=90 ταξί, πόσα αυτοκίνητα κυκλοφορούν (και ρυπαίνουν ην ατμόσφαιρα) στην πόλη; 

			Απάντηση: Σύμφωνα με τα παραπάνω εκτεθέντα έχουμε μέγεθος του πληθυσμού των κυκλοφορούντων οχημάτων στην πόλη, την ποσότητα

			[image: ]

			Συνηθίζεται να πολλαπλασιάζεται ο παραπάνω αριθμός επί την μέση ρύπανση σε mgτου ρύπου ανά ώρα και επί τον μέσο χρόνο λειτουργίας των κινητήρων. Τα στοιχεία αυτά τα παίρνουμε από παλιότερες έρευνες ή από άλλες πηγές των υπηρεσιών της περιοχής που ενδιαφέρει την έρευνά μας. 

			Πίνακες Τυχαίων Αριθμών

			Διάφορες κληρώσεις και επιλογές ατόμων του πληθυσμού για τη δειγματοληψία μπορούν να γίνουν με πολλούς τρόπους. Έχει γίνει ήδη εκτενής αναφορά στο 2ο κεφάλαιο του βιβλίου αυτού σχετική με τους πίνακες τυχαίων αριθμών (ΠΤΑ) και τη λειτουργία τους στο πλαίσιο της δειγματοληψίας, όπου το τυχαίο δείγμα διασφαλίζει και μάλιστα με τον καλύτερο δυνατό τρόπο, την αντιπροσωπευτικότητα. Υπάρχει σε επόμενες σελίδες του Παραρτήματος αυτού εκτενής σχετικά ΠΤΑ με 4000 τυχαίους μονοψήφιους αριθμούς. 

			Στατιστικοί Πίνακες

			Πέρα από τους ΠΤΑ στη Στατιστική είναι χρήσιμοι και θεωρούνται απαραίτητοι και άλλοι πίνακες που βοηθούν με τις τιμές που παρέχουν στους ερευνητές να κάνουν τις διάφορες εργασίες στις έρευνές τους. Συνήθως αναφέρονται σε κατανομές τυποποιημένων τμ και δίνουν τις εκάστοτε κρίσιμες τιμές των τμ αυτών ή και κάποιων παραμέτρων τους. Τέτοιοι πίνακες δίνονται στη συνέχεια σε επόμενες σελίδες του Παραρτήματος αυτού μετά τον ΠΤΑ. Δίνονται, επίσης, με μορφή πίνακα δύο σύντομα λεξιλόγια όρων σχετικών με τη Στατιστική, και ειδικότερα με τη Δειγματοληψία. Το πρώτο είναι Ελληνο-Αγγλικό και το δεύτερο είναι Αγγλο-Ελληνικό. 
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			Πίνακες

			Πίνακας 7.1.6

			Περιέχει 4000 ψηφία τυχαία επιλεγμένα με γεννήτρια τυχαίων αριθμών
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							7875315684

						
							
							8132858241
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							1445310391

						
					

					
							
							1082974082

						
							
							6532713372

						
							
							3626184357

						
							
							1288818375

						
							
							6881095028

						
					

					
							
							4516064812

						
							
							9234407576

						
							
							5239821719

						
							
							4106280331

						
							
							0975385362

						
					

					
							
							0491392538

						
							
							9138636258

						
							
							1779967862

						
							
							9406375417

						
							
							2245072552

						
					

					
							
							0483538587

						
							
							3373618042

						
							
							2916346441

						
							
							4145326241

						
							
							4342078733

						
					

					
							
							4870285680

						
							
							6213906746

						
							
							5855081962

						
							
							4209921204

						
							
							2344925880

						
					

					
							
							0686743102

						
							
							8046855215

						
							
							2196346441

						
							
							1784961490

						
							
							5029052630

						
					

					
							
							1905369021

						
							
							2235498015

						
							
							7889868543

						
							
							1637333958
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							3283779169

						
							
							6166965696
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							4145390210
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							2528875685
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							2935498095

						
							
							2537156014

						
							
							6329745374

						
							
							7509019368
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							7459818906

						
							
							0912342196

						
							
							9288998395

						
							
							1534725759

						
							
							1467592650

						
					

					
							
							8046055215

						
							
							2456739710

						
							
							2017692616

						
							
							1623372120

						
							
							5012696142

						
					

					
							
							4144728397

						
							
							5190581054

						
							
							0592892093

						
							
							6873630951

						
							
							7929653412

						
					

					
							
							9068704739

						
							
							9929014765

						
							
							1538730420

						
							
							0805159440

						
							
							2909489747
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							2733231385
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							1109159439

						
							
							2544053517

						
							
							5704267532

						
							
							5099062447

						
							
							8461841323

						
					

					
							
							3492686750

						
							
							8627840866

						
							
							2135516912

						
							
							9507831067

						
							
							1375649824

						
					

					
							
							7451722782

						
							
							9523651877

						
							
							3714863653

						
							
							9354374166

						
							
							6812766472

						
					

					
							
							6507607138

						
							
							1068575303

						
							
							3552761502

						
							
							4766378837

						
							
							6703558874

						
					

					
							
							6463365492

						
							
							3689077821

						
							
							1268610239

						
							
							3402686750

						
							
							8227840866
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							6219650762

						
							
							7554808612
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							4530147990

						
							
							6351737522

						
							
							7523691897

						
					

					
							
							8673808331

						
							
							4733866085

						
							
							8719376855

						
							
							9109897491

						
							
							9297840866

						
					

					
							
							1784209409

						
							
							3092362163

						
							
							2245072552

						
							
							7592081606

						
							
							1126852483

						
					

					
							
							7924334620

						
							
							8107424685
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							1654198549
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							1256508646

						
					

					
							
							3047154240

						
							
							0408061445
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							5673082795
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							9939024765
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							9508907239

						
							
							2017602616

						
							
							7026539902
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							1863433208
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			Πίνακας 7.1.7

			Τιμές tn;α της κατανομής tn με πιθανότητα P(t>tn;α)=α

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							β.ε.

						
							
							α=0.050

						
							
							α=0.025

						
							
							α=0.010
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							6.31

						
							
							12.71

						
							
							31.82

						
					

					
							
							2

						
							
							2.92

						
							
							4.30

						
							
							6.97

						
					

					
							
							3

						
							
							2.35

						
							
							3.18

						
							
							4.54

						
					

					
							
							4

						
							
							2.13

						
							
							2.78

						
							
							3.75

						
					

					
							
							5

						
							
							2.02

						
							
							2.57

						
							
							3.37

						
					

					
							
							6

						
							
							1.94

						
							
							2.45

						
							
							3.14

						
					

					
							
							7

						
							
							1.90

						
							
							2.37

						
							
							3.00

						
					

					
							
							8

						
							
							1.86

						
							
							2.31

						
							
							2.90

						
					

					
							
							9

						
							
							1.83

						
							
							2.26

						
							
							2.82

						
					

					
							
							10

						
							
							1.81

						
							
							2.23

						
							
							2.76

						
					

					
							
							11

						
							
							1.80

						
							
							2.20

						
							
							2.72

						
					

					
							
							12

						
							
							1.78

						
							
							2.18

						
							
							2.68

						
					

					
							
							13

						
							
							1.77

						
							
							2.16

						
							
							2.65

						
					

					
							
							14

						
							
							1.76

						
							
							2.15

						
							
							2.62

						
					

					
							
							15

						
							
							1.75

						
							
							2.13

						
							
							2.60

						
					

					
							
							16

						
							
							1.746

						
							
							2.120

						
							
							2.583

						
					

					
							
							17

						
							
							1.740

						
							
							2.110

						
							
							2.567

						
					

					
							
							18

						
							
							1.734

						
							
							2.101

						
							
							2.552

						
					

					
							
							19

						
							
							1.729

						
							
							2.093

						
							
							2.539

						
					

					
							
							20

						
							
							1.725

						
							
							2.086

						
							
							2.528

						
					

					
							
							21

						
							
							1.721

						
							
							2.080

						
							
							2.518

						
					

					
							
							22

						
							
							1.717

						
							
							2.074

						
							
							2.508

						
					

					
							
							23

						
							
							1.714

						
							
							2.069

						
							
							2.500

						
					

					
							
							24

						
							
							1.711

						
							
							2.064

						
							
							2.492

						
					

					
							
							25

						
							
							1.708

						
							
							2.060

						
							
							2.485

						
					

					
							
							26

						
							
							1.705

						
							
							2.056

						
							
							2.479

						
					

					
							
							27

						
							
							1.703

						
							
							2.052

						
							
							2.473

						
					

					
							
							28

						
							
							1.701

						
							
							2.048

						
							
							2.467

						
					

					
							
							29

						
							
							1.699

						
							
							2.045

						
							
							2.462

						
					

					
							
							30 &30+

						
							
							1.645

						
							
							1.960

						
							
							2.326

						
					

				
			

			Πίνακας 7.1.8 

			Τιμές [image: ] της κατανομής [image: ] με πιθανότητα [image: ]

			και με n βαθμούς ελευθερίας (β.ε.)

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							β.ε.

						
							
							α=0.050

						
							
							α=0.025

						
							
							α=0.010

						
					

					
							
							1

						
							
							3.841

						
							
							5.024

						
							
							6.635

						
					

					
							
							2

						
							
							5.991

						
							
							7.378

						
							
							9.210

						
					

					
							
							3

						
							
							7.815

						
							
							9.348

						
							
							11.345

						
					

					
							
							4

						
							
							9.488

						
							
							11.143

						
							
							13.277

						
					

					
							
							5

						
							
							11.071

						
							
							12.833

						
							
							15.086

						
					

					
							
							6

						
							
							12.592

						
							
							14.449

						
							
							16.812

						
					

					
							
							7

						
							
							14.067

						
							
							16.013

						
							
							18.475

						
					

					
							
							8

						
							
							15.507

						
							
							17.535

						
							
							20.090

						
					

					
							
							9

						
							
							16.919

						
							
							19.023

						
							
							21.666

						
					

					
							
							10

						
							
							18.307

						
							
							20.483

						
							
							23.209

						
					

					
							
							11

						
							
							19.675

						
							
							21.920

						
							
							24.725

						
					

					
							
							12

						
							
							21.026

						
							
							23.337

						
							
							26.217

						
					

					
							
							13

						
							
							22.362

						
							
							24.736

						
							
							27.688

						
					

					
							
							14

						
							
							23.684

						
							
							26.119

						
							
							29.141

						
					

					
							
							15

						
							
							24996

						
							
							27.488

						
							
							30.578

						
					

					
							
							16

						
							
							26.296

						
							
							28.845

						
							
							32.000

						
					

					
							
							17

						
							
							27.587

						
							
							30.191

						
							
							33.409

						
					

					
							
							18

						
							
							28.869

						
							
							31.526

						
							
							34.805

						
					

					
							
							19

						
							
							30.143

						
							
							32.852

						
							
							36.191

						
					

					
							
							20

						
							
							31.410

						
							
							34.170

						
							
							37.566

						
					

					
							
							21

						
							
							32.671

						
							
							35.479

						
							
							38.932

						
					

					
							
							22

						
							
							33.924

						
							
							36.781

						
							
							40.289

						
					

					
							
							23

						
							
							35.173

						
							
							38.076

						
							
							41.638

						
					

					
							
							24

						
							
							36.415

						
							
							39.364

						
							
							42.980

						
					

					
							
							25

						
							
							37.653

						
							
							40.646

						
							
							44.314

						
					

					
							
							26

						
							
							38.885

						
							
							41.923

						
							
							45.642

						
					

					
							
							27

						
							
							40.113

						
							
							43.194

						
							
							46.963

						
					

					
							
							28

						
							
							41.337

						
							
							44.461

						
							
							48.278

						
					

					
							
							29

						
							
							42.557

						
							
							45.722

						
							
							49.588

						
					

					
							
							30

						
							
							43.773

						
							
							46.979

						
							
							50.892

						
					

					
							
							40

						
							
							55.759

						
							
							59.342

						
							
							63.691

						
					

					
							
							50

						
							
							67.505

						
							
							71.420

						
							
							76.154

						
					

					
							
							60

						
							
							79.082

						
							
							83.298

						
							
							88.379

						
					

					
							
							70

						
							
							90.531

						
							
							95.023

						
							
							100.425

						
					

					
							
							80

						
							
							101. 879

						
							
							106.629

						
							
							112.329

						
					

				
			

		

	
		
			Ελληνο-Αγγλικό και Αγγλο-Ελληνικό Λεξιλόγιο

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Αειφορία

						
							
							Sustainability

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Αειφόρος

						
							
							Sustainable

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Αειφόρος χαρακτήρας

						
							
							Sustainable character

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Ακρίβεια

						
							
							Accuracy, precision

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Ακριβής, ακριβώς 

						
							
							Accurate, accurately

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Αμερόληπτος

						
							
							Unbiased

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Αμερόληπτη εκτιμήτριας

						
							
							Unbiased estimator

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Αμεροληψία

						
							
							Unbiasedness

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Αναλογική δειγματοληψία

						
							
							Proportional sampling

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Αναποφάσιστος

						
							
							Irresolute

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Αντιπροσωπευτικός

						
							
							Representative

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Απλή τυχαία δειγματοληψία (ΑΤΔ)

						
							
							Simple random sampling 

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Απογραφή

						
							
							Census

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Αριθμητικός μέσος

						
							
							Arithmetic mean

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Βαθμοί ελευθερίας

						
							
							Degrees of freedom

						
							
							β.ε., Παράρτημα 

						
					

					
							
							Bέλτιστη επιλογή δείγματος

						
							
							Optimal sampling allocation

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Βιβλιογραφία

						
							
							Bibliography

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Γεννήτρια τυχαίων αριθμών

						
							
							Random number generator

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Γεωμετρικός μέσος

						
							
							Geometric mean

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Δείγμα

						
							
							Sample

						
							
							δ, 1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Δειγματοληψία 

						
							
							Sampling

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Δειγματοληψία κατά συστάδες (ΔκΣ)

						
							
							Cluster sampling

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Δειγματοληψία σκοπιμότητας (ΔΣκ)

						
							
							Feasibility Sampling 

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Δείκτης

						
							
							Index, pointer

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Δημοσκόπηση

						
							
							Survey

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Διαδίκτυο

						
							
							Internet

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Διάστημα εμπιστοσύνης

						
							
							Confidence interval

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Δισταδιακή δειγματοληψία

						
							
							Two-stage sampling

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Εκτιμήτρια

						
							
							Estimator

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Εκτίμηση

						
							
							Estimation

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Εκτίμηση ποσοστών

						
							
							Assessment rates

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Εκτιμήτρια παραμέτρου

						
							
							Parameter estimator

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Ελάχιστα τετράγωνα

						
							
							Least Squares

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Ελάχιστο άθροισμα τετραγώνων

						
							
							Minimum sum of squares

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Εύρος κατανομής, βεληνεκές

						
							
							Distribution range

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Κυκλικός νόμος

						
							
							Cyclic law

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Μεροληψία

						
							
							Bias

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Μέση τιμή

						
							
							Mean, mean value

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Μεταβλητή

						
							
							Variable

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Μονοσταδιακή δειγματοληψία 

						
							
							One-stage sampling

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Παράμετρος

						
							
							Parameter

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Περιβάλλον

						
							
							Environment

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Πίνακας τυχαίων αριθμών

						
							
							Table of random numbers

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Πληθυσμός 

						
							
							Population

						
							
							Π, 2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Πολυσταδιακή δειγματοληψία

						
							
							Multistage sampling

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Προσεγγιστική μέθοδος

						
							
							Approximative method

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Ρύπανση

						
							
							Pollution, contamination

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Ρύπος

						
							
							Dirt

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Σταθμισμένη διασπορά 

						
							
							Weighted variance

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Σταθμισμένη μέση τιμή

						
							
							Weighted average price

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Στατιστική

						
							
							Statistics

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Στατιστική δοκιμασία

						
							
							Statistical test

						
							
							Βλ. Βιβλιογραφία

						
					

					
							
							Στατιστικός πίνακας 

						
							
							Statistical table

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Στοιχειώδης δειγματική συνάρτηση (ΣΔΣ)

						
							
							Elementary sampling function

						
							
							Ζ, 2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Στρωματοποιημένη δειγματοληψία (ΣτΔ)

						
							
							Stratified sampling

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συνάρτηση κατανομής (σ.κ.) 

						
							
							Distribution function

						
							
							Βλ. βιβλιογραφία

						
					

					
							
							Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)

						
							
							Probability density function

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συνεχής μεταβλητή

						
							
							Continuous variable

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συνεχής τυχαία μεταβλητή

						
							
							Continuous random variable

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συντελεστής μεταβλητότητας (ΣΜ)

						
							
							Coefficient of variation

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συντελεστής γραμμικής συσχέτισης

						
							
							Correlation coefficient

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συστάδα

						
							
							Cluster 

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Συστηματική Δειγματοληψία (ΣυΔ)

						
							
							Systematic sampling

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Τόξο δειγματοληψίας

						
							
							Bow sampling, arc sampling

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Τυχαία μεταβλητή (τμ)

						
							
							Random variable

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Υπερεκτιμητής, -τρια

						
							
							Overestimator

						
							
							Βλ. βιβλιογραφία

						
					

					
							
							Υποεκτιμητής, -τρια

						
							
							Underestimator

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Υποπληθυσμός

						
							
							Subpopulation

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Υπόχωρος

						
							
							Subspace

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

				
			

		

	
		
			Σύντομο Λεξιλόγιο Ελληνο-Αγγλικό

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							ΑΓΓΛΙΚΗ

						
							
							ΕΛΛΗΝΙΚΗ

						
							
							Παρατηρήσεις

						
					

					
							
							Accuracy, precision

						
							
							Ακρίβεια

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Accurate, accurately

						
							
							Ακριβής, ακριβώς 

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Approximative method

						
							
							Προσεγγιστική μέθοδος

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Arithmetic mean

						
							
							Αριθμητικός μέσος

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Assessment rates

						
							
							Εκτίμηση ποσοστών

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Bias

						
							
							Μεροληψία

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Bibliography

						
							
							Βιβλιογραφία

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Bow sampling, arc sampling

						
							
							Τόξο δειγματοληψίας

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Census

						
							
							Απογραφή

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Cluster 

						
							
							Συστάδα

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Cluster sampling

						
							
							Δειγματοληψία κατά συστάδες (ΔκΣ)

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Coefficient of variation

						
							
							Συντελεστής μεταβλητότητας (ΣΜ)

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Confidence interval

						
							
							Διάστημα εμπιστοσύνης

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Continuous random variable

						
							
							Συνεχής τυχαία μεταβλητή

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Continuous variable

						
							
							Συνεχής μεταβλητή

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Correlation coefficient

						
							
							Συντελεστής γραμμικής συσχέτισης

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Cyclic law

						
							
							Κυκλικός νόμος

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Degrees of freedom

						
							
							Βαθμοί ελευθερίας

						
							
							β.ε., Παράρτημα 

						
					

					
							
							Dirt

						
							
							Ρύπος

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Distribution function

						
							
							Συνάρτηση κατανομής (σ.κ.) 

						
							
							Βλ. βιβλιογραφία

						
					

					
							
							Distribution range

						
							
							Εύρος κατανομής, βεληνεκές

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Elementary sampling function

						
							
							Στοιχειώδης δειγματική συνάρτηση (ΣΔΣ)

						
							
							Ζ, 2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Environment

						
							
							Περιβάλλον

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Estimation

						
							
							Εκτίμηση

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Estimator

						
							
							Εκτιμήτρια, -τής

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Feasibility Sampling 

						
							
							Δειγματοληψία σκοπιμότητας (ΔΣκ)

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Geometrical mean

						
							
							Γεωμετρικός μέσος

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Index, pointer

						
							
							Δείκτης

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Internet

						
							
							Διαδίκτυο

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Irresolute

						
							
							Αναποφάσιστος

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Least squares

						
							
							Ελάχιστα τετράγωνα

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Mean, mean value

						
							
							Μέση τιμή

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Minimum sum of squares

						
							
							Ελάχιστο άθροισμα τετραγώνων

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Multistage sampling

						
							
							Πολυσταδιακή δειγματοληψία

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							One-stage sampling

						
							
							Μονοσταδιακή δειγματοληψία 

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Optimal sampling allocation

						
							
							Bέλτιστη επιλογή δείγματος

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Overestimator

						
							
							Υπερεκτιμητής, -τρια

						
							
							Βλ. βιβλιογραφία

						
					

					
							
							Parameter

						
							
							Παράμετρος

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Parameter estimator

						
							
							Εκτιμήτρια παραμέτρου

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Pollution, contamination

						
							
							Ρύπανση

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Population

						
							
							Πληθυσμός 

						
							
							Π, 2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Probability density function

						
							
							Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Proportional sampling

						
							
							Αναλογική δειγματοληψία

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Random number generator

						
							
							Γεννήτρια τυχαίων αριθμών

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Random variable

						
							
							Τυχαία μεταβλητή (τμ)

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Representative

						
							
							Αντιπροσωπευτικός

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Sample

						
							
							Δείγμα

						
							
							δ, 1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Sampling

						
							
							Δειγματοληψία 

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Statistics

						
							
							Στατιστική

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Simple random sampling 

						
							
							Απλή τυχαία δειγματοληψία (ΑΤΔ)

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Statistical table

						
							
							Στατιστικός πίνακας 

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Statistical test

						
							
							Στατιστική δοκιμασία

						
							
							Βλ. Βιβλιογραφία

						
					

					
							
							Stratified sampling

						
							
							Στρωματοποιημένη δειγματοληψία (ΣτΔ)

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Subpopulation

						
							
							Υποπληθυσμός

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Subspace

						
							
							Υπόχωρος

						
							
							6ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Survey

						
							
							Δημοσκόπηση

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Sustainability

						
							
							Αειφορία

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Sustainable

						
							
							Αειφόρος

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Sustainable character

						
							
							Αειφόρος χαρακτήρας

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Systematic sampling

						
							
							Συστηματική Δειγματοληψία (ΣυΔ)

						
							
							5ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Table of random numbers

						
							
							Πίνακας τυχαίων αριθμών

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Two-stage sampling

						
							
							Δισταδιακή δειγματοληψία

						
							
							4ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Unbiasedness

						
							
							Αμεροληψία

						
							
							2ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Unbiased

						
							
							Αμερόληπτος

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Unbiased estimator

						
							
							Αμερόληπτη εκτιμήτριας

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Underestimator

						
							
							Υποεκτιμητής, -τρια

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Variable

						
							
							Μεταβλητή

						
							
							1ο Κεφάλαιο

						
					

					
							
							Weighted average price

						
							
							Σταθμισμένη μέση τιμή

						
							
							Παράρτημα

						
					

					
							
							Weighted variance

						
							
							Σταθμισμένη διασπορά 

						
							
							3ο Κεφάλαιο

						
					

				
			

		

	OEBPS/image/chapter_161.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart126.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart304.png
2 —09)
s’ :%<N<(N+1) = ( ;)22) -1600-1601 = 8538.667






OEBPS/image/chapter_2207.png
u, €I





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart223.png
i @«

535.057
966.5

=0.5536.





OEBPS/image/chapter_2223.png
E(N®) =X = SX,






OEBPS/image/chapter_2320.png
h=7zv
‘(v+1
ﬂvd )





OEBPS/image/chapter_4_31.png





OEBPS/image/chapter_129.png
‘;{—A|%Or'|ywA=0 a{vm%%l,





OEBPS/image/chapter_16.png
-~ N
E(x,)=X, ER.,i:172.3‘...,( )
n





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart89.png





OEBPS/image/chapter_2126.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart207.png
Varx,, <Varx,,,





OEBPS/image/chapter_2401.png
X =(x-m)/w





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart103.png
Lff(x,y)dxdy.





OEBPS/image/chapter_2304.png
VarX = EX* -(EX)’ = EX’ - i’





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart200.png
D=1





OEBPS/image/chapter_4_106.png





OEBPS/image/chapter_3256.png
C,;, =17612 + 440 = 18052¢€.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart383.png
Y, =7.984-(1+6)"





OEBPS/image/chapter_3272.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart42.png
6—8:12x7y72:0
ox





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart189.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart286.png
AVarv(k) = Varz,, (k) ~Var¥, gy (k) = W <0, 2<k<[N/2].





OEBPS/image/chapter_3175.png
V(,)=03732972





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart398.png
Egi (um)





OEBPS/image/chapter_2142.png
Var)?=E()?-Y)2 N Ve =Lt s (1-0)
n





OEBPS/image/chapter_4_122.png
-1
y = L‘F# +1=6.
500 5.1375





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart367.png
5
s2= Y (%3 %)’ =25.866377-1.01° = 26.3886292

=1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart26.png
g(x,»)





OEBPS/image/chapter_3159.png
s2





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart360.png
24+(3-24)1°
3





OEBPS/image/chapter_3202.png
Wy [P !





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart263.png
1

— 1
X, . 5
ﬂ = =8 = M > =1.020000
X, 24372993





OEBPS/image/Chapter_748.png





OEBPS/image/chapter_1156.png
w,w, 20.





OEBPS/image/chapter_386.png
e =x,VXER





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart39.png





OEBPS/image/chapter_3121.png





OEBPS/image/Chapter_78.png
P





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart335.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart344.png
| =1





OEBPS/image/chapter_3191.png
.0, =1-P,m=123_.M





OEBPS/image/chapter_4_78.png
Varp

l'f'sz
1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart71.png
o’ =EX’ —(EX) =8’ -(N-1)/N.





OEBPS/image/chapter_199.png





OEBPS/image/chapter_3281.png
(7,-s, /\/Z)ﬁ





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart358.png
X, =X, /B = % =0.500000





OEBPS/image/chapter_2286.png
1000\’
500007 -0.25-0.
pU-p)N+7 o !196
= = =1739.126pa n =1740 Gropa.

(-p)N+7Z
prome 50000-0.25-0.75 + (11032)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart277.png
Y:]nX:In(}/»ﬂ"ﬂ):]n}/+(mfl)<]nﬂ





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart173.png
IT =D =[0,1]x[0,1].





OEBPS/image/chapter_226.png





OEBPS/image/chapter_3112.png





OEBPS/image/chapter_3168.png





OEBPS/image/chapter_32.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart142.png
EX,=X+bb=0





OEBPS/image/chapter_2367.png
Vark =4(3 72 -9 X*)=

@ | =





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart254.png
X5 =35.75





OEBPS/image/chapter_145.png
w,w, 20





OEBPS/image/chapter_136.png





OEBPS/image/chapter_2135.png
szﬁ»{g(y,-}?)z-w(y-}?f}





OEBPS/image/chapter_4_115.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart19.png
2 (A+B+T')+3-(A+E)=6-Eg,(x)=§&,.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart110.png
D (C)=C.





OEBPS/image/chapter_2232.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart96.png





OEBPS/image/chapter_4_22.png





OEBPS/image/chapter_2119.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart232.png
(@, B) =(47.64,11.02)





OEBPS/image/chapter_170.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart119.png





OEBPS/image/chapter_2196.png
h€E[0.04,0.32].





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart51.png
24+34=6-Eg,(x)=g,.





OEBPS/image/chapter_3249.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart196.png





OEBPS/image/chapter_152.png
‘min





OEBPS/image/chapter_2410.png
o 27715036

g = 0001264





OEBPS/image/chapter_25.png
025-10*





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart216.png
Varx,, -Varx,,, =

N\‘h

(kN(kl





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart62.png





OEBPS/image/chapter_2358.png
03959

)= 0.017454(%) L xE[0,80]

0, x¢[0,80]





OEBPS/image/chapter_235.png





OEBPS/image/chapter_2392.png
z, 196
s





OEBPS/image/chapter_1102.png





OEBPS/image/chapter_2374.png





OEBPS/image/chapter_332.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart293.png
Y, =1071, Y, =1040, Y, =1019, ¥ ,,, =892

by Logg 'y Laos s L1040





OEBPS/image/chapter_4_85.png
G yo(3 13 1417
ProP2o P3P = 510010101





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart133.png
§?=56.85<6585=5,,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart311.png
5.199
=2 = 4.000
7= To025®





OEBPS/image/Chapter_739.png
Q|
1]
< |=





OEBPS/image/chapter_2295.png





OEBPS/image/chapter_314.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart191.png
% <d,d e(0.00,e), 2 <0.20.





OEBPS/image/chapter_3105.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart247.png
8549697






OEBPS/image/chapter_289.png





OEBPS/image/chapter_3182.png
M M
F, = EWW b, xa Py, = ZWm Dy m=123...M





OEBPS/image/chapter_1149.png





OEBPS/image/chapter_2279.png
p-(1-p)=025





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart270.png
=30.171150






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart353.png





OEBPS/image/chapter_296.png
VarM =Vary = E(y-T) = Ll (1 f)





OEBPS/image/chapter_3211.png
J2/2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart3.png
nxk





OEBPS/image/chapter_368.png





OEBPS/image/chapter_4_69.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart319.png
D =[0,1]x[0,1]=1T





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart180.png
R?





OEBPS/image/chapter_219.png
N

Awiemopd tov ITnBucpod: S = L 7)
i N-1 Z(Y -7)





OEBPS/image/chapter_1138.png
n
w, = i=123,.p.
n





OEBPS/image/chapter_2214.png
CoW(Z,.Z,) = -%, Vi, j=123,..N, i=J.





OEBPS/image/chapter_4_92.png
100-(1-a)%8.6.P= {0.702 + 3.182»\/0.0012}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart55.png
Varxsy





OEBPS/image/chapter_242.png





OEBPS/image/chapter_379.png
fx)=e"-x





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart35.png





OEBPS/image/chapter_4_15.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart157.png
D =[0,1]x[0,1]x...x[0,1]=[0,1]* = I7





OEBPS/image/chapter_2189.png





OEBPS/image/chapter_3265.png
C'W'S/C%
A N





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart376.png
§?=25-10°





OEBPS/image/chapter_4_140.png
ny =11





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart101.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart60.png
54+2I +6A+3E=12-Eg,(x)=g,.





OEBPS/image/chapter_224.png





OEBPS/image/chapter_143.png





OEBPS/image/chapter_2322.png
xk =1.333-In550 =8.41





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart187.png
A

2 P
1

SN (N 1)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart.png
D =1[0,1{x|0,1f=11 .





OEBPS/image/chapter_321.png





OEBPS/image/chapter_2365.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart144.png
N=n-k+v,0sv<k





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart28.png
Eg(u)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart225.png





OEBPS/image/chapter_2144.png
2

Vari=v<y)=s;=i<(
n






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart268.png
zn[

k(B-1)

Inp

L.





OEBPS/image/chapter_1170.png
Vx,,x, EAVOC[0]]= d6-x, +(1-6)-x,) = 6-¢(x,) + (1 - 6)- Ax,)-





OEBPS/image/chapter_2187.png
S

2=

Q=





OEBPS/image/chapter_2124.png





OEBPS/image/chapter_2302.png
f(x)20, VxE (-, +x).





OEBPS/image/chapter_2221.png
x={x,X,.X,}.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart121.png
AZ = 9-|Z|





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart164.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart337.png
A,u€[0,1]





OEBPS/image/chapter_4_120.png
2
1-5)





OEBPS/image/chapter_2108.png
N
N-E(y+y+y,+oty,)=n YT fa=—=f

n
N





OEBPS/image/chapter_3238.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart202.png
C= {(Xu"):y =Ax+ #} = {(x,ﬂ,x+y)}





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart245.png
% <d,d e(0.00,a), 2 <0.20.





OEBPS/image/chapter_3274.png





OEBPS/image/chapter_18.png
E x





OEBPS/image/chapter_3193.png





OEBPS/image/chapter_3103.png





OEBPS/image/chapter_3319.png
24

&





OEBPS/image/chapter_1165.png





OEBPS/image/chapter_395.png
3
M, 2w,-A,=15.57





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart288.png
me





OEBPS/image/chapter_4_87.png
1
p=y

15+13+14+17

21

)

= » =0.702
84





OEBPS/image/chapter_2288.png
6500000

2

2
—=% 6500000+ 202 02y’
-p) 1.96
1+

033:0.67

=2122.75





OEBPS/toc.xhtml

		
			
						
					Συντομογραφίες-ακρωνύμια
				


						
					Πρόλογος του Συγγραφέα
				


						
					Κεφάλαιο 1ο Βασικές Έννοιες 
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					Λυμένα παραδείγματα 1ου Κεφαλαίου
				


						
					Ασκήσεις 1ου Κεφαλαίου με υπόδειξη λύσης
				


						
					Κεφάλαιο 2ο Απλή Τυχαία Δειγματοληψία (ΑΤΔ)
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					Λυμένα παραδείγματα 2ου Κεφαλαίου
				


						
					Άλυτες ασκήσεις 2ου Κεφαλαίου 
				


						
					Κεφάλαιο 3ο Στρωματοποιημένη Δειγματοληψία (ΣτΔ)
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					Λυμένα παραδείγματα 3ου Κεφαλαίου
				


						
					Κεφάλαιο 4ο Δειγματοληψία κατά Συστάδες (ΔκΣ)
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					Λυμένα παραδείγματα 4ου Κεφαλαίου
				


						
					Κεφάλαιο 5 Συστηματική Δειγματοληψία (ΣυΔ)
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					5.5 Λυμένα παραδείγματα
				


						
					Κεφάλαιο 6ο Δειγματοληψία Σκοπιμότητας (ΔΣκ)
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					6.6. Λυμένα παραδείγματα 
				


						
					Παράρτημα: Ειδικά Θέματα, Στατιστικοί Πίνακες
				


						
					Βιβλιογραφικές Αναφορές
				


						
					Πίνακες
				


						
					Ελληνο-Αγγλικό και Αγγλο-Ελληνικό Λεξιλόγιο
				


						
					Σύντομο Λεξιλόγιο Ελληνο-Αγγλικό
				


			


		
	

OEBPS/image/chapter_3166.png
WS,/ \Jen





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart369.png
5
55 =3 (%~ % )’ =26.916656-1.01° =27.457680

1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart265.png
_ Xy 14.564796
- ﬂﬂ - 1.027 -





OEBPS/image/chapter_316.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart389.png
Y =a+(j-1)-8.





OEBPS/image/chapter_2230.png
Vars, =;{2(X"’7)2 *22(){;_})]=





OEBPS/image/chapter_2209.png
Vji=123,.,N.





OEBPS/image/chapter_3247.png
N





OEBPS/image/Chapter_746.png
W =N -W =399000-0.315 kg =125685kg.





OEBPS/image/chapter_3110.png





OEBPS/image/chapter_3123.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart37.png
S’

0
sy





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart346.png
Z' =g (x,u+(A-p)x)=(A+(A-u)I)x* + Tux





OEBPS/image/chapter_2403.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart40.png
44+4B+3I +6(A+E) 19

L ([ gx, v = 222 ) =3y =158

E,
2 (x,y)= 5

ol





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart302.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart381.png





OEBPS/image/chapter_3204.png
1.37-0.1803

0.0002 +

-0.2442

=1147.49





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart139.png





OEBPS/image/chapter_4_108.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart151.png
v =

-n- n+l{

P

ZZ" Ni-ys

=

ik on
EDIDIACEIVEE S

J

}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart194.png
2

12

2

n -(n +1), Jj=L12,..k





OEBPS/image/chapter_1100.png
X = (%) x + (%) x,.





OEBPS/image/chapter_2216.png





OEBPS/image/chapter_2151.png





OEBPS/image/chapter_217.png
= 14
Méon Ty tov ITAn6vopod: ¥ = % = ﬁ 21 Y,





OEBPS/image/chapter_2259.png





OEBPS/image/chapter_2372.png





OEBPS/image/chapter_330.png





OEBPS/image/chapter_2117.png





OEBPS/image/chapter_2293.png
i





OEBPS/image/chapter_2250.png
Varp = f‘P'(l—P)

n





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart374.png
XJ:(100729»/§)+(]>1)'/§





OEBPS/image/chapter_359.png





OEBPS/image/chapter_3267.png
n=

_ 7733.34-9.253133

146.820462

=487.3818





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart98.png





OEBPS/image/chapter_1129.png
iald

>

(e





OEBPS/image/chapter_138.png
=[A1
—~|=
1

I





OEBPS/image/chapter_350.png
Var(AA’mp) = Var(i/\n’_ ) = iVar ()2’_ ) =i Var(N,, -Em)=iN: “Var(x,,)





OEBPS/image/chapter_393.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart230.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart171.png
C=DnH"





OEBPS/image/chapter_172.png





OEBPS/image/chapter_2439.png





OEBPS/image/chapter_251.png
izj





OEBPS/image/chapter_1158.png
=11.





OEBPS/image/chapter_294.png





OEBPS/image/chapter_388.png
A+ 4+

+An.





OEBPS/image/chapter_4_67.png
v





OEBPS/image/chapter_4_24.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart117.png





OEBPS/image/chapter_1120.png
02
2 = EX?
-(EX)*
=EX*
- l’2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart64.png
AV—[N-lfl-fj~Sz-k.(nil)sz :(n*]).(S27S2 )

sy
sy
N n k-n n





OEBPS/image/chapter_1163.png





OEBPS/image/chapter_2137.png





OEBPS/image/chapter_23.png
0.2-10%.0.25-10%, 0.5-10F





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart166.png
(€:y=Ax+u





OEBPS/image/chapter_2394.png
p-(-p)- N>+

n=
p-A-p)-N+2





OEBPS/image/chapter_3130.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart238.png
D =20-10 =200





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart272.png
(% + %)/ 2 = 30.472862





OEBPS/image/chapter_3173.png
V(¥,,)=0.38076409,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart159.png
:f(x‘,xz,...,xq)e R, u(x‘,xl,...,xq]ED CRI.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart57.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart33.png
5x3





OEBPS/image/chapter_4_17.png





OEBPS/image/chapter_287.png
zl(yl+y2+yz+---+y.,) (
1 &%

B =

(]





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart331.png
b=Inf=0.1823





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart193.png
C=DnH"





OEBPS/image/chapter_150.png





OEBPS/image/chapter_244.png
Z’=7Z,V¥i=123,...,N,





OEBPS/image/chapter_4_113.png
L :%‘0_232:0.0459.

VarY =Vary =
n





OEBPS/image/Chapter_710.png





OEBPS/image/chapter_4_94.png
brran Varp <d





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart124.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart295.png
a+1454=1071
)
a+1449p =810





OEBPS/image/chapter_366.png
117"
ny=|—+—| +1L
N ©





OEBPS/image/chapter_323.png
X = (%, %y, Ty s W, Wy Wy ).





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart351.png
AA+2u=3.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart317.png
D=1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart218.png
Vars. -Vars, =2
arx,, -Varx,, E(k*N)»(k*l)<O.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart5.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart347.png
a =6.1315.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart266.png





OEBPS/image/chapter_2169.png
(n=30)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart162.png
R?





OEBPS/image/chapter_2428.png
I,





OEBPS/image/Chapter_744.png
N= A-B_19000-2100 399000.
12} 100





OEBPS/image/chapter_2266.png





OEBPS/image/chapter_3292.png
WS, /\c, .





OEBPS/image/chapter_3179.png





OEBPS/image/chapter_3276.png
V(X 0p) =1.69.





OEBPS/image/chapter_2.diorthosis.png





OEBPS/image/Chapter_728.png
P j=12..k





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart146.png
C|=2p





OEBPS/image/chapter_36.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart274.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart308.png
!:'1(





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart177.png
R





OEBPS/image/chapter_3132.png
w,-S
m Sm AR, Vm=123 .M

L[
Cp "N






OEBPS/image/chapter_222.png
=~
[}

> =





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart62.png
IT=D=[0,1]x[0,1].





OEBPS/image/chapter_2185.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart324.png
Vo =6.8722





OEBPS/image/chapter_2282.png
b}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart146.png
N=vmodn,v+0,v=123,.. k-1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart69.png
-yl —xy+2x+2y





OEBPS/image/chapter_4_11.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart82.png
V(5,) =2

- {t+(n-1)-5}

=0





OEBPS/image/chapter_3261.png
1.02439, ! =0.952381

r





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart51.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart220.png
Z,74(100) = 0246744 -,





OEBPS/image/chapter_149.png





OEBPS/image/chapter_2297.png
“l|w





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart378.png
A_’:(E]+§H+l)/2:{2a+§»(24k<(n—1)+2j—2+2<(k—j+1)—2<)}/2





OEBPS/image/chapter_3164.png
V(¥,)-





OEBPS/image/chapter_3236.png
,Vm=12





OEBPS/image/chapter_237.png
(if)
Vaj‘Z,:%'(l—%) = f-(I-f)F123..N






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart106.png
Es]’:l(21+m+151) 326/9=36.22
3 303





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart131.png





OEBPS/image/chapter_21.png
rXm.





OEBPS/image/chapter_2300.png
VxEl[a,B], f(x)=f(B+a-x).





OEBPS/image/chapter_262.png
k.

i 2,(M+y2+y3+---+y.,)
oy = M =

i





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart107.png
Dn(C)=C





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart234.png
(aﬂ) =(48,11)





OEBPS/image/chapter_2243.png
=<l

BN

=





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart290.png
( ) I 4 A+2-I'+3-A
Eg,(x ‘[01]‘ &(x 5






OEBPS/image/chapter_2324.png
f=a+x - w=10+5-20=110sec=110=X





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart1.png
u(x,y)ell





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart130.png
Cc=Dn()





OEBPS/image/chapter_2115.png
i E(5-F) =E{§(y, -7y +2<§2(y, -7)(, —17)}





OEBPS/image/chapter_2194.png
2
17982 =1459.839
( 1000

+1798
L96»25)





OEBPS/image/chapter_188.png
E4(X)=X’=wl'xmm+wz‘x

‘max





OEBPS/image/chapter_318.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart275.png
X=(1-¢) -, +&%, =0917-%, +0.083-5,





OEBPS/image/Chapter_74.png





OEBPS/image/chapter_179.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart53.png
2A+3E
Eg, (v)= o, 1]|I & ()dy="—






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart338.png
X =3639.7753





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart348.png
71 24+20A+ I
- 6





OEBPS/image/chapter_4_3.png
>

M=

X,

'

i=1,2,3,..N





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart331.png
A+ AT 44430 —0
3 12

AZ =






OEBPS/image/chapter_4_81.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart218.png
025 -a





OEBPS/image/chapter_3206.png
=l





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart28.png
sv.j o





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart94.png





OEBPS/image/chapter_2153.png
n=30





OEBPS/image/chapter_1161.png
- {2059, %},





OEBPS/image/chapter_292.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart192.png
x, %, :ﬂ»((i—l)<k+j—1)—§((n—1)»k+2»j—2) :ﬂTk(Z(i—l)—(n—l)).





OEBPS/image/chapter_3109.png





OEBPS/image/chapter_2315.png
=7ﬂ—a
\)2‘(v+2)'(1/+3)-





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart250.png
N=n-k





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart176.png
> 1 &

Varx,,, = li (Fyes — X') = 52 (Fyes — 77.97)z =592.24

nia i1





OEBPS/image/chapter_1145.png





OEBPS/image/chapter_4_42.png





OEBPS/image/chapter_278.png





OEBPS/image/chapter_118.png
N

1 - 1 - N
o’ =EE(X, -X)? =ﬁ{2X,2 —NX2}=EXZ - (EX)

=





OEBPS/image/Chapter_712.png
Sy by

K+3





OEBPS/image/chapter_391.png





OEBPS/image/chapter_375.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart39.png
|D|| =1





OEBPS/image/chapter_2252.png
p-(1-p)





OEBPS/image/chapter_174.png
T=1{-3035736}.





OEBPS/image/chapter_246.png
Cov(Z,2,)= E(Z,-Z,)-(EZ)(EZ,)





OEBPS/image/chapter_4_96.png
n>2.59





OEBPS/image/chapter_2210.png
Vu, €I, j=1,2,3,.,N





OEBPS/image/chapter_3333.png





OEBPS/image/chapter_1106.png
(%) - Xipin T (%s1)- X max





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart122.png





OEBPS/image/chapter_2385.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart66.png
= = 2 2
Ve Ve <
arx,, <varx & S S

sy





OEBPS/image/chapter_4_111.png
2 =0.01
500

f





OEBPS/image/chapter_4_26.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart204.png
= 1
Z=Z =—([f(x.Ax+u)dx=ax-(A dx=..= (i A
”C”’U ( p)dx = ax-(Ax+ ) dx a 3+2 .





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart24.png
_A+4B+2I+3- ((4+2E)
|[01]\I 12





OEBPS/image/chapter_3148.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart236.png
M, =9692954





OEBPS/image/chapter_231.png
u, €0





OEBPS/image/chapter_163.png
_ 1 Nl /N
T = T30 E(M_JXN,M.

=7 %





OEBPS/image/chapter_4_126.png
N-t-s;

jz_





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis.png





OEBPS/image/chapter_2396.png





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis2.png





OEBPS/image/chapter_2370.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart137.png
N = Omodn





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart364.png





OEBPS/image/chapter_2225.png
Es®
=52





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart98.png





OEBPS/image/chapter_2257.png
Vi =1L ppopy = 2L. L N pq_p
n-1 n-1 n -1






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart12.png
Usgi1yea = Uzpi0601 = 12,





OEBPS/image/chapter_3222.png
V(x,)=25/15





OEBPS/image/chapter_336.png
1-f5
n

Var( ) ="Var(x,

sp p) =V () =





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart160.png
N = Omodn





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart333.png
Y, =InX, =a+(m—-1)-b =13863+(m—-1)-0.1823





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart205.png
s

sy =

2

Ssv.j

7'3—2-N-(71+1)-k





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart78.png
fow—g(xy)= (3= -3 -3 -() +2-3+2-3= F-13333

w| e





OEBPS/image/chapter_4_58.png





OEBPS/image/chapter_4_124.png





OEBPS/image/chapter_2381.png





OEBPS/image/chapter_3177.png
X =

i

1, o i —otoyeiotou I &xertnvidiotnta
{ x ey o Li=123,...N

0, oAdg





OEBPS/image/Chapter_742.png
N A-B _830000-3570000 _ 3793982
12} 781000





OEBPS/image/chapter_3134.png
w,-S,
n,=——"= AER, . Vm=1273,...M

m \/c:-),






OEBPS/image/chapter_2268.png
100.(1_@%‘;_5_:{,\,.”:24 /M+L}
B n-1 2n





OEBPS/image/chapter_4_13.png





OEBPS/image/chapter_4_56.png
<





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart160.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart96.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart53.png





OEBPS/image/chapter_2241.png





OEBPS/image/chapter_2284.png
n>

N _ 50000
A 50000-(
p-(1-p) 6

0.25-0.75

5 =446.17 fitotto 1= 447 dropa.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart10.png
Ui = L2,m, 71 =12, (n+1)





OEBPS/image/chapter_1118.png





OEBPS/image/chapter_34.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart365.png
2 = i(xm8 ~%,) =25.866377

=1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart322.png
=400 7,,_, = 2750.68.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart306.png
Eg; (u,)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart209.png
B
Varx,, 12(k2 1)





OEBPS/image/chapter_3162.png
©





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart306.png
=8960

e bk -n-(n+1) _(-0.2) -80*-20-21
7 12 12





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart261.png
j=(k+1)/2=32/2=16





OEBPS/image/chapter_2426.png
x<0
1.6383

F(x)= (%) ,x€[0,120]

1 x>120





OEBPS/image/chapter_2329.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart349.png
%7 =0.960117






OEBPS/image/chapter_3290.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart105.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart276.png
X =(1-¢)-X, +& X, =30481189





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart1.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart164.png
xmodN





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart148.png
p= 3R _ 0.8488261-R
37 .





OEBPS/image/chapter_2369.png





OEBPS/image/chapter_2113.png
N-(N-1)






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart236.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart261.png
£ﬂ2k7
: 1

D)
- sed S
i §<ﬂ2(’4)*
B -1

=)
g1





OEBPS/image/chapter_2326.png
w-T, 20-(-14)

=m+—=—=60+ =55.625sec





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart175.png
C=DnH"





OEBPS/image/Chapter_714.png
Py





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart132.png
Z= % H Sx, y)dxdy = \|D||H R -7 rdrd6





OEBPS/image/chapter_2140.png





OEBPS/image/chapter_190.png





OEBPS/image/chapter_2414.png
v+l
x

F(x)= (E) , x€[0,4], V-l
1, x>





OEBPS/image/chapter_2183.png
2.€]0.00,036]





OEBPS/image/chapter_147.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart376.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart264.png
7))
N7 (P





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart333.png
44+30°
16





OEBPS/image/chapter_3234.png
(6/20) = V(%)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart221.png
N-(N+1) =/286286 = 535.057





OEBPS/image/chapter_2299.png





OEBPS/image/Chapter_76.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart64.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart108.png
6:7442+23-574-5





OEBPS/image/chapter_2311.png
(B-a)

VarX = —————
2:(v+2)-(v+3)





OEBPS/image/chapter_2354.png
Cv=

®l|w

S
—
~
=]

-~
=
[N
G

=0.4593





OEBPS/image/chapter_2128.png





OEBPS/image/chapter_260.png
N
01,02,03, .., 0, k= 5
n





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart279.png
b=mnp





OEBPS/image/chapter_348.png





OEBPS/image/chapter_132.png





OEBPS/image/chapter_233.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart291.png
s £-80°-2-(2+1)

=3200-
12 B





OEBPS/image/chapter_2313.png
(Bra)  __ (B-a)
4 T2 w+2) (v+3)

ap
EX? —i? =2-L2 x> h-(x—a) dx-





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart135.png
X, =X,

T

r=123,...





OEBPS/image/chapter_1.new.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart234.png
Inz(r,t)=16.086873 —0.007087 -7 —0.011191-¢





OEBPS/image/chapter_4_40.png
A
=T

X,
=T
It





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart26.png





OEBPS/image/chapter_276.png





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis4.png
V(x,

st.p

)=0.0554>0.0313





OEBPS/image/chapter_4_83.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart178.png
13

.8 = o6 33913245353 < 59224 = V%,





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis21.png
= Z =P, w1 Sy =
i=1

N,

-B, '(I’Pm),m:l,z,},___,]\/[






OEBPS/image/chapter_134.png





OEBPS/image/chapter_2356.png
v==-2+1+A =-2++1+4.7403 = 0.3959





OEBPS/image/chapter_3321.png





OEBPS/image/chapter_2399.png
h-(x-a)’, xE€[a, %L
f)=1h-(B-x), x€E[SE,B] v=-1, h=
0, x&la, B

2" (1+v)
(B-a)™






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart37.png
A=-8;+8 +8, =-8+9+5=6
B=-8,+8,+8 =-8+9+6=7

r_8-8%-& 9-5-6
2 2
428 728,728, +& _2:8-2:9-2:5+6 _ ,
3 3
g 28,288 28 _2:8-2.9+45-2:6 _ .

3 3





OEBPS/image/chapter_248.png
(£2)-(£2)) =( "





OEBPS/image/chapter_1147.png
Ex, <Ex=X.

g





OEBPS/image/chapter_4_98.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart336.png
Xy =7 B =4-1.2% =30334.7938





OEBPS/image/chapter_4_1.png
Sl





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart120.png
sfzﬂ_zzn 30.83= 185 136+21+...+E =52
23 8 3

wsy





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart92.png





OEBPS/image/chapter_2155.png
n =30





OEBPS/image/chapter_361.png





OEBPS/image/chapter_3208.png





OEBPS/image/chapter_2198.png
h€[0.04-N,0.32:-N]





OEBPS/image/chapter_2412.png
0 B x<0
0.000841-x"¢ | x€[0,70)

F(x)=
@ %+0.000841(140—x)1 %6 xE€[70,140]

1 x>140





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart308.png





OEBPS/image/chapter_3263.png
W, S, /e,





OEBPS/image/chapter_334.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart80.png
(N-1)-5212-3
+2.2.3(4-4,)=n" k()

1 i<u





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart378.png
s?





OEBPS/image/chapter_2255.png
o PP





OEBPS/image/chapter_3335.png
V= 1104 =0.30667.
3600





OEBPS/image/chapter_1104.png
181-w; +632-w, =465





OEBPS/image/chapter_3220.png
V(x,)=15/20=3/4>2/3.





OEBPS/image/chapter_377.png
Ard

Nrers





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart362.png
A+31°

12





OEBPS/image/Image662.png
D ‘www.kallipos.gr





OEBPS/image/chapter_3308.png





OEBPS/image/chapter_1131.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart162.png
r+k-2 i<N
2=012,..,n-1

r+k-2-N i>N’





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart335.png
&' = 4.0000






OEBPS/image/chapter_2340.png
v+2

X 6_(v+D)f
Ex = xf(x)dx_hf’ ( )dx-h(v+2)'ﬂv o= o






OEBPS/image/chapter_2383.png
1 1

85000 384.1

-1
) ]+1 =[38237]+1=383





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart249.png
[42]
(4T 4)=0.001434





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart206.png
==
3|
+

<|en





OEBPS/image/chapter_176.png





OEBPS/image/chapter_2212.png
p, j=12,3,..N






OEBPS/image/chapter_2227.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart68.png





OEBPS/image/chapter_3278.png
Sm

*





OEBPS/image/chapter_4_28.png
m* -Varx =m* -






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart190.png
=1

Nlm

+2((n-1)-k+2-j-2)





OEBPS/image/chapter_3107.png





OEBPS/image/chapter_3.b.png
ne 13000-0.152119
1.584772

=1247.84





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart320.png
Vg1 = 06.8824





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart363.png
—

—((1-¢)- B® +&- p*) =5.038865





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart22.png
44+B+2I +3-(24+E)=12-Eg,(x)=g,.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart86.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart94.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart294.png
|Df=1





OEBPS/image/chapter_2398.png
_[0.4-0.6-45000" + 510.20408"

o

"1 0.4-0.6-45000+ 510.20408"





OEBPS/image/chapter_3136.png
M

,Vm=1,2,3,..






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart383.png
X, =56+(7—-30)-5





OEBPS/image/chapter_3233.png
W,
82 (
(1=
S/
n,





OEBPS/image/chapter_3144.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart189.png
N





OEBPS/image/chapter_346.png
1-f &

¥ X, = Wm "oy
Var(X, )=V, ,)=

n #&





OEBPS/image/Chapter_732.png





OEBPS/image/Chapter_71.png
P =12, min{k,x}





OEBPS/image/chapter_168.png





OEBPS/image/chapter_4_38.png
M-X

m-N-X

X, =

S
SN
1l
.
SN





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart231.png
nM,a,p





OEBPS/image/chapter_338.png





OEBPS/image/chapter_362.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart15.png
=T

—|=
It
It





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart5.png
D =[0,1]x[0,1]=1T .





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart134.png
|p| = =r*





OEBPS/image/chapter_3225.png





OEBPS/image/chapter_2327.png
TZ
|-
n

)-

400
3

{

8512
64

) 539.2857sec”





OEBPS/image/chapter_281.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart118.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart103.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart312.png
|[01]‘Ig3( x)dx

2 A+T






OEBPS/image/chapter_2408.png
A=Cv?=43858





OEBPS/image/chapter_2262.png
n-p=10





OEBPS/image/chapter_2190.png
d €[1,8]





OEBPS/image/chapter_39.png
Xomj





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart351.png
Xy =7+ B =460-0.960117"° =5.2290





OEBPS/image/chapter_3296.png
3
E W, P,=03-040+0.2-0.36+0.5-0.43=0.4070 = 40.7%

m=1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart66.png
2 (x,)





OEBPS/image/chapter_2149.png





OEBPS/image/chapter_3279.png
WS, /e





OEBPS/image/chapter_2173.png





OEBPS/image/chapter_2166.png
(n=30)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart81.png
[0,1]





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart174.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart238.png





OEBPS/image/chapter_2271.png
defo,1]





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart157.png
| S e -

Jeo i1

-





OEBPS/image/chapter_2343.png
VarX = EX* - (EX)’





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart255.png
P A it )5 1) (
sy iy ek AR A B (S R





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart166.png
13
L33k,






OEBPS/image/chapter_121.png





OEBPS/image/chapter_2360.png
[l

W |-

g





OEBPS/image/chapter_1141.png





OEBPS/image/chapter_1124.png





OEBPS/image/chapter_177.png
‘min ?





OEBPS/image/chapter_2102.png
LD -(Néy}-(N-Y)2)=f-(1-f)-N

22 N7

N-1

=(1-f)-n-S





OEBPS/image/chapter_2158.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart359.png
g(x,y)





OEBPS/image/chapter_192.png





OEBPS/image/chapter_3198.png
P Gm-m=123,..M






OEBPS/image/chapter_4_138.png





OEBPS/image/chapter_2181.png
7 €[000,036]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart401.png





OEBPS/image/chapter_2200.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart270.png
ol





OEBPS/image/chapter_290.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart196.png
R?





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart208.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart285.png





OEBPS/image/chapter_3127.png
w,-S,
Py =——=—",q, =C, M, ,Ym=123__ M

n

B





OEBPS/image/chapter_3216.png
2.82-(A-f)/n,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart374.png
X=(X,+Xx,

N-j+1

)/2,j=12,.,N





OEBPS/image/chapter_3240.png





OEBPS/image/chapter_3305.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart10.png
II =D =[0,1]x[0,1]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart305.png
2 (x)=g(x0)=4x"/[0,1]
g, (x)=g(xx)=(24+I)x /[0.1]





OEBPS/image/chapter_3161.png
W -S>





OEBPS/image/chapter_1117.png
= _25+34+60+x;
" .

Y6 =





OEBPS/image/chapter_2110.png
B[ 307 -5 Su-7)





OEBPS/image/chapter_3153.png





OEBPS/image/chapter_4_47.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart110.png
49 T7(2)-7-7-2-7





OEBPS/image/chapter_185.png





OEBPS/image/chapter_3323.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart368.png
X =119.752120





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart392.png
¥(B)=27500





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart214.png





OEBPS/image/chapter_3287.png





OEBPS/image/chapter_2247.png
y=p,s.s





OEBPS/image/chapter_4_71.png
=S

>





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart201.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart77.png





OEBPS/image/chapter_1133.png
WX+ W, Xy,





OEBPS/image/chapter_2425.png
)= 0.013653(%) .x€[0,120]

0 , x[0,120]





OEBPS/image/chapter_264.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart181.png
Xa.=f(X,B)=X,-B, X,=y=0, p¢{0,1}





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart74.png
6—g:72x7y+2:0
ox





OEBPS/image/chapter_4_7.png
AL
le,,,
=

.

NV./_H,

~|=
It





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart57.png
2-(24+T)+3-(A+E)=6-Eg,(x)=g;.





OEBPS/image/chapter_2253.png





OEBPS/image/chapter_4_53.png
S
[T
AZH
~i=
o
xzﬂ,
~i=
53





OEBPS/image/chapter_114.png
lim £, (X) = E,,(X)





OEBPS/image/chapter_2415.png
(x,—m)/w





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart148.png
1
= ;le(z—1j)k+ 7, J=vel,





OEBPS/image/chapter_131.png





OEBPS/image/chapter_2432.png





OEBPS/image/Chapter_723.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart23.png





OEBPS/image/chapter_210.png
p€{0.2:10*,0.25-10%,0.5-10*}.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart361.png
Y -1

=5.038827





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart142.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart20.png
g4(x): (xx/2)= 44+B+2I" 24 2A2+E.

x/x€[0,1].





OEBPS/image/chapter_274.png
Y \o,





OEBPS/image/chapter_2353.png
=+[s? =/470.7937 = 21.70sites






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart344.png
X=(1-¢)%+6% =

N
xl\

memz
Ll

((1-2)-B° +&- B°) = 3650.8660





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart125.png





OEBPS/image/chapter_257.png
X |-

X |~

iN=





OEBPS/image/Chapter_740.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart327.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart279.png
0, :(A/liA)z+(B/17B)z+(r/l 7F)2+(A47A)2+(E4‘7E)2 >0





OEBPS/image/chapter_353.png
S,i,m=1,2,3,...,M





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart321.png





OEBPS/image/chapter_4_100.png





OEBPS/image/Chapter_734.png
K






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart248.png





OEBPS/image/chapter_2336.png
fx)

|

h»(%) L x€[0, 8]
0, x€[0, 5]

v

-1





OEBPS/image/Chapter_717.png
Pur





OEBPS/image/chapter_2319.png
A=Cv?





OEBPS/image/chapter_370.png
“|





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart225.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart268.png
Xy, =7-1.02'" = 65.602056.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart136.png
)





OEBPS/image/chapter_3118.png
w?.
S?
M
w?

. S?

V(x,) 27 D
+
“ N,

“ ’
—

~





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart3.png
D] =1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart179.png
C=DnH"





OEBPS/image/chapter_259.png





OEBPS/image/Chapter_73.png
P





OEBPS/image/chapter_3223.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart292.png
A=g,=-3
872878 5+6-3

2 T2
4_Biz28 3+6 4

3 3

4





OEBPS/image/chapter_372.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart101.png





OEBPS/image/chapter_364.png





OEBPS/image/chapter_2388.png
85000
1

T4 ———
3.8416-85-10

ny =





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart353.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart159.png





OEBPS/image/chapter_2264.png





OEBPS/image/chapter_3231.png
W,
82 (
(1=
Sl
n,





OEBPS/image/chapter_3146.png
n,, m=123_.M





OEBPS/image/chapter_1150.png
1

%, =(4°58)° =5.4288. ,, = 62145, ,, = 72685, ¥, ;= 78297.





OEBPS/image/Chapter_730.png
S by, =12,k





OEBPS/image/chapter_3189.png
.0, =1-P,,m=123,_.M





OEBPS/image/chapter_2345.png
v==2 +7\/1+ A





OEBPS/image/chapter_344.png
M U 1-
e = 2, )=\
Var(X,, p) = Var(x“vp) = };l W, -Var(x,) ,,.};1 o






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart210.png
Varx, -Var¥ ., :f—;(kz 71)7¥-ﬁ—-(1\1+1)7 lii ((N+1)-(k 1)~ +1)





OEBPS/image/chapter_1122.png
X2





OEBPS/image/chapter_2202.png
ow,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart13.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart253.png





OEBPS/image/chapter_123.png





OEBPS/image/chapter_2245.png
n-p-(1-p)
= n-1





OEBPS/image/chapter_166.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart172.png
X:%»(121+18+89+...+92+203):77.97





OEBPS/image/chapter_2121.png





OEBPS/image/chapter_2164.png





OEBPS/image/chapter_4_136.png
X :ix”i =123,...n
m





OEBPS/image/chapter_3251.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart92.png
V(x,)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart303.png
D =[0,1]1x[0,1] = FIf





OEBPS/image/chapter_3294.png
W_"-(N".P".Q".C"]E
(N, -1)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart272.png





OEBPS/image/chapter_2273.png
p(-p)
nETor





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart84.png





OEBPS/image/chapter_2192.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart41.png





OEBPS/image/chapter_194.png
XA’ = (1320)"‘“., +(%o)'xm-





OEBPS/image/chapter_3138.png
M

,Vm=1,2,3,...,






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart168.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart83.png





OEBPS/image/chapter_1107.png





OEBPS/image/chapter_1135.png





OEBPS/image/chapter_3151.png
V(x,)=0.313,





OEBPS/image/chapter_2100.png
N =
A=ZYIZ'VarZ, +NE:EY,<Y/ »COv(z,,zj)=f»(1-f)§Y,2-2»%»2}741’]
=1 i=1 i<, i=1 - i<j

J





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart216.png
2
z, = a<0.75»(%) om=012, k.





OEBPS/image/chapter_187.png





OEBPS/image/chapter_1143.png
Ex=ExX=X=u

5(n.N)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart79.png





OEBPS/image/chapter_3303.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart323.png
Ae[0,1]





OEBPS/image/chapter_2338.png
ff(x)dx =1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart366.png





OEBPS/image/chapter_266.png
N-1
J;')(yl+y2+yz+---+yn)=(n_l)'(K+Y;+)73+...+YN)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart194.png
N>





OEBPS/image/chapter_4_73.png
]

m:- p, <> X;





OEBPS/image/chapter_1109.png
[

W

W,

2

13
42

%

] _





OEBPS/image/Chapter_719.png
P





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart287.png
24+34=6-Eg (x)=§





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart55.png
gj(x):g(x,x):(ZAJrf)-xz+(A+E)-x/xe[0,l].





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart151.png





OEBPS/image/chapter_2171.png
(n=30)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart12.png
_24+34

1
):‘[O,I]IIgl( x)dx





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart372.png
X =X, — Ax; :117—0.254(245—21):119.75.





OEBPS/image/chapter_37.png





OEBPS/image/chapter_2430.png
3W:/,~H,





OEBPS/image/Chapter_725.png





OEBPS/image/chapter_1115.png
_ 20+25+34+43
e =305





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart259.png
2

2
5= N (1) =22 180181 -169.6875
12 12






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart21.png





OEBPS/image/chapter_2423.png
v==2++1+4=0.6383





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart123.png





OEBPS/image/chapter_4_128.png
-1
Ty = L‘F# +1=8.
500 7.1978





OEBPS/image/chapter_2351.png
=m+

w1
n

=40+

16-29

=47.25sites





OEBPS/image/chapter_272.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart325.png
53 =3.8777





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart246.png
(ﬂ+1)»2ﬂ’” :,6"+2»Niﬂ” +1





OEBPS/image/chapter_351.png
Var(

stp

)=N?-Var(X,

X,,)=

=

N (N—n)

52





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart116.png





OEBPS/image/chapter_4_51.png
PAE
NV:/_H,

<
NV:/_H,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart318.png
=400-y, s =2743.84.





OEBPS/image/chapter_3325.png
o Su.- 1)
n





OEBPS/image/chapter_2317.png
e -5+4/1+8-4

2





OEBPS/image/chapter_3289.png
(w, »sm/\/a)'%',





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart203.png
Varx,, = V(Z‘_):’%(NZ —1-F o (n? 4)):%(k2 -1)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart76.png





OEBPS/image/chapter_2417.png





OEBPS/image/chapter_3218.png
V(x,)=10/15=2/3.





OEBPS/image/chapter_4_5.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart223.png
z(r,t)





OEBPS/image/chapter_116.png
EX=u=X-=

==

=





OEBPS/image/chapter_3331.png
_ 41-82-3600
3600V +577





OEBPS/image/chapter_159.png
Ex=EX=u





OEBPS/image/chapter_2238.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart394.png
Y =a+(j-1)p.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart144.png
N





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart346.png
b =Inp=-0.0407





OEBPS/image/chapter_4_45.png
m,

#m,

) -





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart48.png
g(x,9)=f(x,9)—H = 4x" + 4y’ + I'xy + Ax+ Ey / x €[0,1].





OEBPS/image/chapter_238.png
(iii)
Cov(z, )=

-n n\y -f-10-1)
N»(N-l)(l_ﬁ)' Nop N





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart187.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart43.png
k

k 1o
E%, =} P(%,,)%,, :;Zx:.\wj

= =





OEBPS/image/chapter_2436.png
dv(d) _
ar






OEBPS/image/chapter_1152.png





OEBPS/image/chapter_285.png
OB R






OEBPS/image/chapter_4_66.png
T
L





OEBPS/image/chapter_110.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart355.png
—— =68.3251






OEBPS/image/chapter_4_90.png





OEBPS/image/chapter_2.png





OEBPS/image/chapter_196.png
E,(X)=EX =8.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart251.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart340.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart19.png
k=[N/n]





OEBPS/image/chapter_3101.png





OEBPS/image/Chapter_736.png
SK, J=12






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart46.png
g(x,y)= g (F.25)=6(25) +7(25) -2 -22-33L = -0.526946






OEBPS/image/chapter_2347.png
0, XE(-»,0)

Vel

F(x)=- [é) . x€0.6]

1,  xE(B.+x)





OEBPS/image/chapter_3187.png
Sy B (1-F,)

= I





OEBPS/image/chapter_3310.png
2

5 - g2 . 2
0= ( s ;a/l ) _ N ;;96 _ 023708;-2328416 —2284.5035






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart85.png
:{(xy x+y° RZ}=H





OEBPS/image/chapter_3116.png
2

vz v )= 3 7 g

=} m





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart170.png





OEBPS/image/chapter_125.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart340.png
=y " =4.1.2"1 =3639.7753





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart355.png
4A+2u=3





OEBPS/image/chapter_3268.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart227.png
|D]| = 2004 sec .





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart227.png





OEBPS/image/chapter_1128.png





OEBPS/image/chapter_4_9.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart170.png
C=DnH"





OEBPS/image/chapter_4_134.png
1-5;





OEBPS/image/chapter_2332.png
27 (1+v) 29713674

==——"="—=0.00325
( 5- a)v+l 10057





OEBPS/image/chapter_4_19.png





OEBPS/image/chapter_2130.png





OEBPS/image/chapter_327.png
Ex, =X,,m=123,..M





OEBPS/image/chapter_1113.png
s2
o

x
'
5





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart301.png
81436, 54 , 9 135 _
42432
100 100 " 10 100

&nex = 8(%7) = 8(.55) =3





OEBPS/image/chapter_2106.png
=

Y.z





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart387.png
X =2866, $* =2.83-10°.





OEBPS/image/chapter_3253.png
12,3

,Vm






OEBPS/image/chapter_13.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart114.png
V(%,) <V (%ira)





OEBPS/image/chapter_3140.png
B =Var, + (g + e on, |





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart298.png
a=1100





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart58.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart212.png
2
Vark, -Vark,;, :'f—z(k—N)-(k—l)<0





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart75.png
Var(x,))=V(x,)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart316.png
g(xy)=f(xy)-H=-4x"-4y" +11xp





OEBPS/image/chapter_1167.png





OEBPS/image/chapter_2290.png
n=2124





OEBPS/image/chapter_2145.png
P N5 (N-n\_ ., ,1-f
VﬁrY:v(Y):sf,: " ( v )—N K "





OEBPS/image/chapter_28.png





OEBPS/image/chapter_181.png
w-(=3)+w,-5





OEBPS/image/chapter_2162.png
n =30





OEBPS/image/chapter_3155.png
e )m
n






OEBPS/image/chapter_3125.png
M

12,3,

> PG ER





OEBPS/image/chapter_2177.png
(

N?

Zan S

EE-





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart185.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart70.png
|D|=1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart90.png





OEBPS/image/chapter_3172.png
V(y,) =0.373143077





OEBPS/image/chapter_2364.png
SZ=L3 AL
3_12()(,_)?)2 =(—1)2+02+1z
2 =1





OEBPS/image/chapter_2275.png
;- p(1-p)N-nN
— =d





OEBPS/image/chapter_4_farn_Bpart.new.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart372.png





OEBPS/image/chapter_268.png





OEBPS/image/chapter_3283.png
S





OEBPS/image/chapter_2419.png
912.6984sec’

T\ 400
-2 |=—-|14
n 63





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart153.png
Z/





OEBPS/image/chapter_3259.png
1 1

Cr =121001% = 773334





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart242.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart129.png
g F (. v)dxdy





OEBPS/image/chapter_3196.png
0,=1-P,. m=123,..M.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart29.png
1 %
Ly =< (vo + 43+ 32) = [y, 3,= 1 (5,),i=0,12.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart153.png
[l
==

s
i

=





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart259.png
sy =

7B )

{0 )= (7 )





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart7.png
(n+1)xk





OEBPS/image/chapter_381.png
f(x)=€">0,YxER.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart281.png
b =InB3=0.001798.





OEBPS/image/chapter_142.png
Esi(n-1)-57| =

H

-5
2
X‘_OK&I

E50(
n)-S?

=0





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart257.png
X, =12+(1-1)-0.25,1=1,2,..,180.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart325.png





OEBPS/image/chapter_3212.png





OEBPS/image/chapter_3244.png
min _ 28600 —3100 ~5100.






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart281.png
g(xy)=f(xy)-H=A4x"+ 4y  +Ixy+4x/D





OEBPS/image/chapter_2204.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart34.png
)2
o J
=1,2
)3
ok





OEBPS/image/chapter_229.png
o(n,N)—%—{0,1}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart244.png
S2= 4 (ﬂ 71)

T (CEEETS Yl





OEBPS/image/chapter_357.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart14.png
g,(¥)=g(0,y)=By*+Ey/ye[0,1].





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart31.png
g(x,y):f(x,y)-H:sz +By’ +Ixy+Ax+Ey





OEBPS/image/chapter_4_36.png





OEBPS/image/chapter_157.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart396.png
D=[0.1]x[0.1]. |D| =1,





OEBPS/image/chapter_3316.png





OEBPS/image/chapter_2219.png
—| =

==





OEBPS/image/chapter_2236.png
u;, €I1





OEBPS/image/chapter_270.png
d, €





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart310.png
Eg, (x) :mj‘;gl (x)dx =





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart9.png
g.(x)=g(x,y=9¢(x))=g(x.¢(x))-





OEBPS/image/chapter_325.png
=18






OEBPS/image/chapter_253.png
=l

B

V=





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart387.png





OEBPS/image/chapter_4_60.png





OEBPS/image/chapter_342.png
i#j.





OEBPS/image/chapter_2308.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart49.png
= i((] 9/)2+(}Sy.fiX) +2(‘(/ Ty (T





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart185.png
C=DnH",





OEBPS/image/chapter_214.png
MeéyeBog tov Asiypatoc n<N, nEN





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart301.png
1100





OEBPS/image/chapter_2404.png
w-T, 20-(-4)

X=m+ L=70+ =68.75sec

n





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart168.png
X, Ax, +u),k=12.3,..,n,
3 & k





OEBPS/image/chapter_3301.png
= 0-146977-1.669013
- 0.241991

{000

=1065.40
0.0002 +





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart210.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart296.png
a—g:76x+4y+3:0
ox





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart370.png





OEBPS/image/chapter_310.png





OEBPS/image/chapter_4_75.png
w —
m-p=—<>X





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart316.png
Vg =06.8739





OEBPS/image/chapter_3327.png
Var(s,) =V(z,) = ZWH So-1)





OEBPS/image/chapter_2379.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart114.png





OEBPS/image/chapter_2421.png





OEBPS/image/chapter_396.png
3
M = HA,W' =15.23





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart357.png
Aeli il i m = pelo]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart44.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart87.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart314.png
g(xy).





OEBPS/image/chapter_3312.png
S2 =144





OEBPS/image/chapter_127.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart381.png
X =(%+%,)/2=(117+122.5)/2=119.75.





OEBPS/image/chapter_26.png





OEBPS/image/chapter_2160.png
N(u,0")=N(¥,S%)-





OEBPS/image/chapter_240.png





OEBPS/image/chapter_4_21.png
Es? =S}

) -





OEBPS/image/chapter_1169.png
A &
——>R, A=
=[a,b]C R





OEBPS/image/chapter_283.png
N

Z(yl+y2+y3+ +Y,) ( ) 2





OEBPS/image/chapter_4_64.png
;i

XIJ
EX = :1+0+0+1+1+0+...+1+0

i
m, m

2,3

N

-p,i=1

;





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart357.png
ﬂ<





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart88.png





OEBPS/image/chapter_1126.png





OEBPS/image/chapter_3170.png
V(y,)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart45.png
N =0modn





OEBPS/image/chapter_4_132.png
2
1.5





OEBPS/image/chapter_112.png
E, (Xi)= EN(X)





OEBPS/image/chapter_155.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart140.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart183.png
N
iM=

iM=

(a+(m—1)»,6):N<a+ﬂ<i(m—l)

=1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart342.png





OEBPS/image/chapter_198.png
-3-w +36-w, =





OEBPS/image/chapter_3227.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart385.png
X, =56+(7—-30)-8





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart7.png
g(x,y)=f(x,y)-H=4x+By’ + I'xy+ Ax+ Ey





OEBPS/image/Chapter_738.png
SIS
<=





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart17.png





OEBPS/image/chapter_4_104.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart183.png
X, % € {1, 2,...,q} k=12,..,m,





OEBPS/image/chapter_3270.png
s2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart73.png
PET( T -F) 233(404)

“kn(n-1).S(N-1)/N (n-1).8(N-1)






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart30.png





OEBPS/image/chapter_140.png
1 < =2 1 < L2 -2
Xn-1)=—r -x)=—-IVx'-n'Xx
-2 3w ) _1{2 }





OEBPS/image/chapter_11.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart229.png
z(r,t) =M, -e (.,





OEBPS/image/chapter_183.png





OEBPS/image/chapter_2147.png
VarY





OEBPS/image/chapter_2104.png





OEBPS/image/chapter_3298.png
.B,0,c, )
™. -1






OEBPS/image/chapter_3114.png
Var(x,) =V (X,)





OEBPS/image/chapter_3157.png
S? =25,57 =14,82 = 40,57 = 36,52 = 49,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart72.png
g(xy)





OEBPS/image/chapter_329.png
st.p

]

K
¥





OEBPS/image/chapter_4_119.png
1-5)





OEBPS/image/chapter_1111.png





OEBPS/image/chapter_1154.png
E4(X)=1\7=w1‘xm W, X





OEBPS/image/chapter_2175.png





OEBPS/image/chapter_2260.png
Vary





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart329.png
xe[0,1]





OEBPS/image/chapter_2132.png
(n—l)-A=2( )2+2( )-22@ D@-1





OEBPS/image/chapter_3185.png
1

V(P:z,,,) = F

N, _nm).P""i

1-P,

m

'm





OEBPS/image/chapter_3142.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart155.png
b V*X:(Nin-kik)-j
e 1 'Zk "
k-n-(n+1) ZI:.X(H)W

Jev =]





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart198.png
sy

=Sq.5





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart60.png
—_— vl 2 2
Varx,, <Varx,, < S <8

sy





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart112.png
46 ):&—2-(1+(71—1)-¢§) 24367 (1+2+(~0.4686)) = 0.5164

ks n





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart283.png
Y=InX=a+(m-1)-b =1.609421+(m—1)-0.001798





OEBPS/image/chapter_4_49.png





OEBPS/image/chapter_2249.png
=S g _1=f N-P-A-P)

Ve
ap n n N-1





OEBPS/image/chapter_2206.png





OEBPS/image/chapter_2390.png
AZ
.
p(1-p)
vz |

1+
p-(1-p)





OEBPS/image/chapter_3285.png
2z =1.02041
r+





OEBPS/image/chapter_398.png
3
M, EWI‘A’ =51.90





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart370.png
X, =100+(7-30)-5.





OEBPS/image/chapter_355.png
% NP Ll A
V(@,P)=;Wm -





OEBPS/image/chapter_312.png
i





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart285.png
Pt

=4.999914.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart242.png





OEBPS/image/chapter_227.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart198.png
IT =D =[0,1]x[0,1].





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart32.png
X, :Z}xy, 7=1,23,..,k





OEBPS/image/chapter_2234.png





OEBPS/image/chapter_3129.png
=AER, Vm=1273,. .M

J—J_





OEBPS/image/chapter_2277.png
p1-p)=025





OEBPS/image/chapter_3242.png
~>





OEBPS/image/chapter_3214.png
282 (- f)/n,





OEBPS/image/chapter_3257.png
I AL

Iz Im





OEBPS/image/chapter_2362.png
X%, €





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart129.png
l}(f )>V(xAm)





OEBPS/image/chapter_4_117.png
M -(0.69,1.87) =5000-(0.69,1.87) = (3450,9350)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart9.png
Uppss j=12..v





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart214.png
maxk = [ﬁ}
2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart257.png
7 (67 1)

) () ey (- ) =
o o (e )l





OEBPS/image/chapter_2334.png
F(x)=

0, xE(-»,a)

L (x-a)™, x€la, % =
v+l

1

1 xe M)
vl O XA

1, xE[B,%)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart298.png
g(xy)





OEBPS/image/chapter_4_102.png
>m,






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart255.png
185.6250






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart385.png





OEBPS/image/chapter_255.png
&





OEBPS/image/chapter_2377.png





OEBPS/image/Chapter_721.png
Dox





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart140.png





OEBPS/image/chapter_2406.png
—s? =\1077.7778 = 32.83sec






OEBPS/image/chapter_298.png
Var(n-y)= Var(

Vary =

2

n





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart342.png
X =3639.7753





OEBPS/image/chapter_3229.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart212.png
0.75-ax®






OEBPS/image/chapter_4_77.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart59.png
54+2I+3-(24+E)
12

1 1
Fe ()= e (e =





OEBPS/image/chapter_4_34.png
Esl2 = Sl2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart229.png





OEBPS/image/chapter_2434.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart155.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart112.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart16.png
2B+3E=6-Eg,(y)=8,-





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart314.png
Y=N7T =2743.8400.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart283.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart240.png
(&) t=A-r





OEBPS/image/chapter_4_62.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart329.png
Ysy-10





OEBPS/image/chapter_340.png
Var(Al’“p):Var(Z,vP):iW:-Var(fm)+2' S S Cov(s, %)

1l STeM





OEBPS/image/chapter_3314.png
C,, =2400€





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart127.png





OEBPS/image/chapter_4_130.png





OEBPS/image/chapter_2349.png
P=a+xw=0+516=80=79=X__





OEBPS/image/chapter_212.png





OEBPS/image/chapter_2306.png
h-(x-a)’, xE[a,%E
@ =1h-(B-x)", xE[ZE, /3] v=-1
0, x[a, ]





OEBPS/image/chapter_383.png
f'(x)=0





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart215.png
N+1






OEBPS/image/chapter_2118.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart312.png
Yoor=4-1.0025%° =8.251. Yar;=4-1.0025°®° =8.460 . Y.=4-1.0025% = 4.420.





OEBPS/image/chapter_153.png





OEBPS/image/chapter_4_23.png





OEBPS/image/chapter_2312.png
VarX = EX* —(EX)* = EX? - 1/*





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart118.png





OEBPS/image/chapter_2134.png





OEBPS/image/chapter_250.png
ije{123,.... N}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart150.png





OEBPS/image/chapter_24.png
y=x(mod p),y<p.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart111.png





OEBPS/image/chapter_315.png
1 Q&

N _IZ(XW-X' y
m) -m=123....M

m






OEBPS/image/chapter_218.png
1 &
Méon T Tov Astypotog: y = % =— 2 v
n =





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart97.png





OEBPS/image/chapter_3329.png
(2W S, /J—) (EW S, \/Z)

y+l. 2W -S2






OEBPS/image/chapter_4_114.png





OEBPS/image/chapter_1101.png
X =—(2+432+33+36+39+44)=31.

ml»—-





OEBPS/image/chapter_2215.png
o

=
3

4

“Varx





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart50.png
= ohe

() =

24+34






OEBPS/image/chapter_2197.png





OEBPS/image/chapter_2375.png





OEBPS/image/chapter_2391.png
FENE





OEBPS/image/chapter_2359.png
XE(-,0)
13959
) . x€[0,80].

XE(80,+ )





OEBPS/image/chapter_2294.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart63.png
N-1

Var,, ~Var¥ == gD /gy

N wsy n






OEBPS/image/chapter_1164.png





OEBPS/image/chapter_137.png





OEBPS/image/chapter_331.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart231.png
=a+(m-1)-f,me N





OEBPS/image/chapter_234.png
I
=|=

S e
)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart134.png
V(%) <V (Xyra)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart47.png
- N-1 k-(n-1) $
Varx, =V (x,) = TS N Sus





OEBPS/image/chapter_2278.png
p(-p)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart327.png
g(x,y)dydx II sz +ny)d dx =

4A+3F
12






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart352.png
AA+2u=3





OEBPS/image/chapter_378.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart246.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart271.png
X, =30.774573.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart2.png





OEBPS/image/chapter_3104.png
52

=M
w,
S





OEBPS/image/chapter_3210.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart158.png
ID| =1





OEBPS/image/chapter_369.png





OEBPS/image/chapter_288.png
~>





OEBPS/image/chapter_1139.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart190.png
AZ = AZ =min,  AZ





OEBPS/image/chapter_297.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart181.png
C=DnH"





OEBPS/image/chapter_3183.png





OEBPS/image/chapter_1148.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart294.png
Y,

1450 —





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart239.png
17 = D =[0,20]%[0,10].





OEBPS/image/chapter_4_93.png
100-(1-a)%3d.e. P= {0.702 +3.182- \/0.0012} = {0.592,0.812}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart54.png
(N-1)-8"=n-k- Varx,, +k-(n-1)- S?

sy





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart34.png
Eg, (u,)





OEBPS/image/chapter_3264.png
(7, s, /\/Z)L1





OEBPS/image/chapter_1171.png





OEBPS/image/chapter_2188.png
S? =625.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart375.png
X=2672





OEBPS/image/chapter_2269.png
- p(1-p)1-1)
— =d





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart240.png





OEBPS/image/chapter_2321.png
xk=1333Inn.





OEBPS/image/chapter_4_14.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart143.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart206.png
§*<S:

sy





OEBPS/image/chapter_241.png
i€f123,....N}





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart109.png
37 _-71+15-7-5
3 3





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart88.png





OEBPS/image/chapter_2303.png
u =f:x<f(x)dx





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart305.png





OEBPS/image/chapter_2285.png





OEBPS/image/chapter_2224.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart127.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart120.png





OEBPS/image/chapter_4_121.png
-1
ny = L+; +1=7.
500 6.6118





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart25.png
A+4B+2I +3-(A+2E)=12-Eg,(y)=8;-





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart366.png
2 _
s; = i 'sz,l =1.01%-5
j=39,40,41

-1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart104.png
= 1

213 j [f(x,3 )dxdy -





OEBPS/image/chapter_2141.png





OEBPS/image/chapter_3192.png
V(x,)=V





OEBPS/image/chapter_4_105.png





OEBPS/image/chapter_3158.png
V(7,)=04.





OEBPS/image/chapter_3255.png
C,, =17612 + 440 =18052€.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart269.png





OEBPS/image/chapter_2400.png
h-x", xE[O,g]
f(x)= h'(ﬂ—x)v,xe[g,ﬂ] v#-1 h
0, x¢[0, A1

_2-(+v)
ﬂvﬂ






OEBPS/image/chapter_2125.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart287.png





OEBPS/image/chapter_3176.png
V(3,) = 0.373143077





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart343.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart280.png
D =[0,1]x[0,1]=IT





OEBPS/image/chapter_4_79.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart72.png





OEBPS/image/chapter_3201.png
W\ P @ "





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart264.png
_ X, 8877693
=T Lo T





OEBPS/image/chapter_4_86.png
(P1> P> P3-P4) =(0.714,0.619,0.667,0.810)





OEBPS/image/Chapter_749.png





OEBPS/image/chapter_3271.png
w, .S, /e,

m Pm ‘m





OEBPS/image/chapter_2368.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart41.png
5x3





OEBPS/image/chapter_3122.png





OEBPS/image/Chapter_79.png
Pesr





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart336.png
D =[0,1]x[0,1] = I7





OEBPS/image/chapter_279.png
N
j=1,2,3,...,( )
n





OEBPS/image/chapter_385.png
f(x)=€" —x=0,VxER





OEBPS/image/chapter_31.png





OEBPS/image/chapter_3111.png





OEBPS/image/chapter_3248.png
w -S2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart197.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart382.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart253.png
52 =185.6250





OEBPS/image/chapter_146.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart61.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart222.png
X:N'{g+ﬂ»%}:N<A_’:168»9665:162372





OEBPS/image/chapter_4_32.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart359.png
X, =X, /p* % 0.500000





OEBPS/image/chapter_3282.png
W, -S?





OEBPS/image/chapter_2208.png





OEBPS/image/chapter_1155.png
min>





OEBPS/image/chapter_2231.png
=é»{2sz +é((Xl +X,-2X,)" +(X, -2X, + X,)* +(-2X, + X, +X3)2)}=





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart18.png
2:(A4+B+I')+3-(4+E)
6

1 1
P, ()= (o=





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart52.png
2 (¥)=g(0,y)=4y"+Ey/x€[0,1].





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart38.png
N = O0modn





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart174.png





OEBPS/image/chapter_225.png





OEBPS/image/chapter_2195.png
d €[1.8]





OEBPS/image/chapter_2152.png





OEBPS/image/chapter_3169.png
ulwo.s \
e [ 5

Al Ve, ) (200-15)-3.6041
- 2 34784

=78.64





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart95.png
Dn(C)=C





OEBPS/image/chapter_3266.png
(w, s, /\/Z)ﬁ





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart152.png





OEBPS/image/chapter_2292.png
hel





OEBPS/image/chapter_5.diorthosis.png
. i(”*l)'-%—nw}

Jeoa





OEBPS/image/chapter_2136.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart330.png
Voo





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart373.png
X, =100+(;—-30)-5





OEBPS/image/chapter_2179.png
nz fi(N,h,a)= {( h

Zai2





OEBPS/image/chapter_151.png





OEBPS/image/chapter_2373.png
Varx,

erav





OEBPS/image/chapter_2330.png
) 100Z

> =0.41747- =3.9860






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart132.png
X =8.375





OEBPS/image/chapter_4_68.png
m-P<< X





OEBPS/image/chapter_295.png
VarM =Vary = E(7 -7 )





OEBPS/image/Chapter_711.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart29.png
wsy





OEBPS/image/chapter_4_25.png
<l





OEBPS/image/chapter_22.png
rxm





OEBPS/image/chapter_1162.png





OEBPS/image/chapter_252.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart310.png
1

1 1
ﬂ:[&]m :(10.487 346 .
Y, YTy B





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart99.png
IDI f(x.y)dxdy





OEBPS/image/chapter_2393.png
2
45000-(1+ 0.0112245
04-0.6
= +1

1+ 45000-0.0112245”
04-0.6

y





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart195.png
s2

sy

N-(n+l)-k:s:2”





OEBPS/image/chapter_2438.png
1]
€[o,
Wy

Wys





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart116.png





OEBPS/image/chapter_216.png
Zovoho (G6porspa) Tov Asiypatog(**):y= 2 ¥





OEBPS/image/chapter_2217.png
1

& 2
= ) (x, - =
o &0

=

A

o _N-18 N-1(N-nS
n N n N-n N-n





OEBPS/image/chapter_387.png
e 2x,VxER





OEBPS/image/chapter_392.png
Zw,-ftzljﬂ





OEBPS/image/chapter_171.png





OEBPS/image/chapter_3181.png
P (1-p,). m=123...M






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart56.png
N=0modn





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart318.png
8A+3F

Eg(x,) = [ ey v =20 = 0.0833

2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart65.png
N=0modn





OEBPS/image/chapter_3131.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart32.png
5x3





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart273.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart167.png





OEBPS/image/chapter_4_95.png





OEBPS/image/chapter_3174.png
V(3,,)=10267*7".





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart350.png
24+202+ T 44+307 _
6 12

AZ = 0





OEBPS/image/chapter_139.png





OEBPS/image/chapter_324.png





OEBPS/image/chapter_15.png
Rn





OEBPS/image/chapter_4_16.png





OEBPS/image/chapter_367.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart4.png





OEBPS/image/chapter_3.b1.png
3
EW"’ -P,=025-0.45+0.45-0.38+0.30-0.42 = 0.4095 = 40.95%
1






OEBPS/image/chapter_4_59.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart217.png
X, =48+(m-1)-11





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart237.png
_z_ 1
w=Z= \| <JJz(r,t)drdt =8549697

(Bl





OEBPS/image/chapter_243.png





OEBPS/image/chapter_286.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart192.png
C=DnH".





OEBPS/image/chapter_4_112.png
Var? = Vary





OEBPS/image/chapter_1137.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart99.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart125.png
X =8375





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart296.png
Y, =1040.577, Y,,s =1019.161, Y,,, = 892.066.





OEBPS/image/chapter_322.png





OEBPS/image/chapter_2143.png
N-n





OEBPS/image/chapter_17.png





OEBPS/image/chapter_3194.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart380.png
Y(B)=25000





OEBPS/image/chapter_2402.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart102.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart267.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart27.png
A=-8+8+8
B=—8,+&+&
B8

2
428282848
3
o 2802818 28,

3





OEBPS/image/chapter_144.png
E(X)=X=w Xy +w, X,





OEBPS/image/chapter_2186.png





OEBPS/image/chapter_4_107.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart224.png
N+1_168+1
2 2 T

84.5






OEBPS/image/chapter_223.png
0€8(n,N)





OEBPS/image/chapter_2109.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart188.png





OEBPS/image/chapter_1.png
a-X+b,InX,coshX,a- X*+b-X+c,a X’





OEBPS/image/chapter_4_30.png
Es} =S!






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart36.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart201.png
= 1
w=Z=r"0 y)dydx=..= %
o [/ Covsdvde==7.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart244.png
-(1-¢™), B=20-(0.007087+0.011191-2)





OEBPS/image/chapter_3102.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart338.png





OEBPS/image/chapter_3273.png
CEWS/f
E(WS\/—)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart145.png
N =0modn





OEBPS/image/chapter_2301.png
f: f(x)dr=1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart70.png
k-n-(n-1)/2





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart165.png
IT =D =[0,1]x[0,1]





OEBPS/image/chapter_2222.png





OEBPS/image/Copyright_KALLIPOS.jpg





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart122.png
T={C:C=Dn(C)}-





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart61.png
A=-8,+8& +&
EEg

2
4282 - &

3
P28 2t 2

3





OEBPS/image/chapter_3239.png
V(X,)=6/20.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart368.png
5
53 =3 (%0 ~ T )| =26.3886292-1.01° = 26.916636

)





OEBPS/image/chapter_3318.png
W, S,/ \Jen





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart388.png
¥ =27500.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart289.png
{ttyy U





OEBPS/image/chapter_3203.png
w,

“Pm G





OEBPS/image/chapter_3246.png
=9610000 = 9.61-10°.S; = 26010000 = 26.01-10° S; =16000000 =16-10°.






OEBPS/image/chapter_1157.png





OEBPS/image/chapter_3280.png
W s =t
L 2 .Cm)m





OEBPS/image/chapter_394.png
=]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart172.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart345.png
g(x,y)dydx :H(Ax2 + I_xy)dydx
D

_44+30°
12






OEBPS/image/chapter_3124.png
V.-C =
1Co= 00y, my, . my) (
sty ) =

M

WS,

n,
'm

i





OEBPS/image/chapter_2323.png
xk=1333-Inn=1.333In64=5.54.





OEBPS/image/chapter_2116.png





OEBPS/image/chapter_2366.png





OEBPS/image/chapter_3167.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart138.png
p= RZ—(aerﬂz)





OEBPS/image/chapter_317.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart266.png
X, =7-1.02"





OEBPS/image/chapter_2150.png





OEBPS/image/chapter_2287.png
p=033





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart303.png
§_ VitV _ 9402+9400
2 —

=940.1





OEBPS/image/chapter_4_88.png
3l

1+49+9+381

847

)

= = =0.0066
756





OEBPS/image/Chapter_747.png
N:ﬂ:w:g%oo_
@ 90





OEBPS/image/chapter_2339.png





OEBPS/image/chapter_1160.png
{20,34,48}





OEBPS/image/chapter_390.png
Hﬁ2

= =





OEBPS/image/chapter_293.png
Ey=EM =Y





OEBPS/image/chapter_2355.png
A=Cv?=0.459372 = 4.7403





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart290.png
— +
Vm = L Vsoum zyxo”” =a+(39+m)-b






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart193.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart54.png
24+3E=6-Eg,(y)=8,-





OEBPS/image/Chapter_75.png





OEBPS/image/chapter_1144.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart27.png
5y





OEBPS/image/chapter_2170.png
100'(1—a)%§.£.={N')_): Py L €k ")}

n





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart339.png
X, =X =3639.7753





OEBPS/image/chapter_2258.png
N-(N-n)
n-1

VarY = v(Y) S},P p-(1-p)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart235.png
(r,t) =9692594 . g (VVEEIrFUOLITIL






OEBPS/image/chapter_4_82.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart332.png
g(x,)





OEBPS/image/chapter_4_2.png





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis3.png





OEBPS/image/chapter_2154.png
N-n=30.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart93.png
(1)





OEBPS/image/chapter_1159.png
xeZ





OEBPS/image/chapter_117.png





OEBPS/image/chapter_389.png
1?;





OEBPS/image/chapter_2138.png
Es® =

B
1=
—

z|=

(N-1)-87 -

N-

‘S2}=...=S2





OEBPS/image/chapter_2413.png
f=1"
0,

(—) <El04]
<#10.4]

=-1,

v





OEBPS/image/chapter_2251.png
L Y pa- P-(1-P)
Ep-(1-p) =" P (1= P) < P(





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart38.png
g(x,y):f(x,y)—H:6x2 +7y° -xy—2x-3y.





OEBPS/image/chapter_374.png
Sas(e) -Te





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart274.png





OEBPS/image/chapter_4_97.png
—1+1
N +

Z'N
L e





OEBPS/image/chapter_277.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart177.png
13 2

=52 (X, - 7797) =3349.13

=]





OEBPS/image/chapter_3309.png
EW .82 = EW Mo B On 93787






OEBPS/image/chapter_3334.png
3600V =41 =577 =1104





OEBPS/image/farmakis_cover.jpg
NikoAaos Oapudkns

AciypatoAnyia
Kal Ecpuppoyés
[@%t;w 5

(

ONC = 1 1

Sﬁ 1)

.74 1/6°O<5 1/)C 1 Z
gl Xl 2i 1 ?ﬁ\i

A N7/‘3*%

19
NG =
> 6 Xaoo Y 5 lEZX98>x</ ) E

BE/XI 4 é%ﬂ: 6\FOCX'§27’Z500 ity

//

M






OEBPS/image/chapter_1105.png





OEBPS/image/chapter_4_110.png
(7,-F) =0232.

M

2 _
s =





OEBPS/image/chapter_335.png
LY M
Var(z\_'“p) =Var(x, )=y W} —=

st.p





OEBPS/image/chapter_4_27.png
Varx =Var (nu:')





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart203.png
Ic] =1





OEBPS/image/chapter_3147.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart219.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart23.png
A+4B+2I , (A+2E)
AxaPHel e 2t e8)

1 2 -y/yel01].

g(v)=g(y/2y)=





OEBPS/image/chapter_173.png





OEBPS/image/chapter_2123.png
E:
sZ
=52





OEBPS/image/chapter_2316.png
2 B= a)2
(B+a)






OEBPS/image/chapter_2395.png
[pxl—p)»zvzm
p-pNez |





OEBPS/image/chapter_245.png
Cov(X,Y)=E(X-Y)-(EX)-(EY)= EXY - EX -EY.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart123.png
s?





OEBPS/image/chapter_2211.png
Vu, €I, j=1,2,3,.,N





OEBPS/image/chapter_2386.png
S





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart67.png





OEBPS/image/chapter_3221.png
Sy =8>8 =2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart97.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart251.png
(i-1) N
S -

7 =L g, Ky =L, Logm
F=op 2(/}) 2 F B =12,k






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart363.png
44+3I°
12






OEBPS/image/chapter_164.png
E"(X)=X;=wl‘xm+w2'x

‘max





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart77.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart332.png
o =1.3863





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart11.png
Usg i-1)+7 = U3gi-23





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart161.png
N=vmodn,v=0,v=123,... k-1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart204.png
A)

2B

N-(N+1)





OEBPS/image/chapter_3108.png





OEBPS/image/chapter_4_125.png





OEBPS/image/chapter_230.png
6(n,N)>6—=—1





OEBPS/image/chapter_2226.png
3

EXZ,—(Xle +X,X, + X, X)) =§G





OEBPS/image/chapter_2371.png
Van?:%(zfz -3»?1)=?

o=





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart138.png
N = Omodn





OEBPS/image/chapter_3275.png
V (X, ) = 1.417704





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart249.png
n n (i-1)

z Vs = 7zﬂylk+11 ﬂﬂ‘z(ﬂk) =12,k

=1 i1





OEBPS/image/Chapter_727.png
N

s





OEBPS/image/chapter_4_57.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart348.png
—1)-b =6.1315+(m —1)-(—0.0407)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart50.png
(Nfl)'sz :Z{"'(A_’w 7‘?)2 +IZ;:((XI/ Xy, )2)+2(24TJ 7‘\7) (XU Xy )}

1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart163.png
C=DnH"





OEBPS/image/chapter_320.png
Sm
Cv, =—.,m=1.23,....M.

'm






OEBPS/image/Chapter_745.png
W =0.315kg.





OEBPS/image/chapter_2267.png
1004(1_@%5_8_:{1\,.”:2 . fw}
2 n-1





OEBPS/image/chapter_3293.png
- ‘{NM'PM‘Q,..]E
"\, -D-c,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart63.png
g(x,y):f(x,y)-H:Ax1+Ay1+ny+Ax+Ey.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart291.png
4-4+2-T'+3-A=6-Egy(x) =g,





OEBPS/image/chapter_2281.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart68.png
A=-g,+g, +8 =-11+6+4=-1

ro&-&-8& 6-4-4_
2 2
A:2§4723§3—,§, :227;274:2

p_28:i-28:+8 28 22-12+4-8

3 3





OEBPS/image/chapter_2184.png
h€[0.00,0.36-N].





OEBPS/image/chapter_19.png





OEBPS/image/chapter_3260.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart83.png





OEBPS/image/chapter_35.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart323.png
Vg7 = 062987





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart147.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart178.png





OEBPS/image/chapter_221.png
Agtypatoanmriké kKAaopo i=n/N





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart275.png
k 25
In[kﬁ(ﬁ 11)) l"(lzgzo 021)
=1+ —1+ 7/ 13,5138
Inp n1.02






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart309.png
g (x,)





OEBPS/image/chapter_2168.png
100'(1—0)%6.8.={N'y: AR W}

n





OEBPS/image/chapter_4_10.png





OEBPS/image/chapter_2380.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart147.png
X
(i=1)k+j, j=1.2..0






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart289.png
A=3-Eg,(y)=8,





OEBPS/image/chapter_3133.png
NS

2

r+l
] JAER, Nm=123 .M





OEBPS/image/chapter_263.png





OEBPS/image/chapter_3237.png





OEBPS/image/Chapter_713.png
3
0= 2 A P J =12k

Py





OEBPS/image/chapter_3165.png
s2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart105.png
E(x,_-X)-(x,.—X)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart379.png
X=(, +E,H+l)/2:{2a+ﬂ»(k<n—1)}/2:a+§»(N—1)_





OEBPS/image/chapter_2296.png
=19

VarX

;

=





OEBPS/image/chapter_319.png
Cv,, ==-

><\r4

.m=1,23,.

M





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart221.png
y=AX+ U





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart260.png
sy -





OEBPS/image/chapter_2325.png
x = -m)/w





OEBPS/image/chapter_2114.png





OEBPS/image/chapter_236.png
® EZ,z%:f,i:1,2,3....N





OEBPS/image/chapter_4_43.png
EX=E(M-3)=M-Ex=M-X=X





OEBPS/image/chapter_2129.png





OEBPS/image/chapter_2310.png
J;#f(x)dx =0.5.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart219.png
100
L»Z:zm :0.2540{4&:0.25125405.
1 200

101 ;3

Z,,(100)=





OEBPS/image/chapter_3205.png





OEBPS/image/chapter_189.png





OEBPS/image/chapter_2242.png
cve [N-A-P)
\/P(N—l)





OEBPS/image/chapter_4_109.png
¥ =N-5=5000-1.28 = 6400





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart108.png
[ £Ge pydx =] 7(x, p(x)dx





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart265.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart347.png
x€[0,1]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart131.png
Z=f(xy)=1 R -x -y /D





OEBPS/image/chapter_4_.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart79.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart233.png
InM,]| [16.086873
5 |=| 0.007087
K] 0.011191





OEBPS/image/chapter_3207.png





OEBPS/image/chapter_3320.png
41

&





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart36.png





OEBPS/image/chapter_275.png
N
1234, j-1jj+1 ( )
n





OEBPS/image/chapter_232.png
o(n,N)>6—%4—-0





OEBPS/image/chapter_135.png
—1

‘E;{—A‘%Of]ymA=0 givon






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart233.png
(aﬂ) =(48.5,11.0)





OEBPS/image/chapter_178.png
wy,w, 20.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart276.png
X=y.pm!





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart349.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart179.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart136.png
N = Omodn





OEBPS/image/chapter_4_99.png
n=>6.73





OEBPS/image/chapter_333.png





OEBPS/image/chapter_1103.png





OEBPS/image/chapter_376.png
(VA ) +(J&) -2y4 -4 =0





OEBPS/image/chapter_2411.png
0.001264-x°%° x€[0,70]
£(x)=10.001264- (8 - x)°**, x€[70,140] .
0, x¢[0, 140]





OEBPS/image/chapter_2357.png
he v+l _ 1.3959 ~0.01745
80

B





OEBPS/image/chapter_2314.png
v =
’7 B
v+2)-(v+3) /3+:





OEBPS/image/chapter_247.png
N-2
n-2 _ n-(n-1)
(N] TN-(N-1)

n

E(ZZ)=PZ=1xa Z =1)=






OEBPS/image/chapter_4_41.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart292.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart91.png
L[f(x, y)dxdy





OEBPS/image/chapter_119.png
2
S o=





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart337.png
50
T-[ L) 36307753
50 1





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis5.png





OEBPS/image/chapter_1146.png





OEBPS/image/chapter_4_84.png
=M io1,2.3,4, m=21






OEBPS/image/chapter_1130.png





OEBPS/image/chapter_360.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart121.png
V(%) <V (Fira)





OEBPS/image/chapter_3262.png
S





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart81.png
(N-1)-8°+(N-1)-(n-1)S" -6 =n" - k-V(%,).





OEBPS/image/chapter_2199.png
2|~





OEBPS/image/chapter_2156.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart361.png
A+ A





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart377.png
N





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart334.png
01823 _ 1 2000





OEBPS/image/chapter_3149.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart205.png
N





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart248.png
laZ]
- 0.001321
7





OEBPS/image/chapter_2228.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart309.png
Y =H®,,7,.)





OEBPS/image/chapter_2256.png
Virp =1~ 1)- 202
n—-1





OEBPS/image/chapter_3277.png
V(X)) =1.69.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart191.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart260.png
X, =12+(1-1)-0.25=34.3750.





OEBPS/image/chapter_4_29.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart362.png
In[kﬂk 711 ]
j:ﬁ+1:39.1993.
Inp





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart21.png
1 44+B+2I+3-(24+E)
E; = dx =
84 (JC) |[0,1:” Jog4 (JC) X )






OEBPS/image/Chapter_729.png
LM~

T

L i=12k





OEBPS/image/chapter_2429.png
y+A4 30€0, 900¢06
5, =17 -4 9008, 30¢5
y  allowdg





OEBPS/image/chapter_3106.png
EEZ
=32





OEBPS/image/chapter_2341.png
v+D-f°

VarX = ——————
WV+3)-(v+2)





OEBPS/image/chapter_162.png





OEBPS/image/chapter_2397.png
D _1099_ 5650408
-, 19
:





OEBPS/image/chapter_175.png
[l

o=

e





OEBPS/image/chapter_2384.png





OEBPS/image/chapter_2213.png
VarZ, =np-(1-p)





OEBPS/image/chapter_3178.png
X =

1, to i — ool EIOTOL M — GTPOUATOG EXELTNV IBIOTNTA
J0=1,...Ny,

0, oAhordg





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart161.png





OEBPS/image/chapter_2127.png
_;'I'S2

N-1 N-n

n-1

(

N N





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart69.png
E(A,j<44)

:W,A,, =x,-X,4,=x,-X j=12....k i<u





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart95.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart390.png





OEBPS/image/chapter_1119.png
X = 20+25+34+43+56+60+59

7

=42.42857143





OEBPS/image/chapter_349.png
Var(X,,)= iNj, Var(x,) =§ N, (N, -n,) S
m=1 m=1 n,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart321.png
Vo0 =0.3337 -7, +0.6663- 7, =6.8767





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart52.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart277.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart364.png
—

=5.038827.





OEBPS/image/chapter_2283.png





OEBPS/image/chapter_33.png





OEBPS/image/chapter_2240.png
g [N-P-A-P)
N-1





OEBPS/image/chapter_2382.png
o- (1.96-10000) _384.16.

1000





OEBPS/image/chapter_160.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart208.png





OEBPS/image/chapter_4_123.png
-1
Ty = L‘F; +1=6
500 5.6713





OEBPS/image/chapter_3135.png





OEBPS/image/chapter_2427.png
X2

05:6

=12.6>0.0382.





OEBPS/image/chapter_4_55.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart379.png
Y, =a+(j-1)-p





OEBPS/image/chapter_2328.png
s=s? =+/539.2857 =23.22sec





OEBPS/image/chapter_4_12.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart307.png





OEBPS/image/chapter_3307.png
w,-S2





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart163.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart262.png
! 1

% 1
= [ﬁJ = [—14'5647%jzs =1.020000.

X, 8.877693





OEBPS/image/chapter_2112.png
n-(n-1)





OEBPS/image/chapter_3291.png
3 3
w,-S. /e ) w, S, e
(MZ e Su e (m: T ‘/—”)_7.3333-116.25

3
vl S g2 169438
N mn 8000

=473.77,

n=

=





OEBPS/image/chapter_3163.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart307.png
l;z

: ~02)
S? =2 _.k.N- 1 :(_
w12 (n+1) 12

-80-1600-21=8960—s





OEBPS/image/chapter_3120.png
V(x,)=V





OEBPS/image/Chapter_743.png
3.8-10°





OEBPS/image/chapter_3190.png
3_,
of
W
£
o
|
]
of
e T
o« o <
=l
a8 .
.m < Nm Nm
=z =
7|2
EQ\F





OEBPS/image/chapter_2182.png
nz f,(N,A,a)= {( A

Zal2





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart106.png
()





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart149.png





OEBPS/image/chapter_148.png





OEBPS/image/chapter_2298.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart263.png
Varx,, :@»{Ip(ﬂ”—1)<(ﬂ"+1)—(ﬁ"+1)»(ﬂ*—1)—2[:2,6”’]4@"—1)}





OEBPS/image/Chapter_715.png
d=12,k j=12,..





OEBPS/image/chapter_2440.png
y. s Vary.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart220.png
Sz:iz
1

1’
3 -N-(N+1):E-168-169:286286





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart176.png
u) :f(x,,xz,...,xq) €R, u(x,,xz,...,xq)e R?.






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart133.png
;)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart107.png
5





OEBPS/image/chapter_4_139.png





OEBPS/image/chapter_249.png





OEBPS/image/chapter_133.png
‘E;{—A‘zoﬁyux A4 =0 givon %:1,





OEBPS/image/chapter_261.png
N
ft,i=1,2,3,...,( )
n





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart334.png
A+31

12





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart25.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart278.png
a=Iny





OEBPS/image/Chapter_77.png
Pei1





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart235.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart377.png
Rl
1]

ST

(k-(n-1)+2j-2)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart65.png





OEBPS/image/chapter_3235.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart78.png
Zk:(xw 7n-)?)2 =n? ~k~V(fSy)





OEBPS/image/chapter_3160.png
W, S,/ \Jen





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart197.png
€)y=Ax+u





OEBPS/image/chapter_3322.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart375.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart286.png
2A+3A
Eg, (x)= |[01]‘I81 5






OEBPS/image/chapter_3152.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart11.png
g (x)=g(x,0)=4Ax"+Ax/x€[0,1].





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart367.png
|





OEBPS/image/chapter_3241.png





OEBPS/image/chapter_3330.png
2
200 = (”’“

8243

B el (e ) G5
1 > T 517

Ve D WS o

N & 1200 3





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart278.png
=0.000049 = 0.0049%






OEBPS/image/chapter_1116.png
Xy =

445





OEBPS/image/chapter_2111.png
{zzy -7) (5, Y} {ZEY 7)(v,- Y)}





OEBPS/image/chapter_3209.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart319.png
V20 = 0.8653





OEBPS/image/Chapter_724.png





OEBPS/image/chapter_1132.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart200.png





OEBPS/image/chapter_265.png
Yu. €





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart391.png
¥, —¥ =min{y,-¥},j=12,.250.





OEBPS/image/chapter_3128.png





OEBPS/image/chapter_4_54.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart215.png
¥, =0.75 % m=012,..k





OEBPS/image/chapter_3306.png
N, -B,-0,

N, -1

-s2





OEBPS/image/chapter_184.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart49.png
g (x) = g(x,O): Ax*+Ax/x e [0,1] .





OEBPS/image/chapter_3288.png
1
e, )
) _ 7.4798-114.0654

Leo+ 2
8000

=474.157,






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart262.png
2,&.,,,4N**7—n+‘”*k
SW:y7N‘(n71)‘(ﬁk71)'(ﬂ271) {( 1) (ﬂ 1) (n+1) (ﬂ s )}





OEBPS/image/chapter_211.png
NE{0.2:10%,0.25-10%,0.5-10%},





OEBPS/image/chapter_4_129.png
-1
Ty = L‘F; +1=8.
500 8.1102





OEBPS/image/chapter_2335.png
0.00325
' =n-{F(50)-F(30)} = 64-
i, = n- (F(50) - FG0)} {1)367

(50 -10y2e7 _ 000325
1

30-10 1.3674
Laera 0710 }

=64-{0.368676-0.142895} =14.5





OEBPS/image/chapter_2424.png
h=1Y _ 0013653
B





OEBPS/image/chapter_2352.png
129—g
64

) 470.7937





OEBPS/image/chapter_4_6.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart149.png





OEBPS/image/chapter_113.png
E, =lim E,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart343.png
71 k(ﬂ—l)

A-1

np

]+1:6.232.





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart58.png
SA+2I" 2A+E

gi(x)=g(xx/2)= X+ -x/xe[O,l].





OEBPS/image/chapter_2254.png
np-(1-p)
n-1





OEBPS/image/chapter_130.png





OEBPS/image/chapter_371.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart24.png
Ui )ksj





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart247.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart328.png
Vys =





OEBPS/image/chapter_4_63.png





OEBPS/image/chapter_2433.png





OEBPS/image/chapter_4_46.png
M=

m,





OEBPS/image/Chapter_733.png
M-

N





OEBPS/image/chapter_354.png
V(X )





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart320.png
A€]0,1]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart.new1.png
H=7(0,0)





OEBPS/image/Chapter_716.png
Pu





OEBPS/image/chapter_2416.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart143.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart207.png
IT=D=[0,1]x[0,1].





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart126.png





OEBPS/image/chapter_273.png





OEBPS/image/chapter_3217.png





OEBPS/image/chapter_2239.png
g NP A-P)
N-1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart224.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart382.png
X, =56+(7—-30)-5.





OEBPS/image/chapter_3143.png
2 om=1,23,.,M






OEBPS/image/chapter_3232.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart119.png
AZ =0





OEBPS/image/chapter_3119.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart87.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart358.png
y==—0—+

3-44 64-3

x
2 2





OEBPS/image/chapter_347.png
~ M 1 X 52
Var(X, ) =Var(S,, )= B2 Var(s,) =5z SN, (N, =) e
m=] n





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart4.png
z=f(xy)=f(u), u(x,y)efF





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart93.png





OEBPS/image/chapter_258.png
w, &I,





OEBPS/image/Chapter_741.png
2

o





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart295.png
Ijg(xy)dyd 84+37+64 —05

E
8 ()= 12

D] %5





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart269.png
N 125
,l.uzl.%:m_mwog





OEBPS/image/chapter_3250.png
w,-S, /e,





OEBPS/image/chapter_3226.png





OEBPS/image/chapter_2409.png
-5+1+84

v=——"——=05036
2 N





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart311.png
A=3-Eg (x)=g





OEBPS/image/chapter_363.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart158.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart16.png
i
I
M=





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart360.png
X5 =7 % =0.5-1.01* =18.704670





OEBPS/image/chapter_167.png





OEBPS/image/chapter_4_37.png
Vars =

-5,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart135.png
lig=..=2r
3





OEBPS/image/chapter_2389.png
AZ
P
p(-p)
N-Z
¥
p-(1-p)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart182.png
X =a+(m-1)-B,meN





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart232.png
nM,a,p:





OEBPS/image/Chapter_7.png
Py





OEBPS/image/chapter_220.png
AweTopd Tov Asiypatog: s>






OEBPS/image/chapter_280.png





OEBPS/image/chapter_2270.png
nz

AZ
N»(l
R N-2
p-(1-p)

)

)

e A=—





OEBPS/image/chapter_191.png





OEBPS/image/chapter_2.new.png
N -1
n-1






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart237.png
X, =y-p",meN





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart90.png
Z=f(xy)=A-(x’+y")+Bxy-





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart165.png





OEBPS/image/chapter_2342.png
EX’=h A X f(x)dx=...

_v+l
+3

4152





OEBPS/image/chapter_4_137.png





OEBPS/image/chapter_4_70.png
&

Bl





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart254.png
2 g2 N _ N 1)
s2=L L /3% LI Y bl T |
n-1 -1 n | g1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart73.png
2(xy)





OEBPS/image/chapter_2229.png





OEBPS/image/chapter_2191.png
dE[N.8-N]





OEBPS/image/chapter_2263.png
n-(1-p)=10





OEBPS/image/chapter_2280.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart67.png
g2(xy)





OEBPS/image/chapter_1123.png
52 = é{(zoZ +25% 4347 443 4567 + 607 + 59°) -7 (42.42857143)2} =274.2857143





OEBPS/image/chapter_1140.png





OEBPS/image/chapter_2246.png
cve [m(1=p)
p(n-1)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart40.png





OEBPS/image/chapter_3297.png
W”I‘(NM.EH‘QM]E
(N, -1-c,





OEBPS/image/chapter_2157.png





OEBPS/image/chapter_2174.png
n=30):





OEBPS/image/chapter_3137.png
M

,Vm=1,2,3,...,

m

©n
H

S
SEAE

L

Wm





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart400.png





OEBPS/image/chapter_3197.png
‘B, Q,.m=123..M






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart111.png





OEBPS/image/chapter_291.png





OEBPS/image/chapter_120.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart271.png





OEBPS/image/chapter_2180.png
nz f,(N,h,a)=





OEBPS/image/chapter_2103.png
A=
n® -Vary





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart350.png
e =460.1258






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart304.png
g(x,y):f(x,y)—H:Ax2 +A4y’ +Ixy/D





OEBPS/image/chapter_2120.png
A=n*-E(y-Y)





OEBPS/image/chapter_3304.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart322.png





OEBPS/image/Chapter_726.png





OEBPS/image/chapter_3126.png
P _jER, Vm=1273,..M.
q,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart365.png





OEBPS/image/chapter_267.png
N

N-1
( )<(Y1+Y2+Y3+---+YN) )
. 3

n-1
Ey=
T
n-
n

L=7





OEBPS/image/chapter_1134.png





OEBPS/image/Chapter_718.png





OEBPS/image/chapter_2101.png
i f(l [(N b- 2;,2 2y Y) £a-5) [(N D 21/2 2Y2 (iY)z)





OEBPS/image/chapter_2418.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart209.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart217.png
L3

2
0750 =" 075 k-(k+1)-(2k+1) e+l
= - . -025q-
w2 k+l 6K 2%

=






OEBPS/image/chapter_186.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart175.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart80.png
D =[0,1]x[0,1] = 11





OEBPS/image/chapter_2167.png
100-(1-a)%d.c. = {? 22,508






OEBPS/image/chapter_380.png
flx)=e"-1





OEBPS/image/chapter_4_72.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart280.png
Y=inX=Iny+(m-1)-Inf=a+(m-1)-b





OEBPS/image/chapter_3150.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart13.png
24+34=6-Eg (x)=g-





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart195.png





OEBPS/image/chapter_3324.png
w -S2





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart288.png
1 4
Eg,(») :mjo & (v)dy= 3





OEBPS/image/chapter_2350.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart152.png
3





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart56.png
2A+3E
Eg, (v)= o, 1]|I & ()dy="—






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart373.png
X=(X,+X,)/2





OEBPS/image/chapter_2172.png
al2:n-1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart330.png





OEBPS/image/chapter_2309.png





OEBPS/image/chapter_352.png
el

<

5

D-]N

B





OEBPS/image/chapter_2237.png
Y,
S\
—~|=





OEBPS/image/chapter_271.png
j=1,2,3,...,(





OEBPS/image/chapter_4_52.png
= ZXU,17123 N

m, <






OEBPS/image/chapter_2431.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart104.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart317.png
N

- _ 6
Vo5 =0.8335-y, +0.1665-y,, = 6.859
sy-5 T





OEBPS/image/chapter_2318.png
2" -(v+1)
(ﬁ_a)vﬂ





OEBPS/image/chapter_2422.png
A=Cv?=59605





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart202.png
_ 2 k-(n—1 2
Varx, =V (x,) = (NN 1)'%.N'(NH)_%.%.N.(HJJ).IC





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart245.png
(B+1) Zﬂm:ﬂ 1)- Zﬂ +2- Z/Z =g —1+2+2 Zﬂ





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart75.png
g(xy)





OEBPS/image/chapter_239.png





OEBPS/image/chapter_4_44.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart22.png





OEBPS/image/chapter_3219.png
Var(z,) =V ()= ﬁu(l s





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart124.png
AZ" = minTAZ





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart180.png
X =f(X;8)=X+p, X,=a





OEBPS/image/chapter_2.new1.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart230.png
nz(r,t)=InM,—a-r—p-t





OEBPS/image/chapter_4_127.png
1 1Y
ny = {—Jr ] +1=11
500 11.1740





OEBPS/image/chapter_337.png
n
=M =123, M.
S o





OEBPS/image/chapter_2139.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart326.png
2
2 =1.397356 = (1.0025° /7





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart222.png
z(r,t) =M, Rk





OEBPS/image/chapter_4_80.png
EVarp =VarP





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart393.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart345.png
50
(L) 2=t 36307753,
50) p-1





OEBPS/image/chapter_2337.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart47.png
z=f(xy))=Ax" + Ay "+ 'xy+Ax+Ey+H /x<|0,1].





OEBPS/image/chapter_3.diorthosis1.png





OEBPS/image/chapter_115.png
limE, =E,.

n—N





OEBPS/image/chapter_4_4.png
SAE
=1
it

.
=1
It





OEBPS/image/chapter_3.png
3

=|=z





OEBPS/image/chapter_4.diorthosis.png
==

=1l





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart109.png





OEBPS/image/chapter_158.png
w,w, 20





OEBPS/image/chapter_3332.png
V= 2785 =0.77361.
3600





OEBPS/image/chapter_365.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart250.png
[42]
- (204)=0.001506





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart293.png
g(x,y):f(x,y)-H:—3xz -3y’ +4xy +3x





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart145.png





OEBPS/image/chapter_373.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart188.png
C=DnH".





OEBPS/image/chapter_3117.png





OEBPS/image/chapter_4_39.png
n_m
:szv =m-n-X=u-X, u=m-n

w3






OEBPS/image/chapter_3224.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart137.png
K(a,8,0)eD





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart117.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart102.png
Es; =326/9=36.22





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart239.png





OEBPS/image/chapter_3188.png





OEBPS/image/chapter_3145.png
¢("l 2 nZ

ny,..,m,)=Varx, +/1-(c0 +





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart273.png





OEBPS/image/chapter_2344.png
Cv= /;
+D)-(v+3)





OEBPS/image/chapter_2387.png
(1.96'10000

2
=3.8416-107°
100000000





OEBPS/image/chapter_345.png
Var(z\i’“vp) = i






OEBPS/image/chapter_4_135.png
Hy #5





OEBPS/image/Chapter_731.png





OEBPS/image/chapter_339.png
w, =ﬂe[0,1], m=123,..,M,
N





OEBPS/image/chapter_2265.png
100 (1 - a)%0d.¢. = {pizg' W}
: P





OEBPS/image/chapter_3230.png
3.42/2





OEBPS/image/Chapter_72.png
P





OEBPS/image/chapter_2165.png
100- (1- a)%d.c. —{ S






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart130.png
S?

sy





OEBPS/image/chapter_1114.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart82.png
u(x,y)€[0,1]x[0,1]





OEBPS/image/chapter_122.png
o? = EX* —(EX)".





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart139.png
N =amodn, a #0.





OEBPS/image/chapter_1121.png
2 2 2 2 2 2 2 2
» 207 +25 +34 +4§ +56° +60° +59 _(20+25+34+473+56+60+59) 2351020408





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart302.png
(x,y) = (0.9, 0.6)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart14.png





OEBPS/image/chapter_165.png





OEBPS/image/chapter_2272.png
n>

. N-2
A
p-(1-p)





OEBPS/image/chapter_3139.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart352.png
111
T L)L =277
1) p-1





OEBPS/image/chapter_2122.png





OEBPS/image/chapter_38.png





OEBPS/image/chapter_2159.png
n=30





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart167.png
N =vmodn, v+0,v=123,.., k-1





OEBPS/image/chapter_193.png
|

et

W,

|

13,
20

%0-





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart150.png





OEBPS/image/chapter_1108.png
w X +w, - X =31





OEBPS/image/chapter_2201.png
u, €II.j=1.2.3.....N,





OEBPS/image/chapter_2244.png
el RS Bt D
(S
pn(l1 p)





OEBPS/image/chapter_1142.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart91.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart2.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart252.png
S i B il | B YRR P S AP
% Cne(n-1) (ﬂk71)2'(ﬁk+1) {( D) ) ( } J





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart85.png





OEBPS/image/chapter_2193.png
-1

2
nz 3 + L =85.723
1.96-25 1798






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart42.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart173.png
Ex =Ex=7197=X

v,





OEBPS/image/chapter_3295.png





OEBPS/image/chapter_3252.png
)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart258.png
=g pUY =12,k





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart169.png





OEBPS/image/chapter_4_74.png
w= mZp(—)x

=1





OEBPS/image/chapter_3195.png
.0, =1-P,m=123__.M





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart371.png
X, =100+(j-30)- g





OEBPS/image/chapter_1136.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart35.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart6.png
O<sv<n.





OEBPS/image/chapter_382.png
S =" -x





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart282.png
o =1.609421





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart154.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart243.png
Zg (,) = 9692594 . ¢~ (0.007087+0.011191- )7





OEBPS/image/chapter_3284.png





OEBPS/image/chapter_3299.png
(N, -1)

AL






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart282.png
& (x)=g(x0)=4x’ + 4x/[0,1]

2 (y)=2(0,y)= 4°/[0,1]
g (x)=g(xx)=(24+I)x" +4x/[0,1]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart324.png





OEBPS/image/chapter_4_118.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart20.png
N =0modn





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart243.png





OEBPS/image/chapter_358.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart339.png
AZ =0





OEBPS/image/chapter_3180.png





OEBPS/image/chapter_2363.png





OEBPS/image/chapter_2235.png
Es?
=52





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart258.png
X = (X, + X0 ) /2= (12+56.75) /2 = 34.3750





OEBPS/image/chapter_141.png





OEBPS/image/chapter_3213.png
3-J2/2





OEBPS/image/chapter_3245.png
min _ 23000 - 3000 4000






OEBPS/image/chapter_3317.png
S 2





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart395.png
D=[0.1]x[0.1]. |D| =1,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart115.png





OEBPS/image/chapter_3326.png
- E(W S, /J—) 2400+

n= =200

i(W 82

&

&2

” ‘





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart8.png
II =D =[0,1]%[0,1]





OEBPS/image/chapter_4_35.png
Varx =

*f‘slz





OEBPS/image/chapter_254.png





OEBPS/image/chapter_4_18.png





OEBPS/image/chapter_343.png
Var(x,)=—= If -SZ pe f, = =f.m=123,..M
n

N
5 N N,





OEBPS/image/chapter_2405.png
1077.7778sec’






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart300.png
(Y055 Yiou0 )





OEBPS/image/Chapter_720.png
D





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart386.png
lwh





OEBPS/image/chapter_2378.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart15.png
_2B+3E
Eg,(v)= o 1]|I & (v)dy=—






OEBPS/image/chapter_156.png





OEBPS/image/chapter_3228.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart371.png
—A4x





OEBPS/image/chapter_4_20.png





OEBPS/image/chapter_311.png





OEBPS/image/chapter_4_50.png
X, :iXJ i=1,2,3.N

J





OEBPS/image/chapter_4_89.png
- 07133 5 o012
L 218 756

Varp =





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart169.png





OEBPS/image/chapter_2420.png
s =/s* =/912.6984 =30.21sec





OEBPS/image/chapter_2307.png
Osa<p





OEBPS/image/chapter_397.png
1523 0.9782

15.57





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart186.png





OEBPS/image/chapter_269.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart297.png
a—g:76y+4x:0
oy





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart100.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart315.png
Vg4 =06.8567





OEBPS/image/chapter_3302.png
3

EW +P,=025-0.47+0.45-0.39+0.30-0.41 = 0.4095 = 41.60%

m
1






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart211.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart267.png
X,y =7-1.02° =14.856092





OEBPS/image/chapter_2178.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart186.png





OEBPS/image/chapter_1127.png





OEBPS/image/chapter_4_91.png
100-(1-@)%8.6. P={p+t, ., Varp|





OEBPS/image/Chapter_735.png
K,





OEBPS/image/chapter_3100.png
4205 _ 0.8102.

51.90





OEBPS/image/chapter_1151.png
Ex, =66854< EX =725.





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart100.png





OEBPS/image/chapter_2437.png
w =Wy Y E WY,





OEBPS/image/chapter_3186.png
£,-(1-£,)

V(b= S -(1- 1) -

'm





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart315.png
g g, =3+8=11
I'=g,-2g





OEBPS/image/chapter_215.png
Tovoho (G6potopa) Tov ITAn6vepod(*): Y= ) ¥,

=

T





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart44.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart45.png
#)





OEBPS/image/chapter_284.png
(m+m+n+4,)
1 agr)
e —

()





OEBPS/image/chapter_4_65.png
EX, =

i

X,

J=1

_1+0+0+1+1+0+..+1+0 _

m

m





OEBPS/image/chapter_195.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart380.png
%5 =10+0.25-(20-21+2-16-2)=122.5





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart226.png
IT = D =[0,20]x[0,10]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart252.png
X, =33.75





OEBPS/image/chapter_3269.png
V(X, ) = 2.360354





OEBPS/image/chapter_2218.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart115.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart226.png
a+§((n—1)»k+2<j—2):a+ﬂ»%





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart59.png
Varx ;.





OEBPS/image/chapter_2331.png
=0.3674

. -5+1+8-4
2





OEBPS/image/chapter_3115.png
r
C=c, +Zcm<nm
=





OEBPS/image/chapter_2346.png





OEBPS/image/chapter_4_133.png





OEBPS/image/chapter_124.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart354.png
JIny=in05 In(2y)
—Inp —-Inp

m +1=168.7279






OEBPS/image/chapter_326.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart30.png
z=f(x,y))=Ax* +By* + 'xy+ Ax+Ey+ H





OEBPS/image/chapter_3311.png
-

1 1

PP —
16000 2284.5035

-1
) }+1=2000





OEBPS/image/chapter_4_8.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart300.png





OEBPS/image/chapter_2107.png
E(y+y,+ys+.+,)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart386.png
X,:(56—29ﬁ)+(j—1)<,é





OEBPS/image/chapter_2203.png
wIE{O,l,Z,...,n}





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart.new.png
H=£(0,0)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart297.png
a=

1100





OEBPS/image/chapter_2220.png
=





OEBPS/image/chapter_29.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart171.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart211.png
e e B
Varx, Varxm7?~((N+1)-(k71)—k2+1)





OEBPS/image/chapter_1166.png





OEBPS/image/chapter_2.diorthosis1.png





OEBPS/image/chapter_2289.png
n=2123





OEBPS/image/chapter_3254.png
=1992.08 — n =1993.





OEBPS/image/chapter_2131.png
2(%—?)2 =2((y, -7)-(7-F)) =tr-1)-4





OEBPS/image/chapter_180.png
“(-3+0+3+5+7+36)=8.





OEBPS/image/chapter_3154.png





OEBPS/image/18806.png
X=1 To j-00T6 oTotyElo TG i-00TG GLGTASAG EXEL TN (APAKTNPICTIKI] 1510TNTAL,
X=0 Alhowdg





OEBPS/image/chapter_3171.png
V(7,) = 0.370846128=7"





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart84.png
u(x,y)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart154.png





OEBPS/image/chapter_2274.png





OEBPS/image/chapter_1112.png





OEBPS/image/chapter_14.png
X,ER".





OEBPS/image/chapter_2163.png
N-n=30.





OEBPS/image/chapter_2146.png
Vary





OEBPS/image/chapter_2291.png
n=1936





OEBPS/image/chapter_3258.png
1-f

n

-§%=7755>7500

— 3
V(, . fZWm'Si=

o) =






OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart128.png
f(x,v)





OEBPS/image/chapter_313.png
_ 1 Y
Xy =y 2K w125, 0





OEBPS/image/chapter_4_48.png





OEBPS/image/chapter_399.png
M, = li‘[ A" =42.05





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart284.png
0178 _ 1 001800






OEBPS/image/chapter_356.png
Es?
=52

)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart241.png
7 g -1

NN Al

{

N-1

(ﬂ“ﬁrl)»(N—l)—Z»Zﬂ'”}

m=1





OEBPS/image/Chapter_750.png
P(x*>X2)=a





OEBPS/image/chapter_2233.png
Varx, =2-Varx =






OEBPS/image/chapter_2276.png
pA-p) N+ 2
pU-pN+Z "





OEBPS/image/chapter_3215.png
(10/15) =V(x,)





OEBPS/image/chapter_2248.png
Ep=P

= SZ
N-1

ESZZE(ﬂ'p'(l—p)) _N-P(-P)_

n-1
EV=EN-p=N-P=Y.





OEBPS/image/chapter_2205.png
lN
_E;w‘ EN
. ]Xj,us w
J: J=n





OEBPS/image/chapter_3286.png
L =0.51020.
r+





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart76.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart8.png
Upykeg sl =





OEBPS/image/chapter_228.png
u Il





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart33.png
X, 771 > 1=1,2,3,...,k
= x, j=1,
sy.J ,ZJ: J





OEBPS/image/chapter_2361.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart128.png
' =56.85>1.25=15,,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart213.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart299.png
b=-02





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart256.png
PO Y il i) v ‘
’ n‘(nfl)<(ﬁ*—1)2'(/3*+1).{(n71).(ﬂ o) (B 12k





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart369.png
A% :EJ—X’:X’:§<(k(n—l)+2j—2—N+1):§<(—k+2j—1)

7





OEBPS/image/chapter_4_116.png
(1.28£0.59)=(0.69,1.87)





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart326.png
D) =1





OEBPS/image/chapter_3243.png
n X — 18500 - 3000
S, = % ——- 3100-





OEBPS/image/chapter_3200.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart48.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart228.png
% :a+§((n—1)<k+2<11—2):48+1—21(7<21+20):966.5





OEBPS/image/chapter_4_61.png





OEBPS/image/Chapter_722.png
Pa





OEBPS/image/chapter_2333.png
0.00325- (x —10)™**, x€[10,60]
£(@) =10.00325-(110 - x)°*™, x£[60,110] -
0, x€[10, 110]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart213.png
Z=025-a





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart184.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart256.png
X,

180

=12+179-0.25=56.75





OEBPS/image/chapter_3300.png
g

"W, -D-c, (N, -1

Iz

o)

Wm,(Nm-a-Qm~cm )5

=

M . .
v LSy MBSO,
N & N -1





OEBPS/image/chapter_4_101.png
n=>4.62





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart141.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart299.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart397.png
D=[0.1]x[0.1]. |D| =1,





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart.png
2<n<[N/2]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart354.png
3-41 61-3

y=——+——x





OEBPS/image/chapter_3328.png
V(x,)





OEBPS/image/chapter_341.png
Cov(x,,x;)=0





OEBPS/image/chapter_3315.png
(ZW s, /\/7) (ZW s, \/7) ( Sm)/x/Z'(ZWm>Sm)'x/;

SM"’

2
yal EW -S2 V+i-2Wm»s,§
N N &

=4





OEBPS/image/chapter_4_76.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart17.png
g (x)=g(xx)=(4+B+T)-x"+(4+E)-x/x€[0,1].





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart199.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart156.png
(u) :f(x,,;r2 ..... Xq)ER, u[x,,xl,...,xq)e R?





OEBPS/image/chapter_4_33.png





OEBPS/image/chapter_384.png
£ (x)=f1)=0.





OEBPS/image/chapter_299.png
N N-1
=2Var(Z, Y) +22 Scov(z,7,.2,7,) = 4





OEBPS/image/chapter_256.png
6E6(n,N).





OEBPS/image/chapter_213.png
MéyeBog Tov ITAndvopod: NEN





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart113.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart241.png
C=Dn(g)={(r1),t=2-r,0<r<20}





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart284.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart18.png





OEBPS/image/chapter_128.png
‘;{—A|:0r'|yux A=0 s{vm%:l,





OEBPS/image/chapter_2348.png
k=1.333"Inn=1.333-In64=5.54.





OEBPS/image/chapter_4_131.png





OEBPS/image/chapter_2305.png





OEBPS/image/chapter_2161.png





OEBPS/image/chapter_1110.png
Y (1342) X

+ (2942)‘Xm-





OEBPS/image/chapter_2435.png
Vary(A) = v(A)





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart313.png
Y =6.8596





OEBPS/image/chapter_126.png
A
——1.pe 4=0
y 2






OEBPS/image/chapter_1153.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart356.png





OEBPS/image/chapter_3313.png
S =289





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart184.png





OEBPS/image/chapter_169.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart384.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart341.png
A,uel0,1]





OEBPS/image/chapter_282.png





OEBPS/image/Chapter_737.png
2

>
1L





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart46.png
N = 0modn





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart89.png





OEBPS/image/chapter_197.png
w X +w, - X





OEBPS/image/chapter_2376.png





OEBPS/image/chapter_154.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart384.png
Y, =7.984-(1+6)"





OEBPS/image/chapter_4_103.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart86.png
DcR





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart341.png
_ In639.7753 —In4
nl.2

+1=3838.





OEBPS/image/chapter_2407.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart313.png
2-A+I =3-Eg,(x)=g,





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart43.png
=14y-x-3=0





OEBPS/image/chapter_111.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart228.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart6.png
z:f(x,y):Ax2+Byz+ny+Ax+Ey+H





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart356.png
A, uel0,1]





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart399.png





OEBPS/image/chapter_2105.png
Ely, +y, + ys+.4p,)





OEBPS/image/chapter_12.png
X.15X:n, X, X

1277022743272V in





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart156.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart199.png
2 (2
S2 =52 = - n-(n+l)= ’ +
b n- 17L. . -k
( ) B N-(n+1)-k.

wy T Sy
12






OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart113.png
_ g2
N-n S _24-9 2775719271

N n 24 9

I}(YATA ) =





OEBPS/image/chapter_3156.png





OEBPS/image/chapter_3113.png
2, @2

Var(z,) =V (%) - iW 5.1





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart182.png
(xl,xz,...,xq)





OEBPS/image/chapter_3199.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart74.png
k

22(4J 4,)=(n=1)-8(N=1)-6,4,=x, - X, r=i,u

=





OEBPS/image/chapter_328.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart31.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart328.png
Z'=g (x,Ax) = (4+A)x





OEBPS/image/chapter_182.png





OEBPS/image/chapter_2148.png





OEBPS/image/chapter_3141.png
E =0,m=123,...M
an,

m





OEBPS/image/chapter_1125.png





OEBPS/image/Chapter_5_farn_Bpart141.png





OEBPS/image/Chapter_6_farn_Bpart71.png
Eg(x,y)=

84+3I +6(A+E) 13
‘lD“Ijg(x Ly )dydx = #7671'0833





OEBPS/image/chapter_3184.png





OEBPS/image/chapter_2261.png
L
\z

ard NV g py W)

‘P-(1-P
n-1 n-1 n ( )

2





OEBPS/image/chapter_1168.png
< {34811}





OEBPS/image/chapter_27.png





OEBPS/image/chapter_2176.png





OEBPS/image/chapter_2133.png
(n-1)-A4= E(y Y)2+2(;-17)2-2»B=:2(y,-17)2-n»(f-?)z=D





