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			Πρόλογος

			Το βιβλίο αυτό βασίζεται στις διαλέξεις κβαντικής θεωρίας που έδωσα σε τριτοετείς φοιτητές του τμήματος Φυσικής του Παν/μίου Ιωαννίνων, κατά τα έτη 2012-2014.

			Απευθύνεται σε φοιτητές που έχουν βασικές γνώσεις διαφορικών εξισώσεων, κυματικής και κλασικής μηχανικής. Υπάρχει, ήδη, μια αρκετά εκτενής βιβλιογραφία από συγγράμματα κβαντομηχανικής στον ελληνικό και στον διεθνή χώρο. Η καινοτομία της παρούσας προσπάθειας εστιάζεται στα παρακάτω:

			Το γραπτό κείμενο συνοδεύεται από βιντεοδιαλέξεις που έχουν αναρτηθεί στο διαδίκτυο στον ιστότοπο https://repository.kallipos.gr/ και οι σχετικοί σύνδεσμοι σημειώνονται με μπλε χρώμα. Οι βιντεοδιαλέξεις αυτές έχουν βιντεοσκοπηθεί από τον συγγραφέα, αποτελούν τις κανονικές διαλέξεις, που δόθηκαν στα πλαίσια των εξαμηνιαίων υποχρεωτικών μαθημάτων Κβαντική Θεωρία Ι και Κβαντική Θεωρία ΙΙ και απευθύνονται σε τριτοετείς φοιτητές του τμήματος Φυσικής του Πανεπιστημίου Ιωαννίνων. Στις διαλέξεις αυτές παρουσιάζεται μία λεπτομερέστερη ανάλυση των θεμάτων, η οποία στην πράξη έχει αποδειχτεί αρκετά χρήσιμη για τους φοιτητές που παρακολούθησαν τα μαθήματα. Κατά τη διάρκεια των βιντεοδιαλέξεων προτείνονται απλές ασκήσεις στους φοιτητές, πολλές από τις οποίες έχουν περιληφθεί και στο γραπτό κείμενο.

			Το γραπτό κείμενο συνοδεύεται από τις διαφάνειες των διαλέξεων σε μορφή pdf, οι οποίες από μόνες τους αποτελούν μια συνοπτική παρουσίαση των περιεχομένων, χρήσιμη για μια πρώτη ανάγνωση, αλλά και για μία επανάληψη της ύλης. Οι σύνδεσμοι που οδηγούν στα pdf των διαλέξεων σημειώνονται με κόκκινο χρώμα.

			Κάθε κεφάλαιο συνοδεύεται από λυμένες ασκήσεις, άλυτες ασκήσεις, καθώς και (για τα περισσότερα κεφάλαια) από ασκήσεις πολλαπλής επιλογής, που συνοδεύονται από επεξήγηση της ορθής απάντησης. Έτσι παρέχεται στο φοιτητή μια εκτενής ποικιλία εφαρμογών της διδαχθείσης ύλης.

			Η ανάλυση των θεωρητικών θεμάτων γίνεται σε, όσο το δυνατόν, πιο απλό επίπεδο και συνοπτικά, με έμφαση στην ουσία και αποφεύγοντας εκτενείς συζητήσεις, που αν και διαφωτιστικές, ορισμένες φορές μπορεί να γίνουν κουραστικές και να αποπροσανατολίσουν από την ουσία.

			Τα θέματα που πραγματευόμαστε καλύπτουν, με αρκετή πληρότητα, την ύλη ενός προπτυχιακού ετήσιου μαθήματος κβαντομηχανικής ή αντίστοιχα δύο εξαμηνιαίων μαθημάτων. Ο συμβολισμός Dirac εισάγεται νωρίς και χρησιμοποιείται σε σημαντικό μέρος του βιβλίου, έτσι ώστε οι φοιτητές να αντιληφθούν την αναπαράσταση της θέσης ως μια ειδική περίπτωση του γενικότερου φορμαλισμού. Επίσης, καλύπτονται συνοπτικά και θέματα, που εμφανίζονται, κυρίως σε πιο προχωρημένα ή και μεταπτυχιακά μαθήματα, όπως μετασχηματισμοί κβαντικών καταστάσεων και τελεστών και πρόσθεση στροφορμών.

		

	
		
			Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή - Κβαντικές Καταστάσεις

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλυφθούν στο κεφάλαιο αυτό, περιλαμβάνουν τα εξής (Βαγιονάκης, 1996· Γκαρούτσος, 2012· Μοδινός, 1994· Ταμβάκης, 2003· Τραχανάς, 2005α· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Bransden & Joahain, 1990· Cohen-Tannoudji, Diu & Laloe, 2006· Fitzpatrick, 2010· French & Taylor, 1978· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Landau & Lifshitz, 1977· Merzbacher, 1970· Peleg, Pnini, Zaarur & Hecht, 2010):

			1. Μια σύντομη ιστορική αναδρομή της εξέλιξης της κβαντικής θεωρίας, από τις αρχές μέχρι τα μέσα του 20ου αιώνα.

			2. Σύντομη ανασκόπηση της Μαθηματικής Στατιστικής και της έννοιας της Πιθανότητας, έννοιες που θα φανούν χρήσιμες στην κατανόηση της κβαντικής θεωρίας, μίας θεωρίας που προβλέπει την πιθανότητα για τα αποτελέσματα πειραματικών μετρήσεων.

			3. Την περιγραφή της έννοιας του «πλάτους πιθανότητας», που είναι ένας μιγαδικός αριθμός, του οποίου το τετράγωνο του μέτρου αντιστοιχεί στην πιθανότητα μέτρησης συγκεκριμένων παρατηρήσιμων μεγεθών. Η εισαγωγή στην έννοια του πλάτους πιθανότητας θα γίνει με τη χρήση του νοητού πειράματος της διπλής οπής (-σχισμής).

			4. Εισαγωγή στην έννοια της κβαντικής κατάστασης, που είναι ένα μαθηματικό αντικείμενο, που μοιάζει με διάνυσμα, σε χώρο απείρων διαστάσεων και περιέχει όλη την πληροφορία που μπορούμε να έχουμε για ένα φυσικό σύστημα.

			5. Εισαγωγή στην έννοια της συζυγούς [ή δυϊκής (dual)] κβαντικής κατάστασης, η οποία, όταν δράσει στην κβαντική κατάσταση, δημιουργεί ένα είδος μιγαδικού εσωτερικού γινομένου, που αντιστοιχεί στο πλάτος πιθανότητας.

			6. Στο τέλος του κεφαλαίου θα γίνει μια σύνοψη των βασικών θεμάτων που θα καλυφθούν.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μιγαδικοί αριθμοί, θεωρία πιθανοτήτων (βασικές γνώσεις), διανύσματα, διανυσματικοί χώροι, βασικές γνώσεις στατιστικής φυσικής

			1. Κβαντικές Καταστάσεις

			1.1. Εισαγωγή - Ιστορική Αναδρομή

			Η κβαντική θεωρία (ή κβαντομηχανική), είναι η θεωρία που περιγράφει με ακρίβεια τις φυσικές διεργασίες σε επίπεδο μικρόκοσμου (διαστάσεις ατομικών ή υπό-ατομικών συστημάτων ή και μικρότερες), χρησιμοποιώντας ένα σύνολο από υποθέσεις (αρχές), πολλές από τις οποίες είναι ασύμβατες με την καθημερινή εμπειρία που έχουμε για τον μακρόκοσμο. Στις μικροσκοπικές αυτές διαστάσεις,  η κλασική φυσική αποτυγχάνει να περιγράψει με ακρίβεια τη δομή των φυσικών συστημάτων (άτομα, μόρια, πυρήνες ατόμων, στοιχειώδη σωμάτια), καθώς και τη χρονική τους εξέλιξη. Παρά τη μεγάλη πρόοδο που έχει συντελεστεί τις τελευταίες δεκαετίες, υπάρχουν ακόμα ανοιχτά ερευνητικά θέματα και δυσκολίες, ιδίως στην ενσωμάτωση της κβαντικής θεωρίας στην κλασική θεωρία της βαρύτητας, δηλαδή τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. Υπάρχουν ακόμα ανοιχτά φιλοσοφικά θέματα κατανόησης της θεωρίας, που συνοψίζονται στις λεγόμενες «Ερμηνείες της Κβαντομηχανικής». Λόγω της ασυμβατότητας πολλών από τις Αρχές της Κβαντικής Θεωρίας με την καθημερινή εμπειρία, είναι ιδιαίτερα σημαντική η επίλυση πολλών προβλημάτων και η ολοκλήρωση εφαρμογών για τη σωστή κατανόηση της.

			Η βασική διαφοροποίηση της Κβαντικής από την Κλασική Φυσική, συνοψίζεται στην Αρχή της Αβεβαιότητας. Στην Κλασική Φυσική, η μόνη πηγή αβεβαιότητας είναι το σφάλμα των μετρήσεων (δεδομένων), που οδηγεί σε κατανομή πιθανότητας προβλέψεων. Με βελτίωση της ακρίβειας των πειραματικών μετρήσεων, μπορεί το σφάλμα αυτό στις κλασικές μετρήσεις να μειωθεί και θεωρητικά να τείνει στο μηδέν.

			Αντίθετα, στην Κβαντική Φυσική η αβεβαιότητα ορισμένων μετρήσεων είναι ενδογενής στη θεωρία και στη φύση και δεν μπορεί να μειωθεί, όσο και αν βελτιωθεί η πειραματική διαδικασία. Η αβεβαιότητα αυτή οφείλεται στη μη τοπικότητα, που είναι ενδογενής αρχή της Κβαντικής Φυσικής. Σύμφωνα με τη μη τοπικότητα, τα στοιχειώδη σωμάτια της φύσης δεν συμπεριφέρονται ως εντοπισμένα σημειακά σωμάτια σε ένα σημείο του χώρου, αλλά συμπεριφέρονται σαν να υπάρχουν ταυτόχρονα, σε πολλά σημεία του χώρου, μέχρι να γίνει η μέτρηση της θέσης τους. Η χρονική τους εξέλιξη  δεν περιγράφεται από μια τροχιά στον χώρο, αλλά από την εξέλιξη «πλατών πιθανότητας». Τα πλάτη πιθανότητας είναι μιγαδικές εν γένει συναρτήσεις, των οποίων το μέτρο στο τετράγωνο εκφράζει την πιθανότητα για την εμφάνιση διαφόρων αποτελεσμάτων των πειραματικών μετρήσεων.

			Η κατανόηση ότι η κλασική φυσική και η έννοια της «τροχιάς στον χώρο», είναι ανεπαρκείς για να περιγράψουν την εξέλιξη συστημάτων, σε μοριακό, ατομικό και υπό-ατομικό επίπεδο, έγινε στις αρχές του 20ου αιώνα, με μια σειρά πειραμάτων και απλών θεωρητικών μοντέλων, που τελικά κατέληξαν στη διαμόρφωση της Κβαντικής Θεωρίας. Θα περιγράψουμε ορισμένους βασικούς σταθμούς στην ιστορική αυτή εξέλιξη.

			Ακτινοβολία Μέλανος Σώματος: Η αδυναμία της κλασικής φυσικής να περιγράψει μικροσκοπικά φυσικά φαινόμενα εμφανίστηκε για πρώτη φορά στα τέλη του 19ου αιώνα, με την προσπάθεια περιγραφής  του φαινομένου της ακτινοβολίας του «Μέλανος Σώματος». Το μέλαν (μαύρο) σώμα, είναι ένα εξιδανικευμένο σώμα, που απορροφά όλη την ακτινοβολία που προσπίπτει πάνω του (για παράδειγμα φανταστείτε ένα μεγάλο κυβικό κουτί με μια μικρή τρύπα σε μια έδρα, από την οποία εισέρχεται ακτινοβολία). Η κλασική στατιστική μηχανική προβλέπει ότι στην εκπεμπόμενη ακτινοβολία, συνεισφέρουν άπειροι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης (στάσιμα  κύματα), καθένας με ενέργεια kT, όπου k η σταθερά του Boltzmann και Τ η θερμοκρασία του μέλανος σώματος. Άρα, θα έπρεπε να ακτινοβολείται άπειρη ενέργεια. Πειραματικά, προκύπτει ότι η ακτινοβολούμενη ενέργεια είναι πεπερασμένη και ανάλογη της θερμοκρασίας. Το 1900 ο Max Planck εξήγησε το φαινόμενο, με την υπόθεση ότι η Η/Μ ακτινοβολία αποτελείται από «πακέτα ενέργειας» (φωτόνια), με διακριτές τιμές ενέργειας (κβαντισμένες) Ε=n hν (όπου ν η συχνότητα του κάθε κανονικού τρόπου ταλάντωσης, n ακέραιος μεγαλύτερος του μηδέν και h ≃ 6.63×10-32 J s, η οποία είναι γνωστή ως «σταθερά του Planck», που προκύπτει από την προσαρμογή των προβλέψεων στα πειραματικά δεδομένα). Η εκπομπή φωτονίων με διακριτές ενέργειες από άτομα παραπέμπει σε αντίστοιχο διακριτό φάσμα ενεργειών των ηλεκτρονίων, που είναι δέσμια στα άτομα.

			Φωτοηλεκτρικό Φαινόμενο: Στις αρχές του 20ου αιώνα, ένα άλλο πρόβλημα ερμηνείας στα πλαίσια της κλασικής φυσικής αποτέλεσε το φωτοηλεκτρικό φαινόμενο (Σχ 1.1). Το φαινόμενο αυτό, αναφέρεται στην απελευθέρωση ηλεκτρονίων κατά την πρόσπτωση ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας σε στερεό σώμα. Παρατηρήθηκε ότι η αύξηση της έντασης της ακτινοβολίας (πλάτος ταλάντωσης πεδίου) δεν οδηγεί σε εκπομπή ηλεκτρονίων, αν η συχνότητα ακτινοβολίας δεν είναι μεγαλύτερη από μια κρίσιμη συχνότητα (διαφορετική για κάθε υλικό). Η κλασικά αναμενόμενη συμπεριφορά θα ήταν η απελευθέρωση περισσότερων ηλεκτρονίων, για μεγάλες εντάσεις προσπίπτουσας ακτινοβολίας, αφού το μεγάλο πλάτος ταλάντωσης του ηλεκτρικού πεδίου θα μπορούσε να δώσει την απαιτούμενη ενέργεια, ώστε να αποδεσμευτούν να δέσμια ηλεκτρόνια του στερεού. Αντίθετα, το πείραμα έδειξε ότι η συχνότητα ήταν εκείνη που καθόριζε τη δυνατότητα αποδέσμευσης ηλεκτρονίων, που είχε η προσπίπτουσα ακτινοβολία.

			Το φαινόμενο εξηγήθηκε από τον Einstein το 1905, ο οποίος υπέθεσε ότι η ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία συχνότητας ν συνίσταται από κυματοπακέτα ενέργειας, ε=hν, όπου h είναι η σταθερά του Planck σε συμφωνία με το μοντέλο του Planck. Όταν ένα προσπίπτον φωτόνιο έχει ενέργεια μεγαλύτερη από την ενέργεια δεσμού του ηλεκτρονίου, τότε αυτό μπορεί να το αποδεσμεύει. Στην αντίθετη περίπτωση, το ηλεκτρόνιο παραμένει δέσμιο στο στερεό, όσο μεγάλος και αν είναι ο αριθμός των προσπιπτόντων φωτονίων (ένταση ακτινοβολίας). Υπενθυμίζεται ότι η ένταση της ακτινοβολίας καθορίζεται από την προσπίπτουσα ενέργεια ανά μονάδα επιφανείας, ανά μονάδα χρόνου και αντιστοιχεί στο τετράγωνο του πλάτους ταλάντωσης του ηλεκτρικού πεδίου της προσπίπτουσας ακτινοβολίας.
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			Σχήμα 1.1: Φωτοηλεκτρικό φαινόμενο: Η προσπίπτουσα ακτινοβολία αποδεσμεύει τα δέσμια ηλεκτρόνια των ατόμων, μόνο αν η συχνότητά της είναι μεγαλύτερη από μια κρίσιμη συχνότητα. Όταν η συχνότητα είναι μικρότερη από την κρίσιμη, τα ηλεκτρόνια δεν αποδεσμεύονται, ακόμα και για πολύ μεγάλες εντάσεις της προσπίπτουσας ακτινοβολίας (μεγάλα πλάτη ταλάντωσης του ηλεκτρικού πεδίου του ηλεκτρομαγνητικού κύματος). 

			Αστάθεια Ατόμου Rutherford: To 1911, o Rutherford, εκτελώντας πειράματα με σκέδαση σωματίων πάνω σε βαρέα άτομα, έδειξε ότι τα άτομα αποτελούνται από συμπαγή, θετικά φορτισμένο πυρήνα και ηλεκτρόνια που κινούνται στην περιοχή του πυρήνα. Σύμφωνα με την κλασική φυσική, τα άτομα της ύλης, θα έπρεπε να είναι ασταθή, διότι τα επιταχυνόμενα, λόγω της δύναμης Coulomb, ηλεκτρόνια εκπέμπουν ακτινοβολία και χάνουν ενέργεια, οπότε τελικά, θα έπρεπε να πέφτουν στον πυρήνα. Όμως, αντίθετα με τα αναμενόμενα, τα άτομα είναι σταθερά.

			To 1913, o Bohr πρότεινε ένα μοντέλο, που είχε την δυνατότητα να ερμηνεύσει το φαινόμενο της ευστάθειας των ατόμων. Σύμφωνα με το μοντέλο του Bohr, η στροφορμή περιφοράς των ηλεκτρονίων, μπορεί να πάρει μόνο διακριτές τιμές nh/2π, όπου n=1,2,3…. Το μοντέλο αυτό εξηγεί την ευστάθεια των ατόμων, αφού η στροφορμή (άρα και η ενέργεια) των ηλεκτρονίων δεν μπορεί να μειωθεί κατά συνεχή τρόπο  εκπέμποντας ακτινοβολία. Άρα, τα ηλεκτρόνια παραμένουν εγκλωβισμένα σε επιτρεπτές «τροχιές», χωρίς την εκπομπή ακτινοβολίας. Περαιτέρω, το μοντέλο Bohr ερμηνεύει και τη διακριτότητα στο φάσμα εκπομπής ακτινοβολίας των ατόμων, αφού προβλέπει την εκπομπή «πακέτων» ακτινοβολίας, κατά τη μετάβαση ηλεκτρονίων, από μια στάθμη ψηλότερης ενέργειας σε μια στάθμη χαμηλότερης ενέργειας. Ποιό είναι όμως το φυσικό αίτιο που επιβάλλει στη στροφορμή των ηλεκτρονίων να παίρνει μόνο διακριτές τιμές;
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			Σχήμα 1.2: Το άτομο του Rutherford: συμπαγής θετικά φορτισμένος πυρήνας με αρνητικά φορτισμένα ηλεκτρόνια που κινούνται στην περιοχή γύρω από τον πυρήνα.

			Κυματοσωματιδιακός χαρακτήρας της ύλης: Για την ερμηνεία της διακριτότητας της στροφορμής στο μοντέλο του Bohr, o de Broglie, το 1924, υπέθεσε ότι τα σωμάτια συμπεριφέρονται σαν κύματα με μήκος κύματος λ, που συνδέεται με την ορμή τους p με την σχέση: p=h/λ. Επομένως, τα ηλεκτρόνια συμπεριφέρονται σαν στάσιμα κύματα γύρω από τον πυρήνα και δεν μπορούν να έχουν οποιοδήποτε μήκος κύματος (λόγω συνοριακών συνθηκών). Άρα, δεν μπορούν να έχουν και οποιαδήποτε ορμή (άρα και στροφρομή, ενέργεια κλπ.), παρά μόνο συγκεκριμένες (κβαντισμένες) τιμές. Ποιά είναι όμως η εξίσωση που καθορίζει τη χρονική εξέλιξη των κυμάτων, που αντιστοιχούν στα υλικά σωμάτια και ποιά είναι η φυσική υπόσταση αυτών των κυμάτων;

			Εξίσωση του Schrodinger: To 1926, ο Γερμανός φυσικός Schrodinger, διατύπωσε την παρακάτω υπόθεση, η οποία αποτελεί μια από τις βασικές αρχές της κβαντικής θεωρίας: Τα κινούμενα μικροσκοπικά σωμάτια συμπεριφέρονται σαν κύματα. Η ποσότητα που ταλαντώνεται, είναι το πλάτος πιθανότητας εύρεσης  ενός σωματίου, σε μια θέση στο χώρο (κυματοσυνάρτηση Ψ). Το πλάτος αυτό είναι μιγαδική ποσότητα και υπακούει σε συγκεκριμένη κυματική εξίσωση, η οποία καθορίζει τη χρονική του εξέλιξη σε κάθε σημείο του χώρου και έχει τη μορφή:

			



iℏ∂∂tΨr,t=-ℏ22m∇2+Vr,tΨr,t





			όπου Ψ είναι μια μιγαδική συνάρτηση, αποκαλούμενη κυματοσυνάρτηση του σωματίου και V το δυναμικό που αισθάνεται το σωμάτιο, στην περιοχή του χώρου που κινείται. Η πιθανότητα 

ΔPr,t

 να βρεθεί το σωμάτιο σε μικρό όγκο 

ΔV

 γύρω από την θέση r τη χρονική στιγμή t ορίζεται ως:

			



ΔPr,t=Ψr,t2ΔV





			Η κυματοσυνάρτηση Ψ περιέχει όλη την πληροφορία που μπορούμε να πάρουμε για το σωμάτιο, το οποίο περιγράφει. Οι προβλέψεις της θεωρίας για πειραματικές μετρήσεις, εξάγονται με χρήση διαφορικών τελεστών που δρουν στην κυματοσυνάρτηση. Στα επόμενα κεφάλαια, θα μελετήσουμε λεπτομερώς την εξίσωση Schrodinger, την έννοια της κυματοσυνάρτησης, καθώς και την εξαγωγή των πληροφοριών που περιέχει, με τη χρήση κατάλληλων τελεστών.

			Εικόνα Heisenberg: Το 1925, ο Heisenberg πρότεινε μια διαφορετική μέθοδο για την πρόβλεψη των αποτελεσμάτων πειραματικών μετρήσεων, χωρίς τη χρήση κυματοσυνάρτησης που εξελίσσεται χρονικά. Σύμφωνα με την εικόνα Heisenberg, τα μετρήσιμα μεγέθη (ενέργεια, στροφορμή κλπ) μπορούν να περιγραφούν από πίνακες (τελεστές), που εξελίσσονται χρονικά με βάση συγκεκριμένες εξισώσεις (μηχανική των μητρών). Ο Dirac, το 1926, έδειξε ότι η περιγραφή αυτή, είναι ισοδύναμη με την περιγραφή του Schrodinger και οδηγεί στις ίδιες φυσικές προβλέψεις. Θα μελετήσουμε και την εικόνα Heisenberg σε επόμενα κεφάλαια.

			Ανισότητες Bell: O Einstein θεωρούσε τον πιθανοκρατικό χαρακτήρα της κβαντικής θεωρίας, αισθητικά προβληματικό και πίστευε ότι υπάρχει μια πιο θεμελιώδης θεωρία, η οποία μπορεί να μας απαλλάξει από την πρόβλεψη πιθανοτήτων (κυματοσυνάρτηση) και να την αντικαταστήσει με ακριβείς προβλέψεις, χρησιμοποιώντας νέες ποσότητες (μεταβλητές), που είναι «κρυμμένες» στις πτυχές της κβαντομηχανικής. Το ερώτημα λοιπόν που τίθεται, έχει ως εξής: Είναι η αβεβαιότητα και η ύπαρξη κυματοσυνάρτησης στην κβαντομηχανική αποτέλεσμα ελλιπούς γνώσης της πραγματικής θεωρίας; Υπάρχουν «κρυμμένες μεταβλητές», που θα οδηγήσουν σε θεωρία χωρίς αβεβαιότητα και πιθανότητα; Τα  ερωτήματα αυτά μελετήθηκαν από τον Bell, το 1964, και διατυπώθηκαν μαθηματικά, με τη μορφή ανισοτήτων, που είναι γνωστές ως ανισότητες του Bell. Οι ανισότητες αυτές υπόκεινται σε πειραματική επαλήθευση, η οποία έλαβε χώρα το 1972, από τους Clauser και Freedman. Αποδείχτηκε έτσι ότι δεν υπάρχει πιο πλήρης θεωρία από την κβαντομηχανική και επομένως, δεν υπάρχουν κρυμμένες μεταβλητές. 

			1.2. Ανασκόπηση Στατιστικής

			1.2.1. Η έννοια της πιθανότητας 

			Δεδομένου ότι η κβαντική θεωρία είναι μια θεωρία που προβλέπει με πιθανότητες τις τιμές μέτρησης φυσικών μεγεθών, είναι χρήσιμο να κάνουμε μια σύντομη ανασκόπηση των εννοιών που σχετίζονται με την πιθανότητα και τη στατιστική, πριν προχωρήσουμε στη μελέτη της κβαντικής θεωρίας.

			Έστω ότι μετράμε μια τυχαία μεταβλητή, π.χ. το αποτέλεσμα της ρίψης ενός ζαριού. Η πιθανότητα P(X) να πάρουμε δεδομένο αποτέλεσμα Χ, ορίζεται ως ο λόγος των διαδικασιών που δίνουν το αποτέλεσμα Χ (Ω(Χ)), προς το σύνολο των διαδικασιών Ω(Σ), μετά από άπειρες μετρήσεις. Έχουμε δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PΧ=limΩ(Σ)→∞⁡Ω(Χ)Ω(Σ)





						
							
							(1.1)

						
					

				
			

			που είναι αριθμός μεταξύ 0 και 1.

			Πιθανότητα εμφάνισης είτε αποτελέσματος X είτε αποτελέσματος Υ προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PΧY=limΩ(Σ)→∞⁡Ω(Χ|Y)Ω(Σ)





						
							
							(1.2)

						
					

				
			

			Προφανώς ισχύει (αν δεν μπορούμε να πάρουμε ταυτόχρονα Χ και Υ) ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΩΧY=ΩΧ+Ω(Y)





						
							
							(1.3)

						
					

				
			

			και για την αντίστοιχη πιθανότητα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PΧY=PΧ+P(Y)





						
							
							(1.4)

						
					

				
			

			Επίσης, για το σύνολο Μ όλων των πιθανών αποτελεσμάτων, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑i=1MPΧi=1





						
							
							(1.5)

						
					

				
			

			Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι κάνουμε δύο διαδοχικές μετρήσεις μια τυχαίας μεταβλητής και θέλουμε να απαντήσουμε στο ερώτημα: «Ποιά είναι η πιθανότητα να έχουμε το αποτέλεσμα Χ στην πρώτη μέτρηση και το αποτέλεσμα Υ στη δεύτερη;» Για παράδειγμα, ποιά είναι η πιθανότητα να φέρουμε τρία στην πρώτη ρίψη του ζαριού και έξι στη δεύτερη; 

			Ο αριθμός των πειραμάτων που οδηγούν στο αποτέλεσμα Χ στην πρώτη μέτρηση και Υ στη δεύτερη 

ΩΧ⨂Y

 προκύπτει ότι είναι το γινόμενο των αριθμών των δυο ανεξάρτητων διεργασιών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΩΧ⊗Y=ΩΧΩ(Y)





						
							
							(1.6)

						
					

				
			

			Άρα, η πιθανότητα να πάρουμε πρώτα το αποτέλεσμα Χ και μετά το αποτέλεσμα Υ, σε στατιστικά ανεξάρτητες μετρήσεις, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PX⊗ Y=limΩ(Σ)→∞⁡Ω(Χ⊗Y)Ω(Σ⊗Σ)=PΧPY





						
							
							(1.7)

						
					

				
			

			Για παράδειγμα, η πιθανότητα να φέρουμε στο ζάρι πρώτα άσσο και μετά δύο είναι 

1/6 x 1/6=1/36

.

			1.2.2. Μέσος Όρος 

			Ο μέσος όρος (mean value) ή αναμενόμενη τιμή τυχαίας μεταβλητής u, με Μ πιθανές τιμές, ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u≡∑i=1MP(ui)ui





						
							
							(1.8)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, για τον μέσο όρο συναρτήσεων τυχαίας μεταβλητής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f(u)≡∑i=1MPuif(ui)





						
							
							(1.9)

						
					

				
			

			Ο μέσος όρος αθροίσματος συναρτήσεων τυχαίας μεταβλητής ισούται με το άθροισμα των αντίστοιχων μέσων όρων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fu+gu=∑i=1MPuifui+gui=



 



=∑i=1MPuifui+∑i=1MPuigui





						
							
							(1.10)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fu+g(u)=f(u)+g(u)





						
							
							(1.11)

						
					

				
			

			Όμοια δείχνουμε ότι :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cf(u)=cf(u)





						
							
							(1.12)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.1: Δείξτε τη σχέση (1.12)

			1.2.3. Διασπορά Τυχαίας Μεταβλητής 

			Η διακύμανση ή διασπορά (variance), περιγράφει το εύρος των πιθανών αποτελεσμάτων μετρήσεων, γύρω απο τη μέση τιμή και ορίζεται ως ο θετικός αριθμός:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δu2=∑i=1MP(ui)ui-u2





						
							
							(1.13)

						
					

				
			

			Για τη διασπορά, ισχύει γενικά ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u-u2=u2-2uu+u2=



 



=u2-2uu+u2





							



Δu2=u2-u2





						
							
							(1.14)

						
					

				
			

			Η τυπική απόκλιση, ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σu=Δu21/2





						
							
							(1.15)

						
					

				
			

			Η φυσική σημασία της διασποράς είναι η περιγραφή του εύρους διασκορπισμού των παρατηρήσεων της τυχαίας μεταβλητής, γύρω από τον μέσο όρο της (Σχήμα 1.3).

			[image: ]

			Σχήμα 1.3: Η διασπορά της τυχαίας μεταβλητής, της οποίας οι παρατηρήσεις περιγράφονται με τις μαύρες κουκίδες, είναι μεγαλύτερη από τη διασπορά της μεταβλητής, που περιγράφεται από τις πράσινες κουκίδες.

			1.2.4. Συνεχείς Κατανομές Πιθανότητας 

			Η πυκνότητα πιθανότητας P(u) να βρεθεί συνεχής τυχαία μεταβλητή u στο διάστημα (u,u+du), ορίζεται ως:

			



Pu∈u :u+du=Pu du.





			Η πυκνότητα πιθανότητας P(u) λέγεται συνεχής, σε αντιδιαστολή με την πιθανότητα τυχαίας μεταβλητής, με διακριτές τιμές P(ui), που αποτελεί «διακριτή» κατανομή. 

			Από τις διακριτές κατανομές, προκύπτουν οι παρακάτω γενικεύσεις (απλά αντικαθιστούμε το άθροισμα με ολοκλήρωμα επί du και ολοκληρώνουμε σε όλα τα πιθανά αποτελέσματα, δηλαδή από -∞ μέχρι +∞):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1=∫-∞+∞Pu du,





							



u=∫-∞+∞Pu u du,





							



Δu2=∫-∞+∞Pu u-u2 du=u2-u2.





						
							
							(1.16)

						
					

				
			

			1.3. Πιθανότητα και Πλάτος Πιθανότητας 

			1.3.1. Πλάτος Πιθανότητας 

			Πλάτος πιθανότητας ορίζεται ως ο μιγαδικός αριθμός Α, από τον οποίο προκύπτει η πιθανότητα P ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=A2





						
							
							(1.17)

						
					

				
			

			Η έννοια του πλάτους πιθανότητας είναι κεντρική στην κβαντική θεωρία και τη διαφοροποιεί από όλες τις άλλες επιστημονικές περιοχές, που βασίζονται στην πιθανότητα και τη στατιστική (π.χ. στατιστική φυσική). Η κβαντική θεωρία προβλέπει τις τιμές και τη χρονική εξέλιξη πλατών πιθανότητας και όχι πιθανότητας. Η πιθανότητα προκύπτει δευτερογενώς από το πλάτος πιθανότητας και όχι απευθείας από τις εξισώσεις της κβαντικής θεωρίας.

			Φυσική συνέπεια της ύπαρξης του πλάτους πιθανότητας είναι η ύπαρξη όρων συμβολής, όταν υπολογίζεται η πιθανότητα, που αντιστοιχεί σε άθροισμα πλατών πιθανότητας. Για παράδειγμα, έστω πείραμα με δύο πιθανές διεργασίες S και Τ, που οδηγούν στο ίδιο μετρούμενο αποτέλεσμα (π.χ. ανίχνευση σωματίου σε δεδομένο σημείο στο χώρο, όπου το σωμάτιο μπορεί να φθάσει από διαφορετικές διαδρομές S και T).

			Σε κλασικό σύστημα, η ολική πιθανότητα να μετρηθεί το δεδομένο αποτέλεσμα είναι P(S ή T):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PS ή T=PS+P(T)





						
							
							(1.18)

						
					

				
			

			όπου, P(S) και P(T), οι πιθανότητες να συμβούν οι διεργασίες S και T αντίστοιχα. Σε κβαντικό σύστημα αντίθετα, η κεντρική έννοια που προκύπτει από τη θεωρία είναι το πλάτος πιθανότητας Α και το ολικό πλάτος πιθανότητας για μια μέτρηση προκύπτει από το άθροισμα των πλατών πιθανότητας, να προκύψει το μετρούμενο αποτέλεσμα, μέσω των επί μέρους διεργασιών. Σε κβαντικό σύστημα, επομένως, προβλέπεται μόνο το ολικό πλάτος πιθανότητας ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



AS ή T=AS+A(T)





						
							
							(1.19)

						
					

				
			

			Η πιθανότητα προκύπτει τώρα δευτερογενώς από το πλάτος πιθανότητας. Από τις σχέσεις (1.17) και (1.19) έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PS ή T=AS ή T2=AS+AT2





							



=AS2+ASA*T+A*SAT+AT2





							



=PS+PT+2ReASA*T 





						
							
							(1.20)

						
					

				
			

			Ο όρος 

2ReASA*T

 λέγεται όρος «κβαντικής συμβολής». Ο όρος αυτός, που δεν έχει κλασικό ανάλογο, παραβιάζει τον θεμελιώδη νόμο των πιθανοτήτων (1.18). Η ύπαρξή του αποτελεί θεμελιώδη αρχή της κβαντομηχανικής. Ο όρος κβαντικής συμβολής επιτρέπει το ενδεχόμενο να συμβούν ταυτόχρονα και το ενδεχόμενο S και το ενδεχόμενο T και σχετίζεται με την έννοια της μη-τοπικότητας (non-locality), η οποία είναι ενδογενής στην κβαντομηχανική: Η διεργασία S επηρεάζεται από τη διεργασία T, παρόλο που σε κλασικό επίπεδο, οι δυο διεργασίες συμβαίνουν ανεξάρτητα η μία από την άλλη (το σωμάτιο ακολουθεί αποκλειστικά ή τη μια διαδρομή ή την άλλη και όχι συνδυασμό των δύο διαδρομών).

			1.3.2. Το πείραμα της διπλής οπής 

			Το φαινόμενο της κβαντικής συμβολής περιγράφεται πιο καθαρά, μέσα από το νοητό πείραμα της διπλής οπής (double slit experiment). Μικροσκοπικά σωμάτια (π.χ. ηλεκτρόνια) προσπίπτουν σε πέτασμα με δύο οπές (σχισμές) S1, S2. Τοποθετούμε ανιχνευτή στη θέση x (απόσταση από μεσοκάθετο μεταξύ των οπών), στο απέναντι πέτασμα, που απέχει απόσταση L από το πέτασμα με τις δύο οπές (Σχήμα 1.4). Κάθε σωμάτιο μπορεί να φθάσει στην θέση x, είτε ακολουθώντας τη διαδρομή S (μέσω οπής S1) είτε την διαδρομή Τ (μέσω οπής S2). Ποιά είναι η πιθανότητα ανίχνευσης σωματίου στη θέση x στο απέναντι πέτασμα στην κλασική και ποιά στην κβαντική θεώρηση;

			Στην κβαντική θεώρηση, το πλάτος πιθανότητας να ανιχνευθεί σωμάτιο στην θέση x, αφού περάσει από την οπή S1, είναι Α1(x) και το αντίστοιχο πλάτος για διέλευση από την οπή S2, είναι Α2(x) (οι ακριβείς εκφράσεις για τα πλάτη θα υπολογιστούν σε επόμενο κεφάλαιο). Η πιθανότητα P(x) ανίχνευσης του σωματίου στην θέση x είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Px=A1x+A2(x)2=A1(x)2+A2(x)2+2ReA1xA2*x.





						
							
							(1.21)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.2: Αποδείξτε τη σχέση (1.21), χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι τα πλάτη πιθανότητας είναι μιγαδικές συναρτήσεις.

			Η σχέση (1.21) μπορεί να γραφεί και ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Px=P1x+P2x+I(x)





						
							
							(1.22)

						
					

				
			

			όπου Ι(x) είναι ο κβαντικός όρος συμβολής.

			[image: ]

			Σχήμα 1.4: Το πείραμα της διπλής οπής: Δέσμη σωματίων προσπίπτει σε πέτασμα με δύο τρύπες S1, S2. Τα σωμάτια μπορούν να φθάσουν στη θέση x, στο απέναντι πέτασμα, είτε μέσω της διαδρομής S1 είτε μέσω της διαδρομής S2. Ποιά είναι η πιθανότητα ανίχνευσης σωματίου στη θέση x, στο απέναντι πέτασμα, στην κλασική και ποιά στην κβαντική θεώρηση;

			Τα μιγαδικά πλάτη πιθανότητας 

Αix,  (i=1,2)

 μπορούν να γραφούν ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ai=Aieiφi=Pieiφi





						
							
							(1.23)

						
					

				
			

			όπου 

Pix=Ai2

 (Σχήμα 1.5), είναι η πιθανότητα ανίχνευσης του σωματίου στη θέση x, αν ξέρουμε με σιγουριά ότι πέρασε από την οπή i (π.χ. αν έχουμε κλείσει την άλλη οπή). Δηλαδή, στην κλασική θεώρηση 

P(x)=P1(x)+P2(x)

, δεν υπάρχει ο κβαντικός όρος συμβολής, γιατί στην κλασική θεώρηση, το σωμάτιο περνάει είτε αποκλειστικά από τη μια οπή, είτε αποκλειστικά από την άλλη οπή (υπάρχει τοπικότητα). 

			[image: ]

			Σχήμα1.5: Η ποιοτική μορφή της κατανομής πιθανότητας ανίχνευσης σωματίου στον χώρο του πετάσματος, απέναντι από τις οπές, αν είναι γνωστό ότι το σωμάτιο πέρασε από δεδομένη οπή.

			Με χρήση των σχέσεων (1.21) και (1.23), μπορούμε να γράψουμε τον κβαντικό όρο συμβολής ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ix=2P1xP2(x)cos⁡φ1x-φ2x.





						
							
							(1.24)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.3: Αποδείξτε τη σχέση (1.24).

			Στο κέντρο του πετάσματος (x=0), λόγω συμμετρίας περιμένουμε P1=P2 και επομένως, η σχέση (1.24), με αντικατάσταση στη σχέση (1.21), δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1≈P2→4P1>P0>0.





						
							
							(1.25)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.4: Αποδείξτε την σχέση (1.25).

			Επομένως, η μέγιστη τιμή της πιθανότητας είναι τετραπλάσια (και όχι διπλάσια) από την πιθανότητα που θα είχαμε, αν η μία μόνο οπή ήταν ανοιχτή, ενώ η ελάχιστη τιμή είναι μηδέν. Η ακριβής τιμή εξαρτάται από τη διαφορά φάσης των πλάτων πιθανότητας 

(Φ1(0)-Φ2(0)).

 Το αντίστοιχο κλασικό αποτέλεσμα θα ήταν 2P1 και δεν θα υπήρχε εξάρτηση από καμιά φάση (δείτε και Σχήμα 1.5).

			Ο όρος συμβολής έχει ως αποτέλεσμα την εμφάνιση κροσσών συμβολής στην πιθανότητα P(x), όπως θα συνέβαινε κατά τη συμβολή κυμάτων στο χώρο. Έτσι, στη διάρκεια πειράματος, όπου προσπίπτει δέσμη ηλεκτρονίων στο πέτασμα με τις δύο οπές, η κατανομή των ηλεκτρονίων στο πέτασμα, πέρα από τις οπές, έχει τη μορφή που φαίνεται στην εικόνα, εμφανίζοντας κροσσούς συμβολής, που γίνονται πιο έντονοι, καθώς αυξάνεται ο αριθμός ηλεκτρονίων στη δέσμη. 

			[image: ]

			Σχήμα 1.6 (αριστερά): Κατά την πρόσπτωση σωματίων στο πείραμα της διπλής οπής, εμφανίζονται κροσσοί κβαντικής συμβολής, που αποτυπώνουν εξάρτηση της πιθανότητας από το x. Οι κροσσοί γίνονται πιο ευδιάκριτοι, όσο αυξάνεται ο αριθμός των σωματίων.Όταν κλείσουμε μία από τις οπές, ο όρος συμβολής και οι κροσσοί εξαφανίζονται (Σχήμα 1.7) 

			[image: ]

			Σχήμα 1.7: Οι κβαντικοί κροσσοί συμβολής (πάνω) εξαφανίζονται, όταν κλείσουμε την μία από τις δύο οπές (κάτω).

			Θα δούμε σε επόμενο κεφάλαιο ότι, για μακροσκοπικά σωμάτια, η απόσταση μεταξύ των κροσσών είναι τόσο μικρή, ώστε γίνεται μη μετρήσιμη. Σε αυτήν την περίπτωση, τα πειράματα μετρούν τη μέση τιμή του Ι(x) που είναι μηδέν και η κβαντική συμβολή δεν είναι μετρήσιμη.

			1.4. Κβαντικές Καταστάσεις

			Η μέτρηση μιας φυσικής «ποσότητας» (παρατηρήσιμου μεγέθους) ενός συστήματος (πχ ορμή), διαταράσσει το σύστημα και έτσι αυτό μεταπίπτει σε μια κβαντική κατάσταση, στην οποία η επανάληψη μέτρησης της ίδιας «ιδιότητας», οδηγεί στο ίδιο αποτέλεσμα.

			Παραδείγματα κβαντικών καταστάσεων:

			 

			

E

: Κβαντική κατάσταση, όπου αν μετρηθεί η ενέργεια, το αποτέλεσμα θα είναι Ε.

			

p

: Κβαντική κατάσταση, όπου αν μετρηθεί η ορμή, το αποτέλεσμα θα είναι p.

			

x

: Κβαντική κατάσταση, όπου αν μετρηθεί η θέση, το αποτέλεσμα θα είναι x.

			 

			Σε γενική κατάσταση

ψ

, οι πιθανότητες μέτρησης διαφόρων φυσικών ιδιοτήτων έχουν αβεβαιότητα, δηλαδή υπάρχει πιθανότητα 

P1(E)

, να μετρηθεί τιμή της ενέργειας 

E

, 

P2(p),

 να μετρηθεί τιμή της ορμής p κλπ. Σε σύστημα με κατάσταση 

ψ

, μετά την μέτρηση π.χ. της ενέργειας με αποτέλεσμα Ε1, η κυματοσυνάρτηση διαταράσσεται και «καταρρέει» (μετατρέπεται) σε νέα κατάσταση 

Ε1

, ώστε επανάληψη της ίδιας μέτρησης να δώσει το ίδιο αποτέλεσμα. Άρα, επιγραμματικά έχουμε:

			



ψ→μέτρηση ενέργειας Ei, με πιθανότητα PEi.





			Αντίστοιχα, σε σύστημα με κατάσταση 

ψ

, μετά τη μέτρηση π.χ. της ορμής με αποτέλεσμα p1, η κυματοσυνάρτηση διαταράσεται και «καταρέει» (μετατρέπεται) σε νέα κατάσταση 

p1

, ώστε επανάληψη της ίδιας μέτρησης να δώσει το ίδιο αποτέλεσμα. Άρα, επιγραμματικά έχουμε:

			



ψ→μέτρηρη ορμής p, με πιθανότητα Pp





			



p→p, με πιθανότητα 1





			Οι καταστάσεις 

x

 και 

p

 δεν μπορούν να συμπίπτουν, γιατί μέτρηση της θέσης (π.χ. με σκέδαση φωτονίου μικρού μήκους κύματος), μεταβάλλει την ορμή. Άρα, δεν μπορούμε να είμαστε ταυτόχρονα σίγουροι για την ορμή και τη θέση ενός σωματίου.

			Σε αντιδιαστολή, η κλασική κατάσταση ενός σωματίου καθορίζεται πλήρως από την ταυτόχρονη μέτρηση της θέσης και της ορμής του. Αυτή είναι η πλήρης πληροφορία που απαιτείται, για να βρούμε τη χρονική εξέλιξη του σωματίου (αν ξέρουμε το δυναμικό ή τη δύναμη).

			1.5. Παρατηρήσιμα Μεγέθη (Observables) 

			Παρατηρήσιμα μεγέθη ενός συστήματος είναι εκείνα τα μεγέθη, που μπορούν να μετρηθούν (θέση, ορμή, ενέργεια, στροφορμή κλπ). Φάσμα (spectrum) ενός παρατηρήσιμου μεγέθους είναι όλες εκείνες οι τιμές, που μπορεί να δώσει μια μέτρηση, για το συγκεκριμένο μέγεθος, σε δεδομένο σύστημα.

			Για παράδειγμα, το φάσμα της συντεταγμένης x ελεύθερου σωματίου στο χώρο είναι από –∞ έως +∞, ενώ το φάσμα της κινητικής ενέργειας είναι από 0 έως +∞. Θα δούμε ότι στην κβαντική μηχανική, η προβολή της στροφορμής κατά μήκος οποιουδήποτε άξονα έχει διακριτό φάσμα (δεν μπορεί να πάρει συνεχείς τιμές):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



…,k-1ℏ, kℏ, k+1ℏ,…





						
							
							(1.26)

						
					

				
			

			όπου ћ είναι η σταθερά του Planck δια 

2π (h/2π).



			1.5.1. Κβαντική Κατάσταση και Πλάτη Πιθανότητας Παρατηρήσιμων Μεγεθών

			Τα παρατηρήσιμα μεγέθη στην κβαντομηχανική είναι τυχαίες μεταβλητές. Σε κάθε τιμή του φάσματος ενός παρατηρήσιμου μεγέθους, αντιστοιχεί ένα κβαντικό πλάτος πιθανότητας, για τη μέτρηση της συγκεκριμένης τιμής. Το σύνολο των κβαντικών πλατών πιθανότητας ενός φάσματος παρατηρήσιμου μεγέθους καθορίζει πλήρως την κβαντική κατάσταση του συστήματος. Στόχος της κβαντομηχανικής είναι ο υπολογισμός αυτών των πλατών πιθανότητας, με χρήση αποτελεσμάτων πειραματικών μετρήσεων.

			Παράδειγμα: Για το φάσμα n-τιμών ενός παρατηρήσιμου μεγέθους, μπορεί να έχουμε τα πλάτη πιθανότητας 

α1, α2, …, αn

 (μπορεί να είναι και συνεχές). Για ένα άλλο παρατηρήσιμο μέγεθος, μπορεί να έχουμε τα πλάτη πιθανότητας 

b1, b2, …, bn.

 Η κατάσταση του συστήματος περιγράφεται πλήρως από οποιοδήποτε από τα παραπάνω σύνολα και, αν γνωρίζουμε το ένα, μπορούμε να υπολογίσουμε το άλλο, με «αλλαγή αναπαράστασης» της κβαντικής κατάστασης.

			Ας θεωρήσουμε, για παράδειγμα, την κβαντική κατάσταση, που αντιστοιχεί στο spin κβαντικού σωματίου. 

			To spin, είναι μια καθαρά κβαντική ποσότητα, που χαρακτηρίζει τα σωμάτια και έχει χαρακτηριστικά ιδιοστροφορμής. Έστω σωμάτιο με μέτρο spin 

34ℏ

. Αποδεικνύεται ότι το φάσμα για τη z συνιστώσα του spin είναι 

{-ћ/2, ћ/2}

 (δύο τιμές) Όμοια, το φάσμα για τη x συνιστώσα του spin είναι το ίδιο 

{-ћ/2, ћ/2}

. Έστω ότι τα πλάτη πιθανότητας για τo φάσμα της z συνιστώσας είναι: 

α-,α+

. Αυτά τα πλάτη καθορίζουν πλήρως την κατάσταση spin του σωματίου. Με κατάλληλο μετασχηματισμό, μπορούμε να βρούμε τα πλάτη για τη x συνιστώσα του spin: 

b-,b+

 .

			Άλλο παράδειγμα καθορισμού κβαντικής κατάστασης, από τα πλάτη πιθανότητας παρατηρήσιμου μεγέθους, είναι η κυματοσυνάρτηση. Η κυματοσυνάρτηση Ψ(x), περιγράφει ένα συνεχές σύνολο πλατών πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο σε κάθε σημείο του χώρου. Αντιστοιχεί στα πλάτη πιθανότητας του φάσματος του παρατηρήσιμου μεγέθους της θέσης ενός σωματίου.

			Τέλος, άλλο παράδειγμα είναι τα πλάτη πιθανότητας για το φάσμα της ενέργειας 

{Ε1,Ε2,Ε3,…}

.

			1.5.2. Διανυσματικός Χώρος Κβαντικών Καταστάσεων

			Έστω δύο καταστάσεις που περιγράφονται από σύνολα πλατών πιθανότητας παρατηρήσιμου μεγέθους [π.χ. η ανίχνευση του ηλεκτρονίου στη θέση xi στο πείραμα διπλής οπής, είτε αποκλειστικά μέσω της μιας διαδρομής (ψ) είτε μέσω της άλλης (φ)]:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=ψ1,ψ2,…, ϕ=ϕ1,ϕ2,….





						
							
							(1.27)

						
					

				
			

			Με βάση τη θεμελιώδη αρχή της κβαντομηχανικής, το πλάτος πιθανότητας να προκύψει μέτρηση, είτε μέσω της μιας φυσικής διεργασίας είτε μέσω της άλλης, είναι το άθροισμα των δύο πλατών πιθανότητας, που αντιστοιχούν σε κάθε φυσική διεργασία:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ1+ϕ1,ψ2+ϕ2,ψ3+ϕ3,….





						
							
							(1.28)

						
					

				
			

			Αυτά τα αθροίσματα περιγράφουν μια νέα νέα κβαντική κατάσταση, που δίνει τα πλάτη πιθανότητας για την κάθε τιμή μέτρησης, ανεξάρτητα από τη φυσική διεργασία που οδήγησε στη μέτρηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



χ=ψ1+ϕ1,ψ2+ϕ2,ψ3+ϕ3,….





						
							
							(1.29)

						
					

				
			

			Άρα, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



χ=ψ+ϕ.





						
							
							(1.30)

						
					

				
			

			Επομένως, το άθροισμα δύο καταστάσεων είναι μια νέα κβαντική κατάσταση, όπως συμβαίνει με τα διανύσματα. Όμοια, τα γινόμενα των πλατών πιθανότητας επί ένα μιγαδικό αριθμό περιγράφουν μια νέα κβαντική κατάσταση, όπως στα διανύσματα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′=αψ.





						
							
							(1.31)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.5: Αποδείξτε την σχέση (1.31), με παρόμοιο τρόπο, όπως αποδείχτηκε η σχέση (1.30).

			Καταλήγουμε, λοιπόν, στο συμπέρασμα ότι ο χώρος των κβαντικών καταστάσεων είναι ένας διανυσματικός χώρος (χώρος Hilbert), στον οποίο κάθε κατάσταση περιγράφεται συντομογραφικά, από ένα ket:

 ψ

.

			1.5.3. Βάση στον Χώρο Hilbert 

			Βάση διανυσματικού χώρου V είναι ένα σύνολο διανυσμάτων 

i

, μέσω των οποίων μπορεί να εκφραστεί οποιοδήποτε διάνυσμα του διανυσματικού χώρου ως γραμμικός συνδυασμός:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∑iaii





						
							
							(1.32)

						
					

				
			

			όπου οι σταθερές αi, στην περίπτωση του διανυσματικού χώρου των κβαντικών καταστάσεων, είναι μιγαδικοί αριθμοί. Τα διανύσματα της βάσης είναι γραμμικά ανεξάρτητα (κανένα δεν μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των άλλων). 

			Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε τα συνήθη διανύσματα, στον τρισδιάστατο χώρο. Η βάση αποτελείται από τα μοναδιαία διανύσματα  

i^

,  

j^

 και 

k^

 και ένα τυχαίο διάνυσμα μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των διανυσμάτων της βάσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



b=aii^+a2j^+a3k^.





						
							
							(1.33)

						
					

				
			

			1.5.4. Συναρτήσεις στον Χώρο Hilbert (ο δυϊκός διανυσματικός χώρος) 

			Για να εξάγουμε τα μιγαδικά πλάτη πιθανότητας από τις κβαντικές καταστάσεις, χρειαζόμαστε μιγαδικές συναρτήσεις, που θα έχουν όρισμα κβαντικές καταστάσεις και θα μας δίνουν μιγαδικούς αριθμούς.

			Αντί να χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό 

f(|ψ)

 για αυτές τις συναρτήσεις, τις γράφουμε ως «bracket», 

fψ

 που παραπέμπει σε ένα είδος εσωτερικού γινομένου μεταξύ μιας δυϊκής (dual) κβαντικής κατάστασης 

f

 (που λέγεται και «bra») και της κβαντικής κατάστασης 

|ψ

 (που λέγεται και «ket»):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f(ψ)→fψ.





						
							
							(1.34)

						
					

				
			

			Ο χώρος αυτών των συναρτήσεων 

f

 (bra 

f

), αποτελεί ένα «δυϊκό» χώρο, σε σχέση με το διανυσματικό χώρο των κβαντικών καταστάσεων (ket 

ψ

)

			Οι συναρτήσεις που αντιστοιχούν στο δυϊκό χώρο είναι γραμμικές, δηλαδή ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f|(αψ+β|ϕ)=afψ+βfϕ,





						
							
							(1.35)

						
					

				
			

			ενώ ο δυϊκός χώρος των συναρτήσεων είναι διανυσματικός, δηλαδή ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



h≡f+g, p≡af





						
							
							(1.36)

						
					

				
			

			όπου, οι συναρτήσεις bra 

h

 και 

p

 ανήκουν και αυτές στον δυϊκό διανυσματικό χώρο και ορίζονται από τις σχέσεις: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



hψ=fψ+gψ





						
							
							(1.37)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pψ=fψ+gψ





						
							
							(1.38)

						
					

				
			

			1.5.5. Βάση στον Δυϊκό Χώρο (Dual Space)

			Αφού ο δυϊκός χώρος V’ είναι διανυσματικός, θα πρέπει να έχει μια βάση, ένα σύνολο δυϊκών καταστάσεων, συναρτήσει του οποίου, μπορεί να εκφραστεί οποιαδήποτε «κατάσταση» στον δυϊκό χώρο. Έστω βάση 

i

 (i=1,..,N), στον χώρο V Ν διαστάσεων. Μια κατάσταση 

ψ

 αναπτύσσεται στη βάση αυτή ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c=∑iaii





						
							
							(1.39)

						
					

				
			

			Ορίζουμε τη βάση, στο δυϊκό χώρο Ν διαστάσεων (συζυγής βάση) ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j (j=1,…,N)





						
							
							(1.40)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ji=δij





						
							
							(1.41)

						
					

				
			

			Για τη βάση στον δυϊκό χώρο ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∑iaii⟹ψ≡∑iai*i





						
							
							(1.42)

						
					

				
			

			Δηλαδή, με την πράξη της μιγαδικής συζυγίας, το κάθε «ket» μετατρέπεται στο αντίστοιχο «bra», έτσι ώστε, η συζυγής κατάσταση της 

ψ

 (το bra 

ψ

) να αναπτύσσεται στη συζυγή βάση, όπως φαίνεται στη σχέση (1.42). Από τις σχέσεις (1.41) και (1.42), προκύπτει ότι το bracket (εσωτερικό γινόμενο) 

ψψ

 είναι πάντα θετικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψψ=∑iai*i∑jajj=∑iai2≥0.





						
							
							(1.43)

						
					

				
			

			Κατά αντιστοιχία με το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο στον τρισδιάστατο χώρο: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



bxi+byj+bzkbxi+byj+bzk=bx2+by2+bz2





						
							
							(1.44)

						
					

				
			

			η τετραγωνική ρίζα του bracket 

ψψ

, λέγεται και «μήκος» της κατάστασης 

ψ

. Στην περίπτωση του διανύσματος στον τρισδιάστατο χώρο, το δυϊκό συζυγές ταυτίζεται με το διάνυσμα, γιατί οι συνιστώσες είναι πραγματικοί αριθμοί (δεν αλλάζουν με τη συζυγία).

			Με χρήση των καταστάσεων στον δυϊκό χώρο, μπορούμε να ορίσουμε το εσωτερικό γινόμενο μεταξύ δύο κβαντικών καταστάσεων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ=∑ibii,    ψ=∑iaii.





						
							
							(1.45)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε τις σχέσεις (1.42) και (1.45), για να δείξουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕψ=∑ibi*ai,     ψϕ=ϕψ*.





						
							
							(1.46)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.6: Αποδείξτε τις σχέσεις (1.46).

			1.5.6. Η Αναπαράσταση της Ενέργειας 

			Θα δούμε σε επόμενο κεφάλαιο ότι, για σωμάτιο που είναι περιορισμένο από δυναμικό να κινείται σε περιορισμένη περιοχή του χώρου (δέσμια κατάσταση σε πηγάδι δυναμικού), το φάσμα της ενέργειας είναι διακριτό: 

Ε0, Ε1,…

 Μια κβαντική κατάσταση περιγράφεται πλήρως από το σετ των πλατών πιθανότητας που αντιστοιχεί στο παραπάνω φάσμα 

{α0, α1, ...}.

 Έστω μια κατάσταση για την οποία ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ai=0, για i≠k και ak=1.





						
							
							(1.47)

						
					

				
			

			Στην κατάσταση αυτή 

Ek

 (βάση καθορισμένης ενέργειας), η μέτρηση της ενέργειας θα δώσει την τιμή Εk, με πιθανότητα 1. Αναπτύσσουμε μια κατάσταση 

ψ

 στη βάση καθορισμένης ενέργειας ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∑iaiEi⇒EkEi=δij ak=Ekψ.





						
							
							(1.48)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.7: Αποδείξτε τη σχέση (1.48).

			Έτσι, από την 

ψ

, βρίσκουμε τα πλάτη πιθανότητας για το φάσμα ενέργειας. Από τα πλάτη βρίσκουμε και τις αντίστοιχες πιθανότητες, για τη μέτρηση των διαφόρων τιμών του φάσματος: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ→μέτρηση της ενέργειας Ei με πιθανότητα Eiψ2.





						
							
							(1.49)

						
					

				
			

			Για το μήκος της κυματοσυνάρτησης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψψ=∑iai2=∑iPi=1.





						
							
							(1.50)

						
					

				
			

			Το άθροισμα των πιθανοτήτων πρέπει να είναι μονάδα, αφού θα μετρηθεί σίγουρα μια από τις τιμές του φάσματος. Άρα, τα μήκη κβαντικών καταστάσεων πρέπει να είναι μονάδα (κανονικοποιημένα).

			Άσκηση 1.8: Αποδείξτε τη σχέση (1.50), χρησιμοποιώντας τη σχέση (1.46).

			Μπορούμε να κανονικοποιήσουμε μια κβαντική κατάσταση, απλά διαιρώντας την με το μήκος της:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ=∑ibii⇒κανονικοποίηση ψ∑ibiϕϕi.





						
							
							(1.51)

						
					

				
			

			Άσκηση 1.9: Δείξτε ότι η κβαντική κατάσταση 

ψ

 της σχέσης (1.51) είναι κανονικοποιημένη, δηλαδή ότι ισχύει 

ψψ

 =1.

			1.6. Σύνοψη 

			Το κβαντικό πλάτος πιθανότητας είναι ένας μιγαδικός αριθμός Α, του οποίο το μέτρο στο τετράγωνο, δίνει την πιθανότητα P, να δώσει μια μέτρηση φυσικού μεγέθους μια δεδομένη τιμή(

P=|Α|

 2). 

			Όταν ένα αποτέλεσμα μέτρησης, μπορεί να προκύψει με δύο ή περισσότερες φυσικές διεργασίες (π.χ. πείραμα διπλής οπής), τότε το πλάτος πιθανότητας Α, για το τελικό αποτέλεσμα της μέτρησης, είναι το άθροισμα των πλατών πιθανότητας για το ίδιο αποτέλεσμα, μέσω της κάθε διεργασίας: 

Α=Α1+Α2+…

 Άρα, στην κβαντομηχανική παραβιάζεται η κλασική θεωρία πιθανοτήτων, σύμφωνα με την οποία θα έπρεπε 

P=P1+P2+…



			



Px=A1(x)+A2(x)2=A1(x)2+A2(x)2+2ReA1xA2*x





			



⟹Px=P1x+P2x+Ix.





			Η κβαντική κατάσταση συστήματος, που ανήκει σε διανυσματικό χώρο, καθορίζεται από το πλήρες σύνολο πλατών πιθανότητας για τη μέτρηση παρατηρήσιμου μεγέθους.

			Με χρήση του δυϊκού χώρου και του εσωτερικού γινομένου, μπορούν να προκύψουν τα πλάτη πιθανότητας, για οποιαδήποτε μέτρηση από την κβαντική κατάσταση.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005β· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg, Pnini, Zaarur & Hecht, 1998· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Πώς ορίζεται μία κβαντική κατάσταση;

			Λύση: 

			Από το πλήρες σύνολο των πλατών πιθανότητας, για το φάσμα δεδομένου παρατηρήσιμου μεγέθους.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Ποιά είναι η χρησιμότητα των bra (δυϊκού χώρου);

			Λύση:

			Το bra είναι μια συνάρτηση που δέχεται σαν όρισμα το ket (κβαντική κατάσταση) και δίνει ένα μιγαδικό αριθμό: το πλάτος πιθανότητας για το αποτέλεσμα μιας μέτρησης. Για παράδειγμα το bra 

E2

 εξάγει από την κβαντική κατάσταση 

ψ

, το πλάτος πιθανότητας 

E2ψ

 να δώσει μια μέτρηση της ενέργειας, αποτέλεσμα που αντιστοιχεί στην ενέργεια Ε2 (δεύτερη διεγερμένη στάθμη).

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Έστω η κβαντική κατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=eiπ/5 a+eiπ/4b





						
							
							(1.52)

						
					

				
			

			Εκφράστε το bra 

ψ

 σαν γραμμικό συνδυασμό των bra 

a

 και 

b

.

			Λύση:

			



ψ=e-iπ/5a+e-iπ/4b.





			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Έστω η κανονικοποιημένη κβαντική κατάσταση: 

			



ψ=aA+bB.





			Βρείτε την πιθανότητα να βρεθεί το σύστημα στην κατάσταση 

A

, αν: 

			



α a=i/2; β b=eiπ; γ b=13+i2





			Λύση:

			



α P=14; β P=0; γ P=718





			Κριτήριο αξιολόγησης 5

			Έστω η κβαντική κατάσταση: 

ψ=∑-∞+∞ann

 όπου 

an=12-i3n/2einπ

. Αν οι καταστάσεις 

n

 αποτελούν ορθοκανονική βάση:

			(α) βρείτε την πιθανότητα εύρεσης του συστήματος σε δεδομένη κατάσταση 

n

,

			(b) βρείτε την πιθανότητα εύρεσης του συστήματος σε κατάσταση με μη αρνητικό n.

			Λύση:

			



α P=123-n     β ∑n=1+∞3-n=12 και P0=12, άρα Pn≥0=34.





			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Άσκηση 1

			Η κατάσταση πόλωσης ενός φωτονίου είναι της μορφής 

ψ=35x+4i5y

. Ποιό κλάσμα φωτονίων διέρχεται από έναν πολωτή στη διεύθυνση y;

			a.

 45



			b.

 1625



			c.

 35



			d.

 925



			Ορθή απάντηση: b.

			Επεξήγηση:

			Τα κβαντικά πλάτη για κάθε κατάσταση πόλωσης είναι:

			



Ax=35 και Ay=4i5





			Επομένως, η πιθανότητα να περάσει το φωτόνιο από τον y πολωτή είναι:

			



Py=Ay2=4i5 -4i5=1625





			Άσκηση 2

			Η κατάσταση πόλωσης ενός φωτονίου είναι της μορφής 

ψ=35x+4i5y

. Ποιό κλάσμα φωτονίων διέρχεται από έναν πολωτή στη διεύθυνση x’, που σχηματίζει γωνία θ με τον άξονα x; 

			a. 

P=9251-sin2⁡θ



			b. 

P=1625sin2⁡θ



			c. 

P=1259+7sin2⁡θ



			d. 

P=16251-sin2⁡θ



			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση:

			Οι προβολές σε κάθε κατάσταση είναι:

			



x′x=cos⁡θ, x′y= sin⁡θ





			και:

			



x′ψ=35x′x+4i5x′y.





			Επομένως:

			



P=35cos⁡θ2+4i5sin⁡θ2=925cos2⁡θ+1625sin2⁡θ=9251-sin2⁡θ+1625sin2⁡θ=1259+7sin2⁡θ.
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			Κεφάλαιο 2: Τελεστές

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Βαγιονάκης, 1996· Ταμβάκης, 2003· Τραχανάς, 2005α· Τραχανάς, 2005β· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Cohen-Tannoudji et al., 2006· Fitzpatrick, 2010· French & Taylor, 1978· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Merzbacher, 1970· Peleg et al., 2010):

			1. Θα ορίσουμε τους τελεστές ως μαθηματικά αντικείμενα, που δρουν σε κβαντικές καταστάσεις και τις μετασχηματίζουν σε άλλες καταστάσεις, παραθέτοντας και ορισμένα παραδείγματα.

			2. Θα δούμε ότι τα παρατηρήσιμα μεγέθη, μπορούν να αντιστοιχηθούν σε ειδικούς τελεστές, οι οποίοι λέγονται ερμητειανοί. Από αυτούς τους τελεστές, μπορεί να προκύψει το φάσμα παρατηρήσιμων μεγεθών, καθώς και οι μέσες (αναμενόμενες) τιμές τους.

			3. Οι ιδιοκαταστάσεις τελεστών είναι οι κβαντικές εκείνες καταστάσεις, στις οποίες το φυσικό μέγεθος που αντιστοιχεί στον τελεστή, έχει καθορισμένη, με βεβαιότητα, τιμή. Ιδιοτιμές τελεστή είναι οι τιμές του φάσματος του φυσικού μεγέθους, που αντιστοιχεί στον τελεστή.

			4. Οι ερμητειανοί τελεστές έχουν πραγματικές ιδιοτιμές και μπορούν να αντιστοιχηθούν με φυσικά παρατηρήσιμα μεγέθη.

			5. Οι τελεστές μπορούν να παρασταθούν σε μια βάση κβαντικών καταστάσεων ως πίνακες, όπως ακριβώς μια οποιαδήποτε κατάσταση μπορεί να παρασταθεί ως ανάπτυγμα σε δεδομένη βάση.

			6. Θα ορίσουμε την έννοια του μεταθέτη δυο τελεστών, συσχετίζοντας με τον μεταθέτη την ύπαρξη κοινών ιδιοκαταστάσεων των δύο τελεστών.

			7. Τέλος, θα κάνουμε μια σύνοψη των βασικών σημείων του κεφαλαίου.

			2. Τελεστές

			2.1. Ορισμός – Παραδείγματα

			2.1.1. Ορισμός

			Τελεστής Q που δρα στον κβαντικό διανυσματικό χώρο των kets, είναι ένα αντικείμενο που μετασχηματίζει ένα ket σε ένα άλλο ket:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ=Qψ.





						
							
							(2.1)

						
					

				
			

			Οι κβαντικοί τελεστές είναι γραμμικοί, δηλαδή ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Qaψ+βχ=aQψ+βQχ.





						
							
							(2.2)

						
					

				
			

			Σε κάθε παρατηρήσιμο μέγεθος, αντιστοιχεί ένας κβαντικός τελεστής. Υπάρχουν όμως και άλλοι τελεστές, που δεν αντιστοιχούν σε παρατηρήσιμο μέγεθος, αλλά παίζουν άλλους ρόλους στην Κβαντομηχανική (π.χ. μετασχηματισμοί συμμετρίας, που θα δούμε σε επόμενο κεφάλαιο)

			2.1.2. Παραδείγματα Τελεστών 

			Έστω ο τελεστής που ορίζεται μέσω μιας βάσης 

i

, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I=∑iii.





						
							
							(2.3)

						
					

				
			

			Η δράση του Ι σε μια κβαντική κατάσταση, την αφήνει αναλλοίωτη. Πραγματικά, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Iψ=∑iii∑jajj=∑iaii=ψ.





						
							
							(2.4)

						
					

				
			

			Άσκηση 2.1: Δείξτε την εξίσωση (2.4), χρησιμοποιώντας τη σχέση ορθοκανονικότητας 

ji=δij,

 που ισχύει για τα kets της βάσης 

i

.

			Ο τελεστής I που αφήνει τις κβαντικές καταστάσεις αναλλοίωτες, ονομάζεται ταυτοτικός προβολικός τελεστής (identity operator).

			Έστω, ο τελεστής που ορίζεται μέσω μιας βάσης 

Ei

 (καταστάσεις καθορισμένης ενέργειας) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=∑iEiEiEi





						
							
							(2.5)

						
					

				
			

			Ο σημαντικός αυτός τελεστής αποτελεί τη Hamiltonian του κβαντικού συστήματος, που έχει ενεργειακό φάσμα Ei .

			2.1.3. Μέσες τιμές φυσικών μεγεθών

			Από τη Hamiltonian, μπορεί να προκύψει η μέση τιμή της ενέργειας κβαντικού συστήματος, που είναι σε κατάσταση 

ψ

. Ας θεωρήσουμε το ανάπτυγμα της κατάστασης 

ψ

, στη βάση κβαντικών καταστάσεων καθορισμένης ενέργειας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∑iαiEi.





						
							
							(2.6)

						
					

				
			

			Με χρήση της ορθοκανονικότητας της βάσης 

EkEi=δik

, μπορούμε να βρούμε τις τιμές των μιγαδικών παραμέτρων ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ak=Ekψ και αk*=ψEk.





						
							
							(2.7)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε τώρα τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψHψ=∑iEiψEiEiψ.





						
							
							(2.8)

						
					

				
			

			και μπορούμε να βρούμε τη μέση τιμή της ενέργειας 

E

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψHψ=∑iEiαi*ai=∑iEiai2=∑ipiEi=E





						
							
							(2.9)

						
					

				
			

			όπου, έγινε χρήση της σχέσης (2.7) και της συζυγούς της.

			Παρόμοια, μπορούμε να βρούμε τη μέση τιμή οποιουδήποτε παρατηρήσιμου μεγέθους Q, αφού ορίσουμε πρώτα τον αντίστοιχο τελεστή. Έστω παρατηρήσιμο μέγεθος Q, με φάσμα {qi} και βάση καθορισμένων τιμών qi τα kets 

qi

. Το ερώτημα που θέλουμε να θέσουμε είναι το εξής: Ποιά είναι η μέση τιμή του παρατηρήσιμου μεγέθους Q, σε μια κβαντική κατάσταση 

ψ

, που αναπτύσσεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ψ=∑iaiqi 

;

						
							
							(2.10)

						
					

				
			

			Για να απαντήσουμε στο ερώτημα αυτό, ορίζουμε τον τελεστή που αντιστοιχεί στο φυσικό μέγεθος Q, ως

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q=∑iqiqiqi.





						
							
							(2.11)

						
					

				
			

			Εύκολα δεικνύεται [σχέση (2.9)] ότι η ζητούμενη μέση τιμή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q=ψQψ





						
							
							(2.12)

						
					

				
			

			Άσκηση 2.2: Αποδείξτε τη σχέση (2.12).

			2.2. Ιδιοκαταστάσεις και Ιδιοτιμές Τελεστών

			Οι ιδιοκαταστάσεις 

r

 και οι ιδιοτιμές r (μιγαδικοί αριθμοί) ενός τελεστή R, ορίζονται από την εξίσωση ιδιοτιμών ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rr=rr.





						
							
							(2.13)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian είναι οι καταστάσεις καθορισμένης ενέργειας και οι αντίστοιχες ιδιοτιμές είναι οι αντίστοιχες ενέργειες του φάσματος της ενέργειας. Η απόδειξη της σημαντικής αυτής πρότασης γίνεται, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2.5) και (2.13), ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



HEk=∑iEiEiEiEk=EkEk.





						
							
							(2.14)

						
					

				
			

			Άσκηση 2.3: Δείξτε ότι το αποτέλεσμα (2.14) γενικεύεται, για οποιοδήποτε παρατηρήσιμο μέγεθος Q, πέρα από την ενέργεια. Δείξτε, δηλαδή, ότι οι ιδιοκαταστάσεις ενός φυσικού μεγέθους Q είναι οι καταστάσεις καθορισμένης τιμής του μεγέθους Q και οι αντίστοιχες ιδιοτιμές είναι οι αντίστοιχες τιμές του φάσματος του μεγέθους Q.

			2.3. Ερμητειανοί Τελεστές – Ερμητειανή Συζυγία

			Έστω ο τελεστής παρατηρήσιμου μεγέθους Q:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q=∑iqiqiqi





						
							
							(2.15)

						
					

				
			

			και ο μιγαδικός αριθμός που προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕQψ=∑ibi*qiQ∑jajqj=∑ijbi*ajqjδij=∑ibi*qiai





						
							
							(2.16)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε τα αναπτύγματα των καταστάσεων 

ψ

 και 

ϕ

 στη βάση ιδιοκαταστάσεων του Q.

			Όμοια, δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψQϕ=∑iai*qibi.





						
							
							(2.17)

						
					

				
			

			Αν το φάσμα του Q (τα qi που είναι και ιδιοτιμές του Q) είναι πραγματικοί αριθμοί (αφού είναι πιθανά αποτελέσματα μετρήσεων), τότε θα πρέπει να ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕQψ*=ψQϕ.





						
							
							(2.18)

						
					

				
			

			για οποιοδήποτε φυσικό μέγεθος Q με πραγματικές ιδιοτιμές και για οποιεσδήποτε κβαντικές καταστάσεις 

ψ

 και 

ϕ

.

			Άσκηση 2.4: Αποδείξτε τις σχέσεις (2.17) και (2.18).

			Οι τελεστές, που ικανοποιούν την παραπάνω σχέση (2.18) λέγονται Ερμητειανοί και έχουν πραγματικές ιδιοτιμές. Οι τελεστές που αντιστοιχούν σε φυσικά μεγέθη είναι Ερμητειανοί. Οι ερμητειανοί τελεστές έχουν πραγματικές ιδιοτιμές, άρα, το φάσμα τους (δυνατές τιμές μέτρησης), παίρνει μόνο πραγματικές τιμές. Επομένως, αυτοί οι τελεστές, μπορούν να αντιστοιχηθούν σε παρατηρήσιμα φυσικά μεγέθη.

			Οι ιδιοτιμές ερμητειανών τελεστών είναι πραγματικές και οι ιδιοκαταστάσεις τους, που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιμές, είναι ορθογώνιες 

qiqj=δij

. Η απόδειξη της πρότασης αυτής προκύπτει ως εξής:

			Έστω Q ερμητειανός τελεστής, με ιδιοτιμές qi και ιδιοκαταστάσεις 

qi Q qi =qiqi

. Τότε, δρώντας στην εξίσωση ιδιοτιμών από αριστερά, με το κατάλληλο bra, έχουμε τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



qkQqi=qiqkqi,





						
							
							(2.19)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



qiQqk=qkqiqk.





						
							
							(2.20)

						
					

				
			

			Θεωρούμε τη μιγαδική συζυγή της σχέσης (2.20) και χρησιμοποιώντας την (2.18), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



qiQqk*=qkQqi=qk*qkqi.





						
							
							(2.21)

						
					

				
			

			Με αφαίρεση της (2.21) από την (2.19), τα αριστερά μέλη απλοποιούνται και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=qi-qk*qkqi.





						
							
							(2.22)

						
					

				
			

			Για i=k παίρνουμε qi=qi* (αφού 

qiqi>0

, ενώ για i≠k (qi≠qk*) παίρνουμε 

qkqi=0

, που ολοκληρώνει την απόδειξη της πρότασης.

			Έστω τώρα τελεστής R, που δεν είναι απαραίτητα ερμητειανός. Ορίζουμε τον ερμητειανό συζυγή του R (R†) από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕR†ψ*=ψRϕ.





						
							
							(2.23)

						
					

				
			

			Αν ο R είναι ερμητειανός, τότε R=R† (σχέση (2.18)). 

			Γενικά, η μιγαδική συζυγία μετατρέπει τα αντικείμενα, ως εξής:

			
				
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Αντικείμενο

						
							
							



i





						
							
							



ψ





						
							
							



R





						
							
							



QR





						
							
							



Rψ





						
							
							



ϕRψ





						
					

					
							
							Ερμητειανό συζυγές

						
							
							



-i





						
							
							



ψ





						
							
							



R†





						
							
							



R†Q†





						
							
							



ψR†





						
							
							



ψR†ϕ





						
					

				
			

			2.4. Στοιχεία Πίνακα Τελεστών

			Έστω τελεστής R και βάση 

i

. Ορίζουμε τα στοιχεία πίνακα του τελεστή R, στη βάση 

i

, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rij≡iRj.





						
							
							(2.24)

						
					

				
			

			Τα στοιχεία αυτά αναπαριστούν και καθορίζουν πλήρως τη δράση τελεστή R. Η πρόταση αυτή αποδεικνύεται ως εξής:

			Η δράση του R, σε κατάσταση 

ψ

, μετασχηματίζει τα πλάτη πιθανότητας του αναπτύγματος της

ψ

, σε βάση 

i

 από ai σε bi:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ=∑ibii=Rψ=∑jajRj.





						
							
							(2.25)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



bi=∑jajiRj=∑jRijaj





						
							
							(2.26)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε τη σχέση ορθογωνιότητας της βάσης 

ji=δij

. Από τη σχέση (2.25), προκύπτει ότι τα στοιχεία πίνακα Rij, καθορίζουν πλήρως το πώς μετασχηματίζονται τα πλάτη ai στα πλάτη bi και άρα, την πλήρη δράση του R (πολλαπλασιασμός πίνακα επί διάνυσμα στήλη).

			Άσκηση 2.5: Αποδείξτε τη σχέση (2.26).

			Η ερμητειανή συζυγία μετατρέπει τα στοιχεία πίνακα στα μιγαδικά συζυγή τους και μετατρέπει τις στήλες του πίνακα σε γραμμές και τις γραμμές σε στήλες (αναστροφή πίνακα). Η πρόταση αυτή, αποδεικνύεται ως εξής:

			Θέτουμε στη σχέση ορισμού της ερμητειανής συζυγίας (2.23) 

φ=i

 και 

ψ=j

 και παίρνουμε τα στοιχεία πίνακα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rij†*=Rji ⟺ Rij†=Rji*.





						
							
							(2.27)

						
					

				
			

			Άρα, ο πίνακας του ερμητειανού συζυγή τελεστή είναι πίνακας μιγαδικός συζυγής και ανάστροφος, σε σχέση με τον αρχικό.

			2.5. Πολλαπλασιασμός Τελεστών και Μεταθέτες

			Ο πολλαπλασιασμός τελεστών ισοδυναμεί με διαδοχική δράση των τελεστών, σε μια κβαντική κατάσταση. Ο ερμητειανός συζυγής γινομένου τελεστών ισούται με το γινόμενo των συζυγών, σε αντεστραμμένη σειρά. Η πρόταση αυτή αποδεικνύεται ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



QRij†=QRji*=∑kQjk*Rki*=∑kRik†Qkj†=R†Q†ij





						
							
							(2.28)

						
					

				
			

			όπου στη δεύτερη ισότητα παρεμβάλαμε τον ταυτοτικό προβολικό τελεστή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I=∑kkk





						
							
							(2.29)

						
					

				
			

			μεταξύ των τελεστών Q και R. 

			Με επαγωγή, μπορεί να δειχτεί ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ABC…Z†=Z†…C†B†A†





						
							
							(2.30)

						
					

				
			

			Άσκηση 2.6: Αποδείξτε τις σχέσεις (2.28), (2.30).

			Ορίζουμε, τώρα, τη συνάρτηση f(R) ενός τελεστή R, με χρήση των ιδιοτιμών του ri και των ιδιοκαταστάσεων του 

ri

 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



fR≡∑ifririri.





						
							
							(2.31)

						
					

				
			

			Άσκηση 2.7: Ποιές είναι οι ιδιοκαταστάσεις και οι ιδιοτιμές του τελεστή f(R);

			Ο μεταθέτης 

A,B

 δύο τελεστών A, B ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,B=AB-BA.





						
							
							(2.32)

						
					

				
			

			Αν [Α,Β]≠0, τότε δεν υπάρχει κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων των Α,Β. Η απόδειξη αυτής της πρότασης γίνεται με την εις άτοπον απαγωγή, ως εξής:

			Ας υποθέσουμε ότι υπήρχε κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων 

i

, για την οποία θα ίσχυαν οι σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

Ai=aii,  Bi=bii.



						
							
							(2.33)

						
					

				
			

			Έστω τώρα το ανάπτυγμα τυχαίας κατάστασης 

ψ

, στην ίδια βάση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∑iψii.





						
							
							(2.34)

						
					

				
			

			Η δράση του μεταθέτη στην τυχαία αυτή κατάσταση είναι γενικά διάφορη του μηδενός. Όμως, έχουμε επίσης, ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,Bψ=AB-BA∑iψii=A∑iψibii-B∑iψiaii=∑iψibiai-aibii





						
							
							(2.35)

						
					

				
			

			που δίνει μηδέν, αφού οι ιδιοτιμές είναι αριθμοί που θα πρέπει να μετατίθενται. Άρα, καταλήγουμε σε άτοπο και επομένως, δεν μπορεί να υπάρχει κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων, για τους μη μετατιθέμενους τελεστές Α και Β.

			Αντίστοιχα, ισχύει ότι, αν [Α,Β]=0, τότε υπάρχει κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων των Α,Β (μπορεί όμως να υπάρχουν μερικές ιδιοκαταστάσεις που δεν είναι κοινές).

			Άσκηση 2.8: Να αποδειχθεί η παραπάνω πρόταση. Υπόδειξη: Θεωρείστε μια ιδιοκατάσταση του ενός τελεστή και δείξτε, χρησιμοποιώντας τη σχέση μετάθεσης, ότι, αναγκαστικά, θα είναι ιδιοκατάσταση και του άλλου τελεστή. Πώς θα βρούμε τον μεταθέτη 

A,f(B),

 αν γνωρίζουμε τον μεταθέτη 

A,B

;

			Μια συνάρτηση του τελεστή Β, η f(B), μπορεί να αναπτυχθεί, κατά Taylor, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f=f0+f′B+12f′′B2+…





						
							
							(2.36)

						
					

				
			

			όπου

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f0≡f0,   f′≡df(x)/dx0…





						
							
							(2.37)

						
					

				
			

			είναι μιγαδικοί αριθμοί. 

			Άρα, από τις ιδιότητες μεταθετών, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,fB=f′0A,B+12f′′0A,BB+BA,B



 



+13!f′′′0A,BB2+BA,BB+B2A,B+…





						
							
							(2.38)

						
					

				
			

			Αν 

[[Α,Β],Β]=0

, τότε η παραπάνω σχέση απλοποιείται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,f(B)=A,Bf′+f′′B+12f′′′B2+…=A,BdfdB.





						
							
							(2.39)

						
					

				
			

			Άσκηση 2.9: Αποδείξτε τη σχέση (2.39).

			2.6. Σύνοψη

			Οι τελεστές δρουν σε kets και τα μετασχηματίζουν. Σε κάθε παρατηρήσιμο μέγεθος αντιστοιχεί ένας τελεστής.

			Η μέση (αναμενόμενη) τιμή της ενέργειας, σε μια κατάσταση 

|ψ, 

 προκύπτει από τη Hamiltonian ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψHψ=∑iEiai2=∑ipiEi=E





						
							
							(2.40)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=∑iEiEiEi.





						
							
							(2.41)

						
					

				
			

			Η εξίσωση ιδιοτιμών τελεστή R είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rr=rr.





						
							
							(2.42)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian είναι οι καταστάσεις καθορισμένης ενέργειας και οι αντίστοιχες ιδιοτιμές είναι οι αντίστοιχες ενέργειες του φάσματος της ενέργειας.

			Οι ερμητειανοί τελεστές ορίζονται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕQψ*=ψQϕ





						
							
							(2.43)

						
					

				
			

			και έχουν πραγματικές ιδιοτιμές και ορθογώνιες ιδιοκαταστάσεις. Οι ιδιοτιμές τους αποτελούν τα φάσματα παρατηρήσιμων μεγεθών.

			Τελεστές που μετατίθενται έχουν κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005β· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Αν Α και Β είναι ερμητιανοί τελεστές, δείξτε ότι ο τελεστής i[A,B] είναι ερμητιανός.

			Λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iA,B†=B†,A†-i=iA,B.





						
							
							(2.44)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a B,A=-A,B





							



b A+B,C=A,C+B,C





							



c A,BC=A,BC+BA,C.





						
							
							(2.45)

						
					

				
			

			Λύση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

B,A=BA-AB=-AB-BA=-A,B

.

						
							
							(2.46)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A+B,C=A+BC-CA+B=AC+BC-CA-CB=AC-CA+BC-CB=A,C+B,C.





						
							
							(2.47)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,BC=ABC-BCA=ABC-BAC+BAC-BCA=A,BC+BA,C.





						
							
							(2.48)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Υποθέστε ότι οι τελεστές Α και Β μετατίθενται με τον μεταθέτη τους, δηλαδή ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B,A,B=A,A,B=0.





						
							
							(2.49)

						
					

				
			

			Δείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,Bn=nBn-1A,B.





						
							
							(2.50)

						
					

				
			

			Λύση:

			Από ιδιότητες μεταθετών έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,Bn=ABn-BnA=ABBn-1+BABBn-2-BBABn-3+…+Bn-1AB



 



-Bn-1BA=A,BBn-1+BA,BBn-2+…+Bn-1A,B.





						
							
							(2.51)

						
					

				
			

			Άρα, από τη σχέση (2.48) και τη σχέση (2.50), προκύπτει ότι :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,Bn=Bn-1A,B+Bn-1A,B+…+Bn-1A,B=nBn-1A,B.





						
							
							(2.52)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Αν ισχύει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′=Aψ





						
							
							(2.53)

						
					

				
			

			δείξτε ότι 

ψ′=ψA†.

 

			Λύση:

			Θα δείξουμε ότι για οποιοδήποτε ket 

ϕ

, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′ϕ=ψA†ϕ.





						
							
							(2.54)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (2.53) και (2.23), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψA†ϕ=ϕAψ*=ϕψ′*=ψ′ϕ.





						
							
							(2.55)

						
					

				
			

			Άρα: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψA†ϕ=ψ′ϕ





						
							
							(2.56)

						
					

				
			

			και αφού η σχέση αυτή ισχύει για κάθε ket 

ϕ

, οδηγούμαστε στο ζητούμενο αποτέλεσμα.

			Κριτήριο αξιολόγησης 5

			Δείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a (A†)†=A,      b (λA)†=λ*A†.





						
							
							(2.57)

						
					

				
			

			Λύση:

			 (α). Από τον ορισμό του ερμητειανού συζυγή τελεστή έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ(A†)†ϕ=ϕA†ψ*=(ψAϕ*)*=ψAϕ





						
							
							(2.58)

						
					

				
			

			όπου οι 

|ψ

 και 

|ϕ

 είναι αυθαίρετες καταστάσεις. Άρα, αποδείχθηκε το ζητούμενο.

			(b) Όμοια για αυθαίρετες καταστάσεις 

ψ

 και 

ϕ,

 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ(λA)†ϕ=ϕλAψ*=[λϕAψ]*=λ*ϕAψ*=λ*ψA†ϕ=ψλ*A†ϕ





						
							
							(2.59)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι οι 

ψ

 και 

ϕ

 είναι αυθαίρετες, από την (2.59) προκύπτει το ζητούμενο.

			Κριτήριο αξιολόγησης 6

			Έστω ότι στη βάση {

ui

 }, οι πίνακες των τελεστών Α, Β είναι Aij, Bij, ενώ τα πλάτη πιθανότητας για το ket 

ψ

 και το bra 

ϕ

 είναι ci και bi* αντίστοιχα.

			Α. Βρείτε τον πίνακα του τελεστή ΑΒ στην παραπάνω βάση.

			Β. Βρείτε τα πλάτη πιθανότητας (αναπαράσταση) για το ket 

Αψ

.

			C. Βρείτε τον μιγαδικό αριθμό 

ϕAψ

.

			Λύση:

			Α. Με χρήση του ταυτοτικού τελεστή στη συγκεκριμένη βάση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



(AB)ij=uiABuj=uiA 1 Buj





						
							
							(2.60)

						
					

				
			

			από όπου προκύπτει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



(AB)ij=∑kuiAukukBuj=∑kAikBkj





						
							
							(2.61)

						
					

				
			

			που ισοδυναμεί με πολλαπλασιασμό πινάκων.

			Β. Το πλάτος πιθανότητας ci, προκύπτει από το ανάπτυγμα του 

Αψ

 στην παραπάνω βάση, ως :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ci=uiAψ.





						
							
							(2.62)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε πάλι τον ταυτοτικό τελεστή και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ci=uiA 1ψ=∑juiAujujψ=∑jAijcj





						
							
							(2.63)

						
					

				
			

			ή σε μορφή πινάκων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c1′c2′⋮=A11A12⋯A21A22…⋮⋮⋱c1c2⋮





						
							
							(2.64)

						
					

				
			

			C. Με χρήση και πάλι του ταυτοτικού τελεστή, δύο φορές, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕAψ=∑i,jϕuiuiAujujψ=∑jbi*Aijcj





						
							
							(2.65)

						
					

				
			

			ή σε μορφή πινάκων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕAψ=(b1* b2*…)A11A12⋯A21A22…⋮⋮⋱c1c2⋮





						
							
							(2.66)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 7

			Έστω κβαντικό σύστημα, με διανυσματικό χώρο καταστάσεων δύο διαστάσεων. Έστω δύο βάσεις {

ψi

 } και {

ϕi

 } (i=1,2), που συνδέονται ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1=12ψ1+ψ,      ϕ2=12ψ1-ψ2.





						
							
							(2.67)

						
					

				
			

			Η αναπαράσταση ενός τελεστή P, με μορφή πίνακα στην βάση {

ψi

 }, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



aij=1εε1





						
							
							(2.68)

						
					

				
			

			Βρείτε την αναπαράσταση του τελεστή στην άλλη βάση. Δηλαδή βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a~ij=ϕiPϕj.





						
							
							(2.69)

						
					

				
			

			Λύση:

			Παρεμβάλλουμε, κατάλληλα, ταυτοτικούς τελεστές, στην παλιά βάση 

ψi

 και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a~kl=ϕkPϕl=∑i,j=12ϕkψiψiPψjψjϕi=∑i,j=12Tki†aijTjl.





						
							
							(2.70)

						
					

				
			

			Αρκεί να υπολογίσουμε τον πίνακα μετασχηματισμού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Tij=ψiϕj.





						
							
							(2.71)

						
					

				
			

			Ο πίνακας αυτός υπολογίζεται ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T11=ψ1ϕ1=12ψ1ψ1+ψ2=121+0=12





						
							
							(2.72)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T22=ψ2ϕ2=12ψ2ψ1-ψ2=120-1=-12.





						
							
							(2.73)

						
					

				
			

			Όμοια, υπολογίζονται και τα υπόλοιπα στοιχεία του πίνακα μετασχηματισμού. Τελικά, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=12111-1.





						
							
							(2.74)

						
					

				
			

			 Για τον ερμητειανό συζυγή έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

T†=12111-1

.

						
							
							(2.75)

						
					

				
			

			Άρα, για τα στοιχεία πίνακα του τελεστή P, στη νέα βάση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a~kl=ϕkPϕl=∑i,j=12ϕkψiψiPψjψjϕl=∑i,j=12Tki†aijTjl





						
							
							(2.76)

						
					

				
			

			και με αντικατάσταση από τις (2.75) και (2.76) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a~kl=12111-11εε112111-1





						
							
							(2.77)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



=12111-11+ε1-ε1+ε-1+ε=122+2ε002+2ε=1+ε001-ε





						
							
							(2.78)

						
					

				
			

			που είναι και το τελικό αποτέλεσμα. 

			Κριτήριο αξιολόγησης 8

			Δίνεται η Hamiltonian ενός κβαντικού συστήματος, με χώρο καταστάσεων τριών διαστάσεων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=210120003.





						
							
							(2.79)

						
					

				
			

			Α. Βρείτε το ενεργειακό φάσμα.

			Β. Σωμάτιο είναι στην κατάσταση 

ψ

, με πλάτη πιθανότητας στη δεδομένη βάση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



13i-ii





						
							
							(2.80)

						
					

				
			

			Βρείτε τις αναμενόμενες τιμές 

H

, 

H2

, καθώς και την τυπική απόκλιση της Hamiltonian.

			Λύση:

			Α. Οι ιδιοτιμές της Hamiltonian βρίσκονται, λύνοντας τη χαρακτηριστική εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



det⁡H-λ 1=0.





						
							
							(2.81)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2-λ1012-λ0003-λ=2-λ2-13-λ=λ2-4λ+33-λ=



 



=3-λ21-λ.





						
							
							(2.82)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2-λ1012-λ0003-λ=3-λ21-λ.





						
							
							(2.83)

						
					

				
			

			Άρα, οι ιδιοτιμές της Η και οι δυνατές τιμές μέτρησης της ενέργειας είναι Ε1=1, Ε2=3 και Ε3=3. Αφού υπάρχουν ίδιες ιδιοτιμές, λέμε ότι το φάσμα της ενέργειας είναι εκφυλισμένο.

			Β. Για την αναμενόμενη τιμή 

H

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψHψ=1313-ii-i210120003i-ii=



 



=13-ii-ii-i3i=



 



=131+1+3=53.





						
							
							(2.84)

						
					

				
			

			Για την αναμενόμενη τιμή 

H2

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H2=ψH2ψ=13-ii-i2101200032i-ii



 



=13-ii-i210120003i-i3i



 



=13-ii-ii-i9i=131+1+9=113.





						
							
							(2.85)

						
					

				
			

			Άρα, η τυπική απόκλιση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔH=H2-H2=113-259=223.





						
							
							(2.86)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 9

			Ο πίνακας ενός τελεστή Α, που αντιστοιχεί σε παρατηρήσιμο μέγεθος, είναι (σε δεδομένη βάση):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=50002i0-i2.





						
							
							(2.87)

						
					

				
			

			Βρείτε το φάσμα του Α και τις αντίστοιχες πιθανότητες να μετρηθεί κάθε τιμή του φάσματος, αν το σύστημα είναι στην κατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=121-10.





						
							
							(2.88)

						
					

				
			

			Λύση:

			Βρίσκουμε πρώτα τις ιδιοτιμές του Α, λύνοντας τη χαρακτηριστική εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



det⁡A-λ 1=5-λ2-λ2-1=5-λ3-λ(1-λ)





						
							
							(2.89)

						
					

				
			

			με λύσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a1=1,  a2=3 και a3=5.





						
							
							(2.90)

						
					

				
			

			Αυτές είναι οι δυνατές τιμές μέτρησης του παρατηρήσιμου μεγέθους Α (φάσμα).

			Βρίσκουμε τώρα την ιδιοκατάσταση, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή a1:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



50002i0-i2αβγ=ajαβγ.





						
							
							(2.91)

						
					

				
			

			Από την εξίσωση ιδιοτιμών, προκύπτει το σύστημα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



5α=α





							



2β+iγ=β





							



-iβ+2γ=γ





						
							
							(2.92)

						
					

				
			

			με κανονικοποιημένη λύση για την ιδιοκατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ξ1=1201i





						
							
							(2.93)

						
					

				
			

			όπου έχουμε επιβάλει και τη συνθήκη κανονικοποίησης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α2+β2+γ2=1





						
							
							(2.94)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε για τις άλλες ιδιοτιμές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ξ2=120ι1,    ξ3=12100





						
							
							(2.95)

						
					

				
			

			Η πιθανότητα να μετρηθεί η ιδιοτιμή a1 είναι :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Paj=ξ1ψ2





						
							
							(2.96)

						
					

				
			

			Εισάγουμε τον ταυτοτικό τελεστή στην αρχική βάση και εκφράζουμε την πιθανότητα ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pa1=1201-i121-102=14-12=14.





						
							
							(2.97)

						
					

				
			

			Όμοια εργαζόμαστε και για τις άλλες δύο ιδιοτιμές του φάσματος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pa2=140i11-102=14





						
							
							(2.98)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pa3=121001-102=12.





						
							
							(2.99)

						
					

				
			

			Όπως αναμέναμε για ορθοκανονικές καταστάσεις, η ολική πιθανότητα είναι 1 (σίγουρα θα μετρηθεί μία από τις ιδιοτιμές του φάσματος).

			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Ασκηση 1

			Με δεδομένη τη σχέση μετάθεσης 

A,B,A=0

, ο μεταθέτης 

e-sA,B

 ισούται με:

			a. 

-s[A,B]e-sA



			b. 

s[A,B]e-sA



			c. 

-[A,B]e-sA



			d. 

[A,B]e-sA



			Ορθή απάντηση: a

			Επεξήγηση:

			



e-sA=∑n=0∞(-sA)nn!=∑n=0∞(-1)nsnn!An





			



e-sA,B=∑n=0∞(-1)nsnn![An,B]





			



An,B=n[A,B]An-1





			



⟹e-sA,B=∑n=0∞-1nsnn!A,BnAn-1=



 



=-sA,B∑n=1∞(-1)n-1sn-1n-1!An-1=-sA,Be-sA.





			Ασκηση 2

			Με δεδομένη τη σχέση μετάθεσης 

A,B,A=0

, η παράσταση  

e-sABesA

 ισούται με :

			a. 

-sA,B+A



			b. 

sA,B+B



			c. 

-sA,B+B



			d. 

sA,B+A



			Ορθή απάντηση: c

			Επεξήγηση:

			



e-sABesA=e-sABesA+Be-sAesA-Be-sAesA=e-sA,BesA+Be-sAesA=-sA,Be-sAesA+Be-sAesA=-sA,B+B





			Αφού:

			



e-sA=∑n=0∞(-sA)nn!=∑n=0∞(-1)nsnn!An





			



e-sA,B=∑n=0∞(-1)nsnn![An,B]





			



An,B=n[A,B]An-1





			



⟹e-sA,B=∑n=0∞-1nsnn!A,BnAn-1=



 



=-sA,B∑n=1∞-1n-1sn-1n-1!An-1=-s[A,B]e-sA





			και:

			



e-sAesA=1-sA+sA22!-sA33!+…1+sA+sA22!+sA33!+…





			



=1+sA-sA+(sA)22-(sA)2+(sA)22+s3…+…=1+0+0+0+…=1.





			Άσκηση 3

			Ποιό από τα παρακάτω ισχύει, για ερμητειανό τελεστή Σ με

 Σ2=1,

 όπου 

1

 είναι ο πίνακας μονάδα;

			
					

eiaΣ=Σcos⁡a+i 1 sin⁡a



					

eiaΣ=1 cos⁡a+i 1 sin⁡a



					

eiaΣ=Σ cos⁡a+i Σ sin⁡a



					

eiaΣ=1 cos⁡a+i Σ sin⁡a



			

			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			Έχουμε τις σχέσεις:

			



eiθ=1+iθ+(iθ)22!+(iθ)33!+(iθ)44!+…





			Αντίστοιχα, για τα sin και cos, έχουμε τα αναπτύγματα:

			



cos⁡θ=1-θ22+θ44!+…





			



sin⁡θ=θ-θ33!+θ55!+…





			Επομένως: 

			



eiθ=1-θ22+θ44!+…+iθ-θ33!+θ55!+…





			Από τις σχέσεις που δίνονται για το Σ, έχουμε:

			



Σ2=1,  Σ3=ΣΣ2=Σ,  Σ4=1,  Σ5=Σ, …





			



⟹eiaΣ=1+iaΣ+iaΣ22!+iaΣ33!+iaΣ44!+…=



 



=11-a22+a44!+…+iΣa-a33!+a55!+…=1 cos⁡a+iΣ sin⁡a





			που είναι το ζητούμενο. 

			Άλυτες Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Οι καταστάσεις 

1,2

 αποτελούν ορθοκανονική βάση. Στη βάση αυτή, ο τελεστής σy έχει πίνακα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σy=0-ii0





						
							
							(2.100)

						
					

				
			

			Θα μπορούσε ο σy να αντιστοιχεί σε παρατηρήσιμο μέγεθος; Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές του, στη συγκεκριμένη βάση. Ποιό είναι το αποτέλεσμα της δράσης του τελεστή στην κατάσταση;

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=12(|1-2.





						
							
							(2.101)

						
					

				
			

			Υπόδειξη: Ο τελεστής είναι ερμητειανός, άρα έχει πραγματικές ιδιοτιμές και θα μπορούσε να αντιστοιχεί σε παρατηρήσιμο μέγεθος. Οι ιδιοτιμές του είναι 1 και -1 και οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2-1/2i,-1, 2-1/2(i,1)





						
							
							(2.102)

						
					

				
			

			Η δράση του σy στην κατάσταση 

ψ

 δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σyψ=2-1/20-ii01-1=12ii.





						
							
							(2.103)

						
					

				
			

			Άσκηση 2

			Οι τελεστές Η και Β έχουν πίνακες (σε δεδομένη βάση):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=ℏω1000-1000-1,  B=b100001010.





						
							
							(2.104)

						
					

				
			

			Α. Βρείτε αν οι πίνακες είναι ερμητειανοί.

			Β. Βρείτε τις ιδιοτιμές και τις ιδιοκαταστάσεις τους. Εξηγείστε γιατί οι ιδιοκαταστάσεις δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένες.

			C. Δείξτε ότι οι Η και Β μετατίθενται και βρείτε μια κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων.

			3. Δείξτε ότι, αν οι τελεστές Α και Β έχουν μια κοινή βάση, τότε [Α,Β]=0.

			4. Με δεδομένο ότι 

(AB)†=B†A†

, δείξτε ότι 

(ABCD)†=D†C†B†A†.



			5. Δείξτε ότι 

A,B,C+B,C,A+C,A,B=0.
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			Κεφάλαιο 3: Εξέλιξη στο Χρόνο

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό, είναι τα εξής (Μοδινός, 1994· Ταμβάκης, 2003· Τραχανάς, 2005β· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Peleg et al., 2010):

			1. Θα δούμε ότι η χρονική εξέλιξη κβαντικών καταστάσεων προκύπτει από τη λύση διαφορικής εξίσωσης πρώτης τάξης, ως προς τον χρόνο. Η διαφορική αυτή εξίσωση αποτελεί θεμελιώδη νόμο της κβαντομηχανικής και λέγεται «εξίσωση Schrodinger».

			2. Από την εξίσωση του Schrodinger, προκύπτει η χρονική εξέλιξη μέσων (αναμενόμενων) τιμών φυσικών μεγεθών. Η διαφορική εξίσωση που προκύπτει, αποτελεί το «θεώρημα Ehrenfest» και μοιάζει με αντίστοιχη εξίσωση της κλασικής μηχανικής, όπου ο μεταθέτης τελεστών αντικαθίσταται από τις «αγκύλες Poisson».

			3. Τέλος, θα κάνουμε μια σύνοψη των βασικών σημείων του κεφαλαίου.

			3. Εξέλιξη στον Χρόνο

			3.1. Χρονοεξαρτώμενη Εξίσωση Schrodinger

			Το βασικό ερώτημα που θα απαντήσουμε σε αυτή την ενότητα, είναι το εξής: Δεδομένης της κβαντικής κατάστασης 

ψt0

 σε μια αρχική στιγμή 

t0

, ποιά είναι η κατάσταση του συστήματος, σε μια επόμενη χρονική στιγμή t; Το αντίστοιχο ερώτημα στην κλασική μηχανική, αντιστοιχεί στην εύρεση της μελλοντικής θέσης και ταχύτητας (κλασικής κατάστασης) ενός σωματίου, αν είναι γνωστή η αρχική θέση και αρχική ταχύτητά του. Η χρονικά εξελιγμένη κατάσταση ενός κλασικού σωματίου προκύπτει με λύση της διαφορικής εξίσωσης, που εκφράζει τον 2ο νόμο του Νεύτωνα, η οποία είναι δεύτερης τάξης στη χρονική παράγωγο, με αρχικές συνθήκες την αρχική θέση και ταχύτητα του σωματίου. Ποιά είναι η αντίστοιχη διαφορική εξίσωση που θα πρέπει να λύσουμε στην κβαντική μηχανική, για να βρούμε τη χρονικά εξελιγμένη κατάσταση του σωματίου;

			Η διαφορική εξίσωση, για την εύρεση χρονικής εξέλιξης στην κβαντομηχανική, είναι η χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger και είναι πρώτης τάξης, ως προς τη χρονική παράγωγο. Άρα, ως αρχική συνθήκη, απαιτείται μόνο η αρχική κατάσταση του σωματίου και όχι και η χρονική της παράγωγος, όπως στην κλασική μηχανική.

			Η χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger, που καθορίζει τη χρονική εξέλιξη κάθε ket στον χρόνο, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψ∂t=Hψ





						
							
							(3.1)

						
					

				
			

			όπου Η είναι η Hamiltonian του σωματίου, που ως φυσικό μέγεθος είναι ερμητειανός τελεστής ( 

H†=H

)

			Η εξίσωση αυτή αποτελεί θεμελιώδη νόμο της Φύσης και είναι συμβατή με τον νόμο του Νεύτωνα, στο όριο μακροσκοπικών συστημάτων, όπως θα δούμε παρακάτω. 

			Με ερμητειανή συζυγία παίρνουμε την αντίστοιχη εξίσωση για την κατάσταση bra:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-iℏ∂ψ∂t=ψH





						
							
							(3.2)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι η Hamiltonian είναι ερμητειανός τελεστής.

			Άσκηση 3.1: Αποδείξτε τη σχέση (3.2), ξεκινώντας από τη σχέση (3.1).

			3.1.1. Η χρονική εξέλιξη των ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian

			Για 

ψ=Ε0

 (ιδιοκατάσταση της Hamiltonian, δηλαδή κατάσταση καθορισμένης ενέργειας), η χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂En∂t=HEn=EnEn





						
							
							(3.3)

						
					

				
			

			με λύση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En,t=En,0e-iEnt/ℏ.





						
							
							(3.4)

						
					

				
			

			Καταλήγουμε, επομένως, στο σημαντικό αποτέλεσμα ότι, για την ειδική περίπτωση ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian, η χρονική εξέλιξη περιλαμβάνει μόνο πολλαπλασιασμό με εκθετικό φανταστικής φάσης. Η φάση αυτή, είναι ανάλογη με την αντίστοιχη ιδιοτιμή της ενέργειας.

			Άσκηση 3.2: Δείξτε ότι η (3.4) αποτελεί λύση της εξίσωσης Schrodinger (3.3).

			3.1.2. Η χρονική εξέλιξη γενικής κατάστασης 

ψ



			Ας θεωρήσουμε μια γενική κατάσταση 

ψ

 ενός συστήματος. Αναπτύσσουμε την 

ψ(t)

, στη βάση ιδιοκαταστάσεως της ενέργειας 

En(t),  n=1,2

 ….

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ,t=∑nantEn,t





						
							
							(3.5)

						
					

				
			

			Αντικαθιστούμε το ανάπτυγμα στη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger (3.1):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ηψ=iℏ∂ψ∂t=∑niℏa˙nEn+an∂En∂t=∑nanHEn





						
							
							(3.6)

						
					

				
			

			όπου η τελεία συμβολίζει χρονική παράγωγο και χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι ο τελεστής της Hamiltonian δρα γραμμικά, σε κάθε όρο του αθροίσματος (προφανώς μετατίθεται με τις παραμέτρους αn). 

			Με χρήση τώρα των σχέσεων (3.3) και (3.6), προκύπτει άμεσα ότι οι παράμετροι αn είναι χρονικά ανεξάρτητες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a˙n=0.





						
							
							(3.7)

						
					

				
			

			Με χρήση τώρα των σχέσεων (3.5), (3.7) και (3.4), βρίσκουμε τη χρονική εξέλιξη της γενικής κατάστασης 

ψ

, υπό την προϋπόθεση ότι γνωρίζουμε το ανάπτυγμα της αρχικής κατάστασης στη βάση ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



|ψ,t=∑nane-iEnt/ℏ|En,0.





						
							
							(3.8)

						
					

				
			

			Άσκηση 3.3: Αποδείξτε τη σχέση (3.8).

			Για την εύρεση της 

ψ(t)

, παίζει καθοριστικό ρόλο η βάση καταστάσεων καθορισμένης ενέργειας, που είναι και ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian. Άρα, η επίλυση της εξίσωσης ιδιοτιμών της Η (χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



HEn=EnEn





						
							
							(3.9)

						
					

				
			

			είναι πολύ σημαντική για την εύρεση χρονικής εξέλιξης.

			3.2. Χρονική εξέλιξη αναμενόμενης τιμής φυσικού μεγέθους 

Q(ψQψ)

.

			Θα βρούμε τη διαφορική εξίσωση, που διέπει τη χρονική εξέλιξη της μέσης (αναμενόμενης) τιμής 

ψQψ

. Από τις σχέσεις (3.1), (3.2) και με χρονική παραγώγιση της 

ψQψ

 παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏddtψQψ=-ψHQψ+iℏψ∂Q∂tψ+ψQHψ



 



=ψ[Q,H]ψ+iℏψ∂Q∂tψ.





						
							
							(3.10)

						
					

				
			

			Η σχέση (3.10) αποτελεί το «θεώρημα Ehrenfest», που διέπει τη χρονική εξέλιξη της μέσης τιμής φυσικού μεγέθους. Αντίστοιχη σχέση ισχύει στην κλασική μηχανική, για τη χρονική εξέλιξη συνάρτησης 

Q

, της θέσης και της ορμής, με αγκύλες Poisson αντί για μεταθέτη.

			Άσκηση 3.4: Αποδείξτε με μεγαλύτερη λεπτομέρεια τη σχέση (3.10). 

			Από το θεώρημα Ehrenfest προκύπτει ότι, αν ένας τελεστής δεν εξαρτάται εκπεφρασμένα από τον χρόνο και μετατίθεται με τη Hamiltonian, τότε η αναμενόμενη τιμή του είναι χρονικά αμετάβλητη (διατηρείται).

			3.2.1. Ειδικές Περιπτώσεις

			Θα θεωρήσουμε τώρα δύο ειδικές περιπτώσεις, στις οποίες η μέση τιμή φυσικού μεγέθους διατηρείται σταθερή στο χρόνο:

			1. Ας υποθέσουμε ότι 

[Q,Η]≠0

,

 Q(t)=Q(0)

, δηλαδή o τελεστής που αντιστοιχεί στο φυσικό μέγεθος 

Q

 δεν εξαρτάται εκπεφρασμένα από τον χρόνο. Ακόμα, ας υποθέσουμε ότι 

ψ=Ε

, δηλαδή ότι η κατάσταση του συστήματος είναι ιδιοκατάσταση της Hamiltonian. Τότε, για τον ρυθμό μεταβολής της μέσης τιμής του 

Q

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏddtEQE=EQH-HQE=E-EEQE=0





						
							
							(3.11)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε την εξίσωση ιδιοτιμών της Hamiltonian 

HE=EE

.

			2. Ας υποθέσουμε ότι το φυσικό μέγεθος 

Q

 είναι η ίδια η Hamiltonian 

(Q=H)

, η οποία όμως μπορεί να εξαρτάται εκπεφρασμένα από τον χρόνο. Τότε, από τη σχέση (3.10), παίρνουμε άμεσα ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dEdt=∂H∂t





						
							
							(3.12)

						
					

				
			

			αφού η Hamiltonian μετατίθεται με τον εαυτό της. Άρα, η μέση τιμή της ενέργειας διατηρείται, όταν η Hamiltonian (το δυναμικό) δεν εξαρτάται εκπεφρασμένα από τον χρόνο.

			3.3. Σύνοψη

			Η χρονική εξέλιξη των κβαντικών καταστάσεων περιγράφεται με βάση την χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger (3.1). Απαιτείται γνώση μόνο της αρχικής κατάστασης, που περιέχει όλη την πληροφορία των αρχικών συνθηκών. Οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian έχουν πολύ απλή χρονική εξέλιξη, η οποία δίνεται από την (3.4). Η χρονική εξέλιξη οποιασδήποτε κβαντικής κατάστασης προκύπτει από το ανάπτυγμα στις ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian (3.8). Η χρονική εξέλιξη της αναμενόμενης τιμής ενός τελεστή 

Q

, προκύπτει με χρήση της εξίσωσης Schrodinger, μέσω του θεωρήματος Ehrenfest (σχέση (3.10)).

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς,2005α·Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005β·Constantinescu & Magyari, 1971·Peleg et al, 2010·Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Η Hamiltonian συστήματος έχει ενεργειακό φάσμα: 

En=n2ℇ

, όπου n=1,2,3,… και οι αντίστοιχες κβαντικές καταστάσεις είναι 

1,2,…, n

. Τη στιγμή 

t=0

, το σωμάτιο είναι στην κατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ(0)=0.21+0.32+0.43+0.8434.





						
							
							(3.13)

						
					

				
			

			Α. Αν μετρήσουμε την ενέργεια Ε την 

t=0

, ποιά είναι η πιθανότητα να βρούμε την Ε με τιμή μικρότερη από 

6ℇ

 ; 

			Β. Ποιά είναι η μέση τιμή και η τυπική απόκλιση της ενέργειας την 

t=0

; 

			C. Βρείτε την 

ψ(t)

. Παραμένουν οι απαντήσεις στα Α και Β ίδιες, για 

t>0

;

			D. Κάποια στιγμή, μετράμε την ενέργεια και βρίσκουμε 

16ℇ

. Ποιά είναι η κατάσταση του συστήματος, μετά τη μέτρηση; Ποιά τιμή θα πάρουμε, αν επαναλάβουμε τη μέτρηση; 

			Απαντήσεις:

			Α. Η πιθανότητα προκύπτει 0.13 (0.22+0.32).

			Β. Οι πιθανότητες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1=0.04,  P2=0.09,  P3=0.16,  P4=0.71.





						
							
							(3.14)

						
					

				
			

			Έτσι, βρίσκουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=13.2 ℇ,  E2=196 ℇ2,  σE=4.67 ℇ.





						
							
							(3.15)

						
					

				
			

			C. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ(t)=0.2e-iℇt/ℏ1+0.3e-i4ℇt/ℏ2+0.4e-i9ℇt/ℏ3+0.84e-i16ℇt/ℏ4.





						
							
							(3.16)

						
					

				
			

			D. Μετά τη μέτρηση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=4.





						
							
							(3.17)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δείξτε ότι το μέτρο (μήκος) μιας κβαντικής κατάστασης δεν μεταβάλλεται με τον χρόνο, κατά την εξέλιξή της, σύμφωνα με την εξίσωση Schrodinger. 

			Λύση:

			Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddtψ(t)ψ(t)=dψ(t)dtψ(t)+ψ(t)dψ(t)dt.





						
							
							(3.18)

						
					

				
			

			Αλλά, από τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddtψ(t)=1iℏHtψ(t)





						
							
							(3.19)

						
					

				
			

			ή: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddtψ(t)=-1iℏψ(t)H†t=-1iℏψ(t)Ht.





						
							
							(3.20)

						
					

				
			

			Από τις (3.18), (3.19), (3.20) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddtψtψt=dψtdtψt+ψtdψtdt



 



=-1iℏψ(t)H(t)ψ(t)ψ(t)1iℏHtψ(t)=0.





						
							
							(3.21)

						
					

				
			

			Άρα, το μέτρο της κβαντικής κατάστασης διατηρείται κατά τη χρονική εξέλιξη της κατάστασης.

			Άσκηση 3.5: Αποδείξτε το παραπάνω αποτέλεσμα, χρησιμοποιώντας το θεώρημα Ehrenfest, θέτοντας Q=I (ταυτοτικός τελεστής). 

			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Άσκηση 1

			Για τον πλήρη καθορισμό της λύσης της χρονοεξαρτόμενης εξίσωσης Schrodinger, απαιτείται η γνώση αρχικών τιμών για:

			a. Την κυματοσυνάρτηση

			b. Τη χρονική της παράγωγο

			c. Και τα δύο

			d. Τίποτε από τα παραπάνω

			Ορθή απάντηση: a

			Επεξήγηση:

			Η εξίσωση Schrodinger είναι διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης, ως προς τον χρόνο και έτσι απαιτείται αρχική γνώση μόνο της κυματοσυνάρτησης.
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			Κεφάλαιο 4: Η Αναπαράσταση της Θέσης

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005β· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Bransden et al.,1990· Cohen-Tannoudji et al., 2006· Fitzpatrick,2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Peleg et al., 2010):

			1. Ο ορισμός του παρατηρήσιμου μεγέθους της «θέσης» και τα αντίστοιχα πλάτη πιθανότητας (συνεχές φάσμα ιδιοτιμών και ιδιοκαταστάσεων).

			2. Οι τελεστές της θέσης και της ορμής.

			3. Η μορφή που έχει ο τελεστής της Hamiltonian ενός σωματίου, συναρτήσει των τελεστών της θέσης και της ορμής.

			4. Το Νευτώνιο (κλασικό) όριο της Κβαντομηχανικής.

			5. Οι ιδιοκαταστάσεις της ορμής στην αναπαράσταση θέσης.

			6. Η αρχή της αβεβαιότητας.

			7. Τέλος, θα συνοψίσουμε τα βασικά σημεία του κεφαλαίου.

			Σε αρκετές από τις παρακάτω εξισώσεις, συμβολίζουμε τους διανυσματικούς τελεστές της θέσης και της ορμής ως 

x^

 και 

p^

 aντίστοιχα, για σαφέστερη διάκριση από τις αντίστοιχες αλγεβρικές μεταβλητές.

			4. Αναπαράσταση της Θέσης

			4.1. Κυματοσυνάρτηση Σωματίου

			Έστω το παρατηρήσιμο μέγεθος της «θέσης» x ενός σωματίου, σε μια διάσταση και 

x

 οι αντίστοιχες κβαντικές καταστάσεις. Το φάσμα του παρατηρήσιμου αυτού μεγέθους x είναι συνεχές και έστω ότι τα αντίστοιχα πλάτη πιθανότητας για μια κατάσταση 

ψ

 είναι ψ(x). Τότε το ανάπτυγμα της 

ψ

 στη βάση 

x

 γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∫-∞+∞dx ψxx 





						
							
							(4.1)

						
					

				
			

			Αντί για άθροισμα (όπως στην 2.6), έχουμε ολοκλήρωμα, λόγω συνεχών τιμών φάσματος. Τα πλάτη ψ(x) αποτελούν την «κυματοσυνάρτηση» του σωματίου. Από ορθογωνιότητα των καταστάσεων 

x

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=xψ





						
							
							(4.2)

						
					

				
			

			και με μιγαδική συζυγία έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ*x=ψx.





						
							
							(4.3)

						
					

				
			

			Λόγω της ύπαρξης συνεχούς φάσματος, η ορθογωνιότητα εκφράζεται με χρήση της δ-συνάρτησης ή συνάρτησης του Dirac και όχι του δέλτα του Kronecker δij 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x′x =δ(x-x′)





						
							
							(4.4)

						
					

				
			

			Για να εκφράζει αυτή η συνάρτηση την ορθογωνιότητα, θα πρέπει η 

δ(x-x′)

 να μηδενίζεται για 

x≠x′

 και επίσης, να ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x′ψ =∫-∞+∞dxψxδx-x′⟹x′ψ≡ψx′=∫dxψxx′x



 



=∫dxψxδx-x′.





						
							
							(4.5)

						
					

				
			

			Αφού η δ-συνάρτηση μηδενίζεται για 

x≠x'

, μπορούμε να αντικαταστήσουμε το x με x’ στο όρισμα της ψ, στο τελευταίο ολοκλήρωμα και να βγάλουμε το 

ψ(x')

 έξω από το ολοκλήρωμα. Τότε, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1=∫dx δx-x′.





						
							
							(4.6)

						
					

				
			

			Η συνάρτηση δ(x) μηδενίζεται παντού, εκτός από το 0, όπου απειρίζεται, έτσι ώστε το ολοκλήρωμά της να δίνει μονάδα. Αφού απειρίζεται σε ένα σημείο του πεδίου ορισμού της, δεν έχει τα στοιχεία μίας κανονικής συνάρτησης. Είναι όριο ενός συνόλου συναρτήσεων, που συμπεριφέρονται όπως στο σχήμα:

			[image: ]

			Σχήμα 4.1: Η δ(x) συνάρτηση είναι όριο συνάρτησης, με ολοκλήρωμα μονάδα, απειροστά μικρό εύρος και άπειρο μέτρο.

			Η κανονικοποίηση στη βάση 

x

, εκφράζεται με ολοκλήρωμα και όχι με άθροισμα στις πιθανότητες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψψ=∑iai2=∑iPi=1⟹∫dx ψ(x)2=1.





						
							
							(4.7)

						
					

				
			

			Η κανονικοποίηση εκφράζει το γεγονός ότι η ολική πιθανότητα να βρούμε το σωμάτιο σε κάποια τιμή του x είναι μονάδα.

			Ο ταυτοτικός τελεστής στη βάση 

x

 (αναπαράσταση θέσης), γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I=∫dxxx.





						
							
							(4.8)

						
					

				
			

			Επομένως, δρώντας με τον ταυτοτικό τελεστή στην κατάσταση 

ψ

, παίρνουμε το ανάπτυγμα της 

ψ

 στην αναπαράσταση της θέσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Iψ=∫dx xxψ.





						
							
							(4.9)

						
					

				
			

			Όμοια, παρεμβάλλοντας τον ταυτοτικό τελεστή (4.8) στο (εσωτερικό γινόμενο) bracket 

ϕψ,

 παίρνουμε την έκφραση του bracket στην αναπαράσταση της θέσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕψ=∫dx ϕxxψ=∫dxϕ*xψx.





						
							
							(4.10)

						
					

				
			

			4.2. Οι Τελεστές της Θέσης και της Ορμής στην Αναπαράσταση της Θέσης

			Κατά αναλογία με άλλους τελεστές παρατηρήσιμων μεγεθών [πχ σχέση (2.11)], ορίζουμε τον τελεστή της θέσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^=∫dx x xx.





						
							
							(4.11)

						
					

				
			

			Ένα ερώτημα που προκύπτει, είναι το ακόλουθο: Πώς μετασχηματίζει ο τελεστής της θέσης ένα ket 

ψ

 και πώς την αντίστοιχη κυματοσυνάρτηση; 

			Ας θεωρήσουμε το μετασχηματισμένο ket:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ=x^ψ.





						
							
							(4.12)

						
					

				
			

			Για να μεταβούμε στην αναπαράσταση της θέσης, δρούμε από αριστερά στην ανωτέρω εξίσωση, με το bra 

x'

 και παρεμβάλλουμε στην (4.12), τον ταυτοτικό τελεστή, στην αναπαράσταση της θέσης [σχέση (4.8)]. Έτσι, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕx′=x′x^ψ=∫dx xx′xxψ=∫dx x δx-x′ψx=x′ψx′.





						
							
							(4.13)

						
					

				
			

			Άρα, στην αναπαράσταση της θέσης, ο τελεστής 

x^

 απλά πολλαπλασιάζει την κυματοσυνάρτηση με το όρισμά της.

			Θα δούμε, τώρα, την αντίστοιχη δράση του τελεστή της ορμής. Από τον τελεστή της ορμής, απαιτούμε να ικανοποιεί το κλασικό όριο, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dx^/dt⟶p^/m.





						
							
							(4.14)

						
					

				
			

			Θα δείξουμε παρακάτω ότι η σχέση (4.14), για τις μέσες τιμές, ισχύει, αν ορίσουμε τον τελεστή της ορμής, στην αναπαράσταση της θέσης, ως τελεστή παραγώγισης ως προς x. Δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xp^ψ=p^ψx=-iℏ∂ψ∂x.





						
							
							(4.15)

						
					

				
			

			Θα δείξουμε ότι ο τελεστής της ορμής είναι ερμητειανός, όπως θα έπρεπε, ώστε να έχει πραγματικές ιδιοτιμές (πραγματικό φάσμα). Θα δείξουμε δηλαδή ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψp^ϕ=ϕp^ψ*.





						
							
							(4.16)

						
					

				
			

			Από τον ορισμό του τελεστή της ορμής [σχέση (4.15)], έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψp^ϕ=-iℏ∫dx ψ*(x)∂ϕ∂x.





						
							
							(4.17)

						
					

				
			

			όπου, παρεμβάλαμε τον ταυτοτικό τελεστή (4.8), μεταξύ 

ψ

 και 

p^,

 για να πάμε στην αναπαράσταση της θέσης και να χρησιμοποιήσουμε την (4.15). Με παραγοντική ολοκλήρωση της (4.17), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψp^ϕ=-iℏψ*ϕ-∞+∞-∫dx ϕx∂ψ*∂x=ϕp^ψ*,





						
							
							(4.18)

						
					

				
			

			αφού οι κυματοσυναρτήσεις είναι κανονικοποιήσιμες και άρα, μηδενίζονται στο άπειρο.

			Άσκηση 4.1: Αποδείξτε τη σχέση (4.18).

			4.2.1. Η Hamiltonian Σωματίου

			Η Νευτώνεια έκφραση για την ολική ενέργεια ενός σωματίου γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=12mx˙2+V=p22m+V,





						
							
							(4.19)

						
					

				
			

			όπου m η μάζα, V το δυναμικό και p η ορμή.

			Δεδομένου ότι οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian είναι καταστάσεις καθορισμένης ενέργειας, παίρνουμε τον τελεστή της Hamiltonian σωματίου σε δυναμικό V(x) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p^22m+Vx^,





						
							
							(4.20)

						
					

				
			

			όπου, το τετράγωνο του τελεστή της ορμής έχει την έννοια της διπλής διαδοχικής δράσης (

p^2=p^ p^

), ενώ για τον τελεστή 

Vx^,

 εύκολα αποδεικνύεται ότι: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xV(x^)ψ=Vxψx.





						
							
							(4.21)

						
					

				
			

			Άσκηση 4.2: Δείξτε τη σχέση (4.21), με κατάλληλη παρεμβολή του ταυτοτικού τελεστή.

			4.2.2. Ο μεταθέτης θέσης-ορμής

			Με χρήση  της αναπαράστασης της θέσης και κατάλληλη παρεμβολή του ταυτοτικού τελεστή, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xx^,p^ψ=xx^p^-p^x^ψ=-iℏx∂ψx∂x-∂xψx∂x=



 



=iℏψx=iℏxψ.





						
							
							(4.22)

						
					

				
			

			Άρα, αφού η παραπάνω σχέση ισχύει για κάθε κατάσταση 

ψ

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^,p^=iℏ.





						
							
							(4.23)

						
					

				
			

			Η σχέση (4.23) λέγεται «Κανονική Σχέση Μετάθεσης» και αποτελεί βασική σχέση στην κβαντομηχανική, όπως δε, θα δούμε στην συνέχεια, από αυτή προκύπτει η Αρχή της Αβεβαιότητας, μεταξύ θέσης και ορμής.

			Άσκηση 4.3: Αποδείξτε τη σχέση (4.22)

			4.2.3. Σχέση μέσων τιμών ταχύτητας και ορμής

			Θα αποδείξουμε τώρα τη σχέση (4.14), επιβεβαιώνοντας ότι ο ορισμός (4.15) του τελεστή της ορμής είναι συμβατός με την κλασική μηχανική. Από το θεώρημα Ehrenfest (3.10), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dx^dt=ddtψx^ψ=-iℏψ[x^,H]ψ.





						
							
							(4.24)

						
					

				
			

			Θα βρούμε τον μεταθέτη της θέσης με τη Hamiltonian. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^,H=x^,p^22m+V=x^,p^p^2m+x^,Vx^=x^,p^p^+p^[x^,p^]2m=iℏmp^





						
							
							(4.25)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε τις ιδιότητες μεταθετών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



AB,C=A,CB+AB,C.





						
							
							(4.26)

						
					

				
			

			Άρα, από τις σχέσεις (4.24) και (4.25), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dx^dt=ddtψx^ψ=-iℏψ[x^,H]ψ=-iℏiℏmψp^ψ=p^m





						
							
							(4.27)

						
					

				
			

			που ολοκληρώνει την απόδειξη της σχέσης (4.14) και επιβεβαιώνει την ορθή επιλογή της μορφής του τελεστή ορμής.

			Άσκηση 4.4: Αποδείξτε τη σχέση (4.25), χρησιμοποιώντας την (4.26).

			4.2.4. Σχέση μέσων τιμών επιτάχυνσης και δύναμης

			Θα δούμε ότι η σχέση μετάθεσης, μεταξύ θέσης και ορμής, συνδυαζόμενη με το θεώρημα Ehrenfest, οδηγεί στον 2ο νόμο του Νεύτωνα, για τη σχέση μέσων τιμών επιτάχυνσης και δύναμης. Ο ρυθμός μεταβολής της μέσης τιμής της ορμής (μάζα επί επιτάχυνση), υπολογίζεται από το θεώρημα Ehrenfest:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dp^dt=-iℏp^,H=-iℏp^,V.





						
							
							(4.28)

						
					

				
			

			Θέτουμε 

Α=p^,  Β=x και fB=Vx

 στη σχέση (2.40) και προκύπτει:

			



A,fB=A,Bf′+f′′B+12 f′′′B2+…=[A,B]dfdB





			και με αντικατάσταση στη σχέση (4.28), παίρνουμε τον 2ο νόμο του Νεύτωνα για τις μέσες τιμές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dp^dt=-dVdx^.





						
							
							(4.29)

						
					

				
			

			Άρα, ο συγκεκριμένος ορισμός του τελεστή της ορμής, στην αναπαράσταση της θέσης, ικανοποιεί τρεις βασικές ιδιότητες: είναι ερμητειανός, σχετίζεται σωστά με την ταχύτητα και είναι συμβατός (στο κλασικό όριο των μέσων τιμών) με τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα. Ισχύει, δηλαδή, η γνωστή «Αρχή της Αντιστοιχίας», η οποία διατυπώνεται ως εξής: Σε κατάλληλο όριο, οι προβλέψεις της κβαντικής μηχανικής, συμφωνούν με αυτές της κλασικής μηχανικής.

			4.3. Κυματοσυνάρτηση καθορισμένης ορμής

			Η κυματοσυνάρτηση 

xp=upx

, της κβαντικής κατάστασης καθορισμένης ορμής 

p

 προκύπτει από την εξίσωση ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p^p=pp.





						
							
							(4.30)

						
					

				
			

			Η τελευταία εξίσωση ιδιοτιμών προκύπτει αυτόματα και από τη γενική σχέση, μεταξύ τελεστή ορμής και κατάστασης 

|p

 που είναι 

∫dp ppp=p^

.

			Η εξίσωση ιδιοτιμών στον χώρο των θέσεων, γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xp^p=-iℏ∂up∂x=pxp=pupx.





						
							
							(4.31)

						
					

				
			

			Η τελευταία διαφορική εξίσωση έχει λύση την:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

upx=Aeipx/ℏ

,

						
							
							(4.32)

						
					

				
			

			όπου Α είναι η σταθερά κανονικοποίησης. Η κυματοσυνάρτηση αυτή, περιγράφει το χωρικό μέρος επίπεδου κύματος, με μήκος κύματος h/p (μήκος κύματος de Broglie), αφού 

ћ=h/2π 

. Η κανονικοποίηση αυτής της κυματοσυνάρτησης απαιτεί προσοχή, διότι το φάσμα ιδιοτιμών της ορμής είναι συνεχές.  Οπότε γράφουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p′p=δp-p′.





						
							
							(4.33)

						
					

				
			

			Προκειμένου να εκφράσουμε στη σχέση (4.33), την αναπαράσταση της θέσης, παρεμβάλλουμε τον ταυτοτικό τελεστή (4.9) και λαμβάνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δp-p′=∫dx p′xxp=A2∫dx ei(p-p′)x/ℏ=2πℏA2 δp-p′.





						
							
							(4.34)

						
					

				
			

			Άσκηση 4.5: Αποδείξτε τη σχέση (4.34), χρησιμοποιώντας την αναπαράσταση της δ-συνάρτησης: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δx-x′=∫-∞+∞dk2πeik(x-x′).





						
							
							(4.35)

						
					

				
			

			Δείξτε, ακόμα, ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A2=h-1.





						
							
							(4.36)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (4.32) και (4.36), προκύπτει η κανονικοποιημένη ιδιοσυνάρτηση του τελεστή της ορμής ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



upx≡xp=1heipx/ℏ.





						
							
							(4.37)

						
					

				
			

			4.3.1. Αβεβαιότητα στον προσδιορισμό της θέσης για καθορισμένη ορμή

			Θα μελετήσουμε τώρα την αβεβαιότητα στον προσδιορισμό της θέσης, για κβαντικό σωμάτιο, με κυματοσυνάρτηση καθορισμένης ορμής. Έστω σωμάτιο, σε κατάσταση καθορισμένης ορμής 

p

. Το πλάτος πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο σε δεδομένη θέση x στο χώρο, δίνεται από την κυματοσυνάρτηση (4.37). Η αντίστοιχη πιθανότητα να βρεθεί το σωμάτιο στην περιοχή του χώρου, μεταξύ x και 

x+dx

, είναι 

|up(x)|2

 

dx= dx/h

 και είναι ανεξάρτητη του x.

			Συνεπώς, όταν έχουμε πλήρη βεβαιότητα στη μέτρηση της ορμής, έχουμε πλήρη αβεβαιότητα στη μέτρηση της θέσης. Η αβεβαιότητα αυτή έχει τη ρίζα της στο γεγονός ότι 

[x,p]=iℏ

 (κανονικά συζυγή μεγέθη).

			4.3.2. Αβεβαιότητα στον προσδιορισμό της ορμής για καθορισμένη θέση

			Αντίστοιχα, έστω σωμάτιο σε κατάσταση καθορισμένης θέσης 

x

. Το πλάτος πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο με δεδομένη ορμή p, προκύπτει με συζυγία της σχέσης (4.37) και είναι

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



px=1he-ipx/ℏ.





						
							
							(4.38)

						
					

				
			

			Η αντίστοιχη πιθανότητα να έχει το σωμάτιο ορμή, μεταξύ p και 

p+dp

, είναι 

|up(x)*|2 dp= dp/h

 και είναι ανεξάρτητη του p. Κατά ακολουθία, όταν έχουμε πλήρη βεβαιότητα στη μέτρηση της θέσης, έχουμε πλήρη αβεβαιότητα στη μέτρηση της ορμής. Η αβεβαιότητα αυτή έχει και πάλι τη ρίζα της στο γεγονός ότι 

[x,p]=iћ

 (συζυγή μεγέθη). 

			Πρέπει να τονιστεί ότι οι παραπάνω αβεβαιότητες δεν οφείλονται σε ατελείς μετρήσεις, αλλά συνιστούν θεμελιώδη περιορισμό της Φύσης, ο οποίος εκφράζεται ως «Αρχή Αβεβαιότητας». Όμως, σε ρεαλιστικά συστήματα, ποτέ δεν έχουμε πλήρη γνώση ούτε πλήρη αβεβαιότητα, στη μέτρηση παρατηρήσιμων μεγεθών. Στην αμέσως επόμενη ενότητα, θα μελετήσουμε τις αβεβαιότητες σε ρεαλιστικά συστήματα. 

			4.4. Αβεβαιότητες σε ρεαλιστικά συστήματα

			Ας θεωρήσουμε σύστημα με πεπερασμένη αβεβαιότητα, στη θέση που εκφράζεται από μια Gaussian κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=1(2πσ2)1/4e-x2/4σ2.





						
							
							(4.39)

						
					

				
			

			η οποία είναι κανονικοποιημένη. Η παράμετρος «σ» εκφράζει τη διασπορά και αποτελεί το μέτρο της αβεβαιότητας στη θέση x, αφού όταν x=σ, η πιθανότητα έχει πέσει στο 1/e της μέγιστης τιμής της.

			Θα βρούμε την αντίστοιχη διασπορά στις τιμές της ορμής, καθώς και το γινόμενο των διασπορών (αβεβαιοτήτων), για θέση και ορμή. Για να βρούμε τη διασπορά στις τιμές της ορμής, πρέπει να απαντήσουμε στο εξής ερώτημα: Ποιό είναι το πλάτος πιθανότητας 

pψ

, να μετρηθεί ορμή p, στη συγκεκριμένη κατάσταση; Θα υπολογίσουμε το πλάτος πιθανότητας 

pψ

, χρησιμοποιώντας την αναπαράσταση της θέσης, με παρεμβολή του ταυτοτικού τελεστή (4.8). Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pψ=∫dx up*xψx=1h(2πσ2)1/4∫dx e-ipx/ℏe-x2/4σ2,





						
							
							(4.40)

						
					

				
			

			 όπου χρησιμοποιήσαμε τις σχέσεις (4.37) και (4.39). Το ολοκλήρωμα (4.40) είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

I≡∫-∞+∞dx e-(b2x2+ax)

.

						
							
							(4.41)

						
					

				
			

			Για τον υπολογισμό αυτού του ολοκληρώματος, θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



b2x2+ax=(bx+a/2b)2-a2/4b2.





						
							
							(4.42)

						
					

				
			

			Αλλάζουμε τώρα μεταβλητή, σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



z≡bx+a/2b,





						
							
							(4.43)

						
					

				
			

			οπότε, το ζητούμενο ολοκλήρωμα παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I=ea2/4b2b-1∫-∞+∞dz e-z2





						
							
							(4.44)

						
					

				
			

			όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα έχει την τιμή 

π

 . Επομένως, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞+∞dx e-(b2x2+ax)=πbea2/4b2





						
							
							(4.45)

						
					

				
			

			και αφού θέσουμε 

a=ip/ℏ

 και 

b=(2σ)-1

, παίρνουμε το ζητούμενο ολοκλήρωμα της σχέσης (4.40):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫dxe-ipx/ℏe-x2/4σ2=2σπ e-σ2p2/ℏ2.





						
							
							(4.46)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της σχέσης (4.46) στην (4.40), βρίσκουμε το πλάτος πιθανότητας, για μέτρηση ορμής p, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pψ=2σπh(2πσ2)1/4e-σ2p2/ℏ2=1(2πℏ2/4σ2)1/4e-σ2p2/ℏ2.





						
							
							(4.47)

						
					

				
			

			Άσκηση 4.6: Αποδείξτε τη σχέση (4.47), ξεκινώντας από τη σχέση (4.40) και ακολουθώντας τα βήματα που περιγράφονται παραπάνω.

			Από τις σχέσεις (4.39) και (4.46), προκύπτει ότι, για τα πλάτη μέτρησης θέσης 

xψ

, έχουμε διασπορά (αβεβαιότητα) 

σx=σ

, ενώ για τα πλάτη μέτρησης 

pψ

, έχουμε διασπορά (αβεβαιότητα) 

σp=ћ/(2σ

). Άρα, το γινόμενο των δύο αβεβαιοτήτων είναι 

σxσp=(Δx)(Δp) = ћ/2

. Η σχέση αυτή συνιστά την αρχή της αβεβαιότητας, η οποία αποτελεί θεμέλιο λίθο της κβαντομηχανικής. Η αρχή αυτή προκύπτει από το γεγονός ότι πρέπει να εφαρμόσουμε την επαλληλία (υπέρθεση) σε μεγάλο εύρος ορμών, για να «κτιστεί» κυματοσυνάρτηση ψ(x), με μικρό εύρος στα x:

			



ψ(x)=xψ=∫dpxppψ





			4.5. Αβεβαιότητα και Μεταθέτης

			Θα δείξουμε ότι δύο μη μετατιθέμενα μεγέθη δεν έχουν καμία κοινή ιδιοκατάσταση. Συνεπώς, δεν είναι δυνατό να γνωρίζουμε ταυτόχρονα, με σιγουριά, την τιμή τους. Ας θεωρήσουμε τους μη μετατιθέμενους τελεστές της θέσης και της ορμής, για τους οποίους ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^,p^=iℏ.





						
							
							(4.48)

						
					

				
			

			Από τη σχέση αυτή, προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^,p^ψ=iℏψ.





						
							
							(4.49)

						
					

				
			

			Θα χρησιμοποιήσουμε την απαγωγή σε άτοπο. Αν η 

ψ

 ήταν ιδιοκατάσταση των x και p, τότε θα είχαμε για το αριστερό μέρος της (4.49):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^-x0I^p^ψ=x^-x0I^ p0ψ=x0I^-x0I^ p0ψ =0,





						
							
							(4.50)

						
					

				
			

			που δεν είναι ίσο με το δεξιό μέρος της (4.49). Άρα, καταλήγουμε σε άτοπο και δεν μπορεί να υπάρχει κοινή ιδιοκατάσταση των μη μετατιθέμενων τελεστών, της θέσης και της ορμής (δείτε και την αντίστοιχη γενική σχέση (2.35)). 

			4.6. Σύνοψη

			Η κυματοσυνάρτηση σωματίου εκφράζει το πλάτος πιθανότητας να βρεθεί το κβαντικό σωμάτιο σε θέση x στον χώρο, όπως προκύπτει από το ανάπτυγμα:

			



ψ=∫-∞+∞dx ψxx





			Το παρατηρήσιμο μέγεθος της θέσης έχει συνεχές φάσμα και οι αντίστοιχες καταστάσεις 

x

 είναι ορθοκανονικές, με την έννοια της δ-συνάρτησης, δηλαδή:

			



 x′x=δx-x′.





			Ο τελεστής της ορμής μπορεί να οριστεί, μέσω της αναπαράστασης της θέσης, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xp^ψ=p^ψx=-iℏ∂ψ∂x.





						
							
							(4.51)

						
					

				
			

			Ικανοποιεί τη σχέση μετάθεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^,p^=iℏ.





						
							
							(4.52)

						
					

				
			

			Ο ορισμός του τελεστή της ορμής (4.51) στην αναπαράσταση της θέσης ικανοποιεί τρεις θεμελιώδεις ιδιότητες: είναι ερμητειανός, σχετίζεται σωστά με την ταχύτητα και είναι συμβατός (στο κλασικό όριο) με τον 2ο Νόμο του Νεύτωνα.

			Παρατηρήσιμα μεγέθη, που οι τελεστές τους δεν μετατίθενται, όπως οι τελεστές θέσεις 

x^

 και ορμής

 p,^

 δεν μπορούν να μετρηθούν ταυτόχρονα, με αυθαίρετη ακρίβεια (Αρχή Αβεβαιότητας).

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Σωμάτιο περιγράφεται από την κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=πa-1/4e-ax2/2.





						
							
							(4.53)

						
					

				
			

			Υπολογίστε τις τυπικές αποκλίσεις Δx και Δp και επαληθεύστε ότι είναι συμβατές με την αρχή της αβεβαιότητας:

			Λύση:

			Πρώτα υπoλογίζουμε την αναμενόμενη τιμή του x 

x

: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=ψxψ=∫-∞+∞xψ(x)2dx=aπ∫-∞+∞xe-ax2dx=0.





						
							
							(4.54)

						
					

				
			

			Yπoλογίζουμε την αναμενόμενη τιμή του 

x2

 

x2

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x2=∫-∞+∞x2ψx2dx=aπ∫-∞+∞x2e-ax2dx=2aπ∫0∞x2e-ax2dx



 



=2aπΓ(1/2)2a3/2=12a.





						
							
							(4.55)

						
					

				
			

			Άρα, η τυπική απόκλιση του x είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δx=x2-x2=12a.





						
							
							(4.56)

						
					

				
			

			Για την τυπική απόκλιση του p, θα βρούμε πρώτα την κατάσταση 

|ψ

, στην αναπαράσταση της ορμής (

pψ=ψ(p)

). Εισάγουμε τον ταυτοτικό τελεστή, από τη βάση της θέσης 

∫dxxx

 και χρησιμοποιώντας τις ιδιοκαταστάσεις της ορμής στο χώρο των θέσεων, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ-p=12πℏ∫-∞+∞e-ipx/ℏψxdx=12πℏπa-1/4∫-∞+∞e-ipx/ℏe-ax22dx





							



=12πℏπa-1/42πae-p2/2aℏ2=1ℏ1πa1/4e-p2/2aℏ2.





						
							
							(4.57)

						
					

				
			

			Άσκηση 4.7: Αποδείξτε λεπτομερώς την σχέση (4.58):

			Η 

ψp2 p

 είναι περιττή συνάρτηση και επομένως 

p=0

. Για την 

p2

 βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p2=1ℏ1πa∫-∞+∞p2e-p2/aℏ2dp=2ℏaπ∫0∞p2e-p2/aℏ2dp=2ℏπaπ/21/aℏ23/2=aℏ22.





						
							
							(4.58)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δp=p2-p2=a2ℏ.





						
							
							(4.59)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (4.56) και (4.59), προκύπτει η αρχή της αβεβαιότητας ως

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δx Δp=ℏ/2.





						
							
							(4.60)

						
					

				
			

			Βλέπουμε λοιπόν ότι, όσο μειώνεται  η διασπορά στο x, τόσο αυξάνεται η διασπορά στο p.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Βρείτε τη μέση τιμή του τελεστή: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=rr





						
							
							(4.61)

						
					

				
			

			Λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=ψAψ=ψrrψ=ψ*rψr=ψr2.





						
							
							(4.62)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Βρείτε το μιγαδικό διάνυσμα 

rpψ,

 συναρτήσει της κυματοσυνάρτησης 

rψ

.

			Λύση:

			Για τη x συνιστώσα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rpψx=rpxψ=ℏi∂ψ(r)∂x.





						
							
							(4.63)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε τις άλλες δύο συνιστώσες. Επομένως, σε διανυσματική μορφή έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rpψ=ℏi∇ψ.





						
							
							(4.64)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Βρείτε τη μέση τιμή του τελεστή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rp+prr/2m.





						
							
							(4.65)

						
					

				
			

			Λύση:

			Με θεώρηση της κβαντικής κατάστασης 

ψ

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12mψrrpψ+ψprrψ=12mψ*rℏi∇ψr-ℏi∇ψ*rψr,



 



=1mReψ*ℏi∇ψ





						
							
							(4.66)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός, ότι ο τελεστής της ορμής είναι ερμητειανός (p†=p) και επομένως, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψpr=ψp†r=rpψ*=-ℏi∇ψ*r.





						
							
							(4.67)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 5

			Ο τελεστής της parity ορίζεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



πr=-r.





						
							
							(4.68)

						
					

				
			

			Βρείτε την κυματοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην κατάσταση 

πψ.



			Λύση:

			Αναπτύσσουμε την 

ψ

 στη βάση της θέσης και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=∫ψr|r d3r





						
							
							(4.69)

						
					

				
			

			Τώρα, μπορούμε να δράσουμε με τον τελεστή της parity, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



πψ=∫ψrπrd3r=ψ=∫ψr-rd3r.





						
							
							(4.70)

						
					

				
			

			Αλλάζουμε μεταβλητή ολοκλήρωσης και θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r′=-r





						
							
							(4.71)

						
					

				
			

			Με δράση από αριστερά με το bra 

r'

 παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rπψ=∫ψ-r′rr′ d3r′=∫δr-r′ψ-r′ d3r′=ψ-r.





						
							
							(4.72)

						
					

				
			

			Άρα, η parity, στον χώρο των θέσεων, αναστρέφει το όρισμα της κυματοσυνάρτησης, από r σε -r. 

			Κριτήριο αξιολόγησης 6

			Δείξτε ότι ο τελεστής της parity είναι ερμητειανός.

			Λύση:

			Από την προηγούμενη άσκηση έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rπψ=-rψ⟹rπ=-r.





						
							
							(4.73)

						
					

				
			

			Ακόμα, από τον ορισμό της parity, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

πr=-r⟹rπ†=r|

.

						
							
							(4.74)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (4.73) και (4.74), προκύπτει άμεσα ότι π=π† και επομένως, ο τελεστής της parity είναι ερμητειανός.

			Κριτήριο αξιολόγησης 7

			Βρείτε τον τελεστή της parity στο τετράγωνο (π2).

			Λύση:

			Από τον ορισμό της parity έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



π2r=ππr=π-r=r.





						
							
							(4.75)

						
					

				
			

			Άρα, αφού η σχέση (4.75) ισχύει για κάθε ket της βάσης 

r

, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



π2=1.





						
							
							(4.76)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 8

			Βρείτε τις ιδιοτιμές του τελεστή της parity.

			Λύση:

			Έστω 

ϕ

 ιδιοκατάσταση του π, με ιδιοτιμή p. Τότε, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



πϕ=pϕ⟹π2ϕ=πpϕ=pπϕ





						
							
							(4.77)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (4.76) και (4.77) παίρνουμε 

p2=1

 και επομένως 

p=±1

. Όπως περιμέναμε, οι ιδιοτιμές p είναι πραγματικές, αφού ο τελεστής της parity είναι ερμητειανός.

			Κριτήριο αξιολόγησης 9

			Έστω οι τελεστές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p+=121+π,  p-=121-π.





						
							
							(4.78)

						
					

				
			

			Δείξτε ότι οι ιδιοκαταστάσεις της π γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ+=p+ψ,  ψ-=p-ψ





						
							
							(4.79)

						
					

				
			

			όπου 

ψ

 αυθαίρετη κβαντική κατάσταση.

			Λύση:

			Δρούμε με τον τελεστή της parity στην 

ψ+

 και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



πψ+=πp+ψ  =12π1+πψ=12π+π2ψ=12π+1ψ=p+ψ=ψ.





						
							
							(4.80)

						
					

				
			

			Άρα, η 

ψ+

 είναι ιδιοκατάσταση του τελεστή της parity π, με ιδιοτιμή 1. Όμοια, δείχνουμε ότι η 

ψ-

 είναι ιδιοκατάσταση του π, με ιδιοτιμή -1.

			Κριτήριο αξιολόγησης 10

			Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις της parity, στην αναπαράσταση της θέσης (ιδιοσυναρτήσεις).

			Λύση:

			Από τη σχέση (4.72), έχουμε για την 

ψ+

:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rπψ+=ψ+-r.





						
							
							(4.81)

						
					

				
			

			Ακόμα, αφού η 

ψ+

 είναι ιδιοκατάσταση της parity, με ιδιοτιμή 1, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

rπψ+=rψ+=ψ++r

.

						
							
							(4.82)

						
					

				
			

			Από τις (4.81) και (4.82), προκύπτει ότι οι ιδιοσυναρτήσεις της parity, με ιδιοτιμή 1, είναι οι άρτιες συναρτήσεις: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ+-r=ψ++r.





						
							
							(4.83)

						
					

				
			

			Άσκηση 4.8: Δείξτε, με όμοιο τρόπο, ότι οι ιδιοκαταστάσεις του π, με ιδιοτιμή -1, αντιστοιχούν σε περιττές κυματοσυναρτήσεις.

			Κριτήριο αξιολόγησης 10

			Έστω ψ(x,t) κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση σωματίου, με δυναμική ενέργεια V(x) και μάζα m. Γράψτε εκφράσεις για την αναμενόμενη τιμή του x, του px (ορμή), του x2, του px2 και της ενέργειας. Ποιά είναι η πιθανότητα να βρεθεί το σωμάτιο μεταξύ των σημείων x1 και x2 ;

			Λύση:

			Για τις αναμενόμενες τιμές του του x και του x2 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=∫-∞+∞dx xψ2,  x2=∫-∞+∞dx x2ψ2.





						
							
							(4.84)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, για την ορμή έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p=-iℏ∫-∞+∞dx ψ*dψdx, p2=-ℏ2∫-∞+∞dx ψ*d2ψdx2.





						
							
							(4.85)

						
					

				
			

			Για την αναμενόμενη τιμή της ενέργειας έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=∫-∞+∞dx ψ*-ℏ22md2ψdx2+V(x)ψ.





						
							
							(4.86)

						
					

				
			

			Τέλος, η πιθανότητα να βρεθεί το σωμάτιο μεταξύ των σημείων x1 και x2, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Px1,x2=∫x1x2dx ψ2.





						
							
							(4.87)

						
					

				
			

			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Άσκηση 1

			Ποιό από τα παρακάτω είναι σωστό για τον τελεστή της ορμής P;. 

			a. 

P=imℏH,r



			b. 

P=2imℏH,r



			c. 

P=im2ℏH,r



			d. 

P=im4ℏH,r



			Ορθή απάντηση: a.

			Επεξήγηση:

			



H,r=x^H,x+y^H,y+z^H,z



 



H,x=p22m+Vr,x=p22m,x=px22m,x=22m-iℏpx=-iℏmpx



 



⟹H^,r=-iℏmpxx^+pyy^+pzz^=-iℏmp.





			Άσκηση 2

			Η μέση τιμή της ορμής σε μια διακριτή στάσιμη κατάσταση είναι:

			a. 

P=2imℏHr



			b. 

P=imℏHr



			c. 

P=im2ℏHr



			d. 

P=0



			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			



Ψn,PΨn=imℏΨn[H,r]Ψn=imℏΨn,HrΨn-Ψn,rHΨn=imℏEnΨn,rΨ-EnΨn,rΨn=0.





			Άσκηση 3

			Για την κυματοσυνάρτηση 

Ψ=aπ1/4e-a2x-x02+ip0xℏ

 , οι μέσες τιμές των x και [image: ] είναι:

			a. 

x=x0 και x2=x02



			b. 

x=x02 και x2=x02



			c. 

x=x0 και x2=x02+12a



			d. 

x=x0+1a και x2=x02



			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση:

			



x=∫-∞+∞xΨ*xΨxdx=



 



=aπ∫-∞+∞xe-ax-x02dx=



 



=aπ∫-∞+∞y+x0e-ay2dy



 



=0+x0aπ∫-∞+∞e-ay2 dy=x0aππa=x0.





			



x2=aπ∫-∞+∞x2e-ax-x02dx=



 



=aπ∫-∞+∞y+x02e-ay2dx= 



 



=aπ∫-∞+∞y2e-ay2dy+2x0∫-∞+∞ye-ay2dy+x02∫-∞+∞e-ay2dy=



 



=aπ12aπa+0+x02πa=x02+12a.





			Άσκηση 4

			Για την κυματοσυνάρτηση 

Ψ=aπ1/4e-a2x-x02+ip0xℏ

 , οι μέσες τιμές των p και p2 είναι:

			a. 

p=p0+ℏa και p2=p02+ℏ2a2



			b. 

p=p0 και p2=p02+ℏ2a2



			c. 

p=p0+ℏa και p2=p02



			d. 

p=p0 και p2=p02



			Ορθή απάντηση: b.

			Επεξήγηση:

			



p=∫-∞+∞Φxe-ip0xℏ-iℏdΨdx dx=



 



=∫-∞+∞Φxe-ip0xℏ-iℏdΦdxeip0xℏ+ip0ℏΦeip0xℏdx=



 



=-iℏ∫-∞+∞ΦxdΦdxdx+p0∫-∞+∞Φ2dx=-iℏ2∫-∞+∞dΦ2dxdx+p0=



 



=-iℏ2Φ2-∞+∞+p0=0+p0=p0.





			



p2=-h2∫-∞+∞Ψ⋆xΨ′′xdx



 



=-h2∫-∞+∞ddx(Ψ⋆Ψ′)dx+h2∫-∞+∞Ψ′⋆Ψ′dx=



 



=-h2Ψ⋆xΨ′x +∞ -∞+h2∫-∞+∞Ψ′⋆Ψ′dx=



 



=h2∫-∞+∞Ψ′⋆Ψ′dx⇒p2=



 



=h2∫-∞+∞Φ′xe-ip0xh-ip0hΦxe-ip0xhΦ′xeip0xh+ip0hΦxeip0xhdx=



 



=h2∫-∞+∞Φ′2dx-ιp0h∫-∞+∞ΦΦ′dx+ιp0h∫-∞+∞Φ′Φdx+p02∫-∞+∞Φ2dx=



 



=p02+h2aπ∫-∞+∞α2x-x02e-ax-x02dx=



 



=p02+a2h2x02+12a-2x02+x02=p02+h2a2 





			Άσκηση 5

			Η σταθερά κανονικοποίησης N, για την κυματοσυνάρτηση 

ψx=N11+ix

 είναι:

			



a. N=1π





			



b.  N=π





			



c. N=π





			



d. N=1π





			Ορθή απάντηση: d

			Επεξήγηση:

			



ψψ=∫-∞+∞dx ψ*xψx=∫-∞+∞dx 11-ix11+ix=∫-∞+∞dx1+x2.





			Θέτουμε:

			



x=tan⁡θ⟹ dx=dθcos2⁡θ⟹ψψ=∫-π2π211+tan2⁡θdθcos2⁡θ



 



=∫-π/2π/2dθ=π ⟹ ψ≡ψψ=π.





			Επομένως, για την κανονικοποιημένη ψ, έχουμε:

			



ψnx=ψxψ=1π11+ix, ψnx2=



 



=ψn*xψnx=1π(1+x2).





			Άσκηση 6

			Αν η κυματοσυνάρτηση σωματίου είναι 

ψχ=1π11+ix

 τότε η πιθανότητα 

P(x>1)

 να δώσει μια μέτρηση 

x>1

 είναι:

			a. 

Px>1=14



			b. 

Px>1=12



			c. 

Px>1=13



			d. 

Px>1=15



			Ορθή απάντηση: a.

			Επεξήγηση:

			



∫1∞dx ψn(x)2=1π∫1∞dx1+x2=1π∫tan-1⁡1π/2dθ=1πθπ/4π/2=14.





			Με την αντικατάσταση 

x=tan⁡θ

.

			Άλυτες Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Σωμάτιο κινείται σε δυναμικό V(x) και έχει ενέργεια En. Είναι δυνατόν το σωμάτιο να έχει καθορισμένη ορμή, για κάποια τιμή του δυναμικόύ V(x); Μπορεί να έχει καθορισμένη ορμή και καθορισμένη θέση ταυτόχρονα; 

			Υπόδειξη: Θυμηθείτε (και δείξτε) τη μορφή των κυματοσυναρτήσεων, που είναι ιδιοκαταστάσεις της θέσης και της ορμής. Συμπίπτουν οι μορφές τους;

			Άσκηση 2

			Έστω μια κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση ψ(x) και ένας τελεστής 

Q

 στον χώρο των θέσεων. Έστω {qr} το φάσμα του 

Q

 και {ur(x)} οι αντίστοιχες κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις. Γράψτε μια έκφραση στον χώρο των θέσεων, για την πιθανότητα να δώσει μια μέτρηση του 

Q

, την τιμή qr. Μετά, δείξτε ότι η αναμενόμενη τιμή του 

Q

 μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q≡∫-∞+∞ψ*Q^ψ dx.





						
							
							(4.88)
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			Κεφάλαιο 5: Ελεύθερο Σωμάτιο – Ρεύμα Πιθανότητας

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005α· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· French & Taylor, 1978· Fitzpatrick,2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Peleg et al., 2010):

			1. Θα δούμε πρώτα ποιά είναι η χρονική εξέλιξη μιας Gaussian κυματοσυνάρτησης, σε μηδενικό δυναμικό (ελεύθερο σωμάτιο). Θα περιγράψουμε πώς μετατοπίζεται στον χώρο η κυματοσυνάρτηση, λόγω της ταχύτητας του σωματίου, ενώ ταυτόχρονα αυξάνει η διασπορά στον χώρο, λόγω της αβεβαιότητας στην ορμή(ταχύτητα).

			2. Θα δούμε ποσοτικά το πείραμα διπλής οπής, υποθέτοντας ότι τα κβαντικά σωμάτια συμπεριφέρονται ως ελεύθερα σωμάτια και άρα, οι κυματοσυναρτήσεις τους είναι καθορισμένες και ταυτίζονται με τις ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της ορμής (ελεύθερο σωμάτιο). Έτσι, θα δείξουμε ποσοτικά πώς σχηματίζονται οι κροσσοί συμβολής για μικροσκοπικά και μακροσκοπικά σωμάτια.

			3. Θα θεωρήσουμε τη γενίκευση τελεστών και κυματοσυναρτήσεων σε 3 διαστάσεις.

			4. Θα ορίσουμε και θα μελετήσουμε την έννοια του ρεύματος πιθανότητας.

			5. Θα αποδείξουμε το θεώρημα Virial, που συσχετίζει τη δυναμική με την κινητική ενέργεια, στην κλασική μηχανική και τις αντίστοιχες μέσες τιμές, στην κβαντική μηχανική.

			6. Τέλος, θα κάνουμε μια σύνοψη των βασικών σημείων του κεφαλαίου.

			5. Ελεύθερο Σωμάτιο – Ρεύμα Πιθανότητας

			5.1. Gaussian Κυματοπακέτο 

			Το Gaussian κυματοπακέτο ως κυματοσυνάρτηση, θεωρούμενη τη χρονική στιγμή t=0, ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx;0=Aσe-x2/2σ2





						
							
							(5.1)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά Α είναι σταθερά κανονικοποίησης. Για να βρούμε τη σταθερά κανονικοποίησης, θεωρούμε πρώτα το τετράγωνο του μέτρου της κυματοσυνάρτησης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx;02=A2σe-x2/σ2.





						
							
							(5.2)

						
					

				
			

			Όπου χρησιμοποιήσαμε την αυθαιρεσία φάσης της κυματοσυνάρτησης, για να θεωρήσουμε πραγματική σταθερά κανονικοποίησης Α. Απαιτώντας κανονικοποίηση παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1=∫-∞+∞ψx;02 dx=A2∫-∞+∞e-x2/σ2dxσ=A2π.





						
							
							(5.3)

						
					

				
			

			Άρα, η σταθερά κανονικοποίησης έχει την τιμή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=1π4.





						
							
							(5.4)

						
					

				
			

			Αν αντικαταστήσουμε τη σταθερά σ με 

2 σ 

 και θέσουμε 

p0=0 , 

 τότε παίρνουμε την κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=1(2πσ2)1/4e-x2/4σ2.





						
							
							(5.5)

						
					

				
			

			 Άσκηση 5.1: Δείξτε ότι για τη διασπορά της κυματοσυνάρτηση (5.5), έχουμε 

Δx2=x2-x2



			5.2 Δυναμική Ελεύθερου Σωματίου

			Στο ελεύθερο σωμάτιο, το δυναμικό είναι μηδέν (V(x)=0), άρα η Hamiltonian είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p^22m.





						
							
							(5.6)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τη χρονική εξέλιξη της κυματοσυνάρτησης ελεύθερου σωματίου, αναπτύσσουμε την αρχική κυματοσυνάρτηση σε ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian και εξελίσσουμε την κάθε μια στο ανάπτυγμα, με τη φάση που εξαρτάται από την αντίστοιχη ιδιοτιμή της ενέργειας. Στην περίπτωση του ελεύθερου σωματίου, οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian συμπίπτουν με τις ιδιοκαταστάσεις της ορμής, που τις έχουμε βρει. Έστω αρχική κατάσταση, με πλάτη πιθανότητας στη βάση ιδιοκαταστασεων ορμής (και ενέργειας), που δίνονται από την Gaussian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pψ,0=1(2πℏ2/4σ2)1/4e-σ2p-p02/ℏ2.





						
							
							(5.7)

						
					

				
			

			Άσκηση 5.2: Αφού δείξετε ότι τα πλάτη πιθανότητας (5.7) είναι κανονικοποιημένα, βρείτε τη διασπορά της ορμής 

ΔP2=p2-p2

, που αντιστοιχεί σε αυτά.

			5.2.1 Ανάπτυγμα Κυματοσυνάρτησης

			Έστω αρχική κατάσταση με πλάτος πιθανότητας, στη βάση ιδιοκαταστάσεων ορμής (και ενέργειας για ελεύθερο σωμάτιο) που δίνονται από την Gaussian συνάρτηση (5.7). Όπως έχουμε δει στη (σχέση (3.8) του κεφαλαίου 3, η χρονική εξέλιξη κβαντικής κατάστασης, προκύπτει με ανάπτυγμα στις ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ,t=∑nane-iEntℏEn,0.





						
							
							(5.8)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση του ελεύθερου σωματίου, το φάσμα ιδιοτιμών της Hamiltonian είναι συνεχές και οι ιδιοκαταστάσεις ταυτίζονται με τις ιδιοκαταστάσεις της ορμής, λόγω της σχέσης (5.6). Επομένως, η εξελιγμένη στο χρόνο κυματοσυνάρτηση γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xψ,t=∫dp xppψ,0e-ip2t/2mℏ





						
							
							(5.9)

						
					

				
			

			αφού 

Εn,0=p

. Τον ρόλο των πλατών πιθανότητας αn παίζουν τα συνεχώς κατανεμημένα πλάτη 

pψ,0

.

			Επίσης, οι ιδιοτιμές της ενέργειας είναι 

p2/2m

. Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (5.7) και (4.37) στη σχέση (5.9) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xψ,t=1ℏ(2πℏ2/4σ2)1/4∫dp eipx/ℏe-σ2p-p02/ℏ2e-ip2t/2mℏ.





						
							
							(5.10)

						
					

				
			

			Το ανωτέρω ολοκλήρωμα Gaussian υπολογίζεται εύκολα (δίνεται ως λυμένη άσκηση, στο τέλος του κεφαλαίου). Το αποτέλεσμα για το τετράγωνο του μέτρου της χρονικά εξελιγμένης κυματοσυνάρτησης είναι

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xψ,t2=σ2πℏ2b2exp-x-p0tm2σ22ℏ4b4





						
							
							(5.11)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



b2=σ2ℏ2+it2mℏ.





						
							
							(5.12)

						
					

				
			

			Η διασπορά σ(t) στον χώρο των θέσεων, που προκύπτει από την κυματοσυνάρτηση (5.11) είναι χρονικά εξαρτώμενη. Αυτό προκύπτει με σύγκριση, με το κανονικοποιημένο Gaussian κυματοπακέτο (5.5) (αφού υψώσουμε στο τετράγωνο), ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σt2=ℏ4b4/σ2.





						
							
							(5.13)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (5.12) και (5.13), προκύπτει η χρονική εξάρτηση της διασποράς ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σ2t=σ2+ℏt2mσ2.





						
							
							(5.14)

						
					

				
			

			Από τη χρονική εξάρτηση της διασποράς συμπεραίνουμε ότι το κυματοπακέτο του ελεύθερου σωματίου,μετατοπίζεται καθώς απλώνεται, Τα εύλογα ερωτήματα που προκύπτουν, είναι τα εξής: Γιατί απλώνεται το κυματοπακέτο; Γιατί αυξάνεται η αβεβαιότητα στη θέση;

			Προκειμένου να απαντήσουμε στα παραπάνω ερωτήματα, παρατηρούμε ότι η διασπορά του κυματοπακέτου στο χώρο των ορμών, είναι χρονικά αμετάβλητη και προκύπτει από τα πλάτη πιθανότητας (5.7) (συγκρίνοντας και με τη σχέση (5.5) για την ταυτοποίηση της διασποράς) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σp=ℏ/2σ.





						
							
							(5.15)

						
					

				
			

			Η χρονική ανεξαρτησία αυτής της διασποράς αιτιολογείται από το γεγονός, ότι οι ιδιοκαταστάσεις της ορμής για το ελεύθερο σωμάτιο είναι και ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας και, επομένως, τα πλάτη πιθανότητας (5.7) παίζουν τον ρόλο των αντίστοιχων αn της σχέσης (5.8) που, όπως έχουμε δει στο κεφάλαιο 3, είναι χρονικά ανεξάρτητα (σχέση (3.7)). Από την (5.15) προκύπτει η διασπορά (αβεβαιότητα στην ταχύτητα):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δυ~ℏ/2mσ.





						
							
							(5.16)

						
					

				
			

			Αυτή η αβεβαιότητα στην ταχύτητα προκαλεί επιπλέον αβεβαιότητα στη θέση, λόγω ελλειπούς γνώσης της ταχύτητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δx=Δυt~ℏt/2mσ.





						
							
							(5.17)

						
					

				
			

			Άρα, η αβεβαιότητα στη θέση οφείλεται αφενός μεν στην αρχική αβεβαιότητα σ που εμπεριέχεται στη σχέση (5.5), αφετέρου δε στην αβεβαιότητα της σχέσης (5.17). Έτσι, επιβεβαιώνουμε τη σχέση (5.14).

			Το κυματοπακέτο που αντιστοιχεί στην πυκνότητα πιθανότητας (5.14), εμφανίζει και μια χρονικά εξαρτώμενη μετατόπιση στον χώρο, εκτός από αύξηση της διασποράς. Η μετατόπιση αυτή εμφανίζεται, διότι η πιθανότερη τιμή της ορμής του σωματίου είναι 

p0

 [μέγιστο πιθανότητας από σχέση (5.7)] και συνεπώς, η πιθανότερη τιμή της ταχύτητας 

p0/m!

 Καταλήγουμε δηλαδή στο κλασικά αναμενόμενο αποτέλεσμα, που επιβεβαιώνει, για μια ακόμα φορά, ότι επιλέξαμε σωστά τον τελεστή της ορμής, στη σχέση (5.4-5.15). 

			5.3 Ποσοτική Μελέτη του Πειράματος της Διπλής Οπής

			Ας θεωρήσουμε και πάλι το πείραμα της διπλής οπής, όπως περιγράφεται στο Σχήμα 5.1.

			[image: ]

			Σχήμα 5.1: Το πείραμα της διπλής οπής. Τα σωμάτια που προέρχονται από κάθε οπή, συμπεριφέρονται ως ελεύθερα σωμάτια, με κυματοσυνάρτηση της μορφής 

ψr~eipr/ℏ,

 όπου η φάση p r/ћ είναι ανάλογη της απόστασης r από κάθε οπή. Οι φάσεις των σωματίων θεωρούνται ίδιες σε κάθε οπή (προσπίπτον επίπεδο κύμα πλάτους πιθανότητας).

			Τα σωμάτια που διέρχονται από κάθε οπή, συμπεριφέρονται ως ελεύθερα σωμάτια, με κυματοσυνάρτηση της μορφής 

ψr~eipr/ℏ,

 όπου η φάση 

p r/ћ

 είναι ανάλογη της απόστασης r από κάθε οπή. Η απόσταση, από τις οπές μέχρι το σημείο ανίχνευσης, σε απόσταση x από τη μεσοκάθετο μεταξύ των δύο οπών (δείτε Σχήμα 5.1), είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



D=L2+x±s2





						
							
							(5.18)

						
					

				
			

			όπου το + (-) αναφέρεται στην απόσταση από την κάτω (πάνω) οπή. Θεωρούμε ότι η απόσταση L μεταξύ των οπών και του πετάσματος ανίχνευσης είναι μεγάλη. Η διαφορά των δύο διαδρομών για μικρά x/L και s/L είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



D2-D1≅L2sxL2=2sxL, 





							



αφού π.χ. D1≅L1+12x-s2L2.





						
							
							(5.19)

						
					

				
			

			Άρα, η διαφορά φάσης μεταξύ των δύο κυμάτων που συμβάλουν στη θέση x είναι

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1-ϕ2≅2psxℏL.





						
							
							(5.20)

						
					

				
			

			Άσκηση 5.3: Αποδείξτε τις σχέσεις (5.19) και (5.20). Για την απόδειξη της σχέσης (5.20), χρησιμοποιήστε το γεγονός ότι τα σωμάτια που προέρχονται από κάθε οπή, συμπεριφέρονται ως ελεύθερα σωμάτια, με κυματοσυνάρτηση της μορφής 

ψr~eipr/ℏ

.

			Το πλάτος πιθανότητας μεγιστοποιείται, όταν η διαφορά φάσης των δύο συμβαλλομένων κυμάτων είναι 2nπ. Εξισώνοντας τη διαφορά φάσης (5.20) με 2π και θέτοντας ћ=h/2π, βρίσκουμε ότι η απόσταση μεταξύ των μεγίστων πιθανότητας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



X=hL2ps.





						
							
							(5.21)

						
					

				
			

			Η απόσταση αυτή για την περίπτωση πειράματος με ηλεκτρόνια ενέργειας 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=100eV=1.6×10-17J





						
							
							(5.22)

						
					

				
			

			μπορεί να βρεθεί εύκολα, στην ειδική περίπτωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s=1μm, L=1m.





						
							
							(5.23)

						
					

				
			

			 Θέτοντας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

p=2mE, h=6.63×10-34Js

,

						
							
							(5.24)

						
					

				
			

			στη σχέση (5.21) βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

X=0.057mm

.

						
							
							(5.25)

						
					

				
			

			Η τιμή αυτή είναι μια μετρήσιμη απόσταση, που έχει επαληθευτεί πειραματικά. Τί συμβαίνει όμως για μακροσκοπικά σωμάτια; Μήπως προβλέπονται και στην περίπτωση αυτή κροσσοί συμβολής, με μετρήσιμη απόσταση μεταξύ τους; Για να απαντήσουμε στο ερώτημα αυτό, θεωρούμε μακροσκοπικές σφαίρες με μάζα 1gr και ορμή 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p=1gr×300m/s.





						
							
							(5.26)

						
					

				
			

			Επιλέγουμε ένα λογικό μακροσκοπικό πείραμα με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s=1cm, L=1000m





						
							
							(5.27)

						
					

				
			

			και βρίσκουμε από τη σχέση (5.21):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



X~10-29m.





						
							
							(5.28)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή, η απόσταση μεταξύ των κροσσών είναι μη μετρήσιμη και η πιθανότητα είναι πρακτικά ομογενής, όπως συμβαίνει στην κλασική μηχανική. Άρα, οι προβλέψεις της κβαντικής θεωρίας, για μακροσκοπικά συστήματα, είναι συμβατές με αυτές της κλασικής μηχανικής. 

			5.4 Κβαντικά Συστήματα σε 3 Διαστάσεις

			5.4.1. Χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger

			Σε τρεις διαστάσεις, οι συνιστώσες κάθε διανυσματικού παρατηρήσιμου μεγέθους είναι ξεχωριστά παρατηρήσιμα μεγέθη. Για τις συντεταγμένεςνες θέσης x1, x2, x3, έχουμε τρεις ξεχωριστούς τελεστές που μετατίθενται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^i,x^j=0





						
							
							(5.29)

						
					

				
			

			και οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις αποτελούν ένα πλήρες σύνολο μετατιθέμενων μεγεθών (βάση 

{x}

), συναρτήσει της οποίας, μπορεί να αναπτυχθεί οποιαδήποτε κβαντική κατάσταση.

			Όμοια, για τις συντεταγμένες της ορμής έχουμε τρεις τελεστές που μετατίθενται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p^i,p^j=0.





						
							
							(5.30)

						
					

				
			

			Στην αναπαράσταση της θέσης, οι τελεστές αυτοί γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p^i=-iℏ∂∂xi⟹p ^=-iℏ∇.





						
							
							(5.31)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις μετάθεσης μεταξύ των τελεστών θέσης και ορμής, σε 3 διαστάσεις, γίνονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x^i,p^j=iℏδij.





						
							
							(5.32)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις της ορμής στον χώρο των θέσεων, ικανοποιούν την αντίστοιχη (διανυσματική) εξίσωση ιδιοτιμών και είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rp=1h3/2eir⋅p/ℏ.





						
							
							(5.33)

						
					

				
			

			Με βάση τα παραπάνω, η χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger σε 3 διαστάσεις, στην αναπαράσταση θέσης, γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂rψ∂t=rHψ=rp^22mψ+rV(r^)ψ





						
							
							(5.34)

						
					

				
			

			Με χρήση των σχέσεων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rV(r^)ψ=Vrrψ,  rp^2ψ=-ℏ2∇2rψ,  ψr≡rψ





						
							
							(5.35)

						
					

				
			

			στη σχέση (5.34) παίρνουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψ∂t=-ℏ22m∇2ψ+Vrψ,





						
							
							(5.36)

						
					

				
			

			που είναι η τελική μορφή της χρονοεξαρτώμενης εξίσωσης Schrodinger, σε τρεις διαστάσεις, στην αναπαράσταση θέσης.

			5.4.2. Το Ρεύμα Πιθανότητας

			Η πυκνότητα πιθανότητας ρ=dP/dV να βρεθεί το υπό μελέτη σωμάτιο μεταξύ των θέσεων r και r+dr, την χρονική στιγμή t, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ρr,t≡ψr,t2 





						
							
							(5.37)

						
					

				
			

			Από την κανονικοποίηση της κυματοσυνάρτησης (επειδή το σωμάτιο βρίσκεται σίγουρα κάπου στον χώρο), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

∫d3r ψr,t2=1

,

						
							
							(5.38)

						
					

				
			

			όπου τα όρια του ολοκληρώματος εκτείνονται σε όλο τον χώρο. 

			Έστω P(R) πιθανότητα εύρεσης σωματίου σε περιοχή R του χώρου. Θα μελετήσουμε τον ρυθμό μεταβολής της P(R) και θα δούμε ότι αυτή ισούται με την ροή πιθανότητας από την επιφάνεια S, που αποτελεί το όριο της περιοχής R. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



PR=∫Rψ2 d3r.





						
							
							(5.39)

						
					

				
			

			Άρα, ο ρυθμός μεταβολής είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddtPR=∫R∂ψ*∂tψ+ψ*∂ψ∂td3r





						
							
							(5.40)

						
					

				
			

			Η χρονική παράγωγος της κυματοσυνάρτησης 

ψ

 (και της συζυγούς της 

ψ*

) προκύπτει από τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Scrodinger :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψ∂t=-ℏ22m∇2ψ+Vψ





							




-iℏ∂ψ*∂t=-ℏ22m∇2ψ*+Vψ*





						
							
							(5.41)

						
					

				
			

			Με πολλαπλασιασμό από αριστερά της πρώτης από τις παραπάνω εξισώσεις με 

ψ*

 και της δεύτερης με 

ψ

 και πρόσθεση κατά μέλη, βρίσκουμε (οι όροι με το δυναμικό εξαλείφονται):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏψ*∂ψ∂t+ψ∂ψ*∂t=-ℏ22mψ*∇2ψ-ψ∇2ψ*.





						
							
							(5.42)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (5.40) και (5.42) παίρνουμε :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddtPR=-∫Riℏ2mψ*∇2ψ-ψ∇2ψ* d3r=-∫R∇⋅J d3r





						
							
							(5.43)

						
					

				
			

			όπου έχουμε ορίσει το ρεύμα πιθανότητας ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jr≡iℏ2mψ∇ψ*-ψ*∇ψ.





						
							
							(5.44)

						
					

				
			

			Με χρήση του θεωρήματος Gauss στην τελευταία ισότητα, η σχέση (5.43) γράφεται επίσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddt∫Vd3r ρ=∫Vd3r ∂ρ∂t=-∫Vd3r ∇⋅J=-∮SdS ⋅J





						
							
							(5.45)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε και τις σχέσεις (5.37) και (5.39). Οι σχέσεις (5.43) και (5.45) εκφράζουν τη διατήρηση της πιθανότητας σε ολοκληρωτική μορφή: Ο ρυθμός μεταβολής της πιθανότητας εύρεσης σωματίου σε περιοχή του χώρου (Σχήμα 5.2) ισούται με τη ροή πιθανότητας που διέρχεται από το όριο της περιοχής (δηλαδή την πιθανότητα που «βγαίνει» από την περιοχή). Η ροή αυτή εκφράζεται από τον τελευταίο όρο της σχέσης (5.45):

			[image: ]

			Σχήμα 5.2: Ο ρυθμός μεταβολής της πιθανότητας εύρεσης σωματίου σε περιοχή του χώρου ισούται με τη ροή πιθανότητας που διέρχεται από το όριο της περιοχής.

			Όταν η περιοχή γίνεται άπειρη, η ροή από το όριο μηδενίζεται (η κανονικοποιήσιμη κυματοσυνάρτηση μηδενίζεται στο άπειρο όπου πάει το όριο) και τότε η ολική πιθανότητα (5.38) μένει σταθερή. Άρα, η κανονικοποίηση διατηρείται κατά τη χρονική εξέλιξη της κυματοσυνάρτησης. 

			Δεδομένου ότι η σχέση (5.45) ισχύει για κάθε περιοχή του χώρου R, θα πρέπει οι υπό ολοκλήρωση ποσότητες να είναι ίσες. Επομένως παίρνουμε την έκφραση διατήρησης της πιθανότητας σε διαφορική μορφή.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ρ∂t=-∇⋅J





						
							
							(5.46)

						
					

				
			

			Σημειώνεται ότι αντίστοιχη της (5.46) σχέσης ισχύει και στην ηλεκτροδυναμική για την πυκνότητα φορτίου, όπου είναι γνωστή ως έκφραση της διατήρησης του ηλεκτρικού φορτίου (εξίσωση συνέχειας).

			5.4.3. Φάση Κυματοσυνάρτησης και Ταχύτητα

			Το ρεύμα μάζας (μάζα ανά μονάδα επιφανείας ανά μονάδα χρόνου), σε περίπτωση ρευστού πυκνότητας ρ και ταχύτητα 

v→

 δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J=ρv





						
							
							(5.47)

						
					

				
			

			Άσκηση 5.4: Αποδείξτε τη σχέση (5.47).

			Στο σημείο αυτό, θα επιχειρήσουμε να βρούμε τη σχέση της ταχύτητας, όπως προκύπτει από το ρεύμα πιθανότητας και την κυματοσυνάρτηση του σωματίου. Θέτουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr=Sreiϕr





						
							
							(5.48)

						
					

				
			

			για την κυματοσυνάρτηση στη σχέση (5.44) και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J=iℏ2mS∇S-iS2∇ϕ-S∇S-iS2∇ϕ=ℏmS2∇ϕ.





						
							
							(5.49)

						
					

				
			

			Με σύγκριση της (5.47) με την (5.49) και χρήση της σχέσης (5.37), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ν=ℏ∇ϕm.





						
							
							(5.50)

						
					

				
			

			Άρα, η κλίση της φάσης της κυματοσυνάρτησης καθορίζει την ταχύτητα ροής της πιθανότητας. Είναι αυτή η ταχύτητα ταυτόσημη με την ταχύτητα 

p/m

 του σωματίου;

			Για τη φάση της κυματοσυνάρτησης ελεύθερου σωματίου έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕr=r⋅p/ℏ.





						
							
							(5.51)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της (5.51) στην (5.50) παίρνουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ν=p/m

,

						
							
							(5.52)

						
					

				
			

			που είναι το αναμενόμενο, από την κλασική φυσική, αποτέλεσμα. 

			5.4.4. Το Θεώρημα Virial

			Το θεώρημα Virial, το οποίο πρωτοδιατυπώθηκε στην κλασική δυναμική, είναι μια σχέση που συνδέει την κινητική με τη δυναμική ενέργεια σωματίου σε δέσμια κατάσταση. Στην κβαντική μηχανική, το θεώρημα αυτό συνδέει την μέση κινητική και τη μέση δυναμική ενέργεια σωματίου, που είναι σε ιδιοκατάσταση της Hamiltonian (στάσιμη κατάσταση). Έχουμε δείξει (σχέση (5.3-5.11)) ότι σε ιδιοκατάσταση της Hamiltonian, οι αναμενόμενες (μέσες) τιμές φυσικών μεγεθών είναι χρονικά ανεξάρτητες. Θέτουμε Q=x p στη σχέση (3.11) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=iℏddtr^⋅p^=E|r^⋅p^,p^22m+Vr^|E



 



=12mE[r^⋅p^,p^2]E+Er^⋅p^,V(r^)]E





						
							
							(5.53)

						
					

				
			

			Υπολογίζουμε κάθε όρο χωριστά. Για τον πρώτο όρο παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r^⋅p^,p^2=∑jk[r^jp^j,p^k2]=∑jk[r^j,p^k2]p^j=∑jk2iℏp^kδjkp^j=2iℏp^2





						
							
							(5.54)

						
					

				
			

			ενώ για τον δεύτερο όρο, στην αναπαράσταση της θέσης, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r^⋅p^,Vr=-iℏr⋅∇V(r)





						
							
							(5.55)

						
					

				
			

			Τελικά, με αντικατάσταση των (5.54) και (5.55) στην (5.53), παίρνουμε το θεώρημα Virial:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2E|p^22m|E=E(r⋅∇V)E





						
							
							(5.56)

						
					

				
			

			Άσκηση 5.5: Αποδείξτε αναλυτικά τις σχέσεις (5.54) και (5.55).

			Ας εφαρμόσουμε ως μια ειδική περίπτωση εφαρμογής του θεωρήματος Virial, ένα κεντρικό δυναμικό της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vr=Cra





						
							
							(5.57)

						
					

				
			

			Με χρήση της διανυσματικής σχέσης 

∇r=r/|r|

 και των σχέσεων (5.55) και (5.57), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2E|p^22m|E=aEVE.





						
							
							(5.58)

						
					

				
			

			Για ισοτροπικό αρμονικό ταλαντωτή έχουμε α=2, ενώ για το άτομο του υδρογόνου (σημειακό φορτίο) έχουμε α=-1.

			5.5. Σύνοψη

			Η χρονική εξέλιξη της κατάστασης ελεύθερου σωματίου μπορεί να βρεθεί με τη βοήθεια του αναπτύγματος της κατάστασης σε ιδιοσυναρτήσεις της ορμής, οι οποίες είναι ταυτόχρονα και ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian του ελεύθερου σωματίου. 

			Στην ειδική περίπτωση της μιας αρχικής κατάστασης που έχει τη μορφή Gaussian, η χρονική της εξέλιξη είναι επίσης Gaussian που μετατοπίζεται, ενώ, ταυτόχρονα, αυξάνεται και η διασπορά με τον χρόνο. Η αύξηση της διασποράς οφείλεται στην αβεβαιότητα στην ταχύτητα.

			Η απόσταση των κροσσών συμβολής, στο πείραμα της διπλής οπής, είναι υπερβολικά μικρή (μη μετρήσιμη, αν αντί για ηλεκτρόνια χρησιμοποιηθούν μακροσκοπικά σώματα).

			Στην κβαντομηχανική, η πιθανότητα διατηρείται και ισχύει η εξίσωση της συνέχειας, που περιλαμβάνει το ρεύμα πιθανότητας,το οποίο ορίζεται από την εξίσωση (5.44).

			Το θεώρημα virial, στην περίπτωση ενός κβαντομηχανικού συστήματος, συσχετίζει τις μέσες τιμές δυναμικής και κινητικής ενέργειας, όταν το σύστημα βρίσκεται σε ιδιοκατάσταση της ενέργειας (στάσιμη κατάσταση).

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α·Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971·Peleg et αl., 2010·Squires, 1995·Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Υπολογίστε το ολοκλήρωμα της σχέσης (5.10):

			



xψ,t=∫dp xppψ,0e-ip2t2mℏ=



 



=1h2πℏ24σ21/4∫dp eipx/ℏe-σ2p-p02/ℏ2e-ip2t/2mℏ.





			Λύση:

			Αντικαθιστούμε το p2 με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p-p02+2p0p-p02





						
							
							(5.59)

						
					

				
			

			τότε έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xψ,t=eip02t2mℏh2πℏ24σ214



 



×∫dp expipℏx-p0tm-p-p02σ2ℏ2+it2mℏ.





						
							
							(5.60)

						
					

				
			

			Θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=iℏx-p0tm, b2=σ2ℏ2+it2mℏ





						
							
							(5.61)

						
					

				
			

			και παίρνουμε ολοκλήρωμα της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I≡∫-∞+∞dx e-(b2x2+ax)





						
							
							(5.62)

						
					

				
			

			Για τον υπολογισμό του ανωτέρω ολοκληρώματος, θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



b2x2-ax=bx-a2b2-a2/4b2





						
							
							(5.63)

						
					

				
			

			και με αλλαγή μεταβλητής σε 

z=bx+a/2b,

 παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I=ea2/4b2b-1∫dz e-z2.





						
							
							(5.64)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι το ολοκλήρωμα στην (5.64) ισούται με 

π, 

 η εξίσωση (5.62) δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞+∞dx e-b2x2+ax=πbea2/4b2.





						
							
							(5.65)

						
					

				
			

			Από τις (5.65), (5.61) και (5.60) παίρνουμε το τελικό αποτέλεσμα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xψ,t=eip02t/2mℏh(2πℏ2/4σ2)1/4 expipℏx-p0tmπbe-x-p0t/m2/4ℏ2b2.





						
							
							(5.66)

						
					

				
			

			Άσκηση 5.6: Αποδείξτε αναλυτικά τη σχέση (5.66).

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Βρείτε στη μη-σχετικιστική περιγραφή, τις ενέργειες ενός νετρονίου, ενός ηλεκτρονίου και ενός φωτονίου με μήκος κύματος λ=0.1nm.

			Λύση:

			Για την ενέργεια ενός ελεύθερου νετρονίου, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=p22m=h/λ22m=1.32×10-20J=0.0821 eV.





						
							
							(5.67)

						
					

				
			

			Όμοια για την ενέργεια του ηλεκτρονίου, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ee=mnmeEn=1837En=150.8 eV.





						
							
							(5.68)

						
					

				
			

			Τέλος, η ενέργεια ενός φωτονίου γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Eγ=hv=hc/λ=1988×10-15J=12407 keV.





						
							
							(5.69)

						
					

				
			

			Παρατηρούμε ότι για το ίδιο μήκος κύματος, ελαφρύτερα σωμάτια έχουν μεγαλύτερη ενέργεια.

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Δείξτε ότι ένας κλασικός αρμονικός ταλαντωτής ικανοποιεί το θεώρημα virial.

			Λύση:

			Ο 2ος νόμος του Νεύτωνα αναπαριστάται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mx¨=-mω2x.





						
							
							(5.70)

						
					

				
			

			Αν θεωρήσουμε μέγιστο πλάτος την t=0, έχουμε τη λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=Acos⁡ωt.





						
							
							(5.71)

						
					

				
			

			Με ολοκλήρωση σε μια περίοδο και διαίρεση με την περίοδο, παίρνουμε τη μέση τιμή της κινητικής και της δυναμικής ενέργειας του αρμονικού ταλαντωτή ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12mx˙2=14mω2A2





						
							
							(5.72)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12mω2x2=14mω2A2





						
							
							(5.73)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2KE=aΔE





						
							
							(5.74)

						
					

				
			

			με α=2, επαληθεύοντας το θεώρημα Virial για τη κλασική μηχανική. 

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Βρείτε το ρεύμα πιθανότητας που αντιστοιχεί στην κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=Aei(kz-ωt)+Be-i(kz+ωt).





						
							
							(5.75)

						
					

				
			

			Λύση:

			Από τον ορισμό του ρεύματος πιθανότητας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jx≡iℏ2mψ∇ψ*-ψ*∇ψ





						
							
							(5.76)

						
					

				
			

			Η κλίση της κυματοσυνάρτησης αντιστοιχεί σε απλή παραγώγιση, ως προς z και γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇ψ=ikk^Aeikz-Be-ikz.





						
							
							(5.77)

						
					

				
			

			Άρα, για το ρεύμα πιθανότητας, παίρνουμε από τις (5.77) και (5.76):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J=-ℏkk^2m[Aeikz+Be-ikz-A*e-ikz+B*eikz



 



-(A*e-ikz+B*eikz)(Aeikz-Be-ikz)]





						
							
							(5.78)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J=υ(A2-B2)k^





						
							
							(5.79)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



υ=ℏk/m.





						
							
							(5.80)

						
					

				
			

			Επομένως, έχουμε δύο ρευστά πιθανότητας, που κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις.

			Κριτήριο αξιολόγησης 5

			Έστω σωμάτιο που περιγράφεται από τη Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p22m+Vx.





						
							
							(5.81)

						
					

				
			

			Δείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H,x=-iℏp/m





						
							
							(5.82)

						
					

				
			

			και ότι σε στάσιμη κατάσταση (ιδιοκατάσταση της Hamiltonian), έχουμε 

p=0

. 

			Λύση:

			Για τον μεταθέτη έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H,x=12mp2,x+Vx,x=12m2pp,x=-iℏmp





						
							
							(5.83)

						
					

				
			

			Για στάσιμη κατάσταση ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hψ=λψ.





						
							
							(5.84)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p=ψpψ=imℏψHx-xHψ=



 



=imℏλψxψ-λψxψ=0.





						
							
							(5.85)

						
					

				
			

			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Άσκηση 1

			Αν το δυναμικό στην εξίσωση Schrodinger έχει μιγαδικό μέρος. δηλαδή 

V=V1=iV2

, τότε η πιθανότητα 

P=Ψ*Ψ



			a. Διατηρείται πάντα.

			b. Διατηρείται μόνον όταν 

V2=0

.

			c. Διατηρείται μόνον όταν 

V2=0 και V1=0

.

			d. Διατηρείται όταν 

V1=0 ή V2=0

.

			Ορθή απάντηση: b.

			Επεξήγηση:

			Εξίσωση Schroedinger:

			



-ℏ22m∇2Ψ+V1Ψ+iV2Ψ=iℏ∂Ψ∂t=



 



=-ℏ22m∇2Ψ*+V1Ψ*-iV2Ψ*=-iℏ∂Ψ*∂t





			Από αυτές προκύπτει:

			



∂Ψ*Ψ∂t=∂Ψ*∂tΨ+Ψ*∂Ψ∂t=



 



=ℏ2imΨ∇2Ψ*-1iℏV1Ψ*Ψ+iV2iℏΨ*Ψ-ℏ2imΨ*∇2Ψ+1iℏV1Ψ*Ψ+iV2iℏΨ*Ψ



 



=-ℏ2imΨ*∇2Ψ-Ψ∇2Ψ*+2ℏV2Ψ*Ψ=



 



=-ℏ2im∇⋅Ψ*∇Ψ-Ψ∇Ψ*+2ℏV2Ψ*Ψ.





			Άρα, για τη διατήρηση, αρκεί 

V2=0.



			Άσκηση 2

			Ποιό δυναμικό έχει ως λύση την κυματοσυνάρτηση 

ψx=Ae-ax4

;

			a. 

Vx=ℏ2m8ax6-6ax2+C



			b. 

Vx=ℏ2m8a2x6-6ax2+Cx



			c. 

Vx=ℏ2m8a2x6-6ax2+C



			d. 

Vx=ℏ2m8ax6-6ax2+Cx



			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση:

			



-ℏ22md2ψ(x)dx2+Vxψx=Eψx⟹Vx-E=ℏ22mψ′′(x)ψ(x)





			Με αντικατάσταση της έκφρασης 

ψx=Ae-ax4

, έχουμε:

			 

Vx=ℏ2m8a2x6-6ax2+C με E=C

.

			Άσκηση 3

			Ποιό δυναμικό έχει ως λύση την κυματοσυνάρτηση 

ψx=Ae-fx

;

			a. 

Vx=ℏ2mf'x2-f''x+C

.

			b. 

Vx=ℏ22mf'x2-f''x+Cx

.

			c. 

Vx=ℏ2mf'x2-f''x+Cx

.

			d. 

Vx=ℏ22mf'x2-f''x+C

.

			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			



-ℏ22md2ψ(x)dx2+Vxψx=Eψx⟹Vx-E=ℏ22mψ′′(x)ψ(x).





			Αντικαθιστούμε την έκφραση 

ψx=Ae-fx

 και έχουμε: 

Vx=ℏ22mf′x2-f′′x+C με E=C.



			Άσκηση 4

			Το ρεύμα πιθανότητας που αντιστοιχεί στην κυματοσυνάρτηση 

ψx=axeiθx

, είναι:

			a. 

jx=2ℏma2xθ'x

.

			b. 

jx=ℏ2ma2xθ'x

.

			c. 

jx=ℏma2xθ'x

.

			d. 

jx=ℏ4ma2xθ'x

.

			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση:

			

jx=12mψ(x)p^ψx*+ψ*xp^ψx

 όπου 

p^=-iℏ∂∂x.



			Αλλά,

			 

p^ψx=-iℏψ′=-iℏa′eiθ+aeiθiθ′=ℏ-ia′+aθ′eiϑ



			 και για το μιγαδικό συζυγές

			 

p^ψx*=ℏia′+aθ′e-iθ

 .

			Επομένως:

			



jx=ℏ2mia′+aθ′e-iθ+ae-iθ-ia′+aθ′eiθ=ℏ2miaa′+a2θ′-iaa′+a2θ′





			



⟹jx=ℏma2xθ′x.





			Άλυτες Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Δίνεται η κυματοσυνάρτηση 

ψ(x)= A sin kx

. Έχει το σωμάτιο αυτό καλά καθορισμένη ορμή, ίση με ћk;

			Άσκηση 2

			Εξηγήστε γιατί η κυματοσυνάρτηση 

ψ=f(x) cos ωt

, δεν μπορεί να είναι λύση της χρονοεξαρτώμενης εξίσωσης του Schrodinger. (Υπόδειξη: εξετάστε τη διατήρηση της ολικής πιθανότητας).

			Άσκηση 3

			Δείξτε ότι, σε στάσιμες καταστάσεις, το ρεύμα πιθανότητας είναι χρονικά αμετάβλητο και ότι μηδενίζεται, όταν η κυματοσυνάρτηση είναι φανταστική.
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			Κεφάλαιο 6: Αρμονικός Ταλαντωτής

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Landau et al., 1977· Peleg et al., 2010·):

			1. Θα δούμε πρώτα, ποιά είναι η χρησιμότητα του προβλήματος του αρμονικού ταλαντωτή και γιατί το συγκεκριμένο δυναμικό παίζει καθοριστικό ρόλο σε ένα μεγάλο πλήθος φυσικών συστημάτων.

			2. Θα περιγράψουμε τη σημαντική μέθοδο εύρεσης ιδιοκατaστάσεων και ιδιοτιμών Hamiltonian, βασισμένη σε τελεστές «δημιουργίας» και «καταστροφής». Οι τελεστές αυτοί «κτίζουν» το φάσμα ιδιοτιμών, δρώντας σε ιδιοκαταστάσεις και δημιουργώντας νέες ιδιοκαταστάσεις, με μεγαλύτερες ή μικρότερες ιδιοτιμές (της ενέργειας).

			3. Με χρήση της παραπάνω μεθόδου, θα βρούμε το φάσμα ιδιοτιμών και το πλήρες σύνολο ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή.

			4. Θα βρούμε, στη συνέχεια, τις αναμενόμενες τιμές θέσης και ορμής, όπως προκύπτουν από τις παραπάνω ιδιοκαταστάσεις.

			5. Θα δούμε, ακόμα, τη χρονική εξέλιξη καταστάσεων και αναμενόμενων τιμών.

			6. Τέλος, θα κάνουμε μια σύνοψη των βασικών σημείων του κεφαλαίου.

			6. Αρμονικός Ταλαντωτής

			6.1. Ορισμός και Χρησιμότητα

			Σωμάτιο σε μία διάσταση που βρίσκεται μέσα σε δυναμικό της μορφής (x)=1/2 k x2 (όπου k θετική σταθερά), λέγεται αρμονικός ταλαντωτής και για τη δύναμη ισχύει F=-k x. 

			Το δυναμικό του αρμονικού ταλαντωτή έχει πληθώρα εφαρμογών, εξαιτίας του ότι, όλα τα δυναμικά, κοντά στα ελάχιστά τους (θέσεις ισορροπίας), συμπεριφέρονται ως αρμονικοί ταλαντωτές. Αυτό προκύπτει από το ανάπτυγμα Taylor τυχόντος δυναμικού, κοντά στο ελάχιστό του, που έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

Vx=σταθ. +12V′′0  x2+O(x3)

.

						
							
							(6.1)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, για το ανάπτυγμα της δύναμης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

F=-V′′0  x+O(x2)

.

						
							
							(6.2)

						
					

				
			

			Έτσι, κάθε φυσικό σύστημα που βρίσκεται κοντά στη θέση ισορροπίας του, συμπεριφέρεται ως αρμονικός ταλαντωτής. Τα περισσότερα συστήματα στη φύση είναι κοντά στην ισορροπία. Άρα, συμπεριφέρονται, κατά προσέγγιση, ως αρμονικοί ταλαντωτές.

			6.2. Η Hamiltonian και οι Τελεστές Δημιουργίας και Καταστροφής

			H Hamiltonian ενος αρμονικού ταλαντωτή έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=12mp2+mωx2.





						
							
							(6.3)

						
					

				
			

			Θα μελετήσουμε στο σημείο αυτό τη δυναμική ενός αρμονικού ταλαντωτή, η οποία, όπως σε κάθε κβαντικό σύστημα, καθορίζεται από τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές της Hamiltonian. 

			Θα υπολογίσουμε τη θεμελιώδη ιδιοτιμή και την ιδιοκατάσταση και από αυτές θα βρούμε τις υπόλοιπες, με χρήση των τελεστών: A† (τελεστής δημιουργίας) και A (τελεστής καταστροφής). Η διαδικασία είναι αρκετά γενική. Προς τον σκοπό αυτό ορίζουμε τον αδιάστατο τελεστή «καταστροφής»:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A≡mωx+ip2mℏω.





						
							
							(6.4)

						
					

				
			

			Όπως θα δούμε στη συνέχεια, ο τελεστής αυτός μετατρέπει μια ιδιοκατάσταση της Hamiltonian σε άλλη ιδιοκατάσταση μικρότερης ιδιοτιμής. Ο συζυγής του είναι ο τελεστής «δημιουργίας»:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A†=mωx-ip2mℏω.





						
							
							(6.5)

						
					

				
			

			Προκειμένου να συνάγουμε τη σχέση μεταξύ A†A και της Hamiltonian, σχηματίζουμε το γινόμενο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A†A=12mℏωmωx-ipmωx+ip=12mℏωmωx2+imωx,p+p2=Hℏω-12





						
							
							(6.6)

						
					

				
			

			Όμοια δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



AA†=Hℏω+12.





						
							
							(6.7)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.1: Αποδείξτε τη σχέση (6.7).

			Από τη σχέση (6.6) έχουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=ℏωA†A+12.





						
							
							(6.8)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (6.6) και (6.7), προκύπτει ο μεταθέτης των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A†,A=-1.





						
							
							(6.9)

						
					

				
			

			Από τις (6.8) και (6.9), προκύπτει ο μεταθέτης, μεταξύ τελεστή δημιουργίας και Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A†,H=ℏωA†,A†A=ℏωA†A†,A=-ℏωA†.





						
							
							(6.10)

						
					

				
			

			6.3. Ιδιοκαταστάσεις και Ιδιοτιμές της Hamiltonian 

			Θα δούμε ότι αυτή η σχέση μετάθεσης μεταξύ δύο τελεστών καθιστά τον ένα τελεστή δημιουργίας ως προς τις ιδιοκαταστάσεις του άλλου. Όταν, δηλαδή, ο τελεστής A† δράσει σε ιδιοκατάσταση της Hamiltonian, τη μετατρέπει σε άλλη ιδιοκατάσταση, με ιδιοτιμή αυξημένη κατά ћω, σε σχέση με την ιδιοτιμή της αρχικής ιδιοκατάστασης. Για την απόδειξη αυτής της πρότασης, αρκεί η χρήση της σχέσης μετάθεσης (6.10).

			Πραγματικά, ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια ιδιοκατάσταση της Hamiltonian 

|En, 

 δηλαδή ότι ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



HEn=EnEn.





						
							
							(6.11)

						
					

				
			

			Από την παραπάνω σχέση, προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

A†EnEn=A†HEn=HA†+A†,HEn

,

						
							
							(6.12)

						
					

				
			

			όπου στην τελευταία ισότητα, προσθαφαιρέσαμε τον τελεστή 

HA†

. Με εισαγωγή τώρα της σχέσης (6.10), στην (6.12), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

A†EnEn=A†HEn=H-ℏωA†En

,

						
							
							(6.13)

						
					

				
			

			από όπου προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



HA†En=En+ℏωA†En.





						
							
							(6.14)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.2: Αποδείξτε με λεπτομέρεια τη σχέση (6.14).

			Από τη σχέση (6.14) προκύπτει ότι το ket 

|b≡A†|En

 είναι ιδιοκατάσταση της Hamiltonian με ιδιοτιμή Εn+ћω . 

			Θα δούμε ότι οι ιδιοτιμές της Hamiltonian είναι μη αρνητικές. Υπάρχει, δηλαδή, ελάχιστη μη αρνητική ιδιοτιμή, που αντιστοιχεί στη θεμελιώδη κατάσταση του συστήματος. Πραγματικά, έχουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=EnHEn=12m(pEn​2+m2ω2xEn​2)≥0.





						
							
							(6.15)

						
					

				
			

			όπου 

pEn​2≡Enp†pEn=Enp2En. 

 Ακόμα το μέτρο του 

|b

 στο τετράγωνο είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



|A†En|2∶=EnAA†En=En|Hℏω+12|En=Enℏω+12. 





						
							
							(6.16)

						
					

				
			

			Από τις (6.15) και (6.16) συνάγουμε ότι |

A†|En

 |2 > 0 (μη μηδενικό) και επομένως μπορούμε να βρούμε όλες τις ιδιοτιμές και τις ιδιοκαταστάσεις, αν γνωρίζουμε τη θεμελιώδη ιδιοκατάσταση και την αντίστοιχη ιδιοτιμή της ιδιοκατάστασης ελάχιστης ενέργειας και δράσουμε με τον τελεστή A†.

			Όμοια, δείχνουμε ότι ο τελεστής Α , όταν δρα σε ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας, δημιουργεί νέες ιδιοκαταστάσεις, με μειωμένες ιδιοτιμές. Επομένως, η κατάσταση Α|Εn>, αντιστοιχεί σε ιδιοτιμή Εn-ћω

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



AEn⟶En-ℏω.





						
							
							(6.17)

						
					

				
			

			Αφού όλες οι ιδιοτιμές είναι μη αρνητικές, θα πρέπει να υπάρχει ελάχιστη ιδιοτιμή E0, με αντίστοιχη κατάσταση (θεμελιώδη) την 

E0

. Όταν ο τελεστής καταστροφής δράσει στη θεμελιώδη κατάσταση, θα πρέπει να δώσει 0, αφού δεν υπάρχει ιδιοκατάσταση με μικρότερη ιδιοτιμή. Άρα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=AE02=E0|Hℏω-12|E0=E0ℏω-12.





						
							
							(6.18)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E0=12ℏω.





						
							
							(6.19)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (6.14) και (6.19) προκύπτει ότι οι ιδιοτιμές της Hamiltonian δίνονται από την ισότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=n+12ℏω





						
							
							(6.20)

						
					

				
			

			Στην κβαντική θεωρία πεδίου, η οποία αποτελεί γενίκευση της κβαντικής μηχανικής, για συστήματα με πολλούς βαθμούς ελευθερίας, οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής δεν μας ανεβοκατεβάζουν απλά στο φάσμα, αλλά δημιουργούν και καταστρέφουν σωμάτια σε κβαντικές πολυσωματιδιακές καταστάσεις.

			6.3.1. Η Θεμελιώδης Ιδιοκατάσταση της Hamiltonian 

			Στο υποκεφάλαιο αυτό, αφού βρούμε, πρώτα, τη θεμελιώδη ιδιοκατάσταση 

0

, στην αναπαράσταση της θέσης, θα κατασκευάσουμε στη συνέχεια και όλες τις υπόλοιπες, με χρήση του τελεστή της δημιουργίας A†

			Έστω η ιδιοκατάσταση της Hamiltonian 

n≡En

, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή (6.20). Όπως είπαμε στην (6.18), για τη θεμελιώδη κατάσταση, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A0=0.





						
							
							(6.21)

						
					

				
			

			Με χρήση τώρα της σχέσης (6.4), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=A0=mωx0+ip02mℏω





						
							
							(6.22)

						
					

				
			

			Η τελευταία σχέση στην αναπαράσταση της θέσης, παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12mℏωmωx+ℏ∂∂x x0=0.





						
							
							(6.23)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.3: Αποδείξτε με λεπτομέρεια τη σχέση (6.23), δρώντας με το bra 

x

 στην σχέση (6.22).

			Για να βρούμε την κυματοσυνάρτηση, που αντιστοιχεί στην ελάχιστη ενέργεια (θεμελιώδη ιδιοσυνάρτηση), θα πρέπει να λύσουμε τη διαφορική εξίσωση (6.23). Με απλή ολοκλήρωση και κανονικοποίηση, παίρνουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x0=1(2πl2)1/4e-x2/4l2





						
							
							(6.24)

						
					

				
			

			όπου η διασπορά σx =l είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l≡ℏ2mω.





						
							
							(6.25)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.4: Αποδείξτε με λεπτομέρεια τη σχέση (6.24).

			Παρατηρούμε ότι η κυματοσυνάρτηση είναι Gaussian, με διασπορά l και ότι η λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι μοναδική. Άρα, δεν υπάρχει άλλη κατάσταση, που να αντιστοιχεί στην ίδια ιδιοτιμή της ενέργειας (η ιδιοκατάσταση είναι μη εκφυλισμένη).

			6.3.2. Η Θεμελιώδης Ιδιοκατάσταση στην Αναπαράσταση της Ορμής

			Για να βρούμε τη θεμελιώδη κατάσταση, στην αναπαράσταση της ορμής (

pψ

), παρεμβάλλουμε τον ταυτοτικό τελεστή στην αναπαράσταση της θέσης και χρησιμοποιούμε την (6.24) ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pψ=∫dx up*xψx=1h(2πl2)1/4∫dx e-ipx/ℏe-x2/4l2





						
							
							(6.26)

						
					

				
			

			η οποία οδηγεί στην: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

pψ=2σπh(2πl2)1/4e-l2p2/ℏ2=1(2πℏ2/4l2)1/4e-l2p2/ℏ2



						
							
							(6.27)

						
					

				
			

			Άρα, η πυκνότητα πιθανότητας για μέτρηση ορμής στην περιοχή (p,p+dp) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dP(p)≡p02dp∝e-2l2p2/ℏ2





						
							
							(6.28)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.5: Αποδείξτε με λεπτομέρεια τη σχέση (6.28), αφού αποδείξετε τη σχέση (6.26).

			Από τη σχέση (6.27) προκύπτει ότι η διασπορά στον χώρο των ορμών είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



σp=ℏ/2l 





						
							
							(6.29)

						
					

				
			

			(συγκρίνετε την (6.27) με την σχέση (5.7)). Το αποτέλεσμα δείχνει ότι ικανοποιείται η αρχή της αβεβαιότητας, αφού 

σxσp=ћ/2 (σx=l).



			Η βασική διαφορά με το Gaussian κυματοπακέτο του ελευθέρου σωματίου είναι ότι, στην περίπτωση του αρμονικού ταλαντωτή, το κυματοπακέτο είναι ιδιοκατάσταση της Hamiltonian και, επομένως, εξελίσσεται τετριμμένα με τον χρόνο (απλά παίρνει μια χρονικά εξαρτώμενη φάση, ανάλογη της ενέργειας). Έτσι, η διασπορά του κυματοπακέτου παραμένει σταθερή σε δυναμικό αρμονικού ταλαντωτή, ενώ αυξάνεται με τον χρόνο, σε δυναμικό ελεύθερου σωματίου.

			6.3.3. Ενέργεια Μηδενικού Σημείου

			Η αρχή της αβεβαιότητας δεν επιτρέπει την ελαχιστοποίηση της ενέργειας στην τιμή μηδέν. Πραγματικά, μηδενική τιμή της ενέργειας (6.3), θα σήμαινε ταυτόχρονο μηδενισμό της θέσης και της ορμής, πράγμα που παραβιάζει την αρχή της αβεβαιότητας. Αν αντικαταστήσουμε τις τιμές της θέσης και της ορμής, στη σχέση (6.3), με τις αντίστοιχες τιμές της διασποράς των κατανομών πιθανότητας των κυματοπακέτων (6.24) και (6.27) (l και ћ/2l αντίστοιχα) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=14ℏω+14ℏω=ℏω2





						
							
							(6.30)

						
					

				
			

			όπου ο πρώτος όρος προέρχεται από την κινητική ενέργεια, ενώ ο δεύτερος από τη δυναμική. Το αποτέλεσμα αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιμή της ενέργειας 

H(p,x)=Η(σp,σx)

 και λέγεται ενέργεια μηδενικού σημείου (zero point energy). Ενέργεια μικρότερη από την ενέργεια μηδενικού σημείου θα παραβίαζε τις αβεβαιότητες των κυματοπακέτων [(6.24) και (6.27)] και θα ήταν ασύμβατη με την αρχή της αβεβαιότητας σxσp > ћ/2 . Άρα, η ύπαρξη της ενέργειας μηδενικού σημείου αποτελεί θεμελιώδη πρόβλεψη της κβαντικής θεωρίας. Σε λυμένη άσκηση στο τέλος του κεφαλαίου, θα αποδείξουμε την ύπαρξη της ενέργειας μηδενικού σημείου (6.30), χρησιμοποιώντας μόνο τη μορφή της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή και την αρχή της αβεβαιότητας (και όχι τη μορφή των κυματοπακέτων [(6.24) και (6.27)].

			6.3.4. Διεγερμένες Καταστάσεις

			Για να βρούμε τις διεγερμένες καταστάσεις 

En≡n

 (n>0), εφαρμόζουμε n φορές τον τελεστή δημιουργίας A† , στη θεμελιώδη κατάσταση 

0

. Από τη σχέση (6.14), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n+1=aA†n





						
							
							(6.31)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά α στο δεξιό μέρος της (6.31) είναι σταθερά κανονικοποίησης, η οποία επιλέγεται με τέτοιο τρόπο, ώστε η κατάσταση 

n+1

 να είναι κανονικοποιημένη 

n+1n+1=1

. Για την εύρεση της σταθεράς κανονικοποίησης, θεωρούμε το τετράγωνο του μέτρου της κατάστασης 

Α†n≡Α†En

: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A†En2=EnAA†En=En|Hℏω+12|En=Enℏω+12.





						
							
							(6.32)

						
					

				
			

			Με χρήση της σχέσης (6.20), η (6.32) ισούται με 

n+12+12=n+1

 και, επομένως, από τις (6.31) και (6.32) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1=n+1n+1=a2nAA†n=a2(n+1)





						
							
							(6.33)

						
					

				
			

			η οποία οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=1/n+1.





						
							
							(6.34)

						
					

				
			

			Με συνδυασμό των σχέσεων (6.31) και (6.34), παίρνουμε την κανονικοποιημένη κατάσταση 

n+1

, συναρτήσει της κανονικοποιημένης κατάστασης 

n

, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n+1=1n+1A†n.





						
							
							(6.35)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε τη σταθερά κανονικοποίησης της ιδιοκατάστασης που προκύπτει από τη δράση του τελεστή καταστροφής (θα χρειαστεί και ο μεταθέτης 

[Α†,Α]=-1

 για τον υπολογισμό του |

An

 |2). Το αποτέλεσμα είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n-1=1nAn.





						
							
							(6.36)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.6: Αποδείξτε τη σχέση (6.36).

			Παρατηρούμε ότι στις σχέσεις (6.35) και (6.36), η υπόρριζη ποσότητα που υπεισέρχεται στη σταθερά κανονικοποίησης αντιστοιχεί στη μέγιστη διεγερμένη κατάσταση, που εμφανίζεται σε κάθε σχέση. Αυτός είναι ένας χρήσιμος κανόνας απομνημόνευσης των σχέσεων αυτών.

			6.3.5. 1η Διεγερμένη Κατάσταση (n=1) στην Αναπαράσταση της Θέσης

			Εφαρμόζουμε τον τελεστή δημιουργίας στη θεμελιώδη ιδιοσυνάρτηση της Hamiltonian 

n

 (n=0), για να βρούμε την 1η διεγερμένη ιδιοσυνάρτηση της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή, στην αναπαράσταση της θέσης 

x1

. Με χρήση των σχέσεων (6.5), (4.15), (6.24) και (6.25), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x1=12mℏωmωx-ℏ∂∂xx0=x2l-l∂∂xx0=



 



=1(2πl2)1/4xle-x2/4l2.





						
							
							(6.37)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.7: Αποδείξτε αναλυτικά τη σχέση (6.37).

			Παρατηρούμε ότι η 1η διεγερμένη κυματοσυνάρτηση είναι περιττή συνάρτηση, σε αντίθεση με τη θεμελιώδη ιδιοσυνάρτηση 

x0

, που είναι άρτια. Αυτό είναι αναμενόμενο, γιατί οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής είναι περιττοί και, επομένως, μετασχηματίζουν μια άρτια κυματοσυνάρτηση σε περιττή (και το αντίστροφο). Επίσης, ο τελεστής της parity μετατίθεται με τη Hamiltonian (6.3) του αρμονικού ταλαντωτή και έτσι είναι αναμενόμενο να υπάρχει κοινή βάση μεταξύ των ιδιοκαταστάσεων της parity και της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή. Αυτό σημαίνει ότι οι ιδιοσυναρτήσεις (ιδιοκαταστάσεις στην αναπαράσταση της θέσης) της Hamiltonian είναι είτε άρτιες είτε περιττές συναρτήσεις.

			Γενικά ισχύει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xn=Hnxle-x2/4l2





						
							
							(6.38)

						
					

				
			

			όπου Hn(x/l) παριστάνει πολυώνυμο n βαθμού και λέγεται πολυώνυμο Hermite.

			6.4. Αναμενόμενες Τιμές της Θέσης και την Ορμής

			Με χρήση των σχέσεων (6.4) και (6.5), οι τελεστές της θέσης και της ορμής μπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των τελεστών A† και Α. Έτσι, μπορούμε να βρούμε αναμενόμενες τιμές των τελεστών θέσης και ορμής σε ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian. Για τον τελεστή της θέσης από τις (6.4) και (6.5) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=ℏ2mωA+A†=l(A+A†)





						
							
							(6.39)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε και τη σχέση (6.25), για τον ορισμό του l. Από τη σχέση (6.39), προκύπτει άμεσα ότι 

nxn=0

, δηλαδή η αναμενόμενη τιμή της θέσης είναι μηδέν, σε οποιαδήποτε ιδιοκατάσταση της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή. Πραγματικά, ο τελεστής καταστροφής, όταν δράσει στην 

n

, μας δίνει κατάσταση ανάλογη της 

n-1

, που είναι ορθογώνια με την κατάσταση 

n

. Αντίστοιχα ισχύουν για τη δράση του τελεστή δημιουργίας.

			Άσκηση 6.8: Αφού εκφράσετε τον τελεστή της ορμής συναρτήσει των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής, αποδείξτε ότι, σε οποιαδήποτε ιδιοκατάσταση της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή, ισχύει 

npn=0

, για τον τελεστή της ορμής.

			Για την αναμενόμενη τιμή του x2,  έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



nx2n=l2n|A+A†2|n





						
							
							(6.40)

						
					

				
			

			από όπου προκύπτει ότι: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



nx2n=l2n|(AA†+A†A)|n





						
							
							(6.41)

						
					

				
			

			αφού οι άλλοι όροι μηδενίζονται, λόγω ορθογωνιότητας. Με χρήση των σχέσεων (6.35), (6.36) και (6.20) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



nx2n=l2n(AA†+A†A)n=l22n+1=l22Enℏω.





						
							
							(6.42)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.9: Αποδείξτε αναλυτικά τη σχέση (6.42).

			6.4.1. Χρονική εξέλιξη αναμενόμενων τιμών της θέσης και την ορμής

			Οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian εξελίσσονται χρονικά με τη φανταστική φάση που έχουμε συναντήσει στην εξίσωση (3.4), δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En,t=En,0e-Ent/ℏ.





						
							
							(6.43)

						
					

				
			

			Με χρήση της σχέσης (6.20), η οποία παρέχει τις ιδιοτιμές της Hamiltonian, για τις ιδιοκαταστάσεις του αρμονικού ταλαντωτή, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n,t=e-i(n+1/2)ωtn,0.





						
							
							(6.44)

						
					

				
			

			Η χρονική εξέλιξη της γενικής κατάστασης, η οποία έχει αναπτυχθεί σε ιδιοκαταστάσεις του αρμονικού ταλαντωτή, γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ,t=∑aje-iEjt/ℏ|j.





						
							
							(6.45)

						
					

				
			

			Άρα, η χρονική εξέλιξη της αναμενόμενης τιμής της θέσης στη γενική κατάσταση 

|ψ,t

, γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=∑jkak*ajeiEk-Ejtℏkxj=



 



=∑jkak*ajei(k-j)ωtkxj





						
							
							(6.46)

						
					

				
			

			όπου, στην τελευταία ισότητα, κάναμε χρήση της σχέσης (6.20). Εκφράζουμε, τώρα, τον τελεστή της θέσης, συναρτήσει των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής [σχέση (6.39)] στην εξίσωση (6.46) και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=l∑jkak*ajei(k-j)ωtk(A+A†)j.





						
							
							(6.47)

						
					

				
			

			Αν χρησιμοποίησουμε τις (6.35) και (6.36) στην (6.47) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=l∑jkak*ajeik-jωtjkj-1+j+1kj+1.





						
							
							(6.48)

						
					

				
			

			Με εισαγωγή της ορθοκανονικότητας των ιδιοκαταστάσεων και του επαναορισμού των δεικτών άθροισης, η (6.48) γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=l∑j=1jaj-1*aje-iωt+aj*aj-1eiωt=∑jXjcos⁡ωt+ϕj





						
							
							(6.49)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2jl aj*aj-1=Xjeiϕj.





						
							
							(6.50)

						
					

				
			

			Η (6.49) ταυτίζεται με το κλασικά αναμενόμενο αποτέλεσμα. 

			Άσκηση 6.10: Αποδείξτε αναλυτικά τη σχέση (6.49).

			6.5. Σύνοψη

			Το πρόβλημα του αρμονικού ταλαντωτή είναι θεμελιώδους σημασίας, όχι μόνο στη φυσική, αλλά και σε πολλούς άλλους τομείς των φυσικών επιστημών, γιατί περιγράφει όλα τα φυσικά συστήματα κοντά στην ισορροπία τους.

			Ο τελεστής της Hamiltonian μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει τελεστών δημιουργίας και καταστροφής, οι οποίοι, όταν δρουν σε ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian, δημιουργούν νέες ιδιοκαταστάσεις, με μεγαλύτερες ή μικρότερες ιδιοτιμές.

			Με χρήση των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής, μπορούμε να βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή:

			



 H=12mp2+mωx2, Er=r+12ℏω





			



x0=1(2πl2)1/4e-x2/4l2





			



n+1=1n+1A†n, n-1=1nAn





			Οι αναμενόμενες τιμές των τελεστών της θέσης και της ορμής, σε ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian, μπορούν να γραφούν, αν εκφράσουμε τους τελεστές αυτούς συναρτήσει των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005)

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Βρείτε την πιθανότητα να βρεθεί αρμονικός ταλαντωτής, εκτός της κλασικά επιτρεπόμενης περιοχής στον χώρο, αν βρίσκεται στη θεμελιώδη και στην 1η διεγερμένη κατάσταση.

			Λύση:

			Για τον κλασικό αρμονικό ταλαντωτή έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=Ancos⁡ωt,   p=-mAnωsin⁡(ωt)





						
							
							(6.51)

						
					

				
			

			όπου Αn σταθερά, που καθορίζεται από τις αρχικές συνθήκες. Επομένως, για την ενέργεια έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=p22m+12mω2x2=mω2An22





						
							
							(6.52)

						
					

				
			

			και επομένως, το πλάτος της ταλάντωσης καθορίζεται από την ενέργεια, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



An=2Enmω2.





						
							
							(6.53)

						
					

				
			

			Η κλασικά απαγορευμένη περιοχή είναι η περιοχή, όπου η κινητική ενέργεια γίνεται αρνητική, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x>An⟹x>2Enmω2.





						
							
							(6.54)

						
					

				
			

			Επομένως, η πιθανότητα να βρεθεί το κβαντικό σωμάτιο στην κλασικά απαγορευμένη περιοχή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

Pn=∫-∞-Anψn*ψnxdx+∫An+∞ψn*xψnxdx=2∫An∞ψn*xψnxdx



						
							
							(6.55)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι οι κυματοσυναρτήσεις έχουν καθορισμένη parity (είναι άρτιες ή περιττές) και επομένως, η πυκνότητα πιθανότητας είναι άρτια συνάρτηση. Με κανονικοποίηση της ιδιοσυνάρτησης 

ψn(x)

, η (6.55) γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pn=1-2∫∞Anψn*xψnxdx





						
							
							(6.56)

						
					

				
			

			Για τη θεμελιώδη κατάσταση παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P0=2∫A0∞ψ0*xψ0x dx=21πλ2∫A0∞e-x2/λ2dx





						
							
							(6.57)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

λ=2l=ℏ/mω και l≡ℏ/2mω.



						
							
							(6.58)

						
					

				
			

			Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος (6.57) θέτουμε νέα μεταβλητή 

η=x/λ

, οπότε η (6.57) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P0=2π∫A0/λ∞e-η2dη=1-2π∫0A0/λe-η2dη





						
							
							(6.59)

						
					

				
			

			Το νέο όριο ολοκλήρωσης, από τις σχέσεις (6.53) και (6.58), γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A0/λ≈1.





						
							
							(6.60)

						
					

				
			

			Από τις (6.59), (6.60) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P0=1-2π∫01e-η2dθ





						
							
							(6.61)

						
					

				
			

			Με αριθμητική ολοκλήρωση παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P0=0.1578.





						
							
							(6.62)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, για την 1η διεγερμένη κατάσταση παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1=1-4π∫03η2e-η2dη





						
							
							(6.63)

						
					

				
			

			που αριθμητικά δίνει: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1=0.1116.





						
							
							(6.64)

						
					

				
			

			Η τάση μείωσης της πιθανότητας να βρούμε το σωμάτιο στην κλασικά απαγορευμένη περιοχή, αυξάνεται για μεγάλα n (ψηλά διεγερμένες καταστάσεις). Άρα, όσο αυξάνει το n, τόσο πιο κλασικά συμπεριφέρεται ο αρμονικός ταλαντωτής.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Χρησιμοποιήστε την αρχή της αβεβαιότητας 

Δx Δp ≥ ћ/2

, για να κάνετε μία εκτίμηση της ελάχιστης ενέργειας του κβαντικού αρμονικού ταλαντωτή

			Λύση:

			Για τη Hamiltonian έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p22m+mω22x2





						
							
							(6.65)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε αναμενόμενη τιμή της ενέργειας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=E=p22m+mω22x2





						
							
							(6.66)

						
					

				
			

			Για τις αβεβαιότητες (διασπορές) των x και p έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δp2=p2-p2,    Δx2=x2-x2.





						
							
							(6.67)

						
					

				
			

			Αλλά, για ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian, λόγω της σχέσης (6.39), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=p=0.





						
							
							(6.68)

						
					

				
			

			Άρα: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=Δp22m+mω22Δx2.





						
							
							(6.69)

						
					

				
			

			Από την αρχή της αβεβαιότητας, η ελάχιστη τιμή του Δp είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δp=ℏ2Δx.





						
							
							(6.70)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (6.69), (6.70), προκύπτει η ενέργεια, συναρτήσει της αβεβαιότητας στη θέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=ℏ28m Δx2+mω22Δx2.





						
							
							(6.71)

						
					

				
			

			Για ελαχιστοποίηση, απαιτούμε μηδενισμό της παραγώγου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dEdΔx=-ℏ24m Δx3+mω2Δx=0





						
							
							(6.72)

						
					

				
			

			που οδηγεί στην αβεβαιότητα της θέσης: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δx0=ℏ2mω.





						
							
							(6.73)

						
					

				
			

			Η τιμή αυτή οδηγεί σε ελάχιστο της ενέργειας, διότι η δεύτερη παράγωγος είναι θετική:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2EdΔx2Δ1=Δx0=3ℏ24mΔx4+mω2>0.





						
							
							(6.74)

						
					

				
			

			Άρα, η ελάχιστη τιμή της ενέργειας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Emin=ℏ24mΔx02+mω22Δx02=ℏω4+ℏω4=ℏω2





						
							
							(6.75)

						
					

				
			

			που είναι ακριβώς η ελάχιστη ιδιοτιμή της ενέργειας.

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Βρείτε τα στοιχεία πίνακα του τελεστή της ορμής, στη βάση ιδιοκαταστάσεων του αρμονικού ταλαντωτή

			Λύση:

			Εκφράζουμε τον τελεστή της ορμής συναρτήσει των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής και από τις σχέσεις (6.4), (6.5) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p=mω2i2ℏmωA-A†=imωℏ2A†-A.





						
							
							(6.76)

						
					

				
			

			Τα στοιχεία πίνακα του τελεστή της ορμής, στην αναπαράσταση των ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian, γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



npk=imωℏ2nA†-Ak=imωℏ2nA†k-nAk.





						
							
							(6.77)

						
					

				
			

			Με χρήση των σχέσεων (6.35) και (6.36), που καθορίζουν τη δράση των τελεστών δημιουργίας και καταστροφής σε ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



npk=imωℏ2k+1nk+1-knk-1=



 



=imωℏ2k+1δm,k+1-kδn,k-1.





						
							
							(6.78)

						
					

				
			

			Άρα, τα στοιχεία πίνακα του τελεστή της ορμής γράφονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



npk=imωℏn2, k=n-1-imωℏn+12, k=n+10, αλλιώς





						
							
							(6.79)

						
					

				
			

			και ο συνολικός πίνακας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



npk=imωℏ20-1100⋯-2…0200⋮⋮0-3…30…⋮⋮⋱





						
							
							(6.80)

						
					

				
			

			Άσκηση 6.6: Δείξτε ότι, για την αναμενομένη τιμή 

np2n

, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p2=mωℏ22n+1.





						
							
							(6.81)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Δείξτε ότι στην αναπαράσταση της θέσης, οι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής μπορούν να γραφούν ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=x2l+l ∂∂x,  A†=x2l-l∂∂x.





						
							
							(6.82)

						
					

				
			

			όπου 

l≡ℏ/2mω

 . Μετά, βρείτε τη 2η διεγερμένη ιδιοσυνάρτηση του αρμονικού ταλαντωτή.

			Λύση:

			Στην αναπαράσταση της θέσης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=lℏmωx+ip=x2l+ilℏp=x2l+l∂∂x.





						
							
							(6.83)

						
					

				
			

			Όμοια, δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A†=x2l-l∂∂x.





						
							
							(6.84)

						
					

				
			

			Άρα για την θεμελιώδη κατάσταση έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Au0=0⟹l∂u0∂x=-x2lu0⟹u0∝e-x2/4l2.





						
							
							(6.85)

						
					

				
			

			Με την απαιτούμενη κανονικοποίηση έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

1=∫-∞+∞dx u02⟹u0=1(2πl2)1/4e-x2/4l2.



						
							
							(6.86)

						
					

				
			

			Αφού θέσουμε 

y≡x/l,

 βρίσκουμε την 1η διεγερμένη κατάσταση [από τη σχέση (6.35)] ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u1=A†u0=12πl21/412y-∂∂ye-y2/4=12πl21/4ye-y2/4.





						
							
							(6.87)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε τη 2η διεγερμένη κατάσταση ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2u2=A†u1=12πl21/412y-∂∂yye-y24=



 



=12πl21/4y2-1e-y2/4.





						
							
							(6.88)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



u2x=18πl21/4x2l2-1e-x2/4l2.





						
							
							(6.89)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 5

			Αρμονικός ταλαντωτής βρίσκεται την t=0 στην κατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=12Ν-1+12Ν.





						
							
							(6.90)

						
					

				
			

			Δείξτε ότι, σε επόμενες χρονικές στιγμές, η αναμενόμενη τιμή της θέσης εκτελεί αρμονική ταλάντωση ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xt=Nlcos⁡(ωt)





						
							
							(6.91)

						
					

				
			

			όπου 

l≡ℏ/2mω

. Δείξτε, ακόμα, ότι το πλάτος ταλάντωσης κλασικού αρμονικού ταλαντωτή, με ενέργεια 

Ε=ћω(Ν+1/2)

, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xmax=2N+12l





						
							
							(6.92)

						
					

				
			

			Λύση:

			Από τη σχέση (6.39) και τις σχέσεις (6.35), (6.36), για την αναμενόμενη τιμή της θέσης, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xt=lψψA+A†ψ 



 



=12lΝ-1eiN-12ωt+N|eiN+12ωtA+A†Ν-1e-iN-12ωt+Ν e-iN+12ωt= 



 



=12lN-1eiN-12ωt+N|eiN+12ωt) NN e-iN-12ωt+NN-1e-iN+12ωt=



 



=12lNeiωt+e-iωt=Nl cos⁡(ωt) 





						
							
							(6.93)

						
					

				
			

			Για τον κλασικό ταλαντωτή, τη στιγμή που μηδενίζεται η ταχύτητα και μεγιστοποιείται η απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=12mω2x2.





						
							
							(6.94)

						
					

				
			

			Θέτουμε x=xmax και λύνουμε ως προς xmax, με αποτέλεσμα να παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xmax=2Emω2=2N+1ℏωmω2=2N+12l





						
							
							(6.95)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση της σχέσης (6.20) στη 2η ισότητα. Βλέπουμε λοιπόν ότι ο κλασικός ταλαντωτής έχει διπλάσιο πλάτος ταλάντωσης από τον κβαντικό ταλαντωτή, ακόμα και για μεγάλα Ν. Η φαινομενική παραβίαση της αρχής της αντιστοιχίας οφείλεται στο ότι θεωρήσαμε καθαρές ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας ως κβαντικές καταστάσεις. Μπορεί να δειχτεί ότι η αρχή της αντιστοιχίας αποκαθίσταται, αν θεωρήσουμε ως κβαντική κατάσταση μια κανονικοποιημένη υπέρθεση πολλών ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian.

			Κριτήριο αξιολόγησης 6

			Αφού εκφράσετε τον τελεστή καταστροφής Α στην αναπαράσταση της ορμής, βρείτε τη θεμελιώδη ιδιοκατάσταση του αρμονικού ταλαντωτή στην αναπαράσταση της ορμής.

			Λύση:

			Για να ικανοποιείται η σχέση μετάθεσης 

[x,p]=iћ

, θα πρέπει ο τελεστής της θέσης στην αναπαράσταση της ορμής να έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=iℏ∂/∂p





						
							
							(6.96)

						
					

				
			

			έτσι ώστε να ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x,p=iℏ∂p∂p=iℏ.





						
							
							(6.97)

						
					

				
			

			Άρα, για τον τελεστή καταστροφής στην αναπαράσταση της ορμής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A=x2l+ilℏp=ilpℏ+ℏ2l∂∂p. 





						
							
							(6.98)

						
					

				
			

			Η θεμελιώδης ιδιοκατάσταση u0 της Hamiltonian ικανοποιεί τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=Au0⟹lpℏu0=-ℏ2l∂u0∂p⟹u0(p)∝e-p2l2/ℏ2.





						
							
							(6.99)

						
					

				
			

			Εναλλακτικά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ήδη γνωστή μορφή της θεμελιώδους κατάστασης στην αναπαράσταση της θέσης, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p0=∫dx pxx0=1h∫-∞+∞dx e-ipxℏe-x24l22πl214



 



=12πl2h21/4∫-∞+∞dxexp⁡-x2l+iplℏ2e-p2l2ℏ2=



 



=2lπ2πl2h21/4e-p2l2/ℏ2





						
							
							(6.100)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση της σχέσης (4.37), της σχέσης (6.24) και της σχέσης (5.65).

			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Άσκηση 1

			Μία από τις παρακάτω κυματοσυναρτήσεις εξελίσσεται μη τετριμμένα, όταν τοποθετηθεί ως αρχική συνθήκη σε δυναμικό αρμονικού ταλαντωτή. Ποιά είναι αυτή;

			a.[image: ]

			b.[image: ]

			c.[image: ]

			d.[image: ]

			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση:

			Δεδομένου ότι το δυναμικό του αρμονικού ταλαντωτή είναι άρτια συνάρτηση, προκύπτει ότι οι ιδιοσυναρτήσεις του αρμονικού ταλαντωτή είναι είτε περιττές είτε άρτιες. Η μόνη κυματοσυνάρτηση που δεν έχει αυτή την ιδιότητα είναι η c. Επομένως αυτή δεν είναι ιδιοκατάσταση και εξελίσσεται μη τετριμμένα με τον χρόνο.

			Άσκηση 2

			Ο μεταθέτης 

p^,H^≡p^H^-H^p^

 της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή 


H^=-ℏ22m∂2∂x2+12Kx2

 με τον τελεστή της ορμής 

p^=-iℏ∂∂x

 είναι:

			a. 

p^,H^=iℏKx



			b. 

p^,H^=-iℏKx



			c. 

p^,H^=2iℏKx



			d. 

p^,H^=-2iℏKx



			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			Για τυχαία συνάρτηση f(x), έχουμε:

			



p^,H^fx=p^H^fx-H^p^fx=



 



=-iℏ32m∂3∂x3fx-iℏ∂∂x12Kx2fx+iℏ32m∂3∂x3fx+12Kx2iℏ∂∂xfx=



 



=-iℏKxfx-iℏ12Kx2f′x+iℏ12Kx2f′x⟹p^,H^fx=-iℏKxfx.





			Άσκηση 3

			Έστω ο τελεστής 

a=-i2addx+a2x

 και ο συζυγής του 

a†=-i2addx-a2x

. Η Hamiltonian 

H^=ℏωa†a+12

 ισούται με:

			a. 

p22m+14mω2x2



			b. 

p22m+12mω2x2



			c. 

p2m+12mω2x2



			d. 

p2m+14mω2x2



			Ορθή απάντηση: b.

			Επεξήγηση:

			



ℏωa†a+12=-ℏω2a2ddx-a2xddx+a2x+12ℏω=



 



=-ℏ22md2dx2+a2ddxx-a2xddx-a4x2+12ℏω=



 



=-ℏ22md2dx2+12mω2x2-12ℏω ddx,x+12ℏω.





			Αλλά: :

			



ddx,xfx=ddxxfx-xddxfx=fx+xf′x-xf′x⟹ddx,x=1.





			Έτσι:

			



ℏωa†a+12=-ℏ22md2dx2+12mω2x2-12ℏω+12ℏω=p22m+12mω2x2.





			Άσκηση 4

			Έστω ο τελεστής 

a=-i2addx+a2x

 και ο συζυγής του 

a†=-i2addx-a2x

. Ποιός από τους παρακάτω τελεστές, όταν δράσει θεμελιώδης κατάσταση 

ψ0=Ae-12a2x2 

 του αρμονικού ταλαντωτή, τη μηδενίζει;

			a. α

			b. 

a†



			c. 

a-a†



			d.

 a†-a



			Ορθή απάντηση: a.

			Επεξήγηση:

			



aψ0=-i2addx+a2xAe-12a2x2 =



 



=-i2a-a2xAe-12a2x2 +a2xAe-12a2x2 =0.





			Προφανώς, ο μηδενισμός δεν ισχύει για τους άλλους τελεστές.

			Άσκηση 5

			Έστω οι τελεστές 

a=α21mωp^-ix^

 και ο συζυγής του 

a†=α2(1mωp^+ix^)

 . Ποιά τιμή πρέπει να έχει η σταθερά α, ώστε να ισχύει 

a,a†=1;



			a. 

α=2mωℏ



			b. 

α=mω2ℏ



			c. 

α=mωℏ



			d. 

α=mω3ℏ



			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση:

			Θέτουμε 

α=mωℏ

 και έχουμε:

			




aa†-a†a=α221m2ω2p^2-imωx^p^+imωp^x^+x^2-1m2ω2p^2-imωx^p^+imωp^x^-x^2 =



 



=-iα2mωx^p^-p^x^=-iℏx^,p^=-iℏiℏ.





			Άσκηση 6

			Η Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή, σε τρεις διαστάσεις, είναι της μορφής 

H^=- ℏ22m∇2+12mω2r2

 και η θεμελιώδης κατάσταση γράφεται ως 

ψ0r=Ae-12β2r2

 . Ποιές είναι οι τιμές της σταθερής β και την ενέργειας βασικής κατάστασης 

E0

 του συστήματος; (σε σφαιρικές συντεταγμένες έχουμε 

∇2=∂2∂r2+2r∂∂r 

.)

			a. 

β=mωℏ και E0=32ℏω



			b. 

β=mω2ℏ και E0=12ℏω



			c. 

β=mω2ℏ και E0=32ℏω



			d. 

β=mωℏ και E0=12ℏω



			Ορθή απάντηση: a.

			Επεξήγηση:

			Με αντικατάσταση στην εξίσωση Schrodinger, έχουμε:

			



H^ψ0r=E0ψ0r



 



⟹-ℏ22m∇2ψ0r+12mω2r2ψ0r=E0ψ0r⟹



 



⟹-ℏ22m∂2∂r2+2r∂∂rAe-12β2r2+12mω2r2 Ae-12β2r2=E0Ae-12β2r2⟹



 



⟹ℏ22m3β2e-12β2r2-ℏ22mβ4r2e-12β2r2+12mω2r2e-12β2r2=E0e-12β2r2⟹



 



⟹ℏ22m3β2-ℏ22mβ4r2+12mω2r2=E0.





			Αφού η εξίσωση ισχύει για κάθε r, εξισώνουμε συντελεστές και παίρνουμε:

			



β4=m2ω2ℏ2⟹β=mωℏ





			και:




E0=32ℏ2mβ2=32ℏω.





			Άσκηση 7

			Πόση είναι η μέση τιμή της ορμής για σωμάτιο στη θεμελιώδη κατάσταση:

			

ψ0=1aπ1/2e-x2/2a2

 αρμονικού ταλαντωτή;

			a. 

p=ℏa



			b. 

p=2ℏa



			c. 

p=ℏ2a



			d. 

p=0



			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			



p=1aπ∫-∞+∞e-x22a2iℏ∂∂xe-x22a2dx=



 



=iℏaπ∫-∞+∞e-x2/2a2-2x2a2e-x2/2a2dx=



 



=-iℏa3π∫-∞+∞e-x2/2a2x dx=0.





			Άλυτες Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Πόσοι δεσμοί (μηδενισμοί) υπάρχουν στην κυματοσυνάρτηση 

xn

 ;

			Άσκηση 2

			Σε ποιά διεγερμένη κατάσταση n βρίσκεται κβαντικός αρμονικός ταλαντωτής, που έχει περίοδο 1s, πλάτος ταλάντωσης 3cm και μάζα 0.3kg;

			Άσκηση 3

			Αποδείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n-1=1nAn.





						
							
							(6.101)

						
					

				
			

			Άσκηση 4

			Δείξτε ότι τα στοιχεία πίνακα του τελεστή της θέσης, στην αναπαράσταση των ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian του αρμονικού ταλαντωτή, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xjk=l0100⋯10200203⋯3⋯⋯⋯⋯⋯⋯0n-1⋯n-10nn0n+1⋯n-10⋯⋯⋯⋯⋯





						
							
							(6.102)

						
					

				
			

			Ο ταλαντωτής Fermi έχει Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=f†f





						
							
							(6.103)

						
					

				
			

			όπου ο τελεστής f ικανοποιεί τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



f2=0, ff†+f†f=1.





						
							
							(6.104)

						
					

				
			

			Αφού δείξετε ότι 

H2=H

, βρείτε τις ιδιοτιμές της H. Αν η βασική κατάσταση (ελάχιστης ενέργειας) είναι η 

0

, βρείτε τις καταστάσεις 

f0

 και 

f†0
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			Κεφάλαιο 7: Μετασχηματισμοί Καταστάσεων και Τελεστών

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Peleg et al., 2010):

			1. Αρχικά, θα ορίσουμε τους τελεστές, οι οποίοι προκαλούν μετασχηματισμούς κβαντικών καταστάσεων.

			2. Μετά θα επικεντρωθούμε σε μια ειδική περίπτωση τέτοιου τελεστή, του τελεστή μετατόπισης, ο οποίος μετασχηματίζει την κβαντική κατάσταση ενός συστήματος σε μια άλλη, που αντιστοιχεί σε κβαντικό σύστημα μετατοπισμένο στον χώρο, κατά ένα ορισμένο διάνυσμα (τρείς συνιστώσες άρα τρεις συνεχείς παράμετροι).

			3. Ο τελεστής μετατόπισης είναι ειδική περίπτωση μιας γενικής κατηγορίας μετασχηματισμών, οι οποίοι λέγονται συνεχείς μετασχηματισμοί και το μέγεθός τους καθορίζεται από παραμέτρους, που παίρνουν συνεχείς τιμές. Κάθε τελεστής συνεχούς μετασχηματισμού καθορίζεται πλήρως από άλλο τελεστή, που λέγεται γεννήτορας του μετασχηματισμού.

			4. Ο τελεστής στροφής αποτελεί άλλο παράδειγμα συνεχούς μετασχηματισμού και μετασχηματίζει την κβαντική κατάσταση ενός συστήματος σε μια άλλη, που αντιστοιχεί σε κβαντικό σύστημα περιεστρaμμένο στον χώρο, κατά καθορισμένη γωνία (μια παράμετρος,) γύρω από ορισμένο άξονα (δύο παράμετροι).

			5. Οι διακριτοί μετασχηματισμοί καθορίζονται από παραμέτρους, που παίρνουν διακριτές τιμές. Παράδειγμα διακριτού μετασχηματισμού αποτελεί ο τελεστής της parity, ο οποίος μετασχηματίζει κβαντικό σύστημα στο συμμετρικό του, ως προς σημείο στο χώρο.

			6. Οι τελεστές που μετασχηματίζουν κβαντικές καταστάσεις μπορούν να μετασχηματίσουν επίσης άλλους κβαντικούς τελεστές, που αντιστοιχούν σε παρατηρήσιμα μεγέθη. Θα δούμε πως γίνονται οι αντίστοιχοι μετασχηματισμοί.

			7. Οι μετασχηματισμοί που αφήνουν ένα κβαντικό σύστημα αναλλοίωτο λέγονται συμμετρίες του συστήματος. Οι τελεστές που αντιστοιχούν σε συμμετρίες αφήνουν αναλλοίωτη και τη Hamiltonian κβαντικού συστήματος. Σε κάθε τέτοιο τελεστή αντιστοιχεί και ένας νόμος διατήρησης, δηλαδή η μέση τιμή κάποιου παρατηρήσιμου μεγέθους παραμένει αμετάβλητη με τον χρόνο.

			8. Ενώ στην εικόνα Schrodinger οι κβαντικές καταστάσεις εξελίσσονται με τον χρόνο και οι τελεστές μένουν σταθεροί, στην ισοδύναμη περιγραφή (εικόνα) Heisenberg οι κβαντικές καταστάσεις μένουν σταθερές, ενώ οι κβαντικοί τελεστές εξελίσσονται χρονικά. 

			7. Μετασχηματισμοί Καταστάσεων και Τελεστών

			7.1. Μετασχηματισμοί Καταστάσεων

			Το πρώτο ερώτημα που θέλουμε να απαντήσουμε είναι το εξής: Πώς μετασχηματίζεται η κατάσταση (ket) ενός κβαντικού συστήματος, όταν το σύστημα μετακινείται ή περιστρέφεται στον φυσικό χώρο;

			Για την εύρεση της απάντησης σκεπτόμαστε ως εξής: Έστω το πλάτος πιθανότητας να βρεθεί κβαντικό σύστημα, με κέντρο μάζας στη θέση x (διάνυσμα) και με προσανατολισμό στη διεύθυνση μ, περιγράφεται από την κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψμ(x)≡x,μψ





						
							
							(7.1)

						
					

				
			

			Οι καταστάσεις 

|x,μ

 αποτελούν πλήρες σύνολο καταστάσεων, με την έννοια ότι κάθε κβαντική κατάσταση μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός αυτών των καταστάσεων. Με ανάπτυγμα Taylor, το αντίστοιχο πλάτος πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο στη θέση x-a γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψμx-a=1-a⋅∂∂x+12!a⋅∂∂x2-…ψμx=



 



=exp⁡-a⋅∂∂xψμx=



 



=x,μ|exp⁡-i a⋅pℏ|ψ





						
							
							(7.2)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του τελεστή της ορμής στην αναπαράσταση της θέσης [σχέση (4.15)]. Ο συμβολισμός του αθροίσματος, ως εκθετικό, στη σχέση (7.2) είναι καθαρά φορμαλιστικός και τα εκθετικά, που εμφανίζουν τελεστές στον εκθέτη, θα πρέπει να αντιμετωπίζονται με τη μορφή απειροσειρών, όπως στη σχέση (7.2). Ορίζουμε τον τελεστή μετατόπισης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U(a)≡exp⁡(-ia⋅p/ℏ)





						
							
							(7.3)

						
					

				
			

			και με χρήση της σχέσης (7.2), η μετασχηματισμένη κατάσταση 

ψ′

, γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′≡U(a)ψ.





						
							
							(7.4)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (7.2), προκύπτει ότι 

x-aψ=xψ′

. Άρα, στην κατάσταση 

ψ

, το πλάτος πιθανότητας να βρούμε το σύστημα στη θέση 

x-a

, είναι το ίδιο με το πλάτος πιθανότητας να βρούμε το σύστημα στη θέση x, όταν αυτό είναι στην κατάσταση 

ψ′

 (Σχήμα 7.1).

			[image: ]

			Σχήμα 7.1: Αν ψ’(x) είναι κυματοσυνάρτηση μετατοπισμένη στον χώρο κατά α, τότε ισχύει ψ(x-α)=ψ’(x) (ενεργητική περιγραφή).

			Επομένως, η μετατόπιση στον χώρο των θέσεων είναι ισοδύναμη με έναν μετασχηματισμό στον χώρο των καταστάσεων. Ισχύει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψμx-a=x,μU(a)ψ=x,μψ′=ψμ′(x)





						
							
							(7.5)

						
					

				
			

			Η κβαντική κατάσταση 

ψ′

 περιγράφει το μετατοπισμένο σύστημα και ο τελεστής U(a) είναι ο τελεστής μετατόπισης. Η δράση του τελεστή μετατόπισης μπορεί να περιγραφεί με δύο ισοδύναμους τρόπους. Σύμφωνα με την πρώτη περιγραφή (ενεργητική), ο τελεστής U(a) μετασχηματίζει την κατάσταση του συστήματος σε μια κατάσταση, όπου το σύστημα έχει μετατοπιστεί στον χώρο κατά α. Σύμφωνα με τη δεύτερη περιγραφή (παθητική), ο τελεστής U(a) μετασχηματίζει το σύστημα συντεταγμένων, όπου περιγράφεται το σύστημα, μετατοπίζοντας την αρχή του κατά –α.

			Θα δούμε πώς δρα ο τελεστής μετατόπισης U(a), στις ιδιοκαταστάσεις της θέσης 

x,μ

. Αναπτύσσουμε την κατάσταση 

x,μ

 στις ιδιοκαταστάσεις της ορμής και έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x0,μ=∫d3p |p,μp,μx0,μ=1h3/2∫d3pe-ix0⋅p/ℏp,μ





						
							
							(7.6)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση και της σχέσης (5.33). Τώρα, μπορούμε πιο εύκολα να δράσουμε με τον τελεστή της μετατόπισης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Uax0,μ=1h3/2∫d3pe-ix0⋅p/ℏ Uap,μ





						
							
							(7.7)

						
					

				
			

			Με χρήση της σχέσης (7.3) και ανάπτυξη των εκθετικών σε απειροσειρές, ο τελεστής της ορμής δρα στην ιδιοκατάστασή του 

p,m

 και αντικαθίσταται από την ιδιοτιμή του (πραγματικός αριθμός). Έτσι παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Uax0,μ=1h3/2∫d3pe-ix0⋅p/ℏ Ua|p,μ



 



=1h3/2∫d3pe-ix0x0+a⋅p/ℏp,μ=x0+a,μ





						
							
							(7.8)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση και της σχέσης (7.6). Η τελευταία εξίσωση (7.8) αποτελεί και το αναμενόμενο αποτέλεσμα, αφού ο τελεστής μετατόπισης αναμένεται να μετατοπίζει τις ιδιοκαταστάσεις του τελεστή της θέσης, κατά α.

			7.2. Μοναδιακοί Τελεστές και Μετασχηματισμοί

			Οι τελεστές μετασχηματισμών (μετατόπιση στον χώρο, μετατόπιση στον χρόνο, περιστροφή κλπ.) θα πρέπει να διατηρούν την κανονικοποίηση, διότι η πιθανότητα να βρούμε το κβαντικό σωμάτιο κάπου στον χώρο, πρέπει να παραμένει μονάδα, ακόμα και αν μετατοπίσουμε ή περιστρέψουμε το σύστημά μας (π.χ. ένα άτομο). Αν λοιπόν η κβαντική κατάσταση πριν τον μετασηματισμό είναι κανονικοποιημένη, δηλαδή αν ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψψ=1





						
							
							(7.9)

						
					

				
			

			τότε θα πρέπει να ισχύει η ίδια σχέση κανονικοποίησης και για το μετασχηματισμένο σύστημα. Δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

1=ψ′ψ′=ψU†Uψ

.

						
							
							(7.10)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι η παραπάνω σχέση θα πρέπει να ισχύει για κάθε κβαντική κατάσταση 

ψ

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U†U=1⟹U†=U-1.





						
							
							(7.11)

						
					

				
			

			Άρα, οι τελεστές μετασχηματισμών είναι μοναδιακοί (unitary).

			Άσκηση 7.1: Δείξτε ότι οι τελεστές μετασχηματισμών αφήνουν αναλλοίωτα τα πλάτη πιθανότητας δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ′ψ′=ϕψ.





						
							
							(7.12)

						
					

				
			

			7.3. Απειροστοί Μετασχηματισμοί

			Έστω απειροστός (πολύ μικρός) μετασχηματισμός, που παραμετροποιείται από την παράμετρο δθ:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Uδθ=I-iδθ τ+Oδθ2





						
							
							(7.13)

						
					

				
			

			όπου Ι είναι ο ταυτοτικός τελεστής, έτσι ώστε, όταν η παράμετρος δθ του μετασχηματισμού μηδενίζεται, ο τελεστής μετασχηματισμού ανάγεται στον ταυτοτικό τελεστή (αφήνει την κατάσταση αναλλοίωτη). Ο τελεστής τ στην σχέση (7.13) λέγεται γεννήτορας του απειροστού μετασχηματισμού και περιγράφει τον ρυθμό μεταβολής της κατάστασης καθώς αυξάνουμε την παράμετρο θ. Λόγω του απειροστά μικρού μεγέθους της παραμέτρου δθ, μπορούμε να αγνοήσουμε μη γραμμικούς όρους στο ανάπτυγμα (7.13). 

			Για να είναι ο τελεστής μετασχηματισμού μοναδιακός (unitary), θα πρέπει ο γεννήτοράς του να είναι ερμητειανός. Αυτό προκύπτει ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



I=U†δθUδθ=I+iδθτ†-τ+Oδθ2⟹τ†=τ.





						
							
							(7.14)

						
					

				
			

			Άρα, ο γεννήτορας (generator) του μοναδιακού μετασχηματισμού είναι παρατηρήσιμο μέγεθος.

			Άσκηση 7.2: Δείξτε ότι, αν έχουμε απειροστό μετασχηματισμό της μορφής [δείτε και σχέση (7.13)]:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′≡Uδθψ





						
							
							(7.15)

						
					

				
			

			τότε ο ρυθμός μεταβολής της κατάστασης, καθώς αυξάνουμε την παράμετρο θ, δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



i ∂|ψ′∂θ=τψ′.





						
							
							(7.16)

						
					

				
			

			Πεπερασμένοι μετασχηματισμοί προκύπτουν από επανειλημμένη δράση απειροστών μετασχηματισμών. Έστω εφαρμογή απειροστού μετασχηματισμού Ν φορές. Καθώς το Ν τείνει στο άπειρο, ο απειροστός μετασχηματισμός οδηγεί σε πεπερασμένο μετασχηματισμό. Με χρήση της σχέσης (7.13) με 

δθ=θ/Ν

, έχουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U(θ)≡limN→∞⁡1-iθNτN=e-iθτ.





						
							
							(7.17)

						
					

				
			

			Άρα, από τους γεννήτορες προκύπτουν τόσο οι απειροστοί όσο και οι πεπερασμένοι μετασχηματισμοί ως εκθετικά.

			7.4. Μετασχηματισμοί Στροφών στο Χώρο

			Για μετατοπίσεις στον χώρο, απαιούνται τρεις παραμέτροι (συντεταγμένες μετατόπισης) και, συνεπώς, τρεις γεννήτορες (συνιστώσες ορμής). Για μετασχηματισμούς στροφών στο χώρο, θέλουμε τρεις παραμέτρους (δύο για τον προσδιορισμό της διεύθυνσης του άξονα περιστροφής και μία για τη γωνία της περιστροφής γύρω από τον δεδομένο άξονα). Άρα, θέλουμε και τρεις γεννήτορες. Έστω 

J

 διάνυσμα τελεστών, που αναπαριστά τους τρεις γεννήτορες του μετασχηματισμού, που στρέφει κβαντικό σύστημα κατά γωνία α στο χώρο και δίνει την αντίστοιχη κβαντική κατάσταση. Τότε, η διεύθυνση του διανύσματος α καθορίζει τη διεύθυνση και τη φορά του άξονα περιστροφής, ενώ το μέτρο του καθορίζει το μέτρο της γωνίας στροφής. Ο τελεστής μετασχηματισμού στροφών γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ua=exp⁡(-ia⋅J)





						
							
							(7.18)

						
					

				
			

			Αποδεικνύεται ότι ο γεννήτορας των στροφών 

J

 είναι ο τελεστής της στροφορμής.

			Άσκηση 7.3: Δείξτε ότι για τον ρυθμό μεταβολής της μετασχηματισμένης από στροφή κατάστασης, γύρω από άξονα κατεύθυνσης 

a^ 

 (μοναδιαίο διάνυσμα), κατά γωνία a έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



i∂ψ∂a=a^⋅Jψ.





						
							
							(7.19)

						
					

				
			

			7.5. Διακριτοί Μετασχηματισμοί: Ομοτιμία Parity

			Διακριτοί είναι εκείνοι οι μετασχηματισμοί, που δεν εξαρτώνται από συνεχή παράμετρο, αλλά μετασχηματίζουν τα κβαντικά συστήματα, κατά ασυνεχή τρόπο. Παράδειγμα διακριτού μετασχηματισμού είναι η ομοτιμία (Parity). H Parity μετασχηματίζει κβαντικό σύστημα στο συμμετρικό του, ως προς την αρχή των συντεταγμένων. Επομένως, ο τελεστής της Parity αλλάζει το πρόσημο των συντεταγμένων όλων των σημείων του χώρου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P≡-1000-1000-1⟹Pr=-r.





						
							
							(7.20)

						
					

				
			

			Η δράση του τελεστή της Parity σε κβαντική κατάσταση, περιγράφεται στην αναπαράσταση της θέσης ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψμ′r≡r,μPψ≡ψμPr=ψμ-r=-r,μψ.





						
							
							(7.21)

						
					

				
			

			Άρα, η μετασχηματισμένη κυματοσυνάρτηση, στη θέση r, ταυτίζεται με την αρχική κυματοσυνάρτηση στην θέση –r. Αυτή είναι και η αναμενόμενη δράση, με βάση τον ορισμό του μετασχηματισμού της Parity. Είναι προφανές ότι το τετράγωνο του τελεστή της Parity ταυτίζεται με τον ταυτοτικό τελεστή. Ισχύει δηλαδή ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′′=Pψ′=P2ψ





						
							
							(7.22)

						
					

				
			

			και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

P2=1 ή P=P-1.

 

						
							
							(7.23)

						
					

				
			

			Άσκηση 7.4: Δείξτε ότι οι ιδιοτιμές της Parity είναι +1 και -1.

			Άσκηση 7.5: Δείξτε ότι ο τελεστής της Parity είναι Ερμητειανός.

			 Για τη λύση της άσκησης 7.5, αποδεικνύουμε ότι 

ϕPψ*=ψPϕ

, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (7.21) και (7.23), ως εξής

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕPψ*=∫d3r ∑μϕr,μr,μPψ*=



 



=∫d3r ∑μϕr,μ-r,μψ*=



 



=∫d3r ∑μψ-r,μr,μP2ϕ=



 



=∫d3r ∑μψ-r,μ-r,μPϕ=ψPϕ.





						
							
							(7.24)

						
					

				
			

			Άρα, από τον ορισμό (2.23) του ερμητειανού συζυγούς τελεστή, έχουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P†=P





						
							
							(7.25)

						
					

				
			

			και επομένως ο τελεστής της Parity είναι Ερμητειανός. 

			7.6. Μετασχηματισμοί Τελεστών

			Για μετατοπίσεις στον χώρο, είδαμε ότι οι κβαντικές καταστάσεις μετασχηματίζονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′≡Uaψ





						
							
							(7.26)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U(a)≡exp⁡(-i a⋅p/ℏ).





						
							
							(7.27)

						
					

				
			

			Η αναμενόμενη τιμή της θέσης στη μετασχηματισμένη κατάσταση, θα πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψrψ=r0⟹ψ′rψ′=r0+a=ψr+Iaψ





						
							
							(7.28)

						
					

				
			

			δηλαδή η αναμενόμενη τιμή της θέσης στη μετασχηματισμένη (μετατοπισμένη) κατάσταση, θα πρέπει, με βάση τον ορισμό του τελεστή μετατόπισης, να είναι μετατοπισμένη κατά το σταθερό διάνυσμα a.

			Από τη σχέση (7.26), ισχύει ακόμα ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ′rψ′=ψU†arU(a)ψ.





						
							
							(7.29)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (7.28) και (7.29) που ισχύουν για κάθε κατάσταση 

ψ

, προκύπτει η παρακάτω σχέση μεταξύ τελεστών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U†a r Ua=r+a





						
							
							(7.30)

						
					

				
			

			Η σχέση (7.30) προέκυψε κυρίως με φυσικά επιχειρήματα, αλλά είναι γενική και θα αποδειχθεί πιο αυστηρά παρακάτω. Για απειροστούς μετασχηματισμούς, ο τελεστής μετατόπισης παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U(a)≡exp⁡(-i a⋅p/ℏ)⇒a⟶δa U(a)≈1-i a⋅p/ℏ.





						
							
							(7.31)

						
					

				
			

			Επομένως, για απειροστές μετατοπίσεις, η σχέση (7.30) παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r+δa≈1+i δa⋅pℏ r 1-i δa⋅pℏ=r-iℏr,δa⋅p+Oδa2.





						
							
							(7.32)

						
					

				
			

			Άσκηση 7.6: Δείξτε ότι από τη σχέση (7.32) προκύπτουν οι σχέσεις μετάθεσης μεταξύ των διανυσματικών τελεστών θέσης και ορμής 

ri,pj=iℏδij

 Επομένως η σχέση μετάθεσης μεταξύ r, p, προκύπτει και ως συνέπεια του τρόπου μετασχηματισμού του τελεστή της θέσης.

			Θα δείξουμε ότι και η σχέση (7.30) πεπερασμένου μετασχηματισμού του τελεστή της θέσης, είναι ισοδύναμη με τη σχέση μετάθεσης μεταξύ θέσης και ορμής. Πραγματικά, με κατάλληλη προσθαφαίρεση όρου, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U†a r Ua=U†aUar+U†ar,Ua=r+U†ar,Ua.





						
							
							(7.33)

						
					

				
			

			Με χρήση τώρα της σχέσης μετάθεσης τελεστή, με συνάρτηση άλλου τελεστή (2.40) και τον ορισμό του τελεστή μετατόπισης (7.3), προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A,fB=A,Bf′+f′′B+12f′′′B2+…=A,BdfdBUa≡exp⁡-ia⋅pℏ fB→U→δίνειB→a⋅pA→rr,Ua=-iℏ r,a⋅pUa





						
							
							(7.34)

						
					

				
			

			Άρα, από τις σχέσεις (7.33) και (7.34) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U†a r Ua=r-iℏU†ar,a⋅pUa=r+a.





						
							
							(7.35)

						
					

				
			

			Άσκηση 7.7: Δείξτε ότι η τελευταία ισότητα της σχέσης (7.35) προκύπτει εύκολα, χρησιμοποιώντας τη διπλή ισότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑iirj,aipi=iℏ∑aiδij=iℏaj.





						
							
							(7.36)

						
					

				
			

			Η σχέση (7.30) γενικεύεται για άλλους μετασχηματισμούς (π.χ. στροφές στον χώρο) και για άλλους τελεστές, πέρα από τον τελεστή της θέσης. 

			7.7. Συμμετρίες και Νόμοι Διατήρησης

			Είδαμε από το θεώρημα του Ehrenfest ότι, όταν ο τελεστής ενός φυσικού μεγέθους μετατίθεται με τη Hamiltonian, τότε η μέση τιμή αυτού του μεγέθους παραμένει σταθερή στον χρόνο (διατηρείται), εκτός αν ο τελεστής εξαρτάται εκπεφρασμένα από τον χρόνο. Ο μηδενισμός του μεταθέτη, μεταξύ φυσικού μεγέθους και Hamiltonian, είναι ισοδύναμος με το γεγονός ότι η Hamiltonian παραμένει αναλλοίωτη, κάτω από τον μετασχηματισμό του οποίου, ο γεννήτορας είναι το συγκεκριμένο φυσικό μέγεθος. Κάθε φορά που η Hamiltonian μένει αναλλοίωτη, κάτω από δεδομένο μετασχηματισμό, λέμε ότι υπάρχει μια συμμετρία στο σύστημα, η οποία αντιστοιχεί στον δεδομένο μετασχηματισμό.

			Ας υποθέσουμε, για παράδειγμα, ότι έχουμε μια Hamiltonian, όπου το δυναμικό είναι σταθερό (ανεξάρτητο της θέσης). Μια τέτοια Hamiltonian παραμένει αναλλοίωτη, κάτω από μετατοπίσεις. Αυτό προκύπτει εύκολα αν αντικαταστήσουμε τον τελεστή της θέσης, στο αριστερό μέρος της σχέσης (7.30), με τον τελεστή της Hamiltonian, με σταθερό δυναμικό.

			Άσκηση 7.8: Δείξτε ότι, όταν το δυναμικό είναι χωρικά ανεξάρτητο, τότε η Hamiltonian είναι αναλλοίωτη, κάτω από μετασχηματισμούς μετατόπισης στον χώρο, μετατίθεται με τον γεννήτορα των μετατοπίσεων στον χώρο (τον τελεστή της ορμής) και συνεπώς, η μέση τιμή του τελεστή της ορμής διατηρείται.

			Γενικά, όταν ο γεννήτορας ενός μετασχηματισμού μετατίθεται με τη Hamiltonian, τότε η Hamiltonian μένει αναλλοίωτη κάτω από τον μετασχηματισμό και η μέση τιμή του γεννήτορα διατηρείται. Άρα, οι συμμετρίες της Hamiltonian συνδέονται με νόμους διατήρησης φυσικών μεγεθών.

			Για τη χρονική εξέλιξη μιας κβαντικής κατάστασης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ,t=∑nane-iEnt/ℏEn,0⟹|ψ,t=e-iHt/ℏψ,0





						
							
							(7.37)

						
					

				
			

			Κατά συνέπεια, ο τελεστής που αντιστοιχεί σε «μετατόπιση» στον χρόνο, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U(t)≡e-iHt/ℏ.





						
							
							(7.38)

						
					

				
			

			Η τελευταία εξίσωση υποδηλώνει ότι η Hamiltonian είναι γεννήτορας μετασχηματισμών μετάθεσης στον χρόνο. Αν ο γεννήτορας τ ενός άλλου μετασχηματισμού μετατίθεται με τη Hamiltonian (δηλαδή [τ,H]=0), τότε τα αντίστοιχα εκθετικά μετατίθενται και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



UθUtψ=UtUθψ⟹Ut=U†θUtUθ.





						
							
							(7.39)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή, ο μετασχηματισμός δεν επηρεάζει τη χρονική εξέλιξη (έχουμε μια συμμετρία: ο μετασχηματισμός αφήνει τη χρονική εξέλιξη και τη Hamiltonian αναλλοίωτες).

			Για παράδειγμα, αν ο γεννήτορας των μετατοπίσεων στον χώρο (η ορμή p) μετατίθεται με τη Hamiltonian, τούτο σημαίνει ότι η χρονική εξέλιξη είναι αναλλοίωτη, κάτω από μεταθέσεις στον χώρο (π.χ. το ελεύθερο σωμάτιο Η=p2/2m). Τότε, το σύστημα είναι συμμετρικό, κάτω από μετατοπίσεις.

			Η ύπαρξη συμμετρίας σημαίνει ότι ο μεταθέτης του γεννήτορα με τη Hamiltonian είναι μηδέν και άρα διατηρείται η μέση τιμή του παρατηρήσιμου μεγέθους, που αντιστοιχεί στον γεννήτορα (πχ ορμή), σύμφωνα με το θεώρημα του Ehrenfest.

			Άρα, κάθε συμμετρία (αναλλοιότητα, μη μεταβολή της Hamltonian κάτω από μετασχηματισμό), συνδέεται με έναν νόμο διατήρησης φυσικού μεγέθους (του γεννήτορα του μετασχηματισμού, που αφήνει αναλλοίωτη τη Hamiltonian) 

			7.8. Εικόνα Heisenberg

			Οι προβλέψεις της κβαντομηχανικής εστιάζονται σε πιθανές τιμές μέτρησης (ιδιοτιμές φυσικών μεγεθών), πλάτη πιθανότητας της μορφής 

φψ

 και αναμενόμενες τιμές φυσικών μεγεθών 

ψQϕ

. Οι ιδιοτιμές είναι χρονικά ανεξάρτητες. Τα πλάτη πιθανότητας 

φψ

 είναι επίσης χρονικά ανεξάρτητα, λόγω της μοναδιακότητας (U†=U-1) του τελεστή της χρονικής εξέλιξης U(t). Για παράδειγμα, από τις σχέσεις (7.37) και (7.38) εύκολα προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ,tψ,t=ϕ,0ψ,0





						
							
							(7.40)

						
					

				
			

			δηλαδή τα πλάτη πιθανότητας είναι χρονικά ανεξάρτητα. Μόνο οι αναμενόμενες τιμές έχουν γενικά εξάρτηση από τον χρόνο ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Qt=ψ,tQψ,t=ψ,0U†tQU(t)ψ,0=ψ,0Q~tψ,0





						
							
							(7.41)

						
					

				
			

			όπου έχουμε ορίσει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Q~t≡U†tQUt.





						
							
							(7.42)

						
					

				
			

			Άρα, οι προβλέψεις της κβαντομηχανικής μένουν αναλλοίωτες, αν υποθέσουμε ότι οι κβαντικές καταστάσεις μένουν χρονικά ανεξάρτητες, αλλά οι τελεστές εξελίσσονται χρονικά, σύμφωνα με τη σχέση (7.42). Η «εικόνα» της κβαντομηχανικής, όπου οι τελεστές εξελίσσονται χρονικά, ενώ οι κβαντικές καταστάσεις είναι στάσιμες, λέγεται «εικόνα Heisenberg». Αντίθετα, στην «εικόνα Schrodinger», οι τελεστές είναι χρονικά ανεξάρτητοι και εξελίσσονται χρονικά μόνο οι κβαντικές καταστάσεις. Πάντως, και στις δύο εικόνες, η χρονική εξέλιξη παρατηρήσιμων μεγεθών (αναμενόμενες τιμές) είναι η ίδια. Η διαφορά είναι μόνο στη μαθηματική προσέγγιση.

			Στην εικόνα Schrodinger, η χρονική εξέλιξη των καταστάσεων προκύπτει από τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger. Το ερώτημα, επομένως, που τίθεται, είναι το εξής: Ποιά διαφορική εξίσωση καθορίζει τη χρονική εξέλιξη των τελεστών στην εικόνα Heisenberg; Για την απάντηση αυτού του ερωτήματος, θεωρούμε τη χρονική παράγωγο της σχέσης (7.42) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dQ~tdt=dU†dtQU+U†QdUdt





						
							
							(7.43)

						
					

				
			

			όπου Q είναι ο χρονοανεξάρτητος τελεστής στην εικόνα Schrodinger. Από τον ορισμό (7.38) του τελεστή της χρονικής εξέλιξης, βρίσκουμε τη χρονική του παράγωγο ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dUdt=-iHℏU⟹dU†dt=iHℏU†.





						
							
							(7.44)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (7.43) και (7.44), παίρνουμε τη διαφορική εξίσωση που περιγράφει τη χρονική εξέλιξη των τελεστών, στην εικόνα Heisenberg:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏdQ~tdt=-HU†QU+U†QUH=Q~t,H.





						
							
							(7.45)

						
					

				
			

			Η σχέση (7.45) μοιάζει με το θεώρημα Ehrenfest, με τη σημαντική διαφορά ότι δεν εμφανίζονται μέσες τιμές και κβαντικές καταστάσεις. Με δράση με 

ψ,0

 από δεξιά (και 

ψ,0

 από αριστερά) προκύπτει το θεώρημα Ehrenfest, για τη χρονική εξέλιξη της μέσης τιμής του φυσικού μεγέθους Q, που υποθέτουμε εδώ ότι δεν έχει εκπεφρασμένη χρονική εξάρτηση.

			7.9. Σύνοψη

			Οι κβαντικές καταστάσεις μετασχηματίζονται με δράση μοναδιακών (U-1=U† ) τελεστών, που έχουν την ιδιότητα να διατηρούν τα εσωτερικά γινόμενα και τα πλάτη πιθανότητας μετά τη δράση του μετασχηματισμού. Παραδείγματα μοναδιακών (unitary) μετασχηματισμών, είναι η μετατόπιση του συστήματος στο χώρο, η περιστροφή του κβαντικού συστήματος, η μετατόπιση στον χρόνο, η αναστροφή συντεταγμένων κλπ. Οι μοναδιακοί μετασχηματισμοί εκφράζονται σαν eiτθ, όπου τ είναι ένας τελεστής που λέγεται γεννήτορας του μετασχηματισμού και θ είναι μια παράμετρος. Η ορμή είναι ο γεννήτορας των μετσχηματισμών μετατόπισης και η στροφορμή, ο γεννήτορας των μετασχηματισμών περιστροφής. Η Hamiltonian είναι ο γεννήτορας μετασχηματισμών εξέλιξης στον χρόνο. Μετασχηματισμοί που αφήνουν αναλλοίωτη τη Hamiltonian (συμμετρίες), έχουν γεννήτορες, των οποίων η μέση τιμή διατηρείται. Έτσι, σε κάθε συμμετρία αντιστοιχεί ένας νόμος διατήρησης. Στην εικόνα Schrodinger εξελίσσονται χρονικά οι κβαντικές καταστάσεις, ενώ στην εικόνα Heisenberg εξελίσσονται χρονικά οι τελεστές. Οι δύο εικόνες οδηγούν στην ίδια χρονική εξέλιξη των παρατηρήσιμων μεγεθών (αναμενόμενες τιμές αυτών).

			Κριτήρια αξιολόγησης

			 (Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005)

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Δείξτε ότι ο πίνακας που περιστρέφει ένα διάνυσμα (x,y,z), γύρω από τον άξονα των z, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rϕ≡cos⁡ϕ-sin⁡ϕ0sin⁡ϕcos⁡ϕ0001.





						
							
							(7.46)

						
					

				
			

			Θεωρώντας απειροστά μικρές στροφές, βρείτε τον γεννήτορα των αντίστοιχων στροφών από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rϕ=exp⁡(-iJzϕ)





						
							
							(7.47)

						
					

				
			

			Λύση:

			Το 1ο προκύπτει απλά, αν θυμηθούμε ότι θα πρέπει 

x′=x cosφ – y sinφ, y′=x sinφ + y cosφ, z′=z

. Αυτό προκύπτει, με τη σειρά του, από το παρακάτω σχήμα:

			[image: ]

			Για απειροστά μικρό μετασχηματισμό έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1-iJzδϕ=Rδϕ=1-δϕ0δϕ10001.





						
							
							(7.48)

						
					

				
			

			Άρα, ο γεννήτορας των στροφών γύρω από τον άξονα z είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jz=i0-10100000.





						
							
							(7.49)

						
					

				
			

			Όμοια, για στροφές γύρω από τον άξονα x παίρνουμε τον γεννήτορα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jx=i00000-1010.





						
							
							(7.50)

						
					

				
			

			Άσκηση 7.9: Δείξτε τη σχέση (7.50).

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δείξτε ότι o γεννήτορας μετασχηματισμών στροφών στον χώρο, είναι ο τελεστής της στροφορμής.

			Λύση:

			Ο μετασχηματισμός κυματοσυνάρτησης για γενικές απειροστές μετατοπίσεις στον χώρο, γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr⟶ψr-iℏδr⋅p^ψr.





						
							
							(7.51)

						
					

				
			

			Για την ειδική περίπτωση μετατοπίσεων, που αφορούν στροφές γύρω από διάνυσμα δθ έχουμε (Σχ. 7.2):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



δr0=δθ×r0.





						
							
							(7.52)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 7.2: Στροφή γύρω από διάνυσμα δθ που έχει διεύθυνση και φορά προς τα έξω από τη σελίδα.

			Από τις σχέσεις (7.51) και (7.52), βρίσκουμε τον τελεστή για απειροστές στροφές στον χώρο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rδθψr=1-iℏδθ×r^⋅p^ψr=1-iℏδθ⋅r^×p^ψr=



 



=1-iℏδθ⋅L^ψr





						
							
							(7.53)

						
					

				
			

			Οπου 

L^=r^×p^ 

 είναι o τελεστής της στροφορμής. Άρα, για πεπερασμένους μετασχηματισμούς, η δράση του τελεστή των στροφών είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rδθψr=e-iδθ⋅L^/ℏψr





						
							
							(7.54)

						
					

				
			

			και ο γεννήτορας των στροφών στον χώρο είναι η στροφορμή.

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Δείξτε ότι ο τελεστής που ορίζεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x,ySψ=y,xψ





						
							
							(7.55)

						
					

				
			

			είναι ερμητειανός.

			Λύση:

			Θα δείξουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕSψ*=ψSϕ.





						
							
							(7.56)

						
					

				
			

			Έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕSψ*=∫dx dy ϕx,yx,ySψ*=



 



=∫dx dy ϕx,y*x,yϕ*=



 



=∫dx dy ψy,xx,yϕ=



 



=∫dx dy ψy,xy,xSϕ=ψSϕ.





						
							
							(7.57)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Δείξτε ότι η χρονικά εξελιγμένη κυματοσυνάρτηση κβαντικού συστήματος μπορεί να γραφεί ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx,t=∫dx0 Ux,t;x0,t0 ψx0,t0





						
							
							(7.58)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ux,t;x0,t0=x|e-iℏH^t-t0x0.





						
							
							(7.59)

						
					

				
			

			Δείξτε ακόμα ότι ο διαδότης U ικανοποιεί τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ux,t;x0,t0=∫dx′Ux,t;x′,t′ U,t′;x0,t0.





						
							
							(7.60)

						
					

				
			

			Λύση:

			Από τη σχέση (7.38) και με παρεμβολή του ταυτοτικού τελεστή στην αναπαράσταση της θέσης, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xψt=xe-iℏH^t-t0 ∫dx0x0x0ψt0=



 



=∫dx0 x|e-iℏH^t-t0|x0x0ψ(t0).





						
							
							(7.61)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ux,t;x0,t0=x|e-iℏH^t-t0x0.





						
							
							(7.62)

						
					

				
			

			Στο όριο, που η αρχική και η τελική θέση ταυτίζονται, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



limt→t0⁡Ux,t;x0,t0=xx0=δx-x0.





						
							
							(7.63)

						
					

				
			

			Για το 2ο μέρος της άσκησης, θα δείξουμε τη σχέση (7.60). Με κατάλληλη χρήση του ταυτοτικού τελεστή, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ux,t;x0,t0=xe-iℏH^t-t′e-iℏH^t′-t0x0=



 



=xe-iℏH^t-t′∫dx′|x′x′e-iℏH^t′-t0x0=



 



=∫dx'Ux,t;x',t'Ux,t;x0,t0.





						
							
							(7.64)
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			Κεφάλαιο 8: Κίνηση σε Μονοδιάστατα Τετραγωνικά Δυναμικά

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Peleg et al., 2010):

			1. Αρχικά, θα μελετήσουμε ένα τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού πεπερασμένου βάθους. Θα βρούμε τις δέσμιες ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές της Hamiltonian.

			2. Μετά, θα δούμε ειδικές οριακές περιπτώσεις του παραπάνω δυναμικού και συγκεκριμένα το τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους και το δυναμικό δ-συνάρτησης, που αντιστοιχεί σε απειροστά στενό τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού.

			3. Εν συνεχεία, θα μελετήσουμε προβλήματα σκέδασης, από τετραγωνικά δυναμικά και δ-συνάρτηση σε μια διάσταση και θα δούμε το φαινόμενο σήραγγας, σύμφωνα με το οποίο, κβαντικά σωμάτια έχουν μη μηδενική πιθανότητα να περάσουν από κλασικά απαγορευμένη περιοχή. 

			8. Κίνηση σε Μονοδιάστατα Τετραγωνικά Δυναμικά

			8.1 Τετραγωνικό Πηγάδι Δυναμικού

			Θα βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές σωματίου με Hamiltonian, της οποίας το δυναμικό

 Vx

 είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=0,                 x<aV0>0,       x>a





						
							
							(8.1)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 8.1: Τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού και η θεμελιώδης ιδιοσυνάρτηση της Hamiltonian u1.

			Ένα κλασικό σωμάτιο, δέσμιο στο παραπάνω δυναμικό (Ε<V0), περιορίζεται σε |x|<a και μπορεί να έχει οποιαδήποτε ενέργεια με Ε<V0 . Θα δούμε ποιά είναι η αντίστοιχη κατάσταση για ένα κβαντικό σωμάτιο, αντίστοιχα δέσμιο. Στην αναπαράσταση της θέσης, η χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2udx2+Vxu=Eu.





						
							
							(8.2)

						
					

				
			

			Για το δυναμικό (8.1), η (8.2) σπάει σε δύο εξισώσεις, μία για κάθε περιοχή, όπου το δυναμικό είναι σταθερό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2udx2=-2mEℏ2u,             x<a



 



d2udx2=2mV0-Eℏ2u,    x>a





						
							
							(8.3)

						
					

				
			

			Ψάχνουμε για δέσμιες καταστάσεις θεωρώντας ότι E<V0.  Γι αυτές τις τιμές της ενέργειας, η γενική λύση της (8.3β) είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=Ae±Kx





						
							
							(8.4)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



K=2mV0-Eℏ2.





						
							
							(8.5)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.1:Δείξτε ότι η γενική λύση της (8.3β) έχει την μορφή (8.4).

			Για να είναι κανονικοποιήσιμη η κυματοσυνάρτηση u(x), θα πρέπει να μηδενίζεται στο άπειρο. Η Hamiltonian μετατίθεται με τον τελεστή της Parity 

H,P=0

 και, επομένως, υπάρχει κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων. Άρα, οι ιδιοκαταστάσεις είναι είτε άρτιες είτε περιττές συναρτήσεις (P u(x) = u(-x) = ± u(x)). 

			Με επιλογή των κατάλληλων μορφών για τις ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x>a⟶ux=Ae-Kx





							



x<-a⟶ux=±Ae+Kx





						
							
							(8.6)

						
					

				
			

			όπου στη σχέση (8.6β), το + αντιστοιχεί σε άρτια κυματοσυνάρτηση και το – σε περιττή. Στην περιοχή 

-α<x<a

 με Ε>0, έχουμε τις παρακάτω λύσεις καθορισμένης parity, για την εξίσωση Schrodinger (8.3a):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=Bcos⁡(kx)  





						
							
							(8.7)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=Bsin⁡(kx)  





						
							
							(8.8)

						
					

				
			

			όπου η (8.7) αντιστοιχεί σε άρτια κυματοσυνάρτηση, η (8.8) σε περιττή, ενώ: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



k=2mE/ℏ2.





						
							
							(8.9)

						
					

				
			

			Οι οριακές συνθήκες που θα πρέπει να ικανοποιούν οι άρτιες και περιττές λύσεις, είναι οι εξής:

			
					Η u(x) πρέπει να είναι συνεχής στα σημεία x=±α, για να υπάρχει η 1η και η 2η παράγωγος.

					du(x)/dx πρέπει να είναι συνεχής στα σημεία x=±α, για να υπάρχει η 2η παράγωγος.

			

			Άρα, για x=a οι οριακές συνθήκες για τις άρτιες και για τις περιττές κυματοσυναρτήσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Bcos⁡ka=Ae-Ka                  ή            Bsin⁡ka=Ae-Ka



 



-kBsin⁡ka=-KAe-Ka      ή          kBcos⁡ka=-KA e-Ka





						
							
							(8.10)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.2: Δείξτε ότι στη θέση 

x=-a

, οι οριακές συνθήκες είναι ισοδύναμες με αυτές στη θέση 

x=a

, λόγω καθορισμένης parity. 

			Θα βρούμε τις επιτρεπτές τιμές της ενέργειας (ιδιοτιμές), για άρτιες ιδιοκαταστάσεις. Με διαίρεση κατά μέλη έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Bcos⁡ka=Ae-Ka-kBsin⁡ka=-KAe-Ka⟹ktan⁡ka=K=2mV0ℏ2-k2.





						
							
							(8.11)

						
					

				
			

			Θέτουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



W≡2mV0a2ℏ2





						
							
							(8.12)

						
					

				
			

			Και η σχέση (8.11) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



tan⁡ka=W2ka2-1.





						
							
							(8.13)

						
					

				
			

			Η λύση της σχέσης (8.12), προκειμένου να βρεθούν οι επιτρεπτές τιμές του k και, άρα, της ενέργειας [από την σχέση (8.9)] μπορούν να γίνουν αριθμητικά ή γραφικά, όπως φαίνεται στο παρακάτω Σχ. 8.2, όπου φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις, για το αριστερό και το δεξιό μέρος της (8.13), για W=10.

			[image: ]

			Σχήμα 8.2: Γραφική επίλυση της εξίσωσης (12) για W=10. Οι λύσεις k a αποτελόυν τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων του αριστερού και του δεξιού μέρους της (12).

			Δεδομένου ότι η γραφική παράσταση του αριστερού μέρους της (8.13) είναι αύξουσα, ως προς k, ενώ το δεξιό μέρος είναι φθίνουσα συνάρτηση, ως προς k και πάει στο άπειρο για k=0, συμπεραίνουμε ότι υπάρχει πάντα τουλάχιστον μια λύση (ιδιοτιμή της Hamiltonian με Ε<V0), ακόμα και όταν το W τείνει στο 0. Καθώς αυξάνεται το W (βάθος και πλάτος δυναμικού), εμφανίζεται και δεύτερη ιδιοτιμή (δέσμια κατάσταση) για W=π και τρίτη για W=2π κλπ.

			Άσκηση 8.3: Δείξτε με όμοιο τρόπο ότι, για περιττές ιδιοκαταστάσεις, υπάρχει σημείο τομής (ιδιοτιμή), μόνο αν W>π/2, ενώ στην περίπτωση αυτή επιπλέον σημεία τομής εμφανίζονται, όταν W=(r+1/2)π, r=1,2,…

			Σε κάθε πηγάδι δυναμικού της μορφής που φαίνεται στο σχήμα 8.3 (όχι σε όλα τα πηγάδια), μπορούμε να εγγράψουμε ένα τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού, που είναι πιο ρηχό και πιο στενό. Αφού το τετραγωνικό πηγάδι δυναμικού, που είναι λιγότερο επιδεκτικό σε δέσμια κατάσταση, έχει τουλάχιστον μια δέσμια κατάσταση, το ίδιο θα ισχύει και για το πιο βαθύ και πλατύ γενικό πηγάδι δυναμικού.

			[image: ]

			Σχήμα 8.3: Ομαλά δυναμικά που είναι παντού στο χώρο μικρότερα ή ίσα με τετραγωνικό δυναμικό είναι πιο επιδεκτικά σε δέσμιες καταστάσεις και, επομένως, έχουν και αυτά τουλάχιστον μια δέσμια κατάσταση, όπως και το αντίστοιχο τετραγωνικό δυναμικό.

			Στο όριο, που το βάθος του τετραγωνικού πηγαδιού του Σχήματος 8.1 γίνεται άπειρο, έχουμε 

V0→∞

 και επομένως 

W→∞

. Στην περίπτωση αυτή, η γραφική παράσταση του δεξιού μέρους της (8.13) (άρτιες ιδιοκαταστάσεις) εκφυλίζεται σε ευθεία παράλληλη με τον άξονα των ka, που βρίσκεται στο άπειρο. Στο όριο αυτό, τα σημεία τομής παίρνουν τις τιμές 

ka=2r+1π/2

 (Σχήμα 8.4).

			[image: ]

			Σχήμα 8.4: Στο όριο πηγαδιού με άπειρο βάθος, η γραφική παράσταση του δεξιού μέρους της 8.(13) εκφυλίζεται σε ευθεία παράλληλη με τον άξονα των ka, που βρίσκεται στο άπειρο. Στο όριο αυτό, τα σημεία τομής παίρνουν τις τιμές 

ka=2r+1π/2

.

			Τότε, η άρτια ιδιοκατάσταση 

ux=Bcos⁡(kx)

 παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=Acos⁡2r+1πx2a,                       x<a  0,                                                εκτός πηγαδιού





						
							
							(8.14)

						
					

				
			

			Η ασυνέχεια της παραγώγου είναι συμβατή με τον απειρισμό του δυναμικού, στην θέση 

x=a

. 

			Άσκηση 8.4: Βρείτε τα αντίστοιχα σημεία τομής για τις περιττές ιδιοκαταστάσεις και δείξτε ότι είναι της μορφής k a=s π, όπου s ακέραιος.

			Στο συγκεκριμένο όριο, η γενική μορφή του k (άρτιες και περιττές ιδιοκαταστάσεις) προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ka=nπ2⟹2mEℏ2a=nπ2.





						
							
							(8.15)

						
					

				
			

			Επομένως, οι ιδιοτιμές της ενέργειας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=n28mℏπa2





						
							
							(8.16)

						
					

				
			

			όπου n ακέραιος. Η ορμή 

p=2mE=ℏk, 

 στη θεμελιώδη ιδιοκατάσταση (n=1) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏk=ℏπ2a





						
							
							(8.17)

						
					

				
			

			Και, λόγω αβεβαιότητας στο πρόσημο της ορμής, η αβεβαιότητα στην ορμή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δp≈ℏπa





						
							
							(8.18)

						
					

				
			

			ενώ η αβεβαιότητα στη θέση είναι προφανώς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δx≈2a.





						
							
							(8.19)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (8.18) και (8.19) έχουμε συμφωνία με την αρχή της αβεβαιότητας αφού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔxΔp≈2ℏπ.





						
							
							(8.20)

						
					

				
			

			Ένα άλλο ενδιαφέρον όριο του πηγαδιού πεπερασμένου βάθους, είναι το όριο που αντιστοιχεί σε απειροστά στενό πηγάδι (

α→0

 ), όπου το όριο λαμβάνεται έτσι, ώστε 

V0a=σταθερό

 (δηλ. 

V0∼1a→+∞

). Στο όριο αυτό, έχουμε προφανώς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



W∝aV0⟶0





						
							
							(8.21)

						
					

				
			

			Και επομένως το W=ka, που είναι το σημείο τομής του δεξιού μέρους της (8.13) με τον άξονα ka στο Σχήμα 8.2, μεταφέρεται κοντά στο 0 και έτσι υπάρχει μόνο ένα σημείο τομής της φθίνουσας γραφικής παράστασης του δεξιού μέρους της (8.13) με την 

tan(ka)

. Άρα, στο όριο αυτό, υπάρχει μόνο μια δέσμια κατάσταση. Στην ειδική αυτή περίπτωση, το δυναμικό μπορεί να γραφεί με τη χρήση δ-συνάρτησης, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=-Vδδ(x)





						
							
							(8.22)

						
					

				
			

			όπου 

Vδ=V0a>0

. Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση του Schrodinger παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2udx2+Vδδxu=Eu.





						
							
							(8.23)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τις οριακές συνθήκες που πρέπει να υπακούουν οι λύσεις, στην οριακή αυτή περίπτωση, θεωρούμε το ολοκλήρωμα της (8.23) σε μικρή περιοχή από –ε σε ε και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-dudx-ϵϵ=2mℏ2Vδu0+E∫-ϵ+ϵdx u.





						
							
							(8.24)

						
					

				
			

			Λαμβάνοντας το όριο 

ϵ→0,

 η (8.24) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dudx-ϵϵ=2mVδℏ2u(0)





						
							
							(8.25)

						
					

				
			

			που αποτελεί μια από τις οριακές συνθήκες, που πρέπει να ικανοποιούν οι λύσεις της (8.23). Στο όριο που 

Vδ→0,

 ανακτούμε τη γνωστή συνέχεια της πρώτης παραγώγου της κυματοσυνάρτησης. Λόγω συμμετρίας του δυναμικού (μετάθεση Η με parity), οι ιδιοκαταστάσεις της Η θα είναι είτε άρτιες είτε περιττές. Η δοκιμαστική λύση (δείτε και Σχήμα 8.5):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ux=Ae∓Kx.





						
							
							(8.26)

						
					

				
			

			ικανοποιεί την εξίσωση Schrodinger (8.23) (

x≠0) 

 και μπορεί να ικανοποιήσει την οριακή συνθήκη ασυνέχειας (8.25): 

			[image: ]

			Σχήμα 8.5: Η δοκιμαστική λύση (8.26) είναι άρτια συνάρτηση και μπορεί να ικανοποιήσει την οριακή συνθήκη (8.25).

			Με αντοικατάσταση της (8.26) στην (8.25), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



K=mVδℏ2





						
							
							(8.27)

						
					

				
			

			από την οποία, με αντικατάσταση της (8.26) στην (8.23) για 

x≠0

, προκύπτει η μοναδική ιδιοτιμή της ενέργειας ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=-mVδ22ℏ2.





						
							
							(8.28)

						
					

				
			

			 Η πιθανότητα |u|2 Δx να βρεθεί το σωμάτιο μέσα στο πηγάδι (μηδενικού εύρους Δx) είναι 0 (συμβατή με την αρχή αβεβαιότητας και σε πλήρη αντίθεση με το κλασικά αναμενόμενο).

			8.2 Σκέδαση σε σκαλοπάτι δυναμικού

			Έστω βήμα δυναμικού σε μια διάσταση (x), της μορφής (Σχήμα 8.6):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=V0,      x>00,        x<0





						
							
							(8.29)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 8.6: Η μορφή του δυναμικού της εξίσωσης (30).

			Πριν προχωρήσουμε στη μελέτη της σκέδασης στο μονοδιάστατο δυναμικό (8.29), θα μελετήσουμε τις γενικές λύσεις της εξίσωσης Schrodinger, σε σταθερό δυναμικό (ανεξάρτητο της θέσης και του χρόνου).

			Θεωρούμε τη χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger, για μια περιοχή του χώρου, όπου το δυναμικό είναι σταθερό και ίσο με V:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m∂2ϕx∂x2+Vϕx=Eϕx.





						
							
							(8.30)

						
					

				
			

			Για Ε>V,  ορίζουμε τη σταθερά k από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ2k22m=E-V





						
							
							(8.31)

						
					

				
			

			Οπότε, η εξίσωση Schrodinger (8.30) παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂2ϕx∂x2+k2ϕx=0.





						
							
							(8.32)

						
					

				
			

			Η (8.32) έχει γενική λύση, της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕx=Aeikx+A′e-ikx.





						
							
							(8.33)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.5: Αποδείξτε τη σχέση (8.33).

			Για Ε<V, oρίζουμε τη σταθερά ρ, από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ2ρ22m=V-E





						
							
							(8.34)

						
					

				
			

			Οπότε, η εξίσωση Schrodinger (8.30) παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂2ϕx∂x2-ρ2ϕx=0.





						
							
							(8.35)

						
					

				
			

			Η (8.35) έχει γενική λύση της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕx=Beρx+B′e-ρx.





						
							
							(8.36)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.6: Αποδείξτε τη σχέση (8.36).

			Προχωράμε τώρα στη μελέτη της σκέδασης στο μονοδιάστατο δυναμικό (8.29), θεωρώντας ενέργεια προσπίπτοντος σωματίου Ε>V0. Θα κάνουμε, επομένως, χρήση της γενικής λύσης (8.33). Το k, προφανώς, παίρνει διαφορετικές τιμές, σε κάθε μια από τις δυο περιοχές, όπου το δυναμικό είναι σταθερό (περιοχή Ι και περιοχή ΙΙ). Στην περιοχή Ι, όπου το δυναμικό είναι 0, από τη σχέση (8.31), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



k1=2mEℏ





						
							
							(8.37)

						
					

				
			

			ενώ  στην περιοχή ΙΙ, όπου το δυναμικό είναι V0, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



k2=2mE-V0ℏ2





						
							
							(8.38)

						
					

				
			

			Άρα, η γενική λύση σε κάθε περιοχή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1x=A1eik1x+A1′e-ik1x





						
							
							(8.39)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ2x=A2eik2x+A2′e-ik2x





						
							
							(8.40)

						
					

				
			

			Η κάθε μία από τις δύο λύσεις αποτελείται από ένα προσπίπτον από αριστερά και από ένα ανακλώμενο κύμα. Στην περιοχή ΙΙ, περιμένουμε από φυσική (οριακές συνθήκες), να υπάρχει μόνο διαδιδόμενο κύμα προς τα δεξιά, αφού δεν επιστρέφουν σωμάτια από το +∞. Άρα θέτουμε 

A2′=0

. Οι άλλες οριακές συνθήκες, που θέλουμε να επιβάλουμε στη γενική λύση, είναι η συνέχεια της κυματοσυνάρτησης και της παραγώγου της. Από τη συνέχεια της κυματοσυνάρτησης στο σημείο x=0, όπου αλλάζει μορφή το δυναμικό και η γενική λύση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ10=ϕ20⟹A1+A1′=A2





						
							
							(8.41)

						
					

				
			

			όπου κάναμε χρήση των σχέσεων (8.39) και (8.40), αφού θέσαμε 

A2′=0

. Για την παράγωγο της γενικής λύσης στην περιοχή Ι, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ϕ1x∂x=ik1A1eik1x-ik1A1′eik1x





						
							
							(8.42)

						
					

				
			

			ενώ στην περιοχή ΙΙ:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ϕ2x∂x=ik2A2eik2x.





						
							
							(8.43)

						
					

				
			

			Απαιτώντας συνέχεια της παραγώγου στο x=0, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ϕ10∂x=∂ϕ20∂x,





						
							
							(8.44)

						
					

				
			

			παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ik1A1-A1′=ik2A2.





						
							
							(8.45)

						
					

				
			

			Με χρήση της σχέσης (8.41) για να απαλείψουμε την Α2, η (8.45) γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1+A1′=A1-A1′k1/k2





						
							
							(8.46)

						
					

				
			

			που  οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1′A1=k1-k2k1+k2.





						
							
							(8.47)

						
					

				
			

			Θα δούμε ότι από τη σχέση (8.47) μπορεί να προκύψει ο λόγος του ανακλώμενου ρεύματος πιθανότητας προς το προσπίπτον ρεύμα. Για να βρούμε τον λόγο του διαδιδόμενου στην περιοχή ΙΙ ρεύματος προς το προσπίπτον, συνδυάζουμε τις σχέσεις (8.41) και (8.47) και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A11+k1-k2k1+k2=A2





						
							
							(8.48)

						
					

				
			

			 που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A2A1=2k1k1+k2.





						
							
							(8.49)

						
					

				
			

			Για το ρεύμα πιθανότητας στην περιοχή Ι έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J1x=ℏ2miA1*e-ik1x+A1′*eik1xik1A1eik1x-ik1A1′e-ik1x-A1eik1x+A1′e-ik1x-ik1A1*e-k1x+ik1A1′*eik1x=ℏk1mA12-A1′2





						
							
							(8.50)

						
					

				
			

			που αποτελείται από το προσπίπτον ρεύμα πιθανότητας (JI ανάλογο του 

Α12

) και από το ανακλώμενο ( JR ανάλογο του 

Α12

 και αντίθετο πρόσημο).  Για την περιοχή ΙΙ, έχουμε μόνο το διερχόμενο ρεύμα JT=J2 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

J2x=ℏ2miA2*e-ik2xik2eik1x-A2eik2x-ik2e-ik2x=ℏk2mA22.



						
							
							(8.51)

						
					

				
			

			Ο συντελεστής ανάκλασης R προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R=JRJI⟹R=A1′2ℏk1/mA12ℏk1/m=A1′A12





						
							
							(8.52)

						
					

				
			

			ενώ ο συντελεστής διέλευσης Τ είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=JTJI⟹T=A22ℏk2/mA12ℏk1/m=k2k1A2A12





						
							
							(8.53)

						
					

				
			

			Με χρήση τώρα των σχέσεων (8.47) και (8.49), παίρνουμε αντίστοιχα τους συντελεστές ανάκλασης και διέλευσης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R=k1-k22k1+k22





						
							
							(8.54)

						
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=k2k1 2k1k1+k22=4k1k2k1+k22.





						
							
							(8.55)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.7: Επαληθεύστε τη διατήρηση του ρεύματος πιθανότητας, δηλαδή ότι R+T=1. Εξηγήστε γιατί αυτή η σχέση εκφράζει τη διατήρηση της πιθανότητας.

			Άσκηση 8.8: Βρείτε τους συντελεστές ανάκλασης και διέλευσης, αν Ε<V0. Επαναλάβετε δηλαδή την προηγούμενη ανάλυση, χρησιμοποιώντας τη σχέση (8.36).

			8.3 Σκέδαση σε Φράγμα Δυναμικού (Ε>V0)

			Έστω δυναμικό της μορφής (σχήμα 8.7):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=0,             x<0V0,        0<x<l0,             l<x





						
							
							(8.56)

						
					

				
			

			Θα μελετήσουμε τη σκέδαση, θεωρώντας προσπίπτοντα σωμάτια από το 

x=-∞

 με Ε>V0.

			[image: ]

			Σχήμα 8.7: Το δυναμικό της σχέσης (8.56).

			Η λύση της εξίσωσης Schrodinger (8.30), στις τρεις περιοχές, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1x=A1eik1x+A1′e-ik1xϕ2x=A2eik2x+A2′e-ik2xϕ3x=A3eik1x+A3′e-ik1x





						
							
							(8.57)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



k1=2mEℏ2,          k2=2mE-V0ℏ2.





						
							
							(8.58)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι δεν έρχονται προσπίπτοντα σωμάτια από το x=+∞, θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A3′=0.





						
							
							(8.59)

						
					

				
			

			Με απαίτηση συνέχειας κυματοσυνάρτησης στη θέση x=l, παίρνουμε

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ2l=ϕ3l⟹A2eik2l+A2′e-ik2l=A3eik1l





						
							
							(8.60)

						
					

				
			

			Ενώ, από τη συνέχεια παραγώγου κυματοσυνάρτησης στη θέση x=l,  έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ik2A2eik2l-ik2A2′e-ik2l=ik1A3eik1l





						
							
							(8.61)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.60) και (8.61) προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A2=k2+k12k2eik1-k2lA3A2′=k2-k12k2eik1+k2lA3





						
							
							(8.62)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.9: Αποδείξτε τη σχέση (8.62).

			Με απαίτηση συνέχειας κυματοσυνάρτησης στη θέση x=0, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ10=ϕ20⟹A1+A1′=A2+A2′





						
							
							(8.63)

						
					

				
			

			Ενώ, από την συνέχεια παραγώγου κυματοσυνάρτησης στη θέση x=0, έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1′0=ϕ2′0⟹ik1A1-ik1A1′=ik2A2-ik2A2′





						
							
							(8.64)

						
					

				
			

			Με διαίρεση της (8.64) με ik1 και πρόσθεση κατά μέλη με την (8.63), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1=k1+k22k1A2+k1-k22k1A2′ 





						
							
							(8.65)

						
					

				
			

			Εκφράζουμε τώρα το Α1, συναρτήσει του Α3, για να βρούμε το ποσοστό του ρεύματος πιθανότητας, που περνάει μετά το φράγμα δυναμικού. Από τις σχέσεις (8.65) και (8.62), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1=k1+k224k1k2eik1-k2l+k1-k224k1k2eik1+k2lA3



 



=k1+k22-k1-k224k1k2cos⁡k2l-ik1+k22-k1-k224k1k2sin⁡k2leik1lA3



 



=cos⁡k2l- ik12+k222k1k2sin⁡(k2l)   eik1lA3.





						
							
							(8.66)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.10: Αποδείξτε τη σχέση (8.66).

			Εκφράζουμε τώρα το 

A1′,

 συναρτήσει του Α3, για να βρούμε το ποσοστό του ρεύματος πιθανότητας, που ανακλάται από το φράγμα. Από τις σχέσεις (8.63) και (8.64), παίρνουμε (με διαίρεση της (8.64) με ik1 και αφαίρεση  κατά μέλη):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1′=k1-k22k1A2+k1+k22k1A2′ 





						
							
							(8.67)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.67) και (8.62) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1′=k1+k2k1-k24k1k2eik1-k2l+k1+k2k1-k24k1k2eik1+k2lA3



 



=k12-k22-k22-k124k1k2cos⁡k2l+ik22-k12-k12-k224k1k2sin⁡k2l2A3



 



=ik22-k122k1k2sin(k2l)eik1lA3.





						
							
							(8.68)

						
					

				
			

			Μπορούμε, τώρα, να βρούμε τον συντελεστή ανάκλασης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R=JRJI⟹R=A1′2ℏk1/mA12ℏk1/m=A1′A12





						
							
							(8.69)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.66) και (8.68), προκύπτει ο συντελεστής ανάκλασης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R=k22-k122k1k2sin⁡k2l2cos2⁡k2l+k22+k122k1k2sin⁡k2l2=k22-k122sin2⁡(k2l)4k12k22+k12-k222sin2⁡(k2l).





						
							
							(8.70)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.11: Αποδείξτε τη σχέση (8.70).

			Αντίστοιχα, για τον συντελεστή διέλευσης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=JTJI⟹T=A32ℏk3/mA12ℏk1/m⟹T=A3A12





						
							
							(8.71)

						
					

				
			

			Και, επομένως, από τη σχέση (8.66), προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=A3A12=1cos2⁡k2l+k12-k222k1k22sin2⁡(k2l).





						
							
							(8.72)

						
					

				
			

			Παρατηρείστε ότι, όταν 

k2l = nπ

, τότε ο συντελεστής διέλευσης της ροής πιθανότητας μεγιστοποιείται και ο συντελεστής ανάκλασης μηδενίζεται (ελαχιστοποιείται). Τότε, έχουμε συντονισμό σκέδασης (Σχήμα 8.8):

			[image: ]Σχήμα 8.8: Ο συντονισμός σκέδασης επιτυγχάνεται για συγκεκριμένα πλάτη του φράγματος δυναμικού.

			Άσκηση 8.12: Δείξτε ότι, όπως και στην περίπτωση του βήματος δυναμικού, έτσι και στην περίπτωση του φράγματος δυναμικού, η πιθανότητα διατηρείται, δηλαδή R+T=1.

			8.4 Σκέδαση σε Φράγμα Δυναμικού (Ε<V0)

			Θεωρούμε τώρα, πάλι, το δυναμικό της σχέσης (8.56) (Σχήμα 8.7), αλλά τώρα παίρνουμε (Ε<V0). Στην περίπτωση αυτή, η λύση της εξίσωσης Schrodinger (8.30) στις τρεις περιοχές γράφεται (δείτε και σχέσεις (8.33), (8.36)):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1x=A1eik1x+A1′e-ik1xϕ2x=A2eρx+A2′e-ρxϕ3x=A3eik1x+A3′e-ik1x





						
							
							(8.73)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



k1=2mEℏ2,         ρ=2mV0-Eℏ2.





						
							
							(8.74)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι δεν έρχονται προσπίπτοντα σωμάτια από το x=+∞, θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A3′=0.





						
							
							(8.75)

						
					

				
			

			Με απαίτηση συνέχειας κυματοσυνάρτησης στη θέση x=l, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ2l=ϕ3l⟹A2eρl+A2′e-ρl=A3eik1l





						
							
							(8.76)

						
					

				
			

			Ενώ, από τη συνέχεια παραγώγου κυματοσυνάρτησης στη θέση x=l,  έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ2′l=ϕ3′l⟹A2ρeρl-ρA2′e-ρl=ik1A3eik1l





						
							
							(8.77)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.76) και (8.77), προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A2=ρ+ik12ρe(ik1-ρ)lA3





							



A2′=ρ-ik12ρe(ik1+ρ)lA3





						
							
							(8.78)

						
					

				
			

			Άσκηση 8.13: Αποδείξτε τη σχέση (8.78).

			Με απαίτηση συνέχειας κυματοσυνάρτησης στη θέση x=0, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ10=ϕ20⟹A1+A1′=A2+A2′





						
							
							(8.79)

						
					

				
			

			Ενώ, από τη συνέχεια παραγώγου κυματοσυνάρτησης στη θέση x=0, έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ1′0=ϕ2′0⟹ik1A1-ik1A1′=ρA2-ρA2′





						
							
							(8.80)

						
					

				
			

			Διαιρούμε την (8.80) με ik1 και προσθέτουμε κατά μέλη, με την (8.79) και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1=ik1+ρ2ik1A2+ik1-ρ2ik1A2′





						
							
							(8.81)

						
					

				
			

			Εκφράζουμε τώρα το Α1 συναρτήσει του Α3, για να βρούμε το ποσοστό του ρεύματος πιθανότητας, που περνάει μετά το φράγμα δυναμικού. Από τις σχέσεις (8.78) και (8.80) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1=ik1+ρ24ik1ρeik1-ρl-ik1-ρ24ik1ρeik1+ρlA3



 



=-ik12-ρ22k1ρsinh⁡ρl+cosh⁡(ρl)eik1lA3.





						
							
							(8.82)

						
					

				
			

			Τώρα, μπορούμε να βρούμε τον συντελεστή διέλευσης από τη σχέση (8.71):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=A3A12=1cosh2⁡ρl+k12-ρ22k1ρ2sinh2⁡(ρl)=11+k12+ρ22k1ρ2sinh2⁡(ρl)





						
							
							(8.83)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση της γνωστής ταυτότητας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cosh2⁡x-sinh2⁡x=1.





						
							
							(8.84)

						
					

				
			

			Εκφράζουμε τον συντελεστή διέλευσης, συναρτήσει της ενέργειας και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=4EV0-E4EV0-E+V02sinh⁡2mV0-Elℏ2.





						
							
							(8.85)

						
					

				
			

			Βλέπουμε, λοιπόν, ότι, σε αντίθεση με τα αναμενόμενα από την κλασική μηχανική, υπάρχει ρεύμα πιθανότητας, που ρέει πέρα από το φράγμα δυναμικού. Το φαινόμενο αυτό λέγεται φαινόμενο σήραγγας.

			8.5 Σκέδαση σε δυναμικό δ-συνάρτησης

			Έστω σωμάτιο με 

Ε>0

 σε δυναμικό 

V0δ(x-α)

. Θα μελετήσουμε τη σκέδαση σωματίων, που προσπίπτουν από: 

x=-∞

 . Η εξίσωση Schrodinger γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2ϕxdx2+V0δx-aϕx=Eϕx.





						
							
							(8.86)

						
					

				
			

			Με ολοκλήρωση γύρω από το x=α, παίρνουμε (δείτε και την σχέση (8.24)):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m∫a-εa+εd2ϕxdx2dx+V0∫a-εa+εδx-aϕx dx=E∫a-εa+εϕx dx





						
							
							(8.87)

						
					

				
			

			Από την (8.87), προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22mdϕxdxx=a+ε-dϕxdxx=a-ε+V0ϕa=E∫a-εa+εϕx dx





						
							
							(8.88)

						
					

				
			

			και εφόσον πάρουμε το όριο για 

ε→0,

 λαμβάνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22mlimx→a⏟x>a⁡dϕxdx-limx→a⏟x<a⁡dϕxdx+V0ϕa=0.





						
							
							(8.89)

						
					

				
			

			Άρα, η παράγωγος της κυματοσυνάρτησης είναι ασυνεχής, για x=a. Με δεύτερη ολοκλήρωση, προκύπτει η συνέχεια της κυματοσυνάρτησης για x=a:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A1eika+A1′e-ika=A2eika+A2′e-ika





						
							
							(8.90)

						
					

				
			

			όπου κάναμε χρήση της σχέσης (8.33), για τη μορφή της γενικής λύσης της εξίσωσης του Schrodinger στις δυο περιοχές: αριστερά (περιοχή 1) και δεξιά (περιοχή 2), από τη δ συνάρτηση στη θέση x=a. Εφαρμόζουμε την οριακή συνθήκη (8.89), για την ασυνέχεια της 1ης παραγώγου και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ22mA1ikeika-A1′ike-ika-A2ikeika+A2′ike-ika=-V0A1eika+A1′e-ika.





						
							
							(8.91)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.90) και (8.91) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



A2=1+mV0ikℏ2A1+mV0ikℏ2e-2ikaA1′A2′=-mV0ikℏ2e2ikaA1+1-mV0ikℏ2A1′





						
							
							(8.92)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι δεν υπάρχουν ανακλόμενα σωμάτια από το 

+∞,

 θα πρέπει να θέσουμε 

A2′=0

 . Μπορούμε, λοιπόν, εύκολα, να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (8.92), για να βρούμε τους λόγους 

A1′A1

 και 

A2A1

 , που οδηγούν εύκολα στους συντελεστές ανάκλασης R και διέλευσης Τ.

			Άσκηση 8.13: Χρησιμοποιήστε τις σχέσεις (8.92) καθώς και τη συνθήκη 

A2'=0

, για να βρείτε τους συντελεστές R και T και να δείξετε ότι R+T=1.

			8.6 Σύνοψη

			Οι δέσμιες κβαντικές καταστάσεις, για σωμάτιο σε πηγάδι δυναμικού, προκύπτουν από τη λύση της εξίσωσης Schrodinger σε κάθε περιοχή και χρήση των οριακών συνθηκών (συνέχεια κυματοσυνάρτησης και παραγώγου της). Σε πηγάδι δυναμικού με δυναμικό V≤0, υπάρχει πάντα, τουλάχιστον μια δέσμια κατάσταση.

			Κατά την κβαντική σκέδαση σωματίου σε βήμα δυναμικού, υπάρχει μη μηδενική πιθανότητα εύρεσης του σωματίου, στην κλασικά απαγορευμένη περιοχή.

			Κατά την κβαντική σκέδαση σωματίου σε φράγμα δυναμικού, υπάρχει μη μηδενική πιθανότητα διέλευσης του σωματίου, πέρα από το φράγμα, ακόμα και αν η ενέργειά του είναι μικρότερη από το ύψος του δυναμικού στο φράγμα (φαινόμενο σήραγγας).

			Όταν στο δυναμικό υπάρχει δ-συνάρτηση, οι οριακές συνθήκες περιλαμβάνουν ασυνέχεια της παραγώγου και συνέχεια της κυματοσυνάρτησης.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005)

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Βρείτε τις ιδιοτιμές και τις ιδιοκαταστάσεις για σωμάτιο σε δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=0,            -a2≤x≤a2∞,                       εκτός





						
							
							(8.93)

						
					

				
			

			Λύση

			Θα μελετήσουμε το δυναμικό πηγαδιού απείρου βάθους, αυτόνομα και όχι ως οριακή περίπτωση του πηγαδιού πεπερασμένου βάθους. Φυσικά, το φάσμα ιδιοτιμών δεν θα αλλάξει. Το πρόβλημα έχει μελετηθεί προηγουμένως ως οριακή περίπτωση, αλλά τώρα θα μελετηθεί αυτοδύναμα.

			Αφού το δυναμικό απειρίζεται πέρα από τα όρια, η πιθανότητα να βρούμε εκεί το σωμάτιο, θα είναι 0.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx>a2=0,        ψx<a2=0.





						
							
							(8.94)

						
					

				
			

			Άρα από τη συνέχεια της κυματοσυνάρτησης προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψa2=ψ-a2=0.





						
							
							(8.95)

						
					

				
			

			Για E>0 στην περιοχή μεταξύ των ορίων έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=Aeikx+A′e-ikx





						
							
							(8.96)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ2k2/2m=E.





						
							
							(8.97)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.97) και (8.99) έχουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
						
							
							



Aeika/2+A′e-ika/2=0⟹A′=-Aeika





						
							
							(8.98)

						
					

					
						
							
							



Ae-ika/2+A′eika/2=0





						
							
							(8.99)

						
					

				
			

			Με συνδυασμό των σχέσεων (8.100) και (8.101), προκύπτει ο περιορισμός για τις τιμές του k ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e-ika-eika=0





						
							
							(8.100)

						
					

				
			

			ή

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-2isin⁡ka=0,     ka=nπ.





						
							
							(8.101)

						
					

				
			

			Με χρήση της σχέσης (8.99), παίρνουμε τις ιδιοτιμές της ενέργειας ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=ℏ2kn22m=ℏ22mnπa2=π2ℏ2n22ma2.





						
							
							(8.102)

						
					

				
			

			Οι αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnx=Aeiknx-Aeiknae-iknx=Aeinπxa-einπa-xa



 



=Aeinπ2einπx/a-1/2-e-inπx/a-1/2=Csin⁡nπxa-12





						
							
							(8.103)

						
					

				
			

			όπου C είναι σταθερά κανονικοποίησης, που προκύπτει από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1C2=∫-a/2a/2sin2⁡nπxa-12dx.





						
							
							(8.104)

						
					

				
			

			Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος της σχέσης (8.104), ορίζουμε νέα μεταβλητή y:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



y=xa-12,      dy=dxa





						
							
							(8.105)

						
					

				
			

			και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1C2=a∫-10sin2⁡nπy dy=a2∫-101-cos⁡2πny dy=a2y-sin⁡2πny2πn-10





						
							
							(8.106)

						
					

				
			

			Άρα: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



C=2/a.





						
							
							(8.107)

						
					

				
			

			Η κανονικοποιημένη ιδιοκατάσταση της Hamiltonian, επομένως, έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnx=2asin⁡nπxa-12. 





						
							
							(8.108)

						
					

				
			

			Η παραπάνω ανάλυση, βασίστηκε στην υπόθεση ότι η ενέργεια είναι θετική (E>0). Θα εξετάσουμε τώρα, το ενδεχόμενο ύπαρξης ιδιοκαταστάσεων με αρνητική ενέργεια (Ε<0). Στην περίπτωση αυτή, θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ2ρ22m=-E.





						
							
							(8.109)

						
					

				
			

			Τότε, η γενική λύση της εξίσωσης Schrodinger (8.30), στην επιτρεπόμενη περιοχή (V=0), γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=Beρx+B′e-ρx.





						
							
							(8.110)

						
					

				
			

			Σε αυτήν την περίπτωση, οι οριακές συνθήκες (8.97) γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Beρa/2+B′e-ρa/2=0⟹B′=-Beρa⟹Be-ρa/2+B′eρa/2=0.





						
							
							(8.111)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση 1ης, στην 2η από τις παραπάνω σχέσεις, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1-e2ρa=0⟹2ρa=0.





						
							
							(8.112)

						
					

				
			

			Η σχέση αυτή οδηγεί σε Ε=0, που δεν είναι συμβατή με την υπόθεσή μας ότι Ε<0. Άρα, δεν υπάρχει αποδεκτή λύση για την ενέργεια αν Ε<0. 

			Τέλος, θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου Ε=0. Στην περίπτωση αυτή, η εξίσωση Schrodinger παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m∂2ψx∂x2=0





						
							
							(8.113)

						
					

				
			

			με γενική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx=Cx+C′.





						
							
							(8.114)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή, οι οριακές συνθήκες (8.95) παίρνουν τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ca2+C′=0,      -Ca2+C′=0





						
							
							(8.115)

						
					

				
			

			με λύση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



C=C′=0.





						
							
							(8.116)

						
					

				
			

			Επομένως, δεν υπάρχει αποδεκτή λύση κυματοσυνάρτησης για Ε=0.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Έστω σωμάτιο μάζας m σε δυναμικό τριών διαστάσεων της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



V~x,y,z=Vx+Uy+Wz.





						
							
							(8.117)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιήστε τη μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών, για να μετατρέψετε το πρόβλημα σε τρία μονοδιάστατα προβλήματα. Μετά, βρείτε την ενέργεια του τρισδιάστατου συστήματος.

			Λύση

			Η εξίσωση του Schrodinger σε τρεις διαστάσεις γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m ∇2Ψr+Vx+Uy+WzΨr=EΨr.





						
							
							(8.118)

						
					

				
			

			Λόγω της μορφής του δυναμικού και του διαφορικού τελεστή, μπορούμε να εφαρμόσουμε τη μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών και να θεωρήσουμε δοκιμαστική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψr=ϕxχyψz.





						
							
							(8.119)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (8.118) και (8.119) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2ϕxdx2χyψz+ϕxd2χydy2ψz+ϕxχyd2ψzdz2



 



+Vx+U(y+Wz]ϕxχyψz=Eϕxχyψz.





						
							
							(8.120)

						
					

				
			

			Με διαίρεση και των δύο μερών, με την κυματοσυνάρτηση Ψ και ανακατάταξη των όρων, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m1ϕxd2ϕxdx2+Vx



 



=E-Uy+Wz-ℏ22m1χyd2χydy2+1ψzd2ψzdz2





						
							
							(8.121)

						
					

				
			

			Παρατηρούμε ότι το δεξιό μέρος της (8.121), είναι συνάρτηση μόνο της ανεξάρτητης μεταβλητής x, ενώ το δεξιό μέρος είναι συνάρτηση των άλλων δύο ανεξάρτητων μεταβλητών. Για να ισχύει η ισότητα για κάθε τιμή των ανεξάρτητων μεταβλητών, θα πρέπει κάθε μέρος της ισότητας να ισούται με μια σταθερά (έστω Ex).

			Επομένως, θα πρέπει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2ϕxdx2+Vxϕx=Exϕx





						
							
							(8.122)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m1χyd2χydy2+Uy=E-Ex-Wz-ℏ22m1ψzd2ψzdz2





						
							
							(8.123)

						
					

				
			

			Παρατηρούμε και πάλι ότι το δεξιό μέρος της (8.123) είναι συνάρτηση μόνο της ανεξάρτητης μεταβλητής y, ενώ το δεξιό μέρος είναι συνάρτηση της ανεξάρτητης μεταβλητής z. Για να ισχύει η ισότητα, για κάθε τιμή των ανεξάρτητων μεταβλητών, θα πρέπει κάθε μέρος της ισότητας να ισούται με μια σταθερά (έστω Ey). Επομένως, θα πρέπει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2χydy2+Uyχy=Eyχ(y)





						
							
							(8.124)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2ψzdz2+Wzψz=Ezψ(z)





						
							
							(8.125)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ez=E-Ex-Ey





						
							
							(8.126)

						
					

				
			

			Επομένως, έχουμε δείξει ότι η επίλυση του αρχικού προβλήματος σε τρεις διαστάσεις, είναι ισοδύναμη με τη λύση τριών μονοδιάστατων προβλημάτων ιδιοτιμών. Αφού λυθούν τα τρία αυτά προβλήματα, η ιδιοτιμή Ε, της ενέργειας του τρισδιάστατου προβλήματος, προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=Ex+Ey+Ez.





						
							
							(8.127)

						
					

				
			

			Ασκήσεις Πολλαπλής Επιλογής

			Άσκηση 1

			Σωμάτιο προσπίπτει από αριστερά στο παρακάτω φράγμα δυναμικού. 

			[image: ]

			Ποιά από τις παρακάτω είναι η σωστή μορφή του πραγματικού μέρους της κυματοσυνάρτησης του;


			a. [image: ]

			b. [image: ]

			c. [image: ]

			d. [image: ]

			Ορθή απάντηση: a.

			Επεξήγηση:

			Προσέξτε ότι το μήκος κύματος της κυματοσυνάρτησης, εξαρτάται από τη διαφορά της ενέργειας από το δυναμικό

			Άσκηση 2

			Τέσσερα όμοια σωμάτια, με διαφορετικές ενέργειες, προσπίπτουν στο παρακάτω φράγμα δυναμικού.

			[image: ]

			Ποιά από τις παρακάτω κυματοσυναρτήσεις (πραγματικά μέρη) αντιστοιχεί στον μεγαλύτερο συντελεστή ανάκλασης;

			a. [image: ]

			b. [image: ]

			c. [image: ]

			d. [image: ]

			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			Το πλάτος της διερχόμενης κυματοσυνάρτησης είναι σημαντικά μικρότερο στην περίπτωση d. Επομένως, ο συντελεστής διέλευσης είναι μικρότερος και μεγιστοποιείται ο συντελεστής ανάκλασης.

			Άσκηση 3

			Σε ποιό από τα παρακάτω συστήματα αντιστοιχεί η κυματοσυνάρτηση (φανταστικό μέρος), που έχει τον μικρότερο συντελεστή διάδοσης;

			[image: ]

			(η μπλέ γραμμή συμβολίζει την ενέργεια του προσπίπτοντος από αριστερά σωματίου και το μόνο που αλλάζει σε κάθε σύστημα είναι η ενέργεια του σωματίου):

			a. [image: ]

			b. [image: ]

			c. [image: ]

			d. [image: ]

			Ορθή απάντηση: b.

			Επεξήγηση:

			Το σωμάτιο με τη μικρότερη ενέργεια έχει το μικρότερο πλάτος διαδιδόμενης κυματοσυνάρτησης.

			Άσκηση 4

			Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται το αρχικό στιγμιότυπο (πραγματικό μέρος κυματοσυνάρτησης στο μεσαίο πλαίσιο και πυκνότητα πιθανότητας στο κάτω πλαίσιο) ενός κυματοπακέτου, που προσπίπτει σε φράγμα δυναμικού από αριστερά. Ποιό από τα παρακάτω, τελικά στιγμιότυπα της σκέδασης, αντιστοιχεί στο ψηλότερο φράγμα δυναμικού;

			a.[image: ] 


			b.[image: ]


			c.[image: ]


			d. [image: ]

			Ορθή απάντηση: d.

			Επεξήγηση:

			Η πυκνότητα πιθανότητας του ανακλώμενου κυματοπακέτου είναι μεγαλύτερη στην περίπτωση d. Άρα, τότε μεγιστοποιείται και ο συντελεστής ανάκλασης και κατ’ επέκταση και το ύψος του φράγματος δυναμικού.

			Άσκηση 5

			Σωμάτιο βρίσκεται σε πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους 

V=0,       0≤x≤L∞,              x>L

, όπου οι κανονικοποιημένες κυματοσυναρτήσεις είναι:

			

ϕn=2Lsin⁡nπxL

 

			Οι αντίστοιχες ενέργειες είναι:

			a. 

En=ℏ2n2π2mL2



			b. 

Εn=ℏ2n2π22mL2



			c. 

En=ℏ2n2πmL2



			d. 

En=ℏn2π2mL2



			Ορθή απάντηση: b.

			Επεξήγηση: 

			Αντικαθιστούμε τις ιδιοκαταστάσεις στην εξίσωση Schrodinger και έχουμε:

			



H^ϕnx=Enϕn(x)





			



-ℏ22m∂2∂x22Lsin⁡nπxL=En2Lsin⁡nπxL⟹ℏ2n2π22mL22Lsin⁡nπxL=



 



=En2Lsin⁡nπxL⟹En=ℏ2n2π22mL2





			Άσκηση 6

			Σωμάτιο βρίσκεται σε πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους 

V=0,       0≤x≤L∞,              x>L

, όπου οι κανονικοποιημένες κυματοσυναρτήσεις είναι:

			 

ϕn=2Lsin⁡nπxL

 

			Την 

t=0,

 το σωμάτιο βρίσκεται στην κατάσταση 

ψ=1/2(ϕ1+ϕ2)

 . Την τυχούσα χρονική στιγμή 

t>0,

 το σωμάτιο:

			a. Έχει μεταπέσει στην κατάσταση χαμηλότερης ενέργειας και έχει κατανομή πιθανότητας 

Px,t=ϕ12

;

			b. Έχει κατανομή πιθανότητας 

 Px,t=ψ2

;

			c. Έχει κατανομή πιθανότητας 

 Px,t=12ϕ12+12ϕ22

;

			d. Έχει κατανομή πιθανότητας που ταλαντώνεται μεταξύ των   

Px,t=ϕ12   και   Px,t=ϕ22

;

			Ορθή απάντηση:  d.

			Επεξήγηση: 

			 

ψx,t=12(e-iω1tϕ1x+e-iω2tϕ2x)

 και επομένως 

Px,t=ψ*x,tψx,t=12ϕ12x+12ϕ22x+ϕ1xϕ2xcos⁡ω2-ω1t

.

			Άσκηση 7

			Σωμάτιο βρίσκεται σε πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους 

V=0,       0≤x≤L∞,              x>L

, όπου οι κανονικοποιημένες κυματοσυναρτήσεις είναι:

			

ϕn=2Lsin⁡nπxL

 ,

			με αντίστοιχες ενέργειες  

En=ℏ2n2π22mL2

.

			Κάποια χρονική στιγμή, το σωμάτιο βρίσκεται στην κατάσταση:

			



ψx=A2sin⁡πxL+22sin⁡2πxL+22sin⁡4πxL,    0≤x≤L,





			όπου 

A=13L

 . Τα πιθανά αποτελέσματα μια μέτρησης της ενέργειας μια οποιαδήποτε χρονική στιγμή είναι:

			a. 

PE1=29,  PE1=39,  PE1=49

 ;

			b. 

PE1=19,  PE1=49,  PE1=49

 ;

			c. 

PE1=28,  PE1=38,  PE1=48

 ;

			d. 

PE1=48,  PE1=28,  PE1=28

 ;

			Ορθή απάντηση:  b.

			Επεξήγηση: 

			Εύκολα φαίνεται ότι:  

ψx=13ϕ1x+23ϕ2x+23ϕ4(x)

 . Επομένως,   

PE1=19,  PE1=49,  PE1=49.



			Άσκηση 8

			Σωμάτιο βρίσκεται σε πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους 

 V=0,       0≤x≤L∞,              x>L

, όπου οι κανονικοποιημένες κυματοσυναρτήσεις είναι:

			

ϕn=2Lsin⁡nπxL

 , με αντίστοιχες ενέργειες 

En=ℏ2n2π22mL2

. Κάποια χρονική στιγμή, το σωμάτιο βρίσκεται στην κατάσταση:

			



ψx=A2sin⁡πxL+22sin⁡2πxL+22sin⁡4πxL,    (0≤x≤L)





			όπου 

 A=13L

 . Η μέση τιμή της ενέργειας του σωματίου 

H^

 είναι :

			a. 

H^=7ℏ2π2mL2

 ;

			b. 

H^=9ℏ2π2mL2

 ;

			c. 

H^=9ℏ2π22mL2

 ;

			d. 

H^=7ℏ2π^2 2mL2

 ;

			Ορθή απάντηση: c.

			Επεξήγηση: 

			Εύκολα φαίνεται ότι: 

ψx=13ϕ1x+23ϕ2x+23ϕ4(x)

. Επομένως, 

H^ψx=13E1ϕ1x+23E2ϕ2x+23E4ϕ4(x)

 και  

ψH^ψ=19E1+49E2+49E4=92 ℏ2π2mL2.



			Άσκηση 9

			Σωμάτιο σε άπειρο πηγάδι δυναμικού περιγράφεται από την κυματοσυνάρτηση: 

			



ψx=A1-cos⁡2πxL,             0≤x≤L0,                               x<0  και  x>L





			Η σταθερά κανονικοποίησης A ίση:

			a. μόνο με 

A=23L



			b. μόνο με 

A=1-i3L



			c. με 

A=1+i3L



			d. με 

A=23L  

 ή με 

Α=1-i3L



			Ορθή απάντηση:  d.

			Επεξήγηση:

			



∫0Lψx2 dx=A2∫0L1-cos2⁡2πxL2dx=…=32LA2⟹A=23L.





			Αλλά η φάση είναι αυθαίρετη. Οπότε, ισχύει το d που επιτρέπει και το a. και το b.

			Άσκηση 10

			Σωμάτιο μάζας m κινείται σε μονοδιάστατο πηγάδι δυναμικού:

			



V=-V0,      x<a0,           |x|≥a





			όπου υπάρχουν δέσμιες ιδιοκαταστάσεις, με ενέργειες 

-V0<E<0,

 που μπορούν να γραφούν ως:

			



E=-ℏ2κ22m





			Αν ορίσουμε την q από τη σχέση  

ℏ2κ2+q2=2mV0,

 τότε η σταθερά κ για περιττές ιδιοκαταστάσεις ικανοποιεί τη σχέση:

			a. 

qacot⁡qa=-κa



			b. 

qatan⁡qa=-κa



			c. 

qacot⁡qa=κa



			d. 

qatan⁡qa=κa



			Ορθή απάντηση: a.

			Επεξήγηση:

			Οι γενικές περιττές δέσμιες λύσεις της εξίσωσης Schrodinger, είναι:

			



ψ1x=Aeκx,                    x≤-aψ2x=Bsin⁡(qx),      -a<x<aψ3x=-Ae-κx,              x≥a





			όπου:

			

 -ℏ2κ22m=E

 και   

ℏ2q22m=E+V0⟹ℏ2κ2+q2=2mV0



			Από τις συνθήκες συνέχειας:

			



Ae-κa=-Bsin⁡(qa)κAe-κa=qBcos⁡(qa)⟹κ=-qcot⁡(qa)





			Άσκηση 11

			Ελεύθερο σωμάτιο κινείται στην περιοχή πεπερασμένου πηγαδιού, δυναμικού μήκους L, σύμφωνα με την κυματοσυνάρτηση:

			



ψ1x=Aeikx+Be-ikx,        x<0 ψ2x=Ceik1x+De-ik1x,      0≤x≤L      ψ3x=Feikx,                           x>L





			O συντελεστής διέλευσης 

T

 (η πιθανότητα να περάσει το σωμάτιο στο 

+∞

) είναι:

			a. 

T=FB2



			b. 

T=FA2



			c. 

T=CA2



			d. 

T=FB2



			Ορθή απάντηση:  b.

			Επεξήγηση:

			Η απάντηση προκύπτει με τετραγωνισμό των πλατών των αντίστοιχων κυματοσυναρτήσεων: Προσπίπτουσα: 

Aeikx

 , Διερχόμενη: 

Feikx



			Άλυτες Ασκήσεις

			Άσκηση 1

			Θεωρείστε σωμάτιο σε δυναμικό απείρου βάθους, με αρχική κυματοσυνάρτηση γραμμικό συνδυασμό της θεμελιώδους και της 1ης διεγερμένης ιδιοσυνάρτησης της Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx,0=αψ1x+βψ2(x)





						
							
							(8.128)

						
					

				
			

			Βρείτε τη χρονικά εξελιγμένη κυματοσυνάρτηση ψ(x,t) και την αντίστοιχη αναμενόμενη τιμή της θέσης 

xt

, τη χρονική στιγμή t.

			Άσκηση 2

			Θεωρείστε σωμάτιο σε δυναμικό απείρου βάθους, της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=V0 ,             0≤x≤a∞,                       εκτός





						
							
							(8.129)

						
					

				
			

			Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές της Hamiltonian.

			Απ:      

En=π2ℏ2n22ma2+V0,    n=1,2,3,…



			Άσκηση 3

			Λύστε πρόβλημα με το σκαλοπάτι δυναμικού, όταν Ε<V0. Βρείτε την πιθανότητα εύρεσης του σωματίου στην κλασικά απαγορευμένη περιοχή.
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			Κεφάλαιο 9: Συστήματα Πολλών σωματίων

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό, είναι τα εξής (Βαγιονάκης, 1996· Μοδινός, 1994· Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· Gasiorowicz, 2003· Peleg et al, 2010):

			Θα ξεκινήσουμε με βασικές γενικεύσεις, που αφορούν την κυματοσυνάρτηση και την ενέργεια συστήματος πολλών σωματίων Μετά, θα μελετήσουμε μη αλληλεπιδρώντα σωμάτια, με τη μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών. Θα μελετήσουμε, στη συνέχεια, ένα σύστημα δύο αλληλεπιδρώντων σωματίων και θα δούμε πώς ανάγεται το σύστημα σε μονοσωματιδιακή περιγραφή, όταν το δυναμικό εξαρτάται μόνο από την απόσταση μεταξύ των σωματίων, επιλέγοντας το σύστημα αναφοράς κέντρου μάζας των δύο σωματίων. Κατόπιν θα μελετήσουμε συστήματα, που αποτελούνται από ταυτοτικά (ίδια) σωμάτια και θα δούμε τα χαρακτηριστικά της κυματοσυνάρτησης ενός συστήματος ταυτόσημων σωματίων. Τα σωμάτια αυτά χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: Μποζόνια και Φερμιόνια. Η κυματοσυνάρτηση φερμιονίων αλλάζει πρόσημο, όταν εναλλάξουμε τις συντεταγμένες δυο φερμιονίων (είναι αντισυμμετρική), ενώ η κυματοσυνάρτηση μποζονίων δεν αλλάζει πρόσημο (είναι συμμετρική κάτω από εναλλαγή μποζονίων). Αποτέλεσμα της αντισυμμετρίας της κυματοσυνάρτησης φερμιονίων, είναι η απαγορευτική αρχή του Pauli, σύμφωνα με την οποία, η κυματοσυνάρτηση δύο φερμιονίων, που βρίσκονται στην ίδια κβαντική κατάσταση, είναι ίση με το μηδέν. Τέλος, θα μελετήσουμε τη μέση απόσταση ταυτόσημων σωματίων, μποζονίων και φερμιονίων και θα δούμε ότι αυτή αυξάνεται, όταν τα μποζόνια σε ένα σύστημα αντικατασταθούν με φερμιόνια. 

			9. Συστήματα Πολλών σωματίων

			9.1 Μη Αλληλεπηδρώντα Διακρίσιμα Σωμάτια

			Η κανονικοποίηση κυματοσυνάρτησης για ένα σωμάτιο έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞∞ψx,t2dx=1





						
							
							(9.1)

						
					

				
			

			ενώ για Ν σωμάτια γενικεύεται (σε μια διάσταση):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫ψx1,x2,…,xN,t2dx1dx2…dxN=1





						
							
							(9.2)

						
					

				
			

			Ο τελεστής ορμής σωματίου i έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pi=-iℏ∂∂xi





						
							
							(9.3)

						
					

				
			

			και η δράση του σε xi ανεξάρτητες μεταβλητές έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂xi∂xj=δij→xi,xj=0pi,pj=0xi,pj=iℏδij





						
							
							(9.4)

						
					

				
			

			όπου φαίνονται και οι αντίστοιχοι μεταθέτες. 

			Ισχύει η εξίσωση Schrodinger:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hx1,x2,…,xΝ,tψx1,x2,…,xΝ,t→iℏ∂ψ∂t=Hψ





						
							
							(9.5)

						
					

				
			

			Για ιδιοκαταστάσεις της H, έχουμε τη γνωστή χρονική εξέλιξη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



HψE=EψE





							



ψx1,x2…xN,t=ψEx1,x2…,xNe-iEt/ℏ





						
							
							(9.6)

						
					

				
			

			Η Hamiltonian, στη γενική περίπτωση, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hx1,x2,…,xN,t=∑i=1,NPi22mi+Vx1,x2,…,xN,t





						
							
							(9.7)

						
					

				
			

			Για ανεξάρτητα (μη αλληλεπιδρώντα) σωμάτια, το δυναμικό γράφεται ως άθροισμα μονοσωματιδιακών δυναμικών και, επομένως, το ίδιο ισχύει για τη Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 Vx1,x2,…,xN,t=∑i=1,NVi(xi,t)Hx1,X2,…,xN,t=∑i=1,NHi(xi,t)Hi=Pi22mi+Vxi,t





						
							
							(9.8)

						
					

				
			

			Με εφαρμογή της μεθόδου χωριζομένων μεταβλητών, θεωρούμε τη δοκιμαστική λύση ως γινόμενο μονοσωματιδιακών κυματοσυναρτήσεων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx1,x2,…xN,t=ψ1x1,tψ2x2,t…ψNxN,t





						
							
							(9.9)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της (9.9) στην (9.6), χρήση της (9.8) και διαίρεση των δύο μερών της εξίσωσης Schrodinger με την ολική κυματοσυνάρτηση, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∑i=1,N1ψi∂ψi∂t=∑i=1,N1ψiHiψi





						
							
							(9.10)

						
					

				
			

			που οδηγεί στο σύστημα μονοσωματιδιακών χρονοεξαρτώμενων εξισώσεων Schrodinger:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψi∂t=Hiψi





						
							
							(9.11)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (9.11), εφαρμόζοντας τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών.

			Υποθέτοντας ότι το δυναμικό είναι χρονοανεξάρτητο, έχουμε τις χρονοανεξάρτητες εξισώσεις Scrodinger:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx,t≡Vx→HiψEi=EiψEi





						
							
							(9.12)

						
					

				
			

			Και, επομένως, η λύση του συστήματος (9.11) οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ψx1,x2…xn,t=ψEx1,x2…,xNe-iEt/ℏ





						
							
							(9.13)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 E=∑i=1,NEi





						
							
							(9.14)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τη σχέση (9.14) χρησιμοποιώντας τη σχέση (9.10) και τις σχέσεις (9.5), (9.6).

			9.2 Συστήματα δύο αλληλεπιδρώντων σωματίων

			Θεωρούμε τη Hamiltonian δύο σωματίων, που αλληλεπιδρούν με δυναμικό που εξαρτάται μόνο από την απόστασή τους:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 Hx1,x2=ℏ22m1∂2∂x12-ℏ22m2∂2∂x22+Vx1-x2





						
							
							(9.15)

						
					

				
			

			Θεωρούμε αλλαγή μεταβλητών, από τις οποίες η μία είναι η θέση του κέντρου μάζας των σωματίων και η άλλη η απόσταση μεταξύ των σωματίων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x′=x1-x2





							



X=m1x1+m2x2m1+m2





						
							
							(9.16)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (9.15) και (9.16) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ∂∂x1=m1m1+m2∂∂X+∂∂x,





							



∂∂x2=m2m1+m2∂∂X+∂∂x,





						
							
							(9.17)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε έκφραση της Hamiltonian στις νέες συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 Hx′,X=-ℏ22M∂2∂Χ2-ℏ22µ∂2∂x′2+Vx′





						
							
							(9.18)

						
					

				
			

			όπου ορίζουμε την ολική μάζα Μ και την ανηγμένη μάζα μ ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Μ=m1+m2





							

μ=m1m2m1+m2



						
							
							(9.19)

						
					

				
			

			Ο τελεστής ολικής ορμής του συστήματος απλοποιείται στο νέο σύστημα μεταβλητών Χ, x ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 P=-iℏ∂∂x1+∂∂x2=-iℏ∂∂X





						
							
							(9.20)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Αποδείξτε τη σχέση (9.20) χρησιμοποιώντας τη σχέση (9.17).

			Παρατηρούμε ότι στο νέο σύστημα συντεταγμένων Χ, x’, το δυναμικό έξαρτάται μόνο από μία συντεταγμένη (x’) και, επομένως, μπορεί να εφαρμοστεί η μέθοδος χωριζομένων μεταβλητών. Θεωρούμε λοιπόν δοκιμαστική λύση, της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx1,x2,t=ψx,x′,t,ψΧX,t





						
							
							(9.21)

						
					

				
			

			και με αντικατάσταση στη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger (9.5), παίρνουμε το σύστημα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψx′∂t=-ℏ22µ∂2ψx′∂x′2+Vx′ψx,





						
							
							(9.22)

						
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 iℏ∂ψX∂t=-ℏ22M∂2ψX∂X2





						
							
							(9.23)

						
					

				
			

			Η (9.23) λύνεται εύκολα, με τη μέθοδο των χωριζομένων μεταβλητών και χρησιμοποιώντας τη σχέση 

E′=P′2/2M

 παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ψxX,t=ψ0eiP′X/ℏ-E′t/ℏ





						
							
							(9.24)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε τη σχέση (9.24).

			Από τις σχέσεις (9.20) και (9.24), προκύπτει ότι η ολική ορμή του συστήματος είναι 

P'

, η οποία και διατηρείται, αφού ο τελεστής ολικής ορμής μετατίθεται με τη Hamitonian (δείτε τις σχέσεις [9.18) και (9.20)].

			Στο σύστημα κέντρου μάζας, έχουμε εξ ορισμού 

P'=0

 και επομένως 

E′=0

 και η κυματοσυνάρτηση κέντρου μάζας είναι τετριμμένη. Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψΧ=ψ0





							



ψx1,x2,t=ψx′x′,tψ0≡ψx1-x2,t





						
							
							(9.25)

						
					

				
			

			Στο σύστημα αυτό, η ολική κυματοσυνάρτηση εξαρτάται μόνο από τη μεταβλητή x’ και ικανοποιεί την εξίσωση Schrodinger:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx1,x2,t=ψx′x′,tψ0≡ψx1-x2,t





						
							
							(9.26)

						
					

				
			

			Άρα, στο σύστημα κέντρου μάζας, το σύστημα ανάγεται σε πρόβλημα ενός σωματίου.

			9.3 Ταυτοτικά (ίδια) σωμάτια

			Στην κλασική μηχανική, δύο ίδια σωμάτια (π.χ. δύο ηλεκτρόνια) μπορούν να διακριθούν, με απλή παρατήρηση των τροχιών τους. Στην κβαντική μηχανική, όμως, λόγω της αρχής της αβεβαιότητας, η έννοια της τροχιάς δεν έχει φυσική σημασία. Φυσική σημασία έχει μόνο η μέτρηση ενός σωματίου (π.χ. ηλεκτρονίου), σε μια δεδομένη θέση, σε μια δεδομένη στιγμή, με δεδομένη πιθανότητα, που δίνεται από την κυματοσυνάρτηση. Το ερώτημα, επομένως, που τίθεται είναι: «ποιές ιδιότητες έχει η κυματοσυνάρτηση ενός συστήματος δύο (ή περισσότερων) σωματίων, που έχουν τις ίδιες ιδιότητες (φορτίο κλπ.) και άρα είναι ίδια (ταυτοτικά);»

			Για να απαντήσουμε στο ερώτημα αυτό, βασιζόμαστε στο γεγονός ότι οι κβαντικές μετρήσεις δεν μπορούν να διακρίνουν μεταξύ ταυτοτικών σωματίων. Άρα, η πυκνότητα πιθανότητας παραμένει αμετάβλητη, αν εναλλάξουμε στην κυματοσυνάρτηση τις συντεταγμένες των δύο ταυτοτικών σωματίων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx1,x2,t2=ψx2,x1,t2





						
							
							(9.27)

						
					

				
			

			Επομένως, οι δύο κυματοσυναρτήσεις στη σχέση (9.27), μπορεί να διαφέρουν, το πολύ, κατά μια φάση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ψx1,x2,t=eiφψx2,x1,t





						
							
							(9.28)

						
					

				
			

			Για να δούμε ποιές τιμές μπορεί να πάρει αυτός ο παράγοντας φάσης, θεωρούμε δύο διαδοχικές εναλλαγές των σωματίων στη συνολική κυματοσυνάρτηση, που μας επαναφέρουν στην αρχική συνολική κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx1,x2,t=eiφψx2,x1,t





							



ψx2,x1,t=eiφψx1,x2,t





						
							
							(9.29)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (9.29) προκύπτει άμεσα ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e2iφ=1=ei2kπ





						
							
							(9.30)

						
					

				
			

			Και, επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2iφ=i2kπ





							



φ=kπ,   k=0,1,2





						
							
							(9.31)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ψx2,x1,t=ψx1,x2,t  για k άρτιο 

 ή

							   

ψx2,x1,t=-ψx1,x2,t  για k περιττό



						
							
							(9.32)

						
					

				
			

			Δηλαδή, η κυματοσυνάρτηση είναι είτε συμμετρική είτε αντισυμμετρική, ως προς την εναλλαγή των σωματίων του συστήματος. Σωμάτια της πρώτης κατηγορίας (συμμετρικής κυματοσυνάρτησης) λέγονται «μποζόνια» και αποδεικνύεται ότι πρέπει να έχουν ακέραιο spin ενώ της δεύτερης (αντισυμμετρικής κυματοσυνάρτησης) «φερμιόνια» και έχουν ημιακέραιο spin.

			Από δύο μονοσωματιδιακές κανονικοποιημένες ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian, με ενέργειες Εα, Εb, μπορούμε να κατασκευάσουμε μια συνολική κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση συστήματος δύο μη αλληλεπιδρώντων μποζονίων, η οποία να είναι συμμετρική ως προς εναλλαγή σωματίων (μποζόνια): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ψEbosonx1,x2=12ψx1,Eaψx2,Eb+ψx2,Eaψx1,Eb





						
							
							(9.33)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, για σύστημα δύο, μη αλλήλεπιδρώντων φερμιονίων, παίρνουμε με αντισυμμετροποίηση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ψEfermionx1,x2=12ψx1,Eaψx2,Eb-ψx2,Eaψx1,Eb





						
							
							(9.34)

						
					

				
			

			Άσκηση 5: Δείξτε ότι η κυματοσυνάρτηση (9.33) ικανοποιεί τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger, για Hamiltonian συστήματος δύο, μη αλληπειδρώντων σωματίων και ότι είναι συμμετρική ως προς την εναλλαγή τους (σχέση 32a). Δείξτε ακόμα ότι είναι κανονικοποιημένη, αν είναι κανονικοποιημένες οι μονοσωματιδιακές κυματοσυναρτήσεις που την αποτελούν.

			Από τη σχέση (9.34), προκύπτει ότι η κυματοσυνάρτηση συστήματος δύο φερμιονίων, που βρίσκονται στην ίδια μονοσωματιδιακή κατάσταση (Εα= Εb ), ισούται με το μηδέν. Αυτό εκφράζει την απαγορευτική αρχή του Pauli, σύμφωνα με την οποία, δεν είναι δυνατόν να συνυπάρχουν δύο φερμιόνια στην ίδια κβαντική κατάσταση. 

			9.4 Διακρίσιμα Σωμάτια

			Μετρήσεις διακρίνουν μεταξύ διακρίσιμων (διαφορετικών) σωματίων. Άρα, δεν ισχύει ο περιορισμός της σχέσης (9.27). Στην περίπτωση αυτή, εφόσον τα σωμάτια είναι μη αλληλεπιδρώντα, η ολική κυματοσυνάρτηση εκφράζεται απλά ως το γινόμενο μονοσωματιδιακών κυματοσυναρτήσεων (χωρισμός μεταβλητών σε εξίσωση Schrodinger), χωρίς να χρειάζεται να επιβάλουμε συμμετρία ή αντισυμμετρία. Έχουμε δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ψEδιακρx1,x2=ψx1,Eaψx2,Eb





						
							
							(9.35)

						
					

				
			

			Η μέση τετραγωνική απόσταση μεταξύ δύο διακρίσιμων σωματίων (πχ ένα πρωτόνιο και ένα ηλεκτρόνιο) προκύπτει εύκολα ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x1-x22διακρ=x2a+x2b-2xaxb





						
							
							(9.36)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xna,b=∫-∞∞ψ*x,Eα,bxnψx,Eα,bdx





						
							
							(9.37)

						
					

				
			

			και το ολοκλήρωμα, που αντιστοιχεί στο αριστερό μέρος της (9.36), είναι στις δυο μεταβλητές x1 και x2 με κυματοσυνάρτηση την (9.35).

			Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (9.36), χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (9.37) και (9.35). 

			Για σύστημα μη αλληλεπιδρώντων ταυτοτικών μποζονίων, η μέση τετραγωνική απόσταση παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x1-x22boson=x1-x22διακρ-2xαb2





						
							
							(9.38)

						
					

				
			

			Δηλαδή, η μέση απόσταση των σωματίων είναι μικρότερη από ότι αν ήταν διακρίσιμα μη αλληλεπιδρώντα σωμάτια.

			Άσκηση 7: Αποδείξτε τη σχέση (9.38) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (9.37) και (9.33).

			Όμοια, για φερμιόνια, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 x1-x22fermion=x1-x22διακρ+2xab2





						
							
							(9.39)

						
					

				
			

			και επομένως, η μέση απόσταση φερμιονίων είναι μεγαλύτερη από την αντίστοιχη μέση απόσταση μη αλληλεπιδρώντων διακρίσιμων σωματίων.

			 Άσκηση 8: Αποδείξτε τη σχέση (9.39) χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (9.37) και (9.34).

			9.4 Συστήματα Ν ταυτοτικών σωματίων

			Η κυματοσυνάρτηση συστήματος Ν μη αλληλεπιδρώντων φερμιονίων θα πρέπει να είναι αντισυμμετρική, ως προς εναλλαγή οποιουδήποτε ζεύγους από αυτά και να μηδενίζεται, αν δύο ή περισσότερα από αυτά είναι στην ίδια μονοσωματιδιακή κατάσταση. Επιπλέον, θα πρέπει να εκφράζεται ως σύστημα γινομένων μονοσωματιδιακών κυματοσυναρτήσεων, ώστε να αποτελεί λύση της χρονοεξαρτώμενης εξίσωσης Schrodinger. Μια τέτοια κυματοσυνάρτηση εκφράζεται μέσω της παρακάτω ορίζουσας, που λέγεται «ορίζουσα Slater»:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψΕx1,x2,…,xN=1N!ψ(x1,Ε1)ψ(x2,Ε1)…ψ(xΝ,Ε1)ψ(x1,Ε2)ψ(x2,Ε2)…ψ(xΝ,Ε2)⋮⋮⋮⋮ψ(x1,ΕΝ)ψ(x2,ΕΝ)…ψ(xΝ,ΕΝ)





						
							
							(9.40)

						
					

				
			

			Προφανώς, όταν Εi=Ej, η ορίζουσα Slater μηδενίζεται (έχει δυο γραμμές ίδιες) και επομένως, υπακούει την απαγορευτική αρχή του Pauli. Για μποζόνια, η συμμετροποιημένη κυματοσυνάρτηση προκύπτει απλά, αν αντικαταστήσουμε όλα τα αρνητικά πρόσημα στην ορίζουσα Slater με θετικά.

			9.5 Σύνοψη

			Η κυματοσυνάρτηση συστήματος διακρίσιμων μη αλληλεπιδρώντων σωματίων προκύπτει ως το γινόμενο μονοσωματιδιακών κυματοσυναρτήσεων. 

			Η κυματοσυνάρτηση συστήματος δύο αλληλεπιδρώντων σωματίων προκύπτει ως το γινόμενο της κυματοσυνάρτησης ελεύθερου σωματίου επί την κυματοσυνάρτηση ενός άλλου σωματίου, στο δυναμικό αλληλεπίδρασης.

			Σύστημα ταυτοτικών (μη διακρίσιμων) σωματίων μπορεί να αποτελείται από μποζόνια ή φερμιόνια. Το σύστημα μποζονίων (φερμιονίων) έχει κυματοσυνάρτηση συμμετροποιημένων (αντισυμμετροποιημένων) γινομένων μονοσωματιδιακών κυματοσυναρτήσεων.

			Η μέση απόσταση σωματίων συστήματος φερμιονίων είναι μεγαλύτερη από την αντίστοιχη απόσταση μποζονίων και διακρίσιμων σωματίων.

			Σε σύστημα φερμιονίων δεν υπάρχουν δύο σωμάτια στην ίδια μονοσωματιδιακή ενεργειακή κατάσταση (απαγορευτική αρχή Pauli). 

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005β· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010 Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Βρείτε την ενέργεια θεμελιώδους κατάστασης και την κυματοσυνάρτηση συστήματος τριών φερμιονίων, σε δυναμικό «κουτιού», μήκους L.

			Λύση

			Το δυναμικό, στο οποίο βρίσκονται τα μη αλληλεπιδρώντα φερμιόνια, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



V={∞,   αλλιώς0,     0≤x≤L





						
							
							(9.41)

						
					

				
			

			Οι αντίστοιχες μονοσωματιδιακές κυματοσυναρτήσεις ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian μαζί με τις αντίστοιχες ιδιοτιμές είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ψn=2LsinπnxL

,    

En=π2ℏ2n22mL2



						
							
							(9.42)

						
					

				
			

			Τα φερμιόνια, λόγω της απαγορευτικής αρχής, μπορούν να καταλάβουν μόνο διαφορετικές κβαντικές καταστάσεις (Σχ. 9.1): 

			[image: ]

			Σχήμα 9.1: Οι μονοσωματιδιακές (μη-εκφυλισμένες) ενεργειακές στάθμες συστήματος τριών φερμιονίων.

			Επομένως, λόγω της σχέσης (9.14) που ισχύει για διακρίσιμα, αλλά και για μη διακρίσιμα (ταυτοτικά) μη αλληλεπιδρώντα σωμάτια, έχουμε ότι η ολική ενέργεια της βασικής κατάστασης του συστήματος είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=π2ℏ22mL2(12+22+32)





						
							
							(9.43)

						
					

				
			

			Η αντίστοιχη ολική κυματοσυνάρτηση προκύπτει από την ορίζουσα Slater, ως

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψEx1,x2,x3=13!ψ1x1ψ2x1ψ3x1ψ1x2ψ2x2ψ3x2ψ1x3ψ2x3ψ3x3





						
							
							(9.44)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δύο μποζόνια αποτελούν σύστημα, όπου οι μονοσωμοατιδιακές καταστάσεις είναι {

fi

 } . Έστω ότι τα σωμάτια είναι αρχικά στις καταστάσεις 

fi

, 

fj

. Βρείτε την πιθανότητα να βρεθούν τα σωμάτια στις καταστάσεις 

ξ

 και 

η

 (όχι απαραίτητα ιδιοκαταστάσεις). Ποιά η πιθανότητα να βρεθεί ένα από αυτά στην κατάσταση 

ξ

;

			Λύση

			Η κυματοσυνάρτηση του συστήματος είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ1=12Φi(1)Φj(2)+Φj(1)Φi(2)





						
							
							(9.45)

						
					

				
			

			Η νέα κατάσταση είναι επίσης συμμετρική:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ1=12ξ(1)η(2)+ξ(1)η(2)





						
							
							(9.46)

						
					

				
			

			Άρα, η ζητούμενη πιθανότητα είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1=Φ1Φ22=ξΦinΦj+ξΦiξΦj2





						
							
							(9.47)

						
					

				
			

			Άλυτες ασκήσεις

			1. Δείξτε ότι η ορίζουσα Slater για 2 και 3 φερμιόνια είναι αντισυμμετρική, σε εναλλαγή οποιωνδήποτε δύο φερμιονίων.

			2. Δείξτε ότι οποιαδήποτε συνάρτηση είναι άθροισμα μιας συμμετρικής και μιας αντισυμμετρικής συνάρτησης. 

			3. Βρείτε την ενέργεια θεμελιώδους κατάστασης και την κυματοσυνάρτηση συστήματος τριών μποζονίων, σε δυναμικό «κουτιού», μήκους L. Επαναλάβετε για την 1η διεγερμένη κατάσταση, στην περίπτωση μποζονίων και στην περίπτωση συστήματος φερμιονίων. 

			4. Δύο φερμιόνια υπακούουν στη Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p122m+p222m+g22r12+r22





						
							
							(9.48)

						
					

				
			

			Βρείτε την ενέργεια βασικής κατάστασης και την αντίστοιχη κυματοσυνάρτηση (αγνοείστε το spin).
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			Κεφάλαιο 10: Συστήματα σε τρεις διαστάσεις

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό, είναι τα εξής (Ταμβάκης, 2003· Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· Gasiorowicz, 2003· Peleg et al., 2010):

			1. Θα δούμε πρώτα ορισμένες βασικές γενικεύσεις σε σχέση με τα συστήματα σε μια διάσταση όσον αφορά στην Κυματοσυνάρτηση και στη Διατήρηση Πιθανότητας, όπως αυτές γενικεύονται σε τρεις διαστάσεις 

			2. Μετά θα δούμε τη μορφή της Hamiltonian και τη χρονική εξέλιξη σε τρεις διαστάσεις.

			3. Τέλος θα μελετήσουμε ένα παράδειγμα συστήματος σε τρεις διαστάσεις: ένα κουτί απείρου βάθους.

			10. Συστήματα σε 3 διαστάσεις

			10.1 Διατήρηση Πιθανότητας

			Όπως έχουμε ήδη αναφέρει στην εξίσωση (9.1), η κανονικοποίηση κυματοσυνάρτησης ενός σωματίου σε μια διάσταση, εκφράζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞∞ψx,t2dx=1





						
							
							(10.1)

						
					

				
			

			Η έκφραση αυτή γενικεύεται, κατά προφανή τρόπο, σε τρεις διαστάσεις, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞∞∫-∞∞∫-∞∞ψx,y,z,t2dxdydz=1





						
							
							(10.2)

						
					

				
			

			Επομένως, η χωρική πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο σε στοιχειώδη όγκο dV=dx dy dz είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Px,y,z,tdP=ψx,y,z,t2dV





						
							
							(10.3)

						
					

				
			

			Το ρεύμα πιθανότητας ενός σωματίου, σε μια διάσταση, έχει ορισθεί από την (5.44):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j=i2ℏmψ∂ψ*∂x-ψ*∂ψ∂x





						
							
							(10.4)

						
					

				
			

			και υπακούει την εξίσωση συνέχειας, που προκύπτει από τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger και από τη συζυγή της ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ψ2∂t+∂j∂x=0





						
							
							(10.5)

						
					

				
			

			Με ολοκλήρωση της (10.5) και θεωρώντας κανονικοποιήσιμη κυματοσυνάρτηση (μηδενισμός στο άπειρο) προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddt∫-∞∞ψx,t2dx=0





						
							
							(10.6)

						
					

				
			

			Δηλαδή, η χρονική εξέλιξη της κυματοσυνάρτησης είναι τέτοια, ώστε να διατηρεί την κανονικοποίησή της.

			Ανίστοιχα, σε τρεις διαστάσεις, η εξίσωση συνέχειας (διατήρηση πιθανότητας), που προκύπτει από τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger και από τη συζυγή της (με αφαίρεση κατά μέλη) γράφεται ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂ψ2∂t+∂jx∂x+∂jy∂y+∂jz∂z=0





						
							
							(10.7)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



jx=i2ℏmψ∂ψ*∂x-ψ*∂ψ∂x





						
							
							(10.8)

						
					

				
			

			και όμοια ορίζονται και οι άλλες συνιστώσες του ρεύματος πιθανότητας. 

			Με ολοκλήρωση της (10.7) σε δεδομένη περιοχή του χώρου, προκύπτει η φυσική της σημασία, που συνίσταται στο συμπέρασμα ότι ο ρυθμός μεταβολής της πιθανότητας να βρεθεί το κβαντικό σωμάτιο σε δεδομένη περιοχή του χώρου ισούται με τη ροή πιθανότητας από το όριο της δεδομένης περιοχής. Αν η περιοχή ολοκλήρωσης εκτείνεται στο άπειρο, τότε το ρεύμα πιθανότητας μηδενίζεται στο όριο της περιοχής (λόγω κανονικοποιήσιμης κυματοσυνάρτησης) και επομένως, από την (10.7) παίρνουμε τη διατήρηση της κανονικοποίησης σε τρεις διαστάσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddt∫-∞∞∫-∞∞∫-∞∞ψx,y,z,t2dxdydz=0





						
							
							(10.9)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (10.9) με ολοκλήρωση της (10.7) και χρήση του θεωρήματος Gauss.

			10.2 Σχέσεις μετάθεσης τελεστών ορμής και θέσης σωματίου

			Οι συνιστώσες του τελεστή της ορμής σε τρεις διαστάσεις παίρνουν τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



px≡-iℏ∂∂x





							



py≡-iℏ∂∂y





							



pz≡-iℏ∂∂z





						
							
							(10.10)

						
					

				
			

			Επομένως, οι σχέσεις μετάθεσης θέσεις και ορμής γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xi,xj=0





							



pi,pj=0





							



xi,pj=iℏδij





						
							
							(10.11)

						
					

				
			

			Κατά συνέπεια, ο μεταθέτης διαφορετικών συνιστωσών θέσης και ορμής είναι μηδέν και οι συνιστώσες αυτές μπορούν να μετρηθούν ταυτόχρονα, με ακρίβεια, που δεν περιορίζεται από την αρχή της αβεβαιότητας (οι δείκτες i,j εδώ αναφέρονται σε συντεταγμένες και όχι σε σωμάτια, όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο).

			10.3 Χρονική Εξέλιξη σωματίου σε τρεις διαστάσεις

			Η χρονική εξέλιξη κβαντικού σωματίου, σε τρεις διαστάσεις, καθορίζεται όπως και σε μια διάσταση, από τη Hamiltonian που έχει την μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=px2+py2+pz22m+Vx,y,z,t





						
							
							(10.12)

						
					

				
			

			Επομένως, η χρονοεξαρτώμενη εξίσωση Schrodinger σε τρεις διαστάσεις, έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψ∂t=-ℏ22m∇2ψ+Vψ





						
							
							(10.13)

						
					

				
			

			Όπου, η Laplacian 

∇2

 ορίζεται σε καρτεσιανές συντεταγμένες ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∇2≡∂2∂x2+∂2∂y2+∂2∂z2





						
							
							(10.14)

						
					

				
			

			[έγινε χρήση των σχέσεων (10.10)]. Όπως προαναφέρθηκε, η εξίσωση συνέχειας (10.7) αποδεικνύεται, αν πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση Schrodinger (10.13) επί τη συζυγή κυματοσυνάρτηση και κατόπιν αφαιρέσουμε κατά μέλη, από την αντίστοιχη σχέση, που προκύπτει με μιγαδική συζυγία της. 

			Οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian προκύπτουν, για χρονοανεξάρτητα δυναμικά, από τη σχέση ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ηψ=Εψ





						
							
							(10.15)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (10.13) και (10.15), προκύπτει η χρονική εξέλιξη των ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx,y,z,t=ψx,y,ze-iEt/ℏ





						
							
							(10.16)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τη σχέση (10.16).

			10.4 Σωμάτιο σε τρισδιάστατο κουτί απείρου βάθους

			Έστω, τρισδιάστατο (3D) κυβικό κουτί με πλευρά (ακμή) a και δυναμικό απείρου βάθους. Η χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger, παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂2∂x2+∂2∂y2+∂2∂z2ψ=-2mℏ2Eψ





						
							
							(10.17)

						
					

				
			

			Για την επίλυση της (10.17), χρησιμοποιούμε τη μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών (αφού δεν εμφανίζονται γινόμενα διαφορετικών συντεταγμένων στη Hamiltonian) και επομένως, θεωρούμε τη δοκιμαστική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx,y,z=XxYyZz





						
							
							(10.18)

						
					

				
			

			Σε αναλογία με το αντίστοιχο μονοδιάστατο πρόβλημα, οι οριακές συνθήκες είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



X0=Xα=0,  Y0=Υα=0





							



Ζ0=Ζα=0





						
							
							(10.19)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της (10.18) στην (10.17) και διαίρεση με την κυματοσυνάρτηση

 ψ

, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



X′′Χ+Y′′Υ+Z′′Ζ=-2mℏ2E





						
							
							(10.20)

						
					

				
			

			Ακολουθούμε τη μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών και παρατηρούμε ότι κάθε όρος στο αριστερό μέρος της (10.20) εξαρτάται από διαφορετική ανεξάρτητη μεταβλητή και επομένως, για να ισχύει η (10.20), για κάθε τιμή των ανεξάρτητων μεταβλητών x, y, z, θα πρέπει κάθε όρος να ισούται με μια σταθερά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



X′′Χ=-kx2





							



Y′′Y=-ky2





							



Z′′Z=-kz2





						
							
							(10.21)

						
					

				
			

			Επομένως, ουσιαστικά, το τρισδιάστατο πρόβλημα του απειρόβαθου δυναμικού ανάγεται σε τρία μονοδιάστατα προβλήματα. Σε αναλογία με το μονοδιάστατο πρόβλημα, οι οριακές συνθήκες ικανοποιούνται, όταν οι σταθερές παίρνουν τις παρακάτω τιμές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



kx=lxπα





							



ky=lyπα





							



kz=lzπα





						
							
							(10.22)

						
					

				
			

			όπου lx, ly, lz είναι ακέραιοι αριθμοί και η κυματοσυνάρτηση είναι γινόμενο μονοδιάστατων ημιτόνων, στις μεταβλητές x, y, z. 

			Άσκηση 3: Βρείτε τις μονοδιάστατες συναρτήσεις X, Y, Z, που ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες.

			Οι ιδιοτιμές της ενέργειας προκύπτουν από την εξίσωση Schrodinger (10.20) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=l2π2ℏ22mα2





						
							
							(10.23)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l2=lx2+ly2+lz2





						
							
							(10.24)

						
					

				
			

			10.5 Σύνοψη

			Η εξίσωση του Schrodinger για ένα σωμάτιο σε τρεις διαστάσεις προκύπτει με αντικατάσταση της χωρικής δεύτερης παραγώγου, ως προς x, από τη Laplacian. 

			Η διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους που προκύπτει, μπορεί να λυθεί με τη μέθοδο του χωρισμού μεταβλητών, όταν το δυναμικό έχει την κατάλληλη συμμετρία.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α·Λαγανάς, 2005β·Τραχανάς, 2005· Tamvakis, 2005· Squires, 1995·Constantinescu & Magyari, 1971·Peleg et al., 2010).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Λύστε το πρόβλημα του τρισδιάστατου ισοτροπικού αρμονικού ταλαντωτή (βρείτε ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές).

			Λύση

			Το δυναμικό είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vr=12mω2r2





						
							
							(10.25)

						
					

				
			

			Επομένως η Hamiltonian γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p22m+mω22r2





						
							
							(10.26)

						
					

				
			

			Είναι φανερό ότι οι μεταβλητές χωρίζονται, αφού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=Hx+Hy+Hz





						
							
							(10.27)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hx=Px22m+mω22x2





							



Hy=Py22m+mω22y2





							



Hz=Pz22m+mω22z2





						
							
							(10.28)

						
					

				
			

			Με εφαρμογή της μεθόδου χωριζομένων μεταβλητών, θεωρούμε τη δοκιμαστική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx,y,z=ψ1xψ2yψ3z





						
							
							(10.29)

						
					

				
			

			και για την x μεταβλητή, οδηγούμαστε στη συνήθη διαφορική εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hxψ1x=-ℏ2m∂2ψ1∂x2+mω22x2ψ1





						
							
							(10.30)

						
					

				
			

			Όμοιες είναι οι εξισώσεις για τις μεταβλητές y, z και αντιστοιχούν σε μονοδιάστατα προβλήματα αρμονικού ταλαντωτή στην y, z μεταβλητή. Η ολική ενέργεια του συστήματος είναι το άθροισμα των ενεργειών των μονοδιάστατων προβλημάτων, για κάθε κβαντική κατάσταση που χαρακτηρίζεται από τρεις κβαντικούς αριθμούς nx, ny, nz. 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En1n2n3=En1+Eη2+En3=n1+n2+n3+32ℏω





						
							
							(10.31)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε αναλυτικά τη σχέση (10.31).
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			Κεφάλαιο 11: Τροχιακή Στροφορμή

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Cohen et al., 2006· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· French et al., 1978· Gasiorowicz, 2003·Landau et al., 1977· Peleg et al., 2010): 

			Θα ορίσουμε, πρώτα, τους τελεστές της τροχιακής στροφορμής, στην αναπαράσταση της θέσης. Μετά, θα ορίσουμε τους τελεστές ανύψωσης και μείωσης και σε αναλογία με τον αρμονικό ταλαντωτή, θα βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές του μέτρου της στροφορμής καθώς και της z συνιστώσας της στροφορμής. Θα δούμε ότι στην αναπαράσταση της θέσης, οι ιδιοκαταστάσεις αυτές ταυτίζονται με γνωστές συναρτήσεις που λέγονται «σφαιρικές αρμονικές».

			11. Τροχιακή Στροφορμή κβαντικού σωματίου

			11.1 Τελεστής Στροφορμής

			[image: ]

			Σχήμα 11.1: Σε κεντρικά δυναμικό, η δύναμη έχει ακτινική διεύθυνση και η στροφορμή διατηρείται.

			Ο κλασικός ορισμός της στροφορμής ενός σωματίου (στις τρεις διαστάσεις) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 L=r×p.





						
							
							(11.1)

						
					

				
			

			Η στροφορμή διατηρείται στην κλασική μηχανική σε συστήματα, στα οποία η δυναμική του σωματίου καθορίζεται από κεντρικά δυναμικά (

V=V(r)

) (Σχήμα 11.1) Αντίστοιχες ιδιότητες ισχύουν στην κβαντική μηχανική. Οι συνιστώσες της στροφορμής, σε καρτεσιανές συντεταγμένες, προκύπτουν από τον ορισμό (11.1) και είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lx=ypz-zpy,





							



Ly=zpx-xpz,





							



Lz=xpy-ypx.





						
							
							(11.2)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Δείξτε ότι οι παραπάνω συνιστώσες της στροφορμής αποτελούν ερμητειανούς τελεστές. 

			Με χρήση των σχέσεων μετάθεσης, μεταξύ συντεταγμένων (συνιστωσών) των τελεστών της θέσης και της ορμής ενός σωματίου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xi,xj=0,





							



pi,pj=0,





							



xi,pj=iℏδij.





						
							
							(11.3)

						
					

				
			

			μπορούμε να βρούμε τις σχέσεις μετάθεσης μεταξύ των συνιστωσών του τελεστή της στροφορμής. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lx,Ly=ypz-zpy,zpx-xpz=



 



=ypxpz,z+xpyz,pz=iℏxpy-ypx=iℏLz,





						
							
							(11.4)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε τις σχέσεις μετάθεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lx,Ly=iℏLz,





							



Ly,Lz=iℏLx,





							



Lz,Lx=iℏLy.





						
							
							(11.5)

						
					

				
			

			 Αν και οι συνιστώσες του τελεστή της στροφορμής δεν μετατίθενται μεταξύ τους και επομένως, δεν μπορούν να μετρηθούν ταυτόχρονα με ακρίβεια (αρχή αβεβαιότητας), μετατίθενται όλες με το τετράγωνο του μέτρου της στροφορμής 

L2

. Πραγματικά, έχουμε από την (2.48):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2,Lx=Ly2,Lx+Lz2,Lx=



 



=LyLy,Lx+Ly,LxLy+LzLz,Lx+Lz,LxLz





						
							
							(11.6)

						
					

				
			

			Ετσι δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2,Lx=L2,Ly=L2,Lz=0.





						
							
							(11.7)

						
					

				
			

			Επομένως, υπάρχει κοινό σύστημα ιδιοκαταστάσεων για το τετράγωνο του μέτρου της στροφορμής 

L2

 και για οποιαδήποτε από τις συνιστώσες της στροφορμής. Παρακάτω, θα προσδιορίσουμε εκείνο το σύστημα ιδιοκαταστάσεων που είναι κοινό σε 

L2

 και 

Lz

.

			11.2 Στροφορμή στην Αναπαράσταση της Θέσης

			Θα μελετήσουμε τη μορφή των τελεστών της στροφορμής στην αναπαράσταση της θέσης και μάλιστα σε σφαιρικές συντεταγμένες, που σχετίζονται με τις καρτεσιανές συντεταγμένες, με τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=rsin⁡θcos⁡φ, 





							



y=rsin⁡θsin⁡φ,





							



z=rcos⁡θ.





						
							
							(11.8)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις αυτές προκύπτουν εύκολα, από τον ορισμό των σφαιρικών συντεταγμένων και από το σχήμα 11.2:

			[image: ]

			Σχήμα 11.2: Η σχέση καρτεσιανών και σφαιρικών συντεταγμένων.

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός προκύπτει εύκολα ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r2=x2+y2+z2,   cos⁡θ=zr   και tan⁡φ=yx





						
							
							(11.9)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τις σχέσεις (11.9) από τις σχέσεις (11.8).

			Με χρήση του κανόνα της αλυσίδας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ∂∂x= ∂r∂x∂∂r+∂θ∂x∂∂θ+∂φ∂x∂∂φ





						
							
							(11.10)

						
					

				
			

			μετατρέπουμε τους διαφορικούς τελεστές, από καρτεσιανές σε σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂∂x=sin⁡θcos⁡φ∂∂r+cos⁡θcos⁡φr∂∂θ-sin⁡φrsin⁡θ∂∂φ,





							



∂∂y=sin⁡θsin⁡φ∂∂r+cos⁡θsin⁡φr+cos⁡φrsin⁡θ∂∂φ,





							



∂∂z=cos⁡θ∂∂r-sin⁡θr∂∂θ.





						
							
							(11.11)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Με χρήση του κανόνα της αλυσίδας (11.10) και τις σχέσεις (11.9), αποδείξτε τις σχέσεις (11.11).

			Από τον ορισμό των συνιστωσών του τελεστή της ορμής,που έχει ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



px≡ -iℏ∂∂x,





							



py≡ -iℏ∂∂y,





							



pz≡ -iℏ∂∂z.





						
							
							(11.12)

						
					

				
			

			και τις σχέσεις (11.2), (11.8), (11.11) και (11.12), εκφράζουμε τις συνιστώσες του τελεστή της στροφορμής, σε σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lx=-iℏ-sin⁡φ∂∂φ-cos⁡φcot⁡θ∂∂φ ,





							



Ly=-iℏcos⁡φ∂∂θ-sin⁡φcot⁡θ∂∂φ,





							



Lz=-iℏ∂∂φ,





						
							
							(11.13)

						
					

				
			

			Εργαζόμενοι ανάλογα για τον τελεστή: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=Lx2+Ly2+Lz2.





						
							
							(11.14)

						
					

				
			

			παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=-ℏ21sin⁡θ∂∂θsin⁡θ∂∂θ+1sin2⁡θ∂2∂φ2.





						
							
							(11.15)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε τις σχέσεις (11.13) και (11.15).

			Βλέπουμε, επομένως, ότι οι τελεστές (συνιστώσες) της στροφορμής αναπαρίστανται σε σφαιρικές συντεταγμένες, στον χώρο των θέσεων, συναρτήσει μόνο των συντεταγμένων θ και φ και όχι της ακτίνας r.

			11.3 Τελεστές Ανύψωσης και Μείωσης

			Σε αναλογία με τον αρμονικό ταλαντωτή, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τελεστές ανύψωσης και μείωσης, για να βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις της z-συνιστώσας της στροφορμής Lz. Ορίζουμε τους τελεστές ανύψωσης και μείωσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L±=Lx±iLy





						
							
							(11.16)

						
					

				
			

			 και τους συζυγείς τους:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L±†=L∓.





						
							
							(11.17)

						
					

				
			

			 Θα βρούμε τον μεταθέτη των ανωτέρω τελεστών, θεωρώντας τη διαδοχική δράση τους. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+L-=Lx+iLyLx-iLy=Lx2+Ly2-iLx,Ly=Lx2+Ly2+ℏLz



 



=L2-Lz2+ℏLz.





						
							
							(11.18)

						
					

				
			

			Όμοια, δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L-L+=L2-Lz2-ℏLz.





						
							
							(11.19)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις (11.18) και (11.19), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+,L-=2ℏ Lz.





						
							
							(11.20)

						
					

				
			

			Άσκηση 5: Αποδείξτε τη σχέση (11.20).

			Αντίστοιχα, για τις σχέσεις μετάθεσης 

L±

 με τον τελεστή 

Lz

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+,Lz=Lx,Lz+iLy,Lz=-iℏ Ly-ℏ Lx=-ℏ L+,





						
							
							(11.21)

						
					

				
			

			και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L-,Lz=ℏ L-.





						
							
							(11.22)

						
					

				
			

			Θα δούμε ότι οι σχέσεις (11.21) και (11.22) αρκούν για να δείξουμε ότι οι τελεστές 

L±

 είναι τελεστές ανύψωσης και μείωσης, για τις ιδιοκαταστάσεις της 

Lz

, δηλαδή ότι η δράση τους σε ιδιοκαταστάσεις της z-συνιστώσας της στροφορμής δημιουργεί νέες ιδιοκαταστάσεις, με ιδιοτιμές που είναι αυξημένες (

L+

) ή μειωμένες (

L-

) κατά ћ.

			Από τις σχέσεις (11.13) και (11.16), προκύπτει η μορφή των τελεστών ανύψωσης και μείωσης, στην αναπαράσταση της θέσης (σφαιρικές συντεταγμένες):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L±=ℏ e±iφ ±∂∂θ+icot⁡θ∂∂φ .





						
							
							(11.23)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις ιδιοτιμών, για τους μετατιθέμενους τελεστές 

Lz

 και 

L2

, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lz Yl,mθ,φ=m ℏ Yl,mθ,φ,





							



L2 Yl,mθ,φ=ll+1 ℏ2 Yl,mθ,φ.





						
							
							(11.24)

						
					

				
			

			όπου η σταθερά ћ εξασφαλίζει τις σωστές μονάδες και η παραμετροποίηση των ιδιοτιμών έγινε με τρόπο, που θα φανεί χρήσιμος παρακάτω. Οι ιδιοκαταστάσεις Υlm(θ,φ) που χαρακτηρίζονται από τους κβαντικούς αριθμούς l, m, οι οποίοι καθορίζουν τις ιδιοτιμές, λέγονται «σφαιρικές αρμονικές». Αφού οι αντίστοιχοι τελεστές είναι ερμητειανοί, η βάση των ιδιοκαταστάσεων τους είναι ορθογώνια και κανονικοποιήσιμη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫Yl′,m′*θ,φYl,mθ,φ dΩ=δll′δmm′,





						
							
							(11.25)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 dΩ=sin⁡θdθ dφ.





						
							
							(11.26)

						
					

				
			

			Από τη σχέση μετάθεσης (11.21), προκύπτει ότι η δράση του τελεστή L+, μετατρέπει την ιδιοκατάσταση Υlm(θ,φ) σε άλλη ιδιοκατάσταση, που έχει κβαντικό αριθμό m, αυξημένο κατά μια μονάδα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



LzL+Yl,m=L+Lz+Lz,L+Yl,m=



 



=L+Lz+ℏ L+Yl,m=m+1ℏ L+Yl,m.





						
							
							(11.27)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+Yl,m ~ Yl,m+1.





						
							
							(11.28)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, προκύπτει ότι ο τελεστής L-  είναι τελεστής μείωσης (μείωσης του m):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



LzL-Yl,m=m-1ℏ L-Yl,m  ⟹  L-Yl,m ~ Yl,m-1.





						
							
							(11.29)

						
					

				
			

			Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (11.29).

			Θα υπολογίσουμε τις σταθερές αναλογίας clm±, που ορίζονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+Yl,m=cl,m+ Yl,m+1,





							



L-Yl,m=cl,m- Yl,m-1.





						
							
							(11.30)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (11.30) και (11.18), παίρνουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



lmL+L-lm=clm -*clm-=ll+1-mm-1ℏ2.





						
							
							(11.31)

						
					

				
			

			Όμοια, δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



lmL-L+lm=clm+* clm+=ll+1-mm+1ℏ2.





						
							
							(11.32)

						
					

				
			

			Επομένως, οι ζητούμενες σταθερές μπορούν να επιλεγούν πραγματικές και να πάρουν τις τιμές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cl,m±=ll+1-mm±11/2ℏ.





						
							
							(11.33)

						
					

				
			

			Τελικά, από τις σχέσεις (11.30), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+ Yl,m=ll+1-mm+11/2 ℏ Yl,m+1,





							



L- Yl,m=ll+1-mm-11/2 ℏ Yl,m-1.





						
							
							(11.34)

						
					

				
			

			11.4 Ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές του τελεστή της στροφορμής

			Θα χρησιμοποιήσουμε, τώρα, τις εξισώσεις ιδιοτιμών των τελεστών L2 και Lz και τους τελεστές ανύψωσης και μείωσης, για να βρούμε τις αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές των μετατιθέμενων τελεστών L2 και Lz.. Θεωρούμε τη μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών για τις εξισώσεις ιδιοτιμών (11.24) [δείτε και την (11.15)] και επιλέγουμε ως δοκιμαστική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,mθ,φ=Θl,mθ Φmφ.





						
							
							(11.35)

						
					

				
			

			όπου η ορθοκανονικότητα των σφαιρικών αρμονικών (11.25) οδηγεί σε ορθοκανονικότητα των επιμέρους συναρτήσεων Θ και Φ:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-ππΘl′,m′*θ Θl,mθsin⁡θ dθ=δll′,





							



∫02πΦm′*φΦmφ dφ=δmm′.





						
							
							(11.36)

						
					

				
			

			Άσκηση 7: Αποδείξτε τις σχέσεις (11.36) από τη σχέση (11.35) και την (11.25).

			Από την εξίσωση ιδιοτιμών του Lz στην αναπαράσταση της θέσης [σχέσεις (11.13), (11.24) και (11.35)], παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-iℏdΦmdφ=mℏ Φm  ⟹  Φmφ ~ eimφ.





						
							
							(11.37)

						
					

				
			

			Απαιτώντας μονοτιμία για την ιδιοκατάσταση 

Φm

, έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φmφ+2π=Φmφ  ⟹  m=0, ±1, ±2, ±3, …





						
							
							(11.38)

						
					

				
			

			Δηλαδή, η απαίτηση μονοτιμίας, μετά από περιστροφή κατά γωνία 

φ=2π

, οδηγεί στο γεγονός ότι για τον κβαντικό αριθμό m μόνο ακέραιες τιμές είναι αποδεκτές. Εύκολα συμπεραίνεται ότι η ορθοκανονικότητα των Φm [σχέση (11.36)] οδηγεί στις ιδιοκαταστάσεις: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φmφ=eimφ2π.





						
							
							(11.39)

						
					

				
			

			Άσκηση 8: Αποδείξτε τη σχέση (11.39).

			Για να βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές του τελεστή L2, θεωρούμε την κυματοσυνάρτηση που προκύπτει από τη δράση του τελεστή L+: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψθ,φ=L+ Yl,mθ,φ.





						
							
							(11.40)

						
					

				
			

			Προφανώς, ισχύει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮ψ*θ,φ ψθ,φ dΩ ≥0,





						
							
							(11.41)

						
					

				
			

			και επομένως, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮L+ Yl,m* L+ Yl,m dΩ=∮Yl,m*L+† L+ Yl,m dΩ=



 



=∮Yl,m* L-L+ Yl,m dΩ≥0.





						
							
							(11.42)

						
					

				
			

			Από την ορθοκανονικότητα των σφαιρικών αρμονικών και από τη σχέση (11.19), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮Yl,m*L2-Lz2-ℏLz Yl,m dΩ= ∮Yl,m* ℏ2 ll+1-mm+1 Yl,m dΩ





							



=ℏ2ll+1-mm+1 ∮Yl,m*Yl,m dΩ=ℏ2ll+1-mm+1≥0.





						
							
							(11.43)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ll+1≥mm+1.





						
							
							(11.44)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∮L-Yl,m*L-Yl,m dΩ=∮Yl,m*L+L-Yl,m dΩ≥0





						
							
							(11.45)

						
					

				
			

			προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ll+1≥mm-1.





						
							
							(11.46)

						
					

				
			

			Άσκηση 9: Αποδείξτε τη σχέση (11.46).

			Αν εκλάβουμε τις σχέσεις (11.44) και (11.46) ως ανισότητες τριωνύμων, με μεταβλητή το m και σταθερά το l, προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-l≤m≤l.





						
							
							(11.47)

						
					

				
			

			Άσκηση 10: Αποδείξτε τη σχέση (11.47).

			Εφόσον ο κβαντικός αριθμός m μπορεί να πάρει ακέραιες τιμές σε δεδομένο εύρος για κάθε 

l

 (σχέση 11.47), θα υπάρχει κάποια ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει, η οποία όμως δεν είναι απαραίτητα ίση με 

-l

. Έστω 

m-

 αυτή η ελάχιστη τιμή. Αφού δεν υπάρχει ιδιοκατάσταση, με μικρότερη ιδιοτιμή θα πρέπει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L-Yl,m-=0.





						
							
							(11.48)

						
					

				
			

			Λύνουμε τη σχέση (11.18), ως προς L2 και  έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2Yl,m-=L+L-+Lz2-ℏLzYl,m-.





						
							
							(11.49)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (11.48), (11.49), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ll+1Yl,m-=m-m--1Yl,m-.





						
							
							(11.50)

						
					

				
			

			Άσκηση 11: Αποδείξτε τη σχέση (11.50).

			που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 ll+1=m-m--1.





						
							
							(11.51)

						
					

				
			

			Θεωρούμε τη σχέση (11.51) ως τριώνυμο, με μεταβλητή το m- και επιλέγοντας τη μικρότερη (αρνητική) ρίζα, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



m-=-l.





						
							
							(11.52)

						
					

				
			

			Όμοια, δείχνουμε ότι η μέγιστη τιμή του m είναι: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



m+=+l.





						
							
							(11.53)

						
					

				
			

			Άσκηση 12: Αποδείξτε τη σχέση (11.53).

			Από τις σχέσεις (11.38), (11.52) και (11.53), παίρνουμε όλες τις δυνατές τιμές του m, για κάθε δεδομένη τιμή του κβαντικού αριθμού 

l

 :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



m=-l, -l+1, …0,…, l-1, l.





						
							
							(11.54)

						
					

				
			

			Αφού οι τιμές που μπορεί να πάρει ο m είναι μόνο ακέραιες [σχέση (11.38)], ακέραιες θα είναι αναγκαστικά και οι τιμές που μπορεί να πάρει χωριστά. Οι τιμές θα είναι και μη αρνητικές, αφού το μέτρο του τετραγώνου της στροφορμής είναι μη αρνητικό. Επομένως οι δυνατές τιμές του είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l=0, 1, 2, 3,…





						
							
							(11.55)

						
					

				
			

			Οι δυνατές τιμές του Lz, για δεδομένο μέτρο στροφορμής και η γωνία μεταξύ στροφορμής και άξονα z φαίνονται στο Σχήμα 11.3. Το συνημίτονο αυτής της γωνίας (στο γεωμετρικό μοντέλο αναπαράστασης της στροφορμής σωματίου ή συστήματος σωματίων) έχει την τιμή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cos⁡θ=ml(l+1).





						
							
							(11.56)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 11.3: Τα μεγέθη L2 και Lz είναι ταυτόχρονα μετρήσιμα και επομένως, η γωνία θ, μεταξύ στροφορμής και άξονα z,είναι προσδιορίσιμη χωρίς αβεβαιότητα. Η αβεβαιότητα ως προς τα μεγέθη Lx και Ly (λόγω μη μεταθετότητας με τα L2 και Lz ), αποτυπώνεται στο σχήμα με τον κύκλο στο επίπεδο x-y.

			Για να βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις της L2, στην αναπαράσταση της θέσης (σφαιρικές αρμονικές), χρησιμοποιούμε τη δράση του τελεστή ανύψωσης 

L+

 στη σφαιρική αρμονική, με τη μέγιστη τιμή του m για δεδομένη τιμή του l (m+=+l):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+Yl,lθ,φ=0.





						
							
							(11.57)

						
					

				
			

			Με χρήση των σχέσεων (11.23) και (11.35), παίρνουμε μια διαφορική εξίσωση, από την οποία μπορούμε να βρούμε την 

Θl,lθ

 για κάθε

 l

 :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏeiφ∂∂φ+icot⁡θ∂∂φΘl,lθeilφ=0





						
							
							(11.58)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dΘl,ldθ-lcot⁡θ Θl,l=0  ⟹  Θl,l ~ sin⁡θl.





						
							
							(11.59)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (11.59), (11.35) και (11.39), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,lθ,φ ~ sin⁡θl eilφ.





						
							
							(11.60)

						
					

				
			

			Όμοια, δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,-lθ,φ ~ sin⁡θl e-ilφ.





						
							
							(11.61)

						
					

				
			

			Άσκηση 13: Αποδείξτε τη σχέση (11.61).

			Με δράση, τώρα, των τελεστών μείωσης και ανύψωσης στις σχέσεις (11.60), (11.61), μπορούμε να βρούμε όλες τις σφαιρικές αρμονικές. Για παράδειγμα, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,l-1 ~ L-Yl,l ~ e-iφ -∂∂φ+icot⁡θ∂∂φsin⁡θl eilφ  ⟹  Yl,l-1 ~ eil-1φddθ+lcot⁡θsin⁡θl.





						
							
							(11.62)

						
					

				
			

			Με χρήση της γενικής σχέσης, που ισχύει για κάθε συνάρτηση f(θ):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ddθ+lcot⁡θfθ≡1 sin⁡θlddθ sin⁡θl fθ,





						
							
							(11.63)

						
					

				
			

			η σχέση (11.62) γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,l-1θ,φ ~ ei(l-1)φsin⁡θl-1 1sin⁡θddθsin⁡θ2l.





						
							
							(11.64)

						
					

				
			

			Όμοια, δείχνουμε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,-l+1θ,φ ~ L+Yl,-l ~ e-i(l-1)φsin⁡θl-1 1sin⁡θddθsin⁡θ2l.





						
							
							(11.65)

						
					

				
			

			Άσκηση 14: Αποδείξτε τις σχέσεις (11.64) και (11.65).

			Με διαδοχικές δράσεις των τελεστών ανύψωσης και μείωσης, παίρνουμε τη γενική μαθηματική έκφραση των σφαιρικών αρμονικών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,mθ,φ ~ eimφsin⁡θm1sin⁡θddθl-msin⁡θ2l.





						
							
							(11.66)

						
					

				
			

			Σε κανονικοποιημένη μορφή, οι σφαιρικές αρμονικές γράφονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Yl,mθ,φ=-1m 2l+14πl-m!l+m!1/2Pl,mcos⁡θ eimφ





						
							
							(11.67)

						
					

				
			

			όπου τα πολυώνυμα Legendre, ορίζονται για m≥0,  ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pl,mu=-1l+m l+m!l-m!1-u2-m/22ll! ddul-m1-u2l.





						
							
							(11.68)

						
					

				
			

			Στον Πίνακα 11.1 φαίνονται οι κανονικοποιημένες μορφές, για ορισμένες σφαιρικές αρμονικές:

			
				
					
					
				
				
					
							
							



Y0,0=14π





						
							
							



Y0,0=14π





						
					

					
							
							



Y1,0=34πcosθ





						
							
							



Y1,0=34πzr





						
					

					
							
							



Y1,±1=∓38πsin⁡θe±iφ





						
							
							



Y1,±1=∓38πx±iyr





						
					

					
							
							



Y0,0=516π(3cos2θ-1)





						
							
							



Y2,0=516π3z2-r2r2





						
					

					
							
							



Y2,+1=∓158πsinθcosθe±iφ





						
							
							



Y2,+1=∓158π(x±iy)zr2





						
					

					
							
							



Y2,+2=1532πsin2θe±2iφ





						
							
							



Y2,+2=1532πx2-y2±2ixyr2





						
					

				
			

			Πίνακας 11.1: Οι σφαιρικές αρμονικές για l<3 σε σφαιρικές και σε καρτεσιανές συν/νες.. 

			11.5 Σύνοψη

			Ο κβαντομηχανικός τελεστής της στροφορμής προκύπτει από την αντίστοιχη κλασική ποσότητα και παίζει σημαντικό ρόλο στη λύση της εξίσωσης του Schrodinger, για κεντρικά δυναμικά V(r) σε τρεις διαστάσεις. 

			Οι συνιστώσες του τελεστή της στροφορμής δεν μετατίθενται μεταξύ τους και επομένως, δεν έχουν κοινή βάση ιδιοσυναρτήσεων. 

			Το τετράγωνο της στροφορμής L2 μετατίθεται με κάθε συνιστώσα του τελεστή L και επομένως, υπάρχει κοινή βάση ιδιοκαταστάσεων μεταξύ L2 και Lz. 

			Οι ιδιοτιμές των L2 και Lz έχουν την μορφή l(l+1)ћ2 και mћ αντίστοιχα, όπου l είναι μη αρνητικός ακέραιος και για κάθε l, το m παιρνει τις τιμές m= –l, -l+1, …-1,0,1,…l-1,l. 

			Οι ιδιοκαταστάσεις στον χώρο των θέσεων των L2 και Lz είναι οι γνωστές Σφαιρικές Αρμονικές Υlm(θ,φ) και αποτελούν ορθοκανονική βάση.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			 (Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et αl., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Δείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Li,rj=iℏ ∑kεijk rk.





						
							
							(11.69)

						
					

				
			

			Λύση

			Από τον ορισμό της στροφορμής (11.1), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Li=∑klεkli rk pl.





						
							
							(11.70)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Li,rj=∑klεklirkpl,rj=∑klεklirkpl,rj+rk,rjpl.





						
							
							(11.71)

						
					

				
			

			Με χρήση των σχέσεων μετάθεσης θέσης και ορμής, σε καρτεσιανές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rk,rj=0,            pl,rj=-iℏ δlj





						
							
							(11.72)

						
					

				
			

			παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Li,rj=∑klεkji-iℏδljrk=-iℏ ∑kεkjirk=



 



=-iℏ ∑kεikjrk=iℏ ∑kεijkrk.





						
							
							(11.73)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δείξτε ότι, για τον τελεστή της στροφορμής, ισχύει η ταυτότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 L×L=iℏ L.





						
							
							(11.74)

						
					

				
			

			Λύση

			Για κάθε συνιστώσα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L×Lx=LyLz-LzLy=Ly,Lz=iℏ LxL×Ly=LzLx-LxLz=Lz,Lx=iℏ LyL×Lz=LxLy-LyLx=Lx,Ly=iℏ Lz





						
							
							(11.75)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 L×L=iℏ L.





						
							
							(11.76)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Θεωρήστε σύστημα με l=1 και βρείτε την αναπαράσταση των τελεστών Lx, Ly, Lz και L2, στη βάση των ιδιοσυναρτήσεων των Lz και L2.

			Λύση

			Συμβολίζουμε τις ιδιοκαταστάσεις των Lz και L2  ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1: l=1, m=1 





							



0 :l=1, m=0 





							



-1 :l=1, m=-1 





						
							
							(11.77)

						
					

				
			

			Στη βάση αυτή, οι ιδιοκαταστάσεις έχουν συνιστώσες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1≡100,       0≡010,       -1≡001.





						
							
							(11.78)

						
					

				
			

			Η δράση του Lx, στη βάση αυτή, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lx1=12L++L-1=12L-1=ℏ20Lx0=12L++L-0=ℏ21+-1Lx-1=12L++L--1=12L+-1=ℏ20





						
							
							(11.79)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήσαμε τις σχέσεις (11.34) για l=1. Επομένως ο 3x3 πίνακας 

iLzj

 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lx=ℏ2010101010





						
							
							(11.80)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα, για τον τελεστή Ly έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ly1=12iL+-L-1=iℏ20Ly0=12iL+-L-0=iℏ21--1Ly-1=12iL+-L--1=iℏ20





						
							
							(11.81)

						
					

				
			

			και επομένως, η αναπαράστασή στην ορθοκανονική βάση l=1 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ly=ℏ2 0-i0i0-i0i0





						
							
							(11.82)

						
					

				
			

			Ακόμα, για τον τελεστή Lz έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lz1=ℏ1,     Lz0=0,     Lz-1=-ℏ-1





						
							
							(11.83)

						
					

				
			

			 και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lz=ℏ 10000000-1





						
							
							(11.84)

						
					

				
			

			Τέλος, για τον τελεστή 

L2

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L21=2ℏ21,     L20=2ℏ20,     L2-1=2ℏ2-1.





						
							
							(11.85)

						
					

				
			

			και επομένως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=2ℏ2100010001





						
							
							(11.86)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Θεωρώντας σύστημα με l=1, βρείτε την πιθανότητα να δώσει μια μέτρηση της Lx τιμή ίση με 0, αν η κατάσταση του συστήματος, στη βάση των Lz και L2, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



114 123





						
							
							(11.87)

						
					

				
			

			Λύση

			Θα βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές του Lx και μετά θα προβάλουμε την κατάσταση που δίνεται στην ιδιοκατάσταση με Lx =0. 

			Σύμφωνα με την προηγούμενη άσκηση, η αναπαράσταση του Lx δίνεται από τη σχέση (11.80). Έστω, ότι οι ιδιοτιμές του Lx είναι 

ℏλ/2

. Η ιδιοτιμή λ είναι λύση της:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-λ101-λ101-λ=-λλ2-1+λ=



 



=2λ-λ3=0





						
							
							(11.88)

						
					

				
			

			με λύσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



λ=0, ±2.





						
							
							(11.89)

						
					

				
			

			Επομένως, όπως αναμενόταν, οι ιδιοτιμές (δυνατές μετρήσεις) του Lx, είναι ίδιες με τις ιδιοτιμές του 

Lz±ℏ

 και 0. 

			Έστω το 

1x

 ιδιοδιάνυσμα της Lx, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 

+ℏ

 :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1x=abc=a1+b0+c-1





						
							
							(11.90)

						
					

				
			

			με συνθήκη κανονικοποίησης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a2+b2+c2=1.





						
							
							(11.91)

						
					

				
			

			Η εξίσωση ιδιοτιμών είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ2010101010abc=ℏabc





						
							
							(11.92)

						
					

				
			

			που οδηγεί στις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



b=2aa+c=2(a+b)b=2c





						
							
							(11.93)

						
					

				
			

			Από τις (11.90), (11.91) και (11.93), παίρνουμε;

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1x=12121=12(1+20+-1) .





						
							
							(11.94)

						
					

				
			

			Έστω τώρα 

0x

, το ιδιοδιάνυσμα της Lx, που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 0:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0x=12abc=a1+b0+c-1.





						
							
							(11.95)

						
					

				
			

			Η εξίσωση ιδιοτιμών είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ℏ2010101010abc=0





						
							
							(11.96)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



b=0a+c=0





						
							
							(11.97)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε και τη συνθήκη κανονικοποίησης (11.91) και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0x=1210-1=121--1.





						
							
							(11.98)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-1x=121-21=121-20+-1 .





						
							
							(11.99)

						
					

				
			

			Η κατάσταση του συστήματος γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a≡114123=1141+20+3-1.





						
							
							(11.100)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (11.98), (11.100), έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0ax=1281-3=-17.





						
							
							(11.101)

						
					

				
			

			Άρα, η πιθανότητα να δώσει η μέτρηση την τιμή Lx = 0, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Px0=0ax2=17.





						
							
							(11.102)

						
					

				
			

			Κριτήριο Αξιολόγησης 5

			Έστω σωμάτιο με κυματοσυνάρτηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψx,y,z=Nx+y+z e-[(x2+y2+z2)/a2].





						
							
							(11.103)

						
					

				
			

			Βρείτε την πιθανότητα, η μέτρηση των Lz και L2 να δώσει τις τιμές Lz = 0 και L2 = 2 ћ2 . Δίνονται οι γνωστές σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Y11θ,φ=-38πsin⁡θ eiφ,    Y10θ,φ=-34πcos⁡θ,    Y1-1θ,φ=



 



=-38πsin⁡θ e-iφ.





						
							
							(11.104)

						
					

				
			

			Λύση

			Εκφράζουμε την κυματοσυνάρτηση 

ψ(x,y,z)

 σε σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 x=rsin⁡θcos⁡φ,      y=rsin⁡θsin⁡φ,      z=rcos⁡θ,





						
							
							(11.105)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r2=x2+y2+z2.





						
							
							(11.106)

						
					

				
			

			Έχουμε σε σφαιρικές συντεταγμένες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr,θ,φ=Nsin⁡θcos⁡φ+sin⁡φ+cos⁡θ r e-r2/a2.





						
							
							(11.107)

						
					

				
			

			Θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr,θ,φ=Rr T(θ,φ)





						
							
							(11.108)

						
					

				
			

			και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rr=N r e-r2/a2





							



Tθ,φ=∑lmalmYlmθ,φ=sin⁡θcos⁡φ+sin⁡θsin⁡φ+cos⁡θ.





						
							
							(11.109)

						
					

				
			

			Με χρήση του πίνακα των σφαιρικών αρμονικών 11.1, μπορούμε να εκφράσουμε το γωνιακό μέρος της κυματοσυνάρτησης, συναρτήσει σφαιρικών αρμονικών. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Tθ,φ=8π312Y1-1-Y11-12iY1-1+Y11+4π3Y10





							



=2π31+iY1-1-1-iY11+2Y10.





						
							
							(11.110)

						
					

				
			

			Η (11.110) δεν είναι κανονικοποιημένη. Έστω β, ο συντελεστής που απαιτείται για κανονικοποίηση. Η κανονικοποιμένη μορφή είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T′θ,φ=β Tθ,φ.





						
							
							(11.111)

						
					

				
			

			Λόγω κανονικοποίησης, ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



β2∫Τ*θ,φΤθ,φ dθ dφ=β22π32+2+2=4πβ2=1





						
							
							(11.112)

						
					

				
			

			που οδηγεί στον προσδιορισμό της σταθεράς κανονικοποίησης, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 β=14π.





						
							
							(11.113)

						
					

				
			

			 Επομένως, η κανονικοποιημένη μορφή του γωνιακού μέρους της κυματοσυνάρτησης, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Τ′θ,φ=161+iY1-1-1-iY11+2Y10.





						
							
							(11.114)

						
					

				
			

			Άρα, η πιθανότητα να δώσει μια μέτρηση Lz = 0 και L2 = 2 ћ2, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=1,0T′2=1622=13.





						
							
							(11.115)

						
					

				
			

			Όμοια, βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=|​1,1T′2=-1-i62=13,





							



P=1,-1T′2=1+i62=13.





						
							
							(11.116)

						
					

				
			

			Άλυτες Ασκήσεις

			1. Συμμετρική σβούρα έχει ενέργεια της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=12IxLx2+Ly2+12IzLz2.





						
							
							(11.117)

						
					

				
			

			Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές της Hamiltonian. 

			Βρείτε την αναμενόμενη (μέση) τιμή του τελεστή 

Lx+ Ly + Lz

, σε μια από τις ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian. 

			Την t=0, το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση 

l,m=3,0

. Ποιά μέτρηση θα προκύψει για την Lz, σε μια επόμενη χρονική στιγμή;

			2. Σύστημα βρίσκεται σε ιδιοκατάσταση 

l,m

. Βρείτε το άθροισμα των αβεβαιοτήτων ΔLx2+ ΔLy2.

			Δείξτε ότι :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α Li,pj=iℏ εijk pk





							



b  Li,p2=Li,r2=Li,r⋅p=0





						
							
							(11.118)

						
					

				
			

			όπου επαναλαμβανόμενοι δείκτες αθροίζονται. 
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			Κεφάλαιο 12: Κεντρικά Δυναμικά

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Τα θέματα που θα καλύψουμε στο κεφάλαιο αυτό, είναι τα εξής (Τραχανάς, 2005α· Τραχανάς, 2005β· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Brandsen et αl., 1990· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· Gasiorowicz, 2003·Merzbacher, 1970· Peleg et al., 2010):

			Θα βρούμε το ακτινικό μέρος της κυματοσυνάρτησης στην εξίσωση Schrodinger, για συστήματα, στα οποία η δυναμική καθορίζεται από κεντρικά δυναμικά. Τη διαφορική αυτή εξίσωση θα λύσουμε σε δύο απλές περιπτώσεις: Σφαιρικό πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους και στο άτομο υδρογόνου.

			12. Κεντρικά Δυναμικά

			12.1 Η Hamiltonian σε Σφαιρικές συντεταγμένες συναρτήσει της στροφορμής L2

			Θεωρούμε μια Hamiltonian με κεντρικό δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p22m+Vr.





						
							
							(12.1)

						
					

				
			

			Ο τελεστής της ακτινικής συνιστώσας της ορμής, σε σφαιρικές συντεταγμένες,γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



pr≡p⋅rr=-iℏ∂∂r.





						
							
							(12.2)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (12.2), ξεκινώντας από καρτεσιανές συντεταγμένες και μετατρέποντας σε σφαιρικές συντεταγμένες τις συντεταγμένες και τους διαφορικούς τελεστές που αντιστοιχούν στην ορμή.

			Υπόδειξη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 r⋅p=xpx+ypy+zpz ~ rsin⁡θcos⁡φsin⁡θcos⁡φ∂∂r



 



+rsin⁡θsin⁡φsin⁡θsin⁡φ∂∂r+rcosθcos⁡θ∂∂r+



 



+rsinθcos⁡φcos⁡θcos⁡φ r∂∂θ+



 



+rsin⁡θsin⁡φcos⁡θsin⁡φr∂∂θ-rcos⁡θsin⁡θr∂∂θ-



 



-rsin⁡θcos⁡φsin⁡φrsin⁡θ∂∂φ+



 



+rsin⁡θsin⁡φ cos⁡φrsin⁡θ∂∂φ=∂∂r.





						
							
							(12.3)

						
					

				
			

			Αν αγνοήσουμε τις σχέσεις μετάθεσης μεταξύ θέσης και ορμής, αποδεικνύεται, χρησιμοποιώντας ταυτότητες διανυσματικού λογισμού, ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=r2p2-r⋅p2.





						
							
							(12.4)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τη σχέση (12.4), για μετατιθέμενα διανυσματικά μεγέθη.

			Η σχέση (12.4), όμως, δεν ισχύει για κβαντομηχανικούς τελεστές, που υπακούουν σε μη τετριμμένες σχέσεις μετάθεσης. Για να βρούμε τη σωστή σχέση, για μη μετατιθέμενους διανυσματικούς τελεστές, ξεκινάμε από τον κλασικό ορισμό της στροφορμής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L=r×p  ⟹  Li=εijk xj pk





						
							
							(12.5)

						
					

				
			

			όπου οι επαναλαμβανόμενοι δείκτες αθροίζονται και ο ολικά αντισυμμετρικός τανυστής εijk ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



εijk=0τουλάχιστον δυο ίδιοι δείκτεςi=1,2,31ε123 και κυκλικές μεταθέσεις δεικτών-1ε321 και κυκλικές μεταθέσεις δεικτών





						
							
							(12.6)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (12.5), προκύπτει το τετράγωνο του μέτρου της στροφορμής, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=εijk xj pk εilm xl pm=εijk εilm xj pk xl pm.





						
							
							(12.7)

						
					

				
			

			Για να προχωρήσουμε, χρησιμοποιούμε την παρακάτω χρήσιμη ταυτότητα, που αποδεικνύεται εύκολα για κάθε συνιστώσα

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



εijk εilm=δjlδkm-δjmδkl,    όπου  δij=1,   i=j0,   i≠j





						
							
							(12.8)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (12.7) και (12.8), προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=xipjxipj-xipjxjpi.





						
							
							(12.9)

						
					

				
			

			η οποία οδηγεί στη σχέση (12.4), μόνο αν η θέση και η ορμή μετατίθενται, πράγμα που δεν ισχύει στην κβαντομηχανική. Για να βρούμε τη σωστή σχέση που προκύπτει από την (12.9), χρησιμοποιούμε τη σχέση μετάθεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xi,pj=iℏ δij.





						
							
							(12.10)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (12.9) και (12.10), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=xixipj-xi,pjpj-xipjpixj+xj,pi=





							



=xixipjpj-iℏ δij xipj-xipjpixj-iℏ δij xipj=





							



=xixipjpj-xipipjxj-2iℏ xipi





						
							
							(12.11)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=r2p2-r⋅p2+iℏ r⋅p.





						
							
							(12.12)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Αποδείξτε τη σχέση (12.12).

			Υπόδειξη: Ξεκινήστε από τη (12.11) και γράψτε την ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2=xixipjpj-xipixjpj-xj,pj-2iℏ xipi.





						
							
							(12.13)

						
					

				
			

			Μετά, χρησιμοποιήστε τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xj,pj≡x1,p1+x2,p2+x3,p3=3iℏ.





						
							
							(12.14)

						
					

				
			

			Η σχέση (12.12) γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p2=r-2r⋅p2-iℏ r⋅p+L2.





						
							
							(12.15)

						
					

				
			

			Με χρήση τώρα των σχέσεων (12.2) και (12.15), μπορούμε να εκφράσουμε το τετράγωνο του τελεστή της ορμής (που εμφανίζεται στην Hamiltonian), συναρτήσει του τετραγώνου του τελεστή της στροφορμής, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p2=-ℏ21r∂∂rr∂∂r+1r∂∂r-L2ℏ2r2.





						
							
							(12.16)

						
					

				
			

			Άρα, η Hamiltonian (12.1), σε σφαιρικές συντεταγμένες για κεντρικά δυναμικά, παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=-ℏ22m∂2∂r2+2r∂∂r-L2ℏ2r2+Vr.





						
							
							(12.17)

						
					

				
			

			Είναι λοιπόν προφανές, ότι η Hamiltonian με κεντρικά δυναμικά, μετατίθεται με το μέτρο της στροφορμής και με την z συνιστώσα της και επομένως, οι ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian, με κεντρικά δυναμικά, είναι και ιδιοκαταστάσεις του μέτρου της στροφορμής 

L2 

 και της z συνιστώσας της (οι σφαιρικές αρμονικές).

			12.2 Η Ακτινική Εξίσωση Schrodinger

			Θεωρούμε δοκιμαστική λύση, για την εξίσωση ιδιοτιμών της Hamiltonian (12.17) (χρονοανεξάρτητη εξίσωση Schrodinger):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr,θ,φ=RrYl,mθ,φ.





						
							
							(12.18)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι από τις ιδιότητες των σφαιρικών αρμονικών έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lz ψ=mℏ ψ,





							



L2 ψ=ll+1ℏ2 ψ.





						
							
							(12.19)

						
					

				
			

			και λόγω της (12.18), η εξίσωση Schrodinger Hψ=Εψ παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2dr2+2rddr-ll+1r2Rn,l+VRn,l=ERn,l.





						
							
							(12.20)

						
					

				
			

			που αποτελεί την ακτινική εξίσωση Schrodinger, σε κβαντικά συστήματα με κεντρικά δυναμικά. Ο κβαντικός αριθμός l, στην ακτινική εξίσωση αναφέρεται στη στροφορμή, που εμφανίζεται στην (12.17), ενώ ο κβαντικός αριθμός n αριθμεί τις ιδιοτιμές του διακριτού φάσματος της Hamiltonian, για δέσμιες καταστάσεις.

			12.3 Σφαιρικό Πηγάδι Δυναμικού Απείρου Βάθους

			Το απλούστερο σφαιρικό δυναμικό, που έχει μόνο δέσμιες καταστάσεις, είναι το σφαιρικό πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vr=0,    0≤r<a∞,       r≥a    





						
							
							(12.21)

						
					

				
			

			Όπως και στο αντίστοιχο μονοδιάστατο πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους, επιβάλουμε οριακές συνθήκες της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r=a ⟹  ψ=0,      r=0  ⟹  ψ<∞





						
							
							(12.22)

						
					

				
			

			Δηλαδή, επιβάλουμε τον μηδενισμό της κυματοσυνάρτησης για r=a και απαιτούμε να είναι πεπερασμένη παντού (άρα και για r=0). Οι οριακές αυτές συνθήκες επιβάλλονται στη γενική λύση της (12.20), που για r<a, όπου το δυναμικό μηδενίζεται, παίρνει τη μορφή: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2Rn,ldr2+2rdRn,ldr+k2-ll+1r2Rn,l=0,





						
							
							(12.23)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



k2=2mEℏ2.





						
							
							(12.24)

						
					

				
			

			Για να ανάγουμε τη (12.23) σε γνωστή διαφορική εξίσωση, θεωρούμε την αλλαγή μεταβλητής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 z=kr





						
							
							(12.25)

						
					

				
			

			που μετασχηματίζει τη (12.23), σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2Rn,ldz2+2zdRn,ldz+1-ll+1z2Rn,l=0. 





						
							
							(12.26)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Αποδείξτε τη σχέση (12.26).

			Η (12.26) είναι η γνωστή διαφορική εξίσωση Bessel, με λύσεις τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



jlz=zl-1zddz lsin⁡zz,





							



ylz=-zl-1zddzlcos⁡zz.





						
							
							(12.27)

						
					

				
			

			Για μικρά l, οι συναρτήσεις αυτές παίρνουν τη μορφή (Σχήμα 12.1):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j0z=sin⁡zz,





							



j1z=sin⁡zz2-cos⁡zz,





							



y0z=-cos⁡zz,





							



y1z=-cos⁡zz2-sin⁡zz.





						
							
							(12.28)

						
					

				
			

			[image: ]

			Σχήμα 12.1: Οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel.

			Οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel jl (z) είναι πεπερασμένες για z=0, ενώ δεν ισχύει το ίδιο για τις yl(z). Άρα, μόνο οι jl (z) είναι φυσικά αποδεκτές. 

			Οι οριακές συνθήκες, για r=a,  παίρνουν τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rn,la=0  ⇒z=ka  ka=zn,l,





						
							
							(12.29)

						
					

				
			

			όπου znl είναι η ρίζα τάξης n της l συνάρτησης Bessel jl (z) και το n αναφέρεται στην τάξη της ρίζας (Πίνακας 12.1)

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



jlzn,l=0.





						
							
							(12.30)

						
					

				
			

			Πίνακας 12.1: Οι ρίζες των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel.

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							



zn,l





						
							
							n = 1

						
							
							n = 2

						
							
							n = 3

						
							
							n = 4

						
					

					
							
							l = 0

						
							
							3.142

						
							
							6.283

						
							
							9.425

						
							
							12.556

						
					

					
							
							l = 1

						
							
							4.493

						
							
							7.725

						
							
							10.904

						
							
							14.066

						
					

					
							
							l = 2

						
							
							5.763

						
							
							9.095

						
							
							12.323

						
							
							15.515

						
					

					
							
							l = 3

						
							
							6.988

						
							
							10.417

						
							
							13.698

						
							
							16.924

						
					

					
							
							l = 4

						
							
							8.183

						
							
							11.705

						
							
							15.040

						
							
							18.301

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (12.29) και τον ορισμό (12.24), προκύπτει το διακριτό φάσμα της Ηamiltonian: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En,l=zn,l2ℏ22ma2.





						
							
							(12.31)

						
					

				
			

			Η διακριτή μορφή του φάσματος είναι απόρροια των οριακών συνθηκών (12.22) που δεχθήκαμε. 

			Επισημαίνουμε ότι οι κβαντικοί αριθμοί n, l, m (σχέσεις (12.18) και (12.29)) μετρούν το πλήθος των μηδενισμών (δεσμών)  της ιδιοκατάστασης (στασιμης κατάστασης), στις διευθύνσεις r, θ, φ αντίστοιχα.

			Από την ορθογωνιότητα των ιδιοκαταστάσεων του Ερμητειανού τελεστή H, προκύπτει η ορθογωνιότητα των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫0ajlrazn,l jlzn′,lra r2dr=0,    n≠n′.





						
							
							(12.32)

						
					

				
			

			12.4 Δέσμιες καταστάσεις σε δυναμικό Coulomb: Άτομο Υδρογόνου

			Ας θεωρήσουμε το δυναμικό Coulomb, που δημιουργείται από το πρωτόνιο, με φορτίο +e στον πυρήνα του ατόμου του υδρογόνου. Η δυναμική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



 Vr=-e24πε0 r.





						
							
							(12.33)

						
					

				
			

			Το σύστημα του ατόμου του υδρογόνου αποτελείται από δυο διακρίσιμα σωμάτια, που αλληλεπιδρούν με το δυναμικό (12.33), το οποίο εξαρτάται μόνο από την απόστασή τους r. Χρησιμοποιώντας τις τεχνικές που είδαμε στο εδάφιο 9.2, μπορούμε να δείξουμε ότι το σύστημα αυτό είναι ισοδύναμο με δύο μη αλληλεπιδρώντα σωμάτια, από τα οποία, το ένα είναι ελεύθερο και έχει μάζα ίση με το άθροισμα των δύο μαζών (Μ=me + mp) και το δεύτερο, που βρίσκεται στο δυναμικό (12.33) και έχει μάζα ίση με την ανηγμένη μάζα του συστήματος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ=mempme+mp≈me





						
							
							(12.34)

						
					

				
			

			όπου η τελευταία προσεγγιστική ισότητα προκύπτει, διότι το ηλεκτρόνιο είναι πολύ ελαφρύτερο από το πρωτόνιο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



memp≅1/1836.





						
							
							(12.35)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση του δυναμικού (12.33) στην εξίσωση (12.20), παίρνουμε την ακτινική εξίσωση Schrodinger, για το άτομο του υδρογόνου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22med2dr2+2rddr-ll+1r2Rn,l-e24πε0 r+ERn,l=0.





						
							
							(12.36)

						
					

				
			

			Διαιρούμε την (12.36) με Ε και θέτουμε r=a z, όπου z αδιάστατη νέα μεταβλητή και a σταθερά, που έχει διαστάσεις μήκους και ορίζεται έτσι, ώστε να απλοποιηθεί η μορφή της διαφορικής εξίσωσης, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=ℏ22me-E=E0Ea0





						
							
							(12.37)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E0=-me e424πε02 ℏ2=-e28πε0 a0=-13.6 eV,





							    

a0=4πε0 ℏ2me e2=5.3×10-11 m.



						
							
							(12.38)

						
					

				
			

			Η σταθερά 

a0

 είναι γνωστή ως ακτίνα του Bohr. 

			Η διαφορική εξίσωση (12.36), ως προς τη νέα μεταβλητή z, παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2dz2+2zddz-ll+1z2+ζz-1Rn,l=0.





						
							
							(12.39)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε τη σχέση (12.39),

			όπου η σταθερά ζ εξαρτάται από την ενέργεια Ε μέσω της ισότητας: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ=2me a e24πε0 ℏ2=2E0E.





						
							
							(12.40)

						
					

				
			

			Για τη λύση της διαφορικής εξίσωσης (12.39), θεωρούμε τη δοκιμαστική λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rn,lr=Zr/aexp⁡-r/a/(r/a)





						
							
							(12.41)

						
					

				
			

			και παίρνουμε τη νέα διαφορική:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2dz2-2ddz-ll+1z2+ζzZ=0.





						
							
							(12.42)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε τώρα τη μέθοδο αναπτύγματος της λύσης, σε πολυωνυμική σειρά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Zz=∑kckzk





						
							
							(12.43)

						
					

				
			

			και από τις σχέσεις (12.42) και (12.43) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑kckkk-1zk-2-2kzk-1-ll+1zk-2+ζzk-1=0.





						
							
							(12.44)

						
					

				
			

			Για να πάρουμε αναδρομική σχέση μεταξύ των συντελεστών ck, εξισώνουμε τους συντελεστές του zk-2 (επαναορίζουμε τους δείκτες k κατάλληλα στον δεύτερο και τέταρτο όρο): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ckkk-1-ll+1=ck-12k-1-ζ.





						
							
							(12.45)

						
					

				
			

			Για ομαλή συμπεριφορά στο r=0 (z=0), απαιτείται η ύπαρξη ελάχιστου kmin>0 (ckmin-1=0 ):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



[kminkmin-1-l(l+1)]=0.





						
							
							(12.46)

						
					

				
			

			Η μόνη θετική λύση ως προς kmin της (12.46) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



kmin=l+1.





						
							
							(12.47)

						
					

				
			

			Επομένως, με χρήση της (12.43) και της (12.47), βρίσκουμε ότι για μικρά z (r<<a), η ακτινική κυματοσυνάρτηση συμπεριφέρεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rn,lr≈Zr/ar/a≈r/al.





						
							
							(12.48)

						
					

				
			

			Για l>0, η κυματοσυνάρτηση, προφανώς, μηδενίζεται στο κέντρο του δυναμικού Coulomb (δηλαδή στη θέση του ατομικού πυρήνα).

			Για ομαλή συμπεριφορά στο άπειρο, απαιτούμε μηδενισμό της κυματοσυνάρτησης, ώστε αυτή να είναι κανονικοιποιήσιμη. 

			Στο όριο r>>α (z>>1,) συνεισφέρουν κυρίως όροι με k>>1. Επομένως, από τη σχέση (12.43),  παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ckck-1=2k.





						
							
							(12.49)

						
					

				
			

			Η συμπεριφορά αυτή, αντιστοιχεί στους συντελεστές 

ck=2kk!

, αφού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ckck-1=2kk!2k-1k-1!=k-1!k!2k2k-1=2k.





						
							
							(12.50)

						
					

				
			

			Άρα, για μεγάλα z (και επομένως μεγάλα k), η σειρά συμπεριφέρεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑k2zkk!,





						
							
							(12.51)

						
					

				
			

			που αντιστοιχεί σε εκθετικό της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Zz →z→∞  e2z





						
							
							(12.52)

						
					

				
			

			Επομένως, η ακτινική κυματοσυνάρτηση απειρίζεται εκθετικά για μεγάλα r και δεν είναι κανονικοποιήσιμη, αφού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Rn,lr ~ Zr/aexp⁡-r/a/r/a  →r→∞exp⁡r/a/r/a





						
							
							(12.53)

						
					

				
			

			ή ισοδύναμα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫ψ2 dV→∞.





						
							
							(12.54)

						
					

				
			

			Το πρόβλημα αυτό θα μπορούσε να διορθωθεί, αν η σειρά (12.43) δεν ήταν απειροσειρά, αλλά είχε πεπερασμένο πλήθος όρων,αν, δηλαδή, τερματιζόταν για κάποια τιμή του k έστω την 

kmax

 Στην περίπτωση αυτή, θα είχαμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ckmax+1=0





						
							
							(12.55)

						
					

				
			

			Οπότε, αφού επαναορίσουμε 

k→k+1

, η (12.45) οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2kmax-ζ=0.





						
							
							(12.56)

						
					

				
			

			Θέτουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n=kmax





						
							
							(12.57)

						
					

				
			

			και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ζ2=n.





						
							
							(12.58)

						
					

				
			

			Άρα, η παράμετρος ζ, που εξαρτάται από την ενέργεια του ατόμου [σχέση (12.40)], μπορεί να πάρει μόνο διακριτές τιμές, αφού ο n είναι ακέραιος. Από τις σχέσεις (12.40), (12.58) και (12.38), παίρνουμε το διακριτό ενεργειακό φάσμα του ατόμου του υδρογόνου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=E0n2





						
							
							(12.59)

						
					

				
			

			και τις διακριτές τιμές, για τον παράγοντα ακτινικής κλίμακας της κυματοσυνάρτησης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=n a0.





						
							
							(12.60)

						
					

				
			

			Άσκηση 5: Αποδείξτε τις σχέσεις (12.59) και (12.60).

			Από τις σχέσεις (12.47) και (12.57) και δεδομένου ότι εξ ορισμού 

kmin<kmax

 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l<n.





						
							
							(12.61)

						
					

				
			

			Με χρήση της ορθοκανονικότητας των ιδιοκαταστάσεων της Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫ψn′,l′,m′* ψn,l,m dV=δnn′δll′δmm′





						
							
							(12.62)

						
					

				
			

			εύκολα αποδεικνύεται η ορθοκανονικότητα των ακτινικών κυματοσυναρτήσεων:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫0∞Rn′,l* Rn,l r2dr=δnn′.





						
							
							(12.63)

						
					

				
			

			Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (12.63), χρησιμοποιώντας την ορθοκανονικότητα των σφαιρικών αρμονικών και τη σχέση (12.62).

			Οι ακτινικές ιδιοσυναρτήσεις 

Rn,l

 φαίνονται στο Σχήμα 12.2, για ορισμένες τιμές των κβαντικών αριθμών n και l.

			[image: ]

			Σχήμα 12.2: Οι ακτινικές ιδιοκαταστάσεις 

Rn,l

, για ορισμένες τιμές των κβαντικών αριθμών n και l.

			Οι μαθηματικές εκφράσεις για τις πρώτες ακτινικές ιδιοσυναρτήσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R1,0r=2a03/2exp⁡-ra0,



 



R2,0r=22a03/21-r2a0exp⁡-ra0,



 



R2,1r=13 2a03/2ra0exp⁡-r2a0,





							



R3,0r=23a03/2 1-2r3a0+2r227a02exp⁡-r3a0,



 



R3,1r=4293a03/2ra01-r6a0exp⁡-r3a0,



 



R3,2r=22  2753a03/2 ra02exp⁡-r3a0.





						
							
							(12.64)

						
					

				
			

			Από τις συναρτήσεις αυτές, μπορεί να βρεθεί η μέση τιμή δυνάμεων της ακτινικής θέσης 

r

 του ηλεκτρονίου, δηλαδή οι ροπές του 

r

 σε διάφορες κβαντικές καταστάσεις, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



rk=∫0∞r2+kRn,lr2dr.





						
							
							(12.65)

						
					

				
			

			Ορισμένα χρήσιμα αποτελέσματα για τις πρώτες ροπές είναι τα εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r2=a02n22 5n2+1-3ll+1,



 



r=a023n2-ll+1,



 



r=a023n2-ll+1,





							



1r2=1l+1/2n3a02,



 



1/r3=1ll+1/2l+1n3a03.





						
							
							(12.66)

						
					

				
			

			Η εξάρτηση της ενέργειας Ε μόνο από τον κύριο κβαντικό αριθμό n (σχέση 12.59) και η ανεξαρτησία της από τους άλλους δύο κβαντικούς αριθμούς m και l, υποδηλώνει την ύπαρξη εκφυλισμού στο ενεργειακό φάσμα. Υπάρχουν, δηλαδή, πάνω από μια κβαντικές καταστάσεις, που αντιστοιχούν στην ίδια τιμή της ενέργειας του ενεργειακού φάσματος. Ο εκφυλισμός, για ενεργειακή στάθμη με κβαντικό αριθμό n, προκύπτει, αν αθροίσουμε όλους τους κβαντικούς αριθμούς l και m, που είναι συμβατοί με το δεδομένο n, δηλαδή ικανοποιούν τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



m≤l<n.





						
							
							(12.67)

						
					

				
			

			Σύμφωνα με τη σχέση (12.61), οι δυνατές τιμές του κβαντικού αριθμού l, για δεδομένη τιμή του n, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0, 1, …, n-1.





						
							
							(12.68)

						
					

				
			

			Ενώ για κάθε l, οι δυνατές τιμές του κβαντικού αριθμού m είναι (2l+1) (-l, -l+1 …, l+1, l).

			Επομένως, ο συνολικός βαθμός εκφυλισμού, για δεδομένη τιμή του n είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑l=0n-12l+1=n2.





						
							
							(12.69)

						
					

				
			

			Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (12.69).

			Επισημαίνουμε ότι, αν συμπεριλάβουμε και τον κβαντικό αριθμό του spin του ηλεκτρονίου, ο οποίος μπορεί να πάρει δύο τιμές σε κάθε κβαντική κατάσταση, όπως θα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο, τότε ο βαθμός εκφυλισμού (12.69) διπλασιάζεται σε [image: ]. Ο εκφυλισμός ως προς τον κβαντικό αριθμό m, που καθορίζει τις δυνατές τιμές της προβολής της στροφορμής στον άξονα z, είναι αναμενόμενος, λόγω της σφαιρικής συμμετρίας του δυναμικού Coulomb (οι καταστάσεις με διαφορετικό προσανατολισμό της στροφορμής δεν μπορούν να έχουν διαφορετική ενέργεια, αφού το σφαιρικά συμμετρικό δυναμικό δεν μπορεί να τις διαφοροποιήσει). Η ανεξαρτησία της ενέργειας όμως, από τον κβαντικό αριθμό l, δηλαδή από το μέτρο της στροφορμής, δεν είναι τόσο προφανής. Σχετίζεται με μια επιπλέον συμμετρία, που ισχύει μόνο για το δυναμικό Coulomb και όχι για άλλα σφαιρικά συμμετρικά δυναμικά. Η συμμετρία αυτή αντιστοιχεί στη διατήρηση του διανύσματος Lenz, το οποίο είναι ταυτόχρονα κάθετο στην ορμή και στη στροφορμή και καθορίζει τον προσανατολισμό και την εκκεντρότητα των κλειστών ελλειπτικών τροχιών σε δυναμικά της μορφής 1/r. Σε σφαιρικά δυναμικά που δεν είναι της μορφής 1/r, δεν υπάρχουν λύσεις που να αντιστοιχούν σε κλειστές τροχιές, με καθορισμένη εκκεντρότητα (Σχήμα 12.3). 

			[image: ]

			Σχήμα 12.3: Το διάνυσμα Lenz διατηρείται στο δυναμικό Coulomb αλλά όχι σε άλλα σφαιρικά δυναμικά.

			Άρα, εκεί το διάνυσμα Lenz δεν διατηρείται και υπάρχει λιγότερη συμμετρία (μικρότερος βαθμός εκφυλισμού). Ένα παράδειγμα είναι το σφαιρικό πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους, όπου η ενέργεια εξαρτάται και από τον κβαντικό αριθμό l, λόγω της μη διατήρησης του διανύσματος Lenz.

			Όπως γνωρίζουμε από τη Σύγχρονη Φυσική, οι ενεργειακές στάθμες του ατόμου του υδρογόνου καθορίζουν τις ενέργειες των φωτονίων, που μπορούν να εκπέμπονται και να απορροφούνται από το άτομο του υδρογόνου. Λόγω διατήρησης της ενέργειας, κάθε φορά που εκπέμπεται (απορροφάται) ένα φωτόνιο από το άτομο του υδρογόνου, τούτο μεταπίπτει με μια χαμηλότερη (ψηλότερη) ενεργειακή κατάσταση, ενώ η ενεργειακή διαφορά μεταξύ των καταστάσεων ισούται με την ενέργεια του φωτονίου. Επομένως, κατά την αποδιέγερση ηλεκτρονίου, από στοιβάδα ni σε στοιβάδα nf,, αποδεσμεύεται ενέργεια ΔΕ με μορφή εκπεμπόμενου φωτονίου (σχήμα 12.4). 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE=E01nf2-1ni2.





						
							
							(12.70)
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			Σχήμα 12.4: Οι ενεργειακές στάθμες του ατόμου του υδρογόνου και τα μήκη κύματος των εκπεμπόμενων (φάσμα εκπομπής) ή απορροφούμενων φωτονίων (φάσμα απορρόφησης). 

			Η συχνότητα ν και το μήκος κύματος λ του εκπεμπόμενου ή απορροφώμενου φωτονίου δίνονται από τις σχέσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



v=ΔEh,





							



λ-1=vc.





						
							
							(12.71)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (12.70) και (12.71), προκύπτει το μήκος κύματος των εκπεμπόμενων φωτονίων συναρτήσει των κβαντικών αριθμών της τελικής και της αρχικής κατάστασης του ατόμου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1λ=R1nf2-1ni2.





						
							
							(12.72)

						
					

				
			

			Η τελευταία σχέση (12.73) λέγεται εξίσωση Rydberg και η σταθερά Rydberg R δίνεται από την ισότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R=-E0hc=me e44π3 ε02 ℏ3 c=1.097×107 m-1.





						
							
							(12.73)

						
					

				
			

			Άσκηση 7: Αποδείξτε τη σχέση Rydberg (12.73).

			12.5 Σύνοψη

			Το γωνιακό μέρος του τελεστή της Hamiltonian, σε κεντρικά δυναμικά, περιγράφεται βασικά από το τετράγωνο της στροφορμής L2. Επομένως, η Hamiltonian μετατίθεται με L2 και Lz και έχει κοινές ιδιοκαταστάσεις (σφαιρικές αρμονικές) με L2 και Lz. 

			Με χωρισμό μεταβλητών, προκύπτει η ακτινική εξίσωση Schrödinger. 

			Για σφαιρικό πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους οι ιδιοσυναρτήσεις δίνονται από το γινόμενο των σφαιρικών αρμονικών επί τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel. Το ενεργειακό φάσμα εξαρτάται από τα σημεία, όπου μηδενίζονται οι σφαιρικές συναρτήσεις Bessel και καθορίζεται από δύο κβαντικούς αριθμούς (n και l). 

			Το ενεργειακό φάσμα στο άτομο του υδρογόνου εξαρτάται μόνο από τον κύριο κβαντικό αριθμό (n) και υπάρχει εκφυλισμός n2. Η κβάντωση προκύπτει από την απαίτηση κανονικοποίησης της ακτινικής κυματοσυνάρτησης. 

			Η σχέση Rydberg εκφράζει την ενεργειακή διαφορά μεταξύ δύο καταστάσεων του ατόμου του υδρογόνου, με την οποία ισούται η ενέργεια εκπεμπόμενου ή απορρφούμενου φωτονίου.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Η κβαντική περιγραφή των υδρογονοειδών άτομων διαφέρει από εκείνη του ατόμου του υδρογόνου, μόνο ως προς το ότι το φορτίο του πυρήνα είναι Ze, αντί για e. Επομένως, η ανάλυση του παρόντος κεφαλαίου καλύπτει και για τα υδρογονοειδή άτομα, με μόνη αλλαγή την αντικατάσταση του e2 με Ze2.

			Δίνεται η κυματοσυνάρτηση ηλεκτρονίου σε υδρογονοειδές άτομο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr=C e-r/a





						
							
							(12.74)

						
					

				
			

			όπου από τη σχέση (12.38), με αντικατάσταση του e2 με Ze2:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=a0Z





						
							
							(12.75)

						
					

				
			

			a. Υπολογίστε τη σταθερά κανονικοποίησης C.

			b. Θεωρείστε πυρήνα με ατομικό αριθμό Α=173 και Ζ=70, με ακτίνα 

R=1.2 A1/3fm

. Βρείτε την πιθανότητα να βρεθεί το μονήρες (ασύζευκτο) ηλεκτρόνιο μέσα στον πυρήνα. 

			c. Βρείτε την πιθανότητα να βρεθεί το ηλεκτρόνιο σε περιοχή με x, y, z >0.

			Λύση

			α. Για τη συνθήκη κανονικοποίησης, απαιτούμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∭ψ*ψ d3r=1.





						
							
							(12.76)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση του ψ από την εξίσωση (12.74), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



C2∫0∞r2e-2r/adr ∫02πdφ ∫0πsin⁡θdθ=4πC2∫0∞r2 e-2r/adr=1.





						
							
							(12.77)

						
					

				
			

			Για το ολοκλήρωμα έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫0∞r2e-2r/adr=a23Γ3=a232!=a24.





						
							
							(12.78)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



C=14π4a31/2=1πa3.





						
							
							(12.79)

						
					

				
			

			b. Η πιθανότητα εύρεσης P του ηλεκτρονίου στον πυρήνα προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=∫0Rr2ψr2dr∫02πdφ∫0πsin⁡θdθ=4πC2∫0Rr2e-2r/adr





						
							
							(12.80)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι R<<a, μπορούμε να θεωρήσουμε σταθερή την υπό ολοκλήρωση ποσότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e-2r/a ~ e-2R/a ~ 1





						
							
							(12.81)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P=4a3∫0Rr2dr=43Ra3=43ZRa03A=1.1×10-6     (R=1.2 fm)





						
							
							(12.82)

						
					

				
			

			c. Η κυματοσυνάρτηση είναι ανεξάρτητη των θ, φ (ισοτροπική). Άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι 1/8.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δίνεται η κυματοσυνάρτηση υδρογονοειδούς (

e2→Ze2

) ατόμου (

r/a0→r

): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψr,θ=181 2π Z3/2 6-ZrZre-Zr/3cos⁡θ.





						
							
							(12.83)

						
					

				
			

			a. Βρείτε τους κβαντικούς αριθμούς n, l, m. 

			b. Με βάση την ψ, βρείτε άλλη κυματοσυνάρτηση με κβαντικούς αριθμούς n, l, m+1 

			c. Για Ζ=1, βρείτε την πιο πιθανή τιμή του r, που αντιστοιχεί στην ψ(r,θ). 

			Λύση

			Στην άσκηση αυτή θα θέσουμε, για απλότητα, ћ=1.

			Το εκθετικό στην ψ(r,θ) έχει τη μορφή υδρογονοειδούς κυματοσυνάρτησης: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e-r/a.





						
							
							(12.84)

						
					

				
			

			Η γενική μορφή του α, για υδρογονοειδή άτομα είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a=n a0.





						
							
							(12.85)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n=3.





						
							
							(12.86)

						
					

				
			

			Για εύρεση του l, δρούμε με τον τελεστή 

L2

. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2 ψr,θ=L2frcos⁡θ=fr-1sin⁡θ∂∂θsin⁡θ∂∂θcos⁡θ



 



=fr1sin⁡θddθ sin⁡θ2=



 



=2frcos⁡θ=ll+1 ψr,θ.





						
							
							(12.87)

						
					

				
			

			Άρα l=1. 

			Για εύρεση του m, δρούμε με τον τελεστή Lz . Έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+ ψm=l-m(l+m+1) ψm+1=2 ψm+1.





						
							
							(12.88)

						
					

				
			

			Άρα m=0.

			b.  Θα δράσουμε με τον τελεστή L+ . Δεδομένου ότι αρχικά έχουμε l=1, m=0 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+ ψm=l-m(l+m+1) ψm+1=2 ψm+1.





						
							
							(12.89)

						
					

				
			

			Μπορεί εύκολα να αποδειχτεί ότι η πρώτη ισότητα της (12.89) είναι ισοδύναμη με την αντίστοιχη σχέση του Κεφαλαίου 11 [σχέση (11.34)] για ћ=1.

			Ο τελεστής L+ στην αναπαράσταση της θέσης (σφαιρικές συντεταγμένες) έχει την μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+=Lx+iLy=isin⁡φ-icos⁡φ∂∂θ+icos⁡φ+isin⁡φcot⁡θ∂∂φ.





						
							
							(12.90)

						
					

				
			

			Επομένως, με δράση στη δεδομένη κυματοσυνάρτηση παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+ ψm=eiφ∂∂θ frcos⁡θ=-eiφfrsin⁡θ.





						
							
							(12.91)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (12.90) και (12.91) προκύπτει άμεσα ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψm+1=-12frsin⁡θeiφ=



 



=-181πZ3/2 6-ZrZre-Zr/3sin⁡θeiφ





						
							
							(12.92)

						
					

				
			

			που είναι η ζητούμενη κυματοσυνάρτηση.

			c. Η πιθανότητα να βρεθεί το σωμάτιο στην περιοχή, μεταξύ r και r+dr, είναι (rψ)2 [δείτε και τη σχέση (12.63)]. Για μεγιστοποίηση του (rψ)2  απαιτούμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂rψ∂r=0=∂∂r6-rr2e-r/3=e-r3r33-5r2+12r





						
							
							(12.93)

						
					

				
			

			που οδηγεί στην ισότητα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r2-15r+36=0.





						
							
							(12.94)

						
					

				
			

			 Η τελευταία εξίσωση έχει λύσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r=12  και  r=3.





						
							
							(12.95)

						
					

				
			

			Με υπολογισμό του rψ, βρίσκουμε ότι η τιμή r=12 αντιστοιχεί στο μέγιστο.

			Άρα, η πιο πιθανή τιμή του r είναι r=12 α0 .

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Μελετήστε το άτομο του υδρογόνου σε δύο διαστάσεις.

			Υπόδειξη

			Η εξίσωση Schrödinger σε δύο διαστάσεις, σε πολικές συντεταγμένες, γράφεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22m1r∂∂rr∂ψ∂r+1r2∂2ψ∂φ2-e2rψ=Εψ.





						
							
							(12.96)

						
					

				
			

			Προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο χωριζομένων μεταβλητών, θέτουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ(r,φ)=Rr Φφ.





						
							
							(12.97)

						
					

				
			

			Έτσι, παίρνουμε τη γωνιακή εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∂2Φφ∂φ2=-m2Φ(φ)





						
							
							(12.98)

						
					

				
			

			και την ακτινική εξίσωση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2Rdr2+1rdRdr+ℏ2m22mr2 Rr-e2r Rr=ERr.





						
							
							(12.99)

						
					

				
			

			Παρατηρούμε ότι η ακτινική κυματοσυνάρτηση εξαρτάται από δύο κβαντικούς αριθμούς n και |m|.

			Άλυτες Ασκήσεις

			1. Θεωρείστε άτομο υδρογόνου στην κατάσταση n=2, l=0, m=0. Αναζητήστε την πιθανότητα να βρεθεί το άτομο του υδρογόνου σε απόσταση από την αρχή, μικρότερη από την ακτίνα Bohr. Απ: 0.176. 

			2. Για ηλεκτρόνιο στην κατάσταση n και l=n-1, βρείτε την πιο πιθανή τιμή του r. Απ: r=n2 a0. 

			3. Βρείτε την αβεβαιότητα του r του ατόμου του υδρογόνου. 

			Δείξτε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r2-r2  ⟶   n2n2+2-l2l+122.





						
							
							(12.100)

						
					

				
			

			4. Θεωρείστε σωμάτιο, με μηδενική στροφορμή στο πηγάδι δυναμικού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vr=-V0,     r<a0,          r>a





						
							
							(12.101)

						
					

				
			

			Βρείτε το ενεργειακό του φάσμα. 

			Απάντηση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ka=nπ-arcsin⁡ℏk2mV0  ⟶   E=ℏ2k22m.





						
							
							(12.102)
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    Κεφάλαιο 13: To Spin


    Περιεχόμενα Κεφαλαίου


    Αρχικά, θα δούμε πειραματικές μεθόδους, με τις οποίες μπορεί να μετρηθεί η στροφορμή των ατόμων και ιδιαίτερα το πείραμα Stern-Gerlach, με το οποίο έγινε η πρώτη πειραματική απόδειξη ότι το ηλεκτρόνιο έχει μια ενδογενή στροφορμή, που λέγεται spin. 


    Στην συνέχεια, θα γίνει μια εισαγωγή του δισδιάστατου χώρου καταστάσεων spin του ηλεκτρονίου, όπου δρουν οι πίνακες Pauli. Οι πίνακες αυτοί αποτελούν μια αναπαράσταση των τελεστών του spin, στις διευθύνσεις x, y, z.


    Tέλος, θα μελετηθεί η χρονική εξέλιξη του spin, στα πλαίσια ενός παραδείγματος, που αφορά την μετάπτωση μέσης τιμής του spin, παρουσία μαγνητικού πεδίου. 


    (Γκαρούτσος, 2012· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Cohen-Tannoudji et al., 2006· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· Gasiorowicz, 2003· Peleg et al., 2010). 


    13. To Spin


    13.1 Πειραματικές Μετρήσεις Στροφορμής: Το πείραμα Stern-Gerlach


    Ο πιο απλός τρόπος μελέτης των ατόμων είναι, μέσω της ανίχνευσης των φωτονίων, που εκπέμπουν. Όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, τα φωτόνια αυτά εκπέμπονται (ή απορροφούνται), κατά τη μετάπτωση του ατόμου, μεταξύ διαφορετικών σταθμών του διακριτού ατομικού ενεργειακού φάσματος. Επομένως, σε συστήματα, όπου το ενεργειακό φάσμα εξαρτάται από τη στροφορμή, μπορούμε να μετρήσουμε έμμεσα τη στροφορμή του συστήματος, απλά μετρώντας τις ενεργειακές στάθμες ή ισοδύναμα, τα εκπεμπόμενα φωτόνια, των οποίων η ενέργεια εξαρτάται από τη διαφορά μεταξύ ενεργειακών σταθμών του συστήματος. Θα δούμε ότι η εισαγωγή ενός ατόμου σε μαγνητικό πεδίο, δημιουργεί νέους όρους στη Hamiltonian, ώστε το ενεργειακό φάσμα να εξαρτάται από τη στροφορμή του ατόμου.


    Ας θεωρήσουμε πρώτα ένα κλασικό ηλεκτρόνιο με φορτίο –e, μάζα me κυκλικής συχνότητας ω, σε κυκλική τροχιά (Σχήμα 13.1).


    

      [image: ]

    


    Σχήμα 13.1: Ηλεκτρόνιο σε κυκλική τροχιά.


    Η τροχιακή στροφορμή του ηλεκτρονίου είναι:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L=me ω r2





						
							
							(13.1)

						
					

				
			


    ενώ, το ισοδύναμο ρεύμα προκύπτει ως το φορτίο που διέρχεται από δεδομένο σημείο, ανά μονάδα χρόνου, που είναι 

–eω/2π 

 και η επιφάνεια της τροχιάς είναι πr2 . Επομένως, το διάνυσμα της μαγνητικής διπολικής ροπής του συστήματος, που ισοδυναμεί με κυκλικό βρόγχο ρεύματος, δίνεται από το γινόμενο του ρεύματος επί την επιφάνεια του βρόγχου, με κατεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια του βρόγχου.


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-eω2π πr2  ⟶  μ=-e2me me ω r2





						
							
							(13.2)

						
					

				
			


    Στην έκφραση για τη μαγνητική διπολική ροπή, εμφανίζεται η στροφορμή. Γενικεύοντας τη σχέση (13.2), σε διανυσματική μορφή και εισάγοντας τους αντίστοιχους κβαντομηχανικούς τελεστές της μαγνητικής διπολικής ροπής και της στροφορμής έχουμε:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ=-e2meL





						
							
							(13.3)

						
					

				
			


    Η z συνιστώσα, παίρνει τη μορφή:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μz=-e2meLz.





						
							
							(13.4)

						
					

				
			


    Η ενέργεια αλληλεπίδρασης ηλεκτρονίου, με μαγνητικό πεδίο Β, προκύπτει από τη μαγνητική διπολική ροπή, ως: 


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

U=-μ⋅Β

 

						
							
							(13.5)

						
					

				
			


    Αν θεωρήσουμε μαγνητικό πεδίο στη διεύθυνση z με χρήση των σχέσεων (13.3) και (13.5), προκύπτει ότι η μεταβολή στις ενεργειακές στάθμες του ατόμου του υδρογόνου, που προκαλείται από την προσθήκη του όρου (13.3), στη σφαιρικά συμμετρική Hamiltonian, είναι:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

ΔE=μΒΒm

 

						
							
							(13.6)

						
					

				
			


    όπου: 


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μB=eℏ2me





						
							
							(13.7)

						
					

				
			


    είναι μια σταθερά γνωστή ως μαγνητόνη του Bohr.


    Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (13.6).


    Παρατηρούμε ότι ο εκφυλισμός, ως προς τον κβαντικό αριθμό m (βαθμού 2l+1) αίρεται, αφού, κάθε μια από τις 

2l+1

 κβαντικές καταστάσεις, με διαφορετικά m, αντιστοιχεί πλέον σε διαφορετική ενέργεια. 


    Επομένως, με την εισαγωγή του ατόμου του υδρογόνου σε μαγνητικό πεδίο, ο τετραπλός εκφυλισμός της 1ης διεγερμένης κατάστασης του ατόμου του υδρογόνου 2p-2s [n=2,  (l=1, m=-1,0,1), (l=0,m=0)] «σπάει» σε 3 ενεργειακά επίπεδα (m=-1,0,1). Η προβλεπόμενη διαφορά ενεργειακών σταθμών (που καθορίζουν τις συχνότητες εκπεμπόμενων φωτονίων) είναι eB/2me. 


    Το πείραμα έχει δείξει ότι ο αριθμός των ενεργειακών σταθμών, στις οποίες «σπάει» μια εκφυλισμένη ενεργειακή κατάσταση του ατόμου του υδρογόνου, λόγω εισαγωγής σε μαγνητικό πεδίο, είναι διαφορετική από την προβλεπόμενη, με βάση τη μαγνητική διπολική ροπή, λόγω τροχιακής στροφορμής. Μια υπόθεση, που θα μπορούσε να εξηγήσει τη διαφορά αυτή, μεταξύ θεωρητικής πρόβλεψης και πειράματος, είναι ότι, εκτός από την τροχιακή στροφρομή, το ηλεκτρόνιο έχει και μια άλλη ενδογενή στροφορμή: το spin. Το spin, όπως θα δούμε, είναι ένα καθαρά κβαντικό φαινόμενο χωρίς κλασικό ανάλογο και δεν θα πρέπει να συγχέεται με την ιδιοστροφορμή, η οποία είναι μηδέν για το ηλεκτρόνιο, αφού είναι σημειακό σωμάτιο χωρίς δομή.


    Το πρώτο πείραμα, που απέδειξε την ύπαρξη του spin, είναι το πείραμα Stern-Gerlach, που έγινε από τους Otto Stern και Walther Gerlach το1922 (σχήμα 13.2).


    

      [image: ]

    


    Σχήμα 13.2: Το πείραμα Stern-Gerlach: Μια δέσμη υδρογονοειδών ατόμων, με μηδενική τροχιακή στροφορμή (βασική κατάσταση), διαχωρίζονται σε δύο δέσμες, όταν εισέρχονται σε μη ομογενές μαγνητικό πεδίο.


    

      [image: ]

    


    Σχήμα 13.3: Η δημιουργία μη ομογενούς μαγνητικού πεδίου στην διεύθυνση z, με αλλοίωση της γεωμετρίας των μαγνητικών πόλων.


    Στο πείραμα Stern-Gerlach μια δέσμη υδρογονοειδών ατόμων, με μηδενική τροχιακή στροφορμή (βασική κατάσταση), διαχωρίζεται σε δύο δέσμες, όταν τα άτομα εισέρχονται σε μη ομογενές μαγνητικό πεδίο [σχήμα (13.3)], λόγω των μαγνητικών δυνάμεων που ασκούνται στα άτομα. 


    Σε μη ομογενές πεδίο, τα άτομα με μαγνητική διπολική ροπή δέχονται δύναμη στη διεύθυνση z, όπου υπάρχει η ανομοιογένεια του μαγνητικού πεδίου (σχήμα 13.3).


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



F=-μz∂B∂z





						
							
							(13.8)

						
					

				
			


    Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (13.8).


    Επομένως, το αναμενόμενο αποτέλεσμα, για άτομα σε κβαντική κατάσταση, με κβαντικό αριθμό l, είναι ο διαχωρισμός της δέσμης σε 2l+1 υποδέσμες [μια για κάθε τιμή του κβαντικού αριθμού m που καθορίζει την αντίστοιχη τιμή της μz, σύμφωνα με τη σχέση (13.4)]. Στο πείραμα Stern-Gerlach ήταν l=0 και επομένως, το αναμενόμενο ήταν να μην υπάρχει διαχωρισμός της προσπίπτουσας, στο μαγνητικό πεδίο δέσμης (2l+1=1).


    Για να εξηγηθεί η ύπαρξη του διαχωρισμού σε δύο δέσμες, μπορούμε να υποθέσουμε ότι, εκτός από την τροχιακή στροφορμή, υπάρχει στο ηλεκτρόνιο, μια επιπλέον ενδογενής, κβαντικής προέλευσης, στροφορμή (το spin), που συνεισφέρει στη μαγνητική διπολική ροπή και έχει κβαντικό αριθμό s, ίσο με ½, αντίστοιχο του l της τροχιακής στροφορμής (s=1/2 σημαίνει 2s+1=2 δυνατές τιμές της 

μzs

 και επομένως 

s=1/2

, ύπαρξη δύο υποδεσμών).


    13.2 Οι τελεστές του spin: Ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές


    Η ύπαρξη ημιακέραιου κβαντικού αριθμού για στροφορμή, οδηγεί αναγκαστικά σε ιδιοκαταστάσεις της z-συνιστώσας, που δεν είναι μονότιμες συναρτήσεις στην αναπαράσταση της θέσης. Συγκεκριμένα, οι ιδιοκαταστάσεις της z συνιστώσας της στροφορμής 

eimφ

 είναι μονότιμες, μόνο για ακέραιες τιμές του m, που παίρνει τις τιμές –l, -l+1, … l-1, +l. Αν ο κβαντικός αριθμός l είναι ημιακέραιος, όπως στην περίπτωση του spin s, τότε και ο κβαντικός αριθμός m θα παίρνει ημιακέραιες τιμές, οδηγώντας σε κυματοσυναρτήσεις που δεν είναι μονότιμες και επομένως δεν είναι φυσικά αποδεκτές. Άρα, οι ιδιοκαταστάσεις του spin δεν μπορούν να εκφραστούν στην αναπαράσταση της θέσης.


    Δεδομένου ότι ο τελεστής του spin έχει ιδιότητες στροφορμής, θα πρέπει οι συνιστώσες του να ικανοποιούν αντίστοιχες σχέσεις μετάθεσης:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Sx,Sy=iℏ Sz,





							



Sy,Sz=iℏ Sx,





							



Sz,Sx=iℏ Sy.





						
							
							(13.9)

						
					

				
			


    Το μέτρο του τελεστή του spin στο τετράγωνο, προκύπτει ως:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S2=Sx2+Sy2+Sz2.





						
							
							(13.10)

						
					

				
			


    και οι μεταθέτες του, με τις συνιστώσες του spin, προκύπτουν με χρήση των (13.9), ως:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S2,Sx=S2,Sy=S2,Sz=0.





						
							
							(13.11)

						
					

				
			


    Σε αντιστοιχία με την τροχιακή στροφορμή, ορίζουμε τους τελεστές ανόδου και καθόδου:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S±=Sx±iSy,        S±†=S∓.





						
							
							(13.12)

						
					

				
			


    Για τους τελεστές αυτούς, εύκολα αποδεικνύονται οι παρακάτω σχέσεις, με χρήση των (13.9), σε αντιστοιχία με την τροχιακή στροφορμή:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S+S-=S2-Sz2+ℏSz,





							



S-S+=S2-Sz2-ℏSz,





							



S+,Sz=-ℏS+,





							



S-,Sz=+ℏS-.





						
							
							(13.13)

						
					

				
			


    Άσκηση 2: Αποδείξτε τις σχέσεις (13.13).


    Δεδομένου ότι για s=1/2, υπάρχουν δύο ιδιοτιμές (2s+1) για την z συνιστώσα Sz του spin, συμπεραίνουμε ότι υπάρχουν και δυο ιδιοκαταστάσεις (

s=12,ms=1/2≡χ1

 και 

s=12,ms=-1/2≡χ2

), που αποτελούν βάση στον χώρο καταστάσεων spin. Επομένως, μια τυχαία κατάσταση spin 

ψ≡χ

 στον χώρο αυτόν, μπορεί να εκφραστεί ως:


    
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ≡χ=c1χ1+c2χ2,





						
							
							(13.14)

						
					

				
			


    όπου c1 και c2 είναι μιγαδικές σταθερές. Η διάσταση του χώρου ισούται με τον αριθμό των γραμμικά ανεξάρτητων καταστάσεων spin του σωματίου, δηλαδή για s=1/2 η διάσταση είναι 2. Ο συγκεκριμένος μιγαδικός διανυσματικός χώρος κβαντικών καταστάσεων spin έχει τις παρακάτω ιδιότητες, ανάλογες με αυτές που έχουμε δει και σε προηγούμενα κεφάλαια, για τους κβαντικούς χώρους καταστάσεων:


    

      	Οι καταστάσεις έχουν θετικό μέτρο:

      

      
      		



ψψ=χ†χ≥0.




	(13.15)



2. Οι ιδιοκαταστάσεις ερμητειανών τελεστών (

A†=A

), όπως η z συνιστώσα του spin 

Sz

 στον συγκεκριμένο χώρο, έχουν πραγματικές ιδιοτιμές και είναι ορθοκανονικές:
		



 A χa=a χa,








χa† χa′=δαα′




	(13.16)


3. Η βάση των παραπάνω ιδιοκαταστάσεων είναι πλήρης και επομένως, μια τυχαία κατάσταση μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των ιδιοκαταστάσεων του 

Sz

.


Οι κοινές ιδιοκαταστάσεις των τελεστών 

S2, Sz

 ορίζονται από τις σχέσεις ιδιοτιμών, αντίστοιχες με την τροχιακή στροφορμή:
		



Sz s,ms≡Sz χs,ms=ms ℏ χs,ms ,



 



S2 s,ms≡S2 χs,ms=ss+1ℏ2 χs,ms.




	(13.17)


Όπως και στην περίπτωση της τροχιακής στροφορμής, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις μετάθεσης (13.14), για να δείξουμε ότι η δράση των τελεστών ανύψωσης και μείωσης σε ιδιοκαταστάσεις του 

Sz

 δημιουργεί νέες ιδιοκαταστάσεις του 

Sz

 με μεγαλύτερες ή μικρότερες ιδιοτιμές. Έχουμε δηλαδή ότι:
		



SzS+ χs,ms=ms+1 ℏ S+ χs,ms,








SzS- χs,ms=ms-1 ℏ S- χs,ms.




	(13.18)


ενώ η ορθοκανονικότητα των ιδιοκαταστάσεων γράφεται ως:
		



χs,ms† χs′,ms′=δss′δmsms′.




	(13.19)


Άσκηση 3: Αποδείξτε τη σχέση (13.18).
Για να βρούμε το εύρος τιμών του κβαντικού αριθμού ms, εργαζόμαστε όπως και με την τροχιακή στροφορμή και έχουμε:
		



S+ χs,ms†S+ χs,ms=χs,ms† S+† S+ χs,ms=χs,ms† S- S+ χs,ms ≥0.




	(13.20)


Θέτουμε:
		



S-S+=S2-Sz2-ℏSz.




	(13.21)


και χρησιμοποιούμε τις (13.17), για να πάρουμε:
		



ss+1≥msms+1.




	(13.22)


Άσκηση 4: Αποδείξτε τη σχέση (13.22).
Με όμοιο τρόπο ορίζουμε:
		



χ=S- χs,ms




	(13.23)


και θεωρώντας το θετικό μέτρο της κατάστασης χ προκύπτει ότι: 
		



ss+1≥msms-1.




	(13.24)


Θεωρούμε τώρα τις σχέσεις (13.22), (13.24) ως τριώνυμα, με μεταβλητή το ms και μελετώντας τα πρόσημά τους, για διάφορες τιμές της μεταβλητής, παίρνουμε το εύρος των δυνατών τιμών του ms.
		



-s≤ms≤s.




	(13.25)


Άσκηση 5: Αποδείξτε τη σχέση (13.26).
Το γεγονός ότι ο κβαντικός αριθμός ms παίρνει τιμές στο παραπάνω διάστημα, δεν σημαίνει απαραίτητα ότι μπορεί να πάρει και τις ακραίες τιμές του διαστήματος. Έστω msmin, η ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει ο ms. Τότε, αφού δεν υπάρχει κατάσταση με μικρότερη τιμή του ms, ισχύει ότι:
		



S-χs,msmin=0. 




	(13.26)


Από τις σχέσεις (13.26) και (13.13α), έχουμε:
		



ss+1=msmin(msmin-1)




	(13.27)


και αφού επιλέξουμε την αρνητική ρίζα (που είναι η μικρότερη), παίρνουμε:
		



msmin=-s.




	(13.28)


Όμοια, δείχνουμε ότι:
		



msmax=+s.




	(13.29)


Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (13.29). 
Επομένως:
		



S- χs,-s=S+ χs,s=0.




	(13.30)


Με χρήση του τελεστή S+, μπορούμε να «κτίσουμε» όλο το φάσμα ιδιοκαταστάσεων, για δεδομένο s, ξεκινώντας από την ιδιοκατάσταση με τον ελάχιστο ms. Έχουμε, δηλαδή:
		



S+ χs,-s ~ χs,-s+1








S+χs,-s+1 ~  χs,-s+2








⋮








S+ χs,s-1 ~ χs,s




	(13.31)


Το πλήθος k των σχέσεων, που εμφανίζονται στην (13.31), είναι msmin - msmax = 2s, που θα πρέπει να είναι ακέραιος:
		



msmax-msmin=2s=k.




	(13.32)


Άρα για το spin, ο κβαντικός αριθμός s είναι είτε ακέραιος είτε ημιακέραιος. Δεδομένου ότι για το spin δεν υπάρχει αναπαράσταση θέσης (κυματοσυνάρτηση spin), δεν υφίσταται πρόβλημα με τη μονοτιμία, για μη ακέραιες τιμές του ms , όπως θα συνέβαινε για την τροχιακή στροφορμή.
Μπορεί να αποδειχτεί ότι η τιμή του spin για κάθε σωμάτιο, σχετίζεται με το είδος της στατιστικής που ακολουθεί, σε συστήματα πολλών ταυτοτικών σωματίων. Τα φερμιόνια π.χ. έχουν ημιακέραιο spin, ενώ τα μποζόνια έχουν ακέραιο spin. Η πρόταση αυτή είναι το θεώρημα spin-statistics και αποδείχτηκε για πρώτη φορά από τον Fierz (1939) και αργότερα από τον Pauli.
13.3 Η αναπαράσταση spin 1/2
Για 

s=1/2

, ο χώρος καταστάσεων του spin έχει δυο διαστάσεις, αφού 

ms=±12

 .Ο χώρος αυτός περιγράφεται από τη βάση των ιδιοκαταστάσεων του Sz
		



s=1/2,ms=±1/2≡χ±≡χ1/2,±1/2.




	(13.33)


που ορίζονται από τις σχέσεις:
		



Sz χ±=±12ℏ χ±,








S2 χ±=34 ℏ2 χ±.




	(13.34)


Η ορθοκανονικότητα της βάσης στον συγκεκριμένο χώρο εκφράζεται ως:
		



χ+† χ+=χ-† χ-=1




	(13.35)


Λόγω της πληρότητας της βάσης, μια οποιαδήποτε κατάσταση χ μπορεί να εκφραστεί στη συγκεκριμένη βάση ως:
		



χ=c+χ++c-χ-




	(13.36)


Όπου, οι συντελεστές c+ και c- καθορίζουν πλήρως την κατάσταση χ στη συγκεκριμένη βάση και δίνουν τα πλάτη πιθανότητας, να μετρηθεί η z συνιστώσα του spin +ћ/2 και -ћ/2, αντίστοιχα. Μπορούμε, επομένως, να παραστήσουμε την κατάσταση χ, στη συγκεκριμένη βάση (αναπαράσταση) ως:
		



χ≡c+c-




	(13.37)


ενώ για τη συζυγή έχουμε: 
		



χ†≡c+*c-*.




	(13.38)


Από την απαίτηση θετικού μέτρου για την κατάσταση χ, έχουμε:
		



χ†χ=c+*c-*c+c-=c+*c++c-*c-=c+2+c-2≥0.




	(13.39)


Αντίστοιχα, για το εσωτερικό γινόμενο δύο καταστάσεων, έχουμε:
		



χ†χ′=c+*c-*c+′c-′=c+*c+′+c-*c-′,




	(13.40)


Ενώ, η δράση τελεστή Α αντιστοιχεί σε δράση ενός 2x2 πίνακα, που αναπαριστά τον τελεστή στην συγκεκριμένη βάση:
		



A χ ≡A11A12A21A22c+c-.




	(13.41)


Ο ερμητειανός συζυγής του Α, έχει τη μορφή:
		



Α†≡Α11*Α21*Α12*Α22*.




	(13.42)


Τέλος, οι τιμές των συνιστωσών c+ και c-, για τα διανύσματα βάσης, είναι:
		 

χ+≡10,          χ-≡01.


	(13.43)


Οι πίνακες του Pauli μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την αναπαράσταση των τελεστών, που αντιστοιχούν στις τρεις συνιστώσες του spin. Οι πίνακες αυτοί ορίζονται ως:
		



σx≡0110,








σy≡0-ii0,








σz≡100-1




	(13.44)


και ικανοποιούν τις σχέσεις μετάθεσης:
		



σx,σy=2i σz,








σy,σz=2i σx,








σz,σx=2i σy.




	(13.45)


Αφού θέσουμε: 
		



Si=ℏ2σi




	(13.46)


για τις τρεις συνιστώσες του spin και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (13.45), προκύπτουν οι σωστές σχέσεις μετάθεσης (13.9), για τις τρεις συνιστώσες του spin. 
Άσκηση 7: Αποδείξτε ότι από την (13.46) προκύπτουν οι (13.09).
Από τις σχέσεις (13.46), (13.44) και (13.43), εύκολα επαληθεύεται η αναμενόμενη σχέση ιδιοτιμών:
		



Sz χ±=±12 ℏ χ±,




	(13.47)


αφού:
		



σz χ±=±χ±.




	(13.48)


Με συμπερίληψη και του spin στις ιδιοκαταστάσεις της Hamiltonian του ατόμου του υδρογόνου, παίρνουμε:
		



ψn,l,m,s,msr=Rn,lrYl,mθ,φχs,ms




	(13.49)


Ο εκφυλισμός ως προς τους κβαντικούς αριθμούς του spin αίρεται, όταν το άτομο εισαχθεί σε μαγνητικό πεδίο, οπότε η Hamiltonian παίρνει τη μορφή [από τις σχέσεις (13.3) και (13.5)] με πρόσθεση της στροφορμής λόγω spin) :
		



H=H0+μBℏB⋅(L+gS)




	(13.50)


όπου η σταθερά g είναι γνωστή ως γυρομαγνητικός λόγος και για το ηλεκτρόνιο έχει τιμή κοντά στο 2, όπως προκύπτει πειραματικά αλλά και θεωρητικά, στα πλαίσια της σχετικιστικής κβαντομηχανικής.
13.4 Μετάπτωση spin σε μαγνητικό πεδίο
Ας θεωρήσουμε ένα ηλεκτρόνιο, με μηδενική τροχιακή στροφορμή, σε μαγνητικό πεδίο 

Β

. Το τμήμα της Hamiltonian, που περιγράφει την αλληλεπίδραση του ηλεκτρονίου με το μαγνητικό πεδίο, είναι:
		

U=-μ⋅Β

 
	(13.51)


όπου: 
		

μ=-ge2me S

 
	(13.52)


και με κατάλληλη επιλογή συστήματος συντεταγμένων:
		



B=B k^




	(13.53)


Επομένως, η Hamiltonian μπορεί να γραφεί ως:
		



H=Ω Sz,




	(13.54)


όπου:
		



Ω=geB2me.




	(13.55)


Η χρονική εξέλιξη της κατάστασης του spin:
		



χ=c+(t)c-(t),




	(13.56)


καθορίζεται από τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση του Schrodinger:
		



iℏ∂χ∂t=H χ.




	(13.57)


Με χρήση των σχέσεων (13.54), (13.56) και (13.46), η εξίσωση του Schrodinger παίρνει τη μορφή: 
		



iℏ c˙+c˙-=Ωℏ2 100-1c+c-




	(13.58)


όπου η τελεία δηλώνει χρονική παράγωγο.  Η (13.58) ισοδυναμεί με τις διαφορικές εξισώσεις:
		



c˙±=∓iΩ2 c±.




	(13.59)


Για τη λύση του αποσυζευγμένου συστήματος (13.59), θεωρούμε αρχικές συνθήκες της μορφής:
		



c+0=cos⁡α/2,








c-0=sin⁡α/2




	(13.60)


που οδηγούν στη λύση:
		



c+0=cos⁡α/2exp⁡-i Ωt/2,








c-0=sin⁡(α/2)exp⁡+i Ωt/2.




	(13.61)


Άσκηση 8: Αποδείξτε τις σχέσεις (13.61).
Με δεδομένη τη χρονική εξέλιξη της κατάστασης του spin (13.61), μπορούμε να βρούμε τη χρονική εξέλιξη των αναμενόμενων τιμών των τελεστών του spin. Έχουμε: 
		



Sz=ℏ2 c+*c-*100-1c+c-




	(13.62)


ή: 
		



Sz=ℏ2cos⁡α.




	(13.63)


 Άσκηση 9: Αποδείξτε τη σχέση (13.63).
Αντίστοιχα, για την 

Sx

 συνιστώσα, έχουμε:
		



Sx=ℏ2 c+*c-*0110c+c-  ⟹  Sx=ℏ2sin⁡αcos⁡Ω t,




	(13.64)


ενώ, για την 

Sy

 βρίσκουμε:
		



Sy=ℏ2sin⁡αsin⁡Ω t.




	(13.65)


Άσκηση 10: Αποδείξτε τις σχέσεις (13.64), (13.65).
Άρα, έχουμε μετάπτωση της αναμενόμενης (μέσης) τιμής του spin, γύρω από τον άξονα του πεδίου, με συχνότητα Ω (Σχήμα 13.4). 
Συμπεραίνουμε ότι η αναμενόμενη τιμή του spin συμπεριφέρεται όπως η κλασική στροφορμή, αλλά η μέτρηση των Sx, Sy, Sz μπορεί να δώσει μόνο δύο τιμές: +ћ/2, -ћ/2.
[image: ]
Σχήμα 13.4: Η μετάπτωση της μέσης τιμής του spin, γύρω από τον άξονα του μαγνητικού πεδίου.
13.5 Σύνοψη
Έχει αποδειχτεί πειραματικά (πείραμα Stern-Gerlach), ότι τα σωμάτια στον μικρόκοσμο έχουν ένα ενδογενές χαρακτηριστικό, που έχει ιδιότητες στροφορμής: το spin 
Tο spin δεν έχει κλασικό ανάλογο και αντιστοιχεί σε διανυσματικό κβαντικό τελεστή, που ικανοποιεί τις σχέσεις μετάθεσης της στροφορμής. Το ηλεκτρόνιο (s=1/2), εμφανίζεται σε δύο καταστάσεις, οι οποίες αντιστοιχούν στις δύο προβολές του spin: ms=1/2 και ms=-1/2. 
Ο τελεστής του spin στον χώρο καταστάσεων με s=1/2 (π.χ. ηλεκτρόνιο) μπορεί να αναπαρασταθεί με χρήση των 2x2 πινάκων του Pauli, που δρουν σε δισδιάστατο μιγαδικό διανυσματικό χώρο. 
Η χρονική εξέλιξη του spin, παρουσία μαγνητικού πεδίου, αντιστοιχεί σε μετάπτωση του διανύσματος της μέσης τιμής του spin, γύρω από τον άξονα του μαγνητικού πεδίου.
Κριτήρια αξιολόγησης
(Λαγανάς 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005β· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).
Κριτήριο αξιολόγησης 1
Βρείτε τη δράση των τελεστών του spin Sx, Sy, Sz, στις ιδιοκαταστάσεις του 

χ+=+1/2,  χ-=-1/2


Λύση
Στην άσκηση αυτή χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό Dirac, για να συμβολίσουμε τις καταστάσεις, με προβολή του spin στον άξονα z spin πάνω και spin κάτω. 
Η αναπαράσταση των Sx, Sy, Sz, στις ιδιοκαταστάσεις του 

+1/2, -1/2, 

 είναι:
		



Sx=ℏ20110,      Sy=ℏ20-ii0,      Sz=ℏ2100-1




	(13.66)


όπου:
		



+1/2 ≡10,      -1/2≡01.




	(13.67)


Άσκηση 12: Αποδείξτε την αναπαράσταση (13.66) στη βάση (13.78), χρησιμοποιώντας την έκφραση των Sx, Sy, συναρτήσει τελεστών ανύψωσης και μείωσης και υπολογίζοντας όλα τα στοιχεία πίνακα των τελεστών αυτών στη βάση (13.67). 
Άρα, έχουμε:
		



Sx +1/2=ℏ2011010=ℏ201=ℏ2-1/2,




	(13.68)

		



Sx -1/2=ℏ2011001=ℏ210=ℏ2+1/2.




	(13.69)


Από τις (13.68) και (13.69), είναι προφανές γιατί τα διαγώνια στοιχεία πίνακα του Sx είναι μηδέν στην παραπάνω αναπαράσταση [σχέση (13.66)]. 
Όμοια, για τους Sy και Sz έχουμε:
		



Sy +1/2=ℏ20-ii010=ℏ20i=iℏ2-1/2,



 



Sy -1/2=ℏ20-ii001=ℏ2-i0=-iℏ2+1/2




	(13.70)


		



Sz +1/2=ℏ2100-110=ℏ210=ℏ2+1/2



 



Sz -1/2=ℏ2100-101=-ℏ201=-ℏ2-1/2.




	(13.71)


Τα ίδια αποτελέσματα μπορούν να προκύψουν, με έκφραση των παραπάνω τελεστών, συναρτήσει των τελεστών 

S+,S-

.
Κριτήριο αξιολόγησης 2
Έστω ηλεκτρόνιo με z συνιστώσα του spin, ίση με +ћ/2. Το spin ηλεκτρονίου μετράται κατά μήκος μιας διεύθυνσης z΄, που σχηματίζει γωνία θ με τη διεύθυνση z. 
Α. Βρείτε την πιθανότητα να δώσει τιμή +ћ/2 ή -ћ/2. 
Β. Ποιά είναι η μέση τιμή του spin, κατά μήκος της z΄;
[image: ]
Σχήμα 13.5: H διεύθυνση z’ καθορίζεται από τις γωνίες θ και ϕ.
Λύση
a. Ο τελεστής spin, κατά μήκος της διεύθυνσης 

z'

 (Σχήμα 13.5), είναι:
		

Sz′=S⋅n=ℏ2 σ ⋅n

 
	(13.72)


όπου:
		



n=x^sin⁡θcos⁡φ+y^sin⁡θsin⁡φ+z^cos⁡θ.




	(13.73)


Επομένως:
		



Sz′=Sxsin⁡θcos⁡φ+Sysin⁡θsin⁡φ+Szcos⁡θ.




	(13.74)


Η βάση ιδιοκαταστάσεων του Sz’ μπορεί να εκφραστεί συναρτήσει των ιδιοκαταστάσεων βάσης του Sz:
		



+1/2′=a+1/2+b-1/2,








Sz′ +1/2′=+ℏ2 +1/2′




	(13.75)

		



-1/2′=c+1/2+d-1/2,








Sz′ -1/2′=-ℏ2 -1/2′.




	(13.76)


Θα υπολογίσουμε τις σταθερές a, b, c, d, χρησιμοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις και το γεγονός ότι όλες οι ιδιοκαταστάσεις βάσης είναι ορθοκανονικές.
Από τις σχέσεις (13.74) και (13.75) έχουμε:
		



(Sxsin⁡θcos⁡φ+Sysin⁡θsin⁡φ+



 



+Szcosθ)⁡a|+1/2+b|-1/2=ℏ2a|+1/2+b|-1/2 .




	(13.77)


Με χρήση των σχέσεων που αποδείξαμε στην προηγούμενη άσκηση, στη (13.77), παίρνουμε:
		



ℏa2sin⁡θcos⁡φ-1/2+isin⁡θsin⁡φ-1/2+cos⁡θ|+1/2+



 



+ℏb2 sin⁡θcos⁡φ+1/2-isin⁡θsin⁡φ+1/2-cos⁡θ|-1/2



 



=ℏ2a|+1/2+b|-1/2.




	(13.78)


Με εξίσωση των συντελεστών των καταστάσεων 

+1/2

,

  -1/2

 παίρνουμε:
		



asin⁡θcos⁡φ+iasin⁡θsin⁡φ-bcos⁡θ=bacos⁡θ+bsin⁡θcos⁡φ-ibsin⁡θsin⁡φ=a




	(13.79)


που οδηγούν στη σχέση:
		



a=(1+cos⁡θ)bsin⁡θcos⁡φ+isin⁡φ.




	(13.80)


Οι σχέσεις (13.79) είναι ισοδύναμες μεταξύ τους και απαιτείται και η σχέση κανονικοποίησης, μεταξύ των α και b, για τον πλήρη προσδιορισμό τους:
		



a2+b2=1.




	(13.81)


Από τις (13.80) και (13.81), έχουμε:
		



b21+1+cos⁡θ2sin2⁡θ=1




	(13.82)


που οδηγεί σε:
		



b2=sin2⁡θ2+2cos⁡θ=sin2⁡θ4cos2⁡θ2=4sin2⁡θ2cos2⁡θ24cos2⁡θ2=sin2⁡θ2.




	(13.83)


Άρα, μπορούμε να επιλέξουμε:
		



b=eiφsin⁡θ2




	(13.84)


Η επιλογή της αυθαίρετης φάσης του b, ώστε να είναι ίση με την αζιμουθιακή γωνία της διεύθυνσης z’, γίνεται για λόγους απλοποίησης των παρακάτω πράξεων. Οποιαδήποτε άλλη επιλογή, όμως, οδηγεί σε φυσικά ισοδύναμο αποτέλεσμα.
Από τις σχέσεις (13.80), (13.83), παίρνουμε:
		



a=(1+cos⁡θ)sin⁡θeiφsin⁡θ2eiφ=2cos2⁡θ2sin⁡θ2sin⁡θ=cos⁡θ2.




	(13.85)


Άρα, από τις σχέσεις (13.75), (13.83) και (13.84) παίρνουμε:
		



+1/2′=cos⁡θ2|+1/2+sin⁡θ2eiφ-1/2.




	(13.86)


Για να βρούμε τις σταθερές c, d μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ίδια μέθοδο, όπως παραπάνω. Εναλλακτικά, χρησιμοποιούμε την ορθογωνιότητα μεταξύ των ιδιοκαταστάσεων:
		



′+12-12′=ccos⁡θ2+dsin⁡θ2eiφ=0




	(13.87)


που οδηγεί σε:
		



c=-tan⁡θ2eiφd.




	(13.88)


Όταν συνδυάσουμε τη (13.88) με τη σχέση κανονικοποίησης:
		



c2+d2=1




	(13.89)


 παίρνουμε:
		



tan2⁡θ2+1d2=1  ⟹  d2=cos2⁡θ2.




	(13.90)


Χρησιμοποιούμε την αυθαιρεσία φάσης για την d, για να θέσουμε:
		



d=-cos⁡θ2




	(13.91)


 που λόγω της (13.88) οδηγεί σε:
		



c=sin⁡θ2eiφd.




	(13.92)


Επομένως, έχουμε:
		



|-1/2′=sin⁡θ2eiφ|+1/2-cos⁡θ2|-1/2.




	(13.93)


Από τις σχέσεις  (13.86) και (13.93), έχουμε τις ζητούμενες πιθανότητες:
		



P+ℏ2=′+1/2+1/22=cos2⁡θ2,




	(13.94)

		



P-ℏ2=′-1/2+1/22=sin2⁡θ2.




	(13.95)


b. Για τη μέση τιμή του spin, κατά μήκος της 

z'

, στην κατάσταση 

+1/2

:
		



+1/2Sz′+1/2




	(13.96)


αναστρέφουμε τις σχέσεις (13.86) και (13.93) και βρίσκουμε:
		



|+1/2=cos⁡θ2|+1/2′+sin⁡θ2e-iφ|-1/2′




	(13.97)


που οδηγεί στην:
		



Sz′|+1/2=



 



=Sz′cos⁡θ2|+1/2′+sin⁡θ2e-iφ|-1/2′=



 



=ℏ2cos⁡θ2|+1/2′-sin⁡θ2e-iφ|-1/2′.




	(13.98)


Άρα:
		



Sz′=+1/2Sz′+1/2=+1/2ℏ2cos⁡θ2+1/2′-sin⁡θ2e-iφ-12′=ℏ2cos⁡θ2+12+12′-sin⁡θ2e-iφ+12-12′.




	(13.99)


Από τις σχέσεις (13.86), (13.93) και (13.99) παίρνουμε τελικά:
		



Sz′=ℏ2cos⁡θ2cos⁡θ2-sin⁡θ2eiφsin⁡θ2e-iφ=



 



=ℏ2cos2⁡θ2-sin2⁡θ2=ℏcos⁡θ2




	(13.100)


που είναι το κλασικά αναμενόμενο αποτέλεσμα. 
Κριτήριο αξιολόγησης 3
Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές του τελεστή Sx+Sy, για σωμάτιο με spin s=1/2.
Λύση
Από τις σχέσεις (13.66), προκύπτει ότι:
		



A=Sx+Sy=01-i1+i0.




	(13.101)


Γράφουμε τις ιδιοτιμές του πίνακα 

A

 ως 

λh2 

 και έχουμε:
		



det⁡A^-λℏ21=0  ⟹ℏ2 -λ1-i1+i-λ=0.




	(13.102)


Επομένως:
		



λ2-1-i1+i=0




	(13.103)


που οδηγεί σε:
		



λ=±2.




	(13.104)


Επομένως οι ζητούμενες ιδιοτιμές είναι: 

±h2

 
Για να βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις του τελεστή, τις αναπτύσσουμε στη βάση ιδιοκαταστάσεων του Sz:
		



a+1/2+b-1/2.




	(13.105)


Για τη θετική ιδιοτιμή 

ℏ2

 η εξίσωση ιδιοτιμών γράφεται:
		



-21-i1+i-2ab=00  ⟹  -2a+1-ib=01+ia-2b=0




	(13.106)


που είναι δυο ισοδύναμες σχέσεις, οι οποίες οδηγούν στη λύση: 
		



a=21+ib.




	(13.107)


Συνδυάζουμε τη (13.107) με τη σχέση κανονικοποίησης (13.81) και παίρνουμε:
		



21+i+1b2=1.




	(13.108)


Αν επιλέξουμε αυθαίρετα τη μιγαδική φάση της σταθεράς b, παίρνουμε:
		



b=12.




	(13.109)


Με αντικατάσταση της (13.109) στη (13.107), βρίσκουμε και τη σταθερά a:
		



a=1i+1=1-i2=e-iπ/42.




	(13.110)


Από τις σχέσεις (13.109), (13.101) και (13.105) προκύπτει η ζητούμενη ιδιοκατάσταση:
		



|v1=e-iπ/42 |+1/2+12 |-1/2.




	(13.111)


Όμοια, βρίσκουμε την ιδιοκατάσταση, που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιμή ως:
		



|v2=ei3π/42 |+1/2+12 |-1/2




	(13.112)


Εναλλακτικά, για να δείξουμε τη σχέση (13.112), μπορεί να χρησιμοποιηθεί και η ορθοκανονικότητα των ιδιοκαταστάσεων, με τη μέθοδο της προηγούμενης άσκησης.
Άλυτες Ασκήσεις
1. Βρείτε τις αναπαραστάσεις των Sx, Sy, Sz για ένα σωμάτιο με spin 1, στη βάση ιδιοκαταστάσεων του Sz. 
2. Ηλεκτρόνιο βρίσκεται στην κατάσταση: 
		



χ=A1-2i2




	(13.113)


Κανονικοποιήστε την κατάσταση. Βρείτε τα πιθανά αποτελέσματα μιας μέτρησης του Sz και τις αντίστοιχες πιθανότητες. Ποιά είναι η μέση τιμή του Sz; Επαναλάβετε τα ανωτέρω για τις συνιστώσες Sy , Sx. 
4. Ηλεκτρόνιο βρίσκεται σε χρονικά μεταβαλλόμενο μαγνητικό πεδίο της μορφής: 
		



B=B0cos⁡ωt z^.




	(13.114)


Βρείτε τη Hamiltonian του συστήματος. 
Το ηλεκτρόνιο έχει αρχικά spin «πάνω» στην κατεύθυνση του άξονα x. Βρείτε την κατάσταση χ(t) του ηλεκτρονίου, τη χρονική στιγμή t. 
Βρείτε την πιθανότητα να δώσει μια μέτρηση του Sx, την τιμή -ћ/2, τη χρονική στιγμή t. 
Ποιά είναι η ελάχιστη τιμή του B0 που απαιτείται, για πλήρη αναστροφή της κατεύθυνσης του Sx;
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			Κεφάλαιο 14: Πρόσθεση Στροφορμών

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Αφού δοθεί ο ορισμός ολικής στροφορμής, θα γίνει η συσχέτιση της βάσης ολικής στροφορμής (j,mj) με τη βάση των επιμέρους στροφορμών (m1,m2). Οι συντελεστές (σταθερές), που συσχετίζουν τις δύο βάσεις, είναι οι συντελεστές μετάβασης Glebsch-Gordon, τους οποίους θα μελετήσουμε σε ειδικές περιπτώσεις σύνθεσης στροφορμών (l=1, s=1/2 και s1=1/2, s2=1/2). 

			(Ταμβάκης, 2003· Τραχανάς, 2005β· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· Gasiorowicz, 2003· Peleg et al., 2010).

			14. Πρόσθεση Στροφορμών

			14.1 Η Ολική Στροφορμή J

			Έστω σωμάτιο, με τροχιακή στροφορμή L=(Lx, Ly, Lz) και spin S=(Sx, Sy, Sz). 

			Ορίζουμε το άθροισμα J=L+S των δύο στροφορμών. Θα δούμε ότι η ολική στροφρομή J ικανοποιεί σχέσεις μετάθεσης στροφορμής. 

			Οι σχέσεις μετάθεσης της τροχιακής στροφορμής L εκφράζονται περιεκτικά ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L×L=iℏL.





						
							
							(14.1)

						
					

				
			

			Αντίστοιχα για το spin έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S×S=iℏS.





						
							
							(14.2)

						
					

				
			

			 Ισχύει ακόμα, λόγω ανεξαρτησίας των δύο στροφορμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Li,Sj=0,





						
							
							(14.3)

						
					

				
			

			Επομένως, για τις σχέσεις μετάθεσης των συνιστωσών της ολικής στροφορμής έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J×J=L+S×L+S=L×L+S×S+L×S+S×L=



 



=L×L+S×S=iℏL+iℏS=iℏJ.





						
							
							(14.4)

						
					

				
			

			Επομένως, για την ολική στροφορμή, ισχύουν οι ίδιες σχέσεις μετάθεσης, που ισχύουν για τις επιμέρους στροφορμές, από τις οποίες συντέθηκε η ολική στροφορμή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J×J=iℏJ.





						
							
							(14.5)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Με χρήση των σχέσεων μετάθεσης, που εκφράζονται μέσω της (14.3), δείξτε ότι το μέτρο της ολικής στροφορμής 

J2=Jx2+Jy2+Jz2

 μετατίθεται με μια συνιστώσα (πχ 

Jz

) και επομένως, έχει κοινό σύστημα ιδιοκαταστάσεων (βάση) με αυτή.

			Με βάση το αποτέλεσμα της παραπάνω άσκησης, ισχύει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jzψj,mj=mjℏψj,mj,J2ψj,mj=jj+1ℏ2ψj,mj,





						
							
							(14.6)

						
					

				
			

			όπου το j παίρνει ακέραιες και ημιακέραιες τιμές και το mj παίρνει τις τιμές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-j, -j+1,…,j-1, j.





						
							
							(14.7)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε ότι το mj παίρνει τις τιμές που δίνονται από τη (14.7).

			Θα βρούμε τώρα τις ιδιοκαταστάσεις των J2, Jz συναρτήσει των ιδιοκαταστάσεων των L2, Lz και S2, Sz.. Εκφράζουμε πρώτα το J2 συναρτήσει τελεστών, για τους οποίους ξέρουμε τον τρόπο που δρουν στις ιδιοκαταστάσεις των L2, Lz και S2, Sz.. Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J2=L+S⋅L+S=L2+S2+2L⋅S,





						
							
							(14.8)

						
					

				
			

			Αντικαθιστούμε τώρα το γινόμενο των τελεστών L•S, με τελεστές, που έχουν καθορισμένη δράση στις ιδιοκαταστάσεις των L2 , Lz και S2, Sz.  Από τη σχέση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+S-+L-S+=Lx+iLySx-iSy+Lx-iLySx+iSy=



 



=LxSx+LySy-iLxSy+iLySx



 



+LxSx+LySy+iLxSy-iLySx=2LxSx+LySy





						
							
							(14.9)

						
					

				
			

			έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J2=L2+S2+2LzSz+L+S-+L-S+.





						
							
							(14.10)

						
					

				
			

			Άσκηση 3:  Αποδείξτε τη σχέση (14.10).

			Από τη σχέση (14.10), προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις μετάθεσης για τον τελεστή J2:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J2,L2=0.J2,S2=0.J2,Lz≠0.J2,Sz≠0.





						
							
							(14.11)

						
					

				
			

			Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι η ολική στροφορμή J2 έχει κοινές ιδιοκαταστάσεις με το μέτρο της τροχιακής στροφορμής στο τετράγωνο L2 και με το μέτρο του spin στο τετράγωνο S2, αλλά όχι και με τις προβολές στον άξονα z,  Lz και Sz. Ακόμα, η προβολή της ολικής στροφορμής στον άξονα z, Jz= Lz+ Sz έχει κοινές ιδιοκαταστάσεις με τα μέτρα όλων των στροφορμών και των προβολών τους στον άξονα z (J2, L2 , Lz και S2, Sz.) αφού για παράδειγμα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jz,Lz=Jz,Sz=0.





						
							
							(14.12)

						
					

				
			

			Άρα, υπάρχουν δύο σύνολα μετατιθέμενων μεγεθών με κοινές ιδιοκαταστάσεις. Σε κάθε σύνολο, τα μεγέθη μπορούν να μετρηθούν ταυτόχρονα, χωρίς αβεβαιότητα. Το πρώτο σύνολο είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2,S2,Lz,Sz,





						
							
							(14.13)

						
					

				
			

			ενώ το δεύτερο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2,S2,J2,Jz





						
							
							(14.14)

						
					

				
			

			Παρατηρούμε ότι το μέτρο της ολικής στροφορμής δεν μπορεί να μετρηθεί ταυτόχρονα με τις προβολές στον άξονα z των επιμέρους στροφορμών, αφού οι αντίστοιχοι τελεστές δεν μετατίθενται (σχέσεις 14.11).

			Οι κοινές ιδιοκαταστάσεις του πρώτου συνόλου μετατιθέμενων μεγεθών [(14.13) (βάση (1)], ικανοποιούν τις σχέσεις ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2ψl,s;m,ms1=ll+1ℏ2ψl,s;m,ms1,S2ψl,s;m,ms1=ss+1ℏ2ψl,s;m,ms1,Lzψl,s;m,ms1=m ℏ ψl,s;m,ms1,Szψl,s;m,ms1=ms ℏ ψl,s;m,ms1.





						
							
							(14.15)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις αυτές είναι και ιδιοκαταστάσεις του Jz και μάλιστα, ισχύει: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jzψl,s;m,ms1=Lz+Szψl,s;m,ms1=m+msℏψl,s;m,ms1=mjℏψl,s;m,ms1.





						
							
							(14.16)

						
					

				
			

			Επομένως, για το mj του συνόλου (2), ισχύει η σύνδεση με τους κβαντικούς αριθμούς του συνόλου (1):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mj=m+ms.





						
							
							(14.17)

						
					

				
			

			Σε αντιστοιχία με τις σχέσεις (14.15), η βάση (2) ικανοποιεί τις σχέσεις ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2ψl,s;j,mj2=ll+1ℏ2ψl,s;j,mj2,S2ψl,s;j,mj2=ss+1ℏ2ψl,s;j,mj2,J2ψl,s;j,mj2=jj+1ℏ2ψl,s;j,mj2,Jzψl,s;j,mj2=mjℏψl,s;j,mj2.





						
							
							(14.18)

						
					

				
			

			Θα δούμε σε επόμενα κεφάλαια ότι σε ορισμένες Hamiltonians εμφανίζεται ο τελεστής της ολικής στροφορμής και επομένως, είναι σημαντικό να εκφράσουμε τις ιδιοκαταστάσεις της βάσης (2), συναρτήσει των καταστάσεων της βάσης (1), που είναι ήδη γνωστές για το άτομο του υδρογόνου.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψl,1/2;m,±1/21=Yl,mχ±.





						
							
							(14.19)

						
					

				
			

			14.2 Συντελεστές Clebsch-Gordan

			Θα εκφράσουμε τις ιδιοκαταστάσεις της ολικής στροφορμής [βάση (2)], ως γραμμικό συνδυασμό καταστάσεων της βάσης (1). Για δεδομένο mj της βάσης (1), οι καταστάσεις που μπορούν να συμμετέχουν στον γραμμικό συνδυασμό είναι αυτές που ικανοποιούν τη σχέση (14.17). Επομένως, για την κατάσταση της βάσης (2) με κβαντικούς αριθμούς l, ½, j, mj=m+1/2, χρησιμοποιούμε γραμμικό συνδυασμό δύο καταστάσεων της βάσης (1), ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψl,1/2;l,m+1/22=αψl,1/2;m,1/21+βψl,1/2;m+1,-1/21,





						
							
							(14.20)

						
					

				
			

			όπου οι σταθερές α και β μπορούν να έχουν πραγματικές τιμές και ικανοποιούν τη σχέση κανονικοποίησης: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α2+β2=1.





						
							
							(14.21)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τις σταθερές α και β, δρούμε και στα δυο μέλη της σχέσης (14.20), με τον τελεστή J2, χρησιμοποιώντας και τη σχέση (14.10), που ουσιαστικά καθορίζει τον τρόπο δράσης του J2, στις ιδιοκαταστάσεις των επιμέρους στροφορμών [βάση (1)]. Η δράση αυτή βασίζεται και στη δράση των τελεστών ανύψωσης και μείωσης για τις στροφορμές που, όπως έχουμε δει, είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L+Yl,m=ll+1-mm+11/2ℏYl,m+1,L-Yl,m=ll+1-mm-11/2ℏYl,m-1.





						
							
							(14.22)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S+χs,ms=ss+1-msms+11/2ℏχs,mS+1,S-χs,ms=ss+1-msms-11/2ℏχs,ms-1.





						
							
							(14.23)

						
					

				
			

			Για το spin με s=1/2, οι σχέσεις αυτές παίρνουν τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S+χ+=S-χ-=0,S±χ∓=ℏχ±.





						
							
							(14.24)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (14.20), (14.10), (14.22) και (14.24), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J2αYl,mχ++βYl,m+1χ-=



 



=L2+S2+2LzSz+L+S-+L-S+αYl,mχ++βYl,m+1χ-



 



⇒ jj+1ℏ2αYl,mχ++βYl,m+1χ-=



 



=αll+1ℏ2Yl,mχ++34ℏ2Yl,mχ++mYl,mχ++ll+1-mm+11/2ℏ2Yl,mχ++



 



+βll+1ℏ2Yl,m+1χ--m+1Yl,m+1χ-ll+1-mm+11/2ℏ2Yl,mχ+





							



⇒jj+1-ll+1-34-mα-ll+1-mm+11/2β=0jj+1-ll+1-34+mm+1β-ll+1-mm+11/2α=0





						
							
							(14.25)

						
					

				
			

			Άρα, οι σχέσεις από τις οποίες μπορούν να προκύψουν οι σταθερές α και β, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



jj+1-ll+1-34-mα-ll+1-mm+11/2β=0jj+1-ll+1-34+mm+1β-ll+1-mm+11/2α=0





						
							
							(14.26)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε τις σχέσεις (14.26).

			Αν θέσουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=jj+1-ll+1-3/4.





						
							
							(14.27)

						
					

				
			

			οι σχέσεις (12.26) γράφονται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x-mα-ll+1-mm+11/2β=0,-ll+1-mm+11/2α+x+m+1β=0,





						
							
							(14.28)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αβ=l-ml+m+11/2x-m=x+m+1l-ml+m+11/2⇒⇒l-ml+m+1=x-mx+m+1⇒⇒l2+lm+l-lm-m2-m=x2+xm+x-xm-x-m⇒⇒ll+1=xx+1⇒x=l x=-l-1





						
							
							(14.29)

						
					

				
			

			Επομένως, για να υπάρχει λύση, ο κβαντικός αριθμός j δεν μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή. Για x=l ,η τιμή που μπορεί να πάρει ο j, προκύπτει ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=l⇒j2+j-l2-l-34-l=0⇒j2+j-l2+2l+34=0⇒⇒



 



j=-1±1+4l2+8l+32=-1±2l+12⇒j>0j=l+12





						
							
							(14.30)

						
					

				
			

			Η άλλη τιμή του j προκύπτει παρόμοια, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=-l-1⇒j=l-12





						
							
							(14.31)

						
					

				
			

			Γενικά, αν, αντί για τους κβαντικούς αριθμούς 

l, s=1/2

, έχουμε σύνθεση γενικών στροφορμών, με κβαντικούς αριθμούς j1 και j2, τότε οι τιμές που μπορεί να πάρει ο κβαντικός αριθμός της ολικής στροφορμής j, αποδεικνύεται ότι είναι μεταξύ (π.χ. Τραχανάς 2008):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



jmin=j1-j2jmax=j1+j2





						
							
							(14.32)

						
					

				
			

			Για παράδειγμα, αν j1=5 και j2=3/2, τότε οι τιμές που μπορεί να πάρει ο κβαντικός αριθμός της ολικής στροφορμής είναι j =3.5, 4.5, 5.5, 6.5.

			Η απόδειξη της (14.32) γίνεται με χρήση της σχέσης 

mj=mj1+mj2

 και εύρεση όλων των δυνατών mj που αντιστοιχούν σε ζεύγος mj1, mj2. Μετά, από τα 

mj

, βρίσκουμε και τα αντίστοιχα j.

			Από την πρώτη ισότητα της (14.29): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αβ=l-ml+m+11/2x-m





						
							
							(14.33)

						
					

				
			

			προκύπτει ότι πράγματι οι σταθερές α και β μπορούν να επιλεγούν, ώστε να είναι πραγματικές (έχουν την ίδια μιγαδική φάση) και επομένως η σχέση κανονικοποίησης είναι η (14.21).

			Θέτοντας x=l (j=l+1/2), στη σχέση (14.33) και χρησιμοποιώντας τη σχέση κανονικοποίησης (14.21) βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψl+1/2,m+1/22=l+m+12l+11/2ψm,1/21+l-m2l+11/2ψm+1,-1/21,





						
							
							(14.34)

						
					

				
			

			 Ο κβαντικός αριθμός mj έχει γραφεί με τη μορφή 

m+1/2

, για να υποδηλώσει την ισχύ της σχέσης (14.17). Η παράμετρος m προσδιορίζεται από την απαίτηση 

mj=m+1/2

. Θα μπορούσαμε να είχαμε χρησιμοποιήσει και την παραμετροποίηση 

mj=m-1/2

 (δείτε άλυτη άσκηση 2).

			Όμοια, εφόσον θέσουμε 

x=-l-1 (j=l-1/2)

 στη σχέση (14.33) και χρησιμοποιήσουμε τη σχέση κανονικοποίησης (14.21), βρίσκουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψl-1/2,m+1/22=l-m2l+11/2ψm,1/21-l+m+12l+11/2ψm+1,-1/21





						
							
							(14.35)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις (14.34), (14.35) καθορίζουν τη μετάβαση από τη βάση (1) των επιμέρους στροφορμών l, s=1/2, στη βάση (2) της ολικής στροφορμής, μέσω των συντελεστών μετάβασης α και β. Οι συντελεστές αυτοί λέγονται συντελεστές Clebsch-Gordan. Οι σχέσεις (14.34) και (14.35) μπορούν εύκολα να αντιστραφούν και να βρεθούν έτσι οι σχέσεις, που καθορίζουν την αντίστροφη μετάβαση [από τη βάση (2) στη βάση (1) των επιμέρους στροφορμών]. Οι σχέσεις αυτές είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψm,1/21=l+m+12l+11/2ψl+1/2,m+1/22+l-m2l+11/2ψl-1/2,m+1/22,ψm+1,-1/21=l-m2l+11/2ψl+1/2,m+1/22-l+m+12l+11/2ψl-1/2,m+1/22.





						
							
							(14.36)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις (14.34), (14.35) και (14.36) μπορούν να συνοψιστούν επιγραμματικά στον παρακάτω πίνακα:

			
				
					
				
				
					
							
							
								
									
									
									
									
								
								
									
											
											
											



m,1/2





										
											
											



m+1,-1/2





										
											
											



m,ms





										
									

									
											
											



l+1/2,





											



m+1/2





										
											
											



(l+m+1)/(2l+1)





										
											
											



(l-m)/(2l+1)





										
											
									

									
											
											



l-1/2,





											



m+1/2





										
											
											



(l-m)/(2l+1)





										
											
											



-(l+m+1)/(2l+1)





										
									

									
											
											



j,mj





										
											
											
									

								
							

						
					

				
			

			 Πίνακας 14.1: Οι συντελεστές Clebsch-Gordan για την σύνθεση των στροφορμών l, ½ .

			14.3 Παραδείγματα Σύνθεσης Στροφορμών

			Ως ένα παράδειγμα εφαρμογής των σχέσεων (14.34) και (14.35), θεωρούμε την περίπτωση l=1. Στην περίπτωση αυτή, οι σχέσεις (14.34) και (14.35) οδηγούν στις σχέσεις μετάβασης από τη βάση (1) στη βάση (2):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ3/2,±3/22=ψ±1,±1/21,ψ3/2,1/22=23ψ0,1/21+13ψ1,-1/21,ψ1/2,1/22=13ψ0,1/21-23ψ1,-1/21,ψ1/2,-1/22=23ψ-1,1/21-13ψ0,-1/21,ψ3/2,-1/22=13ψ-1,1/21+23ψ0,-1/21,





						
							
							(14.37)

						
					

				
			

			Ενώ, οι αντίστροφες σχέσεις (14.36) δίνουν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ±1,±1/21=ψ3/2,±3/22,ψ1,-1/21=13ψ3/2,1/22-23ψ1/2,1/22,ψ0,1/21=23ψ3/2,1/22+13ψ1/2,1/22,ψ0,-1/21=23ψ3/2,-1/22-13ψ1/2,-1/22,ψ-1,1/21=13ψ3/2,-1/22+23ψ1/2,-1/22.





						
							
							(14.38)

						
					

				
			

			Επομένως, στην περίπτωση αυτή, ο πίνακας 14.1 των συντελεστών Clebsch-Gordan παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-1/-1/2





						
							
							



-1,1/2





						
							
							



0,-1/2





						
							
							



0,1/2





						
							
							



1,-1/2





						
							
							



1,1/2





						
							
							



m,ms





						
					

					
							
							



3/2,-3/2
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3/2,-1/2





						
							
							
							



1/3





						
							
							



2/3





						
							
							
							
							
					

					
							
							



1/2,-1/2





						
							
							
							



2/3





						
							
							



-1/3





						
							
							
							
							
					

					
							
							



3/2,1/2





						
							
							
							
							
							



2/3





						
							
							



1/3





						
							
							
					

					
							
							



1/2,1/2





						
							
							
							
							
							



1/3





						
							
							



-2/3





						
							
							
					

					
							
							



3/2,3/2





						
							
							
							
							
							
							
							



1





						
							
					

					
							
							



j,mj





						
							
							
							
							
							
							
							
					

				
			

			Πίνακας 14.2: Οι συντελεστές Clebsch-Gordan, για σύνθεση στροφορμών με κβαντικούς αριθμούς l=1, s=1/2

			Ένα άλλο ενδιαφέρον παράδειγμα αποτελεί η περίπτωση σύνθεσης στροφορμών, που είναι και οι δυο spin με s=1/2 (s1=s2=1/2). Στην περίπτωση αυτή, εξακολουθεί να ισχύει ο πίνακας συντελεστών 14.1 με l=s1=1/2, s=s2=1/2. Στην περίπτωση αυτή, η ολική στροφορμή είναι το ολικό spin:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S=S1+S2





						
							
							(14.39)

						
					

				
			

			Η βάση (1), στην περίπτωση αυτή, ορίζεται από τις σχέσεις ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S12χs1,s2;ms1,ms21=s1s1+1ℏ2χs1,s2;ms1,ms21,S22χs1,s2;ms1,ms21=s2s2+1ℏ2χs1,s2;ms1,ms21,S1zχs1,s2;ms1,ms21=ms1ℏχs1,s2;ms1,ms21,S2zχs1,s2;ms1,ms21=ms2ℏχs1,s2;ms1,ms21,Szχs1,s2;ms1,ms21=msℏχs1,s2;ms1,ms21.





						
							
							(14.40)

						
					

				
			

			ενώ η βάση (2) ορίζεται από τις σχέσεις ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S12χs1,s2;s,ms2=s1s1+1ℏ2χs1,s2;s,ms2,S22χs1,s2;s,ms2=s2s2+1ℏ2χs1,s2;s,ms2,S2χs1,s2;s,ms2=ss+1ℏ2χs1,s2;s,ms2,Szχs1,s2;s,ms2=msℏχs1,s2;s,ms2.





						
							
							(14.41)

						
					

				
			

			με:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



s1z,s2z=±1/2.ms=ms1+ms2.





						
							
							(14.42)

						
					

				
			

			Από τον πίνακα 14.1, προκύπτουν οι συντελεστές Clebsch-Gordon, για την παραπάνω σύνθεση στροφορμών ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							
								
									
									
									
									
									
									
								
								
									
											
											
											



-1/2,-1/2
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s,ms





										
											
											
											
											
											
									

								
							

						
							
							(14.43)

						
					

				
			

			Επομένως, οι καταστάσεις, με κβαντικό αριθμό ολικής στροφορμής j=s1+s2=1 (καταστάσεις triplet), προκύπτουν από τις καταστάσεις της βάσης (1) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



χ1,-12=χ-1/2,-1/21,χ1,02=12χ-1/2,1/21+χ1/2,-1/21,χ1,12=χ1/2,1/21,





						
							
							(14.44)

						
					

				
			

			ενώ, η κατάσταση, με κβαντικό αριθμό ολικής στροφορμής j=s1-s2=0 (κατάσταση singlet), προκύπτει από τις καταστάσεις της βάσης (1), ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



χ0,02=12χ-1/2,1/21-χ1/2,-1/21.





						
							
							(14.45)

						
					

				
			

			14.4 Σύνοψη

			Για την περιγραφή συστημάτων, που συντίθενται από υποσυστήματα με στροφορμή, μπορούν να χρησιμοποιηθούν δύο βάσεις καταστάσεων: η βάση των επιμέρους στροφορμών και η βάση της ολικής στροφορμής. Οι δύο βάσεις συνδέονται, με χρήση των συντελεστών Glebsch-Gordan. 

			Οι συντελεστές Glebsch-Gordan δίνουν την πιθανότητα μέτρησης τιμών, για τις επιμέρους στροφορμές, όταν έχει μετρηθεί αρχικά η ολική στροφορμή (οπότε, αρχικά, το σύστημα περιγράφεται από ιδιοκατάσταση της ολικής στροφορμής).

			Οι συντελεστές Glebsch-Gordon υπολογίστηκαν σε απλές περιπτώσεις συστημάτων, όπου η μία από τις δύο επιμέρους στροφορμές αντιστοιχεί σε spin ½.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et αl., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Ηλεκτρόνιο σε άτομο υδρογόνου βρίσκεται στην κατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R2,11/3Y1,0χ++2/3Y1,1χ-





						
							
							(14.46)

						
					

				
			

			Βρείτε τις πιθανές τιμές και τις αντίστοιχες πιθανότητες, που αντιστοιχούν σε μέτρηση των μεγεθών L2, Lz, S2, Sz, J2, Jz. Ποιά είναι η πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο στη θέση r, θ, φ; Ποιά είναι η αντίστοιχη πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο σε θέση r, με spin πάνω; 

			Λύση

			Έχουμε και για τις δύο καταστάσεις που υπερτίθενται l=1. Επομένως, για το L2 θα μετρηθεί η τιμή 

			ћ2 1(1+1)=2 ћ2, με πιθανότητα 1. 

			Για το Lz θα μετρήσουμε 0, με πιθανότητα 1/3 και ћ, με πιθανότητα 2/3. 

			Έχουμε και για τις δύο καταστάσεις που υπερτίθενται s=1/2. Επομένως για το S2 θα μετρηθεί η τιμή ћ2 1/2(1/2+1)=3/4 ћ2, με πιθανότητα 1. 

			Για το J2 θα πρέπει να εκφράσουμε την κατάσταση, στη βάση (2) 

j,mj

. Με χρήση των σχέσεων (14.39) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ=R211/3Y1,0χ++2/3Y1,1χ-=



 



=R211/3ψ0,1/21+2/3ψ1,-1/21=



 



=R211/32/βψ3/2,1/22+1/3ψ1/2,1/22+2/31/3ψ3/2,1/22-2/3ψ1/2,1/22=



 



=R21223ψ3/2 ,1/22-13ψ1/2,1/22.





						
							
							(14.47)

						
					

				
			

			Επομένως, για το J2 θα μετρήσουμε ћ2 3/2(3/2+1)=15/4 ћ2, με πιθανότητα 8/9 και θα μετρήσουμε ћ2 1/2(1/2+1)=3/4 ћ2, με πιθανότητα 1/9. Ακόμα, για το Jz θα μετρήσουμε ½ ћ, με πιθανότητα 1.

			Η πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο στη θέση r, θ, φ είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pr,θ,ϕ=R2121/3Y1,02+2/3Y1,12r2sin2⁡θ





						
							
							(14.48)

						
					

				
			

			Η πυκνότητα πιθανότητας να βρεθεί το σωμάτιο στη θέση r, θ, φ, με spin πάνω, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pr,θ,ϕ=R2121/3Y1,02+2/3Y1,12r2sin2⁡θ





						
							
							(14.49)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Δύο σωμάτια, με spin ½, αλληλεπιδρούν, σύμφωνα με τη Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=A s1⋅s2





						
							
							(14.50)

						
					

				
			

			όπου Α είναι η δεδομένη σταθερά. Βρείτε τις ενεργειακές ιδιοτιμές του συστήματος και τον αντίστοιχο εκφυλισμό.

			Λύση

			Το ολικό spin του συστήματος είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S2=s1+s22=s12+s22+2s1⋅s2





						
							
							(14.51)

						
					

				
			

			Άρα, η Hamiltonian εκφράζεται συναρτήσει του ολικού spin, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=A2S→2-s→12-s→22





						
							
							(14.52)

						
					

				
			

			και οι ιδιοτιμές δίνονται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=A2ℏ2SS+1-s1s1+1-s2s2+1=A2ℏ2SS+1-3/2





						
							
							(14.53)

						
					

				
			

			Οι δυνατές τιμές του S είναι 0 και 1, με εκφυλισμούς (2S+1) (1 και 3 αντίστοιχα).

			Άλυτες Ασκήσεις

			1. Θεωρήστε δύο ηλεκτρόνια σε κατάσταση s=0 (singlet). 

			
					Μέτρηση της z συνιστώσας του spin του ενός ηλεκτρονίου δίνει την τιμή Sz=ћ/2. Ποιά η πιθανότητα να μετρηθεί η ίδια συνιστώσα του άλλου ηλεκτρονίου στην τιμή ћ/2; 

					Μέτρηση της y συνιστώσας του spin του ενός ηλεκτρονίου δίνει την τιμή Sy=ћ/2. Ποιά η πιθανότητα να μετρηθεί η x συνιστώσα του spin του άλλου ηλεκτρονίου στην τιμή Sx=-ћ/2; c. Αν το ηλεκτρόνιο 1 είναι στην κατάσταση 

χ++sina1eiβ1χ

, το ηλεκτρόνιο 2 στην κατάσταση 

cosa2 χ++sina2eiβ2χ

, ποιά είναι η πιθανότητα να βρεθεί το σύστημα σε κατάσταση ολικού spin s=1 (triplet); 


			

			2. Βρείτε τους συντελεστές Glebsch-Gordon, με την παραμετροποίηση l,1/2,j,m-1/2.
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			Κεφάλαιο 15: Χρονοανεξάρτητη Θεωρία Διαταραχών

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Αρχικά, δίνεται ο ορισμός της προσεγγιστικής μεθόδου, η οποία ονομάζεται «θεωρία διαταραχών» και εφαρμόζεται στην απλή περίπτωση. όπου έχουμε σύστημα δύο καταστάσεων, που επιδέχεται και ακριβή λύση στο πρόβλημα ιδιοτιμών της Hamiltonian. Στην συνέχεια, εισάγεται η γενική μέθοδος θεωρίας διαταραχών, για μη εκφυλισμένες καταστάσεις (όταν δηλαδή δεν υπάρχουν περισσότερες από μια καταστάσεις που να έχουν την ίδια ιδιοτιμή της Hamiltonian) και εφαρμόζεται στην περίπτωση διαταραχής ατόμου υδρογόνου (στη θεμελιώδη κατάσταση που είναι μη εκφυλισμένη,) από ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Μελετάται δηλαδή το φαινόμενο Stark.

			Μετά, εισάγεται η θεωρία διαταραχών, για κβαντικές καταστάσεις που παρουσιάζουν εκφυλισμό. Παρουσιάζεται μια γενική μέθοδος για την αντιμετώπιση των απειρισμών, που εμφανίζονται στην εφαρμογή της θεωρίας διαταραχών, σε κβαντικές καταστάσεις που είναι εκφυλισμένες. Τέλος, γίνεται εφαρμογή της μεθόδου σε διεγερμένη κατάσταση ατόμου υδρογόνου, το οποίο βρίσκεται μέσα σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο (γραμμικό φαινόμενο Stark).

			(Τραχανάς, 2005β· Τραχανάς, 2008·Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick,2010· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Merzbacher, 1970· Peleg et al., 2010).

			15. Χρονοανεξάρτητη Θεωρία Διαταραχών

			15.1 Θεωρία Διαταραχών: Ορισμός και εφαρμογή σε σύστημα δύο καταστάσεων

			Έστω Hamiltonian της μορφής 

Η=Η0+Η1

, με ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές που δεν μπορούν να βρεθούν αναλυτικά. Θέλουμε να βρούμε προσεγγιστικά αξιόπιστες ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές. 

			Έστω ότι: Η0 έχει γνωστές ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές και Η1 << Η0. 

			Με βάση τις ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές της Η0, θα υπολογίσουμε προσεγγιστικά τις ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές της 

Η=Η0+Η1

, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των διαταραχών.

			Θα εισάγουμε τη μέθοδο με ένα απλό παράδειγμα, ενός συστήματος δύο καταστάσεων, που επιδέχεται ακριβή αλλά και προσεγγιστική λύση. 

			Έστω αδιατάρακτη Hamiltonian, δύο γνωστών ορθοκανονικών ιδιοκαταστάσεων (αδιατάρακτες καταστάσεις), χωρίς εκφυλισμό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0ψ1=E1ψ1,H0ψ2=E2ψ2.





						
							
							(15.1)

						
					

				
			

			Έστω το πρόβλημα ιδιοτιμών της διαταραγμένης Hamiltonian, με άγνωστες διαταραγμένες ιδιοκαταστάσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0+H1ψE=EψE.





						
							
							(15.2)

						
					

				
			

			Η βάση, που αποτελείται από τις δύο αδιατάραχτες ιδιοκαταστάσεις, είναι πλήρης και επομένως, οι διαταραγμένες ιδιοκαταστάσεις μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικός συνδυασμός αδιατάρακτων ιδιοκαταστάσεων. Ο στόχος μας είναι να προσδιορίσουμε τους συντελεστές του αναπτύγματος. Ο προσδιορισμός θα γίνει με ακρίβεια στο απλό πρόβλημα των δύο καταστάσεων, αλλά, σε συστήματα πολλών ιδιοκαταστάσεων, θα χρειαστεί προσεγγιστική μέθοδος (θεωρία διαταραχών). Το ανάπτυγμα της κάθε μίας, από τις δύο διαταραγμένες ιδιοκαταστάσεις 

ψE≡E

, έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψE=1Eψ1+2Eψ2.





						
							
							(15.3)

						
					

				
			

			Εφόσον δράσουμε με τα bra 

i

 των αδιατάρακτων ιδιοκαταστάσεων, μπορούμε να προσδιορίσουμε τους συντελεστές του αναπτύγματος. Από τη σχέση (15.3), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

iH0+H1E=EiE,i=1,2,   1≡ψ1,   2≡ψ2



						
							
							(15.4)

						
					

				
			

			Λόγω ορθοκανονικότητας, έχουμε επίσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ij=δij,





						
							
							(15.5)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (15.1), (15.3), (15.4) και (15.5), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1H0+H111E+1H0+H122E=E1E⇒⇒E11E+1H111E+1H122E=E1E⇒⇒E1-E+e111E+e122E=0





						
							
							(15.6)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2H0+H111E+2H0+H122E=E2E⇒⇒E22E+2H112E+2H122E=E2E⇒⇒E2-E+e221E+e12*1E=0





						
							
							(15.7)

						
					

				
			

			Όπου eij, είναι τα στοιχεία πίνακα της ερμητειανής διαταραχής Η1:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e11=1H11,e22=2H12,e12=1H12=2H11*.





						
							
							(15.8)

						
					

				
			

			Οι σχέσεις (15.6) και (15.7) γράφονται συνοπτικά ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1-E+e11e12e12*E2-E+e221E2E=00





						
							
							(15.9)

						
					

				
			

			Για απλοποίηση των πράξεων, θα θεωρήσουμε την ειδική περίπτωση διαταραχής, με μηδενικά διαγώνια στοιχεία:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e11=e22=0.





						
							
							(15.10)

						
					

				
			

			Η υπόθεση αυτή δεν είναι απαραίτητη, γιατί τα διαγώνια στοιχεία της διαταραχής μπορούν απλά να ενσωματωθούν στις ιδιοτιμές της αδιατάρακτης Hamiltonian.

			Για να έχει μη τετριμμένη λύση το ομογενές γραμμικό σύστημα (15.9), θα πρέπει να μηδενίζεται η ορίζουσα του πίνακα 2x2 στην (15.9):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1-EE2-E-e122=0⇒E2-E1+E2E+E1E2-e122=0





						
							
							(15.11)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=E1+E2±E1-E22+4e1222.





						
							
							(15.12)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (15.12).

			Η λύση (15.12) για τις διαταραγμένες ιδιοτιμές είναι ακριβής, αλλά για μικρά μη διαγώνια στοιχεία πίνακα της διαταραχής ϵ<<1, όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϵ=e12E1-E2.





						
							
							(15.13)

						
					

				
			

			 μπορεί να απλοποιηθεί με κατάλληλο ανάπτυγμα, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E≃12E1+E2±12E1-E21+2ϵ2+….





						
							
							(15.14)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση της σχέσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1-E21+4e122E1-E22=E1-E21+2ϵ2+…





						
							
							(15.15)

						
					

				
			

			Η σχέση (15.14) οδηγεί σε ένα προσεγγιστικό ανάπτυγμα για τις διαταραγμένες ιδιοτιμές 

E1′ , E2′

, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1′=E1+e122E1-E2+…,E2′=E2-e122E1-E2+….





						
							
							(15.16)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τις σχέσεις (15.16).

			Για να βρούμε τις αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις, για κάθε διαταραγμένη ιδιοτιμή, λύνουμε το σύστημα (15.9) που, για μηδενικά διαγώνια στοιχεία διαταραχής, παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1-E1E+e122E=0e12*1E+E2-E2E=0.





						
							
							(15.17)

						
					

				
			

			Το σύστημα (15.17) λύνεται εύκολα, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1-E1′1E1′+e122E1′=0⇒⇒



 



2E1′=-E1-E1′e121E1′=e122E1-E2e121E1′=e12*E1-E21E1′





						
							
							(15.18)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση της (15.16α). Η λύση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2E1′=e12*E1-E21E1′





						
							
							(15.19)

						
					

				
			

			σε συνδυασμό με τη σχέση (15.3) και την υπόθεση ϵ<<1: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e12≪E1-E2.





						
							
							(15.20)

						
					

				
			

			οδηγεί στη μορφή της διαταραγμένης ιδιοκατάστασης, για μικρή διαταραχή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ1′=ψ1+e12*E1-E2ψ2+…,





						
							
							(15.21)

						
					

				
			

			Όμοια, μπορεί να δειχτεί ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2E2′=-e12E1-E21E2′





						
							
							(15.22)

						
					

				
			

			και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ2′=ψ2-e12E1-E2ψ1+….





						
							
							(15.23)

						
					

				
			

			15.2 Γενίκευση: Συστήματα Πολλών Καταστάσεων – Θεωρία Διαταραχών

			Έστω αδιατάραχτο σύστημα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0ψn=Enψn,i=1,…,N





						
							
							(15.24)

						
					

				
			

			Η ορθοκανονικότητα των αδιατάρακτων καταστάσεων γράφεται ως ( 

ψn≡|n

 ):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mn=δnm,





						
							
							(15.25)

						
					

				
			

			Έστω διαταραγμένο σύστημα με Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0+H1ψE=EψE.





						
							
							(15.26)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τους συντελεστές του αναπτύγματος: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψE=∑kkEψk,





						
							
							(15.27)

						
					

				
			

			προβάλλουμε τη (15.26) στην αδιατάρακτη βάση 

m

 και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mH0+H1E=EmE,





						
							
							(15.28)

						
					

				
			

			Παρεμβάλλουμε τον ταυτοτικό τελεστή: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑kkk=∑kψkk=1^





						
							
							(15.29)

						
					

				
			

			στο αριστερό μέρος της (15.28) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Em-E+emmmE+∑k≠memkkE=0,





						
							
							(15.30)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



emk=mH1k.





						
							
							(15.31)

						
					

				
			

			Υποθέτουμε μικρά στοιχεία πίνακα διαταραχής (βασική προσέγγιση θεωρίας διαταραχών):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



emmEm~Oϵ





							



emkEm-Ek~Oϵϵ≪1





						
							
							(15.32)

						
					

				
			

			Στα πλαίσια της προσέγγισης, στην οποία βασίζεται η θεωρία διαταραχών, αναζητούμε μικρές διορθώσεις στις αδιατάρακτες ιδιοτιμές και ιδιοκαταστάσεις. Επομένως, για τη διαταραγμένη ιδιοτιμή και ιδιοκατάσταση, που αντιστοιχούν στην αδιατάρακτη ιδιοκατάσταση n, υποθέτουμε τις παρακάτω μορφές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=En+Oϵ,





						
							
							(15.33)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



nE=1,





							



mE=Oϵ





						
							
							(15.34)

						
					

				
			

			Με χρήση των σχέσεων (15.33) και (15.34) στη σχέση (15.30) και διατηρώντας μόνο όρους μέχρι Ο(ϵ), βρίσκουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mE≃-emnEm-En.





						
							
							(15.35)

						
					

				
			

			Άρα, το πλάτος συνεισφοράς της αδιατάρακτης κατάστασης 

|m

 στη διαταραγμένη κατάσταση n είναι, σε Ο(ϵ):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



mE≃-emnEm-En.





						
							
							(15.36)

						
					

				
			

			Αν χρησιμοποιήσουμε τη σχέση (15.36) στη (15.30) και κρατήσουμε όρους μέχρι Ο(ϵ2), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En-E+enn-∑k≠nenk2Ek-En≃0.





						
							
							(15.37)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Αποδείξτε τις σχέσεις (15.36) και (15.37).

			Επομένως, η διαταραγμένη ιδιοτιμή n, μέχρι δεύτερη τάξη θεωρίας διαταραχών (Ο(ϵ2)), είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En′=En+enn+∑k≠nenk2En-Ek+Oϵ3,





						
							
							(15.38)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (15.27), (15.34) και (15.36), προκύπτει η αντίστοιχη διαταραγμένη ιδιοκατάσταση n, σε πρώτη τάξη θεωρίας διαταραχών Ο(ϵ):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψn′=ψn+∑k≠neknEn-Ekψk+Oϵ2.





						
							
							(15.39)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε ότι οι διαταραγμένες ιδιοκαταστάσεις (15.39) είναι ορθοκανονικές, αυτόματα, μέχρι δεύτερη τάξη θεωρίας διαταραχών, δηλαδή ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψm′ψn′=δmn+Oϵ2





						
							
							(15.40)

						
					

				
			

			15.3 Εφαρμογή: Το φαινόμενο Stark

			Ας θεωρήσουμε ως αδιατάρακτο σύστημα το άτομο του υδρογόνου, για το οποίο έχουμε βρει με ακρίβεια τις ιδιοκαταστάσεις και τις ιδιοτιμές της Hamiltonian, που είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0=p22me-e24πϵ0r,





						
							
							(15.41)

						
					

				
			

			Ας θεωρήσουμε ως διαταραχή, το δυναμικό που προκαλείται από εξωτερικά εφαρμοζόμενο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=eEz.





						
							
							(15.42)

						
					

				
			

			Η διαταραχή (15.42) δεν αλληλεπιδρά με το spin και επομένως, θα αγνοήσουμε το spin.

			Οι αδιατάρακτες ιδιοτιμές και ιδιοκαταστάσεις χαρακτηρίζονται καταρχήν από τους τρεις κβαντικούς αριθμούς n, l, m 

(Εn, ψmin)

. Επομένως, οι σχέσεις (15.38), (15.39) ισχύουν, με την έννοια ότι το n αντιπροσωπεύει τους τρεις κβαντικούς αριθμούς n, l, m. Επομένως, η (15.38) γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEnlm=eEn,l,mzn,l,m+e2E2∑n′,l′,m′≠n,l,mn,l,mzn′,l′,m′2Enlm-En′l′m′





						
							
							(15.43)

						
					

				
			

			Άσκηση 5: Αποδείξτε τη σχέση (15.43).

			Η μετατόπιση των ενεργειακών καταστάσεων του ατόμου του υδρογόνου, λόγω της εφαρμογής του εξωτερικού ηλεκτρικού πεδίου, αποτελεί το «φαινόμενο Stark».

			Στη σχέση (15.43) εμφανίζονται άπειρα στοιχεία πίνακα της διαταραχής (άπειροι όροι αθροίσματος) και επομένως, η σχέση θα ήταν δύσχρηστη, αν δεν ήταν ίσοι με το μηδέν οι περισσότεροι όροι. Η μέθοδος εύρεσης των στοιχείων πίνακα της διαταραχής που μηδενίζονται συνοψίζεται σε ένα σύνολο κανόνων, που λέγονται «κανόνες επιλογής». Θα βρούμε πρώτα τη σχέση που πρέπει να έχουν οι κβαντικοί αριθμοί m και m’, προκειμένου τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής να είναι μη μηδενικά. Θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι ο 

Lz

 είναι ερμητιανός και τον μεταθέτη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Lz,z=0.





						
							
							(15.44)

						
					

				
			

			Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (15.44), χρησιμοποιώντας τον ορισμό του Lz συναρτήσει τελεστών της θέσης και της ορμής.

			Από τη σχέση (15.44) προκύπτει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n,l,mLz,zn′,l′,m′=



 



=n,l,mLzz-zLzn′,l′,m′=



 



=ℏm-m′n,l,mzn′,l′,m′=0,





						
							
							(15.45)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (15.45) προκύπτει ότι η μόνη περίπτωση για την οποία ενδέχεται να έχουμε μη μηδενικό στοιχείο πίνακα της διαταραχής είναι αν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



m′=m.





						
							
							(15.46)

						
					

				
			

			Η σχέση (15.46) αποτελεί και τον κανόνα επιλογής για τον κβαντικό αριθμό m. Για να βρούμε τον αντίστοιχο κανόνα επιλογής για τον κβαντικό αριθμό l, ξεκινάμε από τη σχέση μετάθεσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2,L2,z=2ℏ2L2z+zL2.





						
							
							(15.47)

						
					

				
			

			Άσκηση 7: Αποδείξτε τη σχέση (15.47).

			Αφού ακολουθήσουμε την ίδια πορεία που μας οδήγησε στη σχέση (15.45), γράφουμε την (15.47) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L4z-2L2zL2+zL4-2ℏ2L2z+zL2=0.





						
							
							(15.48)

						
					

				
			

			Από την (15.48) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n,l,mL4z-2L2zL2+zL4-2ℏ2L2z+zL2n′,l′,m′=0.





						
							
							(15.49)

						
					

				
			

			που οδηγεί σε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l2l+12-2ll+1l′l′+1+l′2l′+12-2ll+1-2l′l′+1n,l,mzn′,l′,m=0,





						
							
							(15.50)

						
					

				
			

			Με παραγοντοποίηση, για να βρούμε τις ρίζες του πολυωνύμου, γράφουμε τη (15.50) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l+l′+2l+l′l-l′+1l-l′-1n,l,mzn′,l′,m′=0.





						
							
							(15.51)

						
					

				
			

			Άσκηση 8: Αποδείξτε τη σχέση (15.51).

			Δεδομένου ότι οι κβαντικοί αριθμοί

 l

 και 

l′

 είναι μη αρνητικοί, οι μόνες περιπτώσεις που θα μπορούσαν να οδηγήσουν σε μη μηδενικά στοιχεία πίνακα τις διαταραχής, είναι αυτές που αντιστοιχούν σε μηδενισμό ενός από τους παράγοντες της (15.51). Τέτοιοι μηδενισμοί συμβαίνουν, μόνον όταν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

l=l′=0

 

						
							
							(15.52)

						
					

				
			

			ή 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l′=l±1.





						
							
							(15.53)

						
					

				
			

			Αν και η περίπτωση της σχέσης (15.52) επιτρέπει την ύπαρξη μη μηδενικού στοιχείου πίνακα, με βάση τη (15.51), το στοιχείο αυτό μηδενίζεται, λόγω σφαιρικής συμμετρίας των ιδιοσυναρτήσεων (σφαιρικών αρμονικών), που έχουν

 l=l′=0

. Στην περίπτωση αυτή, είναι εύκολο να δειχτεί ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n,l,mzn′,l′,m=0,





						
							
							(15.54)

						
					

				
			

			Άσκηση 9: Αποδείξτε τη σχέση (15.54) για 

l=l'=0

, γράφοντας το ολοκλήρωμα σε σφαιρικές συντεταγμένες και χρησιμοποιώντας τη σχέση z=rcosθ.

			Άρα, για να μην μηδενίζονται τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής, θα πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις (15.46) και (15.53). Αυτές οι σχέσεις αποτελούν και τους κανόνες επιλογής, για τη διαταραχή που αντιστοιχεί στο φαινόμενο Stark. Επομένως, οι μετατοπίσεις των ενεργειακών σταθμών του ατόμου του υδρογόνου, μέχρι 2η τάξη θεωρίας διαταραχών, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEnlm=e2E2∑n′,l′=l±1n,l,mzn′,l′,m2Enlm-En′l′m.





						
							
							(15.55)

						
					

				
			

			Όροι γραμμικοί με το |Ε| μηδενίζονται, λόγω κανόνων επιλογής [δευτεροβάθμιο (quadratic) φαινόμενο Stark].

			Η ηλεκτρική πολωσιμότητα του ατόμου του υδρογόνου, που βρίσκεται σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, ορίζεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE=-12αE2





						
							
							(15.56)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (15.55) και (15.56), προκύπτει ότι άτομο υδρογόνου που βρίσκεται στην κατάσταση 

n,l,m

, έχει ηλεκτρική πολωσιμότητα α, που δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



αnlm=2e2∑n′,l′=l±1n,l,mzn′,l′,m2En′l′m-Enlm.





						
							
							(15.57)

						
					

				
			

			Η σχέση (15.55) είναι εφαρμόσιμη, όταν ο παρονομαστής είναι διάφορος του μηδενός, δηλαδή όταν η κατάσταση με κβαντικούς αριθμούς n, l, m είναι μη εκφυλισμένη. Αυτό συμβαίνει μόνο για τη θεμελιώδη (βασική) κατάσταση (n.l.m)=(1,0,0). Στην περίπτωση αυτή, η ηλεκτρική πολωσιμότητα δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α=2e2∑n>1,   l′=l±11,0,0zn,1,02En00-E100





						
							
							(15.58)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En00=-e28πϵ0a0n2,





						
							
							(15.59)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a0=4πϵ0ℏ2mee2





						
							
							(15.60)

						
					

				
			

			Για τις ενεργειακές διαφορές μεταξύ των αδιατάρακτων ενεργειακών σταθμών έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En00-E100≥E200-E100=34e28πϵ0a0,





						
							
							(15.61)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (15.58) και (15.61), προκύπτει ένα άνω όριο για την ηλεκτρική πολωσιμότητα: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α<1634πϵ0a0∑n>11,0,0zn,1,02.





						
							
							(15.62)

						
					

				
			

			Το άθροισμα στη σχέση (15.62) μπορεί να υπολογιστεί ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑n>11,0,0zn,1,02=∑n>11,0,0zn,1,0n,1,0z1,0,0=



 



=∑n′,l′,m′1,0,0zn′,l′,m′n′,l′,m′z1,0,0=



 



=1,0,0z21,0,0=131,0,0r21,0,0,





						
							
							(15.63)

						
					

				
			

			όπου έχουμε προσθέσει επιπλέον όρους, που είναι μηδέν, λόγω κανόνων επιλογής, για να δημιουργήσουμε τον ταυτοτικό τελεστή, που απαλείψαμε στην προτελευταία ισότητα. Επίσης, στην τελευταία ισότητα χρησιμοποιήθηκε η σφαιρική συμμετρία της θεμελιώδους κυματοσυνάρτησης, από την οποία προκύπτει ότι. 

100x2100=100y2100=100z2100=13100r2100

. Έχουμε δει ότι η αναμενόμενη τιμή του r2 στο άτομο του υδρογόνου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



r2=a02n225n2+1-3ll+1,





						
							
							(15.64)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1,0,0r21,0,0=3a02





						
							
							(15.65)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (15.63), (15.64) και (15.65), μετά από εισαγωγή του ταυτοτικού τελεστή πληρότητας βάσης, στην προτελευταία ισότητα της (15.63),  προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑n>11,0,0zn,1,02=a02





						
							
							(15.66)

						
					

				
			

			Άρα, από τις σχέσεις (15.62) και (15.66), το άνω όριο της ηλεκτρικής πολωσιμότητας α, παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α<1634πϵ0a03≃5.3 4πϵ0a03





						
							
							(15.67)

						
					

				
			

			Η ακριβής τιμή του α προκύπτει ότι είναι περίπου 15% μικρότερη από το παραπάνω άνω όριο.

			15.4 Θεωρία διαταραχών για εκφυλισμένες ιδιοκαταστάσεις

			Θεωρούμε τώρα διεγερμένες καταστάσεις του ατόμου του υδρογόνου, στα πλαίσια του φαινομένου Stark. Η αδιατάραχτη εξίσωση ιδιοτιμών είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0ψnlm=Enψnlm,





						
							
							(15.68)

						
					

				
			

			Οι διαταραγμένες ιδιοτιμές της Hamiltonian και οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις προκύπτουν από τις σχέσεις (15.38) και (15.39), που στην προκειμένη περίπτωση γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Enl′=En+enlnl+∑n′,l′=l±1en′l′nl2En-En′,





						
							
							(15.69)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnlm′=ψnlm+∑n′,l′=l±1en′l′nlEn-En′ψn′l′m,





						
							
							(15.70)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



en′l′nl=n′,l′,mH1n,l,m.





						
							
							(15.71)

						
					

				
			

			Για τη θεμελιώδη κατάσταση n=1 (l=0), πρέπει 

l′=1

 και άρα, 

n′>1

. Συνεπώς, δεν υπάρχει απειρισμός σε κάποιον από τους όρους στα αθροίσματα των (15.69), (15.70).

			Στην περίπτωση διεγερμένων καταστάσεων (n>1), υπάρχουν όροι στα αθροίσματα (15.69), (15.70), όπου 

n=n′, l≠l′

. Αυτοί οι όροι δίνουν απειρισμούς, που κάνουν μη εφαρμόσιμη τη θεωρία διαταραχών, στη μορφή που παρουσιάστηκε μέχρι τώρα. 

			Για να λυθεί το παραπάνω πρόβλημα, θα πρέπει να διαγωνοποιηθεί η διαταραχή, μέσα σε κάθε εκφυλισμένο υπόχωρο αδιατάρακτων καταστάσεων, έτσι  ώστε να ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n,l′,mH1n,l,m=λnlδll′.





						
							
							(15.72)

						
					

				
			

			Κατά αυτόν τον τρόπο, μέσα σε κάθε εκφυλισμένο υποχώρο (

n=n′, l≠l′

), οι μη διαγώνιοι όροι της διαταραχής, που εμφανίζονται στα αθροίσματα (15.69), (15.70) και δίνουν απειρισμούς, δεν συνεισφέρουν πλέον, λόγω μηδενισμού των αριθμητών. Ταυτόχρονα, βέβαια, αλλάζουν και οι όροι προηγούμενης τάξης διαταραχών (πχ. 

en l nl

), λόγω επαναορισμού της αδιατάρακτης βάσης καταστάσεων, μέσα σε κάθε εκφυλισμένο υπόχωρο. Επομένως, για να αρθούν οι απειρισμοί στην εφαρμογή θεωρίας διαταραχών σε αδιατάραχτες εκφυλισμένες καταστάσεις, θα πρέπει να επαναορίσουμε τις αδιατάρακτες καταστάσεις, μέσα σε κάθε εκφυλισμένο υπόχωρo En, έτσι ώστε, αφενός μεν, να παραμείνουν οι καταστάσεις ιδιοκαταστάσεις της αδιατάρακτης Hamiltonian, με την ίδια ιδιοτιμή En, αφετέρου δε, να ικανοποιείται η σχέση διαγωνιοποίησης (15.72), ώστε να ακυρώνονται οι όροι με τους απειρισμούς στα αθροίσματα (15.69), (15.70). Όσον αφορά στην πρώτη απαίτηση, αυτή ικανοποιείται για κάθε γραμμικό συνδυασμό εκφυλισμένων ιδιοκαταστάσεων. 

			Άσκηση 10: Αποδείξτε ότι κάθε γραμμικός συδυασμός ιδιοκαταστάσεων τελεστή, με την ίδια ιδιοτιμή (εκφυλισμένων), είναι επίσης ιδιοκατάσταση, με την ίδια ιδιοτιμή.

			Έστω Nn, o βαθμός εκφυλισμού του υπόχωρου En. Ορίζουμε Nn νέες καταστάσεις, ως γραμμικούς συνδυασμούς στον υποχώρο Εn :

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnlm1=∑k=1,Nnn,k,mn,l1,mψnkm





						
							
							(15.73)

						
					

				
			

			όπου συμβολίζουμε τη νέα βάση στον εκφυλισμένο υπόχωρο n, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnlm1≡n,l1,m





						
							
							(15.74)

						
					

				
			

			ενώ, η αντίστοιχη «παλιά» βάση, που δίνει απειρισμούς στα αθροίσματα, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnlm≡n,l,m





						
							
							(15.75)

						
					

				
			

			Απαιτούμε οι νέες καταστάσεις να είναι ιδιοκαταστάσεις της Η1, με την ίδια ιδιοτιμή Nn και oρθοκανονικές. Τότε, θα ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n,l′1,mH1n,l1,m=λnlδll′.





						
							
							(15.76)

						
					

				
			

			Για να κατασκευάσουμε τις νέες καταστάσεις, χρησιμοποιούμε την πληρότητα της «παλιάς» αδιατάρακτης βάσης, μέσα σε κάθε εκφυλισμένο υποχώρο, με ιδιοτιμή En:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑l=1,Nnn,l,mn,l,m≡1





						
							
							(15.77)

						
					

				
			

			και το γεγονός ότι οι νέες καταστάσεις είναι και ιδιοκαταστάσεις της διαταραχής, στον συγκεκριμένο υποχώρο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1ψnlm1=λnlψnlm1.





						
							
							(15.78)

						
					

				
			

			Παρότι, συνήθως δεν είναι δυνατόν να διαγωνοποιήσουμε τη διαταραχή στον συνολικό χώρο ιδιοκαταστάσεων την αδιατάραχτης Hamiltonian, συνήθως αυτό είναι σχετικά εύκολο στους εκφυλισμένους υποχώρους, που έχουν μικρό αριθμό καταστάσεων. Από τις σχέσεις (15.77), (15.78), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑l′′=1,Nnn,l′,mH1n,l′′,mn,l′′,mn,l1,m=λnln,l′,mn,l1,m.





						
							
							(15.79)

						
					

				
			

			που μπορεί να γραφεί ως σχέση ιδιοτιμών πίνακα, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ux=λx,





						
							
							(15.80)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ujk=n,j,mH1n,k,m.





						
							
							(15.81)

						
					

				
			

			Αν η ορίζουσα του πίνακα U είναι μη μηδενική, μπορούμε να βρούμε τα ζητούμενα Nn ιδιοδιανύσματα, τις αντίστοιχες ιδιοτιμές που καθορίζουν τις νέες ιδιοκαταστάσεις και τα αντίστοιχα διαγώνια στοιχεία πίνακα της διαταραχής, που θα καθορίσουν τη νέα διαταραχή πρώτης τάξης στην ενέργεια. Αυτή η διαταραχή πρώτης τάξης στην ενέργεια είναι και η μόνη αξιόπιστη, αφού η αντίστοιχη διαταραχή με την παλιά βάση έχει απειρισμούς σε δεύτερη τάξη και επομένως δεν είναι αξιόπιστη.

			Οι συνιστώσες (συντελεστές) των νέων ιδιοκαταστάσεων, στη βάση των παλιών ιδιοκαταστάσεων, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Xnlk=n,k,mn,l1,m,k=1,…,Nn





						
							
							(15.82)

						
					

				
			

			Στη νέα βάση (15.82), η διαταραγμένη ιδιοτιμή της Hamiltonian (15.69), μέχρι δεύτερη τάξη θεωρίας διαταραχών, γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Enl′=En+λnl+∑n′≠n,  l′=l±1en′l′nl2En-En′,





						
							
							(15.83)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση των σχέσεων (15.76) και (15.71). 

			Οι όροι για n=n’ δεν εμφανίζονται, γιατί είναι μηδενικοί, λόγω διαγωνιοποίησης της διαταραχής (όλοι οι όροι με 

n=n′, l≠l′

 μηδενίζονται). Ταυτόχρονα, έχει αλλάξει και ο όρος διαταραχής πρώτης τάξης, σε σχέση με τη (15.69).

			Αντίστοιχα, για τις διαταραγμένες ιδιοκαταστάσεις στη νέα βάση, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnlm1′=ψnlm1+∑n′≠n,l′=l±1en′l′nlEn-En′ψn′l′m.





						
							
							(15.84)

						
					

				
			

			Ουσιαστικά, δηλαδή, διατηρούμε την παλιά βάση παντού, εκτός από τον Εn υποχώρο, όπου την αντικαθιστουμε με τη νέα βάση, ώστε να μηδενίσουμε τα στοιχεία πίνακα που δίνουν τους απειρισμούς.

			15.5 Εφαρμογή: Το φαινόμενο Stark για διεγερμένες καταστάσεις

			Θεωρούμε διαταραχή στα n=2 ενεργειακά επίπεδα του ατόμου του υδρογόνου, λόγω εξωτερικού ομογενούς πεδίου. Με τη μη εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών, θα παίρναμε απειρισμούς, λόγω τετραπλού εκφυλισμού (n=2, 2s= (l=0, m=0) , 2p=(l=1,m=-1,0,1)). Η αδιατάραχτη ενέργεια γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En00=-e28πϵ0a0n2,





						
							
							(15.85)

						
					

				
			

			που για n=2 παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E200=-e2/32πϵ0a0.





						
							
							(15.86)

						
					

				
			

			Ισχύουν οι κανόνες επιλογής (15.46), (15.53) και επομένως, έχουμε μη διαγώνια στοιχεία πίνακα, που περιέχουν τις καταστάσεις Ψ200 , Ψ210 (έχουμε σύζευξη των Ψ200 , Ψ210  μεταξύ τους, σε στοιχεία πίνακα της διαταραχής). Αντίθετα, λόγω των κανόνων επιλογής, δεν υπάρχει σύζευξη των Ψ21-1 , Ψ211 , με οποιαδήποτε αδιατάραχτη κατάσταση του ίδιου n (n=2). Άρα, θα έχουμε εφαρμογή μη εκφυλισμένης θεωρίας διαταραχών για αυτές τις καταστάσεις (ΔΕ~e2 μη γραμμικό φαινόμενο Stark), αφού δεν εμφανίζονται απειρισμοί στα αθροίσματα της θεωρίας διαταραχών.

			Για τις καταστάσεις Ψ200 , Ψ210 , υπάρχουν μη διαγώνια στοιχεία πίνακα της διαταραχής στον εκφυλισμένο υποχώρο n=2. Επομένως, στον εκφυλισμένο υποχώρο αυτών των δύο καταστάσεων, εφαρμόζουμε εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών και βρίσκουμε νέες ιδιοκαταστάσεις, που διαγωνοποιούν τη διαταραχή.

			Έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ux=λx,





						
							
							(15.87)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



U=eE02,0,0z2,1,02,1,0z2,0,00,





						
							
							(15.88)

						
					

				
			

			Για να υπολογίσουμε τα στοιχεία πίνακα (15.88), θα χρησιμοποιήσουμε ολοκληρώματα στην αναπαράσταση της θέσης, που περιέχουν τις ακτινικές κυματοσυναρτήσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



R2,0r=22a03/21-r2a0exp⁡-r2a0,R2,1r=132a03/2ra0exp⁡-r2a0,





						
							
							(15.89)

						
					

				
			

			Από αυτές και από τις σφαιρικές αρμονικές προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2,0,0z2,1,0=2,1,0z2,0,0=3a0.





						
							
							(15.90)

						
					

				
			

			Άσκηση 11: Αποδείξτε τις σχέσεις (15.90).

			Με χρήση των σχέσεων (15.87), (15.88) και (15.90), μπορούν να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του πίνακα της διαταραχής U, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



λ1=3ea0Ex1=1/21/2λ2=-3ea0Ex2=1/2-1/2





						
							
							(15.91)

						
					

				
			

			Άσκηση 12: Αποδείξτε τις σχέσεις (15.91).

			Επομένως, οι ιδιοκαταστάσεις της H0, που είναι ταυτόχρονα και ιδιοκαταστάσεις της διαταραχής H1 στον συγκεκριμένο εκφυλισμένο υποχώρο n=2, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ1=ψ200+ψ2102,ψ2=ψ200-ψ2102.





						
							
							(15.92)

						
					

				
			

			Σε αντίθεση με τις άλλες δύο εκφυλισμένες ιδιοκαταστάσεις  (Ψ21-1 , Ψ211) οι Ψ200 , Ψ210 , εμφανίζουν μη μηδενική διαταραχή ενέργειας, ακόμα και πρώτης τάξης (γραμμικό φαινόμενο Stark). Άρα, η επίδραση του πεδίου είναι σημαντικά μεγαλύτερη για αυτές τις καταστάσεις (υποθέτοντας μικρή διαταραχή). Από τις σχέσεις (15.83), (15.91), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE1=+3ea0E,ΔE2=-3ea0E.





						
							
							(15.93)

						
					

				
			

			15.6 Σύνοψη

			Με χρήση της θεωρίας διαταραχών, μπορούμε να βρούμε προσεγγιστικά σωστές ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές της Η=Η0+Η1, όταν Η1<<Η0, με την προϋπόθεση ότι είναι γνωστές οι ιδιοκαταστάσεις/ιδιοτιμές της αδιατάρακτης Hamiltonian. 

			Η απλούστερη μορφή της θεωρίας διαταραχών είναι αυτή που αναφέρεται σε χρονοανεξάρτητα δυναμικά και σε αδιατάρακτες καταστάσεις, που δεν είναι ενεργειακά εκφυλισμένες.

			Το φαινόμενο Stark αποτελεί μια εφαρμογή της μη εκφυλισμένης θεωρίας διαταραχών στο άτομο υδρογόνου, που διαταράσσεται από ασθενές ομογενές πεδίο. Μπορεί να υπολογιστεί κατά προσέγγιση η ενεργειακή μετατόπιση της θεμελιώδους κατάστασης, καθώς και η αναπτυσσόμενη ηλεκτρική πολωσιμότητα. 

			Διεγερμένες καταστάσεις του υδρογόνου, σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, δεν μπορούν να μελετηθούν με τη μη εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών, λόγω απειρισμών, που προκύπτουν από τη σύζευξη εκφυλισμένων καταστάσεων, μέσω της διαταραχής. 

			Στην εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών, κάνουμε αλλαγή βάσης στον εκφυλισμένο υπόχωρο, ώστε να μηδενίσουμε τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής, που υπάρχουν στους όρους που απειρίζονται (μη διαγώνια στοιχεία). 

			Η μελέτη του φαινομένου Stark, για την πρώτη διεγερμένη κατάσταση του υδρογόνου (n=2), απαιτεί εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών και οδηγεί σε διαταραχή της ενέργειας, που μεταβάλλεται γραμμικά με το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο που προκαλεί τη διαταραχή.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al, 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005 ).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Η δυναμική σωματίου καθορίζεται από το δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=∞,x<0 και x>2abx,0≤x≤2a





						
							
							(15.94)

						
					

				
			

			για μικρό b, βρείτε τις διαταραγμένες ενέργειες του σωματίου.

			Οι αδιατάρακτες ιδιοτιμές της ενέργειας είναι (b=0).

			Η πρώτης τάξης διαταραχή δίνει:

			Λύση

			Οι αδιατάρακτες ιδιοτιμές ενέργειας είναι (b=0). Συνεπώς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En0=n2π2ℏ28ma2καιΨn0=1asin⁡nπx2a





						
							
							(15.95)

						
					

				
			

			Η πρώτης τάξης διαταραχή δίνει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En1=Ψn0,VΨn0=b1a∫02axsin2⁡nπx2adx=ba4a2n2π2∫0nπysin2⁡ydy=ba





						
							
							(15.96)

						
					

				
			

			Αφού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫ysin2⁡ydy=14sin2⁡y-2ysin⁡ycos⁡y+y24





						
							
							(15.97)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Σe αδιατάρακτη Hamiltonian 

Vx=12kx2

 . Μετά την εισαγωγή διαταραχής, η δυναμική σωματίου καθορίζεται από το δυναμικό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=∞,για x<012kx2+bx3,για x>0





						
							
							(15.98)

						
					

				
			

			Για μικρό b, βρείτε τις διαταραγμένες ενέργειες του σωματίου.

			Λύση

			Το αδιατάρακτο δυναμικό (αρμονικός ταλαντωτής) είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



V0x=12kx2=12mω2x2





						
							
							(15.99)

						
					

				
			

			με ιδιοκαταστάσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ψnx=C12nn!Hnξe-ξ2/2





						
							
							(15.100)

						
					

				
			

			όπου 

Hn

 είναι τα πολυώνυμα Hermite και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ξ=mωℏx,C=mωπℏ4





						
							
							(15.101)

						
					

				
			

			και ιδιοενέργειες:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=ℏωn+12





						
							
							(15.102)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις που ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες και μηδενίζονται για x=0, αντιστοιχούν σε περιττό n (n=2ν+1).

			Η ενεργειακή μετατόπιση σε πρώτη τάξη θεωρίας διαταραχών είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							 

ΔE1=∫0∞Ψ1xUxΨ1xdx=U11=42mωπℏmωℏb∫0∞x5e-ax2dx



						
							
							(15.103)

						
					

				
			

			Από τον ορισμό της Γάμμα-Συνάρτησης, βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫0∞xke-ax2dx=Γk+122ak+1/2





						
							
							(15.104)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫0∞x5e-ax2/2dx=Γ6/22a6/2=Γ32a3=2!2a3=1a3





						
							
							(15.105)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (15.103) και (15.105), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE1=2bmωπℏmωℏℏmω3=bπℏmω3/2





						
							
							(15.106)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 3

			Αρμονικός ταλαντωτής βρίσκεται σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο και έχει Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H^=-ℏ22md2dx2+12kx2-qFx





						
							
							(15.107)

						
					

				
			

			Συγκρίνετε την ακριβή λύση του προβλήματος ιδιοτιμών με την προσεγγιστική θεωρία διαταραχών. 

			Λύση

			Για την ακριβή λύση, μετατρέπουμε το πρόβλημα σε πρόβλημα αρμονικού ταλαντωτή.

			Με συμπλήρωση του τετραγώνου, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



12kx2-qFx=k2x2-2qFkx=k2x-qFk2-qFk2





						
							
							(15.108)

						
					

				
			

			Ορίζουμε νέα μεταβλητή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ξ=x-qFk





						
							
							(15.109)

						
					

				
			

			Άρα, η εξίσωση Schrodinger γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H^Φξ=-ℏ22md2dξ2+12kξ2-qF22kΦξ=EΦξ





						
							
							(15.110)

						
					

				
			

			που γράφεται και ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-ℏ22md2dξ2+12kξ2Φξ=E+qF22kΦξ





						
							
							(15.111)

						
					

				
			

			Η σχέση (15.111) είναι η εξίσωση Schrodinger για αρμονικό ταλαντωτή στην αναπαράσταση της θέσης, με ενέργεια, που δίνεται από την παρένθεση, στο δεξιό μέρος της (15.111). Οι ιδιοκαταστάσεις του αρμονικού ταλαντωτή δίνονται, συναρτήσει των πολυωνύμων Hermite, ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φnξ=NnHnα1/2ξe-αξ2





						
							
							(15.112)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α=kmℏ21/2





						
							
							(15.113)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις είναι μετατοπισμένες στον άξονα των x, κατά qF/k [σχέση (15.109)], ενώ οι ιδιοτιμές, είναι, αντίστοιχα, μετατοπισμένες ιδιοτιμές αρμονικού ταλαντωτή.

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=hνn+12-qF2/2k





						
							
							(15.114)

						
					

				
			

			Με εφαρμογή της θεωρίας διαταραχών, έχουμε από τη σχέση (15.38) ότι η διαταραχή πρώτης τάξης μηδενίζεται, ενώ σε δεύτερη τάξη έχουμε: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En2=∑p≠n∞p-qFxn2hνn-p=qF2hν∑p≠n∞xpm2n-p





						
							
							(15.115)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι ο τελεστής της θέσης εκφράζεται συναρτήσει τελεστών ανύψωσης και μείωσης αρμονικού ταλαντωτή (σχέση (6.39)), έχουμε ότι 

p=n±1

 και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En2=qF2hνxn,n-121+xn,n+12-1





						
							
							(15.116)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (6.35), (6.36) και (6.39), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



xn,n-12=n2α,xn,n+12=n+12α





						
							
							(15.117)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (15.116) και (15.117), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En2=-qF22k





						
							
							(15.118)

						
					

				
			

			που είναι σε πλήρη συμφωνία με τη (15.114), γεγονός αναμενόμενο, αφού το ακριβές αποτέλεσμα διαφέρει από το αδιατάρακτο αποτέλεσμα, μόνο κατά τον όρο δεύτερης τάξης.

			Για τις ιδιοκαταστάσεις, χρησιμοποιούμε τη σχέση (15.39) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φn1=-qFhν∑p≠nxnpΦP0n-p=-qFhνxn,n-1Φn-101+xn,n+1Φn+10-1=



 



=-qF2αhνnΦn-10-n+1Φn+10





						
							
							(15.119)

						
					

				
			

			Άσκηση 13: Συγκρίνετε την ακριβή ιδιοκατάσταση: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ0x=απ1/4e-αx-qFk2/2





						
							
							(15.120)

						
					

				
			

			με αυτήν που προκύπτει από τη διόρθωση πρώτης τάξης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Φ01=-qF2αhνΦ10





						
							
							(15.121)

						
					

				
			

			Είναι η διαφορά αναμενόμενη;

			Κριτήριο αξιολόγησης 4

			Θεωρείστε τρισδιάστατο κουτί δυναμικού απείρου βάθους, της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx,y,z=0,0<x<a,0<y<a,0<z<a∞,Σε κάθε άλλη περιοχή





						
							
							(15.122)

						
					

				
			

			με διαταραχή της μορφής λΗ’, όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H′=V0,0<x<a/2, 0<y<a/20,Σε κάθε άλλη περιοχή





						
							
							(15.123)

						
					

				
			

			Βρείτε τις διαταραγμένες ιδιοτιμές και οι τις «νέες» ιδιοκαταστάσεις σε πρώτη τάξη, ως προς λ της θεμελιώδους και της πρώτης διεγερμένης κατάστασης 

			[image: ]

			Σχήμα 15. 1: Το διαταραγμένο τρισδιάστατο δυναμικό, που αντιστοιχεί σε «κουτί» απείρου βάθους.

			Λύση

			Με χρήση της μεθόδου χωρισμού μεταβλητών, όπως έχει παρουσιαστεί στο Κεφάλαιο 10, οι αδιατάρακτες ιδιοκαταστάσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψnxnynz0x,y,z=2a3/2sin⁡nxπaxsin⁡nyπaysin⁡nzπaz





						
							
							(15.124)

						
					

				
			

			όπου nx, ny, nz είναι θετικοί ακέραιοι. 

			Οι αντίστοιχες αδιατάρακτες ιδιοενέργειες είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Enxnynz0=π2ℏ22ma2nx2+ny2+nz2.





						
							
							(15.125)

						
					

				
			

			Η βασική κατάσταση Ψ111 είναι μη εκφυλισμένη, με ενέργεια:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E00≡3πℏ22ma2





						
							
							(15.126)

						
					

				
			

			Η πρώτη διεγερμένη κατάσταση είναι τριπλά εκφυλισμένη: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψa≡ψ112,ψb≡ψ121,ψc≡ψ211





						
							
							(15.127)

						
					

				
			

			με ενέργεια:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E10≡3π2ℏ2ma2





						
							
							(15.128)

						
					

				
			

			Άρα, η «παλιά» ιδιοκατάσταση μένει ως έχει και εφαρμόζουμε μη εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών.

			Η διαταραχή πρώτης τάξης είναι λΕ01, όπου: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E01=ψ111H′ψ111=



 



=2a3V0∫0a/2sin2⁡πaxdx∫0a/2sin2⁡πaydy∫0asin2⁡πazdz=14V0





						
							
							(15.129)

						
					

				
			

			Άρα, πρέπει να βρούμε «νέες» ιδιοκαταστάσεις, εφαρμόζοντας εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών.

			Κατασκευάζουμε τον πίνακα διαταραχής W (3x3), για τριπλό εκφυλισμό, που αντιστοιχεί στον (2x2) πίνακα U, στη σχέση (15.88) και αντιστοιχούσε σε διπλό εκφυλισμό:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Wij=ψi0H′ψj0⟷Ux=λx





						
							
							(15.130)

						
					

				
			

			Για τα διαγώνια στοιχεία παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Waa=Wbb=Wcc=14V0.





						
							
							(15.131)

						
					

				
			

			Ενώ, για τα μη διαγώνια στοιχεία [δείτε και σχέση (15.127)]:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Wab=2a3V0∫0a/2sin2⁡πaxdx∫0a/2sin⁡πaysin⁡2πaydy∫0asin⁡2πazsin⁡πazdz.





						
							
							(15.132)

						
					

				
			

			Λόγω ορθογωνιότητας των αρμονικών συναρτήσεων, το ολοκλήρωμα στο z μηδενίζεται και εμφανίζεται και στο Wac. Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Wab=Wac=0.





						
							
							(15.133)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



W=V0410001κ0κ1





						
							
							(15.134)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



κ≡8/3π2≈0.7205





						
							
							(15.135)

						
					

				
			

			Στα πλαίσια επίλυσης του προβλήματος ιδιοτιμών, για τον πίνακα της διαταραχής W, γράφουμε τη χαρακτηριστική εξίσωση που προκύπτει από τον μηδενισμό της ορίζουσας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1-w3-κ1-w=0,





						
							
							(15.136)

						
					

				
			

			με λύσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



w1=1,w2=1+κ≈1.7205,w3=1-κ≈0..2795.





						
							
							(15.137)

						
					

				
			

			Άρα, οι διαταραγμένες ιδιοενέργειες της πρώτης διεγερμένης κατάστασης, σε πρώτη τάξη, στο λ είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1λ=E10+λV0/4,E10+λ1+κV0/4,E10+λ1-κV0/4,





						
							
							(15.138)

						
					

				
			

			Ο τριπλός εκφυλισμός έχει σπάσει, γεγονός που δεν θα φαινόταν, αν είχαμε απλά εφαρμόσει μη εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών σε πρώτη τάξη! 

			Για τις διαταραγμένες «νέες» ιδιοκαταστάσεις, έχουμε, σε αντιστοιχία με τις σχέσεις (15.73) και (15.82): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ0=αψa+βψb+γψc,





						
							
							(15.139)

						
					

				
			

			όπου τα α, β, γ είναι οι συνιστώσες των ιδιοδιανυσμάτων της W:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



10001κ0κ1αβγ=wαβγ





						
							
							(15.140)

						
					

				
			

			Για κάθε ιδιοτιμή της W, λύνουμε το ομογενές σύστημα και βρίσκουμε τις αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις (α,β,γ). Μετά από κανονικοποίηση, αυτές γράφονται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



w=1⟹α=1,β=γ=0,w=1±κ⟹a=0,β=±γ=1/2.





						
							
							(15.141)

						
					

				
			

			Άρα, η νέα βάση, στον εκφυλισμένο υπόχωρο 112, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ0=ψa,ψb+ψc/2,ψb-ψc/2.





						
							
							(15.142)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 5

			Σωμάτιο βρίσκεται σε μονοδιάστατο πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους, με 0<x<a και διαταραχή της μορφής: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Wx=aω0δx-a/2





						
							
							(15.143)

						
					

				
			

			Βρείτε τις διαταραγμένες ιδιοενέργειες σε πρώτη τάξη.

			Λύση

			Οι αδιατάρακτες ιδιοενέργειες και ιδιοκαταστάσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψn0x=2asin⁡πnxa,En0=π2ℏ2n22ma2





						
							
							(15.144)

						
					

				
			

			Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEn1=ψn0Wψn0=2a∫0asin2⁡πnxaaω0δx-a2dx=



 



=2ω0,n περιττό0,n άρτιο





						
							
							(15.145)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 6

			Δίνεται Hamiltonian  της μορφής (C<<1 σταθερά): 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H~=H~0+H~1





						
							
							(15.146)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H~=10003000-2+0C0C0000C





						
							
							(15.147)

						
					

				
			

			Βρείτε τις ιδιοτιμές ακριβώς και σε δεύτερη τάξη θεωρίας διαταραχών. Συγκρίνετε τα αποτελέσματα.

			Λύση

			Δεδομένου ότι η αδιατάρακτη Hamiltonian είναι διαγώνια, οι κανονικοποιημένες αδιατάρακτες ιδιοκαταστάσεις είναι 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



100,010,001





						
							
							(15.148)

						
					

				
			

			Οι αντίστοιχες, αδιατάρακτες ιδιοτιμές είναι τα διαγώνια στοιχεία 1,3,-2. Οι ακριβείς ιδιοτιμές της διαταραγμένης Hamiltonian βρίσκονται με λύση της χαρακτηριστικής εξίσωσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



0=1-λC0C3-λ030C-2-λ=



 



=C-2-λ1-λCC3-λ=



 



=C-2-λλ2-4λ+3-C2





						
							
							(15.149)

						
					

				
			

			με λύσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



λ=C-22±1+C2





						
							
							(15.150)

						
					

				
			

			Οι διαταραγμένες ιδιοενέργειες προκύπτουν ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En=En0+En1+En2





						
							
							(15.151)

						
					

				
			

			Σε αντιστοιχία με τη σχέση (15.38), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E~i=H~0ii+H~1ii+∑k≠iHik1Hki1Ei0-Ek0





						
							
							(15.152)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0u=1, 3,-2





						
							
							(15.153)

						
					

				
			

			Ακόμα, χρησιμοποιώντας τα αδιατάρακτα ιδιοδιανύσματα, βρίσκουμε σε πρώτη τάξη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H111=0,H221=0,H331=C





						
							
							(15.154)

						
					

				
			

			Για τη δεύτερη τάξη, έχουμε (αφού δεν υπάρχει εκφυλισμός):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E12=H121H211E10-E20+H131H311E10-E30=C2-2+03=-C22





						
							
							(15.155)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E22=H211H121E20-E10+H231H321E20-E30=C23-1+0⋅03=C22





						
							
							(15.156)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E32=H311H131E30-E10+H321H231E30-E20





						
							
							(15.157)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (15.152), (15.154), προκύπτει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1=1-C22E2=3+C22E3=-2+C





						
							
							(15.158)

						
					

				
			

			Αν αναπτύξουμε τις ακριβείς ιδιοτιμές: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



λ=C-22±1+C2





						
							
							(15.159)

						
					

				
			

			βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2±1+C2=2±1+12C2+…=3+12C21-12C2





						
							
							(15.160)

						
					

				
			

			σε συμφωνία με το αποτέλεσμα των διαταραχών. Για την Ε3, η διαταραχή δίνει το ακριβές αποτέλεσμα!

			Κριτήριο αξιολόγησης 7

			Ηλεκτρόνιο βρίσκεται σε τρισδιάστατο κουτί απείρου βάθους και έχει ενέργεια:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



3π2ℏ/ma2.





						
							
							(15.161)

						
					

				
			

			Ηλεκτρικό πεδίο στη διεύθυνση z προκαλεί διαταραχή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



W=eεz.





						
							
							(15.162)

						
					

				
			

			Βρείτε τη διόρθωση πρώτης τάξης στην ενέργεια.

			Λύση

			Η γενική μορφή της αδιατάρακτης ενέργειας είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



π2ℏ2n2/2ma2,





						
							
							(15.163)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n2=nx2+ny2+nz2





						
							
							(15.164)

						
					

				
			

			Για n2=6 έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



n2=6⟹nx2+ny2+nz2=6.





						
							
							(15.165)

						
					

				
			

			Άρα, οι καταστάσεις που απαρτίζουν τον εκφυλισμένο υποχώρο έχουν κβαντικούς αριθμούς:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



nx,ny,nz=1,1,2nx,ny,nz=1,2,1nx,ny,nz=2,1,1





						
							
							(15.166)

						
					

				
			

			Οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ112=8a3sin⁡πxasin⁡πyasin⁡2πzaϕ121=8a3sin⁡πxasin⁡2πyasin⁡πzaϕ211=8a3sin⁡2πxasin⁡πyasin⁡πza





						
							
							(15.167)

						
					

				
			

			Για τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2,1,1z2,1,1=1,2,1z1,2,1=1,1,2z1,1,2





						
							
							(15.168)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2,1,1z2,1,1=8a3∫0asin2⁡2πxadx∫0asin2⁡πyady∫0azsin2⁡πzadz



 



=2a∫0azsin2⁡πzadz=a2





						
							
							(15.169)

						
					

				
			

			Ενώ, τα μη διαγώνια στοιχεία είναι μηδέν:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2,1,1z1,2,1=2,1,1z1,1,2=1,2,1z1,1,2=0.





						
							
							(15.170)

						
					

				
			

			Άρα, παρά την ύπαρξη εκφυλισμού, μπορούμε να εφαρμόσουμε μη εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών, αφού δεν εμφανίζονται απειρισμοί σε ανώτερη τάξη θεωρίας διαταραχών. Επομένως, σε πρώτη τάξη, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=3π2ℏ2ma2+eεa2





						
							
							(15.171)

						
					

				
			

			Άλυτες Ασκήσεις

			1. Εφαρμόστε θεωρία διαταραχών στη Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=-ℏ22md2dx2+12kx2+λx3=H0+λx3





						
							
							(15.172)

						
					

				
			

			και βρείτε τις διαταραγμένες ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές στην ελάχιστη μη μηδενική τάξη. 

			2. Θεωρείστε σωμάτιο μάζας m και φορτίου e, σε δυναμικό της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vr=-e2r,0≤r≤R-e2rexp⁡-λr-R,R<r<∞





						
							
							(15.173)

						
					

				
			

			Για μικρό λ, βρείτε την διαταραχή πρώτης τάξης, στη θεμελιώδη ενέργεια του υδρογόνου: 

			3. Βρείτε την ενεργειακή διαταραχή πρώτης τάξης, για σωμάτιο σε κουτί απείρου βάθους, που διαταράσσεται από ομογενές σταθερό ηλεκτρικό πεδίο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=V0Lx





						
							
							(15.174)

						
					

				
			

			4. Θεωρείστε δισδιάστατο κουτί δυναμικού απείρου βάθους, με διαταραχή της μορφής C x y, όπου C σταθερά. Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις και ιδιοτιμές του αδιατάρακτου συστήματος. Βρείτε τη διαταραγμένη κυματοσυνάρτηση της πρώτης διαταραγμένης κατάστασης. 

			5. Λύστε τη λυμένη άσκηση 5, χωρίς προσέγγιση και συγκρίνετε με το προσεγγιστικό αποτέλεσμα. Υπόδειξη: Από τη δ-συνάρτηση προκύπτει οριακή συνθήκη ασυνέχειας για την πρώτη παράγωγο της κυματοσυνάρτησης, αλλά η ίδια η κυματοσυνάρτηση παραμένει συνεχής παντού. 

			6. Έστω η Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=p22m+mω2r22,0≤r≤ap22m,r>a





						
							
							(15.175)

						
					

				
			

			Θεωρείστε αδιατάρακτο σύστημα τον αρμονικό ταλαντωτή και βρείτε την ενεργειακή διαταραχή πρώτης τάξης.
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			Κεφάλαιο 16: Εφαρμογές Θεωρίας Διαταραχών σε Υδρογόνο

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Στο κεφάλαιο αυτό, θα θεωρήσουμε ως αδιατάρακτη Hamiltonian, εκείνη του ατόμου του υδρογόνου και θα μελετήσουμε τρία είδη διαταραχών.

			1. Λεπτή Υφή: Εδώ έχουμε άρση εκφυλισμού, λόγω σύζευξης του spin με το μαγνητικό πεδίο της τροχιακής στροφορμής και λόγω σχετικιστικού όρου κινητικής ενέργειας. 

			2. Στο Φαινόμενο Zeeman προκαλείται  άρση εκφυλισμού, λόγω σύζευξης του spin με εξωτερικό μαγνητικό πεδίο. 

			3. Στην υπέρλεπτη υφή προκαλείται άρση εκφυλισμού, λόγω σύζευξης του spin με το μαγνητικό πεδίο από το spin πυρήνα.(Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Fitzpatrick, 2010· French & Taylor, 1978· Gasiorowicz, 2003· Griffiths, 2004· Peleg et al., 2010).

			16. Εφαρμογές Θεωρίας Διαταραχών σε Υδρογόνο

			16.1 Λεπτή Υφή: Σχετικιστική Hamiltonian και σύζευξη spin με το Μαγνητικό Πεδίο Τροχιακής Στροφορμής

			Η απλή Hamiltonian του ατόμου του υδρογόνου, που μελετήσαμε στο κεφάλαιο 12, παραβλέπει ορισμένα φαινόμενα και αλληλεπιδράσεις, τα οποία, μολονότι είναι σχετικά λιγότερο σημαντικά από τη βασική αλληλεπίδραση Coulomb του ηλεκτρονίου με το πρωτόνιο του πυρήνα, προκαλούν μετρήσιμες αλλαγές στο ενεργειακό φάσμα του ατόμου του υδρογόνου. Δύο τέτοια φαινόμενα είναι οι σχετικιστικές διορθώσεις στην μορφή της Hamiltonian και η αλληλεπίδραση του spin του ηλεκτρονίου με το μαγνητικό πεδίο, που προκαλεί το ίδιο το ηλεκτρόνιο, λόγω της τροχιακής του στροφορμής. Οι διορθώσεις που προκαλούν στο ενεργειακό φάσμα τα δύο αυτά φαινόμενα έχουν παρόμοιο μικρό μέγεθος και μορφή και αποτελούν το φαινόμενο της λεπτής υφής.

			Η κινητική ενέργεια σχετικιστικού σωματίου είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=p2c2+m2c4-mc2.





						
							
							(16.1)

						
					

				
			

			Στο μη σχετικιστικό όριο (p<<mc) η (16.1) γράφεται ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=p22m1-14pmc2+Opmc4.





						
							
							(16.2)

						
					

				
			

			Με διατήρηση μόνο της πρώτης διόρθωσης, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T≃p22m-p48m3c2.





						
							
							(16.3)

						
					

				
			

			Επομένως, εφόσον η αδιατάραχτη Hamiltonian του ατόμου του υδρογόνου έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0=p22me-e24πϵ0r,





						
							
							(16.4)

						
					

				
			

			προκύπτει ότι η σχετικιστική διαταραχή γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-p48me3c2.





						
							
							(16.5)

						
					

				
			

			Άρα, η διαταραχή ενέργειας, σε πρώτη τάξη είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEnlm=n,l,mH1n,l,m=-18me3c2n,l,mp4n,l,m=-18me3c2n,l,mp2p2n,l,m.





						
							
							(16.6)

						
					

				
			

			Για να υπολογίσουμε τη διαταραχή πρώτης τάξης (16.6), χρησιμοποιούμε την αδιατάρακτη εξίσωση Schrodinger, για να αντικαταστήσουμε τον τελεστή της ορμής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



p2ψn,l,m=2meEn-Vψn,l,m,





						
							
							(16.7)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



V=-e2/4πϵ0r.





						
							
							(16.8)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (16.6), (16.7) και (16.8), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEnlm=-12mec2n,l,mEn-V2n,l,m=



 



=-12mec2En2-2Enn,l,mVn,l,m+n,l,mV2n,l,m=



 



=-12mec2En2+2Ene24πϵ01r+e24πϵ01r2





						
							
							(16.9)

						
					

				
			

			Έχουμε δει στο Κεφάλαιο 12 [σχέσεις (12.66)] ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1r=1n2a0,1r2=1l+1/2n3a02,





						
							
							(16.10)

						
					

				
			

			Επομένως, από τις σχέσεις (16.9) και (16.10) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEnlm=-12mec2En2+2Ene24πϵ01n2a0+e24πϵ021l+1/2n3a02





						
							
							(16.11)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (12.59), (12.38) και (16.11) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEnlm=Enα2n2nl+1/2-34





						
							
							(16.12)

						
					

				
			

			όπου α είναι η αδιάστατη σταθερά της λεπτής υφής, που ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



α=e24πϵ0ℏc≃1137





						
							
							(16.13)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (16.12).

			Για την απόδειξη της σχέσης (15.12) χρησιμοποιήσαμε μη εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών, παρότι υπάρχει εκφυλισμός στο άτομο του υδρογόνου. Το αποτέλεσμα όμως είναι σωστό, διότι ο πίνακας της  διαταραχής είναι ήδη διαγώνιος, στην αδιατάραχτη βάση. Αυτό συμβαίνει διότι [L2,Η1]=[Lz,H1]=0 . Άρα, οι εκφυλισμένες αδιατάρακτες καταστάσεις είναι ήδη ιδιοκαταστάσεις της Η1 (ορθοκανονικές) και δεν χρειάζεται να δημιουργήσουμε νέα βάση στον εκφυλισμένο υπόχωρο (από την αρχή δεν αναμιγνύονται εκφυλισμένες καταστάσεις).

			Η δεύτερη συνεισφορά στο φαινόμενο της λεπτής υφής προκύπτει από την αλληλεπίδραση του spin του ηλεκτρονίου με το μαγνητικό πεδίο, που προκαλεί το ίδιο το ηλεκτρόνιο, λόγω της τροχιακής του στροφορμής.

			Το ηλεκτρόνιο στο υδρογόνο κινείται στο ηλεκτρικό πεδίο του πυρήνα, που είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=er4πϵr3





						
							
							(16.14)

						
					

				
			

			Στο σύστημα αναφοράς του ηλεκτρονίου, το πρωτόνιο του πυρήνα εμφανίζεται κινούμενο να δημιουργεί μαγνητικό πεδίο. Από τον μετασχηματισμό Lorentz του ηλεκτρομαγνητικού τανυστή Fμν, βρίσκουμε το μαγνητικό πεδίο, που «βλέπει» το κινούμενο ηλεκτρόνιο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B=-v×Ec2





						
							
							(16.15)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τη σχέση (16.15).

			Η φυσική σημασία της εμφάνισης του μαγνητικού πεδίου (16.15) προκύπτει ως εξής: Το ηλεκτρόνιο, λόγω κίνησης, βλέπει τα φορτία, που προκαλούν το ηλεκτρικό πεδίο, να κινούνται. Επομένως, στο σύστημα αναφοράς του ηλεκτρονίου, υπάρχει ηλεκτρικό ρεύμα, που με τη σειρά του προκαλεί μαγνητικό πεδίο. 

			Η μαγνητική ροπή ηλεκτρονίου, λόγω spin, προκύπτει από τη σχέση (για το ηλεκτρόνιο ο γυρομαγνητικός λόγος είναι g=2):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ=-emeS





						
							
							(16.16)

						
					

				
			

			Η νέα διαταραχή έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-μ⋅B





						
							
							(16.17)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (16.14), (16.15), (16.16), (16.17) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-e24πϵ0mec2r3v×r⋅S=e24πϵ0me2c2r3L⋅S,





						
							
							(16.18)

						
					

				
			

			 όπου έγινε χρήση του ορισμού της στροφορμής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L=mer×v





						
							
							(16.19)

						
					

				
			

			Η διαταραχή (16.18) αντιπροσωπεύει τη σύζευξη spin με τροχιακή στροφορμή (spin-orbit coupling). 

			Ένα επιπλέον σχετικιστικό φαινόμενο (η μετάπτωση Thomas) δίνει έναν παράγοντα ½ και επομένως, η τελική μορφή της διαταραχής (16.18) είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=e28πϵ0me2c2r3L⋅S.





						
							
							(16.20)

						
					

				
			

			Για να εφαρμόσουμε την εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών, θα πρέπει πρώτα να βρούμε τις ιδιοκαταστάσεις της διαταραχής. Εκφράζουμε τη διαταραχή συναρτήσει της ολικής στροφορμής J2, για την οποία ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



J2=L2+S2+2L⋅S,





						
							
							(16.21)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L⋅S=12J2-L2-S2.





						
							
							(16.22)

						
					

				
			

			Άρα, οι ιδιοκαταστάσεις της διαταραχής H1 ταυτίζονται με τις ιδιοκαταστάσεις της ολικής στροφορμής, που, όπως είδαμε στο κεφάλαιο 14, είναι ταυτόχρονα και ιδιοκαταστάσεις των L2 και S2, αλλά όχι και των z-συνιστωσών Sz, Lz (λόγω σχέσεων μετάθεσης). Έστω ότι οι ζητούμενες «νέες» ιδιοκαταστάσεις των Η0 και Η1 είναι της μορφής 

ψl,s;j,mj2

, για τις οποίες ισχύουν οι γνωστές σχέσεις ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



L2ψl,s;j,mj2=ll+1ℏ2ψl,s;j,mj2,J2ψl,s;j,mj2=jj+1ℏ2ψl,s;j,mj2,S2ψl,s;j,mj2=ss+1ℏ2ψl,s;j,mj2,Jzψl,s;j,mj2=mjℏψl,s;j,mj2.





						
							
							(16.23)

						
					

				
			

			Άρα, η διόρθωση της ενέργειας, σε πρώτη τάξη θεωρίας διαταραχών, είναι (αφού s=1/2):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEl,1/2;j,mj=l,1/2;j,mjH1l,1/2;j,mj



 



=e216πϵ0me2c2l,1/2;j,mjJ2-L2-S2r3l,1/2;j,mj



 



=e2ℏ216πϵ0me2c2[jj+1-ll+1-3/4] 1r3





						
							
							(16.24)

						
					

				
			

			Έχουμε, επίσης, από τη σχέση (12.66) ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1r3=1ll+1/2l+1n3a03.





						
							
							(16.25)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (16.24) και (16.25) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEl,1/2;j,mj=e2ℏ216πϵ0me2c2a03jj+1-ll+1-3/4ll+1/2l+1n3,





						
							
							(16.26)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Αποδείξτε τη σχέση (16.26).

			Εκφράζοντας τη σχέση (16.26) συναρτήσει των αδιατάρακτων ιδιοτιμών της Hamiltonian του υδρογόνου [σχέσεις (12.59) και (12.38)], έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEl,1/2;j,mj=Enα2n2n3/4+ll+1-jj+12ll+1/2l+1,





						
							
							(16.27)

						
					

				
			

			Η σχέση (16.27) δίνει τη διαταραχή πρώτης τάξης στην ενέργεια, λόγω σύξευξης spin-τροχιακής στροφορμής (spin-orbit coupling).

			Εφόσον αθροίσουμε τις σχέσεις (16.12) και (16.27), οι οποίες εξαρτώνται με τον ίδιο τρόπο από το τετράγωνο της σταθεράς α (σταθερά λεπτής υφής), παίρνουμε την ολική διαταραχή πρώτης τάξης, που οφείλεται σε σχετικιστικές διορθώσεις και σε spin-orbit coupling ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEl,1/2;j,mj=Enα2n2nj+1/2-34





						
							
							(16.28)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε τη σχέση λεπτής υφής (16.28), αθροίζοντας τις σχέσεις (16.12) και (16.27) και θέτοντας:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l=j±12





						
							
							(16.29)

						
					

				
			

			Η σχέση (16.29) προκύπτει άμεσα από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j=l±12





						
							
							(16.30)

						
					

				
			

			Σχηματικά, οι διορθώσεις του φάσματος του υδρογόνου, λόγω λεπτής υφής, φαίνονται στο παρακάτω διάγραμμα:

			[image: ]

			Σχήμα 16.1: Οι διορθώσεις του φάσματος του υδρογόνου, λόγω λεπτής υφής (16.28)

			16.2 Φαινόμενο Zeeman

			Έστω άτομο υδρογόνου, μέσα σε ομογενές εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Β, στη διεύθυνση z. Η διαταραχή γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-μ⋅B,





						
							
							(16.31)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μ=-e2meL+2S,





						
							
							(16.32)

						
					

				
			

			όπου χρησιμοποιήθηκε η τιμή του γυρομαγνητικού λόγου g για το spin, η οποία είναι περίπου 2. Δεδομένου ότι το εσωτερικό πεδίο, λόγω τροχιακής στροφορμής στο άτομο του υδρογόνου, είναι περίπου 25 Tesla, η υπόθεση ότι το εξωτερικό μαγνητικό πεδίο είναι μια διαταραχή πολύ μικρότερη ακόμα και από τη λεπτή υφή, είναι πολύ λογική. Επομένως, θα θεωρήσουμε ως αδιατάρακτες καταστάσεις τις ιδιοκαταστάσεις της ολικής στροφορμής, που διαγωνιοποιούν, ταυτόχρονα, τους όρους που προέρχονται από το δυναμικό Coulomb και τους όρους της λεπτής υφής. Για μαγνητικό πεδίο στη διεύθυνση z (που μπορεί πάντα να ισχύει με κατάλληλη επιλογή συστήματος συντεταγμένων), η Hamiltonian (16.31) γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=eB2meLz+2Sz.





						
							
							(16.33)

						
					

				
			

			Άρα, για τη διαταραχή πρώτης τάξης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEl,1/2;j,mj=l,1/2;j,mjH1l,1/2;j,mj=



 



=eB2memjℏ+l,1/2;j,mjSzl,1/2;j,mj





						
							
							(16.34)

						
					

				
			

			όπου  έγινε χρήση της σχέσης (16.33), της σχέσης (16.23δ) και της σχέσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Jz=Lz+Sz.





						
							
							(16.35)

						
					

				
			

			Για να υπολογίσουμε το στοιχείο πίνακα στον τελευταίο όρο της σχέσης (16.34), εκφράζουμε τις ιδιοκαταστάσεις ολικής στροφορμής συναρτήσει ιδιοκαταστάσεων επιμέρους στροφορμών (Sz και Lz), χρησιμοποιώντας τους συντελεστές Clebsh-Gordan. Από τις σχέσεις (14.34) και (14.35), που γράφονται και με τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψj,mj2=j+mj2l+11/2ψmj-1/2,1/21+j-mj2l+11/2ψmj+1/2,-1/21,j=l+1/2,





						
							
							(16.36)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψj,mj2=j+1-mj2l+11/2ψmj-1/2,1/21-j+1+mj2l+11/2ψmj+1/2,-1/21,j=l-1/2.





						
							
							(16.37)

						
					

				
			

			παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



l,1/2;j,mjSzl,1/2;j,mj=±mjℏ2l+1





						
							
							(16.38)

						
					

				
			

			 Για την εύρεση της σχέσης (16.38), έγινε χρήση της σχέσης [για την (16.36)]: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j+mj2l+1ℏ2+j-mj2l+1-ℏ2=mjℏ2l+1





						
							
							(16.39)

						
					

				
			

			και αντίστοιχα για τη (16.37):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j+1-mj2l+1ℏ2+j+1+mj2l+1-ℏ2=-mjℏ2l+1





						
							
							(16.40)

						
					

				
			

			Άσκηση 5: Δείξτε ότι από τις σχέσεις (14.36) και (14.37) προκύπτουν, με αντικατάσταση στη (16.38), οι σχέσεις (16.39) και (16.40). Δηλαδή, αποδείξτε τη σχέση (16.38).

			Από τις σχέσεις (16.34) και (16.38), βρίσκουμε τη διαταραχή της ενέργειας σε πρώτη τάξη ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔEl,1/2;j,mj=μBBmj1±12l+1





						
							
							(16.41)

						
					

				
			

			όπου τα πρόσημα ± στη σχέση (16.41), αντιστοιχούν στις περιπτώσεις:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



j=l±1/2.





						
							
							(16.42)

						
					

				
			

			και μΒ είναι η μαγνητόνη του Bohr:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μB=eℏ2me=5.788×10-5 eV/T





						
							
							(16.43)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (16.41) προκύπτει η ενεργειακή απόσταση μεταξύ διαταραγμένων ενεργειακών σταθμών (Δmj=1), ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μBB1±12l+1





						
							
							(16.44)

						
					

				
			

			Για πρόσημο + (j=l+1/2), η ενεργειακή αυτή απόσταση γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μBB2l+22l+1.





						
							
							(16.45)

						
					

				
			

			ενώ για πρόσημο - (j=l-1/2), η ενεργειακή απόσταση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μBB2l2l+1.





						
							
							(16.46)

						
					

				
			

			Η άρση εκφυλισμού ως προς τον κβαντικό αριθμό mj είναι αναμενόμενη, διότι το μαγνητικό πεδίο σπάει τη σφαιρική συμμετρία του συστήματος, επιλέγοντας μια διεύθυνση στον χώρο (αυτή του μαγνητικού πεδίου).

			Η άρση εκφυλισμού που προκαλείται, κατά το φαινόμενο Zeeman, φαίνεται στο Σχήμα 16.2, για τις καταστάσεις 1S1/2 (n=1, l=0, j=l+ ½ = ½ ), 2P1/2 (n=2, l=1, j=l- ½   = ½) και 2P3/2  (n=2, l=1, j=l+ ½ = 3/2 ). Οι διαταραγμένες στάθμες προκύπτουν με βάση τη σχέση (16.41).

			[image: ]

			Σχήμα 16.2: Η άρση εκφυλισμού που προκαλείται, κατά το φαινόμενο Zeeman, για τις καταστάσεις 1S1/2 (n=1, l=0, j=l+ ½ = ½ ), 2P1/2 (n=2, l=1, j=l- ½   = ½) και 2P3/2  (n=2, l=1, j=l+ ½ = 3/2 ). Οι διαταραγμένες στάθμες προκύπτουν με βάση τη σχέση (16.41).

			Τα ενεργειακά επίπεδα στο Σχήμα 16.2 αποτελούν αναμενόμενες τιμές της ενέργειας, σε διάφορες αδιατάρακτες ενεργειακές καταστάσεις και όχι ακριβή ενεργειακά επίπεδα, αφού δεν έχουμε χρησιμοποιήσει τη «νέα» βάση, όπου διαγωνιοποιείται η διαταραχή, όπως απαιτεί η εκφυλισμένη θεωρία διαταραχών.

			Άσκηση 7: Επαληθεύστε τη μορφή του Σχήματος (16.2), χρησιμοποιώντας τη σχέση (16.41).

			16.3 Υπέρλεπτη υφή: Σύζευξη spin με το μαγνητικό πεδίο πυρήνα 

			Ο πυρήνας του ατόμου του υδρογόνου δημιουργεί ασθενές μαγνητικό πεδίο λόγω της μαγνητικής διπολικής ροπής του πρωτονίου, που οφείλεται στο spin του πρωτονίου. Η σύζευξη του spin του ηλεκτρονίου με αυτό το μαγνητικό πεδίο προκαλεί μετατόπιση των ενεργειακών σταθμών που υπολογίζεται με τη χρήση της θεωρίας διαταραχών και αποτελεί το φαινόμενο της υπέρλεπτης υφής.

			Η μαγνητική διπολική ροπή του πρωτονίου λόγω spin είναι αντίστοιχη με αυτή του ηλεκτρονίου, αλλά με διαφορετικό γυρομαγνητικό λόγο:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μp=gpe2mpSp





						
							
							(16.47)

						
					

				
			

			όπου πειραματικά και θεωρητικά προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



gp≃5.59





						
							
							(16.48)

						
					

				
			

			Η κίνηση του πρωτονίου στον πυρήνα του υδρογόνου λειτουργεί ως μαγνητικό δίπολο (απειροστά μικρός βρόγχος ρεύματος) με μαγνητική διπολική ροπή μp, που είναι πολύ μικρότερη από τη μαγνητική διπολική ροπή του ηλεκτρονίου, αφού η μάζα του πρωτονίου είναι πολύ μεγαλύτερη από τη μάζα του ηλεκτρονίου.

			Το μαγνητικό πεδίο που προκαλείται από μαγνητικό δίπολο με μαγνητική διπολική ροπή μp, που βρίσκεται στην αρχή των αξόνων, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B=μ04πr33μp⋅erer-μp+2μ03μpδ3r,





						
							
							(16.49)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



er≡r/r,





						
							
							(16.50)

						
					

				
			

			είναι το μοναδιαίο διάνυσμα στην ακτινική διεύθυνση. 

			Ας θεωρήσουμε τη θεμελιώδη κατάσταση του ατόμου του υδρογόνου (l=0), στην οποία η μαγνητική διπολική ροπή του ηλεκτρονίου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



μe=-emeSe.





						
							
							(16.51)

						
					

				
			

			Η διαταραχή, λόγω του μαγνητικού πεδίου του πυρήνα, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-μe⋅B,





						
							
							(16.52)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση των σχέσεων (16.47), (16.49) και (16.51), στην (16.52) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=μ0gpe28π mp me3Sp⋅erSe⋅er-Sp⋅Ser3+μgpe23 mp me Sp⋅Seδ3r.





						
							
							(16.53)

						
					

				
			

			Άσκηση 8: Αποδείξτε τη σχέση (16.53).

			Εφαρμόζουμε πρώτης τάξης θεωρία διαταραχών για τη θεμελιώδη (μη εκφυλισμένη) ιδιοκατάσταση της Hamiltonian του υδρογόνου και γράφουμε τη διαταραχή της ενέργειας από τη σχέση (16.53) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE=μgpe28π mpme3Sp⋅erSe⋅er-Sp⋅Ser3+μgpe23 mpmeSp⋅Seψ02.





						
							
							(16.54)

						
					

				
			

			Ο πρώτος όρος της (16.54) μηδενίζεται για σφαιρικά συμμετρική αδιατάρακτη κατάσταση.

			Άσκηση 9: Αποδείξτε ότι για τον πρώτο όρο της (16.54) ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



3Sp⋅erSe⋅er-Sp⋅Ser3=0.





						
							
							(16.55)

						
					

				
			

			για σφαιρικά συμμετρική αδιατάρακτη κατάσταση. Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε τη μορφή του ακτινικού διανύσματος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



e^r=r^=sin⁡θcos⁡ϕi^+sin⁡θsin⁡ϕj^+cos⁡θk^.





						
							
							(16.56)

						
					

				
			

			για να δείξετε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫a⋅r^b⋅r^sin⁡θdθdϕ=4π3a⋅b.





						
							
							(16.57)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (16.54) και (16.55) και από τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ10002=1/πa03





						
							
							(16.58)

						
					

				
			

			προκύπτει ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE=μ0gpe23π mpmea03Sp⋅Se.





						
							
							(16.59)

						
					

				
			

			Για να υπολογίσουμε το δεξιό μέρος της (16.59) χρησιμοποιούμε τη βάση ιδιοκαταστάσεων ολικού spin:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S=Se+Sp





						
							
							(16.60)

						
					

				
			

			και τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Sp⋅Se=12S2-Se2-Sp2.





						
							
							(16.61)

						
					

				
			

			που αποδεικνύεται εύκολα με τετραγωνισμό της (16.60). Οι ιδιοτιμές των επιμέρους spin είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Se2⟹3/4ℏ2.Sp2⟹3/4ℏ2.





						
							
							(16.62)

						
					

				
			

			Ενώ, για τις καταστάσεις triplet (S=1) και singlet (S=0) έχουμε ιδιοτιμές:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



singletS2⟹0tripletS2⟹2ℏ2





						
							
							(16.63)

						
					

				
			

			Επομένως, για την κατάσταση triplet, από τις (16.61), (16.62) και (16.63) έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Sp⋅Se=14ℏ2





						
							
							(16.64)

						
					

				
			

			Ενώ, για την κατάσταση single με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Sp⋅Se=-34ℏ2





						
							
							(16.65)

						
					

				
			

			Οδηγούμαστε επομένως σε άρση του εκφυλισμού μεταξύ των καταστάσεων triplet και singlet, για τη θεμελιώδη κατάσταση 1S1/2 . Το φαινόμενο αυτό αποτελεί την υπέρλεπτη υφή και περιγράφεται στο Σχήμα 16.3.

			[image: ]

			Σχήμα 16.3: Η άρση του εκφυλισμού που προκαλείται κατά το φαινόμενο της υπέρλεπτης υφής.

			Η ενεργειακή απόσταση μεταξύ των καταστάσεων triplet και singlet προκύπτει εύκολα ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ΔE=83gpmempα2E0=5.88×10-6 eV,





						
							
							(16.66)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E0=13.6 eV





						
							
							(16.67)

						
					

				
			

			Η μετατόπιση των ενεργειακών σταθμών, λόγω του φαινομένου της υπέρλεπτης υφής, είναι ανάλογη του τετραγώνου της σταθεράς της λεπτής υφής α, όπως και η αντίστοιχη μετατόπιση λόγω λεπτής υφής. Όμως λόγω του πολύ μικρού παράγοντα: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



memp≪1





						
							
							(16.68)

						
					

				
			

			η ενεργειακή μετατόπιση λόγω υπέρλεπτης υφής είναι πολύ μικρότερη. Η ενεργειακή διαφορά (16.66) είναι αρκετά μικρή, ώστε να επέρχεται διέγερση στην κατάσταση triplet, λόγω θερμικών κρούσεων ατόμων υδρογόνου σε ενδογαλαξιακό αέριο υδρογόνο. Κατά την αποδιέγερση εκπέμπονται φωτόνια μήκους κύματος 21cm, που παρατηρούνται με ισχυρά τηλεσκόπια, χαρτογραφώντας τις συγκεντρώσεις αερίου υδρογόνου στο Σύμπαν και παρέχοντας ένα χρήσιμο εργαλείο για τον έλεγχο αστροφυσικών και κοσμολογικών μοντέλων.

			16.4 Σύνοψη

			Η λεπτή υφή οφείλεται στην ενεργειακή διαταραχή που προκαλεί ο σχετικιστικός κινητικός όρος και η σύζευξη του spin του ηλεκτρονίου του υδρογόνου με το μαγνητικό πεδίο που «βλέπει» το ηλεκτρόνιο, λόγω της κίνησής του (στροφορμής) στο ηλεκτρικό πεδίο του πυρήνα (spin-orbit coupling). Η λεπτή υφή αίρει τον εκφυλισμό στο άτομο του υδρογόνου, ως προς τον κβαντικό αριθμό της ολικής στροφορμής j. 

			Το φαινόμενο Zeeman οφείλεται στην ενεργειακή διαταραχή, που προκαλεί ένα εξωτερικό μαγνητικό πεδίο στο άτομο του υδρογόνου. Αίρει τον εκφυλισμό ως προς τον κβαντικό αριθμό mj . 

			Η υπέρλεπτη υφή οφείλεται στην ενεργειακή διαταραχή που προκαλεί η σύζευξη του spin του ηλεκτρονίου του υδρογόνου, με το μαγνητικό πεδίο που προκαλείται από το spin του πρωτονίου του πυρήνα (spin-spin coupling). Η υπέρλεπτη υφή αίρει τον εκφυλισμό στο άτομο του υδρογόνου ως προς τον κβαντικό αριθμό του ολικού spin (πρωτονίου-ηλεκτρονίου) S. Η ενεργειακή διαταραχή που προκαλείται είναι πολύ μικρότερη από τη λεπτή υφή, λόγω της μεγάλης διαφοράς μάζας μεταξύ πρωτονίου και ηλεκτρονίου.

			Κριτήρια αξιολόγησης

			(Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Ο σχετικιστικός αρμονικός ταλαντωτής έχει δυναμικό της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vx=12mω2x2.





						
							
							(16.69)

						
					

				
			

			και κινητική ενέργεια:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



T=E-mc2=m2c4+p2c2-mc2≈p22m-p48m3c2





						
							
							(16.70)

						
					

				
			

			Θεωρείστε τον σχετικιστικό όρο ~p4 ως διαταραχή και βρείτε την ενεργειακή διόρθωση της θεμελιώδους κατάστασης. 

			Λύση

			Η διαταραχή της Hamiltonian γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-p48m3c2





						
							
							(16.71)

						
					

				
			

			Συναρτήσει των τελεστών δημιουργίας α+ και καταστροφής α, αυτή γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-18m3c2i4mωℏ22a†+a4=-ω2ℏ232mc2a†2-a†a-aa†+a22





						
							
							(16.72)

						
					

				
			

			Για τον μεταθέτη των τελεστών α† και α έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a,a†=1⟹aa†=I+a†a





						
							
							(16.73)

						
					

				
			

			Αναπτύσσουμε την παρένθεση της διαταραχής (16.72), χρησιμοποιώντας τον πρώτο όρο της (16.73) (ο δεύτερος όρος δίνει μηδέν, όταν δρα στη θεμελιώδη κατάσταση) και έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-ω2ℏ232mc2a†2+a2-Ia†2+a2-I=-ω2ℏ232mc2a†4+a†2a2-a†2+a2a†2+a4-a2-a†2-a2+I





						
							
							(16.74)

						
					

				
			

			Για τη διαταραχή πρώτης τάξης, οι όροι που συνεισφέρουν είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-ω2ℏ232mc2a†2a2+a2a†2+I





						
							
							(16.75)

						
					

				
			

			Για τη διαταραχή πρώτης τάξης έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



En2=-ω2ℏ232mc2na†2a2+a2a†2+In





						
							
							(16.76)

						
					

				
			

			Για τη θεμελιώδη κατάσταση (n=0) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E01=-3ω2ℏ232mc2





						
							
							(16.77)

						
					

				
			

			Άλυτες Ασκήσεις

			1. Η ακριβής σχέση για τη λεπτή υφή που προκύπτει από την εξίσωση Dirac (χωρίς χρήση διαταραχών), έχει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Enj=mc21+αn-j+1/2+j+1/22-α2-1/2-1





						
							
							(16.78)

						
					

				
			

			Δείξτε ότι με κατάλληλο ανάπτυγμα (α<<1), παίρνουμε τη σχέση που αποδείξαμε στο μάθημα. 

			2. Θεωρείστε το σύστημα αναφοράς του ηλεκτρονίου, στο οποίο το πρωτόνιο έχει στροφορμή γύρω από το ηλεκτρόνιο. 

			Δείξτε ότι το μαγνητικό πεδίο που βλέπει το ηλεκτρόνιο, λόγω του ρεύματος I του «περιστρεφόμενου» πρωτονίου είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B=μ0I2r





						
							
							(16.79)

						
					

				
			

			και κατόπιν, δείξτε ότι το παραπάνω μαγνητικό πεδίο συνδέεται με τη στροφορμή του ηλεκτρονίου μέσω της σχέσης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B=14πϵ0emc2r3L.





						
							
							(16.80)

						
					

				
			

			3. Εκφράστε τις ενεργειακές στάθμες Bohr συναρτήσει της σταθεράς της λεπτής υφής.

			4. Βρείτε τις συχνότητες και τα μήκη κύματος που προκύπτουν από όλες τις μεταπτώσεις από n=3 σε n=2. Θεωρείστε μόνο την άρση εκφυλισμού λόγω λεπτής υφής.
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			Κεφάλαιο 17: Θεωρία Χρονοεξαρτώμενων Διαταραχών

			Περιεχόμενα Κεφαλαίου

			Στο κεφάλαιο αυτό θα εισαχθεί μία γενική μέθοδος μελέτης συστημάτων με χρονοεξαρτώμενη Hamiltonian. Θα παρουσιαστεί η μέθοδος εύρεσης πιθανότητας μετάβασης από μια αρχική στάσιμη κατάσταση (ιδιοκατάσταση της χρονοανεξάρτητης Hamiltonian) σε μια τελική στάσιμη κατάσταση, λόγω της δράσης της χρονοεξαρτώμενης διαταραχής. Στο πρώτο μέρος, θα οριστεί η πιθανότητα μετάβασης και θα μελετηθεί ένα απλό παράδειγμα με ακριβή λύση (σύστημα δύο καταστάσεων). 

			Στην συνέχεια, θα μελετηθεί η γενική περίπτωση: σύστημα Ν καταστάσεων με μικρό χρονοεξαρτώμενο τμήμα Hamiltonian. Στην περίπτωση αυτή, είναι συνήθως απαραίτητη η χρήση προσεγγιστικής μεθόδου, δηλαδή της χρονοεξαρτώμενης θεωρίας διαταραχών, η οποία θα περιγραφεί στο δεύτερο μέρος του Κεφαλαίου.

			Στο τρίτο μέρος, θα μελετηθεί μια ειδική περίπτωση συστήματος δύο καταστάσεων, σε χρονικά μεταβαλλόμενο μαγνητικό πεδίο. Η πιθανότητα μετάβασης ταλαντώνεται μεταξύ των δύο καταστάσεων και το πλάτος μεγιστοποιείται για ορισμένη τιμή της συχνότητας μεταβολής του μαγνητικού πεδίου. Το φαινόμενο λέγεται μαγνητικός συντονισμός. Θα μελετηθούν επίσης άλλες εφαρμογές, όπως σταθερή διαταραχή για συγκεκριμένο χρονικό διάστημα και αρμονικά ταλαντούμενες διαταραχές σε συστήματα Ν καταστάσεων.

			( Τραχανάς, 2005· Τραχανάς, 2008· Binney & Skinner, 2013· Bransden, et al., 1990· Fitzpatrick, 2010· Griffiths, 2004· Gasiorowicz 2003· Peleg et al., 2010). 

			17. Θεωρία Χρονοεξαρτώμενων Διαταραχών

			17.1 Πιθανότητα Μετάβασης σε Σύστημα Δύο Καταστάσεων: Ακριβής Λύση

			Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα, του οποίου η Hamiltonian μπορεί να χωριστεί σε δύο μέρη: Έναν αδιατάρακτο χρονοανεξάρτητο όρο 

H0

 και έναν μικρό χρονοεξαρτώμενο όρο 

Η1(t),

 δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ht=H0+H1t.





						
							
							(17.1)

						
					

				
			

			Έστω ότι οι ιδιοκαταστάσεις και οι ιδιοτιμές της αδιατάρακτης Hamiltonian είναι γνωστές και υπακούουν την εξίσωση ιδιοτιμών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0ψm=Emψm.





						
							
							(17.2)

						
					

				
			

			Υποθέτουμε ότι η κατάσταση του συστήματος, τη στιγμή t=0, είναι μια ιδιοκατατάσταση της αδιατάρακτης Hamiltonian. Το βασικό αποτέλεσμα της χρονοεξαρτώμενης διαταραχής είναι η εισαγωγή μη μηδενικής πιθανότητας, να βρεθεί το σύστημα σε μια άλλη ιδιοκατάσταση της αδιατάρακτης Hamiltonian, σε επόμενη χρονική στιγμή 

t>0

. Η πιθανότητα αυτή λέγεται «πιθανότητα μετάβασης». Θα μελετήσουμε μεθόδους για τον υπολογισμό αυτής της πιθανότητας μετάβασης.

			Έστω ότι η αρχική κατάσταση του συστήματος αναπτύσσεται στη βάση των ιδιοκαταστάσεων της αδιατάρακτης Hamiltonian Η0 ως: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψ0=∑mcmψm,





						
							
							(17.3)

						
					

				
			

			Αν δεν υπήρχε η διαταραχή, τότε η χρονική εξέλιξη αυτής της κατάστασης θα ήταν: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψt=∑mcmexp⁡-iEmt/ℏψm.





						
							
							(17.4)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή, η πιθανότητα εύρεσης του συστήματος στην κατάσταση 

Ψn

, τη χρονική στιγμή t, προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pnt=ψnψ2=cnexp⁡-iEnt/ℏ2=cn2=Pn0,





						
							
							(17.5)

						
					

				
			

			όπου έγινε χρήση της ορθοκανονικότητας της αδιατάρακτης βάσης 

nm=δmn

. Η πιθανότητα εύρεσης του συστήματος σε οποιαδήποτε αδιατάρακτη κβαντική στάσιμη κατάσταση, είναι ανεξάρτητη του χρόνου. 

			Για μη μηδενική χρονοεξαρτώμενη διαταραχή, η σχέση (17.4) δεν είναι πλέον ακριβής και πρέπει να γενικευτεί, επιτρέποντας χρονική εξάρτηση για τους συντελεστές cm . Άρα, έχουμε τη γενικευμένη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψt=∑mcmtexp⁡-iEmt/ℏψm,





						
							
							(17.6)

						
					

				
			

			από όπου προκύπτει ότι η πιθανότητα εύρεσης του συστήματος στην κατάσταση ψm, είναι χρονοεξαρτώμενη: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pnt=cnt2.





						
							
							(17.7)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τη χρονική εξάρτηση των συντελεστών cm(t), χρησιμοποιούμε τη χρονοεξαρτώμενη εξίσωση του Schrodinger:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψt∂t=Htψt=H0+H1tψt.





						
							
							(17.8)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της 

ψ(t)

, το δεξιό μέρος της (17.8) από τη σχέση (17.6) και κάνοντας χρήση της (17.2), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0+H1ψ=∑mcmexp⁡-iEmt/ℏEm+H1ψm.





						
							
							(17.9)

						
					

				
			

			 Όμοια, από την πρώτη ισοτιμία της (17.8) και τη σχέση (17.6), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏ∂ψ∂t=∑miℏdcmdt+cmEmexp⁡-iEmt/ℏψm.





						
							
							(17.10)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (17.8), (17.9) και (17.10), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∑miℏdcmdtexp⁡-iEmt/ℏψm=∑mcmexp⁡-iEmt/ℏH1ψm.





						
							
							(17.11)

						
					

				
			

			Με χρήση του το bra 

ψn

 και απλοποίηση των φάσεων στην (17.11), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏdcntdt=∑mHnmtexp⁡iωnmtcmt,





						
							
							(17.12)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hnmt=nH1tm,ωnm=En-Emℏ.





						
							
							(17.13)

						
					

				
			

			Η σχέση (17.12) περιγράφει ένα σύστημα Ν, συζευγμένων πρωτοβάθμιων διαφορικών εξισώσεων με N άγνωστες συναρτήσεις cn(t). Για αυθαίρετες τιμές του N, η λύση του συστήματος είναι δύσκολη και απαιτεί είτε προσεγγιστική μέθοδο (π.χ. θεωρία διαταραχών, που θα δούμε παρακάτω) ή αριθμητική λύση. Στην ειδική περίπτωση, όμως, που Ν=2 (αδιατάραχτο σύστημα δύο καταστάσεων) μπορεί να βρεθεί ακριβής λύση.

			Έστω, τώρα, ένα αδιατάρακτο σύστημα δύο καταστάσεων, για το οποίο ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0ψ1=E1ψ1,H0ψ2=E2ψ2.





						
							
							(17.14)

						
					

				
			

			Θεωρούμε, για απλότητα, ότι τα διαγώνια στοιχεία πίνακα της διαταραχής μηδενίζονται, δηλαδή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1H11=2H12=0.





						
							
							(17.15)

						
					

				
			

			και ότι τα μη διαγώνια στοιχεία πίνακα της διαταραχής (υπεύθυνα για τις μεταβάσεις) είναι της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1H12=2H11*=γℏexp⁡iωt,





						
							
							(17.16)

						
					

				
			

			Το σύστημα (17.12), με Ν=2 και χρήση των σχέσεων (17.15), (17.16) παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



idc1dt=γexp⁡+iω-ω21c2,





							



idc2dt=γexp⁡+iω-ω21c1





						
							
							(17.17)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω21=E2-E1/ℏ.





						
							
							(17.18)

						
					

				
			

			Άσκηση 1: Αποδείξτε τη σχέση (17.17).

			Με παραγώγιση της (17.17β) και χρήση της (17.17α), κάνουμε αποσύζευξη των c1, c2 και παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



d2c2dt2+iω-ω21dc2dt+γ2c2=0.





						
							
							(17.19)

						
					

				
			

			Άσκηση 2: Αποδείξτε τη σχέση (17.19).

			Για τη λύση της (17.19), θεωρούμε δοκιμαστική λύση της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c2t=Aeαt





						
							
							(17.20)

						
					

				
			

			και με αντικατάσταση στη (17.19), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Δ=-ω-ω212-4γ2=-4Ω2





							



a=-i(ω-ω21)±i2Ω2=-iω-ω212∓Ω





						
							
							(17.21)

						
					

				
			

			Επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c2t=Aexp -iω-ω212sin⁡Ωt+Bexp⁡-iω-ω212cos⁡Ωt





						
							
							(17.22)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Ω=γ2+ω-ω212/4.





						
							
							(17.23)

						
					

				
			

			Με την αρχική συνθήκη: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c20=0





						
							
							(17.24)

						
					

				
			

			που δηλώνει ότι, αρχικά, το σύστημα είναι στην κατάσταση 1, από τις σχέσεις (17.22) και (17.24) παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c2t=Aexp⁡-iω-ω212sin⁡Ωt





						
							
							(17.25)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιούμε την ανωτέρω μέθοδο, για την εύρεση της συνάρτησης c1(t) και βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c1t=Aexp⁡-iω-ω212sin⁡Ωt+Bexp⁡-iω-ω212cos⁡Ωt





						
							
							(17.26)

						
					

				
			

			η οποία με την αρχική συνθήκη c1(0)=1 γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c1t=exp⁡-iω-ω212sin⁡Ωt+Bexp⁡-iω-ω212cos⁡Ωt





						
							
							(17.27)

						
					

				
			

			Άσκηση 3: Αποδείξτε την σχέση (17.27).

			Για τον υπολογισμό των σταθερών Α και Β στις σχέσεις (17.25) και (17.27), θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις του συστήματος (17.17) στην πρωτοβάθμια συζευγμένη του μορφή. Αν αντικαταστήσουμε  τις σχέσεις (17.25), (17.27) σε μια από τις (17.17) και εξισώσουμε τους συντελεστές των cosΩt και sinΩt, βρίσκουμε τα Α και Β και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c2t=-iγΩexp⁡-iω-ω21t2sin⁡Ωt





						
							
							(17.28)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c1t=exp⁡iω-ω21t2cos⁡Ωt-



 



-iω-ω212Ωexp⁡-iω-ω21t2sin⁡Ωt,





						
							
							(17.29)

						
					

				
			

			Η πιθανότητα εύρεσης του συστήματος στην κατάσταση 1, τη χρονική στιγμή t, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1t=c1t2,





						
							
							(17.30)

						
					

				
			

			ενώ η πιθανότητα μετάβασης στην κατάσταση 2 είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P2t=c2t2.





						
							
							(17.31)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (17.28), (17.31), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P2t=γ2γ2+ω-ω212/4sin2⁡Ωt





						
							
							(17.32)

						
					

				
			

			και λόγω κανονικοποίησης [ή από τις σχέσεις 17.30) και (17.31)], έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1t=1-P2t.





						
							
							(17.33)

						
					

				
			

			Όταν η διαταραχή έχει την ίδια γωνιακή συχνότητα με τη γωνιακή συχνότητα της μεταβαλλόμενης διαταραχής, τότε η πιθανότητα μετάβασης μεγιστοποιείται και φθάνει τη μονάδα (βεβαιότητα μετάβασης) σε ορισμένες χρονικές στιγμές. Το φαινόμενο αυτό αποτελεί ένα είδος συντονισμού.

			Κατά τον συντονισμό ω=ω21, το σύστημα ταλαντώνεται μεταξύ των καταστάσεων 1 (αρχική) και 2, με γωνιακή συχνότητα γ. Άρα, έχουμε διαδοχική απορρόφηση και εκπομπή ενέργειας προς την πηγή της διαταραχής. Εκτός συντονισμού, η μέγιστη πιθανότητα μετάβασης από 1 σε 2 μειώνεται (P2max<1).

			Ειδική περίπτωση του φαινομένου αυτού, αποτελεί ο μαγνητικός συντονισμός. Έστω αδιατάραχτη Hamiltonian, για ηλεκτρόνιο, σε ομογενές μαγνητικό πεδίο (εκτός ατόμου):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

H=-μ⋅B

,

						
							
							(17.34)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B=B0ez





						
							
							(17.35)

						
					

				
			

			Διαταράσσουμε το μαγνητικό πεδίο με χρονοεξαρτώμενη περιστρεφόμενη συνιστώσα x-y:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



B=B0ez+B1cos⁡ωtex+sin⁡ωtey,





						
							
							(17.36)

						
					

				
			

			Η Hamiltonian γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=-μ⋅B=H0+H1,





						
							
							(17.37)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0=-geB02mSz,





						
							
							(17.38)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-geB12mcos⁡ωtSx+sin⁡ωtSy





						
							
							(17.39)

						
					

				
			

			Οι ιδιοκαταστάσεις της αδιατάραχτης Hamiltonian είναι οι ιδιοκαταστάσεις του Sz χ±:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H0χ±=∓geℏB04mχ±.





						
							
							(17.40)

						
					

				
			

			Για να βρούμε τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής στη βάση αυτή, είναι χρήσιμο να εκφράσουμε τη διαταραχή H1 ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H1=-geB14mexp⁡iωtS-+exp⁡-iωtS+,





						
							
							(17.41)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



S±=Sx±iSy





						
							
							(17.42)

						
					

				
			

			είναι οι τελεστές ανύψωσης και μείωσης για τη z συνιστώσα του spin. Επομένως, για τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



+H1+=-H1-=0,





						
							
							(17.43)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



-H1+=+H1-*=-geB14mexp⁡iωt.





						
							
							(17.44)

						
					

				
			

			Άσκηση 4: Αποδείξτε τη σχέση (17.44).

			Με σύγκριση των σχέσεων (17.43), (17.44) με τις σχέσεις (17.15), (17.16), γίνεται φανερό ότι ο πίνακας της διαταραχής είναι ίδιος με τον πίνακα διαταραχής που μελετήσαμε, για σύστημα δύο καταστάσεων με την αντικατάσταση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



γ→-geB14m,ψ1→χ+,ψ2→χ-.





						
							
							(17.45)

						
					

				
			

			Άρα, ισχύουν όλα τα αποτελέσματα που βρέθηκαν παραπάνω, για το πλάτος και την πιθανότητα μετάβασης (17.32). Οι αδιατάρακτες ιδιοτιμές, στην περίπτωση του μαγνητικού πεδίου [σχέση (17.40)] είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E1E2↔∓geℏB04m





						
							
							(17.46)

						
					

				
			

			και επομένως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω21→geB02m.





						
							
							(17.47)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση του περιστρεφόμενου μαγνητικού πεδίου, το φαινόμενο της μεγιστοποίησης της πιθανότητας μετάβασης (17.32), όταν ω=ω21, λέγεται μαγνητικός συντονισμός. 

			17.2 Σύστημα Ν Καταστάσεων: Εφαρμογή Προσέγγισης Διαταραχών

			Για συστήματα πολλών καταστάσεων, η αναλυτική επίλυση του συστήματος (17.12) απαιτεί προσέγγιση. Στα πλαίσια της θεωρίας διαταραχών, η προσέγγιση αυτή βασίζεται στην υπόθεση ότι τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής είναι πολύ μικρότερα από τα (διαγώνια) στοιχεία πίνακα της αδιατάραχτης Hamiltonian, στη βάση των αδιατάρακτων καταστάσεων. Στο όριο που η διαταραχή είναι ακριβώς μηδέν, οι συντελεστές cm είναι χρονικά ανεξάρτητοι και με κατάλληλες αρχικές συνθήκες ισχύει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cn0=δni,





						
							
							(17.48)

						
					

				
			

			όπου υποθέσαμε ότι το σύστημα είναι αρχικά στην κατάσταση i.  Επομένως, η αδιατάρακτη λύση είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cn0t=δni.





						
							
							(17.49)

						
					

				
			

			Η βασική ιδέα, στη θεωρία διαταραχών είναι η αντικατάσταση της αδιατάραχτης λύσης (17.49) με μια άγνωστη διόρθωση c(1)(t) πρώτης τάξης, ως προς τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cnt=cn0t+cn1t





						
							
							(17.50)

						
					

				
			

			στο γενικό σύστημα διαφορικών εξισώσεων (17.12) και η διατήρηση όρων, μέχρι πρώτη τάξη. Με αυτή την προσέγγιση, από τις σχέσεις (17.12), (17.50), σε πρώτη τάξη, ως προς τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



iℏdcn1dt=∑mHnmexp⁡iωnmtcm0=Hniexp⁡iωnit,





						
							
							(17.51)

						
					

				
			

			όπου, στη δεύτερη ισότητα, έγινε χρήση της σχέσης (17.49) με n=m.  

			Άσκηση 5: Αποδείξτε τη σχέση (17.51).

			Από την αρχική συνθήκη (17.40), έχουμε ότι, σε κάθε τάξη (άρα και σε πρώτη) οι συντελεστές για n≠i μηδενίζονται. Άρα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cn10=0.





						
							
							(17.52)

						
					

				
			

			Από τις σχέσεις (17.51) και (17.52), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cn1=-iℏ∫0tHnit′exp⁡iωnit′dt′.





						
							
							(17.53)

						
					

				
			

			που ισχύει για n≠i, αλλά γενικεύεται εύκολα, για κάθε n στη μορφή: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cnt=δni-iℏ∫0tHnit′exp⁡iωnit′dt′.





						
							
							(17.54)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (17.53) προκύπτει η πιθανότητα μετάβασης του συστήματος από την αρχική κατάσταση i σε μια άλλη κατάσταση f, μετά από χρόνο t, σε πρώτη τάξη θεωρίας χρονοεξαρτώμενων διαταραχών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

Pi→ft=cft2=-iℏ∫0tHfit′exp⁡iωfit′dt΄2.

 

						
							
							(17.55)

						
					

				
			

			Αυτή είναι η βασική σχέση, για χρονοεξαρτώμενη θεωρία διαταραχών. Στις επόμενες παραγράφους θα δούμε εφαρμογές αυτής της σχέσης.

			17.3 Σταθερή Διαταραχή και Αρμονική Διαταραχή

			Έστω σταθερός όρος V διαταραχής, που εμφανίζεται την t0 και διατηρείται μέχρι και τη στιγμή t. Έστω ότι το σύστημα είναι αρχικά στην κατάσταση i. Θα βρούμε την πιθανότητα μετάβασης στην κατάσταση m, τη χρονική στιγμή t, χρησιμοποιώντας χρονοεξαρτώμενη θεωρία διαταραχών πρώτης τάξης. Έστω ότι τα στοιχεία πίνακα της διαταραχής είναι Vmi σταθερά, ανεξάρτητα του χρόνου, στο διάστημα από t0 μέχρι t. .H διαταραχή αυτή είναι χρονοεξαρτώμενη, με την έννοια ότι τα στοιχεία πίνακα θεωρούνται μηδενικά, πριν από την αρχική στιγμή t0. Εφαρμόζοντας τη βασική σχέση (17.54), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cmt=δmi+-iℏ∫t0tdt1Vmieiωmit1=



 



=δmi+-iℏVmi∫t0tdt1eiωmit1=



 



=δmi-Vmiℏωmieiωmit-eiωmit0





						
							
							(17.56)

						
					

				
			

			Για καταστάσεις m≠i, η σχέση (17.56) οδηγεί στην πιθανότητα μετάβασης:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pi→mt≡cmt2=2ℏ2Vmi21-cos⁡ωmitωmi2





						
							
							(17.57)

						
					

				
			

			Άσκηση 6: Αποδείξτε τη σχέση (17.57).

			Για σύστημα πολλών καταστάσεων, έχουμε, για την ολική πιθανότητα μετάβασης, άθροιση σε όλες τις τελικές καταστάσεις, η οποία ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pt=∑kPk(t),





						
							
							(17.58)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pkt≡Pi→kt≡ckt2





						
							
							(17.59)

						
					

				
			

			Για σύστημα δύο καταστάσεων, έχουμε, για την ολική πιθανότητα μετάβασης P(t) σε οποιαδήποτε άλλη κατάσταση, εκτός από την αρχική:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pt=Pi→mt





						
							
							(17.60)

						
					

				
			

			Ο ρυθμός μετάβασης ορίζεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



w≡dPtdt





						
							
							(17.61)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (17.57), εφαρμοζόμενη σε σύστημα δύο καταστάσεων, προκύπτει ο ρυθμός μετάβασης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



w=2ℏ2Vmi2sin⁡ωmitωmi





						
							
							(17.62)

						
					

				
			

			Για σύστημα με συνεχή κατανομή τελικών καταστάσεων, η ολική πιθανότητα μετάβασης προκύπτει από τη σχέση (17.58), αν αντικαταστήσουμε το άθροισμα με ολοκλήρωμα, ως εξής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pt=∑kPkt⟹Ptt=∫0∞ρEkdEkPkt





						
							
							(17.63)

						
					

				
			

			όπου, 

ρ(Εk)

 πυκνότητα καταστάσεων που ορίζεται, ώστε 

ρΕkdEk

 να δίνει τον αριθμό των κβαντικών καταστάσεων στο ενεργειακό διάστημα 

Εk,Ek+dEk

. 

			Για σταθερή πυκνότητα τελικών καταστάσεων (ανεξάρτητη της ενέργειας), η ολική πιθανότητα μετάβασης προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pt=2ℏVki2ρ∫0∞dωk1-cos⁡ωkitωki2





						
							
							(17.64)

						
					

				
			

			Άσκηση 7: Αποδείξτε τη σχέση (17.64), χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (17.63), (17.57) και:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



dωk=dωki,dEk=ℏdωk,∫0∞dωk=∫-∞∞dωki





						
							
							(17.65)

						
					

				
			

			Η σχέση (17.64) γράφεται ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pt=2πℏVki2ρt





						
							
							(17.66)

						
					

				
			

			Άσκηση 8: Αποδείξτε τη σχέση (17.66), χρησιμοποιώντας τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞∞1-cos⁡pxx2dx=πp





						
							
							(17.67)

						
					

				
			

			Από την (17.66), προκύπτει ο ρυθμός μετάβασης ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



w=2πℏVki2ρEk





						
							
							(17.68)

						
					

				
			

			Η σχέση (17.68) είναι γνωστή ως ο «Χρυσός Κανόνας του Fermi».

			Ως ένα άλλο παράδειγμα εφαρμογής της χρονοεξαρτώμενης θεωρίας διαταραχών, θα θεωρήσουμε μια αρμονικά μεταβαλλόμενη διαταραχή της μορφής:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Vt=Vcos⁡ωt





						
							
							(17.69)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση αυτή, η σχέση (17.54) γίνεται:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cmt=δmi+-iℏVmi∫t0tdt1eiωt1+e-iωt12eiωmit1





						
							
							(17.70)

						
					

				
			

			Θέτουμε στην παραπάνω σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



t0=0,m≠i





						
							
							(17.71)

						
					

				
			

			και λαμβάνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cmt=Vmi1-eiωmi+ωt2ℏωmi+ω+1-eiωmi-ωt2ℏωmi-ω





						
							
							(17.72)

						
					

				
			

			Στην περίπτωση που το διαταρασσόμενο σύστημα απορροφά ενέργεια από τη διαταραχή, έχουμε 

ωmi>0

 και για: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ω≈ωmi





						
							
							(17.73)

						
					

				
			

			Για εκπομπή ενέργειας, κυριαρχεί ο δεύτερος όρος  στην (17.72) (έχει μικρό παρονομαστή). Τότε έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cmt≈Vmi1-eiωmi-ωt2ℏωmi-ω





						
							
							(17.74)

						
					

				
			

			και η πιθανότητα μετάβασης προκύπτει ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pi→mt≡cmt2≈Vmi2sin2⁡ωmi-ω2tℏ2ωmi-ω2





						
							
							(17.75)

						
					

				
			

			 Για εκπομπή ενέργειας, κυριαρχεί ο άλλος όρος. Ο ρυθμός μετάβασης προκύπτει από την (17.75) ως:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



w=12ℏ2Vmi2sin⁡ωmi-ωtωmi-ω





						
							
							(17.76)

						
					

				
			

			και εμφανίζει ταλάντωση, όπως και η πιθανότητα μετάβασης, που φαίνεται στο σχήμα (17.1). Το φαινόμενο του συντονισμού εμφανίζεται όταν 

ωmi=ω

.

			[image: ]

			Σχήμα 17.1: Η χρονική εξέλιξη της πιθανότητας μετάβασης, για σύστημα δυο καταστάσεων,  με αρμονική χρονικά μεταβαλλόμενη διαταραχή.

			Για σύστημα πολλών καταστάσεων, με σταθερή πυκνότητα καταστάσεων, μπορεί να δειχτεί ότι ο ρυθμός μετάβασης είναι χρονικά ανεξάρτητος, όπως και στην περίπτωση της χρονικά σταθερής διαταραχής και επομένως, ισχύει ο «Χρυσός Κανόνας του Fermi».

			17.4 Σύνοψη

			Όταν υπάρχει χρονικά εξαρτώμενο τμήμα (διαταραχή) σε Ηamiltonian, τότε δημιουργείται μη μηδενική πιθανότητα μετάβασης, από μια αδιατάρακτη κατάσταση σε άλλη, μέσα σε χρόνο t. Η πιθανότητα αυτή υπολογίζεται με επίλυση Ν 1ης τάξης διαφορικών εξισώσεων, με Ν αγνώστους, όπου Ν ο αριθμός των αδιατάρακτων ιδιοκαταστάσεων. 

			Όταν Ν=2 (π.χ. ηλεκτρόνιο σε ομογενές μαγνητικό πεδίο. με περιστρεφόμενη διαταραχή), το σύστημα μπορεί να επιλυθεί χωρίς προσέγγιση. Η πιθανότητα αναστροφής του spin μεγιστοποιείται, όταν η συχνότητα της περιστρεφόμενης διαταραχής συμπίπτει με την ενεργειακή απόσταση των καταστάσεων της αδιατάραχτης Hamiltonian. 

			Για αυθαίρετο Ν, απαιτείται προσεγγιστική μέθοδος, για την εύρεση της πιθανότητας μετάβασης: η χρονοεξαρτώμενη θεωρία διαταραχών, που υποθέτει Η1<<Η0 . Η πιθανότητα μετάβασης που προκύπτει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pi→ft=cft2=-iℏ∫0tHfit′exp⁡iωfit′dt′2.





						
							
							(17.77)

						
					

				
			

			Βασική εφαρμογή της χρονοεξαρτώμενης θεωρίας διαταραχών είναι ο υπολογισμός της πιθανότητας μετάβασης ατομικού ηλεκτρονίου σε υψηλότερη ή χαμηλότερη ενεργειακή στάθμη (απορρόφηση, εκπομπή), λόγω παρουσίας διαταραχής (σταθερής ή αρμονικής). 

			Κριτήρια αξιολόγησης

			 (Λαγανάς, 2005α· Λαγανάς, 2005β· Τραχανάς, 2005· Constantinescu & Magyari, 1971· Peleg et al., 2010· Squires, 1995· Tamvakis, 2005).

			Κριτήριο αξιολόγησης 1

			Μονοδιάστατος αρμονικός ταλαντωτής βρίσκεται στη θεμελιώδη κατάσταση. Την t=0, εφαρμόζεται διαταραχή ηλεκτρικού πεδίου, για χρόνο τ:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Wt=-qεx0≤t≤τ0για άλλους χρόνους





						
							
							(17.78)

						
					

				
			

			Βρείτε την πιθανότητα μετάπτωσης στην κατάσταση n=1 και στη n=2. 

			Λύση

			Για μετάβαση στην κατάσταση με n=1, με εφαρμογή της σχέσης (17.55), έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P011t=1ℏ2∫0τeiω10t1W0dτ2=



 



=1ℏ2∫0τeiω10tdt∫-∞∞ϕ1x-qεxϕ0xdx2





						
							
							(17.79)

						
					

				
			

			όπου, οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις n=0 και n=1, για τον αρμονικό ταλαντωτή, είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ0x=1π1/4x0exp⁡-12xx02,ϕ1x=1π1/4x03/2exp⁡-12xx02





						
							
							(17.80)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x0≡ℏmω.





						
							
							(17.81)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση των αντίστοιχων ιδιοκαταστάσεων n=0 και n=1 για τον αρμονικό ταλαντωτή συναρτήσει των πολυωνύμων Hermite, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ0xxϕ1x=∫-∞∞ϕ0*xϕ1xdx=



 



=1π1/2λ12π1/2λ∫-∞∞H0xλH1xλxe-x2/λ2dx





						
							
							(17.82)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



λ=ℏmω0





						
							
							(17.83)

						
					

				
			

			Για τα πολυώνυμα Hermite, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							

H0x/λ=1,H1(x/λ)=2x/λ



						
							
							(17.84)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της (17.84) στην (17.82), παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ϕ0xxϕ1x=2π1λ2∫-∞∞x2e-x2/λ2dx=12λ2





						
							
							(17.85)

						
					

				
			

			όπου στην τελευταία ισότητα έγινε ολοκλήρωση κατά παράγοντες και χρήση του γνωστού ολοκληρώματος:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



∫-∞∞eαx2dx=πα





						
							
							(17.86)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση της (17.86) στη (17.79) και υπολογισμό του ολοκληρώματος, βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P011τ=1ℏ2∫0τeiω0t-qεℏ2mω0dt2=qε22mℏω0∫0τeiω10tdt2=



 



=qε22mℏω0sin⁡(ω0τ/2)ω0/22





						
							
							(17.87)

						
					

				
			

			Για την πιθανότητα μετάβασης στην κατάσταση n=2, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P021τ=1ℏ2∫0τeiω20t2W0dt2





						
							
							(17.88)

						
					

				
			

			Από τη σχέση (17.78) και τη σχέση:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



x=ℏ2mωa+a†





						
							
							(17.89)

						
					

				
			

			παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



2W0=2-qεx0=-qεℏ2mω2a†+a0=0





						
							
							(17.90)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση στη (17.88), έχουμε τον μηδενισμό της πιθανότητας μετάβασης σε πρώτη τάξη θεωρίας διαταραχών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P021τ=0.





						
							
							(17.91)

						
					

				
			

			Κριτήριο αξιολόγησης 2

			Σύστημα έχει δύο ιδιοκαταστάσεις 

1

 και 

2

, με διαφορά ενεργειών:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E2-E1=ℏω21





						
							
							(17.92)

						
					

				
			

			 Την t=0, το σύστημα βρίσκεται στην κατάσταση 

1

 και εφαρμόζεται μια διαταραχή 

H'

 με στοιχεία πίνακα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



1H′1=02H′1=ℏω02H′2=-ℏω





						
							
							(17.93)

						
					

				
			

			Αναζητήστε τις πιθανότητες να βρεθεί το σύστημα στις καταστάσεις 

1

 και 

2

: 

			α. Εφαρμόζοντας θεωρία διαταραχών, σε πρώτη τάξη 

			β. Με ακριβή λύση της εξίσωσης Schrodinger. 

			Συγκρίνετε και σχολιάστε τα αποτελεσματα.

			Λύση

			α. Με εφαρμογή της θεωρίας διαταραχών σε πρώτη τάξη, έχουμε γενικά:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pif1=1ℏ2∫0teiωfitWfit′dt′2





						
							
							(17.94)

						
					

				
			

			Αν εφαρμόσουμε τη (17.94) για τη συγκεκριμένη περίπτωση του προβλήματος, παίρνουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1→2≡1ℏ2∫0teiω21t2H′1dt′2=1ℏ2ℏ2ω0∫0teiω21t′dt′2=



 



=ω021iω21eiω21t-12=



 



=ω02eiω21t/2eiω21t/2-e-iω21t/2iω212=



 



=ω02eiω21t/22isin⁡(ω21t/2)iω212=



 



=ω02eiω21t/22sin⁡(ω21t/2)ω21/22=



 



=ω02eiω21t/22isin⁡(ω21t/2)iω212





						
							
							(17.95)

						
					

				
			

			Για να ισχύει η προσέγγιση, θα πρέπει:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1→2≡ω02t2≪1⟹ω0t≪1.





						
							
							(17.96)

						
					

				
			

			β. Με ακριβή λύση της εξίσωσης Schrodinger, έχουμε για την ολική Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



H=H0+H′⟹H=E1ℏω0ℏω0E2-ℏω21=E1ℏω0ℏω0E1





						
							
							(17.97)

						
					

				
			

			όπου, στην τελευταία ισότητα, έγινε χρήση της σχέσης (17.93). Από την εξίσωση ιδιοτιμών, προκύπτουν εύκολα οι ιδιοτιμές της Hamiltonian:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Hν=λ ν⟹E1-λ2-ℏω02=0⟹λ1,2=E1±ℏω0





						
							
							(17.98)

						
					

				
			

			Οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις είναι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ν1=1211=121+2





						
							
							(17.99)

						
					

				
			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ν2=121-1=121-2





						
							
							(17.100)

						
					

				
			

			Άρα, για τη γενική χρονικά εξελιγμένη κατάσταση 

ψ(t)

, έχουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψt=a1e-iλ1t/ℏν1+a2e-iλ2tν2





						
							
							(17.101)

						
					

				
			

			Οι αυθαίρετες σταθερές 

α1, α2

 προσδιορίζονται από την απαίτηση κανονικοποίησης και από την αρχική συνθήκη:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ct=0=1





						
							
							(17.102)

						
					

				
			

			Έτσι, βρίσκουμε:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



a1=a2=1/2.





						
							
							(17.103)

						
					

				
			

			Με αντικατάσταση των (17.103), (17.99) και (17.100) στην (17.101), βρίσκουμε τη χρονικά εξελιγμένη κατάσταση ως γραμμικό συνδυασμό των αδιατάραχτων ιδιοκαταστάσεων, με τη μορφή:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



ψt=12e-iE1+ℏω0t/ℏ+e-iE1-ℏω0t/ℏ1+



 



+12e-iE1+ℏω0t/ℏ-e-iE1-ℏω0t/ℏ2=



 



=e-iE1t/ℏcos⁡ω0t1-sin⁡ωt2





						
							
							(17.104)

						
					

				
			

			Η ακριβής τιμή της πιθανότητας μετάβασης, που προκύπτει από τη (17.105), είναι συμβατή με την προσεγγιστική τιμή της (17.97), αφού:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



P1→2=sin2⁡ωt→ω0t≪1ω0t2





						
							
							(17.105)

						
					

				
			

			Άλυτες Ασκήσεις

			1. Άτομο υδρογόνου τοποθετείται σε ηλεκτρικό πεδίο της μορφής: 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



E=Etk^





						
							
							(17.106)

						
					

				
			

			Βρείτε τα τέσσερα () στοιχεία πίνακα 

Ηij',

 για τη διαταραχή Η’=-eEz, μεταξύ της βασικής κατάστασης (n=1) και της τετραπλά εκφυλισμένης πρώτης διεγερμένης κατάστασης. Δείξτε ακόμα ότι 

Ηii'=0

 για όλες τις παραπάνω πέντε καταστάσεις. (Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε επιχειρήματα συμμετρίας για να δείξετε ότι σχεδόν όλα τα ολοκληρώματα μηδενίζονται) 

			2. Έστω διαταραχή της μορφής Η’=U δ(t-t0) με Uaa=Ubb=0 και Uab=q. Αν ca(-∞)=1 και cb(-∞)=0, βρείτε τα ca(t) και cb(t) και επαληθεύστε ότι:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



cat2+cbt2=1





						
							
							(17.107)

						
					

				
			

			Ποιά είναι η πιθανότητα 

Pa→b

, να γίνει μετάβαση από την αρχική κατάσταση a στην κατάσταση b;

			Απάντηση

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



Pa→b=(α2/ℏ2)1+α2/4ℏ22





						
							
							(17.108)

						
					

				
			

			3. Λύστε το σύστημα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							



c˙a=-iℏHab′e-iω0tcb, 





							



c˙b=-iℏHba'eiω0tca





						
							
							(17.109)

						
					

				
			

			για τη γενική περίπτωση ca(0)=q και cb(0)=p.
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