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Για κάθε κατηγορία παιγνίων, θα δοθούν αντιπροσωπευτικές οικονομικές εφαρμογές.
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   Κεφάλαιο 1
Εισαγωγή

   1.1    Τι είναι η θεωρία παιγνίων

΄Ενα χαρακτηριστικό που παρατηρούμε σε πολλά οικονομικά, βιολογικά, κοινωνικά,
κλπ. φαινόμενα είναι η διαδικασία λήψεως αποφάσεων. Οντότητες όπως επιχειρήσεις,
κυβερνήσεις, βιολογικοί οργανισμοί, κλπ, συχνά πρέπει να επιλέξουν κάποια
ενέργεια με κριτήριο την μεγιστοποίηση του ατομικού οφέλους τους, και
μάλιστα σε περιβάλλοντα όπου το όφελος αυτό εξαρτάται όχι μόνο από τη δική
τους ενέργεια αλλά και από τις ενέργειες που επιλέγουν οι υπόλοιποι. Με
άλλα λόγια, η διαδικασία λήψεως αποφάσεων λαμβάνει χώρα εντός ενός
πλαισίου αλληλεπίδρασης: κάθε άτομο επηρεάζει και επηρεάζεται από τα άλλα
άτομα.

   Κάθε άτομο συνεπώς θα πρέπει, πριν επιλέξει κάποια ενέργεια, να αναλύσει τις
παραπάνω αλληλεπιδράσεις. Το γεγονός αυτό καθιστά τη λήψη αποφάσεων ένα μη
τετριμμένο, και ταυτόχρονα ενδιαφέρον, πρόβλημα. Η θεωρία παιγνίων είναι ο κλάδος
εκείνος ο οποίος μελετά συστηματικά τέτοιου είδους προβλήματα. Η θεωρία αυτή
προσφέρει μια ενιαία γλώσσα, με την οποία μπορούμε να μορφοποιήσουμε, να
κατανοήσουμε και να αναλύσουμε με συστηματικό τρόπο τη διαδικασία λήψεως
αποφάσεων σε περιπτώσεις όπου υπάρχει αλληλεπίδραση μεταξύ των ληπτών
αποφάσεων.

   Ας δούμε ορισμένα απλά παραδείγματα τα οποία προσκαλούν τη χρήση της
θεωρίας παιγνίων. ΄Εστω ότι η κυβέρνηση μίας χώρας επιθυμεί να πωλήσει
μια ραδιοσυχνότητα μέσω δημοπρασίας. Η διαδικασία έχει ως εξής. Κάθε
υποψήφιος αγοραστής θα υποβάλλει την προσφορά του (τιμή αγοράς) σε έναν
φάκελο. Νικητής είναι ο υποψήφιος με τη μεγαλύτερη προσφορά. Ο νικητής θα
αποκτήσει τη ραδιοσυχνότητα, πληρώνοντας την τιμή που έχει προτείνει. Η τιμή
που υποβάλλει κάθε υποψήφιος αγοραστής (ή αλλιώς, η στρατηγική του)
σχετίζεται με το πόσο αποτιμά ο ίδιος τη ραδιοσυχνότητα, αλλά και με τις
εκτιμήσεις του αναφορικά με τις τιμές των άλλων υποψηφίων. Το πρόβλημα
επιλογής τιμών γίνεται πιο ενδιαφέρον αν υποθέσουμε ότι κάθε αγοραστής
γνωρίζει μόνο τη δική του αποτίμηση, και όχι των άλλων. Ποιες είναι οι
στρατηγικές που θα επιλέξουν οι υποψήφιοι αγοραστές στη δημοπρασία
αυτή[image: ;  ]

   Οι χώρες Α και Β έχουν τη δυνατότητα απόκτησης πυρηνικών όπλων. Το ιδεατό
για μία χώρα, πχ, την Α, θα ήταν εκείνη μόνο να αποκτήσει πυρηνικό οπλοστάστιο,
και όχι η άλλη χώρα Β. Περαιτέρω, η χώρα Α θα προτιμούσε καμμία χώρα να μην
έχει πυρηνικά όπλα από το να έχουν και οι δύο. Τέλος, το χειρότερο δυνατό σενάριο
για την Α είναι να αποκτήσει πυρηνικό οπλοστάσιο μόνο η Β. Ανάλογες
παρατηρήσεις ισχύουν για τη χώρα Β. Τι θα κάνει τελικά κάθε χώρα αναφορικά με
την απόκτηση πυρηνικού οπλοστασίου[image: ;  ]

   Τα παραπάνω είναι μερικά μόνο παραδείγματα προβλημάτων που μελετά η θεωρία
                                                                     

                                                                     
παιγνίων. Η μελέτη στηρίζεται στην κατασκευή ενός πλαισίου ανάλυσης, ή αλλιώς,
ενός παιγνίου, το οποίο περιλαμβάνει τα εξής χαρακτηριστικά:


  
	
[image: ∙ ] 
	τους λήπτες αποφάσεων, ή αλλιώς τους παίκτες
  
	
[image: ∙ ] 
	τις διαθέσιμες ενέργειες των παικτών, ή αλλιώς τις στρατηγικές τους
  
	
[image: ∙ ] 
	την πληροφόρηση που διαθέτουν οι παίκτες αναφορικά με όλα τα σημαντικά
  στοιχεία του προβλήματος
  
	
[image: ∙ ] 
	τις αποδόσεις ή ωφέλειες που αποκομίζουν οι παίκτες ως συνάρτηση των
  στρατηγικών που επιλέγουν τόσο οι ίδιοι, όσο και οι άλλοι παίκτες


Τα παίγνια μπορούν να ταξινομηθούν σε διάφορες κατηγορίες. Τα κύρια κριτήρια
κατηγοριοποίησης έχουν να κάνουν με τον χρόνο, την πληροφόρηση των
παικτών, το θεσμικό περιβάλλον, κλπ. Οι σημαντικότερες κατηγορίες είναι οι
εξής:


     
	
   1. 
	Στατικά ή δυναμικά παίγνια
΄Ενα παίγνιο ονομάζεται στατικό όταν δεν υπεισέρχεται ο χρόνος σε αυτό,
     υπό την έννοια ότι όλοι οι συμμετέχοντες επιλέγουν ενέργειες μία φορά
     και στο ίδιο χρονικό σημείο. Αντιθέτως, ένα παίγνιο ονομάζεται δυναμικό
     όταν οι επιλογές των παικτών γίνονται σε διαφορετικά χρονικά σημεία
     (και ενδεχομένως με επαναλαμβανόμενο τρόπο).
     
	
   2. 
	Παίγνια με πλήρη ή ελλιπή πληροφόρηση
΄Οταν  σε  ένα  παίγνιο  όλοι  οι  συμμετέχοντες  γνωρίζουν  όλα  τα
     χαρακτηριστικά  του  παιγνίου  τότε  λέμε  ότι  το  παίγνιο  έχει  πλήρη
     πληροφόρηση.  Σε  αντίθετη  περίπτωση,  όταν  δηλαδή  ένα  τουλάχιστον
     άτομο δεν γνωρίζει κάποιο ή κάποια από τα χαρακτηριστικά αυτά, έχουμε
     την περίπτωση παιγνίου με ελλιπή πληροφόρηση.
     
	
   3. 
	Παίγνια με τέλεια ή ατελή πληροφόρηση
΄Οταν σε ένα δυναμικό παίγνιο όλοι οι συμμετέχοντες παρατηρούν σε
     κάθε χρονικό σημείο όλες τις επιλογές που έχουν γίνει μέχρι του σημείου
     αυτού, τότε λέμε ότι το παίγνιο έχει τέλεια πληροφόρηση. Σε αντίθετη
     περίπτωση, έχουμε ένα παίγνιο με ατελή πληροφόρηση.
                                                                     

                                                                     
     
	
   4. 
	Συνεργατικά και μη συνεργατικά παίγνια
Συνεργατικά  είναι  τα  παίγνια  στα  οποία  οι  συμμετέχοντες  έχουν  τη
     δυνατότητα να επιλέξουν ενέργειες οι οποίες μεγιστοποιούν τα οφέλη
     μίας ομάδας ατόμων. Παράλληλα, η συνεργατική αυτή συμπεριφορά είναι
     δεσμευτική  για  όλα  τα  μέλη  του  συνόλου.  Μη  συνεργατικά  είναι  τα
     παίγνια στα οποία οι συμμετέχοντες επιλέγουν ενέργειες με γνώμονα
     τη  μεγιστοποίηση  του  ατομικού  συμφέροντος  τους  ή  ακόμη  και  τη
     μεγιστοποίηση  της  ωφέλειας  ενός  συνόλου  ατόμων,  χωρίς  όμως  η
     συνεργατική συμπεριφορά να είναι δεσμευτική.
     
	
   5. 
	Παίγνια σταθερού ή μη σταθερού αθροίσματος
΄Ενα  παίγνιο  ονομάζεται  σταθερού  αθροίσματος  όταν  οι  αποδόσεις
     (αμοιβές) των παικτών αθροίζουν στον ίδιο αριθμό για κάθε συνδυασμό
     στρατηγικών. Σε ένα παίγνιο μη σταθερού αθροίσματος, η ιδιότητα αυτή
     δεν ισχύει. Η πιο συνηθισμένη μορφή παιγνίων σταθερού αθροίσματος
     είναι  αυτή  του  μηδενικού  αθροίσματος  με  δύο  συμμετέχοντες:  σε  μία
     τέτοια περίπτωση, το κέρδος του ενός είναι απλώς η ζημιά του άλλου.
     


Τα υποδείγματα που αναπτύσσει η θεωρία παιγνίων στηρίζονται στην υπόθεση ότι οι
παίκτες είναι ορθολογικά άτομα. Με αυτό εννοούμε ότι κάθε παίκτης γνωρίζει τις
εναλλακτικές επιλογές του, έχει ξεκάθαρες προτιμήσεις σχετικά με αυτές, σχηματίζει
προσδοκίες για όσα στοιχεία του είναι άγνωστα, και επιλέγει τις ενέργειες
εκείνες οι οποίες μεγιστοποιούν τη χρησιμότητα του (Osborne και Rubinstein
1994).




   1.2    Ιστορική αναδρομή

Η πρώτη συστηματική παιγνιο-θεωρητική μελέτη παρουσιάστηκε στα οικονομικά από
τον Cournot (1838). Στη μελέτη αυτή ο Cournot ανέλυσε τη λειτουργία μιας αγοράς
στην οποία δρουν δύο επιχειρήσεις. Οι πρώτες αναλύσεις γενικών παιγνίων
μηδενικού αθροίσματος έγιναν από τον Borel (1921) και τον von Neumann (1928).
Το 1944 οι von Neumann και Morgestern εξέδωσαν το κλασικό βιβλίο τους Theory
of Games and Economic Behavior, το οποίο είχε επίδραση σε αρκετούς τομείς της
θεωρίας παιγνίων (παίγνια μηδενικού αθροίσματος, συνεργατικά παίγνια, κλπ).
Πολλοί ερευνητές θεωρούν ότι το βιβλίο αυτό σηματοδοτεί την αφετηρία της θεωρίας
παιγνίων.

   Τα επόμενα έτη, ήταν η σειρά του Nash να συνεισφέρει με καθοριστικό
τρόπο στην εξέλιξη της θεωρίας παιγνίων (Nash 1950, 1951, 1953).
Κατ’ αρχάς, ο Nash μορφοποίησε την έννοια της ισορροπίας παιγνίων
                                                                     

                                                                     
μη μηδενικού αθροίσματος, η οποία είναι γνωστή σήμερα ως ισορροπία
Nash.1 
Κατά δεύτερον, συνέβαλε στη θεωρία των συνεργατικών παιγνίων διαπραγμάτευσης,
δηλαδή παιγνίων στα οποία οι παίκτες διαπραγματεύονται τη κατανομή ενός
πλεονάσματος, αποδεχόμενοι ότι η κατανομή αυτή θα πρέπει να ικανοποιεί έναν
αριθμό αξιωμάτων.

   Η παραπάνω χρονική περίοδος αποδείχτηκε ιδιαίτερα γόνιμη, καθώς τότε
αναπτύχθηκαν δύο από τις πιο σημαντικές έννοιες επίλυσης των παιγνίων
συνεργασίας: ο πυρήνας, ο οποίος παρουσιάστηκε από τον Gilles (1953) και η
κατανομή (ή αξία) κατά Shapley, η οποία παρουσιάστηκε επίσης την ίδια χρονιά
(Shapley 1953). Ο Nash ξεκίνησε εκείνη την περίοδο ένα ερευνητικό πρόγραμμα,
στόχος του οποίου ήταν η γεφύρωση του κενού μεταξύ συνεργατικών και μη
συνεργατικών παιγνίων. Βασικό συστατικό αυτής της προσπάθειας είναι η μη
συνεργατική θεμελίωση (ή δικαιολόγηση) των εννοιών επίλυσης των παιγνίων
συνεργασίας. Το πρόγραμμα αυτό, το οποίο αργότερα ονομάστηκε πρόγραμμα του
Nash, μοιάζει, όπως αναφέρει ο Serrano (2005), με τη προσπάθεια μικροοικονομικής
θεμελίωσης της μακροοικονομικής, η οποία προσπαθεί να φέρει πιο κοντά τους δύο
βασικούς αυτούς τομείς της οικονομικής θεωρίας.

   Στις αρχές του 20ου αιώνα ο Zermelo ανέλυσε παίγνια στα οποία δύο παίκτες
επιλέγουν ενέργειες διαδοχικά, γνωρίζοντας σε κάθε χρονικό σημείο ο ένας τις
επιλογές του άλλου (Zermelo 1913). Η πιο συνηθισμένη μορφή παρουσίασης των
παιγνίων αυτών είναι η εκτεταμένη μορφή, η οποία εισήχθει το 1944 από
τους von Neumann και Morgestern, στο προαναφερθέν βιβλίο τους. Για
τα παίγνια αυτά, ο Selten εισήγαγε κατά τα μέσα της δεκαετίας του 1960
την τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία (Selten 1965), η όποια έμελλε να
εξελιχθεί σε μία από τις σημαντικότερες έννοιες ισορροπίας στη θεωρία
παιγνίων.

   Προς τα τέλη της δεκαετίας του 1950 αναπτύχθηκαν τα επαναλαμβανόμενα παίγνια. Τα
παίγνια αυτά, τα οποία, όπως και τα παίγνια διαδοχικών επιλογών, ανήκουν στη κατηγορία
των δυναμικών παιγνίων, μελετούν φαινόμενα που επαναλαμβάνονται αυτούσια στον
χρόνο.2 
Σημείο αναφοράς στα παίγνια αυτά αποτελεί το γεγονός ότι ένας πολύ μεγάλος
αριθμός αποτελεσμάτων μπορεί να αποτελέσει ισορροπία, υπό την προϋπόθεση ότι η
διάρκεια τους είναι άπειρη. Το αποτέλεσμα αυτό πιστώνεται στον Friedman (1971).
Παρόλα αυτά, το αποτέλεσμα ήταν ουσιαστικά γνωστό αρκετά χρόνια πριν,
καθώς πολλοί από τους ερευνητές που εργάζονταν στον τομέα αυτό, είτε το
                                                                     

                                                                     
γνώριζαν, είτε απλά υποψιάζονταν ότι ένα τέτοιο αποτέλεσμα πρέπει να
ισχύει.3 

   Την περίοδο 1966-1968, οι Aumann και Maschler μελέτησαν επαναλαμβανόμενα
παίγνια με ελλιπή πληροφόρηση, δηλαδή επαναλαμβανόμενα παίγνια στα
οποία οι συμμετέχοντες δεν γνωρίζουν πλήρως όλα τα χαρακτηριστικά της
αλληλεπίδρασης η οποία επαναλαμβάνεται στον χρόνο (Aumann και Maschler
1995). Κατά την ίδια περίπου περίοδο, ο Harsanyi (1967-1968) ανέπτυξε
συστηματικά τη θεωρία των στατικών παιγνίων με ελλιπή πληροφόρηση. Τα
παίγνια αυτά πυροδότησαν στη συνέχεια την ανάπτυξη των οικονομικών της
πληροφόρησης.

   Στα μέσα της δεκαετίας του 1970 ξεκίνησε μία βιβλιογραφία σκοπός της οποίας
ήταν η μελέτη παιγνίων τα οποία διαθέτουν περισσότερες από μία ισορροπίες. Στόχος
της ήταν η ανάπτυξη κριτηριών τα οποία επιτρέπουν να απορριφθούν κάποιες
από αυτές τις ισορροπίες ως εύλογες λύσεις ενός παιγνίου. Στα πλαίσια
αυτού του ερευνητικού προγράματος, το οποίο ονομάζεται εξευγενισμός ή
διύλιση των ισορροπίων, ο Selten (1975) (ξανά-) συζήτησε το κριτήριο της
τελειότητας. Το κριτήριο αυτό έτυχε περισσότερης επεξεργασίας από τον Myerson
(1978), ο οποίος πρότεινε το λεγόμενο κριτήριο της καταλληλότητας. ΄Αλλες
προσεγγίσεις πρότειναν κριτήρια που σχετίζονται με ομαδικές -και όχι ατομικές-
επιλογές στρατηγικών. Στην κατηγορία αυτή εμπίπτει, για παράδειγμα, η
προσέγγιση των Bernheim, Peleg και Whinston (1987) περί ισορροπιών που
επιβιώνουν του σχηματισμού συμμαχιών μεταξύ των παικτών, καθώς και η
(προγενέστερη) έννοια της ισχυρής ισορροπίας, που ανέπτυξε ο Aumann
(1959).

   Σε μία κοντινή με την παραπάνω βιβλιογραφία, οι Harsanyi και Selten (1988)
παρουσίασαν τη θεωρία τους περί επιλογής ισορροπίας σε παίγνια με πολλές
ισορροπίες. Οι συγγραφείς αυτοί ανέλυσαν δύο κριτήρια για την επιλογή μίας
μόνο ισορροπίας ως λύσης ενός μη συνεργατικού παιγνίου: το ένα κριτήριο
επικεντρώνεται στο ρίσκο που εμπεριέχει μια ισορροπία, ενώ το δεύτερο
επικεντρώνεται στις αποδόσεις που προκύπτουν για τους παίκτες από την
ισορροπία.

   Η βιβλιογραφία του εξευγενισμού (διύλισης) των ισορροπιών Nash
επικεντρώνεται στο να επιλέξει συγκεκριμένα υποσύνολα των ισορροπίων ενός
παιγνίου. Στην αντίπερα όχθη, ο Aumann (1974) πρότεινε μία γενίκευση
της ισορροπίας Nash, τη λεγόμενη συσχετιζόμενη ισορροπία. Η ισορροπία
κατά Nash στηρίζεται στην υπόθεση ότι οι παίκτες επιλέγουν στρατηγικές
ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο. Ο Aumann τροποποίησε την υπόθεση
αυτή, επιτρέποντας ένα είδος συσχέτισης μεταξύ των επιλογών των παικτών.
Για παράδειγμα, οι παίκτες παρατηρούν διαφορετικές εκφάνσεις του ίδιου
                                                                     

                                                                     
φαινομένου, και κατόπιν επιλέγουν τις στρατηγικές τους βάσει των παρατηρήσεων
τους.

   Από τις αρχές της δεκαετίας του 1980 άρχισε να αναπτύσσεται η μη
συνεργατική προσέγγιση στη θεωρία διαπραγμάτευσης, σε αντιδιαστολή με τη
συνεργατική προσέγγιση του Nash. Βασικό σημείο αναφοράς αυτής της
προσέγγισης υπήρξε το υπόδειγμα εναλλασσόμενων προσφορών του Rubinstein
(1982). Το υπόδειγμα αυτό, εμπλουτισμένο στη συνέχεια και με στοιχεία
όπως η ελλιπής πληροφόρηση, βρήκε πολλές εφαρμογές στα οικονομικά, ενώ
δείχτηκε και η σχέση του με το υπόδειγμα συνεργατικής διαπραγμάτευσης του
Nash.

   Στις αρχές της δεκαετίας του 1980 και του 1990 παρουσιάστηκαν δύο
από τις βασικότερες έννοιες επίλυσης των δυναμικών παιγνίων ελλιπούς
πληροφόρησης: η διαδοχική ισορροπία των Kreps και Wilson (1982) και
η τέλεια ισορροπία κατά Bayes (βλ. Fudenberg και Tirole 1991). Οι δύο
αυτές έννοιες ισορροπίας, οι οποίες είναι αρκετά κοντινές μεταξύ τους, πήραν
στοιχεία από την επίλυση των δυναμικών παιγνίων, καθώς και από την επίλυση
των παιγνίων ελλιπούς πληροφόρησης. Μία χαρακτηριστική εφαρμογή των
δυναμικών παιγνίων ελλιπούς πληροφόρησης αποτέλεσαν τα λεγόμενα παίγνια
σηματοδότησης, τα οποία είναι παίγνια διαδοχικών επιλογών, στα οποία ο παίκτης
που κινείται πρώτος διαθέτει καλύτερη πληροφόρηση από τους υπόλοιπους
παίκτες.4 


   1.2.1    ΄Αλλες εξελίξεις

Η θεωρία παιγνίων παραδοσιακά στηρίχθηκε στην ιδέα ότι τα άτομα είναι πλήρως
ορθολογικά, υπό την έννοια ότι μπορούν πάντοτε να επιτύχουν τον στόχο της
μεγιστοποίησης της απόδοσης τους. Από παλιά πάντως, και συγκεκριμένα
από τη δεκαετία του 1950, υπήρχε η άποψη ότι η υπόθεση του πλήρους
ορθολογισμού είναι μη ρεαλιστική, και ότι θα πρέπει να αντικατασταθεί από
αυτή του φραγμένου ορθολογισμού, η οποία θέτει όρια στο τι μπορούν να
πετύχουν οι παίκτες. Κύριος εκπρόσωπος αυτής της τάσης υπήρξε ο Simon
(1955).

   Μία μεγάλη βιβλιογραφία αναπτύχθηκε, η οποία σκοπό είχε να ενσωματώσει με
τον έναν ή τον άλλο τρόπο την υπόθεση του φραγμένου ορθολογισμού στα παίγνια.
΄Ενα κομμάτι της βιβλιογραφίας αυτής υιοθέτησε την υπόθεση ότι τα άτομα
ακολουθούν απλούς κανόνες επιλογής στρατηγικών, ένα άλλο υπέθεσε ότι
τα άτομα τείνουν να επιλέγουν τις καλές στρατηγικές πιο συχνά από τις
λιγότερο καλές (χωρίς αναγκαστικά να επιτυγχάνεται μεγιστοποίηση της
                                                                     

                                                                     
χρησιμότητας) ή ότι επιλέγουν τις στρατηγικές τους περιοριζόμενοι σε ένα
υποσύνολο αυτών. Γενικά, δεν υπάρχει ένα κοινό υπόδειγμα φραγμένου
ορθολογισμού στα παίγνια, και κατά τον Aumann (1997) δεν θα υπάρξει
ποτέ.

   Παράλληλα με την ανάπτυξη της θεωρίας των παιγνίων, οι οικονομολόγοι έχουν
ασχοληθεί με τον σχεδιασμό πειραματικών παιγνίων για να ελέγξουν τις προβλέψεις
της θεωρίας. Τέτοια πειράματα πραγματοποιούνται εδώ και αρκετές δεκαετίες. Μία
επισκόπηση των πρώτων, χρονικά, πειραμάτων δημοσιεύτηκε από τους Rapoport και
Orwant (1962). Συχνά, τα αποτέλεσματα τέτοιων πειραμάτων δείχνουν ότι οι
επιλογές των ατόμων επηρεάζονται από στοιχεία όπως η δικαιοσύνη, ο αλτρουισμός,
το πλαίσιο αναφοράς (παίγνια με ίδιες επιλογές/αποδόσεις οδηγούν τους παίκτες σε
διαφορετική συμπεριφορά αν παρουσιαστούν με διαφορετικό τρόπο το ένα από τα
άλλα). Τα ευρήματα αυτά οδήγησαν στην ανάπτυξη των συμπεριφορικών παιγνίων,
δηλαδή παιγνίων τα οποία ενσωματώνουν στην ανάλυση τους στοιχεία όπως τα
παραπάνω.

   Κάποιες άλλες σημαντικές εξελίξεις που έλαβαν χώρα κατά τα τελευταίες
δεκαετίες έχουν να κάνουν με τη σύνδεση της ισορροπίας Nash με έννοιες της
εξελικτικής βιολογίας, την ανάπτυξη των εξελικτικών παιγνίων, την ανάλυση των
παιγνίων από γνωσιολογική πλευρά (ποια και πόση γνώση απαιτείται εκ μέρους των
παικτών για να φτάσουμε σε μία ισορροπία), την ανάπτυξη υποδειγμάτων
μάθησης, δηλαδή υποδειγμάτων στα οποία ένα παίγνιο επαναλαμβάνεται
στον χρόνο, με συνέπεια οι παίκτες να μαθαίνουν για τη συμπεριφορά των
άλλων παικτών, και να καταλήγουν έτσι μακροχρόνια σε επιλογές ισορροπίας,
κλπ.

   Τέλος, από πλευράς συσχέτισης με άλλα επιστημονικά πεδία, οι τομείς στους
οποίους η θεωρία παιγνίων έχει βρει εφαρμογή είναι πάμπολλοι (με διάφορους
βαθμούς επιτυχίας). Οι τομείς αυτοί περιλαμβάνουν τα οικονομικά (π.χ, βιομηχανική
οργάνωση, θεωρία διεθνούς εμπορίου, μακροοικονομική πολιτική, ανάλυση αγορών
με ασύμμετρη πληροφόρηση, πολιτική οικονομία, κλπ), τις κοινωνικές επιστήμες
(πολιτική επιστήμη, ψυχολογία), τη βιολογία, την επιστήμη των υπολογιστών, την
επιχειρησιακή έρευνα, και άλλους.




   1.3    Σκοπός του βιβλίου

Το παρόν εγχειρίδιο έχει σκοπό να εισαγάγει τον αναγνώστη στα βασικά
στοιχεία της θεωρίας παιγνίων. Θα παρουσιαστούν και θα αναλυθούν οι
βασικότερες κατηγορίες παιγνίων που συναντώνται στην οικονομική ανάλυση. Θα
ξεκινήσουμε με τα στατικά παίγνια πλήρους πληροφόρησης και τη βασική
έννοια επίλυσης τους, την ισορροπία κατά Nash (Κεφάλαιο 2). Κατόπιν, θα
παρουσιαστούν τα δυναμικά παίγνια. Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιαστεί η εκτεταμένη
μορφή ενός παιγνίου, η τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία και ο υπολογισμός
                                                                     

                                                                     
της μέσω της μεθόδου της οπισθογενούς επαγωγής. Στο Κεφάλαιο 4 θα
μελετηθούν τα επαναλαμβανόμενα παίγνια με πεπερασμένο και άπειρο χρονικό
ορίζοντα. ΄Εμφαση θα δοθεί στο λεγόμενο Δημώδες Θεώρημα, το οποίο
προσδιορίζει το σύνολο των ισορροπιών των επαναλαμβανόμενων παιγνίων απείρου
ορίζοντα.

   Με το Κεφάλαιο 5 θα επανέλθουμε στα στατικά παίγνια, αλλά με ελλιπή
πληροφόρηση. Θα εισαχθεί η ισορροπία κατά Bayes και θα παρουσιαστεί, μεταξύ
άλλων, η σχέση μεταξύ της ισορροπίας ενός παιγνίου ελλιπούς πληροφόρησης και
της ισορροπίας Nash σε μικτές στατηγικές του αντίστοιχου παιγνίου πλήρους
πληροφόρησης. Στη συνέχεια θα στραφούμε στα συνεργατικά παίγνια. Θα
παρουσιαστούν τα παίγνια συνεργασίας με μεταβιβάσιμη χρησιμότητα και θα
μελετηθούν οι δύο βασικότερες έννοιες επίλυσης τους, ο πυρήνας και η κατανομή
Shapley (Κεφάλαιο 6).

   Τα Κεφάλαια 7 και 8 εστιάζουν στα παίγνια διαπραγμάτευσης. Αρχικά, θα
παρουσιαστεί η αξιωματική προσέγγιση των παιγνίων διαπραγμάτευσης. ΄Εμφαση θα
δοθεί στη λύση διαπραγμάτευσης του Nash, αλλά θα παρουσιαστούν και άλλες
λύσεις, όπως π.χ. η λύση των Kalai και Smorodinsky. Στη συνέχεια, θα αναλυθεί η
μη συνεργατική προσέγγιση, με σημείο αναφοράς το υπόδειγμα διαπραγμάτευσης
εναλλασσόμενων προσφορών του Rubinstein. Το τελευταίο κεφάλαιο του
εγχειριδίου (Κεφάλαιο 9) θα παρουσιάσει τα δυναμικά παίγνια με ελλιπή
πληροφόρηση. Θα παρουσιαστεί η τέλεια ισορροπία κατά Bayes και θα αναλυθεί μία
ειδική κατηγορία δυναμικών παιγνίων με ελλιπή πληροφόρηση, τα παίγνια
σηματοδότησης.

   Το εγχειρίδο απευθύνεται στον προπτυχιακό φοιτητή των τμημάτων οικονομικών
σχολών. Η προσέγγιση που ακολουθεί στην παρουσίαση των θεμάτων είναι
αρκετά εισαγωγική, και όχι αυστηρή. Κάθε κεφάλαιο περιλαμβάνει αρκετά
παραδείγματα, τα οποία βοηθούν στην κατανόηση των εννοιών. Τέλος, δεν
απαιτούνται από τον αναγνώστη ιδιαίτερες γνώσεις μαθηματικών (π.χ. οι
μαθηματικές αποδείξεις των πιο πολλών αποτελεσμάτων έχουν παραληφθεί από την
παρουσίαση).
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           1Η έννοια αυτή προϋπήρχε, σε ένα λιγότερο γενικό πλαίσιο, στην εργασία του
  Cournot.


      

       
           2Σημειώνουμε ότι νωρίτερα, ο Shapley (1953) ανέπτυξε τα λεγόμενα στοχαστικά παίγνια,
  τα οποία αναλύουν καταστάσεις οι οποίες επαναμβάνονται στον χρόνο με τυχαίο (στοχαστικό)
  τρόπο. 


      

       
           3ϒπό αυτή την έννοια το αποτέλεσμα αυτό αποτελούσε μέρος του φολκλόρ
  της θεωρίας παιγνίων. Για το λόγο αυτό το σχετικό θεώρημα έμεινε γνωστό ως Folk
  theorem.


      

       
           4Για να είμαστε ακριβείς, ορισμένες από τις εφαρμογές προηγήθηκαν της θεωρίας,
  όπως π.χ. συνέβη με το υπόδειγμα σηματοδότησης στην αγορά εργασίας του Spence
  (1973).


      

   


   Κεφάλαιο 2
Στατικά παίγνια με πλήρη πληροφόρηση

   2.1    Εισαγωγή

Η πιο απλή, αλλά και θεμελιώδης, κατηγορία παιγνίων είναι αυτή των στατικών
παιγνίων με πλήρη πληροφόρηση. Στα παίγνια αυτά οι συμμετέχοντες επιλέγουν
ενέργειες ταυτόχρονα ο ένας με τον άλλο. Βασικό στοιχείο αυτών των παιγνίων είναι
ότι όλοι οι παίκτες έχουν πλήρη πληροφόρηση για όλα τα χαρακτηριστικά του
παιγνίου. Με άλλα λόγια, γνωρίζουν όλα τα χαρακτηριστικά του περιβάλλοντος μέσα
στο οποίο κινούνται. Επιπλέον, η πληροφόρηση αυτή αποτελεί κοινή γνώση: όλοι οι
παίκτες γνωρίζουν ότι όλοι οι παίκτες γνωρίζουν τα στοιχεία του παιγνίου, και
επιπλέον όλοι γνωρίζουν ότι όλοι γνωρίζουν, κ.ο.κ.

   Ως παράδειγμα, ας δούμε μία στατική ολιγοπωλιακή αγορά, δηλαδή μία
αγορά στην οποία οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται μία φορά. Στην αγορά
αυτή, κάθε επιχείρηση επιλέγει την τιμή στην οποία θα πωλήσει το προϊόν
της. Οι επιλογές των τιμών γίνονται ταυτόχρονα από όλες τις επιχειρήσεις.
Στόχος κάθε επιχείρησης είναι η μεγιστοποίηση του ατομικού κέρδους της. Η
υπόθεση της πλήρους πληροφόρησης σημαίνει ότι κάθε επιχείρηση γνωρίζει
όλα τα χαρακτηριστικά της αγοράς: για παράδειγμα, γνωρίζει τις συνθήκες
ζήτησης και κόστους για κάθε μία από τις επιχειρήσεις που λειτουργούν στην
αγορά.

   Συνοψίζοντας τα παραπάνω, τα τρία συστατικά στοιχεία ενός παιγνίου με πλήρη
πληροφόρηση είναι: 

     
     	συμμετέχοντες στο παίγνιο: παίκτες
     

     	διαθέσιμες ενέργειες συμμετεχόντων: στρατηγικές παικτών
     

     	χρησιμότητες συμμετεχόντων: αποδόσεις παικτών


Το βασικό πρόβλημα που θα μας απασχολήσει είναι να προσδιορίσουμε ποια
στρατηγική (ή ποιές στρατηγικές) θα επιλέξει κάθε παίκτης σε ένα παίγνιο της
παραπάνω μορφής. ΄Οπως θα δούμε, κάθε παίκτης επιλέγει τη στρατηγική του έτσι
ώστε να μεγιστοποιήσει την απόδοση του, έχοντας σχηματίσει μία πρόβλεψη
αναφορικά με το τι θα επιλέξουν και οι άλλοι παίκτες. Η επιλογή του συνεπώς,
θα πρέπει να είναι βέλτιστη δεδομένης της πρόβλεψης αυτής. Επίσης, η
πρόβλεψη που κάνει κάθε παίκτης θα πρέπει είναι σωστή. Οι παραδοχές
αυτές είναι η βάση της επίλυσης των μη συνεργατικών παιγνίων (όπου ως
επίλυση ορίζουμε τον προσδιορισμό των στρατηγικών που θα επιλέξουν οι
παίκτες).
                                                                     

                                                                     

   Το κεφάλαιο έχει την εξής μορφή. Αρχικά θα παρουσιαστεί το βασικό
μαθηματικό πλαίσιο των στατικών παιγνίων. Κατόπιν θα οριστεί και θα αναλυθεί η
βασική έννοια επίλυσης τους, η ισορροπία κατά Nash, τόσο σε καθαρές όσο
και σε μικτές στρατηγικές. Αναφορά θα γίνει επίσης στις ισορροπίες σε
κυρίαρχες στρατηγικές. Το κεφάλαιο θα ολοκληρωθεί με την παρουσίαση
ορισμένων ενδεικτικών εφαρμογών των στατικών παιγνίων στην οικονομική
ανάλυση.




   2.2    Βασικό πλαίσιο

΄Ενα παίγνιο πλήρους πληροφόρησης σε στρατηγική μορφή είναι μία συλλογή
[image: Γ = {N, (Xi,ui)i∈N } ] όπου: 

     
     	[image: N  = {1,2,...,n} ] είναι το σύνολο των παικτών 
     

     	[image: Xi  ] είναι το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη [image: i  ]
     

     	 [image: ui : X → ℝ  ] είναι η συνάρτηση απόδοσης του παίκτη [image: i  ]


όπου το σύνολο [image: X  ] είναι το καρτεσιανό γινόμενο των συνόλων στρατηγικών όλων
των παικτών, δηλαδή [image: X  = X1 × X2 × ...× Xn  ].

   Ας δούμε ένα παράδειγμα. ΄Εστω το σύνολο παικτών [image: N  = {1,2}.  ] Το σύνολο
στρατηγικών του παίκτη 1 είναι το [image: X1  = {A1,B1, Γ 1} ] και του παίκτη 2 το
[image: X2 =  {A2,B2, Γ 2} ]. Για να περιγράψουμε τις αποδόσεις των παικτών θα
χρησιμοποιήσουμε τον πίνακα αποδόσεων. Οι γραμμές του πίνακα αυτού
αντιστοιχούν στις στρατηγικές ενός από τους δύο παίκτες, έστω του παίκτη 1. Οι
στήλες του πίνακα αντιστοιχούν στις στρατηγικές του άλλου παίκτη, του παίκτη 2.



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.1: Παίγνιο με δύο παίκτες

                                                                     

                                                                     
   


Οι αποδόσεις των παικτών που αντιστοιχούν στις διάφορες επιλογές στρατηγικών
αναγράφονται στα κελιά του πίνακα. Για παράδειγμα, αν οι παίκτες 1 και 2 επιλέξουν
τις στρατηγικές [image: A1   ] και [image: A2   ] αντίστοιχα, τότε η απόδοση του παίκτη 1 είναι 2 και
του παίκτη 2 είναι 0. Παρομοίως, εάν οι παίκτες 1 και 2 επιλέξουν [image: A1   ] και [image: B2   ]
αντίστοιχα, τότε η απόδοση του παίκτη 1 είναι 0 και του παίκτη 2 είναι 1,
κ.ο.κ.

   Ως [image: x = (x1,x2,...,xn)  ] ορίζουμε ένα συνδυασμό στρατηγικών όλων των
παικτών.1 
Συχνά θα γράφουμε [image: x = (x ,x  ),       i  −i  ] όπου ο συνδυασμός [image: x  − i  ] εμπεριέχει τις στρατηγικές
όλων των παικτών πλην του [image: i  ]. Δηλαδή, [image: x   = (x ,...,x   ,x   ,...,x ).  −i     1      i−1  i+1      n  ]
Παρατηρούμε ότι [image: x−i ∈ X−i  ], όπου [image: X −i  ] είναι το καρτεσιανό γινόμενο
των συνόλων στρατηγικών όλων των παικτών πλην του [image: i  ]. Δηλαδή
[image: X −i = X1 × ...× Xi−1 × Xi+1,...× Xn.  ]


   2.3    Επίλυση




   2.3.1    Απαλοιφή κυριαρχούμενων στρατηγικών

΄Οπως έχουμε πει, ως επίλυση ενός παιγνίου ορίζουμε τον προσδιορισμό των
επιλογών που θα κάνουν οι παίκτες στο παίγνιο. Ξεκινούμε με την πιο απλή έννοια
επίλυσης. Η έννοια αυτή χρησιμοποιεί τις λεγόμενες κυρίαρχες και κυριαρχούμενες
στρατηγικές, τις οποίες θα εισάγουμε μέσω ενός παραδείγματος.

   ΄Εστω παίγνιο με τους παίκτες 1 και 2, όπου ο 1 επιλέγει γραμμές και ο 2
στήλες. Ο πίνακας αποδόσεων έχει ως εξής: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.2: Αυστηρή κυριαρχία

                                                                     

                                                                     
   


Στον παραπάνω πίνακα παρατηρούμε ότι ανεξάρτητα της στρατηγικής του παίκτη 2, η
στρατηγική [image: A1   ] του παίκτη 1 αποφέρει μεγαλύτερη απόδοση από τη στρατηγική
[image: B1   ]. Σε αυτή την περίπτωση θα λέμε ότι η στρατηγική [image: A1   ] κυριαρχεί αυστηρά επί
της στρατηγικής [image: B1   ] (αλλιώς, η στρατηγική [image: B1   ] είναι αυστηρά κυριαρχούμενη από
την [image: A1   ]).

   Δεδομένου του παραπάνω παραδείγματος μπορούμε να δώσουμε τον ορισμό της
αυστηρής κυριαρχίας για κάθε παίγνιο.

Ορισμός 1 ΄Εστω ένα παίγνιο [image: Γ = {N, (X ,u )   }            i i i∈N ]. Η στρατηγική [image: x  i  ] του παίκτη
[image: i  ] κυριαρχεί αυστηρά επί της στρατηγικής [image: ˜xi  ] εάν [image: ui(xi,x− i) > ui(x˜i,x− i)  ] για
κάθε [image: x− i ∈ X −i  ].

Από εδώ και στο εξής θα δεχτούμε ότι οι παίκτες δεν χρησιμοποιούν αυστηρά
κυριαρχούμενες στρατηγικές. Αυτή η αρχή θα μας επιτρέψει να αναπτύξουμε μία
μέθοδο με την οποία θα μπορούμε να επιλύουμε με εύκολο τρόπο ορισμένες
κατηγορίες παιγνίων. Η μέθοδος αυτή ονομάζεται μέθοδος της διαδοχικής απαλοιφής
αυστηρά κυριαρχούμενων στρατηγικών.

Παράδειγμα 1 
΄Εστω το εξής παίγνιο δύο παικτών, όπου ο παίκτης 1 επιλέγει γραμμές και ο
παίκτης 2 επιλέγει στήλες: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.3: Αρχικό παίγνιο

                                                                     

                                                                     
   


Ως πρώτο βήμα, παρατηρούμε ότι η στρατηγική [image: A1   ] του παίκτη 1 κυριαρχεί αυστηρά
επί της [image: B1   ]. Αυτό ισχύει διότι:


   
[image: u (A  ,A ) = 3 > 1 = u (B ,A )  1   1  2             1  1  2 ]

   
[image: u1(A1, B2) = 1 > 0 = u1(B1, B2) ]

   
[image: u1(A1, Γ 2) = 1 > 0 = u1(B1, Γ 2) ]

Ο παίκτης 1 δεν θα χρησιμοποιήσει, συνεπώς, τη στρατηγική [image: B   1   ]. Αυτό αποτελεί
κοινή γνώση. Δηλαδή, ο παίκτης 2 γνωρίζει ότι ο 1 δεν θα χρησιμοποιήσει την [image: B1   ].
Επιπροσθέτως, ο 1 γνωρίζει ότι ο 2 γνωρίζει την μη επιλογή της [image: B1   ], κ.ο.κ. Το
παίγνιο, μετά τη διαγραφή της στρατηγικής [image: B1,  ] ουσιαστικά μειώνεται στο:



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.4: Το παίγνιο μετά την απαλοιφή της [image: B1   ]

                                                                     

                                                                     
   


Στο μικρότερο παίγνιο, η στρατηγική [image: B2   ] του παίκτη 2 κυριαρχεί αυστηρά επί της
στρατηγικής [image: Γ 2   ] (αυτή η σχέση δεν ίσχυε πριν τη διαγραφή της στρατηγικής [image: B1   ]
του παίκτη 1). Συνεπώς, η [image: Γ 2   ] απαλοίφεται. Το γεγονός αυτό και πάλι συνιστά
κοινό τόπο. ΄Αρα έχουμε: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.5: Το παίγνιο μετά την απαλοιφή των [image: B1   ] και [image: Γ 2   ]

                                                                     

                                                                     
   


Πλέον, η στρατηγική [image: A1   ] κυριαρχεί αυστηρά επί της [image: Γ 1   ]. Συνεπώς έχουμε:



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.6: Το παίγνιο μετά την απαλοιφή των [image: B1   ], [image: Γ 2   ] και [image: Γ 1   ]

                                                                     

                                                                     
   


Ως τελευταίο βήμα, απαλοίφεται η στρατηγική [image: B2   ]. ΄Αρα η μέθοδος της διαδοχικής
απαλοιφής αυστηρά κυριαρχούμενων στρατηγικών οδηγεί στο ζεύγος στρατηγικών
[image: (A1,A2 )  ].

Παράδειγμα 2 
΄Εστω το εξής παίγνιο τριών παικτών, όπου ο παίκτης 1 επιλέγει γραμμές, ο παίκτης
2 επιλέγει στήλες και ο παίκτης 3 επιλέγει πίνακες (σε κάθε κελί ο πρώτος αριθμός
είναι η απόδοση του παίκτη 1, ο δεύτερος αριθμός η απόδοση του παίκτη 2 και ο
τρίτος αριθμός η απόδοση του παίκτη 3): 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                           [image: ΠΙ῝]           [image: ΠΙ῝]                            


 Σχήμα 2.7: Παίγνιο με τρεις παίκτες

                                                                     

                                                                     
   


Ως πρώτο βήμα παρατηρούμε ότι η στρατηγική [image: A3   ] του παίκτη 3 κυριαρχεί αυστηρά
επί της στρατηγικής [image: B3   ]: ανεξαρτήτως των επιλογών των παικτών 1 και 2, η
στρατηγική (ο πίνακας) [image: A3   ] δίνει μεγαλύτερη απόδοση στον παίκτη 3 από τη
στρατηγική (τον πίνακα) [image: B3   ]. Μπορούμε συνεπώς να διαγράψουμε τον πίνακα [image: B3   ]
και να εστιάσουμε στον πίνακα [image: A3   ]: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.8: Το παίγνιο μετά την διαγραφή της [image: B3   ]

                                                                     

                                                                     
   


Δεδομένης της παραπάνω διαγραφής, παρατηρούμε ότι η στρατηγική [image: A1   ] κυριαρχεί
αυστηρά τόσο επί της [image: B1   ], όσο και επί της [image: Γ 1   ]. Μπορούμε συνεπώς να
διαγράψουμε τις στρατηγικές αυτές. Οδηγούμαστε λοιπόν στον πίνακα 2.9.



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.9: Το παίγνιο μετά την διαγραφή των [image: B3   ], [image: B1   ] και [image: Γ 1   ]

                                                                     

                                                                     
   


Τέλος, ο παίκτης 2 επιλέγει τη στρατηγική [image: Γ 2   ]. Συνεπώς, η μέθοδος της διαδοχικής
απαλοιφής οδηγεί στον συνδυασμό [image: (A1, Γ 2,A3)  ].


   2.3.2    Ισορροπία Nash

Ας δούμε ξανά τα δύο τελευταία παραδείγματα, ξεκινώντας με το Παράδειγμα 1. Αν
μελετήσουμε το αποτέλεσμα στο οποίο καταλήξαμε, δηλαδή τον συνδυασμό
στρατηγικών [image: (A1, A2)  ], θα διαπιστώσουμε ότι οι εμπλεκόμενες στρατηγικές
χαρακτηρίζονται από μία σχέση αμοιβαίας βελτιστότητας: δεδομένης της
στρατηγικής [image: A  2   ] του παίκτη 2, η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 1 είναι η [image: A   1   ].
Παρομοίως, δεδομένης της στρατηγικής [image: A1   ] του παίκτη 1 , η βέλτιστη
στρατηγική του παίκτη 2 είναι η [image: A2   ]. Σε μια τέτοια περίπτωση θα λέμε ότι
οι στρατηγικές αυτές είναι αμοιβαία βέλτιστες. Αν προτείναμε στους δύο
παίκτες τον συνδυασμό στρατηγικών [image: (A1, A2),  ] ουδείς θα είχε κίνητρο να
αποκλίνει μονομερώς από την προτεινόμενη στρατηγική του. Με άλλα λόγια, ο
συνδυασμός [image: (A1, A2)  ] συνιστά ισορροπία (κατά Nash, όπως θα την ονομάσουμε
αργότερα).

   Ας δούμε τώρα το Παράδειγμα 2 και το συνδυασμό [image: (A1,Γ 2,A3 )  ]. Και πάλι
ισχύει η ίδια ιδιότητα: δεδομένων των στρατηγικών [image: Γ 2   ] και [image: A3   ], η βέλτιστη
στρατηγική του παίκτη 1 είναι η [image: A1   ]. Παρομοίως, δεδομένων των στρατηγικών
[image: A1   ] και [image: A3   ], η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 2 είναι η [image: Γ 2   ]. Τέλος,
δεδομένων των [image: A1   ] και [image: Γ 2   ], η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 3 είναι η [image: A3   ].
Συνεπώς, ο συνδυασμός [image: (A1, Γ 2,A3)  ] είναι τέτοιος ώστε ουδείς παίκτης
έχει λόγο να αποκλίνει μονομερώς από τη στρατηγική που αντιστοιχεί σε
αυτόν.

   Οι παραπάνω δύο συνδυασμοί συνιστούν παραδείγματα αυτού που ονομάζεται
ισορροπία κατά Nash. Μία ισορροπία κατά Nash είναι ένας συνδυασμός στρατηγικών
ο οποίος εμπεριέχει αμοιβαία βέλτιστες στρατηγικές, υπό την έννοια που εξηγήσαμε
παραπάνω. Η ισορροπία αυτή αποτελεί την βασική έννοια επίλυσης των μη
συνεργατικών παιγνίων, και σε αυτήν θα εστιάσει ένα μεγάλο μέρος της
παρουσίασης μας.

Ορισμός 2 ΄Εστω ένα παίγνιο [image: Γ = {N, (Xi,ui)i∈N} ]. Ο συνδυασμός στρατηγικών
[image:  ∗     ∗  ∗      ∗ x  = (x1,x2,...,xn)  ] συνιστά ισορροπία κατά Nash εάν για κάθε [image: i ∈ N  ],


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:     ∗  ∗           ∗ ui(xi,x−i) ≥ ui(xi,x−i), για κάθε xi ∈ Xi ]
	(2.1)




Ο παραπάνω ορισμός μας λέει ακριβώς ότι ο συνδυασμός στρατηγικών
[image: x∗ = (x∗1,x∗2,...,x∗n)  ] εμπεριέχει αμοιβαία βέλτιστες στρατηγικές. Δεδομένων των
επιλογών [image: x∗  −i  ] (δηλαδή των επιλογών όλων των παικτών πλην του [image: i  ]), η βέλτιστη
επιλογή του [image: i  ] είναι η [image: x∗  i  ], όπως δείχνει η (2.1). Εφόσον ανάλογη σχέση ισχύει για
κάθε παίκτη, ο συνδυασμός [image:  ∗ x ] συνιστά συνδυασμό αμοιβαία βέλτιστων
στρατηγικών.

   Ο ορισμός της ισορροπίας Nash έχει δύο μέρη. Κατά πρώτον, κάθε παίκτης
επιλέγει τη στρατηγική του με βέλτιστο τρόπο, δεδομένων των πεποιθήσεων του για
τις επιλογές των άλλων παικτών. Κατά δεύτερον, οι πεποιθήσεις αυτές είναι
σωστές, υπό την έννοια ότι είναι συνεπείς με τις πραγματικές επιλογές των
παικτών.

   Είναι η ισορροπία Nash εύλογο αποτέλεσμα σε ένα παίγνιο[image: ;  ] Με άλλα λόγια, για
ποιο λόγο θα περιμέναμε οι παίκτες να επιλέξουν στρατηγικές βάσει της ισορροπίας
Nash[image: ;  ] Διάφορες ερμηνείες έχουν προταθεί.


  
	
[image: ∙ ] 
	Η ισορροπία Nash ως αυτο-επιβαλλόμενη συμφωνία 
Ας υποθέσουμε ότι πριν ξεκινήσει το παίγνιο, οι παίκτες επικοινωνούν μεταξύ
  τους ούτως ώστε να επιτύχουν μία -μη δεσμευτική- συμφωνία σχετικά με το
  ποιες στρατηγικές θα επιλέξουν. Αν όντως επιτευχθεί μία τέτοια συμφωνία,
  είναι αρκετό λογικό να υποθέσουμε ότι η συμφωνία αυτή θα επιλέγει μία
  ισορροπία Nash. Γιατί αυτό[image: ;  ] Δεδομένου ότι η συμφωνία είναι μη δεσμευτική,
  κάθε παίκτης έχει τη δυνατότητα να μην την εφαρμόσει αλλά να επιλέξει την
  καταλληλότερη για τον ίδιο ενέργεια, δεδομένων των προσδοκιών του για τις
  επιλογές των άλλων παικτών. Αν η συμφωνία επιλέξει μία ισορροπία, τότε
  ουδείς παίκτης έχει κίνητρο να μην την τηρήσει. Αν αντιθέτως, η συμφωνία
  επιλέξει μία μη ισορροπία, τότε ένας τουλάχιστον παίκτης έχει κίνητρο να
  αποκλίνει μονομερώς από αυτήν.
  
	
[image: ∙ ] 
	Η ισορροπία Nash ως αποτέλεσμα ενδοσκόπησης
Οι  ορθολογικοί  παίκτες  συχνά  μπορούν  να  προβλέπουν  τις  επιλογές
  των  άλλων  παικτών  κάνοντας  μία  ενδοσκόπηση  του  παιγνίου.  Δηλαδή,
  προσπαθούν να προβλέψουν τι θα συμβεί σε ένα παίγνιο χρησιμοποιώντας τη
  γνώση τους αναφορικά με τις συναρτήσεις απόδοσης και την ορθολογικότητα
                                                                     

                                                                     
  των άλλων παικτών, τη γνώση τους ότι κάθε άλλος παίκτης γνωρίζει ότι όλοι
  οι άλλοι γνωρίζουν αυτά τα στοιχεία, κλπ.
  
	
[image: ∙ ] 
	Η ισορροπία Nash ως πρόταση επιλογής στρατηγικών
Αν ένα τρίτο πρόσωπο έδινε συμβουλές στους παίκτες αναφορικά με την
  επιλογή στρατηγικών τότε θα πρότεινε μία ισορροπία Nash. Σε αντίθετη
  περίπτωση, ένας τουλάχιστον παίκτης θα είχε κίνητρο να μην υιοθετήσει,
  μονομερώς, τη συμβουλή.
  
	
[image: ∙ ] 
	Η ισορροπία Nash ως αποτέλεσμα μάθησης
Αν  οι  παίκτες  συμμετέχουν  στο  ίδιο  παίγνιο  (ή  σε  κοντινές  παραλλαγές
  του) ξανά και ξανά τότε κάθε ένας θα τείνει να μάθει τις στρατηγικές που
  ακολουθούν οι άλλοι, με αποτέλεσμα οι παίκτες να οδηγηθούν, υπό κάποιες
  προϋποθέσεις, σε επιλογές που συνιστούν ισορροπία.
  


Ας μελετήσουμε τις ισορροπίες κατά Nash για ορισμένα απλά παραδείγματα
παιγνίων.

Παράδειγμα 3 
΄Εστω ο εξής πίνακας αποδόσεων ενός παιγνίου δύο παικτών:


   

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.10: Ισορροπία στο [image: (A1,Γ 2)  ]

                                                                     

                                                                     
   


Θα εξετάσουμε ποια ζεύγη στρατηγικών συνιστούν ισορροπία. Ας δούμε
πρώτα το ζεύγος [image: (A1,A2)  ]. Το σημείο αυτό δεν συνιστά σημείο ισορροπίας,
διότι ένας τουλάχιστον παίκτης έχει λόγο να αποκλίνει μονομερώς σε μια
στρατηγική διαφορετική από αυτήν που προτείνεται στο διάνυσμα αυτό. Π.χ,
ας πάρουμε τον παίκτη 1. Στο σημείο [image: (A1,A2)  ] ο 1 έχει απόδοση 0. Εάν
αποκλίνει μονομερώς στη στρατηγική [image: Γ 1   ], η απόδοση του θα είναι [image: 1 > 0  ].
Συνεπώς, ο συνδυασμός [image: (A1,A2 )  ] δεν συνιστά συνδυασμό αμοιβαία βέλτιστων
στρατηγικών.

   Ο συνδυασμός [image: (B1,A2 ),  ] επίσης δεν είναι συνδυασμός ισορροπίας. Στο σημείο
αυτό ο παίκτης 1 έχει απόδοση 0. Εάν και πάλι αποκλίνει μονομερώς στη στρατηγική
[image: Γ 1   ] η απόδοση του θα είναι [image: 1 > 0  ]. Ο συνδυασμός [image: (Γ 1,A2)  ] δεν συνιστά
ισορροπία, διότι ο παίκτης 2 έχει κίνητρο μονομερούς απόκλισης: εάν αντί για [image: A2   ]
επέλεγε [image: Γ 2   ], η απόδοση του θα αύξανε από 2 σε 3 (δεδομένης πάντα της
στρατηγικής [image: Γ 1   ] του παίκτη 1).

   Ο συνδυασμός [image: (Γ ,B )   1   2  ] δίνει κίνητρο μονομερούς απόκλισης τόσο στον
παίκτη 1, όσο και στον παίκτη 2. Για παράδειγμα, ο παίκτης 2 έχει κίνητρο να
αποκλίνει μονομερώς στη στρατηγική [image: Γ 2   ] κερδίζοντας 3 αντί για 1. Αντίστοιχο
κίνητρο έχει ο 2 σε σχέση με το διάνυσμα [image: (B1,B2 )  ]. Στο σημείο αυτό
κερδίζει 1, ενώ αν αποκλίνει μονομερώς στη στρατηγική [image: A2   ], θα κερδίσει
2.

   Ο συνδυασμός [image: (A1,B2 )  ] δίνει κίνητρο μονομερούς απόκλισης τόσο στον 1, όσο
και στον 2. Π.χ. ο 2 μπορεί να αποκλίνει στη στρατηγική [image: Γ 2   ] κερδίζοντας
[image: 2 > 1  ]. Αντίστοιχο συμπέρασμα ισχύει για τους συνδυασμούς [image: (Γ ,Γ )   1  2  ] και
[image: (B1,Γ 2)  ], αφού και οι δύο παίκτες έχουν κίνητρο μονομερούς απόκλισης
(για παράδειγμα, και στις δύο περιπτώσεις ο 1 αποκλίνει στη στρατηγική
[image: A1   ]).

   Ας δούμε τέλος, τον συνδυασμό [image: (A1, Γ 2)  ]. Για την περίπτωση αυτή δεν
υπάρχει κίνητρο μονομερούς απόκλισης. Δεδομένης της στρατηγικής [image: Γ 2   ], η
βέλτιστη ενέργεια του παίκτη 1 είναι η επιλογή της στρατηγικής [image: A1   ]. Και
δεδομένης της στρατηγικής [image: A   1   ], η βέλτιστη ενέργεια του παίκτη 2 είναι
η επιλογή της στρατηγικής [image: Γ 2   ]. Ο συνδυασμός [image: (A1,Γ 2)  ] είναι συνεπώς
συνδυασμός αμοιβαία βέλτιστων στρατηγικών, είναι δηλαδή ισορροπία κατά
Nash.

Παράδειγμα 4 
΄Εστω το εξής παίγνιο δύο παικτών: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.11: Ισορροπίες στο [image: (A1,Γ 2)  ] και [image: (Γ 1,A2 )  ]

                                                                     

                                                                     
   


Στο παίγνιο αυτό υπάρχουν δύο προφίλ αμοιβαία βέλτιστων στρατηγικών: το προφίλ
[image: (A1,Γ 2)  ] και το προφίλ [image: (Γ 1,A2)  ]. Ας δούμε το πρώτο. Δεδομένης της στρατηγικής
[image: Γ 2   ], η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 1 είναι η [image: A1   ]. Το αντίστροφο επίσης ισχύει,
δηλαδή, δεδομένης της στρατηγικής [image: A1   ], η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 2 είναι
η [image: Γ 2   ]. Ανάλογα συμπεράσματα ισχύουν για το προφίλ [image: (Γ 1,A2)  ]. Τέλος, όπως
εύκολα μπορούμε να ελέγξουμε, όλα τα υπόλοιπα προφίλ δίνουν κίνητρα μονομερούς
απόκλισης.

Παράδειγμα 5 
΄Εστω το εξής παίγνιο τριών παικτών (όπου ο παίκτης 1 επιλέγει γραμμές, ο παίκτης
2 επιλέγει στήλες και ο παίκτης 3 επιλέγει πίνακες): 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                            [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                            


 Σχήμα 2.12: Ισορροπία στο [image: (B1,B2, B3)  ]

                                                                     

                                                                     
   


Παρατηρούμε ότι το προφίλ στρατηγικών [image: (B1,B2, B3)  ] συνιστά ισορροπία κατά
Nash. Για να βεβαιώσουμε την παρατήρηση αυτή, αρκεί να δείξουμε ότι ουδείς
παίκτης έχει κίνητρο να αποκλίνει μονομερώς από την προτεινόμενη σε αυτόν
στρατηγική. Ας δούμε πρώτα τον παίκτη 1. Δεδομένων των στρατηγικών
[image: B2   ] και [image: B3   ], η απόδοση του παίκτη 1 μεγιστοποιείται εάν επιλέξει [image: B1   ],
όπως και στο προτεινόμενο προφίλ. ΄Αρα ο 1 δεν έχει κίνητρο μονομερούς
απόκλισης.

   Ας δούμε τώρα τον παίκτη 2. Δεδομένων των στρατηγικών [image: B   1   ] και [image: B   3   ] των
παικτών 1 και 3, η απόδοση του παίκτη 2 μεγιστοποιείται εάν επιλέξει [image: B2   ].
Συνεπώς, ούτε ο 2 έχει κίνητρο να αποκλίνει. Παρόμοιο συμπέρασμα ισχύει και για
τον παίκτη 3: αν οι 1 και 2 επιλέξουν [image: B1   ] και [image: B2   ] αντίστοιχα, η απόδοση του 3
μεγιστοποιείται εάν επιλέξει [image: B3   ].

   Το παίγνιο δεν έχει άλλες ισορροπίες. Ας εξετάσουμε ενδεικτικά κάποια προφίλ
στρατηγικών, ξεκινώντας με το [image: (A1, A2,A3)  ]. Στο σημείο αυτό ο παίκτης 3 έχει
απόδοση 0. Εάν αποκλίνει μονομερώς στη στρατηγική [image: B   3   ], η απόδοση του θα είναι
1. Συνεπώς, το προφίλ [image: (A1,A2, A3)  ] δεν είναι προφίλ αμοιβαία βέλτιστων
στρατηγικών. Παρομοίως, το προφίλ [image: (Γ 1,A2,B3 )  ] δεν είναι σημείο ισορροπίας:
δοθέντων των [image: Γ 1   ] και [image: B3   ], ο παίκτης 2 έχει κίνητρο να επιλέξει τη στρατηγική
[image: B2   ], και όχι την [image: A2   ]. Παρόμοιοι συλλογισμοί ισχύουν και για τα υπόλοιπα προφίλ
στρατηγικών.

   Ο ορισμός και υπολογισμός των ισορροπιών Nash εμπεριέχει την έννοια της
βέλτιστης αντίδρασης. Η συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης ενός παίκτη δίνει τις
στρατηγικές εκείνες που μεγιστοποιούν την απόδοση του δεδομένων των
στρατηγικών των άλλων παικτών.

   Ας υπολογίσουμε τις συναρτήσεις αυτές για το Παράδειγμα 3. Συμβολίζουμε με
[image: b1(x2)  ] τη συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης του παίκτη 1, όπου [image: x2   ] συμβολίζει
κάποια στρατηγική του παίκτη 2, δηλαδή [image: x2 ∈ {A2, B2,Γ 2}.  ] Η συνάρτηση αυτή
παρουσιάζεται στον επόμενο πίνακα:


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	[image: x2   ]	[image: b1(x2)  ]

	
	

	[image: A  2   ]	  [image: Γ   1   ]   

	[image: B2   ]	 [image: B1   ]   

	[image: Γ 2   ] 	 [image: A1   ]   

	
	

	    





 Πίνακας 2.1: Βέλτιστες αντιδράσεις παίκτη 1 στο Παράδειγμα 3

                                                                     

                                                                     
   


   

Συμβολίζουμε με [image: b2(x1 )  ] τη συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης του παίκτη 2, όπου
[image: x1   ] συμβολίζει τη στρατηγική του παίκτη 1, δηλαδή [image: x1 ∈ {A1, B1,Γ 1}.  ] Σχηματικά
έχουμε:


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	[image: x1   ]	[image: b2(x1)  ]

	
	

	[image: A  1   ]	  [image: Γ   2   ]   

	[image: B1   ]	 [image: A2   ]   

	[image: Γ 1   ] 	  [image: Γ 2   ]   

	
	

	    





 Πίνακας 2.2: Βέλτιστες αντιδράσεις παίκτη 2 στο Παράδειγμα 3

                                                                     

                                                                     
   


   

ϒπενθυμίζουμε ότι η ισορροπία επιτυγχάνεται σε κάθε προφίλ αμοιβαία βέλτιστων
στρατηγικών. Από τους παραπάνω πίνακες βλέπουμε ότι [image: b1(Γ 2) = A1   ] και
[image: b (A ) = Γ  2  1     2   ], δηλαδή οι στρατηγικές [image: A   1   ] και [image: Γ   2   ] είναι αμοιβαία βέλτιστες.

   Γενικότερα, έστω ότι έχουμε ένα παίγνιο της μορφής [image: Γ = {N, (Xi,ui)i∈N} ]. Η
συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης του παίκτη [image: i  ] ορίζεται ως:


   	
   
[image: b (x  ) = argmax  u(x ,x  ), i = 1,2,...,n  i  −i       xi   i i  −i ]
	(2.2)



Ας πάρουμε το σύστημα των [image: n  ] εξισώσεων που δημιουργείται από τις [image: n  ] βέλτιστες
αντιδράσεις:


   
[image: x1 = b1(x−1) ]

   
[image: x2 = b2(x−2) ]

                                                  . 
                                                    . 
                                                    .


   
[image: xn = bn(x−n) ]

Η λύση του παραπάνω συστήματος μας δίνει την (τις) ισορροπία(ίες) Nash του
παιγνίου [image: Γ .  ] Σημειώνουμε ότι οι συναρτήσεις βέλτιστης αντίδρασης θα μας
χρησιμεύσουν ιδιαίτερα στην μελέτη παιγνίων όπου οι παίκτες διαθέτουν
άπειρες στον αριθμό στρατηγικές, το οποίο είναι το αντικείμενο της επόμενης
ενότητας.

   Θα ολοκληρώσουμε την παρούσα ενότητα επανερχόμενοι στην έννοια
των κυρίαρχων στρατηγικών. Στην αρχή της ενότητας επιλύσαμε παίγνια
με την μέθοδο της διαδοχικής απαλοιφής των αυστηρά κυριαρχούμενων
στρατηγικών. Ας εισαγάγουμε τώρα μία παραπλήσια έννοια, την ασθενή
κυριαρχία.

Ορισμός 3 Η στρατηγική [image: xi  ] του παίκτη [image: i  ] κυριαρχεί ασθενώς επί της
στρατηγικής [image: ˜x  i  ] εάν [image: u (x ,x  ) ≥ u(˜x ,x  )   i i  −i     i i  −i  ] για κάθε [image: x   ∈ X   −i    −i  ] και
[image: ui(xi,x−i) > ui(˜xi,x−i)  ] για ένα τουλάχιστον [image: x −i  ].

Το επόμενο παράδειγμα θα μας βοηθήσει να καταλάβουμε την έννοια της ασθενούς
κυριαρχίας. ΄Εστω ο εξής πίνακας αποδόσεων: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.13: Ασθενής κυριαρχία

                                                                     

                                                                     
   


Παρατηρούμε ότι η στρατηγική [image: A1   ] δίνει στον παίκτη 1 είτε ίδια απόδοση με την
[image: B1   ] (για τις περιπτώσεις όπου ο παίκτης 2 επιλέγει [image: A2   ] ή [image: B2   ]) είτε μεγαλύτερη
(για την περίπτωση όπου ο 2 επιλέγει [image: Γ 2   ]). Συνεπώς, η στρατηγική [image: A1   ] του παίκτη
1 κυριαρχεί ασθενώς επί της [image: B1   ]. Η στρατηγική [image: A1   ] συνεπώς κυριαρχεί ασθενώς
επί της [image: B1.  ]


   2.3.3    Ειδικά θέματα

Τα παίγνια που θα παρουσιαστούν σε αυτήν την ενότητα έχουν ως στόχο να
καταδείξουν συγκεκριμένα ζητήματα που σχετίζονται με τα μη συνεργατικά παίγνια
και την ισορροπία Nash. Κάθε μία κατηγορία παιγνίων θα παρουσιαστεί μέσω μίας
απλής ιστορίας, η οποία όμως είναι δηλωτική γενικότερων φαινομένων.

Α. Δίλημμα φυλακισμένων
Δύο άτομα συλλαμβάνονται ως ύποπτα για ένα παράπτωμα. Η αστυνομία δεν έχει
επαρκή στοιχεία για να τα καταδικάσει, εκτός εάν ένα τουλάχιστον άτομο
ομολογήσει. Η αστυνομία κρατά τους δύο υπόπτους σε χωριστά κελιά και τους
ανακοινώνει τα εξής: εάν και οι δύο ομολογήσουν, τότε και οι δύο θα καταδικαστούν
σε έξι μήνες φυλάκιση. Αν ουδείς ομολογήσει, θα καταδικαστούν και οι δύο για ένα
απλό πταίσμα με ποινή φυλάκισης ενός μηνός. Εάν ένας μόνο ομολογήσει, τότε
αυτός που ομολόγησε θα αφεθεί ελεύθερος και ο άλλος θα καταδικαστεί σε εννέα
μήνες φυλάκιση (έξι μήνες για το έγκλημα και τρεις μήνες για μη συνεργασία με τις
αρχές).

   Οι στρατηγικές κάθε κρατούμενου είναι: να ομολογήσει, Ο, ή να μείνει σιωπηλός,
[image: Σ  ]. Ο πίνακας αποδόσεων του παιγνίου έχει ως εξής (για απλούστευση, θεωρούμε
ότι η ζημιά από μία ποινή ταυτίζεται με τη διάρκεια της): 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 2.14: Αναποτελεσματική ισορροπία

                                                                     

                                                                     
   


Το παίγνιο έχει μία ισορροπία Nash: και οι δύο παίκτες ομολογούν, με συνέπεια να
φυλακιστούν για έξι μήνες. Το ενδιαφέρον είναι ότι η ισορροπία αυτή κυριαρχείται
κατά Pareto από το ζεύγος στρατηγικών ([image: Σ  ], [image: Σ  ]). Το ζεύγος αυτό όμως δεν είναι
ισορροπία Nash (αν ένας παίκτης σιωπήσει, η βέλτιστη αντίδραση του άλλου είναι να
ομολογήσει και να αφεθεί ελεύθερος).

   Τελειώνοντας το παράδειγμα, θα πρέπει να τονίσουμε ότι παίγνια των οποίων οι
ισορροπίες Nash είναι μη αποτελεσματικές κατά Pareto εμφανίζονται συχνότατα
στην οικονομική (και όχι μόνο) ανάλυση. Ορισμένα γνωστά οικονομικά
παραδείγματα με αναποτελεσματικές ισορροπίες εμφανίζονται στην θεωρία του
ολιγοπωλίου, σε παίγνια παροχής δημοσίων αγαθών, κλπ.

Β. Πόλεμος των φύλων 
Ο 1 και η 2 σχεδιάζουν την βραδυνή τους έξοδο. Μπορούν να επιλέξουν
μεταξύ μίας παράστασης όπερας O και ενός αγώνα ποδοσφαίρου [image: Π  ]. Τα δύο
άτομα έχουν διαφορετικές προτιμήσεις, καθώς η 2 προτιμά την όπερα και ο 1
προτιμά τον αγώνα ποδοσφαίρου. Από την άλλη, και οι δύο προτιμούν να
κάνουν κάποια δραστηριότητα από κοινού. Προκειμένου να αποφασίσουν πως
θα περάσουν τελικά το βράδυ, οι δύο παίκτες θα γράψουν ταυτόχρονα σε
ένα χαρτί την επιλογή τους (ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο). Ο πίνακας
αποδόσεων του παιγνίου είναι ο εξής (ο 1 επιλέγει γραμμές και η 2 στήλες):
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 Σχήμα 2.15: Παίγνιο συντονισμού

                                                                     

                                                                     
   


Το παίγνιο αυτό έχει δύο ισορροπίες: είτε και οι δύο παίκτες επιλέγουν την όπερα
είτε και οι δύο επιλέγουν τον αγώνα ποδοσφαίρου. Το παίγνιο αυτό είναι ένα
παράδειγμα παιγνίου συντονισμού, δηλαδή ενός παιγνίου στο οποίο οι παίκτες
προτιμούν επιλέξουν (ή να συντονιστούν σε) όμοιες στρατηγικές. Το (δυνητικό)
πρόβλημα είναι ότι οι παίκτες ενδέχεται να αποτύχουν στον μεταξύ τους συντονισμό,
επιλέγοντας ανόμοιες στρατηγικές, το οποίο είναι το χειρότερο δυνατό αποτέλεσμα
και για τους δύο.

Γ. Κυνήγι 
Δύο κυνηγοί, οι 1 και 2, έχουν την επιλογή είτε να κυνηγήσουν από κοινού ένα
μεγάλο θήραμα, πχ, ελάφι, είτε να κυνηγήσει ο κάθε ένας μόνος ένα μικρότερο
θήραμα, πχ, λαγό. Η επιτυχής έκβαση της πρώτης επιλογής απαιτεί απαραιτήτως τη
συνεργασία των κυνηγών, κάτι που δεν ισχύει για τη δεύτερη περίπτωση (ένας
κυνηγός αρκεί από μόνος του για να πιάσει ένα λαγό). Το μεγάλο θήραμα αξίζει
σημαντικά περισσότερο από το μικρό. Ο πίνακας αποδόσεων του παιγνίου στο οποίο
κάθε κυνηγός αποφασίζει εάν θα κυνηγήσει ελάφι, Ε, ή λαγό, Λ, είναι ο
εξής:
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 Σχήμα 2.16: Παίγνιο καθαρού συντονισμού

                                                                     

                                                                     
   


΄Οπως παρατηρούμε το παίγνιο έχει δύο ισορροπίες: είτε και οι δύο παίκτες
επιλέγουν το κυνήγι ελαφιού είτε και οι δύο επιλέγουν το κυνήγι λαγού. Στη
συγκεκριμένη περίπτωση έχουμε ένα παίγνιο καθαρού συντονισμού. ΄Οπως και
στα παίγνια συντονισμού, οι παίκτες προτιμούν να επιλέξουν όμοιες και
όχι διαφορετικές στρατηγικές. Επιπλέον όμως, υπάρχει μία ισορροπία η
οποία κυριαρχεί κατά Pareto επί της άλλης: και οι δύο παίκτες προτιμούν
την ισορροπία (Ε, Ε) από την ισορροπία (Λ, Λ). Παρ΄ όλα αυτά, η δεύτερη
ισορροπία εμπεριέχει χαμηλότερο ρίσκο: μία ενδεχόμενη αποτυχία συντονισμού
στο κυνήγι λαγού δεν θα μειώσει την απόδοση ενός κυνηγού, σε αντίθεση
με αυτό που θα συμβεί σε περίπτωση αποτυχίας συντονισμού στο κυνήγι
ελαφιού.

   Η ιστορία των κυνηγών, η οποία παρουσιάστηκε από τον φιλόσοφο Rousseau
στο πλαίσιο του Κοινωνικού Συμβολαίου του, χωρίς ο ίδιος να κάνει χρήση της
θεωρία των παιγνίων, αποτελεί ένα τυπικό παράδειγμα επιλογής μεταξύ μίας
στρατηγικής χαμηλού ρίσκου (κυνήγι λαγού) και μίας πιο προσοδοφόρου
στρατηγικής (κυνήγι ελαφιού), η οποία όμως απαιτεί τη συνεργασία των
παικτών.

Δ. Παίγνιο θάρρους 
Οι οδηγοί 1 και 2 παίρνουν μέρος σε ένα παιχνίδι επίδειξης θάρρους. Συγκεκριμένα,
οδηγούν τα αυτοκίνητα τους σε πορεία μετωπικής σύγκρουσης, έχοντας την επιλογή
να αλλάξουν κατεύθυνση λίγο πριν τη σύγκρουση. Αν ουδείς αλλάξει κατεύθυνση,
και οι δύο χάνουν διότι θα επέλθει σύγκρουση. Εάν ένας μόνο οδηγός στρίψει τότε
ο ίδιος χάνει, καθώς θα θεωρηθεί δειλός, ενώ ο άλλος οδηγός κερδίζει, καθώς θα
θεωρηθεί θαρραλέος. Τέλος, αν και οι δύο στρίψουν τότε ουδείς χάνει ή
κερδίζει.2 

   Κάθε οδηγός έχει συνεπώς δύο στρατηγικές στο παίγνιο: να παραμείνει επί της
πορείας σύγκρουσης μέχρι τέλους, Ε, ή να στρίψει, Σ. Θα υποθέσουμε ότι ο πίνακας
αποδόσεων του παιγνίου έχει ως εξής:
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 Σχήμα 2.17: Παίγνιο αντι-συντονισμού

                                                                     

                                                                     
   


Το παραπάνω παίγνιο έχει δύο ισορροπίες κατά Nash: σε κάθε μία από αυτές, ένας
οδηγός στρίβει και ένας παραμένει επί της πορείας σύγκρουσης. Οι ισορροπίες
συνεπώς δίνονται από τους συνδυασμούς (Ε,Σ) και (Σ,Ε). Σε κάθε ισορροπία, οι
παίκτες επιλέγουν διαφορετικές στρατηγικές. Το παίγνιο αυτό είναι ένα παράδειγμα
παιγνίου αντι-συντονισμού: η επιλογή όμοιων στρατηγικών επιφέρει κόστος παρά
όφελος.

Ε. Πέτρα-ψαλίδι-χαρτί 
Οι παίκτες 1 και 2 παίζουν το γνωστό παιχνίδι πέτρα-ψαλίδι-χαρτί (υπενθυμίζουμε
ότι στο παιχνίδι αυτό οι παίκτες ανακοινώνουν ταυτόχρονα μία από τις τρεις επιλογές
με την πέτρα νικά το ψαλίδι και να χάνει από το χαρτί, και το χαρτί να χάνει από το
ψαλίδι). Οι αμοιβές είναι 1 ή -1 (σε περίπτωση νίκης και ήττας αντιστοίχως) και 0
(σε περίπτωση ισοπαλίας, δηλαδή ίδιων επιλογών). Οι αποδόσεις συνοψίζονται στον
επόμενο πίνακα (όπου [image: Π  ] συμβολίζει την πέτρα, [image: Ψ  ] το ψαλίδι και [image: X  ] το
χαρτί):
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 Σχήμα 2.18: Παίγνιο χωρίς ισορροπία

                                                                     

                                                                     
   


   ΄Οπως εύκολα βλέπουμε το παιχνίδι αυτό δεν έχει ισορροπία. Για κάθε προφίλ
στρατηγικών υπάρχει πάντα ένας παίκτης ο οποίος έχει κίνητρο μονομερούς απόκλισης.
Το παίγνιο αυτό συνιστά παράδειγμα παιγνίου χωρίς ισορροπία Nash (σε καθαρές
στρατηγικές3 ).


   2.3.4    Παίγνια με άπειρες στρατηγικές

Σε πολλά από τα παίγνια που συναντούμε στην οικονομική ανάλυση, οι παίκτες
διαθέτουν άπειρες στον αριθμό στρατηγικές (για να είμαστε πιο ακριβείς, τα σύνολα
στρατηγικών είναι συνεχή διαστήματα). Ως παράδειγμα, αναφέρουμε ένα ολιγοπώλιο
όπου οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται επιλέγοντας τις ποσότητες των προϊόντων που
θα προσφέρουν στην αγορά. Το σύνολο των εφικτών ποσοτήτων έχει άπειρα
στοιχεία (η ποσότητα μπορεί να είναι οποιοσδήποτε μη αρνητικός αριθμός). Ο
προσδιορισμός της ισορροπίας σε παίγνια με άπειρες στρατηγικές στηρίζεται και πάλι
στον προσδιορισμό αμοιβαία βέλτιστων στρατηγικών. Ιδιαιτέρως τώρα όμως, οι
ισορροπίες μπορούν να υπολογιστούν μέσω στοιχειωδών πράξεων διαφορικού
λογισμού.

   Ας δούμε και πάλι ένα παίγνιο της μορφής [image: Γ = {N, (Xi,ui)i∈N } ]. Θα κάνουμε
τις εξής υποθέσεις:

Α1 [image: Xi = [ai,bi]  ]

Α2 Η συνάρτηση απόδοσης του παίκτη [image: i  ] είναι διαφορίσιμη και κοίλη ως προς
[image: xi  ]

Α3 Το πρόβλημα μεγιστοποίησης (2.2) έχει εσωτερική λύση

Τότε, η συνάρτησης βέλτιστης αντίδρασης του παίκτη [image: i  ] (όπου [image: i = 1,2,...,n  ])
προκύπτει από τη λύση της συνθήκης πρώτης τάξης:


   	
   
[image: ∂ui(xi,x−i) ----∂x-----= 0       i ]
	(2.3)




Ας δούμε ένα σχετικό παράδειγμα με δύο παίκτες.

Παράδειγμα 6
Θεωρούμε ένα παίγνιο με τους παίκτες 1 και 2. Οι συναρτήσεις απόδοσης των
παικτών είναι οι:




   
[image:                    2 u1(x1,x2) = 4x1 − x1 − x1x2 − 3 ]




   
[image: u2(x1,x2) = x2 − x22 − 2x1x2 − 1 ]

Τα σύνολα στρατηγικών είναι [image: X1 = X2  = [a,b],  ] όπου [image: a  ] και [image: b  ] πραγματικοί
αριθμοί. Εφαρμόζοντας τη συνθήκη (2.3) για τον παίκτη 1 παίρνουμε την εξής
σχέση:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: ∂u1(x1,x2) ---∂x------= 0 ⇔ 4 − 2x1 − x2 = 0       1 ]
	(2.4)




Η συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης του παίκτη 1 προκύπτει από τη λύση της (2.4)
ως προς [image: x1   ]. Δηλαδή:


   	
   
[image: b (x  ) = 2 − x2  1  2        2 ]
	(2.5)




Η συνθήκη (2.3) για τον παίκτη 2 είναι:


   	
   
[image: ∂u2-(x1,x2)= 0 ⇔  1− 2x2 − 2x1 = 0     ∂x2 ]
	(2.6)


                                                                     

                                                                     


Η συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης του παίκτη 2 προκύπτει από τη λύση της (2.6)
ως προς [image: x2   ]. Δηλαδή:


   	
   
[image: b (x  ) = 1-− x  2  1   2    1 ]
	(2.7)




Η λύση του συστήματος των (2.5) και (2.7) θα μας δώσει την ισορροπία Nash του
παιγνίου. Συμβολίζουμε τη λύση με [image: x∗1   ] και [image: x ∗2   ]. Τότε:


   
[image:      7 x∗1 = --, x∗2 = − 3      2 ]




   2.4    Μικτές Στρατηγικές

Η μέχρι τώρα ανάλυση βασίστηκε στην υπόθεση ότι οι παίκτες επιλέγουν
στρατηγικές κατά ντετερμινιστικό τρόπο. ϒπό αυτή την έννοια, το σύνολο
στρατηγικών [image: Xi  ] του παίκτη [image: i  ] ονομάζεται σύνολο kajarn  amign
στρατηγικών. Στη παρούσα ενότητα επεκτείνουμε την έννοια της στρατηγικής
επιτρέποντας στους παίκτες να επιλέγουν στρατηγικές με τυχαίο ή πιθανοτικό
                                                                     

                                                                     
τρόπο. Με βάση τη προσέγγιση αυτή, μία στρατηγική του παίκτη [image: i  ] είναι μία
katanom pijanthtac που ορίζεται στο σύνολο [image: Xi  ].

   Ας δούμε ένα απλό παράδειγμα. ΄Εστω ότι ο παίκτης 1 διαθέτει το σύνολο
καθαρών στρατηγικών [image: X1 = {A1,B1 } ]. Μία μικτή στρατηγική του 1 είναι ένα
διάνυσμα [image: (p,1 − p)  ] όπου [image: p  ] είναι η πιθανότητα επιλογής της καθαρής στρατηγικής
[image: A1   ] και [image: 1 − p  ] είναι η πιθανότητα επιλογής της καθαρής στρατηγικής [image: B1   ], και
[image: 0 ≤ p ≤ 1.  ] Εάν για παράδειγμα, [image: p = 1∕3  ], τότε η αντίστοιχη μικτή στρατηγική
είναι το διάνυσμα [image: (1∕3,2∕3)  ].

   Το επόμενο παράδειγμα θα μας δείξει πως προσδιορίζονται οι αποδόσεις των
παικτών όταν χρησιμοποιούνται μικτές στρατηγικές.

Παράδειγμα 7 
Δύο άτομα, ο 1 και 2, ανακοινώνουν ταυτόχρονα την όψη ενός νομίσματος. Δηλαδή
κάθε παίκτης ανακοινώνει είτε κορώνα Κ, είτε γράμματα Γ. Εάν οι ανακοινώσεις είναι
ίδιες, ο 1 πληρώνει ένα ευρώ στον 2. Και εάν οι ανακοινώσεις διαφέρουν, ο 2
πληρώνει ένα ευρώ στον 1. Το παίγνιο αυτό, το οποίο ονομάζεται παίγνιο των
κερμάτων, παρουσιάζεται στον επόμενο πίνακα.
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 Σχήμα 2.19: Μικτές στρατηγικές

                                                                     

                                                                     
   


Θεωρούμε τις εξής μικτές στρατηγικές: ο παίκτης 1 χρησιμοποιεί τη στρατηγική
[image: (3∕4,1∕4)  ] και ο παίκτης 2 χρησιμοποιεί τη στρατηγική [image: (1∕3,2∕3)  ]. Δηλαδή, ο
παίκτης 1 επιλέγει την καθαρή στρατηγική Κ με πιθανότητα 3/4 και την Γ με
πιθανότητα 1/4. Και ο παίκτης 2 επιλέγει την καθαρή στρατηγική Κ με πιθανότητα
1/3 και την Γ με πιθανότητα 2/3.

   Με βάση τις παραπάνω στρατηγικές, οι οποίες επιλέγονται ανεξάρτητα η μία από
την άλλη, το αποτέλεσμα (Κ,Κ), δηλαδή το ενδεχόμενο ότι και οι δύο παίκτες
επιλέγουν Κ λαμβάνει χώρα με πιθανότητα [image: 3 1   1 4 ⋅3 = 4   ]. Το αποτέλεσμα (Κ,Γ)
λαμβάνει χώρα με πιθανότητα [image: 3  2   1 4 ⋅3 = 2   ]. Παρομοίως, τα αποτελέσματα
(Γ,Κ) και (Γ,Γ) λαμβάνουν χώρα με αντίστοιχες πιθανότητες [image: 1  1   1 4 ⋅ 3 = 12   ] και
[image: 14 ⋅ 23 = 16   ].

   Η anamenmenh apdosh του παίκτη 1, την οποία συμβολίζουμε με [image: V1,  ]
όταν οι δύο παίκτες χρησιμοποιούν τις παραπάνω στρατηγικές, ορίζεται
ως:


   	
   
[image:      3  1         3  2      1  1      1  2         1 V1 = 4-⋅3-⋅(− 1)+ 4-⋅3-⋅1 + 4-⋅3-⋅1+  4 ⋅ 3 ⋅(− 1) = 6 ]
	(2.8)




Παρομοίως η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 2, [image: V2   ], είναι:


   	
   
[image:      3- 1-    3- 2-        1- 1-        1- 2-      1- V2 = 4 ⋅ 3 ⋅1 + 4 ⋅3 ⋅(− 1 )+ 4 ⋅3 ⋅(− 1) + 4 ⋅3 ⋅1 = −6 ]
	(2.9)




        

Μέχρι στιγμής έχουμε ορίσει ισορροπίες Nash μόνο για τη περίπτωση των καθαρών
στρατηγικών. Στο επόμενο παράδειγμα θα υπολογίσουμε ισορροπίες τόσο σε
καθαρές όσο και σε μικτές στρατηγικές. Η λογική δεν είναι διαφορετική: όπως στις
καθαρές στρατηγικές, έτσι και στις μικτές, χρειάζεται να υπολογίσουμε αμοιβαία
βέλτιστες στρατηγικές.

Παράδειγμα 8
΄Εστω ο πίνακας αποδόσεων:
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Η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 1 όταν χρησιμοποιεί την (προς στιγμή
αυθαίρετη) στρατηγική [image: (p,1−  p)  ] και ο 2 χρησιμοποιεί την (προς στιγμή
αυθαίρετη) στρατηγική [image: (q,1− q)  ] είναι:


   
[image: V1 = pq + 2(1− p)(1 − q) ]

Ας προσδιορίσουμε την βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 1. Για τον σκοπό αυτό
αρκεί να εστιάσουμε στο [image: p  ]. Η παράγωγος της συνάρτησης αναμενόμενης απόδοσης
του παίκτη 1 ως προς [image: p  ] είναι:




   
[image: ∂V1 -∂p- = q − 2(1 − q) = 3q − 2 ]

Παρατηρούμε ότι εάν [image: 3q − 2 > 0  ] ή αλλιώς εάν [image: q > 2∕3  ], τότε η συνάρτηση
[image: V1   ] είναι γνησίως αύξουσα ως προς [image: p  ]. ΄Αρα ο παίκτης 1 έχει κίνητρο να
επιλέξει όσο το δυνατόν υψηλότερο [image: p  ]. Δεδομένου ότι [image: 0 ≤ p ≤ 1  ], το
βέλτιστο [image: p  ] σε αυτή την περίπτωση είναι [image: p = 1  ]. Από την άλλη μεριά, εάν
[image: 3q − 2 < 0  ] ή αλλιώς εάν [image: q < 2∕3  ], τότε η συνάρτηση [image: V1   ] είναι γνησίως
φθίνουσα ως προς [image: p  ]. ΄Αρα ο παίκτης 1 έχει κίνητρο να επιλέξει όσο το δυνατόν
μικρότερο [image: p  ]. Δεδομένου ότι [image: 0 ≤ p ≤ 1  ], το βέλτιστο [image: p  ] είναι [image: p = 0  ].
Τέλος, εάν [image: 3q − 2 = 0  ] ή αλλιώς εάν [image: q = 2∕3  ], τότε η συνάρτηση [image: V1   ]
είναι ανεξάρτητη του [image: p  ]. ΄Αρα, σε αυτή την περίπτωση, ο παίκτης 1 είναι
αδιάφορος ως προς το [image: p  ]. Με άλλα λόγια κάθε [image: 0 ≤ p ≤ 1  ] είναι εξίσου
καλό.
                                                                     

                                                                     

   Συνοψίζοντας, το πρόσημο της παραγώγου της συνάρτησης αναμενόμενης
απόδοσης του παίκτη 1 είναι:


   	
   
[image:     ( ∂V1 {  > 0,  αν q > 2∕3 -∂p-(  = 0,  αν q = 2∕3        < 0,  αν q < 2∕3 ]
	(2.10)




Συνεπώς η συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης, [image: b1(q),  ] του παίκτη 1 έχει την
παρακάτω μορφή:


   	
   
[image:        (        {  1,     αν q > 2∕3 b1(q) =   [0,1],  αν q = 2∕3        (  0,     αν q < 2∕3 ]
	(2.11)




Παρομοίως, η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 2 όταν ο 1 χρησιμοποιεί την
στρατηγική [image: (p,1− p)  ] και ο 2 χρησιμοποιεί την στρατηγική [image: (q,1 − q)  ]
είναι:
                                                                     

                                                                     


   
[image: V2 = 2pq + (1− p)(1 − q) ]

Η παράγωγος ως προς [image: q  ] της παραπάνω συνάρτησης αναμενόμενης απόδοσης
είναι:


   
[image: ∂V2-  ∂q  = 2p− (1 − p) = 3p − 1 ]

Συνεπώς, το πρόσημο της παραγώγου (ως συνάρτηση της στρατηγικής του παίκτη
1) είναι:


   	
   
[image:     ({  > 0,  αν p > 1∕3 ∂V2-  ∂q (  = 0,  αν p = 1∕3        < 0,  αν p < 1∕3 ]
	(2.12)



                                                                     

                                                                     

Η συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης, [image: b (p),  2  ] του παίκτη 2 έχει συνεπώς την
παρακάτω μορφή (η εξήγηση της συνάρτησης αυτής είναι ανάλογη αυτής που δώσαμε
για τη συνάρτηση βέλτιστη αντίδρασης του παίκτη 1):


   	
   
[image:        (        {  1,     αν p > 1∕3 b2(p) =   [0,1],  αν p = 1∕3        (  0,     αν p < 1∕3 ]
	(2.13)




Οι δύο συναρτήσεις βέλτιστης αντίδρασης (2.11) και (2.13) απεικονίζονται στο
παρακάτω διάγραμμα:




                                                                     

                                                                     

SVG-Viewer needed.




Τα σημεία τομής των δύο καμπυλών βέλτιστης αντίδρασης μας δίδουν τις ισορροπίες του
παιγνίου. Τα σημεία αυτά είναι τα [image: E1   ], [image: E2   ] και [image: E3   ]. Οι ισορροπίες [image: E2   ] και [image: E3   ]
αντιστοιχούν σε καθαρές στρατηγικές και η [image: E1   ] σε μικτές, όπως εξηγούμε ευθύς
αμέσως.

   Ας δούμε πρώτα το σημείο [image: E2   ]. Στο σημείο αυτό έχουμε [image: p = 0  ] και [image: q = 0  ] ή
αλλιώς [image: 1− p = 1  ] και [image: 1− q = 1  ]. Με άλλα λόγια στο [image: E2   ], ο παίκτης 1 επιλέγει
την στρατηγική [image: B1   ] με πιθανότητα 1 (υπενθυμίζουμε ότι [image: p  ] είναι η πιθανότητα
επιλογής της [image: A   1   ] και [image: 1−  p  ] είναι η πιθανότητα επιλογής της [image: B   1   ]). Παρομοίως,
στο [image: E2   ], ο παίκτης 2 επιλέγει την στρατηγική [image: B2   ] με πιθανότητα 1 (υπενθυμίζουμε
ότι [image: q  ] είναι η πιθανότητα επιλογής της [image: A2   ] και [image: 1− q  ] είναι η πιθανότητα επιλογής
της [image: B2   ]). Δηλαδή, στην ουσία στο [image: E2   ] οι παίκτες επιλέγουν καθαρές
στρατηγικές.

   Ας δούμε τώρα το σημείο [image: E3   ]. Στο σημείο αυτό έχουμε [image: p = 1  ] και [image: q = 1  ] ή
αλλιώς [image: 1− p = 0  ] και [image: 1− q = 0  ]. Με άλλα λόγια στο [image: E3   ], ο παίκτης 1 επιλέγει
την στρατηγική [image: A1   ] με πιθανότητα 1. Παρομοίως, στο [image: E3   ], ο παίκτης 2 επιλέγει
την στρατηγική [image: A  2   ] με πιθανότητα 1. Δηλαδή, στο [image: E   3   ] οι παίκτες επιλέγουν και
πάλι καθαρές στρατηγικές.

   Ας δούμε τέλος το σημείο [image: E1   ]. Στο σημείο αυτό έχουμε [image: p = 1∕3  ] (και άρα
[image: 1 − p = 2∕3  ]) και [image: q = 2∕3  ] (και άρα [image: 1− q = 1∕3  ]). Στο σημείο [image: E1   ], λοιπόν, κάθε
παίκτης επιλέγει και τις δύο καθαρές στρατηγικές του με αυστηρά θετική πιθανότητα
(ισορροπία σε μικτές στρατηγικές).
                                                                     

                                                                     


   2.4.1    Αρχή της αδιαφορίας

Ας παραμείνουμε στο προηγούμενο παράδειγμα και ας εστιάσουμε στην ισορροπία σε
μικτές στρατηγικές, δηλαδή στα διανύσματα [image: (p,1− p) = (1∕3,2∕3)  ] και
[image: (q,1 − q) = (2∕3,1∕3)  ]. ΄Οπως είναι εμφανές από τη σχέση (2.13), όταν ο παίκτης 1
επιλέγει τη μικτή στρατηγική [image: (p,1− p) = (1∕3,2∕3)  ] τότε ο παίκτης 2
είναι αδιάφορος μεταξύ όλων των στρατηγικών του. Εν προκειμένω, είναι
αδιάφορος μεταξύ των δύο καθαρών στρατηγικών [image: A2   ] και [image: B2   ]. ΄Οντως, η
αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 2 όταν επιλέγει [image: A2   ] και ο παίκτης 1 επιλέγει
[image: (p,1 − p) = (1∕3,2∕3)  ] είναι




   
[image: V2(1∕3,2∕3,A2 ) = 1 ∕3⋅2 + 2∕3⋅0 = 2∕3, ]

όση ακριβώς είναι και αναμενόμενη απόδοση του από την επιλογή της [image: B2   ],




   
[image: V2(1∕3,2∕3,A2) = 1∕3⋅0 + 2∕3 ⋅1 = 2∕3 ]

Παρόμοιο συμπέρασμα ισχύει και για τον παίκτη 1 σε σχέση με τη μικτή στρατηγική
[image: (q,1 − q) = (2∕3,1∕3)  ] του παίκτη 2: όταν ο 2 επιλέγει τη στρατηγική αυτή, ο 1
είναι αδιάφορος μεταξύ όλων των στρατηγικών του (σχέση 2.11), και εν προκειμένω
μεταξύ των δύο καθαρών στατηγικών του:


                                                                     

                                                                     


   
[image: V1(A1,2∕3,1∕3) = 2∕3⋅1 + 1∕3 ⋅0 = 2∕3 ]

και




   
[image: V (B ,2∕3,1∕3) = 2∕3⋅0 + 1∕3 ⋅2 = 2∕3  1  1 ]

Τα παραπάνω σημαίνουν τα εξής:


     
	
   1. 
	Η στρατηγική ισορροπίας [image: (p,1− p) = (1∕3,2∕3)  ] του παίκτη 1 μπορεί
     να βρεθεί εξισώνοντας τις αναμενόμενες αποδόσεις του παίκτη 2 από τις
     καθαρές                                                                  στρατηγικές
     [image: A2   ] και [image: B2   ]. Δηλαδή η στρατηγική [image: (p,1− p) = (1∕3,2∕3)  ] λύνει την
     εξίσωση [image: V2(p,1 − p,A2) = V2(p,1− p,B2 )  ].
     
	
   2. 
	Η στρατηγική ισορροπίας [image: (q,1− q) = (2∕3,1∕3)  ] του παίκτη 2 μπορεί
     να βρεθεί εξισώνοντας τις αναμενόμενες αποδόσεις του παίκτη 1 από τις
     καθαρές                   στρατηγικές                   [image: A   1   ]                        και
     [image: B1   ]. Δηλαδή η στρατηγική [image: (q,1− q) = (2∕3,1∕3)  ] λύνει την εξίσωση
     [image: V1 (A1, q,1− q) = V1(B1,q,1 − q)  ].


Τα παραπάνω συνιστούν τη μέθοδο της αρχής της αδιαφορίας για την εύρεση των
ισορροπίων Nash  σε μικτές στρατηγικές.
                                                                     

                                                                     




   2.5    Εφαρμογές




   2.5.1    Δυοπώλιο

Θεωρούμε μία αγορά στην οποία λειτουργούν δύο επιχειρήσεις, οι 1 και 2. Οι
επιχειρήσεις παράγουν ένα ομοιογενές προϊόν. Η ποσότητα της επιχείρησης [image: i  ]
συμβολίζεται με [image: xi  ], [image: i = 1,2.  ] Η συνάρτηση κόστους της επιχείρησης [image: i  ] είναι
[image: C (xi) = cxi  ], [image: i = 1,2  ]. Τέλος, η αντίστροφη συνάρτηση ζήτησης δίνεται από την
[image: p = a − x1 − x2   ], όπου [image: p  ] η τιμή του προϊόντος και [image: a > 0  ].

   Η συνάρτηση απόδοσης (κέρδους) της επιχείρησης 1 είναι: 


   
[image: π1(x1,x2) = (a − x1 − x2 − c)x1 ]


ενώ αυτή της επιχείρησης 2 είναι


   
[image: π2(x1,x2) = (a − x1 − x2 − c)x2 ]



Κάθε επιχείρηση επιδιώκει να μεγιστοποιήσει το κέρδος της επιλέγοντας
την ποσότητα που θα παράγει και θα προσφέρει στην αγορά. Τα σύνολα
των στρατηγικών των επιχειρήσεων συνεπώς είναι [image: X1 = X2  = [0,∞ ).  ] Θα
προσδιορίσουμε την ισορροπία για την αγορά αυτή, δηλαδή το ζεύγος (ή τα ζεύγη)
των αμοιβαία βέλτιστων ποσοτήτων.
                                                                     

                                                                     

   Το πρώτο βήμα για την εύρεση της ισορροπίας είναι ο υπολογισμός των
συναρτήσεων βέλτιστης αντίδρασης των επιχειρήσεων. Αυτές θα προκύψουν
από τις συνθήκες πρώτης τάξης για μέγιστα κέρδη. Οι συνθήκες αυτές
είναι:


   
   
[image: ∂π1(x1,x2) ----∂x-----= 0 ⇔  α− 2x1 − x2 − c = 0            (2.14)       1 ∂π2(x1,x2)-= 0 ⇔  α− 2x2 − x1 − c = 0            (2.15)     ∂x2 ]



Λύνοντας το παραπάνω σύστημα λαμβάνουμε τις συναρτήσεις βέλτιστης αντίδρασης
των δύο επιχειρήσεων:


   	
   
[image:         { 0,        εάν x2 ≥ a− c b1(x2) =    a−x2−c,  εάν x  < a− c              2           2 ]






   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:         {            0,       εάν x1 ≥ a− c b2(x1) =    a−x1−c,  εάν x1 < a− c              2 ]



   Διαγραμματικά έχουμε τα εξής: 



 
[image: Ισορροπία Nash  στο δυοπώλιο]


Σχήμα 2.20: 
Ισορροπία Nash στο δυοπώλιο





Η ισορροπία της αγοράς επιτυγχάνεται στο σημείο τομής των καμπυλών [image: b1(x2)  ] και
[image: b2(x1)  ], δηλαδή στο σημείο [image: E  ]. Με απλούς υπολογισμούς βρίσκουμε ότι οι
ποσότητες ισορροπίας είναι:


   
[image:           a− c x∗1 = x∗2 = -----            3 ]




   2.5.2    Παίγνια διαγωνισμών

Θεωρούμε ένα σύνολο δύο ατόμων, τα άτομα 1 και 2, τα οποία καταβάλλουν
προσπάθεια για να αποκτήσουν ένα βραβείο αξίας [image: A  ]. Η πιθανότητα κάποιο
συγκεκριμένο άτομο να κερδίσει το βραβείο καθορίζεται από την προσπάθεια που
καταβάλλουν και τα δύο άτομα. ΄Εστω ότι [image: ei  ] συμβολίζει την προσπάθεια που
καταβάλλει ο [image: i  ]. Η πιθανότητα απόκτησης του βραβείου από τον [image: i  ] συμβολίζεται με
[image: pi(e1,e2)  ]. Η καταβολή προσπάθειας ύψους [image: ei  ] αποφέρει κόστος για τον
[image: i  ]. Το κόστος αυτό είναι [image: Ci (ei)  ]. Η συνάρτηση απόδοσης του [image: i  ] έχει τη
μορφή:


   	
   
[image: u(e ,e ) = p(e ,e )A − C (e), i = 1,2  i 1  2     i 1  2      i  i                                                                                                                                              ]
	(2.16)




Θα υποθέσουμε για ευκολία ότι οι συναρτήσεις πιθανότητας και κόστους έχουν τη
μορφή


   	
   
[image: pi(e1,e2) = ---ei---, Ci(ei) = ei            e1 + e2 ]
	(2.17)




Χρησιμοποιώντας τις (2.16) και (2.17), παίρνουμε τις δύο συνθήκες πρώτης τάξης οι
οποίες οδηγούν (μετά από απλές πράξεις) στις σχέσεις:


   	
   
[image:               2 e1A  = (e1 + e2) ]
	(2.18)





   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:               2 e2A  = (e1 + e2) ]
	(2.19)




Αθροίζοντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω σχέσεις παίρνουμε:


   
[image: A (e1 + e2) = 2(e1 + e2)2 ]

από την οποία προκύπτει ότι:


   	
   
[image: e + e =  A-  1   2   2 ]
	(2.20)




Τέλος, εισάγοντας την (2.20) στις (2.18)-(2.19) παίρνουμε τις στρατηγικές
ισοροπίας κατά Nash :
                                                                     

                                                                     


   
[image:           A e∗1 = e∗2 = --           4 ]




   2.5.3    Συμβατότητα λογισμικών

Θεωρούμε δύο παραγωγούς προγραμμάτων λογισμικού, τους παραγωγούς 1 και
2. Τα προγράμματα αυτά λειτουργούν συμπληρωματικά μεταξύ τους. Τα
χαρακτηριστικά των προγραμμάτων που αναπτύσσουν οι παραγωγοί 1 και 2
συνοψίζονται από τις μεταβλητές [image: x1   ] και [image: x2   ] αντίστοιχα. Ο παραγωγός [image: i  ] επιλέγει
την τιμή της μεταβλητή [image: xi  ] με βάση δύο κριτήρια:


      
	
   [image: ∙ ] 
	η τιμή της μεταβλητής [image: x  i  ] θα πρέπει να βρίσκεται όσο το δυνατόν πιο
      κοντά σε μια ιδεατή τιμή [image: ai  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	η τιμή της μεταβλητής [image: xi  ] θα πρέπει να βρίσκεται όσο το δυνατόν πιο
      κοντά στην αντίστοιχη μεταβλητή του παραγωγού [image: j  ], [image: xj  ]


Ας δούμε τι εννοούμε με τα παραπάνω. Κατ’ αρχάς, η τιμή [image: ai  ] είναι η τιμή του
χαρακτηριστικού που θα επέλεγε ο παραγωγός [image: i  ] αν το λογισμικό του ήταν το μόνο
διαθέσιμο στην αγορά. Το λογισμικό του παραγωγού [image: i  ] όμως συνυπάρχει με
ένα συμπληρωματικό λογισμικό, το [image: j  ]. Η συμπληρωματικότητα απαιτεί,
προφανώς, την ανάπτυξη προγραμμάτων με κοντινά χαρακτηριστικά. Το
γεγονός αυτό εξηγεί το για ποιο λόγο ο παραγωγός [image: i  ] επιθυμεί η τιμή
[image: xi  ] να βρίσκεται όσο το δυνατόν πιο κοντά στην τιμή [image: xj  ]. Η απόσταση
μεταξύ [image: xi  ] και [image: xj  ] μετρά τη συμβατότητα μεταξύ των δύο προγραμμάτων:
όσο μικρότερη (μεγαλύτερη) η απόσταση τόσο μεγαλύτερη (μικρότερη) η
συμβατότητα.

   Θα υποθέσουμε ότι η συνάρτηση απόδοσης του παραγωγού 1 έχει τη
μορφή:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: u (x ,x ) = v − (x − a )2 − (x − x )2  1  1  2         1    1      1    2 ]
	(2.21)




όπου [image: v  ] είναι μία θετική παράμετρος. Από τη συνάρτηση (2.21) παρατηρούμε ότι
όσο μεγαλύτερη η απόσταση μεταξύ [image: x1   ] και [image: a1   ] τόσο μικρότερη η απόδοση του
παραγωγού 1. Παρομοίως, όσο μεγαλύτερη η απόσταση μεταξύ [image: x1   ] και [image: x2   ] (όσο
μεγαλύτερη η ασυμβατότητα των δύο προγραμμάτων) τόσο μικρότερη, και πάλι, η
απόδοση του παραγωγού 1.

   Η αντίστοιχη συνάρτηση απόδοσης για τον παραγωγό 2 έχει μία παρόμοια
μορφή:


   	
   
[image: u2(x1,x2) = v − (x2 − a2)2 − (x2 − x1 )2 ]
	(2.22)




Ο παραγωγός 1 επιλέγει το [image: x1   ] ούτως ώστε να μεγιστοιηθεί η συνάρτηση
(2.21), και ο 2 επιλέγει το [image: x  2   ] ούτως ώστε να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση
(2.22). Οι συνθήκες πρώτης τάξης οδηγούν στις συναρτήσεις βέλτιστης
αντίδρασης:




                                                                     

                                                                     
   
[image:          a1 + x2 b1(x2) = -------   βέλτιστη αντίδραση π αραγωγού 1            2 ]

   
[image: b (x ) = a2 +-x1   βέλτιστη αντίδραση π αραγωγού 2  2  1      2 ]

Με άλλα λόγια, η επιλεχθείσα τιμή του χαρακτηριστικού του λογισμικού [image: i  ] είναι ο
μέσος όρος της ιδεατής τιμής του παραγωγού [image: i  ] και της τιμής του χαρακτηριστικού
του λογισμικού [image: j  ].

   Διαγραμματικά έχουμε την εξής εικόνα:





[image: Ισορροπία στο παίγνιο συμβατότητας]




 Σχήμα 2.21: Ισορροπία στο παίγνιο συμβατότητας






Η λύση του συστήματος των εξισώσεων που προκύπτουν από τις βέλτιστες
αντιδράσεις είναι:


   
[image:  ∗   2a1 +-a2 x1 =    3       στρατηγική ισορρο πίας παραγωγ ού 1 ]


                                                                     

                                                                     


   
[image:      2a2 + a1 x∗2 = --------   στρατηγική ισορρο πίας παραγωγ ού 2         3 ]




   2.5.4    Δημοπρασία δεύτερης τιμής

Σε μία δημοπρασία δεύτερης τιμής ο πωλητής ενός αντικειμένου προσκαλεί τους
δυνητικούς αγοραστές να υποβάλλουν προσφορές (τιμές) για να αποκτήσουν το
αντικείμενο. Οι δυνητικοί αγοραστές υποβάλλουν ταυτόχρονα (και ανεξάρτητα) τις
προσφορές τους και η μεγαλύτερη από αυτές κερδίζει το αντικείμενο. Ο νικητής της
δημοπρασίας δεν πληρώνει την τιμή του αλλά τη δεύτερη μεγαλύτερη τιμή (δεύτερη
μεγαλύτερη προσφορά).

   ΄Εστω ότι το σύνολο των αγοραστών είναι [image: N  = {1,2,...,n} ]. Οι αγοραστές
χαρακτηρίζονται από την αποτίμηση που έχουν για το αντικείμενο. Η αποτίμηση
του [image: i  ] είναι [image: v  i  ], [image: i ∈ N  ]. Αν ο [image: i  ] υποβάλλει προσφορά [image: a  i  ] θα κερδίσει
τη δημοπρασία αν οι προσφορές των υπολοίπων [image: n − 1  ] αγοραστών δεν
υπερβαίνουν την τιμή [image: ai  ]. Θα συμβολίσουμε με [image: max b− i  ] τη μέγιστη προσφορά
μεταξύ όλων των αγοραστών πλην του [image: i  ]. Αν η προσφορά [image: ai  ] υπερβαίνει την
προσφορά [image: bm−axi  ], τότε ο [image: i  ] κερδίζει τη δημοπρασία και απολαμβάνει καθαρή
χρησιμότητα ίση με [image: vi − bm−aix  ]. Σε αντίθετη περίπτωση, η χρησιμότητα του είναι
0.

   Θα δείξουμε με ένα απλό επιχείρημα ότι η στρατηγική ισορροπίας του αγοραστή
[image: i  ] σε μια δημοπρασία δεύτερης τιμής είναι η [image: ai = vi  ]. Δηλαδή ο [image: i  ] υποβάλλει
προσφορά ίση με την αποτίμηση του. Η ισορροπία που προκύπτει είναι, μάλιστα, μία
ισορροπία όπου οι παίκτες χρησιμοποιούν ασθενώς κυρίαρχες στρατηγικές.
Για να το δείξουμε αυτό, θα συγκρίνουμε τη στρατηγική [image: ai = vi  ] με μία
στρατηγική της μορφής [image: ai > vi  ] και κατόπιν με μία στρατηγική της μορφής
[image: ai < vi  ].

   ΄Εστω ότι ο αγοραστής [image: i  ] υποβάλλει προσφορά [image: ai  ] τέτοια ώστε [image: ai > vi  ].
ϒπάρχουν τρία ενδεχόμενα: ([image: i  ]) [image: a  > bmax > v   i   −i     i  ], ([image: ii  ]) [image: a  > v > bmax  i    i   −i  ] και ([image: iii  ])
[image:  max b−i  > ai > vi  ]. Αν ισχύει το πρώτο ενδεχόμενο, τότε ο [image: i  ] κερδίζει τη
δημοπρασία και έχει όφελος [image:      max vi − b− i < 0  ]. Αν ισχύει το δεύτερο ενδεχόμενο,
ο [image: i  ] κερδίζει και πάλι αλλά έχει θετικό όφελος [image: vi − bm−aix > 0  ]. Τέλος
στο τρίτο ενδεχόμενο, ο [image: i  ] χάνει τη δημοπρασία και αποκομίζει μηδενικό
όφελος.
                                                                     

                                                                     

   Θα δείξουμε ότι η στρατηγική [image: a  = v   i   i  ] είναι προτιμότερη από κάθε στρατηγική
της μορφής [image: ai > vi  ] υπό την έννοια ότι η πρώτη κυριαρχεί ασθενώς επί της
δεύτερης. Ας δούμε πρώτα την περίπτωση ([image: i  ]) της προηγούμενης παραγράφου.
ϒπενθυμίζουμε ότι σε αυτήν την περίπτωση η στρατηγική [image: ai > vi  ] συνεπάγεται
αρνητικό όφελος για τον [image: i  ]. Αν ο [image: i  ] αντιθέτως επιλέξει τη στρατηγική
[image: ai = vi  ], τότε θα έχει μηδενικό όφελος (αφού θα χάσει την δημοπρασία διότι
[image: ai = vi < bm−aix  ]) το οποίο όμως είναι υψηλότερο από το αρνητικό όφελος που
αποδίδει η στρατηγική [image: ai > vi  ]. Στις περιπτώσεις ([image: ii  ]) και ([image: iii  ]), η στρατηγική
[image: a  = v  i    i  ] είναι εξίσου καλή με την [image: a > v  i   i  ]. Στην ([image: ii  ]), ο [image: i  ] κερδίζει την
δημοπρασία και λαμβάνει όφελος [image:       max vi − b−i >  0  ] (όπως και με την στρατηγική
[image: ai > vi  ]). Στην ([image: iii  ]) χάνει τη δημοπρασία και έχει μηδενικό όφελος (όπως και με
την στρατηγική [image: ai > vi  ]). Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η στρατηγική [image: ai = vi  ]
κυριαρχεί ασθενώς επί κάθε στρατηγικής που ικανοποιεί την ανισότητα
[image: ai > vi  ].

   Θα δείξουμε τώρα ότι η στρατηγική [image: a = v  i   i  ] κυριαρχεί ασθενώς επί κάθε
στρατηγικής της μορφής [image: ai < vi  ]. Και πάλι έχουμε τρία ενδεχόμενα: ([image: i  ])
[image:       max vi > b−i >  ai  ], ([image: ii  ]) [image:           max vi > ai > b−i  ] και ([image: iii  ]) [image:  max b− i > vi > ai  ]. Αν ισχύει το
πρώτο ή το τρίτο ενδεχόμενο, ο [image: i  ] χάνει τη δημοπρασία και έχει μηδενικό όφελος.
Αν ισχύει το δεύτερο ενδεχόμενο, κερδίζει τη δημοπρασία με θετικό όφελος
[image: vi − bm−axi > 0  ].

   Ας συγκρίνουμε τα παραπάνω οφέλη με αυτά που θα προκύψουν από τη
στρατηγική [image: ai = vi  ]. Στην περίπτωση ([image: i  ]), η στρατηγική [image: ai = vi  ] επιτρέπει στον
[image: i  ] να κερδίσει τη δημοπρασία και μάλιστα με θετικό όφελος [image:      max vi − b−i > 0  ]. ΄Αρα σε
αυτή την περίπτωση, η στρατηγική [image: ai = vi  ] είναι καλύτερη από την [image: ai < vi  ]. Στην
περίπτωση ([image: iii  ]), η στρατηγική [image: ai = vi  ] είναι εξίσου καλή με την [image: ai < vi  ],
διότι και για τις δύο στρατηγικές το όφελος είναι μηδενικό (και για τις δύο
στρατηγικές η δημοπρασία χάνεται για τον [image: i  ]). Τέλος στην περίπτωση
([image: ii  ]), η στρατηγική [image: ai = vi  ] είναι εξίσου καλή με τη [image: ai < vi  ]: και για
τις δύο στρατηγικές ο [image: i  ] κερδίζει τη δημοπρασία και έχει θετικό όφελος
[image:      max vi − b− i  ]. Καταλήγουμε συνεπώς στο συμπέρασμα ότι η στρατηγική [image: ai = vi  ]
κυριαρχεί ασθενώς επί κάθε στρατηγικής που ικανοποιεί την ανισότητα
[image: ai < vi  ].




   2.6    Ιστορική αναδρομή

Η πρώτη ιστορικά γνωστή παιγνιοθεωρητική ανάλυση παρουσιάστηκε το
1713 από τον Waldegrave , σε μία επιστολή του προς τον Pierre-Remond de 
Monmort . Στην επιστολή αυτή, ο Waldegrave  ανέλυσε ένα συγκεκριμένο
παίγνιο μηδενικού αθροίσματος, το οποίο ονομαζόταν le Her . Η ανάλυση
του μάλιστα χρησιμοποίησε για πρώτη φορά την έννοια της μικτής
                                                                     

                                                                     
στρατηγικής.4 
Η ιδέα της ισορροπίας ενός παιγνίου μη μηδενικού αθροίσματος παρουσιάστηκε
αρχικώς από τον Cournot  (1838). Η εργασία του Cournot  έγινε όμως στα πλαίσια
της ανάλυσης ενός δυοπωλίου, και είχε μικρό αντίκτυπο όσον αφορά στην ανάπτυξη
της θεωρίας των παιγνίων.

   Αρκετά αργότερα, ο Borel  (1921) και ο von Neumann  (1928) παρουσίασαν τη
λύση πιο γενικών παιγνίων, και όχι παραδειγμάτων, μηδενικού αθροίσματος.
Περαιτέρω εξελίξεις σημειώθηκαν με την έκδοση του κλασικού βιβλίου Theory of 
Games and Economic Behavior  των von Neumann  και Morgestern , το οποίο
κυκλοφόρησε το 1944. Η μορφοποίηση αυτού που σήμερα ονομάζουμε ισορροπία
Nash  σε γενικά παίγνια μη μηδενικού αθροίσματος, καθώς και η σχετική μαθηματική
απόδειξη της ύπαρξης της, δόθηκε από τον τον Nash  στα πλαίσια της διδακτορικής
διατριβής του (Nash  1950, 1951).

   Από τότε εώς σήμερα, νέες εξελίξεις σημειώθηκαν στη θεωρία παιγνίων και νέες
κατατηγορίες παιγνίων επινοήθηκαν. Μέρος των εξελίξεων αυτών παρουσιάζεται στα
επόμενα κεφάλαια. ΄Οσον αφορά στα παίγνια πλήρους πληροφόρησης και στην
έννοια της ισορροπίας που παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο αυτό, κάποια
σημαντικά θέματα που αναπτύχθηκαν τις τελευταίες δεκαετίες έχουν να
κάνουν με το πρόβλημα της ύπαρξης πολλών ισορροπιών στα παίγνια και της
συνακόλουθης ανάπτυξης κριτηρίων τα οποία επιτρέπουν να απορρίψουμε
κάποια ή κάποιες από τις ισορροπίες, τη γενίκευση της ισορροπίας Nash 
προς την κατεύθυνση της συσχετιζόμενης ισορροπίας (Aumann  1974), τη
γνωσιολογική ανάλυση των παιγνίων (πχ, Aumann  και Brandenburger  1995),
κλπ.


   2.7    Ασκήσεις


   
	
1. 
	(Το  δίλημμα  των  ταξιδιωτών,  Basu   1994)  Δύο  ταξιδιώτες  επιστρέφουν
   με αεροπλάνο από ένα ταξίδι, μεταφέροντας ο καθένας από ένα άγαλμα.
   Λόγω  κακής  προσγείωσης,  τα  αγάλματα  καταστρέφονται  με  αποτέλεσμα
   οι δύο ταξιδιώτες να ζητήσουν αποζημίωση από την αεροπορική εταιρεία.
   Ο μάνατζερ της εταιρείας ανακοινώνει το εξής σχήμα αποζημίωσης. Κάθε
   ταξιδιώτης θα αναγράψει σε ένα χαρτί ένα ποσό, το οποίο θα πρέπει να
   κυμαίνεται από 2 εώς 100 ευρώ. ΄Εστω ότι τα ποσά που αναγράφονται είναι
   [image: x1   ] και [image: x2   ]. Τότε οι αποζημιώσεις, τις οποίες συμβολίζουμε με [image: u1(x1,x2)  ]
   και [image: u2(x1,x2)  ], είναι οι:
                                                                     

                                                                     
   	
   
   [image:             (             { x2 − 2, αν x1 > x2 u1(x1,x2) =   x1,     αν x1 = x2             ( x  + 2,  αν x < x                 1          1    2    ]
	(2.23)


   
   
και


   	
   
   [image:             ({ x1 − 2, αν x2 > x1 u (x ,x ) =   x ,     αν x  = x  2  1  2    (   2         2    1               x2 + 2,  αν x2 < x1    ]
	(2.24)


   
   
Δηλαδή, ο ταξιδιώτης που γράφει το μικρότερο ποσό ανταμοίβεται, ενώ αυτός που
   γράφει το μεγαλύτερο τιμωρείται. Να βρεθεί η ισορροπία (ή οι ισορροπίες) σε
   καθαρές στρατηγικές στο παίγνιο αυτό.
   

	
2. 
	Δέκα άτομα είναι αυτόπτες μάρτυρες ενός εγκλήματος. Κάθε ένα από τα άτομα
   αυτά επιθυμεί να τηλεφωνήσει στην αστυνομία, ενημερώνοντας τη για το
   έγκλημα, επιθυμεί όμως ακόμη περισσότερο η πληροφόρηση αυτή να δοθεί από
   κάποιο άλλο άτομο. Συγκεκριμένα, η χρησιμότητα ενός ατόμου είναι ίση με
                                                                     

                                                                     
   [image: v > 0  ] αν η αστυνομία πληροφορηθεί το έγκλημα από ένα άλλο αυτόπτη
   μάρτυρα, και με [image: v − c > 0  ] αν το ίδιο τηλεφωνήσει στην αστυνομία
   (ανεξαρτήτως του τι κάνουν τα άλλα άτομα). Τέλος, αν η αστυνομία δεν
   πληροφορηθεί για το έγκλημα, η χρησιμότητα του ατόμου είναι ίση με 0. Κάθε
   άτομο έχει δύο στρατηγικές: να τηλεφωνήσει ή να μην τηλεφωνήσει στην
   αστυνομία. Να βρεθεί η ισορροπία ή οι ισορροπίες σε καθαρές στρατηγικές στο
   παίγνιο.
   
	
3. 
	(Πρόβλεψη των 2/3 του μέσου όρου) Πέντε παίκτες πρέπει να επιλέξουν έναν
   αριθμό στο διάστημα [0,100]. Ο παίκτης του οποίου η επιλογή θα είναι πιο κοντά
   στα 2/3 του μέσου όρου όλων των επιλογών κερδίζει 1 ευρώ (οι υπόλοιποι δεν
   κερδίζουν κάτι). Να βρεθεί η ισορροπία ή οι ισορροπίες σε καθαρές στρατηγικές
   στο παίγνιο.
   
	
4. 
	(Ισχυρή ισορροπία Nash) ΄Εστω παίγνιο [image: {N, (Xi,ui)i∈N } ]. Μία ισορροπία Nash 
   [image: x∗ = (x∗1,x∗2,...,x ∗n)  ] του παιγνίου αυτού ονομάζεται ισχυρή ισορροπία εάν
   κανένα υποσύνολο παικτών [image: S ⊂ N  ] δεν έχει κίνητρο να αποκλίνει από τον
   συνδυασμό στρατηγικών [image: x∗ ], υπό την προϋπόθεση ότι όλοι οι υπόλοιποι παίκτες
   παραμένουν επί των στρατηγικών που ορίζει το [image:  ∗ x ]. Να δεχτεί αν η ισορροπία (ή
   οι ισορροπίες, σε περίπτωση που είναι πολλές) σε καθαρές στρατηγικές του
   παρακάτω παιγνίου τριών παικτών είναι ισχυρή ή όχι (στο παίγνιο αυτό ο παίκτης
   1 επιλέγει γραμμές, ο παίκτης 2 επιλέγει στήλες και ο παίκτης 3 επιλέγει
   πίνακες).
   
                                         [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                                         

   


   
	
5. 
	Για το παρακάτω παίγνιο να βρεθούν οι καθαρές στρατηγικές που δεν
   διαγράφονται από τη μέθοδο της διαδοχικής απαλοιφής αυστηρά κυριαρχούμενων
   στρατηγικών.
   
                                                 [image: ΠΙ῝]                                                

   


   Για τις απαλοιφές μπορούν να χρησιμοποιηθούν και μικτές στρατηγικές. Για
   παράδειγμα, μία στρατηγική ενός παίκτη μπορεί να κυριαρχείται αυστηρά από έναν
   συνδυασμό δύο άλλων στρατηγικών του, κάθε μία από τις οποίες επιλέγεται με
   θετική πιθανότητα.
   

	
6. 
	Κάθε ένας από τους παίκτες 1, 2 και 3 πρέπει να επιλέξει έναν ακέραιο αριθμό από
   το σύνολο [image: {2,3,...,9} ]. Αν οι τρεις επιλογές αριθμών ταυτίζονται τότε κάθε
                                                                     

                                                                     
   παίκτης κερδίζει τον αντίστοιχο αριθμό σε ευρώ. Σε κάθε άλλη περίπτωση, κάθε
   παίκτης χάνει σε ευρώ τον αριθμό που επέλεξε. Να βρεθούν οι ισορροπίες σε
   καθαρές στρατηγικές.
   
	
7. 
	Θεωρούμε παίγνιο με τους παίκτες 1 και 2. Κάθε παίκτης επιλέγει έναν αριθμό
   στο διάστημα [0,1]. Αν ο παίκτης 1 επιλέξει [image: x1   ] και ο 2 επιλέξει [image: x2   ] τότε οι
   αποδόσεις είναι οι
   
   [image:                      2 u1(x1,x2 ) = − (x1 − x2)    ]

   και


   	
   
   [image:            {  − (x − x − 1 ∕3)2,  εάν 1∕3 ≤ x ≤  1 u2(x1,x2) =      1    2      2              1               − (x1 − x2 + 1 ∕3), εάν 0 ≤ x1 < 1∕3    ]



   
   

       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθούν αλγεβρικά και διαγραμματικά οι συναρτήσεις βέλτιστης
       αντίδρασης των δύο παικτών.
       
	
   (βʹ) 
	Να βρεθεί η ισορροπία (εάν υπάρχει) σε καθαρές στρατηγικές.


                                                                     

                                                                     
   
	
8. 
	Τα μέλη μιας κοινότητας επιθυμούν να παράγουν ένα δημόσιο αγαθό. Η
   παραγωγή θα χρηματοδοτηθεί από ιδιωτικές συνεισφορές. Κάθε άτομο επιλέγει τη
   συνεισφορά του ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα άτομα. Συμβολίζουμε με
   [image: (x1,x2,...,xn )  ] ένα διάνυσμα συνεισφορών των [image: n  ] μελών της κοινότητας.
   Δεδομένων των συνεισφορών αυτών, η ποσότητα του δημόσιο του αγαθού που
   μπορεί να παραχθεί είναι ίση με [image:     ∑n x = i=1xi  ]. Το μέλος [image: i  ] της κοινότητας
   χαρακτηρίζεται από τη συνάρτηση χρησιμότητας
   
   

   
   [image:                   √ -- u(x1,x2,...,xn) =   x− xi    ]

   
       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθούν οι συνεισφορές που αντιστοιχούν στην ισορροπία Nash 
       του παιγνίου.
       
	
   (βʹ) 
	Να βρεθούν οι συνειφορές που μεγιστοποιούν τη συνολική ευημερία
       της κοινότητας.


   
	
9. 
	Να βρεθούν όλες οι ισορροπίες σε μικτές στρατηγικές για τα παρακάτω παίγνια
   δύο παικτών.
       
       	      Παίγνιο [image: 2× 2  ]: 
                                                 [image: ΠΙ῝]                                                

       


       

       	      Παίγνιο [image: 3 × 2  ]:
                                                                     

                                                                     
       
                                                 [image: ΠΙ῝]                                                

       


       


   
	
10. 
	Να δειχτεί ότι σε κάθε ισορροπία μικτών στρατηγικών ενός παιγνίου, οι
   αυστηρά κυριαρχούμενες καθαρές στρατηγικές επιλέγονται με μηδενική
   πιθανότητα.
   



                                                                     

                                                                     


   2.8    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	παίγνιο                                       
	game                                          


	
	

	στατικό παίγνιο                             
	static game                                  


	
	

	παίκτης                                       
	player                                         


	
	

	στρατηγική                                  
	strategy                                      


	
	

	απόδοση                                      
	payoff                                         


	
	

	συνάρτηση απόδοσης                      
	payoff function                             


	
	

	κοινή γνώση                                 
	common knowledge                       


	
	

	πλήρης πληροφόρηση                      
	complete information                     


	
	

	πίνακας αποδόσεων                        
	payoff matrix                               


	
	

	αυστηρά κυρίαρχη στρατηγική          
	strictly dominant strategy               


	
	

	αυστηρά κυριαρχούμενη στρατηγική   
	strictly dominated strategy             


	
	

	ασθενώς κυρίαρχη στρατηγική          
	weakly dominant strategy               


	
	

	ασθενώς κυριαρχούμενη στρατηγική   
	weakly dominated strategy             


	
	

	διαδοχική       απαλοιφή       αυστηρά
κυριαρχούμενων στρατηγικών           
	iterated    elimination    of    strictly 
dominated strategies                      


	
	

	ισορροπία κατά Nash                       
	Nash equilibrium                          


	
	

	βέλτιστη αντίδραση                        
	best response                               


	
	

	συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης       
	best response function                    


	
	

	μικτή στρατηγική                           
	mixed strategy                             
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           1΄Ενας τέτοιος συνδυασμός καλείται και προφίλ στρατηγικών.


      

       
           2Το παίγνιο αυτό είναι γνωστό ως παίγνιο του κοτόπουλου. Ο όρος κοτόπουλο
  χρησιμοποιείται από τους Αγγλοσάξονες ως δηλωτικός της δειλίας ενός ατόμου.


      

       
           3Σε επόμενη παράγραφο θα ορίσουμε τη διαφορά μεταξύ καθαρής και μικτής στρατηγικής.
  Προς το παρόν, ως καθαρή στρατηγική ονομάζουμε κάθε μέλος του συνόλου στρατηγικών ενός
  παίκτη.


      

       
           4Βασικά, η ταυτότητα του Waldegrave δεν είναι απόλυτα ακριβής. Παραπέμουμε τον αναγνώστη στην εργασία του Bellhouse για τις λεπτομέρειες.



   


   Κεφάλαιο 3
Δυναμικά παίγνια

   3.1    Εισαγωγή

Μέχρι στιγμής έχουμε αναλύσει παίγνια στα οποία όλοι οι παίκτες επιλέγουν τις
στρατηγικές τους ταυτόχρονα. Αυτή η υπόθεση όμως δεν είναι πάντα κατάλληλη. Σε
πολλές εφαρμογές (στα οικονομικά και σε άλλες επιστήμες) οι παίκτες επιλέγουν τις
ενέργειες του διαδοχικά. Ο ίδιος παίκτης, μάλιστα, μπορεί να επιλέγει ενέργειες σε
διαφορετικά χρονικά σημεία. Τα παίγνια αυτά ονομάζονται δυναμικά παίγνια ή
παίγνια με διαδοχικές επιλογές.

   Σε αυτά τα παίγνια κάθε παίκτης, πριν επιλέξει κάποια ενέργεια, ‘‘κοιτά’’ στο
μέλλον: αν επιλέξω σήμερα την τάδε ενέργεια πως θα αντιδράσουν οι άλλοι παίκτες
αύριο[image: ;  ] ΄Ετσι, επιλέγει σήμερα την καλύτερη δυνατή ενέργεια ενσωματώνοντας στην
ανάλυση του τις μελλοντικές αντιδράσεις των άλλων παικτών. ΄Οπως θα δούμε στο
κεφάλαιο αυτό, η βασική έννοια ισορροπίας των δυναμικών παιγνίων στηρίζεται στην
αρχή αυτή.

   Τα δυναμικά παίγνια κατατάσσονται σε παίγνια πλήρους ή ελλιπούς πληροφόρησης
και σε παίγνια τέλειας και ατελούς πληροφόρησης. Η πρώτη διάκριση είναι ίδια με
αυτή που έγινε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Από την άλλη μεριά, ένα δυναμικό
παίγνιο έχει τέλεια πληροφόρηση όταν σε κάθε χρονικό σημείο οι παίκτες έχουν
παρατηρήσει όλες τις επιλογές των παικτών που έχουν γίνει μέχρι του χρονικού
εκείνου σημείου. Σε αντίθετη περίπτωση, το παίγνιο έχει ατελή πληροφόρηση.
Το κεφάλαιο αυτό θα εστιάσει σε δυναμικά παίγνια τέλειας (και πλήρους)
πληροφόρησης.

   Η δομή του κεφαλαίου έχει ως εξής: αρχικά παρουσιάζεται η λεγόμενη
εκτεταμένη μορφή ενός δυναμικού παιγνίου. Κατόπιν αναλύεται η έννοια της
στρατηγικής στα δυναμικά παίγνια και εισάγεται η βασική έννοια επίλυσης τους, η
υποπαιγνιακά τέλεια ισορροπία. Στη συνέχεια αναλύονται παίγνια όπου σε κάθε
χρονικό σημείο οι παίκτες έχουν άπειρες στον αριθμό στρατηγικές. Το κεφάλαιο
ολοκληρώνεται με ορισμένες εφαρμογές των δυναμικών παιγνίων, καθώς και με την
ανάλυση παιγνίων με εξωγενή αβεβαιότητα. Σημειώνουμε ότι οι ορισμοί των
εννοιών του κεφαλαίου θα δοθούν με περιγραφικό, και όχι με αυστηρό,
τρόπο.




   3.2    Εκτεταμένη μορφή

Η εκτεταμένη μορφή ενός παιγνίου περιλαμβάνει πληροφόρηση για τα εξής
στοιχεία:


                                                                     

                                                                     
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο των παικτών
      
	
   [image: ∙ ] 
	τη χρονική δομή επιλογής ενεργειών (ποιος επιλέγει ενέργεια και πότε)
      
	
   [image: ∙ ] 
	τις διαθέσιμες ενέργειες των παικτών σε κάθε χρονικό σημείο
      
	
   [image: ∙ ] 
	την πληροφόρηση που διαθέτει κάθε παίκτης σε κάθε χρονικό σημείο
      
	
   [image: ∙ ] 
	τις αποδόσεις των παικτών ως συνάρτηση των επιλογών τους


Θα περιγράψουμε τα παραπάνω στοιχεία μέσω του δένδρου του παιγνίου, δηλαδή
ενός συνόλου κόμβων και ακμών, όπως αυτό που παρουσιάζεται στο Σχήμα
3.1.
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Σχήμα 3.1: Δένδρο παιγνίου



                                                                     

                                                                     



Οι κόμβοι διακρίνονται σε (α) κόμβους αποφάσεων και (β) τερματικούς κόμβους. Ο
πρώτος κόμβος απόφασης ονομάζεται αρχικός κόμβος, ο οποίος στο Σχήμα 3.1
συμβολίζεται ως [image: x  ]. Στον αρχικό κόμβο επιλέγει ενέργεια (ή αλλιώς, κινείται) ο
παίκτης 1. Από τον κόμβο [image: x  ] απορρέουν δύο ακμές, οι οποίες συμβολίζουν τις δύο
διαθέσιμες ενέργειες του παίκτη 1 στον κόμβο αυτό, τις ενέργειες [image: A1   ] και
[image: B1   ].

   Οι δύο επόμενοι κόμβοι αποφάσεων [image: y  ] και [image: z  ] προσδιορίζουν ότι επιλέγει
ενέργεια (κινείται) ο παίκτης 2. Ο κόμβος [image: y  ] προσεγγίζεται εάν ο παίκτης 1 επιλέξει
στον αρχικό κόμβο την ενέργεια [image: A1   ] και ο κόμβος [image: z  ] προσεγγίζεται εάν ο παίκτης
1 επιλέξει στον αρχικό κόμβο την ενέργεια [image: B1   ]. Οι δύο ακμές που απορρέουν από
τον κόμβο [image: y  ] αναπαριστούν τις δύο διαθέσιμες ενέργειες του παίκτη 2 στο σημείο
αυτό, δηλαδή τις ενέργειες [image: A2   ] και [image: B2   ]. Παρομοίως, οι δύο ακμές που απορρέουν
από τον κόμβο [image: z  ] αναπαριστούν τις δύο διαθέσιμες ενέργειες [image: Γ 2   ] και [image: Δ2   ] του
παίκτη 2 στον κόμβο αυτό.

   Ο κόμβος απόφασης [image: w  ], ο οποίος προσεγγίζεται εάν ο παίκτης 1 επιλέξει την
ενέργεια [image: B1   ] στον κόμβο [image: x  ] και ο παίκτης 2 επιλέξει την ενέργεια [image: Δ2   ] στον κόμβο
[image: z  ], προσδιορίζει ότι στο σημείο αυτό επιλέγει ενέργεια (κινείται) ο παίκτης 3. Στον
κόμβο αυτό ο παίκτης 3 έχει τη δυνατότητα επιλογής μεταξύ των ενεργειών [image: A3   ] και
[image: B3   ].

   Τέλος, οι κόμβοι [image: (t1,t2,t3,t4,t5)  ] είναι οι τερματικοί κόμβοι του παιγνίου. Το
παίγνιο καταλήγει σε έναν από τους κόμβους αυτούς ως συνάρτηση των επιλογών
των παικτών στους διάφορους κόμβους αποφάσεων. Σε κάθε τερματικό κόμβο
αντιστοιχούν αποδόσεις για τους παίκτες. Για παράδειγμα, στον τερματικό κόμβο
[image: t1   ] αντιστοιχεί το διάνυσμα των αποδόσεων (1,0,1), όπου ο πρώτος αριθμός
υποδηλώνει την απόδοση του παίκτη 1, ο δεύτερος αριθμός υποδηλώνει
την απόδοση του παίκτη 2 και ο τρίτος αριθμός την απόδοση του παίκτη
3.

   Αφήσαμε ως τελευταίο σημείο την περιγραφή της πληροφόρησης που έχουν οι
παίκτες όταν επιλέγουν ενέργειες. Η περιγραφή γίνεται μέσω των συνόλων
πληροφορίας των παικτών. ΄Ενα σύνολο πληροφορίας περιλαμβάνει όλους εκείνους
τους κόμβους αποφάσεων ενός παίκτη τους οποίους ο συγκεκριμένος παίκτης δεν
μπορεί να ξεχωρίσει. Δηλαδή, ο παίκτης γνωρίζει ότι η εξέλιξη του παιχνιδιού
έχει οδηγήσει σε κάποιον από τους κόμβους του συνόλου αυτού, αλλά δεν
γνωρίζει σε ποιον ακριβώς κόμβο. Για να κατανοήσουμε καλύτερα την έννοια
αυτή ας περιγράψουμε με περισσότερη λεπτομέρεια το παίγνιο του δένδρου
3.1.

   Το παίγνιο ξεκινά όπως είπαμε με την επιλογή του παίκτη 1 μεταξύ [image: A1   ] και
[image: B   1   ]. Η επιλογή που κάνει ο 1 παρατηρείται από τους άλλους παίκτες. Κατόπιν
κινείται (επιλέγει ενέργεια) ο παίκτης 2. Δεδομένης της υπόθεσης ότι η επιλογή του
1 παρατηρείται, ο παίκτης 2 γνωρίζει σε ποιον κόμβο βρίσκεται (ο παίκτης 2 μπορεί,
με άλλα λόγια, να διακρίνει μεταξύ των κόμβων [image: y  ] και [image: z  ]. Ο παίκτης 2
επιλέγει με τη σειρά του κάποια ενέργεια, ανάλογα του κόμβου στον οποίο
βρίσκεται. Η επιλογή του επίσης παρατηρείται από τους άλλους παίκτες. Αν οι
                                                                     

                                                                     
επιλογές των 1 και 2 στους κόμβους [image: x  ] και [image: z  ] είναι [image: B   2   ] και [image: Δ   2   ] αντίστοιχα,
επιλέγει ενέργεια ο παίκτης 3, ο οποίος επίσης γνωρίζει σε ποιον κόμβο
βρίσκεται.

   Στο συγκεκριμένο παράδειγμα ο παίκτης 1 έχει ένα σύνολο πληροφορίας, όπως
και ο παίκτης 3. Αυτό προφανώς ισχύει τετριμμένα αφού κάθε ένας από τους παίκτες
αυτούς έχουν έναν μόνο κόμβο απόφασης. Ο παίκτης 2 έχει δύο σύνολα
πληροφορίας: το ένα σύνολο πληροφορίας περιέχει τον κόμβο [image: y  ] και το άλλο
περιέχει τον κόμβο [image: z  ] (υπενθυμίζουμε ότι ένα σύνολο πληροφορίας ενός παίκτη
περιέχει τους κόμβους εκείνους τους οποίους ο παίκτης δεν μπορεί να ξεχωρίσει: ο 2
μπορεί να διακρίνει μεταξύ των δύο αυτών κόμβων, άρα αυτοί βρίσκονται σε
διαφορετικά σύνολα πληροφορίας).

Ορισμός 1 ΄Ενα σύνολο πληροφορίας ενός παίκτη είναι μία συλλογή κόμβων
αποφάσεων που ικανοποιούν τις εξής συνθήκες:
     
	
   1. 
	όλοι οι κόμβοι της συλλογής ανήκουν στον παίκτη αυτόν
     
	
   2. 
	όταν η εξέλιξη του παιγνίου οδηγήσει σε κάποιον από τους κόμβους αυτής
     της συλλογής, ο παίκτης δεν γνωριζει ποιος είναι ο συγκεκριμένος κόμβος
     που έχει προσεγγιστεί
     


Μία πρώτη συνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι ότι από όλους τους κόμβους ενός
συνόλου πληροφορίας απορρέουν πάντα οι ίδιες διαθέσιμες ενέργειες. Αλλιώς, η
αντιστοίχιση διαφορετικών ενεργειών σε διαφορετικούς κόμβους (του ίδιου συνόλου
πληροφορίας) θα έδινε πληροφόρηση στον παίκτη σχετικά με τον κόμβο στον οποίο
βρίσκεται.

Το παρακάτω παράδειγμα διευκρινίζει ακόμη περισσότερο τα παραπάνω.

Παράδειγμα 1
 ΄Εστω παίγνιο με τους παίκτες 1 και 2. Ο παίκτης 1 επιλέγει ενέργεια πρώτος (κόμβος
απόφασης [image: x  ]).1 
Οι διαθέσιμες ενέργειες του είναι οι [image: A1   ] και [image: B1   ]. Ο παίκτης 2 παρατηρεί την
επιλογή του 1 και κατόπιν επιλέγει μεταξύ δύο ενεργειών, τις [image: A   2   ] και [image: B   2   ] (κόμβοι
αποφάσεων [image: y  ] και [image: z  ]). Μετά από την επιλογή του 2, το παίγνιο τελειώνει
(καταλήγει σε κάποιο τερματικό κόμβο).

   Οι αποδόσεις που αντιστοιχούν στους τερματικούς κόμβους της παραπάνω
αλληλεπίδρασης περιγράφονται στο δένδρο του Σχήματος 3.2.
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Σχήμα 3.2: Ο παίκτης 2 παρατηρεί την επιλογή του παίκτη 1



                                                                     

                                                                     



Ο παίκτης 1 έχει ένα σύνολο πληροφορίας, το οποίο περιλαμβάνει τον κόμβο [image: x  ]. Ο
παίκτης 2 έχει δύο σύνολα πληροφορίας, διότι παρατηρεί την κίνηση του
1 και άρα γνωρίζει, πριν ενεργήσει, σε ποιον κόμβο βρίσκεται. Το πρώτο
από αυτά τα σύνολα περιλαμβάνει τον κόμβο [image: y  ] και το δεύτερο τον κόμβο
[image: z  ].

   Ας αλλάξουμε τώρα την παραπάνω δομή υποθέτοντας ότι ο παίκτης 2 δεν
παρατηρεί την επιλογή του παίκτη 1. Σε αυτή την περίπτωση, όταν επιλέγει
ενέργεια, ο 2 δεν γνωρίζει αν βρίσκεται στον αριστερό ([image: y  ]) ή τον δεξιό
([image: z  ]) κόμβο του. Συνεπώς, οι δύο αυτοί κόμβοι ανήκουν στο ίδιο σύνολο
πληροφόρησης. Δηλώνουμε αυτό το γεγονός μέσω των διακεκομμένων γραμμών
που περιβάλλουν τους δύο κόμβους του παίκτη 2, όπως δείχνει το Σχήμα
3.3. Επομένως, με βάση τη νέα δομή πληροφόρησης, ο παίκτης 2 διαθέτει
ένα σύνολο πληροφορίας το οποίο αποτελείται από τους κόμβους [image: y  ] και
[image: z  ].

   Η πρώτη εκδοχή του παραπάνω παραδείγματος (όπου ο παίκτης 2 παρατηρεί την
επιλογή του παίκτη 1) συνιστά μία περίπτωση παιγνίου τέλειας πληροφόρησης: όλοι
οι παίκτες, πριν επιλέξουν ενέργεια, γνωρίζουν (παρατηρούν) τις προηγηθείσες
κινήσεις των άλλων παικτών. Γνωρίζουν, με άλλα λόγια, σε ποιον κόμβο αποφάσεων
βρίσκονται. Η δεύτερη εκδοχή (όπου ο παίκτης 2 δεν παρατηρεί την επιλογή του
παίκτη 1) είναι μία περίπτωση παιγνίου ατελούς πληροφόρησης: ένας τουλάχιστον
παίκτης δεν παρατηρεί την επιλογή κάποιου παίκτη και, συνεπώς, δεν γνωρίζει σε
ποιον κόμβο βρίσκεται.

Δεδομένων των παραπάνω, μπορούμε να ορίσουμε ένα παίγνιο τέλειας πληροφόρησης
με τον εξής τρόπο.

Ορισμός 2 ΄Ενα παίγνιο ονομάζεται παίγνιο τέλειας πληροφόρησης όταν κάθε σύνολο
πληροφορίας κάθε παίκτη έχει έναν μόνο κόμβο.

Το παίγνιο που αντιστοιχεί στο Σχήμα 3.2 είναι συνεπώς παίγνιο πλήρους
πληροφόρησης ενώ αυτό του Σχήματος 3.3 είναι ατελούς πληροφόρησης.
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Σχήμα 3.3: Ο παίκτης 2 δεν παρατηρεί την επιλογή του παίκτη 1

                                                                     

                                                                     



   3.2.1    Στρατηγικές

Μέχρι στιγμής έχουμε μιλήσει για τις διαθέσιμες ενέργειες των παικτών σε ένα
δυναμικό παίγνιο. Η έννοια της στρατηγικής σε ένα τέτοιο παίγνιο είναι πιο
σύνθετη έννοια, καθώς είναι ένα πλάνο που προσδιορίζει τι θα κάνει ένας
παίκτης σε κάθε δυνατό ενδεχόμενο στο παιχνίδι, ή αλλιώς σε κάθε σύνολο
πληροφορίας του. Η στρατηγική ενός παίκτη, συνεπώς, είναι ένας συνδυασμός
ενεργειών, όπου κάθε ενέργεια αντιστοιχεί σε ένα σύνολο πληροφορίας
του.


Ορισμός 3 Μία καθαρή στρατηγική ενός παίκτη σε ένα παίγνιο εκτεταμένης
μορφής είναι ένα πλάνο επιλογής ενεργειών σε κάθε σύνολο πληροφορίας
του.


Θα περιγράψουμε τις στρατηγικές των παικτών για τις δύο εκδοχές του Παραδείγματος 1 (υπενθυμίζουμε ότι στην πρώτη εκδοχή του παραδείγματος ο 2 παρατηρεί την επιλογή του 1, ενώ στην δεύτερη δεν την παρατηρεί). 
Συμβολίζουμε με [image: X1   ] και [image: X2   ] τα σύνολα των στρατηγικών των παικτών 1 και 2 αντίστοιχα.
Παρατηρούμε κατ’ αρχάς ότι και για τις δύο εκδοχές ο παίκτης 1 έχει ένα και το αυτό σύνολο πληροφορίας. Και για τις δύο εκδοχές συνεπώς το σύνολο στρατηγικών του παίκτη 1 ταυτίζεται με το σύνολο ενεργειών του στον μοναδικό κόμβο του, δηλαδή:


   
[image: X1  = {A1,B1 } ]
 
Ας δούμε τώρα τον παίκτη 2 στην πρώτη εκδοχή του Παραδείγματος 1. Μία στρατηγική του παίκτη 2 είναι ένα πλάνο το οποίο προσδιορίζει πως θα ενεργήσει σε κάθε σύνολο πληροφορίας του. 
Δηλαδή, πως θα ενεργήσει εάν παρατηρήσει την επιλογή [image: A1   ] εκ μέρους του παίκτη 1 και πως θα ενεργήσει εάν παρατηρήσει την επιλογή [image: B1   ]. ΄Ενα τέτοιο πλάνο είναι για παράδειγμα το [image: A2B2   ], 
το οποίο λέει στον 2 να επιλέξει [image: A2   ] εάν ο 1 επιλέξει [image: A1   ] και [image: B2   ] εάν ο 1 επιλέξει [image: B1   ].
Το σύνολο όλων αυτών των στρατηγικών ή πλάνων είναι το

 
 [image: X2 = {A2A2, A2B2, B2A2, B2B2 } ]

Στην δεύτερη εκδοχή του Παραδείγματος 1 ο παίκτης 2 δεν παρατηρεί την κίνηση
του παίκτη 1. Κατά συνέπεια ο παίκτης 2 δεν γνωρίζει σε ποιον ακριβώς κόμβο
βρίσκεται. Συνεπώς, ένα πλάνο όπως αυτό της πρώτης εκδοχής δεν θα είχε νόημα
(δεν μπορούμε να εξαρτήσουμε τις ενέργειες μας από κάτι το οποίο δεν
παρατηρούμε). Στην περίπτωση της δεύτερης εκδοχής λοιπόν, οι στρατηγικές του 2
ταυτίζονται με τις ενέργειες του και άρα το σύνολο των στρατηγικών είναι το:


   
[image: X2  = {A2,B2 } ]

Παράδειγμα 2 
΄Εστω το παίγνιο του Σχήματος 3.4. Η αλληλεπίδραση μεταξύ των παικτών
έχει ως εξής. Αρχικά κινείται ο παίκτης 1, επιλέγοντας μεταξύ [image: A   1   ] και
[image: B1   ]. Αν επιλέξει την ενέργεια [image: A1   ] τότε ο παίκτης 2 έχει τη δυνατότητα να
επιλέξει μεταξύ των ενεργειών [image: A2   ] και [image: B2   ]. Μετά από την επιλογή του 2,
καταλήγουμε σε τερματικούς κόμβους. Αν ο 1 επιλέξει στον αρχικό κόμβο την ενέργεια [image: B1   ], ο 2 έχει τη δυνατότητα να επιλέξει μεταξύ των ενεργειών [image: Γ 2   ] και [image: Δ2   ]. Η επιλογή [image: Γ 2   ] οδηγεί σε τερματικό κόμβο, ενώ η [image: Δ2   ] δίνει κίνηση στον παίκτη 1 ξανά, ο οποίος έχει να επιλέξει μεταξύ των ενεργειών [image: Γ 1   ] και [image: Δ1   ]. Μετά από την επιλογή του 1, οδηγούμαστε σε τερματικούς κόμβους.

   Το παραπάνω παίγνιο είναι τέλειας πληροφόρησης. Ο παίκτης 1 έχει δύο σύνολα
πληροφορίας στο παίγνιο αυτό. Το πρώτο σύνολο αποτελείται από τον κόμβο [image: x  ] και το δεύτερο αποτελείται από τον κόμβο [image: w  ]. Ο παίκτης 2 έχει δύο επίσης σύνολα
πληροφορίας. Το αριστερό σύνολο πληροφορίας αποτελείται από τον κόμβο [image: y  ] και
το δεξιό από τον κόμβο [image: z  ].
                                                                     

                                                                     

   Το σύνολο στρατηγικών κάθε παίκτη είναι το σύνολο όλων των συνδυασμών
ενεργειών που απορρέουν από τα δύο σύνολα πληροφορίας του. Συνεπώς τα σύνολα
αυτά είναι τα:


   
[image: X  =  {A Γ ,A  Δ ,B  Γ ,B Δ  }   1     1 1   1 1   1 1  1  1 ]

   
[image: X2 =  {A2Γ 2,A2 Δ2,B2 Γ 2,B2Δ2 } ]
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Σχήμα 3.4: Ενέργειες και Στρατηγικές



                                                                     

                                                                     



Εκ πρώτης όψεως φαίνεται να υπάρχει μία ασυνέπεια στον ορισμό των στρατηγικών.
Για παράδειγμα, η στρατηγική [image: A1 Γ 1   ] εμπεριέχει ενέργειες ασύμβατες μεταξύ τους:
αν ο παίκτης 1 επιλέξει την ενέργεια [image: A1   ], ο κόμβος [image: w  ] δεν πρόκειται να
προσεγγιστεί. Παρόλα αυτά, ο τρόπος με τον οποίο ορίζουμε τις στρατηγικές έχει
σημασία για τον προσδιορισμό της ισορροπίας στα δυναμικά παίγνια, όπως
παρουσιάζουμε στην επόμενη ενότητα.

   Ολοκληρώνουμε την ενότητα αυτή σημειώνοντας ότι οι τυχαίες (μικτές)
στρατηγικές σε παίγνια εκτεταμένης μορφής μπορούν να εκφραστούν με δύο
τρόπους. Μία μικτή στρατηγική ενός παίκτη είναι μία κατανομή πιθανότητας ως προς
όλα τα πλάνα επιλογής ενεργειών του, δηλαδή ως προς το σύνολο όλων των
καθαρών στρατηγικών του. Ας πάρουμε τώρα τα σύνολα πληροφορίας του παίκτη,
και ας ορίσουμε για κάθε ένα από αυτά μία κατανομή πιθανότητας ως προς τις
ενέργειες του συνόλου αυτού. Τότε, μία συμπεριφορική στρατηγική είναι μία
συλλογή ανεξάρτητων κατανομών πιθανότητας που αντιστοιχούν στα σύνολα
αυτά.

   Ο Kuhn  (1953) έδειξε ότι σε παίγνια στα οποία οι παίκτες έχουν τέλεια μνήμη,
δηλαδή δεν ξεχνούν την πληροφόρηση που είχαν στο παρελθόν, και επίσης δεν
ξεχνούν τις επιλογές που έκαναν στο παρελθόν, τότε οι δύο έννοιες στρατηγικών
είναι ισοδύναμες. Αυτό σημαίνει ότι για κάθε μικτή στρατηγική υπάρχει μία
ισοδύναμη συμπεριφορική στρατηγική, και το αντίθετο, όπου η ισοδυναμία έχει να
κάνει με το ότι και οι δύο στρατηγικές παράγουν την ίδια κατανομή πιθανότητας ως
προς τους τερματικούς κόμβους του παιγνίου (για δεδομένες στρατηγικές των άλλων
παικτών).


   3.2.2    Ισορροπία

Η έννοια ισορροπίας που θα μας απασχολήσει στα δυναμικά παίγνια είναι, κατ’
αρχάς, αυτή της ισορροπίας κατά Nash . Σε απλούς όρους, ένα διάνυσμα
στρατηγικών συνιστά ισορροπία κατά Nash  σε ένα τέτοιο παίγνιο αν ουδείς παίκτης
έχει κίνητρο να μεταβάλλει μονομερώς τη στρατηγική του, δηλαδή δεν έχει
κίνητρο να μεταβάλλει τις ενέργειες του σε οποιοδήποτε σύνολο πληροφορίας
του.2 

   Ξεκινούμε τη μελέτη της ισορροπίας μέσω ενός παραδείγματος. Ας υποθέσουμε
ότι στην αγορά μηχανών αναζήτησης στο Διαδίκτυο λειτουργεί αρχικά μία μόνο
επιχείρηση, η Google . Η επιχείρηση αυτή αντιμετωπίζει το ενδεχόμενο εισόδου στην
αγορά μίας ανταγωνίστριας επιχείρησης, της Bing . Εάν μπει στην αγορά η Bing , η
Google  έχει δύο επιλογές: είτε να προβεί σε επιθετική πολιτική τιμών (στρατηγική
F ), είτε να τιμολογήσει το προϊόν της με συντηρητικό τρόπο (στρατηγική A ).
                                                                     

                                                                     
Αντίστοιχα, οι επιλογές της Bing  είναι να εισέλθει στην αγορά (στρατηγική E ) ή
να μην εισέλθει σε αυτήν (στρατηγική O ). Το δένδρο του παιγνίου αυτού
εμφανίζεται στο Σχήμα 3.5, στο οποίο εμφανίζονται και οι αποδόσεις των
παικτών.
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Σχήμα 3.5: Παίγνιο εισόδου



                                                                     

                                                                     



Ας υπολογίσουμε την ισορροπία ή τις ισορροπίες κατά Nash  για το παράδειγμα αυτό.
΄Ενας εύκολος τρόπος υπολογισμού των ισορροπιών είναι να μετατρέψουμε το δέντρο
του παιγνίου στον αντίστοιχο πίνακα αποδόσεων (ο οποίος ακολουθεί). Η μετατροπή
αυτή οδηγεί, προφανώς, σε απώλεια πληροφορίας. Παρ’ όλα αυτά όμως είναι χρήσιμη.



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 3.6: Πίνακας αποδόσεων για παίγνιο εισόδου

                                                                     

                                                                     
   


Στον παραπάνω πίνακα εντοπίζουμε δύο ισορροπίες κατά Nash , τις [image: (F, O)  ]
και [image: (A, E )  ]. Η ισορροπία [image: (F, O)  ] όμως παρουσιάζει ένα πρόβλημα. Με
βάση την ισορροπία αυτή, η Bing  δεν εισέρχεται στην αγορά (στρατηγική
[image: O  ]). Ο λόγος είναι ότι εάν έμπαινε τότε η Google  θα επέλεγε επιθετική
πολιτική τιμών (στρατηγική [image: F  ]). ΄Ενας τρόπος ερμηνείας της ισορροπίας αυτή
είναι ο εξής. Η Google  απειλεί την Bing  λέγοντας της το εξής: εάν μπεις
στην αγορά, θα παίξω επιθετικά. Συνεπώς, είναι καλύτερο για εσένα να μην
μπεις.

   Η παραπάνω απειλή όμως είναι μη αξιόπιστη. Αν η Bing  εισέλθει τελικά στην
αγορά, η βέλτιστη κίνηση της Google  είναι να επιλέξει την στρατηγική A  (και να
κερδίσει 1 μονάδα αντί να χάσει 1 μονάδα) και όχι να παίξει επιθετικά. Με άλλα
λόγια η ισορροπία [image: (F, O)  ] εμπεριέχει μία στρατηγική η οποία σε κάποιο σημείο του
δέντρου (στον κόμβο της Google ) καθίσταται μη ορθολογική. Σε μία τέτοια
περίπτωση θα λέμε ότι η [image: (F,O )  ] είναι μεν ισορροπία, αλλά δεν είναι τέλεια κατά
υποπαίγνιο. Ως υποπαίγνιο εννοούμε κάθε κομμάτι του αρχικού παιγνίου το οποίο
μπορεί να αναλυθεί ανεξάρτητα από το υπόλοιπο παίγνιο (οι ακριβείς ορισμοί δίνονται
παρακάτω).

   Το ζεύγος στρατηγικών που αντιστοιχεί στην ισορροπία [image: (A, E )  ] δεν πάσχει από
το παραπάνω πρόβλημα. Με βάση αυτή την ισορροπία, όλοι οι παίκτες επιλέγουν
εύλογες ενέργειες σε κάθε κομμάτι του παιγνίου, όπως εύκολα μπορούμε να
διαπιστώσουμε. Θα λέμε συνεπώς ότι το ζεύγος [image: (A,E )  ] είναι ισορροπία Nash τέλεια
κατά υποπαίγνιο. 

   ΄Ενας τρόπος άμεσου υπολογισμού των τέλειων κατά υποπαίγνιο ισορροπιών είναι
μέσω της μεθόδου της οπισθογενούς επαγωγής. Με βάση αυτή τη μέθοδο
μελετούμε το παίγνιο από το τέλος προς την αρχή. Ας δούμε, λοιπόν, το
τελευταίο κομμάτι (υποπαίγνιο), όπου έχει κίνηση η Google . Στο σημείο αυτό η
Google  επιλέγει [image: A  ] (η απόδοση από την [image: A  ] υπερβαίνει την απόδοση από την
[image: F  ]). Δεδομένου του παραπάνω βήματος, ας δούμε τι θα κάνει η Bing  στον
αρχικό κόμβο του παιγνίου. Εάν δεν μπει στην αγορά, θα έχει κέρδος 0.
Εάν μπει, θα έχει κέρδος 2 (διότι από το προηγούμενο βήμα ξέρουμε ότι
στο τελευταίο υποπαίγνιο η Google  επιλέγει [image: A  ]). ΄Αρα, η Bing  επιλέγει
[image: E  ].

Ας ορίσουμε τώρα με μεγαλύτερη λεπτομέρεια την τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία
Nash  ή αλλιώς την υποπαιγνιακά τέλεια ισορροπία Nash . Πρώτο βήμα είναι ο ορισμός
του υποπαιγνίου.

Ορισμός 4 Ως υποπαίγνιο ενός παιγνίου εκτεταμένης μορφής ορίζεται κάθε
υποσύνολο του παιγνίου το οποίο:
      
	
   [image: ∙ ] 
	ξεκινά από έναν μοναδικό κόμβο
      
	
                                                                     

                                                                     
   [image: ∙ ] 
	περιλαμβάνει τον παραπάνω αυτόν κόμβο και όλους τους κόμβους που
      έπονται αυτού 
      
	
   [image: ∙ ] 
	δεν διαχωρίζει τους κόμβους που ανήκουν στο ίδιο σύνολο πληροφορίας
      (δεν ‘‘σπάει’’ τα σύνολα πληροφορίας)


Θα εξετάσουμε τον παραπάνω ορισμό σε σχέση με το Παράδειγμα 2 (σχήμα 3.4).
΄Ενα από τα υποσύνολα του παιγνίου που ικανοποιεί τα κριτήρια του παραπάνω
ορισμού είναι το τμήμα εκείνο που ξεκινά από τον κόμβο [image: w  ] του παίκτη 1 (καθώς
ξεκινά από μοναδικό κόμβο, ενώ τα υπόλοιπα δύο κριτήρια δεν είναι σχετικά με την
περίπτωση). Παρόμοιο συμπέρασμα ισχύει για το τμήμα εκείνο που ξεκινά από τον
κόμβο [image: y  ] του παίκτη 2. ΄Ενα τρίτο υποπαίγνιο είναι αυτό που ξεκινά από τον κόμβο
[image: z  ] του παίκτη 2 και περιλαμβάνει τον κόμβο αυτόν, καθώς και όλους όσοι έπονται
αυτού. Συμπερασματικά, το παίγνιο έχει τρία υποπαίγνια (ή αλλιώς έχει
τέσσερα υποπαίγνια, εάν θεωρήσουμε όλο το παίγνιο ως υποπαίγνιο του εαυτού
του).

   Ας δούμε τώρα το Σχήμα 3.7. Το υποσύνολο κόμβων που ξεκινά από
τον κόμβο [image: z  ] δεν συνιστά υποπαίγνιο διότι σπάει (διαχωρίζει) το σύνολο
πληροφορίας του παίκτη 2. Παρόμοιο συμπέρασμα ισχύει για το υποσύνολο
που ξεκινά από τον κόμβο [image: y  ]. Συνεπώς, το παίγνιο που αντιστοιχεί στο
Σχήμα 3.7 δεν έχει υποπαίγνια (ή αλλιώς έχει ένα υποπαίγνιο, τον εαυτό
του).

   Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι η ιδιότητα ότι ένα υποπαίγνιο δεν διαχωρίζει
σύνολα πληροφορίας είναι εύλογη. ΄Οπως είπαμε και παραπάνω, ένα υποπαίγνιο είναι
ένα κομμάτι του αρχικού παιγνίου το οποίο μπορεί να αναλύθει αυτόνομα. Εάν ένα
υποπαίγνιο διεχώριζε κάποιο σύνολο πληροφορίας (αν δηλαδή ενσωμάτωνε κάποιους,
αλλά όχι όλους τους κόμβους του συνόλου αυτού), τότε αυτό θα σήμαινε
ότι ορισμένοι κόμβοι του συνόλου μπορούν να αναλυθούν αυτόνομα από
τους υπόλοιπους. Κάτι τέτοιο όμως αντίκειται στην έννοια του συνόλου
πληροφορίας.
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Σχήμα 3.7: Παίγνιο χωρίς υποπαίγνια



                                                                     

                                                                     



   Θα επανέλθουμε τώρα στο Παράδειγμα 2 και στο Σχήμα 3.4 για να δούμε ένα
ακόμη σημαντικό σημείο. Ας πάρουμε ένα ζεύγος στρατηγικών, π.χ., το ζεύγος
[image: (A1 Γ 1,B2Δ2 )  ]. Το ζεύγος αυτό προσδιορίζει συγκεκριμένες ενέργειες των παικτών
στα διάφορα υποπαίγνια. Για το υποπαίγνιο, π.χ., που ξεκινά από τον κόμβο [image: z  ], οι
ενέργειες που προβλέπει το παραπάνω ζεύγος στρατηγικών είναι η [image: Δ2   ] (για τον
παίκτη 2) και η [image: Γ 1   ] (για τον παίκτη 1). Οι ενέργειες [image: (Δ2, Γ 1)  ] συνιστούν
τον περιορισμό του ζεύγους στρατηγικών [image: (A  Γ ,B Δ  )   1 1   2 2  ] στο εν λόγω
υποπαίγνιο.

   Με ανάλογο τρόπο ορίζουμε τον περιορισμό του [image: (A1 Γ 1,B2Δ2 )  ] σε κάθε άλλο
υποπαίγνιο. ΄Ετσι, ο περιορισμός του ζεύγους αυτού στο υποπαίγνιο που ξεκινά από
τον κόμβο [image: w  ] είναι η ενέργεια [image: Γ 1   ]. Τέλος, ο περιορισμός στο υποπαίγνιο που
ξεκινά από τον κόμβο [image: y  ] είναι η ενέργεια [image: B2   ].

   Είμαστε τώρα σε θέση να ορίσουμε την τελειότητα κατά υποπαίγνιο.

Ορισμός 5 Μία ισορροπία κατά Nash ενός παιγνίου εκτεταμένης μορφής ονομάζεται
τέλεια κατά υποπαίγνιο (ή υποπαιγνιακά τέλεια) εάν ο περιορισμός της σε κάθε
υποπαίγνιο συνιστά ισορροπία Nash για το αντίστοιχο υποπαίγνιο.

Συνεπώς, οι τέλειες κατά υποπαίγνιο ισορροπίες αποτελούν υποσύνολο των
ισορροπίων κατά Nash  του παιγνίου. Δηλαδή, κάθε τέλεια κατά υποπαίγνιο
ισορροπία είναι ισορροπία Nash  για το παίγνιο, αλλά το αντίστροφο δεν ισχύει
πάντα.

   ΄Ενα άλλο στοιχείο που πρέπει να επισημανθεί είναι ότι μία τέλεια κατά
υποπαίγνιο ισορροπία δημιουργεί το αντίστοιχο τέλειο αποτέλεσμα ισορροπίας,
δηλαδή δημιουργεί ένα μονοπάτι επί του δένδρου το οποίο ακολουθούν οι παίκτες
επιλέγοντας τις ενέργειες που προσδιορίζει η ισορροπία. Για να κατανοήσουμε την
έννοια αυτή, ας δούμε το παίγνιο του Σχήματος 3.8.
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Σχήμα 3.8: Ισορροπία και αποτέλεσμα ισορροπίας



                                                                     

                                                                     



Η τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία στο παίγνιο αυτό είναι η [image: (A1, B2)  ]. Το
αντίστοιχο αποτέλεσμα ισορροπίας προκύπτει από τη στρατηγική [image: A1   ] του παίκτη 1,
η οποία οδηγεί (ως μονοπάτι) από τον αρχικό κόμβο [image: x  ] στον τερματικό κόμβο με
αποδόσεις [image: (2,0)  ].

   ΄Οπως είπαμε και προηγουμένως, οι τέλειες κατά υποπαίγνιο ισορροπίες
υπολογίζονται με την μέθοδο της οπισθογενούς επαγωγής. Θα εφαρμόσουμε την
μέθοδο αυτή για το Παράδειγμα 2, το δένδρο του οποίου αναπαράγεται για ευκολία
ως Σχήμα 3.9.
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Σχήμα 3.9: Τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία



                                                                     

                                                                     



Ξεκινούμε με το υποπαίγνιο το οποίο αρχίζει με τον κόμβο [image: w  ]. Η βέλτιστη
ενέργεια του παίκτη 1 στο υποπαίγνιο αυτό είναι η [image: Δ1   ] αφού του εξασφαλίζει
απόδοση -1 έναντι -2 της ενέργειας [image: Γ 1   ]. Ας πάμε τώρα ένα βήμα πίσω,
στον κόμβο [image: z  ]. Αν στον κόμβο αυτό ο παίκτης 2 επιλέξει την ενέργεια
[image: Δ2   ], η απόδοση του θα είναι 0 (αφού στον επόμενο κόμβο ο 1 επιλέγει
[image: Δ1   ]). Και αν επιλέξει [image: Γ 2   ], η απόδοση του θα είναι -1. Συνεπώς ο 2 επιλέγει
[image: Δ2   ].

   Στο υποπαίγνιο που αρχίζει με τον κόμβο [image: y  ], ο παίκτης 2 επιλέγει [image: B   2   ]. Τέλος,
ας δούμε τον αρχικό κόμβο του παιγνίου. Αν ο 1 επιλέξει την ενέργεια [image: B1   ] η
απόδοση του θα είναι -1 και αν επιλέξει [image: A1   ], η απόδοση του θα είναι 0.
Συνεπώς επιλέγει [image: A1   ]. Η τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία είναι συνεπώς η
[image: (A1 Δ1,B2 Δ2)  ]. Το υποπαιγνιακά τέλειο αποτέλεσμα ισορροπίας (το μονοπάτι που
θα ακολουθηθεί στο δένδρο) είναι το [image: (A1,B2 ).  ] Οι αποδόσεις των δύο παικτών είναι
(0,2).

   Το παράδειγμα αυτό δείχνει τη χρησιμότητα του ορισμού της στρατηγικής ως
πλήρους πλάνου επιλογής ενεργειών σε κάθε σύνολο πληροφορίας, ακόμη και εάν
ένα σύνολο πληροφορίας δεν προσεγγίζεται από την εν λόγω στρατηγική
(παραπέμπουμε στο σχόλιο της τελευταίας παραγράφου της ενότητας 3.2.1). Η
επιλογή της ενέργειας [image: A1   ] εκ μέρους του παίκτη 1 σημαίνει ότι τα σύνολα
πληροφορίας που αποτελούνται από τους κόμβος [image: z  ] και [image: w  ] δεν προσεγγίζονται.
Παρόλα αυτά, η απόφαση για την επιλογή (ή μη) της ενέργειας [image: A1   ] απαιτεί,
προφανώς, τον προσδιορισμό των επιλογών των παικτών 2 και 1 στους κόμβους
αυτούς.

Παράδειγμα 3
Δύο παίκτες, οι 1 και 2, ανακοινώνουν μία από τις δύο πλευρές ενός νομίσματος,
δηλαδή κορώνα ([image: K  ]) ή γράμματα ([image: Γ  ]). Αν οι ανακοινώσεις είναι ίδιες, ο 2 πληρώνει
στον 1 ένα ευρώ, ενώ αν διαφέρουν, οι όροι αντιστρέφονται (ο 1 πληρώνει στον 2
ένα ευρώ). Οι ανακοινώσεις γίνονται διαδοχικά: πρώτα ανακοινώνει ο 1 και μετά ο 2,
αφού πρώτα παρατηρήσει την επιλογή του 1. Το παίγνιο έχει συνεπώς τέλεια
πληροφόρηση.

   Το δένδρο του παιγνίου είναι το εξής:
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Σχήμα 3.10: Το παίγνιο των κερμάτων με διαδοχικές επιλογές



                                                                     

                                                                     



Το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη 1 είναι το [image: X = {K, Γ } ]. Από την
άλλη μεριά, μία στρατηγική του παίκτη 2 είναι της μορφής [image: ab  ], η οποία έχει
την εξής ερμηνεία: ο 2 επιλέγει την ενέργεια [image: a  ], εάν βρεθεί στον αριστερό
κόμβο του (εάν δηλαδή ο παίκτης 1 επιλέξει [image: K  ]), και επιλέγει την ενέργεια
[image: b  ], εάν βρεθεί στον δεξιό κόμβο του (εάν δηλαδή ο 1 επιλέξει [image: Γ  ]), όπου
[image: a,b ∈ {K,Γ } ].

   Με βάση την παραπάνω ερμηνεία, η στρατηγική [image: Γ K  ] σημαίνει ότι ο 2 επιλέγει
το ακριβώς αντίθετο από ότι επιλέγει ο 1, ενώ η στρατηγική [image: K Γ  ] σημαίνει ότι ο 2
επιλέγει ότι και ο 1. Με βάση τη στρατηγική [image: KK  ], ο 2 επιλέγει [image: K  ] ανεξάρτητα
του τι κάνει ο 1, ενώ με βάση την [image: Γ Γ  ], επιλέγει [image: Γ  ] ανεξάρτητα του τι κάνει ο
1.

   Ο πίνακας αποδόσεων που αντιστοιχεί στο παραπάνω παίγνιο εκτεταμένης
μορφής έχει ως εξής: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 3.11: Πίνακας παιγνίου κερμάτων

                                                                     

                                                                     
   


   Προφανώς η βέλτιστη στρατηγική του παίκτη 2 είναι να επιλέξει [image: K  ], εάν
παρατηρήσει [image: Γ  ] και να επιλέξει [image: Γ  ], εάν παρατηρήσει [image: K  ]. Δηλαδή, ο 2 θα επιλέξει
τη στρατηγική [image: Γ K  ]. Δεδομένου αυτού, το παίγνιο έχει δύο ισορροπίες τέλειες κατά
υποπαίγνιο, τις [image: (K,Γ K )  ] και [image: (Γ ,Γ K )  ].


   3.2.3    Κάποια παράδοξα αποτελέσματα

Ορισμένες φορές η εφαρμογή της μεθόδου της οπισθογενούς επαγωγής σε παίγνια
εκτεταμένης μορφής οδηγεί σε μη αναμενόμενα αποτελέσματα, δηλαδή σε
αποτελέσματα που δεν θα περιμέναμε να προκύψουν από τις επιλογές ορθολογικών
παικτών. Στην ενότητα αυτή θα δούμε ορισμένα σχετικά παραδείγματα.

Το παίγνιο της σαρανταποδαρούσας
Δύο παίκτες έχουν εναλλάξ την ευκαιρία είτε να πάρουν ένα ποσό χρημάτων άμεσα,
είτε να παραχωρήσουν την δυνατότητα αυτή στον αντίπαλο παίκτη. ΄Οσο
παραχωρούν τη δυνατότητα, το συνολικό χρηματικό ποσό αυξάνει. Εάν κάποιος
όμως αποφασίσει να πάρει το ποσό άμεσα, το παιχνίδι τελειώνει.

   Το παίγνιο παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.12. Ο αρχικός κόμβος [image: x  ] ανήκει στον
παίκτη 1. Στον πρώτο κόμβο του ο παίκτης 1 μπορεί είτε να επιλέξει [image: S  ]
τελειώνοντας το παιχνίδι είτε να επιλέξει [image: C  ] δίνοντας κίνηση στον παίκτη
2. Ο 2 αντιμετωπίζει ένα ανάλογο πρόβλημα επιλογών: είτε επιλέγει [image: S  ]
τελειώνοντας το παιχνίδι είτε επιλέγει [image: C  ] δίνοντας κίνηση εκ νέου στον
παίκτη 1. Στον δεύτερο κόμβο του ο 1 αντιμετωπίζει παρόμοιο πρόβλημα,
κ.ο.κ. Το παιχνίδι τελειώνει με την επιλογή του παίκτη 2 στον τρίτο κόμβο
του.


   

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     



SVG-Viewer needed.


 
Σχήμα 3.12: Το παίγνιο της σαρανταποδαρούσας



                                                                     

                                                                     
   


Ας δούμε την υποπαιγνιακά τέλεια ισορροπία του παιγνίου αυτού. Στο τελευταίο
κόμβο αποφάσεων του παιγνίου (κόμβος [image: r  ]) ο παίκτης 2 έχει κίνητρο να επιλέξει
την ενέργεια [image: S  ], διότι του εξασφαλίζει 6 έναντι 5 που εξασφαλίζει η ενέργεια [image: C  ].
Δεδομένου αυτού, στον προτελευταίο κόμβο του παιγνίου (κόμβος [image: v  ]) ο παίκτης 1
επιλέγει και αυτός [image: S  ], καθώς η ενέργεια αυτή δίνει 5 έναντι 4 που δίνει η ενέργεια
[image: C  ].

   Με τη ίδια λογική σε κάθε κόμβο αποφάσεων ο αντίστοιχος παίκτης θα παίζει
[image: S  ]. Στον κόμβο [image: w  ], ο παίκτης 2 θα επιλέξει [image: S  ] ώστε να λάβει 4 έναντι 3 που δίνει
η ενέργεια [image: C  ]. Παρομοίως, στον κόμβο [image: z  ] ο παίκτης 1 θα επιλέξει [image: S  ], γεγονός
που σημαίνει ότι στον κόμβο [image: y  ] ο 2 θα επιλέξει και αυτός [image: S  ]. Συνεπώς στον
αρχικό κόμβο [image: x  ] ο 1 θα επιλέξει [image: S  ], ώστε να λάβει 1 έναντι 0 που δίνει η ενέργεια
[image: C  ]. Το παίγνιο θα τερματιστεί συνεπώς στο ελάχιστο δυνατό άθροισμα
ποσών.

Το παράδοξο της αλυσίδας υποκαταστημάτων
Μία αλυσίδα καταστημάτων (παίκτης [image: A  ]) έχει υποκαταστήματα σε 20 πόλεις, τις
οποίες υποδηλώνουμε ως πόλεις [image: 1,2,...,20  ]. Κάθε υποκατάστημα λειτουργεί ως
μονοπωλητής στην πόλη του. Σε κάθε πόλη υπάρχει επίσης ένας δυνητικός
επιχειρηματίας, ο οποίος ενδέχεται να εισέλθει στην αγορά ανοίγοντας ένα παρόμοιο
κατάστημα. Ονομάζουμε τον δυνητικό επιχειρηματία της πόλης [image: k  ] ως παίκτη [image: k  ],
όπου [image: k ∈ {1,2,...,20} ].

   Εάν ανοιχθεί ένα (δεύτερο) υποκατάστημα στην πόλη [image: k  ] τότε ο παίκτης [image: A  ]
έχει δύο εναλλακτικές τιμολογιακές πολιτικές: (α) επιθετική πολιτική τιμών [image: F  ] ή (β)
μη επιθετική πολιτική τιμών [image: C  ]. Η δεύτερη πολιτική είναι πιο προσοδοφόρα
και για τους δύο παίκτες της πόλης [image: k  ], αλλά ο παίκτης [image: A  ] θα είχε ακόμη
περισσότερο κέρδος εάν ο αντίπαλος του δεν άνοιγε υποκατάστημα. Από
την άλλη μεριά, αν ο [image: A  ] επιλέξει επιθετική πολιτική, τότε είναι καλύτερο
για τον παίκτη [image: k  ] να μην εισέλθει στην αγορά (να μην ανοίξει το δεύτερο
υποκατάστημα).

   Το παίγνιο διαρκεί είκοσι στάδια (ή περιόδους) και έχει την εξής δομή.
      
	
   [image: ∙ ] 
	στο  στάδιο  1  αποφασίζει  για  είσοδο,  [image: E,  ]  ή  μη  είσοδο,  [image: N E,  ]  ο
      επιχειρηματίας  της  πόλης  1.  Ο  παίκτης  [image: A  ] αντιδρά  επιλέγοντας  την
      κατάλληλη  πολιτική  τιμών.  Οι  ενέργειες  των  δύο  αυτών  παικτών
      παρατηρούνται από όλους τους υπόλοιπους παίκτες.
      
	
   [image: ∙ ] 
	στο  στάδιο  2  αποφασίζει  για  είσοδο  ή  μη  είσοδο  ο  επιχειρηματίας
      της  πόλης  2.  Ο  παίκτης  [image: A  ]  αντιδρά  επιλέγοντας  και  πάλι  την
      κατάλληλη πολιτική τιμών. Οι ενέργειες των δύο αυτών παικτών επίσης
      παρατηρούνται από όλους τους υπόλοιπους παίκτες.
                                                  [image: . ..  ]
                                                                     

                                                                     
      

	
   [image: ∙ ] 
	στο στάδιο 20 αποφασίζει για είσοδο ή μη είσοδο ο επιχειρηματίας της
      πόλης 20. Ο παίκτης [image: A  ] αντιδρά επιλέγοντας την κατάλληλη πολιτική
      τιμών.


Η συνολική απόδοση του παίκτη [image: A  ] είναι το άθροισμα των κερδών του σε κάθε
περίοδο. Η απόδοση του παίκτη [image: k  ] είναι το κέρδος που αποκομίζει στην πόλη [image: k  ].
Θα υποθέσουμε ότι τα ανά περίοδο κέρδη, ως συνάρτηση των διαφόρων επιλογών,
είναι τα εξής: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 3.13: Πίνακας αποδόσεων ανά πόλη

                                                                     

                                                                     
   


Ο παίκτης [image: A  ], ιδεατά, θα ήθελε να μην υπάρξει είσοδος σε οποιαδήποτε πόλη, ώστε
να διατηρήσει το μονοπωλιακό καθεστώς του. ΄Η, έστω, θα επιθυμούσε να αποτρέψει
την είσοδο σε όσες περισσότερες πόλεις είναι δυνατόν. Δεδομένου αυτού, μία
στρατηγική που θα περίμενε κάποιος να ακολουθήσει ο [image: A  ] είναι να επιλέξει στις
πρώτες περιόδους (στις πρώτες πόλεις) επιθετική πολιτική τιμών ώστε να
δημιουργήσει την φήμη του ‘‘επιθετικού’’ παίκτη, και να αποτρέψει έτσι την είσοδο
στις επόμενες περιόδους.

   Θα προσδιορίσουμε τι θα γίνει σε κάθε πόλη μέσω της οπισθογενούς επαγωγής.
Ξεκινούμε με την πόλη 20. Στην πόλη αυτή ο παίκτης [image: A  ] θα επιλέξει την ενέργεια
του χωρίς να λάβει υπ’ όψιν τυχόν μελλοντικές επιδράσεις επί της φήμης του,
διότι η πόλη αυτή είναι η τελευταία στην ακολουθία. Συνεπώς την περίοδο
20 ο [image: A  ] συμπεριφέρεται σαν να συμμετείχε σε ένα παίγνιο μίας περιόδου.
Το ίδιο ισχύει, προφανώς, και για τον παίκτη 20. ΄Αρα, το αποτέλεσμα της
περιόδου 20 δίνεται από τη τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία της περιόδου
αυτής.

   Ας βρούμε την ισορροπία αυτή. Αν ο παίκτης 20 μπει στην αγορά, η βέλτιστη
ενέργεια του [image: A  ] είναι να επιλέξει τη μη επιθετική πολιτική τιμών (όπως φαίνεται από
τον πίνακα 3.13). Σε αυτή την περίπτωση, ο παίκτης 20 έχει κέρδος 2. Αν, από την
άλλη, ο παίκτης 20 δεν μπει στην αγορά, το κέρδος του θα είναι 1. ΄Αρα την περίοδο
20, ο παίκτης 20 μπαίνει στην αγορά και ο παίκτης [image: A  ] επιλέγει μη επιθετική
πολιτική τιμών.

   Το παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει ανεξάρτητα των επιλογών των παικτών στις
προηγούμενες περιόδους/πόλεις. Δεδομένης αυτής της παρατήρησης, ας δούμε την
πόλη 19. Το αποτέλεσμα στην πόλη αυτή δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα της επόμενης
πόλης 20. Αν τυχόν ο παίκτης [image: A  ] επιλέξει επιθετική πολιτική κατά την
περίοδο 19, δεν θα αποθαρρύνει την είσοδο του παίκτη 20. ΄Αρα, στην ουσία η
πόλη 19 είναι η ‘‘νέα τελευταία πόλη’’. Οπότε το αποτέλεσμα στην πόλη
19 θα είναι το ίδιο με το αποτέλεσμα της πόλης 20. Δηλαδή, ο παίκτης 19
εισέρχεται στην αγορά και ο παίκτης [image: A  ] επιλέγει μη επιθετική πολιτική
τιμών.

   Με την ίδια λογική αναλύουμε τις πόλεις [image: 18,17,...,2,1  ]. Σε κάθε τέτοια πόλη
[image: k  ], ο παίκτης [image: A  ] θα επιλέγει μη επιθετική πολιτική και ο παίκτης [image: k  ] θα εισέρχεται
στην αγορά. Το παράδοξο με αυτό το αποτέλεσμα είναι ότι ο παίκτης [image: A  ]
έχει συνολικό κέρδος 20[image: ⋅ ] 2=40, ενώ υπάρχουν εναλλακτικές στρατηγικές
με μεγαλύτερη συνολική κερδοφορία. Παρακάτω παρουσιάζουμε μία από
αυτές.

   Ας δούμε, για παράδειγμα, την εξής στρατηγική του [image: A  ] η οποία προσδιορίζει
πως να αντιδράσει έναντι εισόδου στην αγορά (σε περίπτωση με εισόδου,
δεν έχει προφανώς ζήτημα επιλογής). Αν στις περιόδους [image: 1,2...,16,17  ]
παρατηρηθεί είσοδος στην αγορά, τότε επιλέγει επιθετική πολιτική τιμών
σε κάθε μία από τις περιόδους αυτές. Και αν στις υπόλοιπες περιόδους,
[image: 18,19,20  ], παρατηρηθεί είσοδος, επιλέγει μη επιθετική πολιτική (σε κάθε μία από
                                                                     

                                                                     
αυτές).

   Ποια η συνολική απόδοση του παίκτη [image: A  ][image: ;  ] Με βάση την παραπάνω στρατηγική,
οι παίκτες [image: 1,2,...,16,17  ] δεν θα μπουν στις αντίστοιχες αγορές (όπως δείχνουν οι
αποδόσεις του πίνακα 3.13), ενώ οι παίκτες [image: 18,19,20  ] θα μπουν. Συνεπώς
ο [image: A  ] κερδίζει συνολικά 17[image: ⋅ ]5+3[image: ⋅ ]2=91, το οποίο είναι μεγαλύτερο από
40.


   3.3    Συνεχή σύνολα ενεργειών

Στην ενότητα αυτή θα αναλύσουμε παίγνια διαδοχικών επιλογών στα οποία οι
παίκτες διαθέτουν άπειρο αριθμό ενεργειών. Σε μία τέτοια περίπτωση, η
αναπαράσταση του παιγνίου από το αντίστοιχο δένδρο του παιγνίου είναι λιγότερη
χρήσιμη, οπότε δεν θα χρησιμοποιηθεί.

   Στην οικονομική ανάλυση συναντούμε διάφορες παραλλαγές παιγνίων με
διαδοχικές επιλογές και άπειρες ενέργειες. Μερικές από αυτές είναι:


     
	
   1. 
	παίγνια δύο παικτών-δύο χρονικών σταδίων, όπου σε κάθε στάδιο επιλέγει
     ενέργειες ένας μόνο παίκτης
     
	
   2. 
	παίγνια  δύο  παικτών-δύο  σταδίων,  όπου  σε  κάθε  στάδιο  επιλέγουν
     ενέργειες και οι δύο παίκτες
     
	
   3. 
	παίγνια πολλών παικτών-πολλών σταδίων, όπου σε κάθε στάδιο επιλέγει
     ενέργειες ένας μόνο παίκτης
     
	
   4. 
	παίγνια πολλών παικτών-πολλών σταδίων, όπου σε κάθε στάδιο επιλέγουν
     ενέργειες περισσότεροι από ένας παίκτες
     


Παρακάτω αναλύουμε τις δύο πρώτες περιπτώσεις (η ανάλυση των υπόλοιπων
περιπτώσεων είναι αρκετά παρόμοια και παραλείπεται).

(i ) ΄Εστω ότι παίκτες 1 και 2 συμμετέχουν σε ένα παίγνιο δύο σταδίων, στο πρώτο
στάδιο του οποίου επιλέγει ενέργεια ο 1 και στο δεύτερο ο 2. Ο παίκτης 1 επιλέγει
ένα στοιχείο [image: x1   ] από το σύνολο [image: [a1,b1]  ]. Η επιλογή του παρατηρείται από τον
παίκτη 2, ο οποίος στο δεύτερο στάδιο επιλέγει κάποια ενέργεια [image: x2   ] από το
σύνολο [image: [a2,b2]  ]. Η απόδοση του παίκτη 1 είναι [image: u1(x1, x2)  ] και του παίκτη 2
[image: u2(x1,x2)  ].
                                                                     

                                                                     

   Θα λύσουμε το παίγνιο με την μέθοδο της οπισθογενούς επαγωγής. Ας δούμε το
δεύτερο στάδιο. Ο παίκτης 2, έχοντας παρατηρήσει κάποια επιλογή [image: x1   ] του παίκτη
1, λύνει το πρόβλημα:


   	
   
[image:   max  u2 (x1,x2 ) x2∈[a2,b2] ]
	(3.1)




ϒποθέτουμε ότι το παραπάνω πρόβλημα έχει μοναδική λύση, την οποία και
συμβολίζουμε με [image: b2(x1)  ]. Η λύση αυτή είναι η γνωστή μας συνάρτηση βέλτιστης
αντίδρασης του παίκτη 2.

   Επιστρέφουμε τώρα στο πρώτο στάδιο. Ο παίκτης 1, έχοντας αναλύσει και αυτός
το πρόβλημα από τη σκοπιά του παίκτη 2, ξέρει ότι εάν επιλέξει [image: x  1   ] τότε στο
επόμενο στάδιο ο 2 θα επιλέξει [image: b2(x1).  ] Συνεπώς, ο 1 ενσωματώνει τη συνάρτηση
[image: b2(x1)  ] στη συνάρτηση απόδοσης του και λύνει το πρόβλημα:


   	
   
[image:   max   u1(x1,b2(x1)) x1∈[a1,b1] ]
	(3.2)




΄Εστω ότι η (μοναδική) λύση του προβλήματος (3.2) είναι η [image: x∗1   ]. Τότε το τέλειο
κατά υποπαίγνιο αποτέλεσμα ισορροπίας είναι το [image: (x∗1,b2(x ∗1))  ], ενώ οι τέλειες κατά
                                                                     

                                                                     
υποπαίγνιο στρατηγικές ισορροπίας είναι οι [image: (x∗,b (x ))   1  2  1  ]. Γράφουμε τη στρατηγική
ισορροπίας του παίκτη 2 ως [image: b2(x1)  ] διότι ο ορισμός της στρατηγικής του 2 στο
δυναμικό αυτό παίγνιο απαιτεί τον προσδιορισμό του τι θα κάνει για κάθε
ενδεχόμενο στο παίγνιο, δηλαδή για κάθε επιλογή [image: x1   ] του παίκτη 1 στο πρώτο
στάδιο.

   Αν υποθέσουμε ότι οι συναρτήσεις απόδοσεις των παικτών είναι παραγωγίσιμες
ως προς τις στρατηγικές και ότι οι βέλτιστες στρατηγικές βρίσκονται στο εσωτερικό
των συνόλου ενεργειών τους, τότε η λύση του προβλήματος (3.1) θα ικανοποιεί την
παρακάτω σχέση:


   	
   
[image: ∂u2(x1,x2)-= 0     ∂x2 ]
	(3.3)




Παρομοίως, λύση του προβλήματος (3.2) ικανοποιεί τη σχέση:


   	
   
[image:   ∂u1(x1,b2(x1-))-   ∂u1(x1,b2(x1))∂b2(x1)        ∂x1       +      ∂x2        ∂x1   = 0  ◟------◝◜------◞   ◟---------◝◜---------◞ άμεσ ο απ οτέλεσμ α στρατηγικό αποτέλεσμα ]
	(3.4)



                                                                     

                                                                     

΄Οπως παρατηρούμε από τη σχέση (3.4), η επιλογή [image: x  1   ] που κάνει ο παίκτης 1
επηρεάζει την απόδοση του άμεσα (μέσω της συνήθους επίδρασης του [image: x1   ] επί της
απόδοσης του) και έμμεσα (μέσω της επίδρασης του [image: x1   ] επί της επιλογής του παίκτη
2 στο επόμενο στάδιο).

Παράδειγμα 4 
Θεωρούμε ένα παίγνιο διαδοχικών επιλογών με τους παίκτες 1 και 2 (ο παίκτης 1
επιλέγει ενέργεια στο πρώτο στάδιο και ο 2 στο δεύτερο στάδιο). Τα σύνολα
ενεργειών είναι [image: [ai,bi] = [− 10,10 ]  ], [image: i = 1,2.  ]

   Οι συναρτήσεις αποδόσεων είναι:




   
[image:                    2 u1(x1,x2) = 5x1 − x1 − x1x2 − 4 ]




   
[image:                    2 u2(x1,x2) = 2x2 − x2 − x1x2 − 3 ]

Ξεκινούμε από το δεύτερο στάδιο. Ο παίκτης 2 λύνει το πρόβλημα:




                                                                     

                                                                     
   
[image:             2 maxx2 {2x2 − x2 − x1x2 − 3} ]

΄Εχουμε συνεπώς:


   
[image: ∂u2(x1,x2)-= 0 ⇔ 2 − 2x2 − x1 = 0    ∂x2 ]

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι:


   	
   
[image:         2-−-x1 b2(x1 ) =   2 ]
	(3.5)




Στο πρώτο στάδιο ο παίκτης 1 μεγιστοποιεί την απόδοση του λαμβάνοντας υπόψη
ότι στο επόμενο στάδιο ο 2 θα επιλέξει την ενέργεια του με βάση τη σχέση (3.5).
Συνεπώς ο 1 επιλύει το πρόβλημα:


                                                                     

                                                                     


   
[image:             2 maxx1 {5x1 − x1 − x1b2(x1) − 4} ]

Η λύση του παραπάνω προβλήματος είναι [image:  ∗ x1 = 4  ] και συνεπώς [image:     ∗ b2(x1) = − 1.  ] ΄Αρα,
το τέλειο κατά υποπαίγνιο αποτέλεσμα ισορροπίας είναι το [image: (4,− 1)  ], ενώ οι
στρατηγικές ισορροπίας οι [image: (4, 2-−-x1)      2  ].

(ii ) Ας δούμε τώρα παίγνια δύο παικτών-δύο σταδίων τα οποία έχουν την εξής
μορφή. Στο πρώτο στάδιο, οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν ταυτόχρονα ενέργειες από τα
σύνολα [image: [a1,b1]  ] και [image: [a2,b2]  ] αντίστοιχα. ΄Εστω ότι οι επιλογές τους είναι [image: x1   ] και
[image: x2   ]. Οι επιλογές αυτές γίνονται γνωστές αμοιβαία (ο κάθε παίκτης παρατηρεί την
επιλογή του άλλου παίκτη). Κατόπιν στο δεύτερο στάδιο, οι παίκτες αυτοί επιλέγουν
(και πάλι ταυτόχρονα) ενέργειες από τα σύνολα [image: [c1,d1]  ] και [image: [c2,d2]  ]. ΄Εστω
ότι οι επιλογές τους είναι [image: y  1   ] και [image: y  2   ]. Το παίγνιο ολοκληρώνεται και οι
παίκτες 1 και 2 έχουν αποδόσεις [image: u1(x1, y1,x2,y2)  ] και [image: u2(x1,y1,x2,y2)  ]
αντίστοιχα.

   Συνοψίζουμε τα παραπάνω ως εξής:
     
	
   1. 
	οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν ταυτόχρονα [image: x1   ] και [image: x2   ]
     
	
   2. 
	κάθε παίκτης παρατηρεί την επιλογή του άλλου παίκτη
     
	
   3. 
	οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν ταυτόχρονα [image: y  1   ] και [image: y  2   ]
     
	
   4. 
	οι αποδόσεις [image: u (x ,y ,x ,y )  1  1  1  2  2  ] και [image: u (x ,y ,x ,y )  2  1  1  2  2  ] λαμβάνουν χώρα


Η επίλυση ενός τέτοιου παιγνίου στηρίζεται και πάλι στη διαδικασία οπισθογενούς
επαγωγής. ΄Εστω, λοιπόν, ότι οι παίκτες 1 και 2 έχουν επιλέξει [image: x  1   ] και [image: x  2   ] στο
πρώτο στάδιο του παιγνίου. Δεδομένων αυτών των επιλογών, δημιουργείται ένα
υποπαίγνιο στο δεύτερο στάδιο στο οποίο οι παίκτες 1 και 2 λύνουν αντιστοίχως τα
προβλήματα:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: max u (x ,y ,x ,y )  y1  1  1  1  2  2 ]
	(3.6)





   	
   
[image: mayx2 u2(x1,y1,x2,y2) ]
	(3.7)




Οι συνθήκες πρώτης τάξης για την επίλυση των παραπάνω προβλημάτων ορίζουν τις
συναρτήσεις βέλτιστης αντίδρασης:


   	
   
[image: y1 = b1(x1,x2,y2) ]
	(3.8)



                                                                     

                                                                     


   	
   
[image: y2 = b2(x1,x2,y1) ]
	(3.9)




Οι σχέσεις (3.8) και (3.9) ορίζουν με τη σειρά τους ένα σύστημα δύο εξισώσεων ως
προς τις αγνώστους [image: y1   ] και [image: y2   ]. ΄Εστω ότι το σύστημα έχει μοναδική λύση, την
οποία συμβολίζουμε με:


   	
   
[image: y1(x1,x2), y2(x1,x2) ]
	(3.10)




Η λύση (3.10) μας δίνει την ισορροπία Nash του σχετικού υποπαιγνίου, δηλαδή του
υποπαιγνίου που αντιστοιχεί στις επιλογές [image: x1   ] και [image: x2   ] του πρώτου σταδίου του
παιγνίου.

   Δεδομένης της παραπάνω λύσης, μπορούμε να γυρίσουμε στο πρώτο στάδιο. Στο
στάδιο αυτό οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν αντιστοίχως [image: x1   ] και [image: x2   ], λαμβάνοντας υπ’
όψιν την λύση του δεύτερου σταδίου. Δηλαδή, οι παίκτες 1 και 2 λύνουν
αντιστοίχως τα προβλήματα μεγιστοποίησης:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: max u1(x1,y1(x1,x2),x2,y2(x1, x2))  x1 ]
	(3.11)





   	
   
[image: maxx2 u2(x1,y1(x1,x2),x2,y2(x1, x2)) ]
	(3.12)




΄Εστω ότι τα παραπάνω προβλήματα έχουν μοναδική λύση, την οποία και
συμβολίζουμε με [image: x∗  1   ] και [image: x∗  2   ]. Συνεπώς στο πρώτο στάδιο, οι παίκτες 1 και 2
επιλέγουν αντιστοίχως [image: x∗  1   ] και [image: x∗  2   ] και στο δεύτερο στάδιο επιλέγουν [image: y (x∗,x∗)  1  1  2  ]
και [image:     ∗  ∗ y2(x 1,x 2)  ].

   ΄Αρα:
     
	
   1. 
	το τέλειο κατά υποπαίγνιο αποτέλεσμα ισορροπίας είναι το [image: (x∗,x∗)   1  2  ] και
     [image:      ∗  ∗      ∗  ∗ (y1(x1,x2),y2(x1,x2))  ]
     
	
   2. 
	οι τέλειες κατά υποπαίγνιο στρατηγικές ισορροπίας είναι οι [image: (x∗1,x∗2)  ] και
     [image: (y1(x1,x2),y2(x1,x2))  ]


                                                                     

                                                                     



   3.4    Εφαρμογές




   3.4.1    ϒπόδειγμα Stackelberg 

Το υπόδειγμα Stackelberg  περιγράφει μία ολιγοπωλιακή αγορά στην οποία οι
επιχειρήσεις επιλέγουν τις ποσότητες των προϊόντων τους διαδοχικά. Για την
περίπτωση του δυοπωλίου (με τις επιχειρήσεις 1 και 2) η χρονική δομή της αγοράς
έχει ως εξής: στο πρώτο στάδιο επιλέγει ποσότητα η επιχείρηση 1. Η επιλογή της
γίνεται γνωστή. Κατόπιν στο δεύτερο στάδιο, επιλέγει ποσότητα η επιχείρηση 2.
Τέλος, οι επιχειρήσεις προσφέρουν τις ποσότητες τους στην αγορά και επιτυγχάνουν
κέρδη βάσει των επιλογών τους.

   ΄Εστω ότι οι επιχειρήσεις παράγουν το ίδιο ακριβώς προϊόν και έστω ότι η
αντίστροφη συνάρτηση ζήτησης δίνεται από τη σχέση [image: p = a − x1 − x2   ], όπου [image: p  ] η
τιμή του προϊόντος, [image: xi  ] η ποσότητα της επιχείρησης [image: i  ] και [image: a > 0  ]. ϒποθέτουμε
επίσης ότι οι επιχειρήσεις παράγουν με σταθερό μέσο κόστος, το οποίο ισούται με
[image: c  ].

   Θεωρούμε πρώτα το δεύτερο στάδιο. Το πρόβλημα που αντιμετωπίζει η
επιχείρηση 2 είναι η μεγιστοποίηση της συνάρτησης κέρδους της:


   
[image: π (x  ,x  ) = (a − x − x − c)x  2  1  2         1   2      2 ]

Η συνθήκη πρώτης τάξης για βέλτιστη ποσότητα είναι:




                                                                     

                                                                     
   
[image: ∂π (x ,x ) --2--1--2--= a−  2x2 − x1 − c = 0 ⇔ x2 = (a− x1 − c)∕2    ∂x2 ]

Συνεπώς, η συνάρτηση βέλτιστης αντίδρασης της επιχείρησης 2 είναι:


   	
   
[image: b2(x1) = a−-x1-−-c-              2 ]
	(3.13)




Στο πρώτο στάδιο, η επιχείρηση 1 μεγιστοποιεί το κέρδος της λαμβάνοντας υπ’ όψιν
τη συμπεριφορά της επιχείρησης 2 στο επόμενο στάδιο. Συνεπώς η συνάρτηση
κέρδους της είναι:




   
[image:                                         1- π1 (x1,b2(x1)) = (a − x1 − b2(x1) − c)x1 =  2(a− x1 − c)x1 ]

Η συνθήκη πρώτης τάξης για μέγιστα κέρδη είναι:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: ∂π1(x1,b2(x1))= a − 2x1 − c = 0      ∂x1 ]
	(3.14)




Συνεπώς, η βέλτιστη ποσότητα δίνεται από τη λύση της (3.14) ως προς [image: x1   ]. Η λύση
αυτή είναι [image: x ∗1 = (a − c)∕2  ]. Για να βρούμε τη βέλτιστη ποσότητα της επιχείρησης 2,
αντικαθιστούμε τη βέλτιστη ποσότητα της 1 στη (3.13). Συνεπώς η 2 παράγει
[image: x∗ = (a − x∗− c)∕2 = (a− c)∕4.  2         1  ]

Ανακεφαλαιώνουμε ως εξής:


     
	
   1. 
	το τέλειο κατά υποπαίγνιο αποτέλεσμα ισορροπίας στην αγορά είναι το
     [image: ((a − c)∕2,(a − c)∕4)  ]
     
	
   2. 
	οι  τέλειες  κατά  υποπαίγνιο  στρατηγικές  ισορροπίας  των  επιχειρήσεων
     είναι οι [image: ((a−  c)∕2,(a − c− x )∕2))                    1  ]


Τέλος, τα κέρδη ισορροπίας των επιχειρήσεων, δηλαδή τα κέρδη που προκύπτουν
στην υποπαιγνιακά τέλεια ισορροπία, είναι:


   
[image:  ∗   (a−-c)2-  ∗   (a-−-c)2- π1 =    8   , π2 =    16 ]

                                                                     

                                                                     



   3.4.2    Ενδογενοποίηση χρονικής δομής

Στην παραπάνω ανάλυση του υποδείγματος Stackelberg  η χρονική σειρά επιλογής
των ενεργειών των επιχειρήσεων είναι εξωγενώς καθορισμένη. Στην παρούσα
ενότητα θα επεκτείνουμε την ανάλυση ενδογενοποιώντας την χρονική δομή καθαυτή.
Δηλαδή, θα επιτρέψουμε στις επιχειρήσεις να αποφασίσουν για το αν θα επιλέξουν
την ποσότητα τους νωρίς ή αργά. Αυτό θα γίνει μέσω ενός παιγνίου που έχει την
εξής δομή:


     
	
   1. 
	Στο  πρώτο  στάδιο,  κάθε  επιχείρηση  επιλέγει  το  στάδιο  επιλογής  της
     ποσότητας της. Δηλαδή αποφασίζει αν θα επιλέξει την ποσότητα της
     νωρίς  (ενέργεια  [image: E  ])  ή  αργά  (ενέργεια  [image: L  ]).  Οι  επιλογές  των  δύο
     επιχειρήσεων γίνονται γνωστές.
     
	
   2. 
	Οι  επιχειρήσεις  ανταγωνίζονται  στην  αγορά,  επιλέγοντας  η  κάθε  μία
     την  ποσότητα  της  στο  χρονικό  σημείο  το  οποίο  αποφασίστηκε  στο
     προηγούμενο βήμα.


Για παράδειγμα, αν στο πρώτο βήμα η επιχείρηση 1 επιλέξει την ενέργεια [image: L  ] και η
επιχείρηση 2 επιλέξει την ενέργεια [image: E  ], τότε δημιουργείται ένα υποπαίγνιο στο οποίο
οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται σε ένα υπόδειγμα τύπου Stackelberg : στο υπόδειγμα
αυτό η επιχείρηση 2 επιλέγει πρώτη την ποσότητα της και η επιχείρηση 1
επιλέγει δεύτερη. Ανάλογη ερμηνεία έχουν όλοι οι άλλοι πιθανοί συνδυασμοί
επιλογών.

   Θα λύσουμε το παραπάνω παίγνιο με την μέθοδο της οπισθογενούς επαγωγής.
Παρατηρούμε ότι υπάρχουν τέσσερα υποπαίγνια, τα οποία αντιστοιχούν στους
τέσσερις δυνατούς συνδυασμούς επιλογών του πρώτου σταδίου, δηλαδή
[image: {(E, E),(E,L ),(L, E),(L,L )} ]. Θα μελετήσουμε λοιπόν την αγορά για κάθε ένα
από τα υποπαίγνια αυτά.

   Ξεκινούμε με το υποπαίγνιο που προκύπτει από τον συνδυασμό [image: (E,E )  ], δηλαδή
την περίπτωση όπου και οι δύο επιχειρήσεις επιλέγουν τις ποσότητες τους
νωρίς. Αυτό το σενάριο δημιουργεί ανταγωνισμό τύπου Cournot , δηλαδή
ταυτόχρονες επιλογές ποσοτήτων. Συμβολίζουμε τα κέρδη των δύο επιχειρήσεων
με [image: π1(E,E )  ] και [image: π2(E, E )  ]. Δεδομένων των συναρτήσεων ζήτησης και
κόστους προηγούμενης ενότητας, τα κέρδη των δύο επιχειρήσεων εύκολα
προκύπτουν3 
ότι είναι:


                                                                     

                                                                     


   
[image:                            2 π1(E,E ) = π2(E, E) = (a-−-c)                         9 ]

Ας δούμε τώρα το υποπαίγνιο που προκύπτει από τον συνδυασμό [image: (E,L )  ], όπου η
επιχείρηση 1 επιλέγει νωρίς και η 2 επιλέγει αργά. Τα αντίστοιχα κέρδη
έχουν ήδη υπολογιστεί κατά την επίλυση του υποδείγματος Stackelberg 
στο οποίο η επιχείρηση 1 επιλέγει πρώτη και 2 επιλέγει δεύτερη. Συνεπώς
έχουμε:




   
[image:            (a− c)2             (a− c)2 π1(E, L) = ---8---, π2(E, L) = --16---- ]

Λόγω συμμετρίας, τα κέρδη στο υποπαίγνιο το οποίο ξεκινά από τον συνδυασμό
επιλογών [image: (L,E )  ] είναι:


   
[image:            (a− c)2             (a− c)2 π1(L,E ) = -------, π2(L,E ) = --------              16                   8 ]

                                                                     

                                                                     
Τέλος, τα κέρδη στο υποπαίγνιο που προκύπτει από τον συνδυασμό επιλογών
[image: (L,L )  ], δηλαδή το σενάριο κατά το οποίο και οι δύο επιχειρήσεις επιλέγουν αργά,
είναι ίδια με τα κέρδη του σεναρίου κατά το οποίο και οι δύο επιχειρήσεις επιλέγουν
νωρίς. Δηλαδή:


   
[image:                      (a− c)2 π1(L,L ) = π2(L, L) =--------                         9 ]

Ας γυρίσουμε τώρα στο πρώτο στάδιο του παιγνίου. Δεδομένων των παραπάνω, ο
πίνακας αποδόσεων του πρώτου σταδίου είναι:


   

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 3.14: Αποδόσεις παιγνίου ενδογενών χρονικών επιλογών

                                                                     

                                                                     
   


Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούμε ότι το παίγνιο ενδογενούς χρονικής δομής
έχει μία ισορροπία, την [image: (E,E )  ]. Με άλλα λόγια, οι δύο επιχειρήσεις επιλέγουν
ποσότητες νωρίς.


   3.4.3    Διαδοχική διαπραγμάτευση

Δύο παίκτες διαπραγματεύονται για τη κατανομή ενός ευρώ. Η διαπραγμάτευση
γίνεται ως εξής. Στο πρώτο στάδιο ο παίκτης 1 προτείνει τη κατανομή [image: s  1   ] και
[image: 1 − s1   ], όπου [image: s1   ] είναι το μερίδιο του παίκτη 1 και [image: 1 − s1   ] είναι το μερίδιο του
παίκτη 2. Αν ο παίκτης 2 δεχτεί τη κατανομή, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται και
κάθε παίκτης εισπράτει την αμοιβή του. Αν ο 2 απορρίψει την κατανομή, τότε στο
δεύτερο στάδιο αντιπροτείνει τη κατανομή [image: s2   ] και [image: 1− s2   ], όπου [image: s2   ] είναι το μερίδιο
του παίκτη 1 και [image: 1− s2   ] είναι το μερίδιο του παίκτη 2. Αν ο 1 δεχτεί, η
διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται. Και αν ο 1 δεν δεχτεί, τότε την επόμενη περίοδο η
κατανομή αποφασίζεται εξωγενώς: ο 1 λαμβάνει [image: s  ] και ο 2 λαμβάνει [image: 1 − s  ].
ϒποθέτουμε ότι κάθε παίκτης προεξοφλεί μελλοντικές αποδόσεις βάσει του
συντελεστή [image: δ ∈ (0,1)  ].

   Θα προσδιορίσουμε τις υποπαιγνιακά τέλειες στρατηγικές των παικτών. Ας δούμε
το στάδιο 2. Στο στάδιο αυτό ο παίκτης 1 θα δεχτεί ένα ποσό [image: s2   ] εάν [image: s2 ≥ δs  ].
Αυτό ισχύει διότι εάν απορρίψει το ποσό αυτό, γνωρίζει ότι στο επόμενο στάδιο θα
λάβει [image: s  ]. Ο παίκτης 2 συνεπώς έχει δύο επιλογές. Είτε να προτείνει [image: s2 = δs  ]
κάνοντας το παίκτη 1 να δεχτεί είτε να προτείνει [image: s2 < δs  ] κάνοντας τον παίκτη 1 να
μην δεχτεί. Στην πρώτη περίπτωση, ο 2 κερδίζει [image: 1 − δs  ] ενώ στην δεύτερη
περίπτωση, το παιχνίδι πάει στο τρίτο στάδιο οπότε ο 2 κερδίζει [image: 1 − s  ] το
οποίο προεξοφλημένο στη δεύτερη περίοδο είναι [image: δ(1− s)  ]. Παρατηρούμε ότι
[image: 1 − δs > δ(1 − s)  ] άρα στο στάδιο 2 ο παίκτης 2 προτείνει [image: s2 = δs  ] και ο παίκτης 1
δέχεται.

   Ας πάμε τώρα στο στάδιο 1. Ο παίκτης 2 δέχεται μία πρόταση [image: 1− s1   ] εάν
[image: 1 − s1 ≥ δ(1 − δs)  ] και την απορρίπτει εάν [image: 1−  s1 < δ(1 − δs)  ]. Αν ο 1 προτείνει
ακριβώς [image: 1− s  = δ(1−  δs)     1  ], ο 1 έχει απόδοση [image: 1− δ(1 − δs).  ] Και αν προτείνει
[image: 1 − s1 < δ(1 − δs)  ], η (προεξοφλημένη) απόδοση του είναι [image:  2 δ s.  ] Παρατηρούμε ότι
[image:                  2 1 − δ(1− δs)) > δ s  ], άρα στο στάδιο 1 ο παίκτης 1 προτείνει [image: 1− s1 = δ(1− δs)  ], το
οποίο ο 2 δέχεται. Συμπεραίνουμε ότι η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται στο πρώτο
στάδιο.4 


                                                                     

                                                                     
   3.5    Τυχαία γεγονότα

Σε πολλά δυναμικά παίγνια είναι δυνατόν να προκύψουν τυχαία γεγονότα κατά τη
διάρκεια του εξέλιξης του παιγνίου. Τα γεγονότα αυτά είναι εξωγενή, υπό την έννοια
ότι δεν βρίσκονται υπό τον έλεγχο των παικτών. Στην ενότητα αυτή θα
περιγράψουμε παίγνια σε εκτεταμένη μορφή στα οποία υπεισέρχονται τέτοια τυχαία
γεγονότα, ή αλλιώς παίγνια στα οποία υπάρχει εξωγενής αβεβαιότητα. Η
ενωμάτωση των τυχαίων γεγονότων στο παίγνιο θα γίνει μέσω της εισαγωγής
ενός ψευδοπαίκτη, τον οποίο ονομάζουμε Φύση. Ο ψευδοπαίκτης αυτός
καθορίζει την εξέλιξη των τυχαίων γεγονότων, χωρίς όμως να λαμβάνει
κάποια απόδοση (υπό αυτή την έννοια, ο ψευδοπαίκτης είναι μη στρατηγικός
παίκτης).

   Η ενσωμάτωση της εξωγενούς τυχαιότητας σε ένα παίγνιο εκτεταμένης μορφής
απαιτεί τον εμπλουτισμό της περιγραφής του μέσω της ενσωμάτωσης της κατανομής
πιθανότητας με την οποία η Φύση επιλέγει τα εξωγενή γεγονότα. Δηλαδή, η
περιγραφή του παιγνίου θα πρέπει να περιλαμβάνει τις πιθανότητες εμφάνισης όλων
των εξωγενών γεγονότων.

Παράδειγμα 5
Ας δούμε το παίγνιο του Σχήματος 3.15 στο οποίο μετέχουν οι παίκτες 1 και 2
καθώς και η Φύση. Το παιχνίδι ξεκινά με ενέργεια του παίκτη 1. Αν στον αρχικό
κόμβο ο 1 επιλέξει την ενέργεια [image: A1   ] τότε παίρνει, με βεβαιότητα, κίνηση ο παίκτης
2, ο οποίος επιλέγει μεταξύ [image: A2   ] και [image: B2   ]. Αν όμως στον αρχικό κόμβο, ο παίκτης 1
επιλέξει την ενέργεια [image: B1   ] τότε με πιθανότητα 1/3 το παίγνιο τελειώνει (δηλαδή,
καταλήγει σε τερματικό κόμβο) και με πιθανότητα 2/3 παίρνει κίνηση ο
παίκτης 2. Αντιστοιχούμε τον κόμβο [image: z  ], που έπεται της ενέργειας [image: B   1   ], στον
ψευδοπαίκτη Φύση, ο οποίος με πιθανότητα 1/3 επιλέγει να τελειώσει το
παίγνιο και με πιθανότητα 2/3 επιλέγει να δώσει κίνηση στον παίκτη 2.
Στην τελευταία αυτή περίπτωση, ο 2 επιλέγει μεταξύ των ενεργειών [image: Γ 2   ] και
[image: Δ2   ].

   Θα αναλύσουμε το παραπάνω παίγνιο μέσω της οπισθογενούς επαγωγής.
Ξεκινούμε με το υποπαίγνιο που ξεκινά από τον κόμβο [image: w  ] του παίκτη 2. Στο
υποπαίγνιο αυτό ο παίκτης 2 θα επιλέξει προφανώς την ενέργεια [image: Δ2   ]. Αντιστοίχως,
στο υποπαίγνιο που ξεκινά από τον κόμβο [image: y  ], ο 2 θα επιλέξει την ενέργεια
[image: B2   ].

   Ας γυρίσουμε τώρα στον αρχικό κόμβο του παιγνίου. Εάν ο παίκτης 1 επιλέξει
την ενέργεια [image: B1   ], τότε με πιθανότητα [image: 1 3   ] θα έχει απόδοση 1 και με πιθανότητα [image: 2 3   ]
θα έχει απόδοση 0. Κατά μέσο όρο, η επιλογή της [image: B1   ] αποδίδει [image: 13 ⋅1+  23 ⋅0 = 13.  ]
Αν ο παίκτης 1 επιλέξει [image: A1   ], τότε η απόδοση του είναι [image: 12   ]. Συνεπώς ο 1 επιλέγει
[image: A1   ].




                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     



[image: Εξωγενής αβεβαιότητα]

 
Σχήμα 3.15: Εξωγενής αβεβαιότητα



                                                                     

                                                                     



Ολοκληρώνουμε την ενότητα αυτή με ένα ακόμη παράδειγμα.

Παράδειγμα 6
΄Εστω ότι οι επιχειρήσεις 1 και 2 επιλέγουν ταυτόχρονα τις τιμές των προϊόντων
τους σε μία αγορά. Οι δυνατές επιλογές τους είναι [image: ^p ] και [image: p-  ]. Οι επιχειρήσεις δεν
γνωρίζουν με ακρίβεια το ύψος της αγοραίας ζήτησης. Κάθε επίχειρηση πιστεύει ότι
η ζήτηση είναι υψηλή, [image: H,  ] με πιθανότητα [image: 1 4   ] ή χαμηλή, [image: L,  ] με πιθανότητα
[image: 3 4 ].

   Θα περιγράψουμε την παραπάνω αλληλεπίδραση με το δένδρο του Σχήματος 3.16.
Δίνουμε τον αρχικό κόμβο στον ψευδοπαίκτη Φύση: η Φύση επιλέγει το καθεστώς
της αγοραίας ζήτησης, δηλαδή επιλέγει υψηλή ζήτηση με πιθανότητα [image: 14   ] και χαμηλή
ζήτηση με πιθανότητα [image: 3 4   ].

   ΄Οταν μία επιχείρηση επιλέγει τη τιμή της δεν γνωρίζει ούτε την επιλογή της
Φύσης ούτε την επιλογή της άλλης επιχείρησης. Συνεπώς κάθε επιχείρηση έχει ένα
μόνο σύνολο πληροφορίας και δύο στρατηγικές, τις [image: ^p ] και [image: -- p  ]. Παρακάτω
υπολογίζουμε τις αναμενόμενες αποδόσεις των επιχειρήσεων για κάθε συνδυασμό
στρατηγικών τους.

   Ξεκινούμε με το διάνυσμα στρατηγικών [image: (^p,^p)  ], όπου η πρώτη (δεύτερη)
συνιστώσα του διανύσματος αναφέρεται στην επιχείρηση 1 (επιχείρηση 2). Αν
επιλεγούν αυτές οι στρατηγικές, τότε με πιθανότητα [image: 1 4   ] καταλήγουμε στον
τερματικό κόμβο [image: t  1   ] και με πιθανότητα [image: 3 4   ] καταλήγουμε στον τερματικό κόμβο [image: t  5   ].
Συνεπώς, η επιχείρηση 1 κατά μέσο όρο κερδίζει [image: 1     3      5 4 ⋅2 + 4 ⋅ 1 = 4.  ] Αντιστοίχως, η
επιχείρηση 2 κερδίζει [image: 1     3  1   5 4 ⋅1 + 4 ⋅ 2 = 8.  ]

   Ας δούμε τώρα το διάνυσμα στρατηγικών [image:    -- (^p,p)  ]. Με βάση αυτές τις
στρατηγικές καταλήγουμε με πιθανότητα [image: 14   ] στον τερματικό κόμβο [image: t2   ]
και με πιθανότητα [image: 34   ] στον τερματικό κόμβο [image: t6   ]. Η επιχείρηση 1 κερδίζει
[image: 1 ⋅ 1 + 3 ⋅0 = 1. 4  2   4      8  ] Η επιχείρηση 2 κερδίζει [image: 1⋅1 + 3 ⋅ 2 = 3. 4     4  3   4  ]

   Το διάνυσμα στρατηγικών [image: (p,^p)  ] οδηγεί με πιθανότητα [image: 1 4   ] στον τερματικό
κόμβο [image: t3   ] και με πιθανότητα [image: 3 4   ] στον τερματικό κόμβο [image: t7.  ] Η επιχείρηση 1 κερδίζει
[image: 1  1   3  1   7- 4 ⋅3 + 4 ⋅5 = 30.  ] Η επιχείρηση 2 κερδίζει [image: 1  3   3     3 4 ⋅ 2 + 4 ⋅0 = 8.  ]




                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     



[image: Εξωγενής αβεβαιότητα για την αγοραία ζήτηση]

 
Σχήμα 3.16: Εξωγενής αβεβαιότητα για την αγοραία ζήτηση



                                                                     

                                                                     



Τέλος, το διάνυσμα στρατηγικών [image:  ---- (p,p)  ] οδηγεί με πιθανότητα [image: 14   ] στον τερματικό
κόμβο [image: t4   ] και με πιθανότητα [image: 34   ] στον τερματικό κόμβο [image: t8.  ] Η επιχείρηση 1 κερδίζει
[image: 1 ⋅ 2 + 3 ⋅ 1= 13. 4  3   4  2   24  ] Η επιχείρηση 2 κερδίζει [image: 1⋅ 1+ 3 ⋅ 1 = 5. 4     4  2   8  ]

   Το παραπάνω παίγνιο εκτεταμένης μορφής δεν έχει υποπαίγνια (πάρα μόνο τον
εαυτό του). Συνεπώς η μόνη έννοια ισορροπίας που μας απασχολεί είναι η ισορροπία
κατά Nash . Για να βρούμε την ισορροπία (ή τις ισορροπίες) κατά Nash , μπορούμε να
κατασκευάσουμε τον πίνακα αποδόσεων που αντιστοιχεί στους διάφορους
συνδυασμούς στρατηγικών και κατόπιν να υπολογίσουμε την ισορροπία (ή τις
ισορροπίες) με βάση τον πίνακα αυτόν. ΄Εχουμε συνεπώς:


   

                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 3.17: Πίνακας αποδόσεων για αγορά με αβέβαιη ζήτηση

                                                                     

                                                                     
   


΄Οπως εύκολα διαπιστώνουμε από τον παραπάνω πίνακα, η μοναδική ισορροπία (σε
καθαρές στρατηγικές) κατά Nash  είναι η [image: (p,p)  ].


   3.6    Ιστορική αναδρομή

Η πρώτη γνωστή μελέτη παιγνίων με διαδοχικές επιλογές έγινε από τον
Zermelo  (1913), ο οποίος ανέλυσε παίγνια στα οποία δύο παίκτες επιλέγουν
ενέργειες, γνωρίζοντας σε κάθε χρονικό σημείο τις προηγηθείες επιλογές. Το
ολιγοπωλιακό υπόδειγμα του Stackelberg , το οποίο χρησιμοποιείται ευρέως
στην οικονομική ανάλυση, αναπτύχθηκε και αυτό αρκετά νωρίς (Stackelberg 
1934).

   Η εκτεταμένη μορφή ενός παιγνίου εισήχθει από τους von Neumann  και
Morgestern  στο κλασικό σύγγραμμα τους Theory of Games and Economic 
Behavior (1944) , η συστηματική ανάλυση της όμως ξεκίνησε κυρίως από τον Kuhn 
(1950, 1953). Η τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία εισήχθει από τον Selten  (1965),
και έμελλε να αποτελέσει σημείο αναφοράς τόσο για τη θεωρία, όσο και για τις
εφαρμογές των δυναμικών παιγνίων.

   Το παίγνιο της σαρανταποδαρούσας επινοήθηκε από τον Rosenthal  (1981) και
αποτελεί ένα παράδειγμα όπου η διαδικασία της οπισθογενούς επαγωγής οδηγεί σε
αποτελέσματα μη συμβατά με αυτά που θα περιμέναμε να παρατηρήσουμε στον
πραγματικό κόσμο. Η εργασία του Rosenthal  είναι μια από τις πρώτες εργασίες που
εστίασαν στα προβλήματα που δημιουργεί η χρήση της οπισθογενούς επαγωγής
(καθώς και η τελειότητα κατά υποπαίγνιο). Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στους
Fudenberg  και Tirole  (1993) για περαιτέρω λεπτομέρειες.




   3.7    Ασκήσεις


     
	
   1. 
	Το  1962  έλαβε  χώρα  η  λεγόμενη  κρίση  των  πυραύλων  της  Κούβας.
     Η κρίση ξεκίνησε με την απειλή εγκατάστασης Σοβιετικών πυρηνικών
     πυραύλων στο έδαφος της Κούβας, ενέργεια η οποία θα πυροδοτούσε
     την αντίδραση των ΗΠΑ. Κατά τη διάρκεια της κρίσης οι δύο παίκτες, η
     ΕΣΣΔ και οι ΗΠΑ, είχαν τις εξής δυνατές επιλογές. Αρχικά, η ΕΣΣΔ
     είχε  να  επιλέξει  μεταξύ  δύο  ενεργειών:  να  εγκαταστήσει  πυρηνικούς
     πυραύλους στην Κούβα ή να μην εγκαταστήσει. Στη δεύτερη περίπτωση
     το παίγνιο (η κρίση) τελειώνει με αποδόσεις (4,3), όπου ο πρώτος αριθμός
     είναι η απόδοση της ΕΣΣΔ.
                                                                     

                                                                     
     Στην πρώτη περίπτωση, οι ΗΠΑ έχουν τρεις επιλογές:
     

          
	
      (αʹ) 
	να μην αντιδράσουν
          
	
      (βʹ) 
	να επιτεθούν αεροπορικά στην Κούβα
          
	
      (γʹ) 
	να προβούν σε ναυτικό αποκλεισμό της Κούβας


     Εάν οι ΗΠΑ επιλέξουν την ενέργεια ([image: i  ]) τότε το παίγνιο τελειώνει με
     αποδόσεις (5,2). Εάν επιλέξουν την ενέργεια ([image: ii  ]) τότε η ΕΣΣΔ είτε
     ανταποδίδει είτε υποχωρεί. Στην πρώτη περίπτωση οι αποδόσεις είναι (1,0) και
     στη δεύτερη (2,4). Τέλος, εάν οι ΗΠΑ επιλέξουν την ενέργεια ([image: iii  ]) τότε η
     ΕΣΣΔ και πάλι είτε ανταποδίδει είτε υποχωρεί. Στην πρώτη περίπτωση οι
     αποδόσεις είναι (1,0) και στη δεύτερη (3,5). Να περιγραφεί η αλληλεπίδραση
     αυτή από ένα παίγνιο σε εκτεταμένη μορφή. Ποια η τέλεια κατά υποπαίγνιο
     ισορροπία του παιγνίου[image: ;  ]
     

	
   2. 
	
     [Kamien, Tauman , Zamir (1990), Games and Economic Behavior 2, 
     129-153 ]
     
΄Εστω το εξής παίγνιο με εξωγενή αβεβαιότητα. Η Φύση επιλέγει μία μαύρη
     ή άσπρη κάρτα. Η πιθανότητα επιλογής είναι 1/2 για κάθε χρώμα.
     Κατόπιν, ο παίκτης 1 ανακοινώνει ένα από τα δύο χρώματα χωρίς να
     έχει παρατηρήσει την επιλογή της Φύσης. Ο παίκτης 2 παρατηρεί την
     ανακοίνωση του 1, αλλά όχι την επιλογή της Φύσης, και ανακοινώνει
     και ένα από τα δύο χρώματα. Οι αποδόσεις των παικτών έχουν ως
     εξής:
     

          
	
      (αʹ) 
	Αν και οι δύο παίκτες ανακοινώσουν το ίδιο χρώμα, κάθε παίκτης
          κερδίζει 2 μονάδες χρησιμότητας.
          
	
      (βʹ) 
	Αν οι ανακοινώσεις διαφέρουν, τότε ο παίκτης που ανακοίνωσε το
          σωστό χρώμα (δηλαδή, την επιλογή της Φύσης), κερδίζει 5 ενώ ο
          άλλος παίκτης κερδίζει 0.
          


     Να κατασκευαστεί το δένδρο του παραπάνω παιγνίου και να βρεθεί η ισορροπία
     κατά Nash .
                                                                     

                                                                     
     

	
   3. 
	
     Θεωρούμε και πάλι το παραπάνω παίγνιο με τη διαφορά όμως ότι ο παίκτης 1
     ενημερώνεται για την επιλογή της Φύσης (το γεγονός αυτό συνιστά κοινή
     γνώση). Να κατασκευαστεί εκ νέου το δένδρο του παιγνίου και να βρεθεί η
     ισορροπία κατά Nash . Τι παρατηρούμε σε σχέση με την απόδοση του
     πληροφορημένου παίκτη[image: ;  ] Η πληροφόρηση που έχει ο 1 οδήγησε σε αύξηση ή
     μείωση της απόδοσης του[image: ;  ]
     

	
   4. 
	Θεωρούμε το εξής παίγνιο διαδοχικών επιλογών. Αρχικά, η Φύση επιλέγει
     μεταξύ των καταστάσεων [image: O1   ], [image: O2   ] και [image: O3   ]. Κάθε κατάσταση επιλέγεται με
     πιθανότητα 1/3. Ο παίκτης 1 παρατηρεί αν η Φύση επιλέξει [image: O1   ] αλλά δεν
     μπορεί να διακρίνει μεταξύ [image: O2   ] και [image: O3   ]. Αντιθέτως, ο παίκτης 2
     παρατηρεί αν η Φύση επιλέξει [image: O2   ] αλλά δεν μπορεί να διακρίνει μεταξύ
     [image: O1   ] και [image: O3   ]. Μετά την (όποια) επιλογή της Φύσης, ο παίκτης 1
     επιλέγει μεταξύ [image: O1   ], [image: O2   ] και [image: O3   ]. Κατόπιν, ο παίκτης 2 παρατηρεί
     την επιλογή του 1 και επιλέγει και αυτός μεταξύ [image: O  1   ], [image: O   2   ] και [image: O  3   ]
     Κάθε παίκτης λάμβανει 1 μονάδα χρησιμότητας εάν ο άλλος παίκτης
     δεν ανακοινώσει την πραγματική επιλογή της Φύσης, και επιπλέον
     λαμβάνει 1 ακόμη μονάδα εάν ο ίδιος ανακοινώσει την πραγματική
     επιλογή.
     
          
	
      (αʹ) 
	Να κατασκευαστεί το δένδρο του παραπάνω παιγνίου
          
	
      (βʹ) 
	Να βρεθεί η ισορροπία (ή οι ισορροπίες) του παιγνίου.


     
	
   5. 
	Θεωρούμε μία ολιγοπωλιακή αγορά με [image: n ≥ 2  ] επιχειρήσεις. Οι επιχειρήσεις
     ανταγωνίζονται στην αγορά επιλέγοντας ποσότητες με διαδοχικό τρόπο:
     
          
	
      (αʹ) 
	Στο στάδιο 1 επιλέγει ποσότητα η επιχείρηση 1. Η επιλογή της
          παρατηρείται από όλες τις επιχειρήσεις.
          
	
      (βʹ) 
	Στο στάδιο 2 επιλέγει ποσότητα η επιχείρηση 2. Η επιλογή της
          παρατηρείται από όλες τις επιχειρήσεις.
                                                      [image: .. .  ]
          

	
      (γʹ) 
	Στο  στάδιο  [image: n−  1  ]  επιλέγει  ποσότητα  η  επιχείρηση  [image: n − 1  ].  Η
          επιλογή της παρατηρείται, επίσης, από όλες τις επιχειρήσεις.
                                                                     

                                                                     
          
	
      (δʹ) 
	Στο στάδιο [image: n−  1  ] επιλέγει ποσότητα η επιχείρηση [image: n  ]. Η επιλογή
          της παρατηρείται από όλες τις επιχειρήσεις.
          


     Οι επιχειρήσεις παράγουν το ίδιο προϊόν, η αντίστροφη συνάρτηση ζήτησης του
     οποίου δίνεται από τη σχέση [image: p = a− Y  ], όπου [image: p  ] η τιμή και [image: Y  ] η συνολική
     ποσότητα της αγοράς. Το συνολικό κόστος παραγωγής είναι ίσο με 0 για όλες
     τις επιχειρήσεις.
     

          
	
      (αʹ) 
	Να βρεθεί η ποσότητα που θα παράγει κάθε επιχείρηση στην αγορά.
          
	
      (βʹ) 
	Να καταταχθούν οι επιχειρήσεις με βάση το ύψος των κερδών τους.


     
	
   6. 
	Οι επιχειρήσεις 1 και 2 ανταγωνίζονται σε μία αγορά επιλέγοντας διαδοχικά
     ποσότητες: πρώτα επιλέγει η 1 και κατόπιν η 2. Η τιμή στην αγορά δίνεται από
     τη συνάρτηση [image: p = f(Y )  ], όπου [image: p  ] η τιμή και [image: Y  ] η συνολική ποσότητα της
     αγοράς. Οι επιχειρήσεις παράγουν με σταθερό οριακό κόστος [image: c  ]. Να βρεθούν
     συνθήκες οι οποίες εξασφαλίζουν ότι η επιχείρηση 1 εξασφαλίζει μεγαλύτερο
     κέρδος.
     
	
   7. 
	Θεωρούμε την οικονομία μιας χώρας στην οποία μετέχουν η κυβέρνηση και ο
     ιδιωτικός τομέας. Η κυβέρνηση ελέγχει τον ρυθμό πληθωρισμού και
     ο ιδιωτικός τομέας ελέγχει τον ρυθμό μεταβολής του ονομαστικού
     μισθού. Η κυβέρνηση επιλέγει τον ρυθμό πληθωρισμού αφού πρώτα
     παρατηρήσει τη μεταβολή του ονομαστικού μισθού εκ μέρους του ιδιωτικού
     τομέα.
     Ο ιδιωτικός τομέας επιθυμεί σταθερό πραγματικό μισθό. Η συνάρτηση
     χρησιμότητας του ιδιωτικού τομέα δίνεται από την [image:                      2 uP(dw, π) = − (dw − π)   ],
     όπου [image: dw  ] ο ρυθμός μεταβολής του ονομαστικού μισθού. Η κυβέρνηση
     επιθυμεί υψηλό συνολικό προϊόν και χαμηλό πληθωρισμό. Συγκεκριμένα, η
     συνάρτηση χρησιμότητας της κυβέρνησης είναι η [image: uG(y,π) = y − π ∕3− 10  ],
     όπου [image: y  ] το συνολικό προϊόν και [image: π  ] ο ρυθμός πληθωρισμού. Η καμπύλη
     Phillips  για την εν λόγω οικονομία δίνεται από τη σχέση [image: y = 20+ π − dw  ].
     Να βρεθεί ο ρυθμός αύξησης μισθού και ο ρυθμός πληθωρισμού που θα
     προκύψουν στην τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία.
     

	
   8. 
	Να βρεθούν οι τέλειες κατά υποπαίγνιο ισορροπίες του παρακάτω παιγνίου στο
     οποίο μετέχουν οι παίκτες 1 και 2.
     
                                                                     

                                                                     


     


SVG-Viewer needed.





                                                                     

                                                                     


   3.8    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	δυναμικό παίγνιο                           
	dynamic game                              


	
	

	παίγνιο με διαδοχικές επιλογές          
	sequential game                            


	
	

	παίγνιο σε εκτεταμένη μορφή            
	extensive form game                      


	
	

	κόμβος απόφασης                          
	decision node                               


	
	

	τερματικός κόμβος                         
	terminal node                               


	
	

	σύνολο πληροφορίας                       
	information set                             


	
	

	τέλεια πληροφόρηση                       
	perfect information                        


	
	

	ατελής πληροφόρηση                      
	imperfect information                    


	
	

	συμπεριφορική στρατηγική               
	behavioral strategy                        


	
	

	τέλεια   κατά   υποπαίγνιο   ισορροπία
Nash                                           
	subgame perfect Nash equilibrium    


	
	

	οπισθογενής επαγωγή                     
	backwards induction                      


	
	

	παίγνιο σαρανταποδαρούσας              
	centipede game                             


	
	

	παίγνιο κατά Stackelberg                  
	Stackeleberg game                         


	
	

	διαδοχική διαπραγμάτευση                
	sequential bargaining                     


	
	

	εξωγενής αβεβαιότητα                     
	exogenous uncertainty                    


	
	

	ψευδοπαίκτης                                
	dummy player                              
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           1Από εδώ και στο εξής θα συμβολίζουμε τους διάφορους κόμβους των παικτών μόνο σε περιπτώσεις όπου αυτό χρειάζεται.



       
           2Αργότερα στην ενότητα θα παρουσιάσουμε πιο ακριβείς ορισμούς των διαφόρων εννοιών.


    
       
           3Παραπέμπουμε στο κεφάλαιο των στατικών παιγνίων.

  


       
           4Παραπέμπουμε στο κεφάλαιο περί παιγνίων διαπραγμάτευσης για επεκτάσεις του παιγνίου αυτού.



   


   Κεφάλαιο 4
Επαναλαμβανόμενα παίγνια

   4.1    Εισαγωγή

Πολλά οικονομικά, ή και άλλα, φαινόμενα επαναλαμβάνονται στον χρόνο. Για
παράδειγμα, οι επιχειρήσεις σε μία αγορά ανταγωνίζονται μεταξύ τους σε πολλές
χρονικές περιόδους, οι πωλητές και αγοραστές αλληλεπιδρούν σε επαναλαμβανόμενη
βάση, οι χώρες ανταγωνίζονται στον στίβο του διεθνούς εμπορίου διαχρονικά,
διάφοροι πληθυσμοί ζώων ανταγωνίζονται για κάποιον πόρο σε καθημερινή βάση,
κλπ. Οι αλληλεπιδράσεις που λαμβάνουν χώρα διαχρονικά υποδειγματοποιούνται
μέσω των λεγόμενων επαναλαμβανόμενων παιγνίων, τα οποία είναι μία κατηγορία
δυναμικών παιγνίων.

   Η βάση ενός επαναλαμβανόμενου παιγνίου είναι ένα στατικό παίγνιο,
το οποίο επαναλαμβάνεται έναν πεπερασμένο ή άπειρο αριθμό φορών. Το
στρατηγικό αυτό παίγνιο ονομάζεται παίγνιο σταδίου. Σε κάθε επανάληψη του
παιγνίου σταδίου οι παίκτες επιλέγουν ενέργειες και αποκομίζουν αποδόσεις.
Σημειώνουμε ότι σε κάθε περίοδο επαναλαμβάνεται το ίδιο ακριβώς παίγνιο
σταδίου.1 
Η δε συνολική απόδοση κάθε παίκτη είναι το άθροισμα των (προεξοφλημένων)
αποδόσεων που αποκομίζει σε κάθε χρονική περίοδο.

   Μεταξύ άλλων, τα επαναλαμβανόμενα παίγνια βοηθούν να αναλυθεί ένα βασικό
ερώτημα των οικονομικών, κοινωνικών και άλλων επιστημών. ΄Ενα ζήτημα που
απασχολεί αυτούς τους κλάδους είναι η εξήγηση των συνεργατικών συμπεριφορών
που παρατηρούνται σε οικονομικούς, βιολογικούς και λοιπούς πληθυσμούς. Τα
στατικά παίγνια συχνά αδυνατούν να δώσουν συμπεράσματα συνεπή με τις
(παρατηρηθείσες στον πραγματικό κόσμο) συνεργατικές συμπεριφορές. Σε ένα
στατικό πλαίσιο, οι παίκτες έχουν συχνά κίνητρο να παραβιάσουν τυχόν συμφωνίες
συνεργατικού χαρακτήρα, καθότι δεν υπάρχει η χρονική δυνατότητα να τιμωρηθεί η
παραβίαση. Το σημείο αυτό έρχονται να καλύψουν τα επαναλαμβανόμενα παίγνια, και
συγκεκριμένα αυτά για τα οποία δεν υπάρχει καθορισμένο χρονικό σημείο
τερματισμού. Η παραβίαση μίας συνεργατικής συμφωνίας συχνά αποφεύγεται
καθώς στο πλαίσιο αυτό υπάρχει η δυνατότητα μελλοντικής τιμωρίας του
παραβάτη.

   Η δομή του κεφαλαίου έχει ως εξής. Αρχικά, παρουσιάζονται τα βασικά στοιχεία
των επαναλαμβανόμενων παιγνίων. Η παρουσίαση διακρίνεται σε δύο μέρη: το πρώτο
αφορά σε παίγνια με πεπερασμένη διάρκεια και το δεύτερο αφορά σε παίγνια
με άπειρη διάρκεια. Κατόπιν, μελετάται ο τρόπος επίτευξης ισορροπιών σε
                                                                     

                                                                     
επαναλαμβανόμενα παίγνια. ΄Εμφαση δίνεται στο λεγόμενο Δημώδες Θεώρημα, το
οποίο εξηγεί ποιες ισορροπίες προκύπτουν σε ένα επαναλαμβανόμενο παίγνιο
άπειρης διάρκειας. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με ορισμένες οικονομικές
εφαρμογές.


   4.2    Βασικό πλαίσιο

Το σημείο εκκίνησης μας είναι ένα στατικό παίγνιο, [image: Γ = {N, (Xi,ui)i∈N } ], όπου
[image: N  = {1,2,...,n} ] είναι το σύνολο παικτών, [image: Xi  ] είναι το σύνολο των καθαρών
στρατηγικών του παίκτη [image: i  ] και [image: ui  ] είναι η συνάρτηση απόδοσης του. ϒποθέτουμε
ότι το παίγνιο αυτό, το οποίο ονομάζεται παίγνιο σταδίου, επαναλαμβάνεται [image: T  ]
φορές, όπου το [image: T  ] είναι είτε πεπερασμένο, είτε άπειρο. Κάθε επανάληψη λαμβάνει
χώρα σε μία χρονική περίοδο. Μία τυπική χρονική περίοδος (ή στάδιο) συμβολίζεται
με [image: t  ], όπου [image: t = 1,2,...,T  ]. Η αλληλεπίδραση εξελίσσεται στον χρόνο ως
εξής:


      
	
   [image: ∙ ] 
	Την περίοδο 1, οι παίκτες επιλέγουν ταυτόχρονα ενέργειες, τις οποίες
      συμβολίζουμε  ως  [image:  1     1  1      1 x  = (x1,x2,...,x n)  ],  όπου  ο  δείκτης  συμβολίζει
      τον  παίκτη  και  ο  εκθέτης  συμβολίζει  το  στάδιο  (χρονική  περίοδο).
      Η  ενέργεια  [image: x1i  ]  ανήκει  στο  σύνολο  [image: Xi  ],  [image: i ∈ N  ].  Κάθε  παίκτης
      πληροφορείται  εκ  των  υστέρων  τις  επιλογές  των  άλλων  παικτών.  Η
      απόδοση του παίκτη [image: i  ] στην περίοδο αυτή είναι
      
      [image:     1 ui(x ),  i ∈ N       ]

      
	
   [image: ∙ ] 
	Την περίοδο 2, οι παίκτες επιλέγουν, και πάλι ταυτόχρονα, ενέργειες
      [image: x2 = (x21,x22,...,x2n)  ]. Κάθε παίκτης πληροφορείται εκ των υστέρων
      τις επιλογές των άλλων παικτών. Η απόδοση του παίκτη [image: i  ] είναι
                                                                     

                                                                     
      
      [image:     2 ui(x ),  i ∈ N       ]

                                               [image: .. .  ]                                                

      
	
   [image: ∙ ] 
	Την      περίοδο      [image: T  ],      οι      παίκτες      επιλέγουν      ενέργειες
      [image:   T     T  T      T x   = (x1,x2,...,xn)  ]. Η απόδοση του παίκτη [image: i  ] είναι
      
      [image:     T ui(x ),   i ∈ N       ]

      
	
   [image: ∙ ] 
	Εάν το [image: T  ] είναι πεπερασμένο, η αλληλεπίδραση ολοκληρώνεται (με τη
      λήξη της περίοδου [image: T  ]). Σε διαφορετική περίπτωση, το παίγνιο συνεχίζει
      στο διηνεκές.





   4.2.1    Ιστορίες και τερματικές ιστορίες

΄Οπως είπαμε προηγουμένως, οι επιλογές των παικτών την περίοδο [image: t  ] περιγράφονται
από ένα διάνυσμα [image: xt = (xt,xt,...,xt )        1  2      n  ], όπου [image: xt∈ X  i    i  ] για [image: i = 1,2,...,n  ] και
[image: t = 1,2,...,T.  ] Με βάση αυτά τα διανύσματα προκύπτουν οι έννοιες της
[image: m  ]-ιστορίας και της τερματικής ιστορίας.


      
	
   [image: ∙ ] 
	Ως  [image: m  ]-ιστορία  ορίζουμε  μία  συλλογή  διανυσμάτων  ενεργειών  που
      αντιστοιχούν στις περιόδους από [image: t = 1  ] μέχρι και [image: t = m  ]. Δηλαδή, μία
      [image: m  ]-ιστορία είναι μία συλλογή διανυσμάτων [image: hm =  (x1, x2,...,xm )  ]. Το
      σύνολο όλων των [image: m  ]-ιστοριών συμβολίζεται ως [image: Hm  ].
                                                                     

                                                                     
      
	
   [image: ∙ ] 
	Ως τερματική ιστορία για την περίπτωση του πεπερασμένου [image: T  ] ορίζουμε
      μία ακολουθία διανυσμάτων ενεργειών που αντιστοιχούν στις περιόδους
      από  [image: t = 1  ]  μέχρι  και  [image: t = T  ].  Δηλαδή,  μία  τερματική  ιστορία  για
      την περίπτωση του πεπερασμένου [image: T  ] είναι μία ακολουθία της μορφής
      [image: hT  = (x1,x2,...,xT )  ].
      
	
   [image: ∙ ] 
	Ως  τερματική  ιστορία  για  την  περίπτωση  του  άπειρου  [image: T  ] ορίζουμε
      μία  ακολουθία  διανυσμάτων  ενεργειών  που  αντιστοιχούν  στα  στάδια
      [image: t = 1,2,...  ] Δηλαδή,  μία  τερματική  ιστορία  για  την  περίπτωση  του
      άπειρου [image: T  ] είναι μία ακολουθία της μορφής [image: h ∞ = (x1,x2,...)  ].
      
	
   [image: ∙ ] 
	Μία [image: m  ]-ιστορία είναι συνεπώς μία υποακολουθία κάποιας τερματικής
      ιστορίας.


Το παράδειγμα που ακολουθεί θα μας βοηθήσει να κατανοήσουμε καλύτερα τις
παραπάνω έννοιες.

Παράδειγμα 1
΄Εστω ότι το παίγνιο σταδίου δίνεται από το γνωστό μας Δίλημμα των
Φυλακισμένων:2 



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 4.1: Το παίγνιο σταδίου

                                                                     

                                                                     
   


Οι διαθέσιμες ενέργειες των παικτών στο παίγνιο σταδίου είναι οι [image: Σ  ] (συνεργασία)
και [image: O  ] (ομολογία). ϒποθέτουμε ότι το παίγνιο σταδίου επαναλαμβάνεται 3
φορές, δηλαδή [image: T =  3  ]. Παρακάτω καταγράφουμε τις διάφορες ιστορίες για το
επαναλαμβανόμενο παίγνιο.

   Μία 1-ιστορία είναι απλώς ένα ζεύγος ενεργειών των παικτών στην πρώτη
επανάληψη του παιγνίου σταδίου. Για παράδειγμα, μία τέτοια ιστορία είναι η
[image: h1 = (x11,x12) = (Σ, O ).  ] Το σύνολο όλων αυτών των ιστοριών δίνεται από το
σύνολο:


   	
   
[image:   1 H   = {(Σ,Σ ),(Σ, O),(O, Σ),(O,O )} ]
	(4.1)




Ας δούμε τώρα τις 2-ιστορίες. Κάθε τέτοια ιστορία αποτελείται από ένα ζεύγος
ενεργειών του πρώτου σταδίου και από ένα ζεύγος ενεργειών του δεύτερου σταδίου.
Αν για παράδειγμα οι ενέργειες του πρώτου σταδίου είναι οι [image: (x1,x1) = (Σ, O )   1  2  ] και
οι ενέργειες του δεύτερου σταδίου είναι οι [image: (x2,x2) = (O, O)   1  2  ] τότε η αντίστοιχη
2-ιστορία δίνεται από το διάνυσμα:




   
[image: h2 = ((Σ, O),(O,O )) ]

                                                                     

                                                                     
Το σύνολο όλων των 2-ιστοριών δίνεται από το καρτεσιανό γινόμενο του συνόλου
όλων των 1-ιστοριών επί του εαυτού του. Δηλαδή,




   
[image: H2  = H1 × H1 ]

όπου το σύνολο [image: H1   ] δίνεται από την (4.1).

   Ας δούμε τέλος τις τερματικές ιστορίες. Κάθε τερματική ιστορία είναι μία τριάδα
ζευγών ενεργειών, όπου κάθε ζεύγος αντιστοιχεί σε ένα στάδιο. Αν για παράδειγμα,
οι ενέργειες του πρώτου σταδίου είναι οι [image: (x1,x1) = (Σ,O )   1  2  ], οι ενέργειες του
δεύτερου σταδίου είναι οι [image: (x2,x2) = (O, O )   1  2  ] και οι ενέργειες του τρίτου σταδίου
είναι οι [image:   3  3 (x1,x2) = (O, Σ)  ] τότε η αντίστοιχη τερματική ιστορία δίνεται από το
διάνυσμα:




   
[image: h3 = ((Σ,O ),(O, O ),(O, Σ)) ]

Το σύνολο όλων των τερματικών ιστοριών είναι το:




                                                                     

                                                                     
   
[image:   3     2    1     1    1    1 H  =  H  × H  =  H  × H  × H ]

   4.2.2    Διαχρονικές προτιμήσεις

Σε ένα επαναλαμβανόμενο παίγνιο κάθε παίκτης αποκομίζει μία ακολουθία
αποδόσεων (μία απόδοση για κάθε μία χρονική περίοδο). Θα υποθέσουμε ότι η
αποτίμηση αυτής της ακολουθίας αποδόσεων γίνεται με βάση το προεξοφλούμενο
άθροισμα των όρων της ακολουθίας. Ο όρος προεξόφληση εισάγεται για να
σχηματοποιήσει την υπόθεση ότι ένα άτομο δεν αποτιμά σημερινές και μελλοντικές
αποδόσεις με τον ίδιο τρόπο: ένα ευρώ λαμβανόμενο αύριο δεν είναι ισοδύναμο με ένα
ευρώ λαμβανόμενο σήμερα. Αντιθέτως, ένα ευρώ λαμβανόμενο αύριο είναι ισοδύναμο
με [image: δ  ] ευρώ λαμβανόμενα σήμερα, όπου [image: δ ∈ (0,1)  ]. Η παράμετρος [image: δ  ] είναι ο
συντελεστής προεξόφλησης ενός ατόμου.

   ΄Οσο πιο κοντά είναι το [image: δ  ] στο 0, τόσο λιγότερο αποτιμά το άτομο μία
μελλοντική έναντι μίας σημερινής απόδοσης. Με άλλα λόγια, όσο πιο μικρό
είναι το [image: δ  ], τόσο λιγότερο ενδιαφέρεται το άτομο για το μέλλον ή τόσο
περισσότερο ανυπόμονο είναι. Και αντίστροφα, όσο πιο μεγάλο είναι το [image: δ  ]
(όσο πλησιάζει το 1), τόσο περισσότερο αποτιμά το άτομο μία μελλοντική
απόδοση, ή, με άλλα λόγια, τόσο περισσότερο υπομονετικό είναι το εν λόγω
άτομο.

   ΄Εστω μία πεπερασμένη τερματική ιστορία [image:  T     1  2      T h  = (x ,x ,...,x )  ]. Αν
ο συντελεστής προεξόφλησης του παίκτη [image: i  ] δίνεται από την παράμετρο
[image: δi ∈ (0,1)  ] τότε το προεξοφλημένο άθροισμα των αποδόσεων του παίκτη [image: i  ]
είναι:3 


   	
   
[image:                                                   ∑T Vi ≡ ui(x1)+ δiui(x2)+ δ2iui(x3)+ ...+ δTi− 1ui(xT ) =  δti−1ui(xt)                                                   t=1 ]
	(4.2)




΄Εστω τώρα μία άπειρη τερματική ιστορία [image:  ∞      1  2 h   = (x ,x ,...)  ]. Σε αυτή
την περίπτωση, το προεξοφλημένο άθροισμα των αποδόσεων του παίκτη [image: i  ]
είναι:


   	
   
[image:                                       ∞∑ Vi ≡ ui(x1) + δiui(x2)+ δ2ui(x3)+  ...=     δt−1ui(xt)                        i              t=1  i ]
	(4.3)




Ας εστιάσουμε για λίγο στην περίπτωση του άπειρου [image: T  ]. Αντί του προεξοφλημένου
αθροίσματος των αποδόσεων (σχέση 4.3), πολλές φορές είναι χρήσιμο να
χρησιμοποιήσουμε ως συνάρτηση αποτίμησης τον προεξοφλημένο μέσο όρο των
αποδόσεων του παίκτη. Πως θα γίνει αυτό[image: ;  ] Ας ορίσουμε, για ευκολία, τους
όρους:


   	
   
[image:  t      t ui = ui(x ), t = 1,2,... ]
	(4.4)




Με βάση τη σχέση (4.4) ο παίκτης [image: i  ] αποκομίζει την ακολουθία αποδόσεων
[image: (u1i,u2i,...)  ]. Ας ορίσουμε έναν αριθμό [image: c  ] τέτοιο ώστε ο [image: i  ] να είναι αδιάφορος
μεταξύ της ακολουθίας αποδόσεων [image: (u1i,u2i,...)  ] και της ακολουθίας [image: (c,c,...)  ].
Δηλαδή ισχύει η εξής σχέση:




   
[image:      ∞∑          ∑∞ Vi =    δt− 1ut=     δt− 1c      t=1  i   i  t=1  i ]

΄Ομως ισχύει ότι:


   
[image: ∑∞           c    δti−1c = ------ t=1        1−  δi ]

Κατά συνέπεια έχουμε:


                                                                     

                                                                     


   
[image:      ∞∑ Vi =    δt−1ut=  --c---      t=1  i   i   1− δi ]

ή αλλιώς:


   
[image:                    ∑∞  t−1 t (1 − δi)Vi = (1− δi)   δi  ui = c                    t=1 ]

Ο όρος [image: (1 − δi)Vi  ] είναι ο προεξοφλημένος μέσος όρος της ακολουθίας αποδόσεων
[image: (u1i,u2i,...)  ]. Προφανώς οι συναρτήσεις [image: Vi  ] και [image: (1 − δi)Vi  ] εκφράζουν τις ίδιες
προτιμήσεις (αφού η μία είναι θετικός μονοτονικός μετασχηματισμός της άλλης).
Μπορούμε, συνεπώς, να χρησιμοποιούμε είτε τη μία, είτε την άλλη κατά το
δοκούν.


   4.2.3    Τα παίγνια [image: GT (δ)  ] και [image: G∞ (δ)  ]

Μπορούμε τώρα να δώσουμε τους ορισμούς για ένα πεπερασμένως επαναλαμβανόμενο
παίγνιο και για ένα απείρως επαναλαμβανόμενο παίγνιο. Για ευκολία στην
παρουσίαση, θα υποθέσουμε ότι όλοι οι παίκτες έχουν τον ίδιο συντελεστή
προεξόφλησης, δηλαδή [image: δi = δ  ], για [image: i = 1,2,...,n.  ]

   Ξεκινούμε με τον ορισμό του πεπερασμένως επαναλαμβανόμενου παιγνίου
(παίγνιο με πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα).

Ορισμός 1 ΄Εστω ένα στατικό παίγνιο [image: Γ = {N, (Xi, ui)i∈N} ], όπου [image: N =  {1,2,...,n } ]
το σύνολο παικτών, [image: Xi  ] το σύνολο των στρατηγικών του [image: i  ] και [image: ui  ] η συνάρτηση
                                                                     

                                                                     
απόδοσης του [image: i.  ] Ως πεπερασμένα επαναλαμβανόμενο παίγνιο με παρατηρήσιμες
ενέργειες ορίζουμε το δυναμικό παίγνιο [image: T  ] σταδίων, όπου [image: T < ∞ ], στο
οποίο:
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο των παικτών είναι το [image: N  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο των ενεργειών του παίκτη [image: i  ] σε κάθε στάδιο είναι το [image: Xi  ] 
      
	
   [image: ∙ ] 
	το διάνυσμα των ενεργειών που επιλέγουν (ταυτόχρονα) οι παίκτες στο
      στάδιο [image: t  ] είναι το [image: xt = (xt1,xt2,...,xtn)  ], όπου [image: t = 1,2,...,T  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	οι ενέργειες του σταδίου [image: t  ] παρατηρούνται εκ των υστέρων από όλους
      τους παίκτες, όπου [image: t = 1,2,...,T  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο όλων των τερματικών ιστοριών είναι το σύνολο όλων των
      ακολουθιών [image:  T     1  2      T h  = (x ,x ,...,x  )  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	ο  παίκτης  [image: i  ] αποτιμά  την  τερματική  ιστορία  [image:   T     1  2     T h  =  (x  ,x  ,...,x  )  ]
      βάσει της συνάρτησης [image:       T Vi = ∑  δt−1ui(xt)      t=1  ], όπου [image: δ ∈ (0,1)  ]


Το παραπάνω επαναλαμβανόμενο παίγνιο συμβολίζεται ως [image: GT(δ)  ]. Το δε [image: Γ  ]
ονομάζεται παίγνιο σταδίου του [image: GT(δ)  ].

Ακολουθεί ο ορισμός του απείρως επαναλαμβανόμενου παιγνίου (παίγνιο με άπειρο
χρονικό ορίζοντα).

Ορισμός 2 ΄Εστω ένα στρατηγικό παίγνιο [image: Γ = {N,(Xi, ui)i∈N} ], όπου
[image: N  = {1,2,...,n} ] το σύνολο παικτών, [image: X   i  ] το σύνολο των στρατηγικών του [image: i  ]
και [image: ui  ] η συνάρτηση απόδοσης του [image: i.  ] Ως απείρως επαναλαμβανόμενο παίγνιο με
παρατηρήσιμες ενέργειες ορίζουμε το δυναμικό παίγνιο στο οποίο:
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο των παικτών είναι το [image: N  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο των ενεργειών του παίκτη [image: i  ] σε κάθε στάδιο είναι το [image: Xi  ] 
      
	
   [image: ∙ ] 
	το διάνυσμα των ενεργειών που επιλέγουν (ταυτόχρονα) οι παίκτες στο
      στάδιο [image: t  ] είναι το [image: xt = (xt1,xt2,...,xtn)  ], όπου [image: t = 1,2,...  ]
                                                                     

                                                                     
      
	
   [image: ∙ ] 
	οι ενέργειες του σταδίου [image: t  ] παρατηρούνται εκ των υστέρων από όλους
      τους παίκτες, όπου [image: t = 1,2,...  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο όλων των τερματικών ιστοριών είναι το σύνολο όλων των
      ακολουθιών [image:  ∞     1  2 h  = (x ,x ,...)  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	ο παίκτης [image: i  ] αποτιμά την τερματική ιστορία [image:  ∞      1  2 h   = (x ,x ,...)  ] βάσει
      της       συνάρτησης       [image:      ∞ Vi = ∑ δt−1ui(xt)     t=1  ]      ή       βάσει       της
      [image: (1 − δ)V = (1 − δ) ∞∑ δt− 1u(xt)         i         t=1      i  ], όπου [image: δ ∈ (0,1)  ]


Το παραπάνω επαναλαμβανόμενο παίγνιο συμβολίζεται ως [image:  ∞ G  (δ)  ]. Το δε [image: Γ  ]
ονομάζεται παίγνιο σταδίου του [image:  ∞ G  (δ)  ].






   4.2.4    Στρατηγικές

΄Οπως σημειώσαμε και στο κεφάλαιο των δυναμικών παιγνίων, μία στρατηγική ενός
παίκτη σε ένα δυναμικό παίγνιο είναι ένας κανόνας ο οποίος προσδιορίζει τις
ενέργειες του σε κάθε δυνατό ενδεχόμενο. ΄Ετσι, και σε ένα επαναλαμβανόμενο
παίγνιο με παρατηρήσιμες ενέργειες, μία στρατηγική ενός παίκτη είναι ένας κανόνας
επιλογής ενεργειών σε κάθε στάδιο (επανάληψη) του παιγνίου σταδίου ως
συνάρτηση των επιλογών του παρελθόντος. Πιο συγκεκριμένα, μία στρατηγική ενός
παίκτη σε ένα επαναλαμβανόμενο παίγνιο προσδιορίζει την ενέργεια που θα επιλέξει
ο παίκτης στο στάδιο [image: t  ] για κάθε [image: (t − 1)− ] ιστορία, και για κάθε [image: t  ]. Προφανώς, η
ενέργεια θα πρέπει να είναι εφικτή, να ανήκει δηλαδή στο σύνολο των διαθέσιμων
ενεργειών του παιγνίου σταδίου.

Ορισμός 3 Μία στρατηγική του παίκτη [image: i  ] σε ένα επαναλαμβανόμενο παίγνιο είναι μία
ακολουθία συναρτήσεων της μορφής [image: sti : Ht −1 → Xi  ], όπου [image: t = 1,2,...,T  ]
(πεπερασμένος χρονικός ορίζοντας) ή [image: t = 1,2,...  ] (άπειρος χρονικός ορίζοντας).
Δηλαδή, στο στάδιο [image: t  ] η συνάρτηση [image: st(ht−1)  i  ] επιλέγει κάποια ενέργεια για τον
παίκτη [image: i  ] ως συνάρτηση της ιστορίας [image:  t−1 h   ].

Παράδειγμα 2
Ας δούμε ξανά το παίγνιο του Παραδείγματος 1 (όπου το παίγνιο σταδίου
επαναλαμβάνεται τρεις φορές). Μία στρατηγική του παίκτη [image: i  ] είναι ένα πλάνο
επιλογής ενεργειών στα στάδια (επαναλήψεις) 1, 2 και 3. ΄Ενα τέτοιο πλάνο είναι το
εξής:
                                                                     

                                                                     


      
	
   [image: ∙ ] 
	 στάδιο 1
        	
      - 
	ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: Σ  ]


      
	
   [image: ∙ ] 
	στάδιο 2 
        	
      - 
	ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: Σ  ], εάν το αποτέλεσμα του πρώτου σταδίου
        είναι [image: (Σ,Σ)  ]
        
	
      - 
	ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: O  ], εάν το αποτέλεσμα του πρώτου σταδίου
        είναι ο,τιδήποτε πλην του [image: (Σ,Σ )  ]


      
	
   [image: ∙ ] 
	στάδιο 3
        	
      - 
	ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: Σ  ], εάν το αποτέλεσμα των δύο πρώτων
        σταδίων είναι [image: ((Σ, Σ),(Σ,Σ ))  ]
        
	
      - 
	ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: O  ], εάν το αποτέλεσμα των δύο πρώτων
        σταδίων είναι ο,τιδήποτε πλην του [image: ((Σ, Σ),(Σ,Σ ))  ]
        


      


Με απλά λόγια, η παραπάνω στρατηγική ορίζει το εξής για τον παίκτη [image: i  ]: να
ξεκινήσει το παιχνίδι επιλέγοντας την συνεργατική ενέργεια (στάδιο 1) και να
συνεχίζει με τον ίδιο τρόπο, όσο παρατηρεί ότι η συνεργασία τηρείται (στάδια 2 και
3). Αν όμως παρατηρήσει έστω και μία μη συνεργατική ενέργεια, τότε να επιλέξει τη
μη συνεργατική ενέργεια.

   Μπορούμε να συνοψίσουμε την περιγραφή της παραπάνω στρατηγικής του παίκτη [image: i  ] με τον
εξής τρόπο:4 


                                                                     

                                                                     


   
[image: s1(h0) = Σ,  i ]

   	
   
[image:          {         1 s2i(h1) =   Σ,  αν h  = (Σ,Σ )            O,  αν h1 ⁄= (Σ,Σ ) ]





και   


   	
   
[image:         {          2 si(h2) =    Σ,  αν h = ((Σ,Σ ),(Σ, Σ))           O,   αν h2 ⁄= ((Σ,Σ ),(Σ, Σ)) ]




                                                                     

                                                                     


   4.2.5    Ισορροπίες για πεπερασμένως επαναλαμβανόμενα παίγνια

ϒπενθυμίζουμε ότι εξετάζουμε δυναμικά παίγνια στα οποία μετά από κάθε
επανάληψη του παιγνίου σταδίου κάθε παίκτης παρατηρεί τις επιλογές όλων
των άλλων παικτών. Αν δούμε το επαναλαμβανόμενο παίγνιο ως παίγνιο σε
εκτεταμένη μορφή, η παραπάνω υπόθεση σημαίνει ότι μετά από κάθε επανάληψη
του παιγνίου σταδίου, οι παίκτες γνωρίζουν σε ποιον κόμβο αποφάσεων
βρίσκονται.

   Ας υποθέσουμε λοιπόν, ότι το παίγνιο σταδίου έχει επαναληφθεί [image: t  ] φορές.
΄Εστω ότι οι επιλογές των παικτών στα [image: t  ] αυτά στάδια συνοψίζονται από την
[image: t  ]-ιστορία [image: ht  ]. Τότε, η ιστορία αυτή ορίζει ένα υποπαίγνιο που ξεκινά από το
στάδιο [image: t+ 1  ] και περιλαμβάνει το στάδιο αυτό και όλα όσα έπονται αυτού
(παραπέμπουμε στον ορισμό του υποπαιγνίου που δόθηκε στο κεφάλαιο των
δυναμικών παιγνίων).

   Δεδομένων των παραπάνω, κατά την ανάλυση ενός επαναλαμβανόμενου παιγνίου
θα εστιάσουμε σε εκείνες τις ισορροπίες Nash  οι οποίες είναι τέλειες κατά
υποπαίγνιο. Ως ισορροπία Nash  θα εννοούμε, κατά τα γνωστά, κάθε διάνυσμα
στρατηγικών για το οποίο ουδείς παίκτης έχει κίνητρο να μεταβάλλει μονομερώς τη
στρατηγική του. Εμείς θα εστιάσουμε σε εκείνες τις ισορροπίες που ικανοποιούν
επιπλέον τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 4 Μία ισορροπία Nash ενός επαναλαμβανόμενου παιγνίου είναι τέλεια
κατά υποπαίγνιο εάν είναι ισορροπία Nash μετά από κάθε [image: t  ]-ιστορία του
παιγνίου.

Ας δούμε τα παραπάνω σε σχέση με το Παράδειγμα 1. Η μοναδική ισορροπία κατά
Nash  του παιγνίου αυτού, όταν λάβει χώρα μία φορά, είναι η [image: (O, O)  ], δηλαδή το μη
συνεργατικό αποτέλεσμα. 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 4.2: Το παίγνιο σταδίου

                                                                     

                                                                     
   


Θα υποθέσουμε ότι το παίγνιο σταδίου επαναλαμβάνεται [image: T  ] φορές, όπου [image: T < ∞ ],
και θα προσδιορίσουμε την τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία (ή τις τέλειες
ισορροπίες, σε περίπτωση που υπάρχουν παραπάνω από μία). Η ανάλυση θα
στηριχτεί στην οπισθογενή επαγωγή.

   Ξεκινούμε από το στάδιο [image: T  ]. Το πρώτο σημείο που παρατηρούμε είναι ότι οι
επιλογές των παικτών στο στάδιο αυτό ουδεμία επίδραση έχουν στο μέλλον, διότι
δεν υπάρχει επόμενη περίοδος. Αυτή η παρατήρηση ισχύει ανεξαρτήτως των
επιλογών των παικτών στα πρώτα [image: T − 1  ] στάδια, ή αλλιώς ανεξαρτήτως της
ιστορίας [image: hT− 1   ]. Το στάδιο [image: T  ] λοιπόν, δεν επηρεάζεται από το παρελθόν και δεν
επηρεάζει το μέλλον. Κατά συνέπεια, στο στάδιο αυτό οι παίκτες συμπεριφέρονται
σαν να βρίσκονται σε ένα ανεξάρτητο παίγνιο ενός σταδίου. Κατά συνέπεια το
αποτέλεσμα του σταδίου αυτού είναι το [image: (O, O)  ] (δηλαδή, η ισορροπία Nash  του
παιγνίου σταδίου).

   Ας δούμε τώρα το στάδιο [image: T −  1  ]. Οι παίκτες γνωρίζουν (από την οπισθογενή
επαγωγή) ότι ανεξαρτήτως της ιστορίας, στο επόμενο στάδιο [image: T  ] το αποτέλεσμα θα
είναι το [image: (O, O)  ]. Συνεπώς, οι ενέργειες τους στο στάδιο [image: T − 1  ] δεν επηρεάζουν τις
ενέργειες τους στο επόμενο στάδιο. ΄Αρα, στο στάδιο [image: T − 1  ] θα συμπεριφερθούν
σαν να μην υπάρχει επόμενη περίοδος. Επομένως, οι επιλογές τους θα δίνονται και
και πάλι από το [image: (O, O)  ].

   Με την ίδια λογική αναλύουμε όλα τα υπόλοιπα στάδια, δηλαδή τα στάδια
[image: T − 2  ], [image: T − 3,...,2,1.  ] Καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι σε κάθε στάδιο θα
επαναλαμβάνεται η ισορροπία κατά Nash  του παιγνίου σταδίου. Δηλαδή το
αποτέλεσμα σε κάθε στάδιο θα είναι το [image: (O, O )  ]. Το μοναδικό τέλειο κατά
υποπαίγνιο αποτέλεσμα ισορροπίας συνεπώς είναι το:


   
[image: ((O, O ),(O, O),...,(O,O )) ]

Η παραπάνω ανάλυση και το συμπέρασμα της (ότι δηλαδή στην τέλεια ισορροπία
ενός πεπερασμένα επαναλαμβανόμενου παιγνίου απλώς επαναλαμβάνεται η
μοναδική ισορροπία Nash  του παιγνίου σταδίου) ισχύει για κάθε πεπερασμένο
επαναλαμβανόμενο παίγνιο.

Πρόταση 1 ΄Εστω ότι το παίγνιο σταδίου [image: Γ  ] έχει μία μόνο ισορροπία κατά Nash.
Τότε το παίγνιο [image: GT (δ)  ] έχει μία τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία. Με βάση αυτήν,
                                                                     

                                                                     
σε κάθε στάδιο επαναλαμβάνεται η ισορροπία Nash του παιγνίου σταδίου
[image: Γ  ].

Απόδειξη Η λογική της απόδειξης ακολουθεί τα βήματα του προηγούμενου
παραδείγματος.                                                                               __

΄Οπως σημειώσαμε στην εισαγωγή του παρόντος Κεφαλαίου, τα επαναλαμβανόμενα
παίγνια προσπαθούν, μεταξύ άλλων, να εξηγήσουν συνεργατικές συμπεριφορές. Η
ανάλυση μέχρι τώρα δείχνει ότι, αν η συνεργατική συμπεριφορά δεν εξηγείται από
ένα στατικό παίγνιο (δηλαδή δεν προκύπτει ως ισορροπία του στατικού παιγνίου)
τότε ενδεχομένως δεν θα εξηγείται και από το αντίστοιχο πεπερασμένως
επαναλαμβανόμενο παίγνιο.

   Θα μπορούσε να σκεφτεί κάποιος ότι η επιλογή ενός συνεργατικού
αποτελέσματος, π.χ. του αποτελέσματος [image: (Σ,Σ )  ] στο επαναλαμβανόμενο Δίλημμα
των Φυλακισμένων, θα μπορούσε να επιτευχθεί μέσω στρατηγικών οι οποίες
τιμωρούν στο μέλλον μία σημερινή παραβίαση της συνεργασίας. ΄Οταν η
αλληλεπίδραση επαναληφθεί έναν πεπερασμένο αριθμό φορών, τα κίνητρα των
παικτών καθιστούν κάθε τιμωρία μη αξιόπιστη: οι παίκτες σε κάθε περίοδο
συμπεριφέρονται σαν να μην υπάρχει επόμενη περίοδος. Η ενότητα που ακολουθεί
δείχνει ότι η χρήση ενός απείρως επαναλαμβανόμενου παιγνίου αλλάζει κατά πολύ το
συμπέρασμα αυτό.


   4.2.6    Ισορροπίες για απείρως επαναλαμβανόμενα παίγνια

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε τέλειες κατά υποπαίγνιο ισορροπίες για απείρως
επαναλαμβανόμενα παίγνια. ΄Οπως θα δούμε, τα συμπεράσματα της ανάλυσης
διαφέρουν από αυτά των πεπερασμένων παιγνίων. Μεταξύ άλλων, στόχος είναι να
αναλυθεί η δυνατότητα επίτευξης συνεργατικών αποτελεσμάτων. Για το σκοπό αυτό,
θα αναλύσουμε στρατηγικές στο άπειρο παίγνιο οι οποίες έχουν δύο βασικά
συστατικά: το ένα συστατικό προσδιορίζει τις ενέργειες που αντιστοιχούν σε κάποιο
επιθυμητό αποτέλεσμα (π.χ., συνεργασία) και το άλλο συστατικό προσδιορίζει τις
ενέργειες που αντιστοιχούν στην τιμωρία των παικτών εκείνων που δεν ενεργούν
βάσει του επιθυμητού αποτελέσματος.

   Θα δούμε ένα σχετικό παράδειγμα εστιάζοντας και πάλι στο παίγνιο
του Διλήμματος των Φυλακισμένων (παραπέμπουμε στο Παράδειγμα 1 και
στην προηγούμενη ενότητα για τις λεπτομέρειες του παιγνίου σταδίου).
ϒποθέτουμε ότι το παίγνιο σταδίου επαναλαμβάνεται άπειρες φορές και ότι ο
συντελεστής προεξόφλησης δίνεται από την παράμετρο [image: δ  ] και για τους δύο
παίκτες.

   ΄Εστω η εξής στρατηγική του παίκτη [image: i  ] (όπου [image: i = 1,2  ]) στο άπειρο
παίγνιο:


      
	
                                                                     

                                                                     
   [image: ∙ ] 
	στάδιο [image: t = 1  ]
        	
      - 
	ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: Σ  ]


      
	
   [image: ∙ ] 
	στάδιο [image: t > 1  ]
        	
      - 
	εάν  το  αποτέλεσμα  σε  κάθε  ένα  από  τα  προηγούμενα  στάδια
        [image: 1,2,...,t− 1  ] είναι [image: (Σ,Σ )  ], ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: Σ  ]
        
	
      - 
	σε κάθε άλλη περίπτωση, ο [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: O  ]


      


Η παραπάνω στρατηγική ονομάζεται στρατηγική πυροδότησης: εάν παρατηρηθεί
παραβίαση της συνεργασίας, η στρατηγική αυτή πυροδοτεί την [image: “  ]τιμωρία[image: ”  ] του
παραβάτη στο διηνεκές.

   Τα ερωτήματα που τίθενται είναι τα εξής:


      
	
   [image: ∙ ] 
	θα υιοθετήσουν οι παίκτες τη στρατηγική πυροδότησης[image: ;  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	συνιστά το ζεύγος στρατηγικών πυροδότησης τέλεια κατά υποπαίγνιο
      ισορροπία[image: ;  ]


Ξεκινούμε με το πρώτο ερώτημα. Θα εξετάσουμε τα κίνητρα των παικτών για
υιοθέτηση ή μη της παραπάνω στρατηγικής. Δεδομένου ότι οι παίκτες είναι
συμμετρικοί (έχουν ταυτόσημα χαρακτηριστικά), αρκεί να εξετάσουμε έναν παίκτη
μόνο, π.χ., τον παίκτη 1. Κατά τα γνωστά, θα υποθέσουμε ότι ο παίκτης 2 υιοθετεί
τη στρατηγική πυροδότησης και θα εξετάσουμε αν η βέλτιστη αντίδραση του 1 είναι
να την υιοθετήσει και αυτός. Θα πρέπει να προσδιορίσουμε τη βέλτιστη ενέργεια του
1 σε δύο ενδεχόμενα: όταν παρατηρεί αποτελέσματα τύπου [image: (Σ, Σ)  ] και όταν
παρατηρεί ο,τιδήποτε άλλο.

   Ας δούμε πρώτα τι θα κάνει ο 1 αν παρατηρήσει στο τέλος κάποιας περιόδου ένα
αποτέλεσμα διαφορετικό του [image: (Σ,Σ )  ]. Ο παίκτης 1 ξέρει ότι ο 2, έχοντας και
αυτός παρατηρήσει την παραβίαση της συνεργασίας, θα αρχίσει να επιλέγει
[image: O  ] (διότι ο 2, εξ’ υποθέσεως, ακολουθεί τη στρατηγική πυροδότησης).
Ποια η βέλτιστη αντίδραση του 1 έναντι αυτής της συμπεριφοράς του 2[image: ;  ]
Προφανώς να επιλέγει και αυτός [image: O  ] στο διηνεκές (όπως προβλέπει η στρατηγική
πυροδότησης).
                                                                     

                                                                     

   Μένει να προσδιορίσουμε τη βέλτιστη αντίδραση του παίκτη 1 την περίοδο 1
καθώς και σε εκείνες τις περιόδους οι οποίες έπονται ιστοριών που περιλαμβάνουν
μόνο [image: (Σ,Σ )  ]. ΄Εστω ότι σε κάποια από αυτές ο 1 επιλέγει [image: O  ]. Η απόδοση του την
περίοδο αυτή θα είναι 6 (διότι ο 2 συνεχίζει να επιλέγει [image: Σ  ]). Από την επόμενη
περίοδο όμως ο 2, παρατηρώντας παραβίαση, θα αρχίσει να τιμωρεί τον 1 επιλέγοντας
[image: O  ] για πάντα. ΄Αρα από την επόμενη αυτή περίοδο και στο διηνεκές ο 1 θα
αποκομίζει 1 ανά περίοδο. Η προεξοφλημένη μέση απόδοση του 1 από την παραβίαση
είναι συνεπώς:




   
[image:                                       δ (1 − δ)(6 + δ + δ2 + ...) = (1 − δ)(6 +----)                                     1 − δ ]

Αν, αντιθέτως, ο 1 μετά από ιστορία που περιλαμβάνει μόνο [image: (Σ,Σ )  ] επιλέξει την
ενέργεια [image: Σ  ], η απόδοση του θα είναι 5 (διότι μετά από μία τέτοια ιστορία ο 2
παίζει [image: Σ  ]). Για κάθε μία από τις επόμενες περιόδους, το ίδιο αποτέλεσμα θα
επαναλαμβάνεται και ο 1 θα κερδίζει συνεχώς 5 ανά περίοδο. Η προεξοφλημένη μέση
απόδοση του 1 σε αυτή την περίπτωση είναι:




   
[image:                                    5 (1− δ)(5 + 5δ + 5δ2 + ...) = (1− δ)----= 5                                   1− δ ]

Συνεπώς, ο παίκτης 1 θα επιλέγει [image: Σ  ] μετά από κάθε ιστορία που περιλαμβάνει μόνο
[image: (Σ,Σ )  ] εάν


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:                 δ          1 5 ≥ (1 − δ)(6+ 1-−-δ) ⇔ δ ≥ 5- ]
	(4.5)




Η σχέση (4.5) μας λέει ότι, αν ο παίκτης 1 (και λόγω συμμετρίας και ο 2)
ενδιαφέρεται αρκετά για το μέλλον ή αλλιώς αν είναι αρκετά υπομονετικός, τότε
υιοθετεί τη στρατηγική πυροδότησης. ϒπό αυτή την υπόθεση, σε κάθε περίοδο του
απείρως επαναλαμβανόμενου παιγνίου του Διλήμματος των Φυλακισμένων το
αποτέλεσμα θα δίνεται από το διάνυσμα ενεργειών [image: (Σ,Σ)  ].

   Ας δούμε τώρα για ποιο λόγο το παραπάνω αποτέλεσμα συνιστά τέλεια κατά
υποπαίγνιο ισορροπία. Ξεκινούμε με την παρατήρηση ότι κάθε υποπαίγνιο ενός
απείρως επαναλαμβανόμενου παιγνίου [image: G∞ (δ)  ] είναι ουσιαστικά ταυτόσημο με το
[image: G ∞ (δ)  ] (διότι και τα δύο είναι απείρως επαναλαμβανόμενα παίγνια με τα ίδια
δεδομένα). Παραπάνω δείξαμε ότι η υιοθέτηση της στρατηγικής πυροδότησης
συνιστά ισορροπία κατά Nash  για το παίγνιο συνολικά. Αυτή η στρατηγική
πυροδότησης δημιουργεί δύο τύπους υποπαιγνίων: αυτά που ξεκινούν μετά από
ιστορίες που περιλαμβάνουν μόνο συνεργατικά αποτελέσματα και αυτά που ξεκινούν
μετά από ιστορίες που περιλαμβάνουν έναν τουλάχιστον διαφορετικό αποτέλεσμα.
Για το πρώτο τύπο υποπαιγνίων οι παίκτες επιλέγουν σε κάθε στάδιο τις ενέργειες
[image: (Σ,Σ )  ]. Το αποτέλεσμα αυτό συνιστά ισορροπία κατά Nash  του όλου παιγνίου
όταν [image: δ ≥ 1∕5  ]. ΄Αρα, συνιστούν ισορροπία κατά Nash  και για το εν λόγω
υποπαίγνιο (λόγω της ταύτισης του όλου παιγνίου με κάθε υποπαίγνιο). Σε ένα
υποπαίγνιο του δεύτερο τύπου, οι παίκτες επιλέγουν σε κάθε στάδιο τις ενέργειες
[image: (O, O)  ]. Οι ενέργειες αυτές προφανώς αποτελούν ζεύγος αμοιβαία βέλτιστων
ενεργειών για το όλο παίγνιο και άρα συνιστούν ισορροπία και για το εν λόγω
υποπαίγνιο.

   Η παραπάνω ισορροπία προέκυψε βάσει της υπόθεσης ότι η παραβίαση της
συνεργασίας τιμωρείται επ’ άπειρον. Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να σκεφτούμε
στρατηγικές σύμφωνα με τις οποίες η τιμωρία διαρκεί έναν περιορισμένο αριθμό
περιόδων, π.χ., διαρκεί για [image: k  ] περιόδους. Προφανώς θα υπάρχει μία αντίστροφη
σχέση μεταξύ του [image: k  ] και της ελάχιστης τιμής του συντελεστή προεξόφλησης
που εξασφαλίζει την υιοθέτηση της εν λόγω στρατηγικής. ΄Οσο πιο μικρή
είναι η διάρκεια της τιμωρίας, τόσο ποιο ελκυστική γίνεται η παραβίαση της
συνεργασίας, και άρα τόσο περισσότερο θα πρέπει να ενδιαφέρονται για το
μέλλον οι παίκτες, ώστε να μην παραβιάσουν τη συνεργασία (η παραβίαση της
συνεργασίας επιφέρει οφέλη τα οποία είναι μεγάλα βραχυχρονίως και μικρότερα
                                                                     

                                                                     
μακροχρονίως).

   Η τελευταία παρατήρηση δημιουργεί το εξής ερώτημα: Ποια ζεύγη αποδόσεων
μπορούν να προκύψουν ως αποδόσεις ισορροπίας σε ένα απείρως επαναλαμβανόμενο
παίγνιο (είτε αυτό είναι το Δίλημμα των Φυλακισμένων είτε κάποιο άλλο)[image: ;  ] ΄Οπως
θα δούμε στην επόμενη ενότητα, οι άπειρες επαναλήψεις ενός παγνίου σταδίου
επιτρέπουν την ύπαρξη ενός πολύ μεγάλου αριθμού τέλειων κατά υποπαίγνιο
ισορροπιών Nash .




   4.2.6.1    Το Δημώδες Θεώρημα (Folk theorem )

΄Εστω ότι ένα παίγνιο σταδίου επαναλαμβάνεται άπειρες φορές (και ότι μετά από
κάθε επανάληψη όλοι πληροφορούνται τις επιλογές όλων). Ποιες από τις αποδόσεις
του παιγνίου σταδίου μπορούν να προκύψουν ως αποδόσεις ισορροπίας στο
απείρως επαναλαμβανόμενο παίγνιο[image: ;  ] Η απάντηση είναι πάρα πολλές, αρκεί οι
παίκτες να είναι αρκετά υπομονετικοί. ΄Οπως δείχνει το λεγόμενο Δημώδες
Θεώρημα, για ένα μεγάλο αριθμό διανυσμάτων εφικτών αποδόσεων του
παιγνίου σταδίου μπορούμε να βρούμε στρατηγικές ισορροπίας στο απείρως
επαναλαμβανόμενο παίγνιο οι οποίες εξασφαλίζουν στους παίκτες τις αποδόσεις
αυτές.

   Ας δούμε κατ’ αρχάς τι σημαίνει ο όρος εφικτές αποδόσεις σε ένα παίγνιο
σταδίου. Ας δούμε, για παράδειγμα, τον πίνακα αποδόσεων του Παραδείγματος
1. Προφανώς τα ζεύγη αποδόσεων που αντιστοιχούν στα τέσσερα ζεύγη
καθαρών στρατηγικών είναι εφικτές (υπό την έννοια ότι για κάθε ένα από
αυτά τα ζεύγη αποδόσεων υπάρχουν στρατηγικές οι οποίες δημιουργούν
τις συγκεκριμένες αποδόσεις). Τα ζεύγη αποδόσεων αυτών περιγράφονται
από το σύνολο [image: {(5,5),(0,6),(6,0),(1,1)} ] και απεικονίζονται στο Σχήμα
4.3.

   Επίσης, όλοι οι κυρτοί συνδυασμοί δύο ή περισσοτέρων ζευγών αποδόσεων των
καθαρών στρατηγικών συνιστούν εφικτές αποδόσεις (μέσω της χρήσης μικτών
στρατηγικών). Εν γένει, το σύνολο εφικτών αποδόσεων του παιγνίου σταδίου του
Παραδείγματος 1 δίνεται από το τετράπλευρο του επόμενου σχήματος, το οποίο ως
κορυφές έχει τα τέσσερα ζεύγη αποδόσεων που αντιστοιχούν στις καθαρές
στρατηγικές.

   Ας δώσουμε τώρα τον ορισμό των εφικτών αποδόσεων για ένα γενικό παίγνιο
σταδίου, το [image: Γ = {N, (X ,u )   }           i  i i∈N ].

Ορισμός 5 Οι αποδόσεις [image: (v ,v ,...,v )   1  2     n  ] είναι εφικτές στο παίγνιο σταδίου [image: Γ  ] εάν
προκύπτουν από κάποιον κυρτό συνδιασμό των αποδόσεων που αντιστοιχούν στις
καθαρές στρατηγικές του [image: Γ  ]. Το σύνολο των εφικτών αποδόσεων συμβολίζεται με
[image: V  ].
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 Σχήμα 4.3: Εφικτές αποδόσεις για το Παράδειγμα 1






΄Εστω ότι το διάνυσμα [image: x ∗ = (x∗1,x∗2,...,x∗n)  ] συνιστά ισορροπία κατά Nash  του
παιγνίου σταδίου [image: Γ  ]. Ας θεωρήσουμε εκείνες τις εφικτές αποδόσεις οι οποίες
υπερβαίνουν τις αποδόσεις που αντιστοιχούν στη ισορροπία Nash . Δηλαδή, ας
θεωρήσουμε όλα τα διανύσματα [image: (v1,v2,...,vn)  ] για τα οποία ισχύει ότι
[image: v >  u (x ∗)  i    i  ], για κάθε [image: i ∈ N  ]. Συμβολίζουμε το σύνολο αυτών των διανυσμάτων
ως [image: ^ V  ].

   Ας δούμε και πάλι το Παράδειγμα 1. Η ισορροπία κατά Nash  του παιγνίου
σταδίου, δηλαδή το ζεύγος στρατηγικών [image: (O, O )  ], δημιουργεί τις αποδόσεις
ισορροπίας (1,1). Το σύνολο [image: ^V  ] για το παίγνιο αυτό δίνεται από το Σχήμα
4.4.
                                                                     

                                                                     











[image: Εφικτές αποδόσεις που υπερβαίνουν τις αποδόσεις Nash] 




 Σχήμα 4.4: Εφικτές αποδόσεις που υπερβαίνουν τις αποδόσεις Nash






Το Δημώδες Θεώρημα μας λέει ότι όλες οι εφικτές αποδόσεις του [image: Γ  ] που ανήκουν
στο σύνολο [image:  ^ V  ] μπορούν να προκύψουν ως αποδόσεις ισορροπίας στο απείρως
επαναλαμβανόμενο παίγνιο, αρκεί οι παίκτες να είναι αρκετά υπομονετικοί. ΄Οπως θα
δούμε, η απόδειξη του θεωρήματος κάνει χρήση της έννοιας της στρατηγικής
πυροδότησης.

Δημώδες Θεώρημα Θεωρούμε ένα στατικό παίγνιο [image: Γ  ]. ΄Εστω ότι:


                                                                     

                                                                     
      
	
   [image: ∙ ] 
	[image:   ∗   ∗     ∗ (u1,u 2,...,un)  ] είναι το διάνυσμα αποδόσεων μίας ισορροπίας Nash
      του [image: Γ  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	[image: (^v1,^v2,...,^vn)  ] είναι ένα διάνυσμα εφικτών αποδόσεων του [image: Γ  ] τέτοιο
      ώστε [image:      ∗ ^vi > ui  ] για κάθε [image: i  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	ο συντελεστής προεξόφλησης [image: δ  ] είναι αρκετά μεγάλος


Τότε υπάρχει τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία για το παίγνιο [image:   ∞ G   (δ)  ] με μέσες
αποδόσεις [image: (^v1,^v2,...,^vn)  ].

Απόδειξη Ας υποθέσουμε ότι το διάνυσμα [image: (^u1,^u2,...,u^n ) ∈ ^V  ] μπορεί να
επιτευχθεί μέσω ενός διανύσματος καθαρών στρατηγικών [image: ^x = (^x ,^x ,...,^x )       1  2      n  ].
Δηλαδή, [image: ui(^x) = ^ui  ], [image: i ∈ N  ]. Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι δεν είναι απαραίτητο
να κάνουμε την υπόθεση περί καθαρών στρατηγικών. Αν δεν ισχύει η υπόθεση αυτή,
τότε το διάνυσμα [image: ^v  ] επιτυγχάνεται μέσω μικτών στρατηγικών. Σε αυτή την
περίπτωση όμως, η ανάλυση που ακολουθεί θα γίνει λίγο πιο πολύπλοκη. ΄Εστω
επίσης, ότι οι αποδόσεις ισορροπίας [image: (u∗1,u∗2,...,u ∗n)  ] του [image: Γ  ] προκύπτουν από το
διάνυσμα στρατηγικών [image: (x∗,x∗,...,x ∗n)   1  2  ].

   Θεωρούμε την εξής στρατηγική πυροδότησης:


      
	
   [image: ∙ ] 
	στάδιο [image: t = 1  ] 
        	
      - 
	ο παίκτης [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: x^   i  ]


      
	
   [image: ∙ ] 
	στάδιο [image: t > 1  ]
        	
      - 
	εάν  το  αποτέλεσμα  σε  κάθε  ένα  από  τα  προηγούμενα  στάδια
        [image: 1,2,...,t− 1  ] είναι [image: ^x  ], ο παίκτης [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: ^xi  ]
        
	
      - 
	σε κάθε άλλη περίπτωση, ο παίκτης [image: i  ] επιλέγει την ενέργεια [image: x∗i  ]


      


Θα εξετάσουμε τα κίνητρα των παικτών για υιοθέτηση ή μη της παραπάνω
στρατηγικής. Κατά τα γνωστά, ας δούμε τον παίκτη [image: i  ] θεωρώντας ότι όλοι οι άλλοι
παίκτες υιοθετούν τη στρατηγική πυροδότησης. Θα πρέπει να προσδιορίσουμε τη
βέλτιστη αντίδραση του [image: i  ] σε κάθε περίοδο όπου έχει παρατηρήσει αποτέλεσμα [image: ^x  ]
και τη βέλτιστη αντίδραση του σε κάθε περίοδο όπου έχει παρατηρήσει αποτέλεσμα
διαφορετικό του [image: ^x  ].
                                                                     

                                                                     

   Τι θα κάνει ο [image: i  ] αν παρατηρήσει σε κάποια περίοδο [image: t  ] ότι την προηγούμενη
περίοδο [image: t − 1  ] προέκυψε αποτέλεσμα διαφορετικό του [image: x^;  ] Ο [image: i  ] ξέρει ότι την
περίοδο [image: t  ] οι υπόλοιποι παίκτες θα επιλέξουν τις ενέργειες [image:  ∗ x−i  ], και ότι αυτό
θα γίνεται στο διηνεκές (διότι ακολουθούν τη στρατηγική πυροδότησης).
Συνεπώς, η βέλτιστη αντίδραση του 1 είναι να επιλέγει και αυτός [image: x ∗i  ] στο
διηνεκές.

   Ας δούμε τώρα τι θα κάνει ο [image: i  ] σε εκείνες τις περιόδους για τις οποίες η ιστορία
περιλαμβάνει μόνο το αποτέλεσμα [image: ^x  ]. ΄Εστω ότι σε κάποια από αυτές ο [image: i  ] επιλέγει
να αποκλίνει από την ενέργεια [image: ^xi  ]. Η βέλτιστη απόκλιση, την οποία συμβολίζουμε
με [image:  d xi  ], είναι αυτή που λύνει το πρόβλημα:


   
[image: max  u(x ,^x  )   xi   i i  −i ]

Η απόδοση του [image: i  ] κατά την περίοδο απόκλισης είναι:




   
[image: udi ≡ ui(xdi,x^−i) ]

όπου προφανώς ισχύει ότι:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:  d ui ≥ ^ui ]
	(4.6)




Από την επόμενη περίοδο οι άλλοι παίκτες θα αρχίσουν να επιλέγουν [image: x∗− i  ], αφού θα
παρατηρήσουν την επιλογή [image: xd  i  ] του [image: i  ]. Θα αρχίσει συνεπώς η περίοδος τιμωρίας του
[image: i  ]. Δεδομένου αυτού, η βέλτιστη αντίδραση του [image: i  ] είναι η επιλογή της ενέργειας
[image:  ∗ xi  ]. ΄Αρα, από την περίοδο που έπεται της απόκλισης και στο διηνεκές, ο [image: i  ] θα
αποκομίζει απόδοση [image:   ∗ u i  ] ανά περίοδο. Η μέση προεξοφλημένη απόδοση του από την
παραβίαση είναι συνεπώς:




   
[image: (1− δ)(udi + δu∗i + δ2u∗i + ...) = (1 − δ)udi + δu∗i ]

Αν, αντιθέτως, ο [image: i  ] μετά από κάθε ιστορία που περιλαμβάνει μόνο [image: ^x  ] επιλέξει την
ενέργεια [image: ^xi  ], η απόδοση του θα είναι [image: u^i  ] (διότι μετά από μία τέτοια ιστορία οι άλλοι
παίκτες επιλέγουν [image: ^x−i  ]). Για κάθε μία από τις επόμενες περιόδους, το ίδιο
αποτέλεσμα θα επαναλαμβάνεται και ο [image: i  ] θα κερδίζει συνεχώς [image: ^ui  ] ανά
περίοδο. Η μέση προεξοφλημένη απόδοση του [image: i  ] σε αυτή την περίπτωση
είναι:




                                                                     

                                                                     
   
[image:                                       1 (1 − δ)(^ui + δ^ui + δ2^ui + ...) = (1− δ)---^ui = ^ui                                     1 − δ ]

Συνεπώς, ο παίκτης [image: i  ] θα επιλέγει [image: ^xi  ] μετά από κάθε ιστορία που περιλαμβάνει
μόνο [image: ^x  ] εάν


   	
   
[image: ^u ≥ (1 − δ)ud+ δu ∗⇔  δ(ud− u∗) ≥ ud−  ^u  i          i     i      i   i     i    i ]
	(4.7)




ϒπενθυμίζουμε ότι ισχύουν οι ανισότητες


   	
   
[image: udi ≥ ^ui > u∗i ]
	(4.8)




΄Αρα η (4.7) ισχύει εάν


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:      d δ ≥ ui −-^ui     udi − u∗i ]
	(4.9)




όπου λόγω της (4.8) ισχύει η ανισότητα


   
[image:  d ui-−-^ui≤  1 udi − u ∗i ]

Για να ολοκληρωθεί το παραπάνω βήμα της απόδειξης, αρκεί να τονίσουμε η σχέση
[image: (4.9)  ] θα πρέπει να ισχύει για κάθε παίκτη [image: i  ].

   Τέλος, για να δείξουμε ότι το παραπάνω διάνυσμα στρατηγικών αποτελεί τέλεια
κατά υποπαίγνιο ισορροπία, αρκεί να θυμηθούμε (και να εφαρμόσουμε) το επιχείρημα
που παρουσιάστηκε κατά την ανάλυση του απείρως επαναλαμβανόμενου παιγνίου του
Παραδείγματος 1.




   4.3    Εφαρμογές




   4.3.1    Συμπαιγνία στο ολιγοπώλιο

                                                                     

                                                                     
΄Ενα από τα προβλήματα που αντιμετωπίζουν οι ολιγοπωλιακές επιχειρήσεις είναι ότι
ο ανταγωνισμός μεταξύ τους δεν επιτρέπει την εξάντληση των περιθωρίων
κέρδους που δίνει η αγορά. ΄Ενας τρόπος αποφυγής του ανταγωνισμού είναι η
σύμπραξη μεταξύ των επιχειρήσεων, δηλαδή ο από κοινού καθορισμός των τιμών
ή των ποσοτήτων των προϊόντων που προσφέρουν στους καταναλωτές.
Μέσω της σύμπραξης, οι επιχειρήσεις καθορίζουν τιμές ή ποσότητες που
μεγιστοποιούν τα συνολικά κέρδη τους, τα οποία κατόπιν διανέμουν μεταξύ τους.
Το ερώτημα που θα θέσουμε είναι κατά πόσο η σύμπραξη είναι βιώσιμη
στρατηγική.

   Ας θεωρήσουμε μία αγορά με το σύνολο των επιχειρήσεων [image: N = {1,2}.  ] Οι
επιχειρήσεις παράγουν το ίδιο προϊόν και ανταγωνίζονται στην αγορά μέσω τιμών
(ανταγωνισμός Bertrand ). Δηλαδή, κάθε επιχείρηση μεγιστοποιεί τα κέρδη της
επιλέγοντας την τιμή στη οποία θα πωλήσει το προϊόν της. Η τιμή της επιχείρησης
[image: i  ] συμβολίζεται με [image: pi  ]. Η συνάρτηση αγοραίας ζήτησης δίνεται από τη συνάρτηση
[image: Q (p)  ], όπου [image: p  ] είναι κάποια τιμή. Κάθε επιχείρηση παράγει με σταθερό
μέσο κόστος, το οποίο ισούται με [image: c  ] (σταθερές αποδόσεις κλίμακας στην
παραγωγή).

   Δεδομένων των παραπάνω, η συνάρτηση ζήτησης της επιχείρησης 1 δίνεται από
τη συνάρτηση [image: q1(p1,p2)  ] όπου:


   	
   
[image:            (            { 0,        εάν p1 > p2 q1(p1,p2) =   Q (p1)∕2, εάν p1 = p2            ( Q (p1),   εάν p1 < p2 ]





Αντίστοιχη συνάρτηση, [image: q2(p1,p2),  ] ισχύει για την επιχείρηση 2. Οι συναρτήσεις
κέρδους των δύο επιχειρήσεων είναι οι:


                                                                     

                                                                     


   
[image: π1(p ) = (p1 − c)q1(p) ]

   
[image: π2(p ) = (p2 − c)q2(p) ]

Ας δούμε αρχικά το πρόβλημα της σύμπραξης στη στατική του μορφή. Αν οι
επιχειρήσεις προβούν σε σύμπραξη, η μεγιστοποίηση των αθροιστικών κερδών τους
επιτυγάνεται εάν κάθε μία πωλήσει το προϊόν της στην μονοπωλιακή τιμή, την οποία
συμβολίζουμε με [image: pm  ]. Σε αυτή την περίπτωση, οι δύο επιχειρήσεις μοιράζονται την
μονοπωλιακή ζήτηση καθώς και το μονοπωλιακό κέρδος. Τα κέρδη τους
είναι:




   
[image:               Q (p ) π1m ≡ (pm − c)----m-                  2 ]

   
[image:               Q (pm) π2m ≡ (pm − c)---2-- ]

Είναι το παραπάνω αποτέλεσμα βιώσιμο[image: ;  ] Η απάντηση είναι όχι. Ας δούμε την
κατάσταση από την πλευρά της επιχείρησης 1. Αν η 1 παραβιάσει μονομερώς την
(άτυπη) συμφωνία και θέσει τιμή [image: p  − ε  m  ], όπου [image: ε  ] ένας θετικός μικρός
αριθμός, τότε κερδίζει όλη την αγοραία ζήτηση που αντιστοιχεί στην τιμή αυτή
(υπενθυμίζουμε ότι αναλύουμε ένα υπόδειγμα με ομοιογενή προϊόντα). Το κέρδος
της επιχείρησης 1 στην περίπτωση αυτή θα είναι:




   
[image: ˜π1ε ≡ (pm  − ε− c)Q(pm − ε) ]

Εάν το [image: ε  ] είναι αρκετά μικρό τότε θα ισχύει η ανισότητα [image: ˜π1ε > π1m  ] και επομένως
η σύμπραξη δεν θα είναι βιώσιμη. Το ίδιο θα συμβεί αν το παίγνιο επαναληφθεί [image: T  ]
φορές, όπου [image: T < ∞.  ] Σε αυτή την περίπτωση, απλά εφαρμόζουμε την Πρόταση 1
για να διαπιστώσουμε ότι το αποτέλεσμα σε κάθε μία από τις επαναλήψεις θα είναι το
αποτέλεσμα που αντιστοιχεί στην ισορροπία του παιγνίου σταδίου, δηλαδή το
[image: (c,c)  ].

   Ας δούμε τώρα την περίπτωση του άπειρου αριθμού επαναλήψεων, [image: T = ∞ ]. Θα
εξετάσουμε την εξής στρατηγική πυροδότησης:
     

     Την περίοδο [image: t = 1  ] η επιχείρηση [image: i  ] ορίζει την τιμή [image: pm  ]. Σε κάθε
     άλλη περίοδο [image: t > 1  ] η επιχείρηση [image: i  ] ορίζει την τιμή [image: pm  ], εάν μέχρι
     και τη περίοδο [image: t − 1  ] παρατηρεί μόνο [image: (pm, pm )  ]. Αλλιώς ορίζει
     την τιμή [image: p = c  ].


Θα εξετάσουμε αν οι επιχειρήσεις υιοθετήσουν την παραπάνω στρατηγική. Θα πρέπει
να προσδιορίσουμε τις βέλτιστες ενέργειες των επιχειρήσεων σε περιόδους οι οποίες
έπονται αποτελεσμάτων [image: (pm, pm)  ] και σε περιόδους που έπονται οιονδήποτε άλλων
αποτελεσμάτων.
                                                                     

                                                                     

   Ας πάρουμε την τελευταία περίπτωση και ας εστιάσουμε στην επιχείρηση 1,
υποθέτοντας ότι η 2 υιοθετεί τη στρατηγική πυροδότησης. ΄Εστω ότι σε κάποια
περίοδο (έστω [image: t  ]) η 1 παρατηρεί ότι την προηγούμενη περίοδο (δηλαδή, την περίοδο
[image: t−  1  ]) προέκυψε αποτέλεσμα διαφορετικό του [image: (pm,pm )  ]. Η 1 γνωρίζει ότι από
την περίοδο αυτή (δηλαδή την περίοδο [image: t  ]) και έπειτα, η 2 θα επιλέγει [image: c  ].
Μία βέλτιστη αντίδραση της 1 είναι να επιλέγει και αυτή [image: c  ], τόσο στην
περίοδο [image: t  ], όσο και σε όλες τις επόμενες, όπως προβλέπει η στρατηγική
πυροδότησης.

   Ας δούμε τώρα την περίπτωση όπου η 1 παρατηρεί μόνο το αποτέλεσμα
[image: (pm, pm)  ]. Εάν σε κάποια περίοδο, έστω [image: t  ], επιλέξει μία τιμή διαφορετική της [image: pm  ],
και συγκεκριμένα την τιμή [image: pm − ε  ], τότε την περίοδο αυτή θα έχει κέρδος [image: ˜π1ε  ].
Από την επόμενη όμως περίοδο, [image: t+ 1  ], και για όλες όσες έπονται, η επιχείρηση 2 θα
επιλέγει την τιμή [image: c  ], αφού θα παρατηρήσει παραβίαση της συμφωνίας. Η βέλτιστη
αντίδραση της επιχείρησης 1 στις περιόδους αυτές ([image: t + 1  ] και όλες τις επόμενες)
είναι να ορίσει και αυτή τιμή ίση με [image: c  ]. Οπότε το κέρδος της για κάθε μία
από αυτές τις περιόδους θα είναι ίσο με το κέρδος που αντιστοιχεί στην
ισορροπία κατά Nash  του υποδείγματος Bertrand , το οποίο είναι [image: π1 (c,c) = 0  ].
΄Αρα, ο μέσος όρος της ακολουθίας κερδών της 1 από την μη υιοθέτηση
είναι:


   
[image:                       2 (1 − δ)(˜π1ε + 0 ⋅δ + 0 ⋅δ + ...) = (1 − δ)˜π1ε ]

Ας δούμε τώρα την περίπτωση όπου μετά από αποτελέσματα [image: (p  ,p ),   m   m  ] η επιχείρηση
1 επιλέγει [image: pm  ]. Σε αυτή την περίπτωση η 1 θα κερδίσει [image: π1m  ] (διότι η 2 παραμένει
στην επιλογή [image: pm  ].). Για κάθε μία από τις επόμενες περιόδους, το ίδιο σενάριο θα
επαναλαμβάνεται και η επιχείρηση 1 θα κερδίζει [image: π1m  ] ανά περίοδο. Ο μέσος όρος
της ακολουθίας κερδών της είναι:


                                                                     

                                                                     
   
[image:                      2                    π1m (1− δ)(π1m + δπ1m + δ π1m + ...) = (1 − δ)1-−-δ = π1m ]

Η επιχείρηση 1 θα υιοθετήσει τη στρατηγική πυροδότησης εάν:




   
[image: π1m  ≥ (1− δ)˜π1ε ]

Η παραπάνω ανισότητα ισχύει εάν:


   
[image: δ ≥ 1 − π1m-≡ δ        π1ε    -- ]

Συμπεραίνουμε ότι σε μία δυοπωλιακή αγορά τύπου Bertrand , υπάρχει τέλεια
ισορροπία κατά την οποία οι επιχειρήσεις συμπράττουν στη μονοπωλιακή τιμή,
υπό την υπόθεση ότι ο συντελεστής προεξόφλησης είναι μεγαλύτερος από
[image: δ- ].




   4.3.2    Επιλογή ποιότητας

                                                                     

                                                                     
Θα αναλύσουμε μία απλή μακροχρόνια σχέση μεταξύ μίας επιχείρησης και ενός
καταναλωτή (εναλλακτικά, ο καταναλωτής μπορεί να αντιπροσωπεύει ένα σύνολο
καταναλωτών). Η επιχείρηση παράγει και προσφέρει ένα προϊόν το οποίο μπορεί να
είναι είτε υψηλής είτε χαμηλής ποιότητας. Η επιλογή της ποιότητας είναι στρατηγική
επιλογή της επιχείρησης. Ο καταναλωτής έχει δύο επιλογές: να αγοράσει ή
να μην αγοράσει το προϊόν της επιχείρησης. Ο καταναλωτής αγοράζει το
προϊόν, μόνο εάν είναι υψηλής ποιότητας. Αλλιώς απέχει από την αγορά. Η
επιχείρηση προτιμά ο καταναλωτής να αγοράσει το προϊόν της παρά να απέχει.
Το κέρδος της όμως είναι μεγαλύτερο όταν πωλεί το χαμηλής ποιότητας
προϊόν.

   Τα παραπάνω ορίζουν ένα παίγνιο σταδίου στο οποίο:


      
	
   [image: ∙ ] 
	η επιχείρηση επιλέγει την ποιότητα του προϊόντος της (υψηλή [image: H  ] ή
      χαμηλή [image: L  ] )
      
	
   [image: ∙ ] 
	ο καταναλωτής επιλέγει αν θα αγοράσει (επιλογή [image: P  ]) ή όχι (επιλογή
      [image: N P  ]) το προϊόν


Ο πίνακας αποδόσεων του παγνίου σταδίου έχει τη μορφή: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 4.5: Παίγνιο σταδίου

                                                                     

                                                                     
   


Με βάση τα παραπάνω, οι αποδόσεις ικανοποιούν τις ανισότητες:


   
[image: ac > 0, 0 > bc,  bf > af > 0 ]

΄Οπως εύκολα διαπιστώνουμε, η μόνη ισορροπία σε καθαρές στρατηγικές στο παίγνιο
σταδίου δίνεται από το διάνυσμα [image: (N P,L)  ]. Οι αποδόσεις ισορροπίας των παικτών
είναι (0,0). Οι αποδόσεις αυτές κυριαρχούνται κατά Pareto  από τις αποδόσεις
[image: (ac,af)  ] που αντιστοιχούν στο διάνυσμα στρατηγικών [image: (P,H )  ]. Θα υποθέσουμε
λοιπόν, ότι το παίγνιο σταδίου επαναλαμβάνεται άπειρες φορές και θα βρούμε
συνθήκες υπό τις οποίες ο καταναλωτής και η επιχείρηση αποκομίζουν απόδοση [image: ac  ]
και [image: af  ] αντίστοιχα ανά περίοδο.

   ϒποθέτουμε ότι ο συντελεστής προξόφλησης είναι κοινός για τους δύο παίκτες
και δίνεται από την παράμετρο [image: δ  ]. Θα μελετήσουμε στρατηγικές πυροδότησης για το
απείρως επαναλαμβανόμενο παίγνιο οι οποίες προβλέπουν τα εξής για κάθε
παίκτη:
     


     Επιχείρηση
Την περίοδο [image: t = 1  ] η επιχείρηση προσφέρει το υψηλής ποιότητας
     προϊον (επιλογή [image: H  ]). Σε κάθε άλλη περίοδο [image: t > 1  ] η επιχείρηση
     προσφέρει το υψηλής ποιότητας προϊόν εάν μέχρι και τη περίοδο
     [image: t − 1  ] παρατηρεί μόνο [image: (P,H )  ]. Αλλιώς, προσφέρει το χαμηλής
     ποιότητας προϊόν (επιλογή [image: L  ]).


     

     Καταναλωτής
Την περίοδο [image: t = 1  ] ο καταναλωτής αγοράζει το προϊόν (επιλογή
     [image: P  ]). Σε κάθε άλλη περίοδο [image: t > 1  ] ο καταναλωτής αγοράζει το
     προϊόν εάν μέχρι και τη περίοδο [image: t− 1  ] παρατηρεί μόνο [image: (P,H )  ].
     Αλλιώς επιλέγει να μην αγοράσει (επιλογή [image: N P  ]).


                                                                     

                                                                     
Ας μελετήσουμε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες η επιχείρηση υιοθετεί τη
στρατηγική πυροδότησης (υπό την υπόθεση ότι ο καταναλωτής την υιοθετεί). Κατ’
αρχάς, εάν η επιχείρηση παρατηρήσει σε κάποια περίοδο αποτέλεσμα διαφορετικό από
[image: (P,H )  ], τότε ξέρει ότι ο καταναλωτής θα απέχει στο διηνεκές από αγορές. Σε αυτή
την περίπτωση, η επιλογή [image: L  ] είναι (τετριμμένα) βέλτιστη για την επιχείρηση (όπως
προβλέπει η στρατηγική πυροδότησης).

   ΄Εστω τώρα ότι η επιχείρηση παρατηρεί μέχρι και την περίοδο [image: t− 1  ] μόνο το
αποτέλεσμα [image: (P,H )  ]. Αν κατά την περίοδο [image: t  ] επιλέξει την ενέργεια [image: H  ], θα
έχει όφελος [image: af  ] (δεδομένου ότι ο καταναλωτής υιοθετεί τη στρατηγική
πυροδότησης). Η ίδια απόδοση θα επαναλαμβάνεται για κάθε επόμενη περίοδο
(βάσει του σεναρίου που μελετούμε). Ο μέσος όρος αυτών των αποδόσεων
είναι:


   	
   
[image:                   2                   af (1− δ)(af + δaf + δ af + ...) = (1− δ)1-−-δ = af ]
	(4.10)




Αν μετά από αποτελέσματα [image: (P, H )  ] η επιχείρηση προσφέρει κατά την περίοδο [image: t  ] το
χαμηλής ποιότητας προϊόν, το κέρδος της την περίοδο [image: t  ] θα είναι [image: bf  ] αλλά για κάθε
μία από τις επόμενες περιόδους θα είναι 0 (διότι από την περίοδο [image: t  ] και μετά ο
καταναλωτής θα σταματήσει να αγοράζει). Ο προεξοφλημένος μέσος όρος αυτών
των αποδόσεων είναι:


   	
   
[image: (1 − δ)(bf + 0 + 0+ ...) = (1 − δ)bf ]
	(4.11)




Δεδομένων των (4.10) και (4.11), η επιλογή του υψηλής ποιότητας προϊόντος είναι η
βέλτιστη ενέργεια για την επιχείρηση εάν:


   	
   
[image:         af δ ≥ 1−  ---         bf ]
	(4.12)




Θα εξετάσουμε τώρα τον καταναλωτή (υπό την υπόθεση ότι η επιχείρηση υιοθετεί τη
στρατηγική). Ξεκινούμε με την περίπτωση κατά την οποία ο καταναλωτής παρατηρεί
σε κάποια περίοδο [image: t  ] αποτέλεσμα διαφορετικό από [image: (P,H )  ]. Σε αυτή την περίπτωση
η επιχείρηση θα αρχίσει να επιλέγει [image: L  ] (στο διηνεκές). Η βέλτιστη ενέργεια του
καταναλωτή είναι να μην αγοράζει πλέον από την επιχείρηση, δηλαδή θα επιλέγει
[image: N P  ] σε κάθε μία από τις περιόδους αυτές (όπως προβλέπει η στρατηγική
πυροδότησης).

   ΄Εστω τώρα ότι ο καταναλωτής παρατηρεί μέχρι και την περίοδο [image: t− 1  ] μόνο
το αποτέλεσμα [image: (P,H )  ]. Αν επιλέξει την περίοδο [image: t  ] την ενέργεια [image: P  ], θα
έχει όφελος [image: ac  ]. Η ίδια απόδοση θα επαναλαμβάνεται για κάθε επόμενη
περίοδο. Ο προεξοφλημένος μέσος όρος αυτών των αποδόσεων (κερδών)
είναι:




                                                                     

                                                                     
   
[image:                2                  ac (1− δ)(acδac + δ ac + ...) = (1 − δ)1−-δ = ac ]

Αν μετά από αποτελέσματα [image: (P, H )  ] ο καταναλωτής επιλέξει να μην αγοράσει, [image: N P  ],
το κέρδος της την περίοδο [image: t  ] θα είναι 0. Από την επόμενη περίοδο η επιχείρηση θα
προσφέρει το χαμηλής ποιότητας προϊόν, γεγονός που σημαίνει ότι ο καταναλωτής
δεν θα έχει κίνητρο να αγοράζει. Οπότε η απόδοση του θα παραμείνει στο επίπεδο 0.
Κατά συνέπεια, μετά από αποτελέσματα [image: (P,H )  ] ο καταναλωτής πάντοτε θα
αγοράζει καθώς [image: ac > 0  ].

   Το συμπέρασμα της ανάλυσης είναι ότι, εάν ισχύει η σχέση (4.12), δηλαδή εάν η
επιχείρηση είναι αρκετά υπομονετική, υπάρχει τέλεια ισορροπία τέτοια ώστε η
επιχείρηση επιλέγει σε κάθε περίοδο το υψηλής ποιότητας προϊόν, το οποίο ο
καταναλωτής αγοράζει πάντοτε. Οι αποδόσεις ανά περίοδο δίνονται από το διάνυσμα
[image: (ac,af)  ].


   4.4    Ιστορική αναδρομή

Η ανάλυση επαναλαμβανόμενων παιγνίων πάει πίσω στους Luce  και Raiffa  (1957). Η
δε βασική ιδέα του Δημώδους Θεωρήματος ήταν γνωστή, στη μία ή την
άλλη μορφή, στους ερευνητές αρκετά πριν δημοσιευτεί από τον Friedman 
(1971). ϒπό αυτή την έννοια, αποτελούσε μέρος της παράδοσης, ή αλλιώς
του φολκλόρ, της θεωρίας παιγνίων (για αυτό το λόγο ονομάστηκε Folk 
Theorem ).

   Το παρόν κεφάλαιο περιορίστηκε σε επαναλαμβανόμενα παίγνια πλήρους
πληροφόρησης, όπου κάθε παίκτης παρατηρεί εκ των υστέρων τις επιλογές των
υπολοίπων παικτών σε κάθε επανάληψη του σταδίου παιγνίου. Η βιβλιογραφία έχει
επίσης αναπτύξει τα λεγόμενα επαναλαμβανόμενα παίγνια με ελλιπή πληροφόρηση,
τα οποία εισήχθησαν από τους Aumann  και Maschler  (1966), καθώς και
επαναλαμβανόμενα παίγνια στα οποία κάθε παίκτης δεν παρατηρεί πλήρως τις
επιλογές των άλλων παικτών. Δύο από τις πρώτες σημαντικές εργασίες στο θέμα
αυτό είναι των Green  και Porter  (1984) και των Abreu, Pearce  και Staccheti  (1990).
Τέλος, μία κοντινή κατηγορία παιγνίων συνιστούν τα στοχαστικά παίγνια. Σε αυτή
την περίπτωση, οι αποδόσεις του παιγνίου σταδίου δεν είναι ίδιες κάθε περίοδο, αλλά
υπόκεινται σε στοχαστικές διαφοροποιήσεις. Πρωτοπόρος στη μελέτη των
στοχαστικών παιγνίων είναι ο Shapley  (1953).




                                                                     

                                                                     
   4.5    Ασκήσεις


   
	
1. 
	Θεωρούμε μία οικονομία το συνολικό προϊόν της οποίας, [image: y  ], δίνεται από τη
   σχέση (καμπύλη Phillips ):
   
   

   
   [image:               e y = yn + (x − x )    ]

   όπου [image: yn  ] το δυνητικό προϊόν της οικονομίας, [image: x  ] ο ρυθμός πληθωρισμού
   και  [image:  e x  ]  ο  προσδοκώμενος  (εκ  μέρους  του  ιδιωτικού  τομέα)  ρυθμός
   πληθωρισμού.  Η  κυβέρνηση  επιθυμεί  υψηλό  προϊόν  χωρίς  πληθωρισμό.
   Συγκεκριμένα, η συνάρτηση χρησιμότητας (απόδοσης) της κυβέρνησης είναι:
   

   

   
   [image:             1 vg(x,y) = − -ax2 + b(y − yn)             2    ]

   Ο  ιδιωτικός  τομέας  της  οικονομίας  επιθυμεί  την  ελαχιστοποίηση  της
   απόκλισης μεταξύ πραγματικού και προσδοκώμενου ρυθμού πληθωρισμού.
   Η συνάρτηση χρησιμότητας του ιδιωτικού τομέα είναι:
   

                                                                     

                                                                     
   

   
   [image: up (x,xe ) = − (x− xe)2    ]

   
       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθεί η ισορροπία του παιγνίου σταδίου όπου η κυβέρνηση επιλέγει
       τον  ρυθμό  πληθωρισμού  [image: x  ]  και  ο  ιδιωτικός  τομέας  επιλέγει  τον
       προσδοκώμενο πληθωρισμό [image:  e x  ].
       
	
   (βʹ) 
	΄Εστω  ότι  το  παίγνιο  σταδίου  επαναλαμβάνεται  άπειρες  φορές,  και
       έστω  ότι  οι  παίκτες  προεξοφλούν  μελλοντικές  αποδόσεις  με  βάση
       τον συντελεστή [image: δ  ]. Να κατασκευαστούν στρατηγικές για το απείρως
       επαναλαμβανόμενο παίγνιο οι οποίες οδηγούν σε επιλογές μηδενικού
       πραγματικού και προσδοκώμενου πληθωρισμού σε κάθε περίοδο. Για
       ποιες τιμές του [image: δ  ] ισχύει το αποτέλεσμα[image: ;  ]


   
	
2. 
	Θεωρούμε ένα τριοπώλιο τύπου Cournot  στην οποία οι επιχειρήσεις (1, 2 και 3)
   παράγουν ομοιογενή προϊόντα με σταθερό οριακό κόστος [image: c  ], ενώ αντιμετωπίζουν
   μία γραμμική συνάρτηση ζήτησης. ΄Εστω ότι οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται σε
   άπειρο χρονικό ορίζοντα, προεξοφλώντας μελλοντικά κέρδη με βάση
   τον συντελεστή [image: δ  ]. Να βρεθεί για ποιες τιμές του [image: δ  ] η επιχείρηση [image: i  ]
   θα υιοθετήσει στο απείρως επαναλαμβανόμενο παίγνιο την παρακάτω
   στρατηγική:
   
       

       Την περίοδο [image: t = 1  ], η [image: i  ] επιλέγει την ποσότητα, [image: y ∕3  m  ], όπου
       [image: ym  ] η μονοπωλιακή πσοότητα. Σε κάθε άλλη περίοδο [image: t > 1  ], η [image: i  ]
       εξακολουθεί να επιλέγει [image: ym ∕3  ] εάν μέχρι και τη περίοδο [image: t− 1  ]
       παρατηρεί  ότι  όλες  οι  επιχειρήσεις  επιλέγουν  [image: ym ∕3  ].  Αλλιώς
       επιλέγει την ποσότητα που αντιστοιχεί στην ισορροπία Cournot .


   
	
3. 
	Θεωρούμε και πάλι την προηγούμενη άσκηση, αλλά τώρα υποθέτουμε ότι μία
   μονομερής απόκλιση από την ποσότητα [image: ym∕3  ] γίνεται αντιληπτή μετά από
                                                                     

                                                                     
   [image: k > 1  ] περιόδους. Πως θα αλλάξει η απάντηση σχετικά με τις τιμές του
   [image: δ;  ]
   
	
4. 
	Θεωρούμε μία αγορά τύπου Bertrand  με [image: n ≥ 2  ] επιχειρήσεις. Οι επιχειρήσεις
   παράγουν ομοιογενή προϊόντα με οριακό κόστος [image: 0  ]. Η αγοραία ζήτηση δίνεται
   από τη συνάρτηση [image: Y  = 1− p  ], όπου [image: Y  ] η αγοραία ποσότητα και [image: p  ] η τιμή που
   θα επικρατήσει στην αγορά. ΄Εστω ότι οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται με άπειρο
   χρονικό ορίζοντα, προεξοφλώντας μελλοντικά κέρδη με βάση τον συντελεστή
   [image: δ  ].
   
       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του [image: δ  ] που εξασφαλίζει ότι η μονοπωλιακή
       τιμή  θα  επιβάλλεται  από  τις  επιχειρήσεις  σε  κάθε  χρονική  περίοδο.
       Ποιος συνδυασμός στρατηγικών υποστηρίζει αυτό το αποτέλεσμα[image: ;  ]
       
	
   (βʹ) 
	Πως  εξαρτάται  η  παραπάνω  ελάχιστη  τιμή  από  τον  αριθμό  των
       επιχειρήσεων [image: n;  ]


   
	
5. 
	΄Εστω το εξής παίγνιο σταδίου:
   
                                                 [image: ΠΙ῝]                                                

   


   ϒποθέτουμε ότι το παίγνιο σταδίου επαναλαμβάνεται άπειρες φορές και ότι ο
   συντελεστής προεξόφλησης είναι [image: δ = 0.98.  ] Αποτελεί τέλεια ισορροπία ο
   συνδυσμός στρατηγικών όπου κάθε παίκτης επιλέγει πάντοτε [image: Σ;  ]
   

	
6. 
	Στο παρακάτω παίγνιο η κυβέρνηση επιλέγει φορολογικούς συντελεστές ([image: tL  ] ή
   [image: tH  ]) και ο μέσος καταναλωτής επιλέγει (ταυτόχρονα με τη κυβέρνηση) το
   ποσοστό του εισοδήματος που θα αποταμιεύσει ([image: sH  ] ή [image: sL  ]):
   
                                                 [image: ΠΙ῝]                                                

   


   ϒποθέτουμε ότι το παίγνιο επαναλαμβάνεται άπειρες φορές και ότι ο συντελεστής
   προεξόφλησης είναι [image: δ  ] και για τους δύο παίκτες. Ποια η ελάχιστη τιμή του [image: δ  ]
   ούτως ώστε οι αποδόσεις (5,5) να αποτελέσουν αποδόσεις μίας τέλειας
   ισορροπίας στο άπειρο παίγνιο[image: ;  ] Να προσδιοριστεί ένας συνδυασμός στρατηγικών
   που υποστηρίζει αυτή την ισορροπία.
   

	
7. 
	Δύο επιχειρήσεις (οι 1 και 2) ανταγωνίζονται ως προς τις ποσότητες
   (ανταγωνισμός Cournot ) των διαφοροποιημένων προϊόντων τους. Η αντίστροφη
   συνάρτηση της επιχείρησης [image: i  ] δίνεται από τη σχέση [image: pi = a− yi − γyj  ], όπου
                                                                     

                                                                     
   [image: p  i  ] η τιμή, [image: q  i  ], [image: q j  ] οι ποσότητες, και [image: i,j = 1,2  ], [image: i ⁄= j.  ] ΄Εστω ότι οι
   επιχειρήσεις ανταγωνίζονται σε άπειρο χρονικό ορίζοντα και ότι ο συντελεστής
   προεξόφλησης είναι [image: δ  ] και για τις δύο επιχειρήσεις.
   
       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθεί η ελάχιστη τιμή του [image: δ  ] που εξασφαλίζει ότι οι επιχειρήσεις
       σε κάθε χρονική περίοδο θα επιλέγουν ποσότητες που μεγιστοποιούν
       τα συνολικά κέρδη τους. Ποιος συνδυασμός στρατηγικών υποστηρίζει
       αυτό το αποτέλεσμα[image: ;  ]
       
	
   (βʹ) 
	Πως   εξαρτάται   η   παραπάνω   ελάχιστη   τιμή   από   τον   βαθμό
       διαφοροποίησης των προϊόντων [image: γ;  ]


   



                                                                     

                                                                     


   4.6    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	παίγνιο σταδίου                            
	stage game                                  


	
	

	επαναλαμβανόμενο παίγνιο               
	repeated game                              


	
	

	πεπερασμένως      επαναλαμβανόμενο
παίγνιο                                        
	finitely repeated game                    


	
	

	απείρως επαναλαμβανόμενο παίγνιο    
	infinitely repeated game                 


	
	

	[image: m  ]-ιστορία                                  
	[image: m  ]-history                                  


	
	

	τερματική ιστορία                           
	terminal history                            


	
	

	παρατηρήσιμες ενέργειες                  
	observable actions                         


	
	

	ακολουθία αποδόσεων                     
	stream of payoffs                           


	
	

	συντελεστής προεξόφλησης              
	discount rate                                


	
	

	προεξοφλημένο άθροισμα αποδόσεων  
	discounted sum of payoffs               


	
	

	προεξοφλημένη μέση απόδοση           
	discounted average payoff               


	
	

	στρατηγική πυροδότησης                 
	trigger strategy                             


	
	

	εφικτές αποδόσεις                          
	feasible payoffs                             


	
	

	Δημώδες Θεώρημα                         
	Folk Theorem                               
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           1Αυτή η υπόθεση δεν ισχύει πάντα. ϒπάρχει μία κατηγορία δυναμικών παιγνίων στα οποία οι αποδόσεις του παιγνίου σταδίου μεταβάλλονται από περίοδο σε περίοδο με βάση μία στοχαστική διαδικασία. Τα παίγνια αυτά ονομάζονται στοχαστικά (η ανάλυση τους ξεφεύγει από το πλαίσιο του παρόντος βιβλίου και δεν θα μας απασχολήσει).



       
           2Οι αποδόσεις των παικτών είναι ανάλογες αυτών του αντίστοιχου παραδείγματος στο κεφάλαιο 2.



       
           3Ο εκθέτης της παραμέτρου [image: δti  ] υποδηλώνει την δύναμη στην οποία είναι υψωμένη ηπαράμετρος [image: δi  ] (σε αντίθεση με τον εκθέτη του όρου [image: xti  ]).


      

       
           4Η ιστορία [image: h0  ] είναι το κενό σύνολο και ορίζεται για λόγους ομοιομορφίας του συμβολισμού.


      

   


   Κεφάλαιο 5
Στατικά παίγνια με ελλιπή πληροφόρηση

   5.1    Εισαγωγή

Στα προηγούμενα κεφάλαια υποθέσαμε ότι όλοι οι παίκτες γνωρίζουν όλα
τα χαρακτηριστικά του παιγνίου (υπόθεση πλήρους πληροφόρησης). Σε
περιπτώσεις όπου αυτό δεν ισχύει, έχουμε τα λεγόμενα παίγνια ελλιπούς
πληροφόρησης. Ως παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης ορίζουμε το παίγνιο
εκείνο στο οποίο ένας τουλάχιστον παίκτης δεν γνωρίζει ένα τουλάχιστον
χαρακτηριστικό του παιγνίου. Πάμπολλες περιπτώσεις ανταγωνισμού (ή
συνεργασίας) χαρακτηρίζονται από ελλιπή πληροφόρηση. Για παράδειγμα, σε μία
ολιγοπωλιακή αγορά είναι δυνατόν κάποια επιχείρηση να μην γνωρίζει τις συνθήκες
κόστους (δηλαδή τις συναρτήσεις κόστους) των άλλων επιχειρήσεων. Το γεγονός
αυτό θα επηρεάσει προφανώς την επιλογή της τιμής ή της ποσότητας του
προϊόντος της. Ως δεύτερο παράδειγμα, αναφέρουμε την περίπτωση της ιδιωτικής
παροχής ενός δημοσίου αγαθού. Η κατανομή του κόστους παραγωγής του
δημοσίου αγαθού (συχνά) λαμβάνει υπ΄ όψιν τις προτιμήσεις των ατόμων
σχετικά με το αγαθό αυτό. Οι προτιμήσεις αυτές όμως, συνιστούν ιδιωτική
πληροφόρηση.

   Ας δούμε ένα αριθμητικό παράδειγμα παιγνίου με ελλιπή πληροφόρηση. Δύο
παίκτες, οι 1 και 2, εμπλέκονται σε μία διαμάχη. Κάθε παίκτης έχει δύο επιλογές:
να εμπλακεί σε αυτή ή να υποχωρήσει. Συμβολίζουμε την πρώτη επιλογή
με [image: F  ] και η δεύτερη με [image: N F  ]. Ο παίκτης 2 δεν γνωρίζει έαν ο παίκτης
1 είναι δυνατός, [image: S  ], ή αδύναμος, [image: W  ]. Από την άλλη πλευρά και οι δύο
παίκτες γνωρίζουν ότι ο παίκτης 2 είναι δυνατός, [image: S  ]. Θα λέμε απλά ότι
ο παίκτης 1 έχει δύο πιθανούς τύπους ([image: S  ] και [image: W  ]) και ο 2 έναν τύπο
([image: S  ]).

   Οι αποδόσεις των παικτών σε περίπτωση διαμάχης εξαρτώνται από το εάν ο 1
είναι δυνατός [image: S  ] ή αδύναμος [image: W  ]. Συγκεκριμένα, αν ο παίκτης 1 έχει τύπο [image: S  ], το
οποίο θα δηλώνουμε γράφοντας [image: t1 = S  ], οι αποδόσεις δίνονται από τον αριστερό
πίνακα παρακάτω, ενώ αν ο τύπος του 1 είναι [image: W  ], δηλαδή [image: t1 = W  ], οι αποδόσεις
δίνονται από τον δεξιό πίνακα: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                           [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                            
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Από την παραπάνω περιγραφή προκύπτει ότι παίκτης 1 γνωρίζει ποιος από τους
παραπάνω πίνακες αντιπροσωπεύει τις πραγματικές αποδόσεις, ενώ ο 2 δεν γνωρίζει.
Θα υποθέσουμε ότι ο 2 πιστεύει ότι με πιθανότητα [image: λ  ] ο τύπος του παίκτη 1 είναι
[image: t1 = S  ] και με πιθανότητα [image: 1 − λ  ] ο τύπος του 1 είναι [image: t1 = W.  ] Με άλλα λόγια, ο 2
πιστεύει ότι με πιθανότητα [image: λ  ] οι αποδόσεις αντιπροσωπεύονται από τον
αριστερό πίνακα και με πιθανότητα [image: 1 − λ  ] αντιπροσωπεύονται από τον δεξιό
πίνακα.

   Τα υπόλοιπα μέρη του κεφαλαίου έχουν την εξής μορφή. Αρχικά, παρουσιάζεται
το βασικό πλαίσιο των παιγνίων ελλιπούς πληροφόρησης. Κατόπιν παρουσιάζεται η
βασική έννοια ισορροπίας, η ισορροπία κατά Bayes-Nash . Στη συνέχεια
χρησιμοποιούμε την ισορροπία αυτή για να ερμηνεύσουμε την ισορροπία σε μικτές
στρατηγικές των παιγνίων πλήρους πληροφόρησης. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται με
την παρουσίαση εφαρμογών των παιγνίων ελλιπούς πληροφόρησης στην οικονομική
ανάλυση.


   5.2    Βασικό πλαίσιο

΄Ενα παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης περιγράφεται από μία συλλογή στοιχείων
[image: G =  {N,(Xi, Ti,ui)i∈N,p} ] στην οποία:


     
     	[image: N  ] είναι το σύνολο των παικτών
     

     	[image: Xi  ] είναι το σύνολο των ενεργειών του παίκτη [image: i  ]
     

     	[image: Ti  ] είναι το σύνολο των τύπων του [image: i  ]
     

     	[image: ui(x1,...,xn,t1,...,tn)  ] είναι η συνάρτηση απόδοσης του [image: i  ]
     

     	[image: p  ] είναι η κατανομή πιθανότητας ως προς τους τύπους των παικτών
     


Τα πρώτα δύο στοιχεία (σύνολα [image: N  ] και [image: X   i  ]) είναι γνωστά από τα παίγνια πλήρους
πληροφόρησης. Το σύνολο τύπων του παίκτη [image: i  ] (σύνολο [image: Ti  ]) περιλαμβάνει την
πληροφόρηση εκείνη την οποία γνωρίζει μόνο ο παίκτης [image: i  ]. Η απόδοση του [image: i  ]
εξαρτάται τόσο από τις ενέργειες όλων των παικτών, όσο και από τους τύπους
αυτών. Τέλος, η πιθανότητα εμφάνισης ενός διανύσματος τύπων [image: (t1,t2,...,tn )  ]
δίνεται από συνάρτηση πιθανότητας [image: p(t1,t2,...,tn)  ].
                                                                     

                                                                     

   Μπορούμε να σκεφτούμε ένα παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης ως εξής: πριν
παιχτεί το παιχνίδι, η Φύση επιλέγει τους τύπους των παικτών με βάση τη συνάρτηση
πιθανότητας [image: p(t1,t2,...,tn)  ]. Ο παίκτης [image: i  ] πληροφορείται μόνο τον δικό
του τύπο, οπότε και αναθεωρεί την πιθανότητα εμφάνισης του διανύσματος
[image: t−i = (t1,...,ti−1,ti+1, ...,tn)  ] υπολογίζοντας την δεσμευμένη πιθανότητα
[image: p(t−i|ti)  ], η οποία συμβολίζει την πιθανότητα που αποδίδει ο [image: i  ] στο διάνυσμα [image: t− i  ]
δεδομένου ότι ο ίδιος έχει τύπο [image: ti  ].

   ΄Οπως είδαμε στο παράδειγμα της προηγούμενης ενότητας, η στρατηγική ενός
παίκτη εξαρτάται από τον τύπο του. Συνεπώς ισχύει το εξής.

Ορισμός 1 ΄Εστω παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης [image: G =  {N,(Xi, Ti,ui)i∈N,p} ]. Μία
στρατηγική του παίκτη [image: i  ] είναι μία συνάρτηση του τύπου του, δηλαδή μία συνάρτηση
[image: si : Ti → Xi  ]. Θα γράφουμε τη στρατηγική απλά ως [image: xi(ti)  ].

Συμβολίζουμε με [image: Ui(xi,x −i(⋅),ti)  ] την αναμενόμενη απόδοση του [image: i  ] όταν ο τύπος
του είναι [image: ti  ] και οι ακολουθούμενες στρατηγικές είναι οι [image: xi  ] και [image: x−i(⋅)  ]. ΄Εχουμε
συνεπώς:




   
[image:                   ∑ Ui(xi,x− i(⋅),ti) =       pi(t−i∕ti)ui(xi,x−i(t− i),ti,t−i)                 t−i∈T−i ]

όπου [image: T  − i  ] το σύνολο όλων των διανυσμάτων δυνατών τύπων όλων των παικτών
πλην του [image: i  ]. Δεδομένου ότι [image: (ti,t−i) = t  ], η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη [image: i  ]
όταν ο τύπος του είναι [image: ti  ] γράφεται και ως:




   
[image:                   ∑ Ui(xi,x− i(⋅),ti) =       pi(t−i∕ti)ui(xi,x−i(t− i),t)                  t−i∈T−i ]

Παράδειγμα 1 
Για το παράδειγμα της εισαγωγής, τα σύνολα ενεργειών και τύπων είναι
αντιστοίχως


   
[image: X  = X  =  {F,N F}  1     2 ]




   
[image: T1 = {S,W },  T2 = {S} ]

Δεδομένου ότι ο παίκτης 2 έχει έναν μόνο τύπο, δεν χρειάζεται να ορίσουμε
συνάρτηση πιθανότητας ως προς τους τύπους του. Οι πιθανότητες εμφάνισης των
τύπων [image: S  ] και [image: W  ] του παίκτη 1 είναι [image: p(S ∕S) = λ  ] και [image: p(W ∕S ) = 1 − λ  ]. Τέλος,
οι αποδόσεις των παικτών ως συνάρτηση των τύπων και των ενεργειών εμφανίζονται
στους δύο πίνακες του παραδείγματος.




   5.3    Επίλυση

                                                                     

                                                                     
Η έννοια ισορροπίας που θα χρησιμοποιήσουμε στα παίγνια ελλιπούς πληροφόρησης
είναι η ισορροπία Bayes-Nash , η οποία στην ουσία επεκτείνει την έννοια της
ισορροπίας Nash . ϒπενθυμίζουμε ότι σε μία ισορροπία ενός παιγνίου με πλήρη
πληροφόρηση, ουδείς παίκτης έχει λόγο να αποκλίνει μονομερώς από την
προτεινόμενη στρατηγική του. Κάτι αντίστοιχο ισχύει σε ένα παίγνιο με ελλιπή
πληροφόρηση, λαμβάνοντας όμως τώρα υπόψη και τους τύπους των παικτών: ένα
διάνυσμα στρατηγικών συνιστά ισορροπία σε ένα παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης
εάν ουδείς τύπος κανενός παίκτη έχει λόγο να αποκλίνει μονομερώς από τη
στρατηγική του.

Ορισμός 2 Ο συνδυασμός στρατηγικών [image:   ∗      ∗         ∗ (x1(t1),x2(t2),...,xn(tn))  ] ονομάζεται
ισορροπία κατά Bayes-Nash εάν για κάθε [image: i ∈ N  ] και κάθε [image: ti  ], [image:  ′ xi  ], 


   	
   
[image:   ∑    p (t  |t)u (x ∗(t ),x ∗ (t  ),t) ≥  ∑    p(t  |t )u (x′,x∗ (t ),t)         i −i i  i  i i   −i −i              i −i i  i i  −i  −i t−i∈T−i                             t−i∈T− i ]
	(5.1)




Η παράσταση (5.1) μας λέει ότι ο τύπος [image: ti  ] του παίκτη [image: i  ] επιλέγει τη στρατηγική
[image: x∗i(ti)  ] η οποία μεγιστοποιεί την αναμενόμενη απόδοση του, δεδομένου ότι οι
υπόλοιποι παίκτες παίζουν [image: x∗ (t−i)  −i  ], όπου [image: t−i ∈ T− i  ]. Αφού αυτό ισχύει
για κάθε τύπου του παίκτη [image: i  ], και επίσης για κάθε παίκτη, ο συνδυασμός
στρατηγικών [image:   ∗      ∗         ∗ (x1(t1),x 2(t2),...,x n(tn))  ] όντως συνιστά ισορροπία κατά
Bayes-Nash .

   Θα υπολογίσουμε την ισορροπία Bayes-Nash  για το παράδειγμα της εισαγωγής.
Συγκεκριμένα θα υπολογίσουμε:


     
     	τη στρατηγική ισορροπίας του παίκτη 1, όταν ο τύπος του είναι [image: S  ]
     

     	τη στρατηγική ισορροπίας του παίκτη 1, όταν ο τύπος του είναι [image: W  ]
                                                                     

                                                                     
     

     	τη στρατηγική ισορροπίας του παίκτη 2 (έχει έναν μόνο τύπο, [image: S  ])
     


Παρατηρούμε ότι για τον τύπο [image: S  ] του παίκτη 1 η στρατηγική [image: F  ] κυριαρχεί αυστηρά
επί της [image: N F  ]. Συνεπώς, ο τύπος [image: S  ] του 1 επιλέγει πάντα [image: F.  ] Κάτι τέτοιο δεν
ισχύει όμως για τον τύπο [image: W  ] του 1 (για τον τύπο αυτό δεν υπάρχει κυρίαρχη
στρατηγική). Αν ο 2 επιλέξει τη στρατηγική [image: F  ], τότε ο τύπος [image: W  ] του
1 έχει κίνητρο να επιλέξει τη στρατηγική [image: N F  ], ενώ αν ο 2 επιλέξει τη
στρατηγική [image: N F  ], ο τύπος [image: W  ] του 1 έχει κίνητρο να επιλέξει τη στρατηγική
[image: F  ].

   Από τα παραπάνω προκύπτει ότι χρειάζεται να ελέγξουμε δύο τριπλέτες
στρατηγικών ως πιθανές ισορροπίες:


     
	
   1. 
	[image: x1 (S ) = F  ], [image: x1(W ) = F  ], [image: x2(S) = NF  ]
     
	
   2. 
	[image: x1 (S ) = F  ], [image: x1(W ) = N F  ], [image: x2(S ) = F  ]


([image: a  ]) Ας δούμε την πρώτη τριπλέτα. Αρκεί να ελέγξουμε αν ο 2 έχει κίνητρο να
επιλέξει τη στρατηγική [image: N F  ]. Η απόδοση του 2 όταν επιλέγει [image: N F  ] και οι δύο τύποι
του 1 επιλέγουν με βάση την ([image: a  ]) είναι [image: λ (− 1)+ (1 − λ)(− 1) = − 1.  ] Η απόδοση
του 2 όταν επιλέγει [image: F  ] και οι δύο τύποι του 1 επιλέγουν με βάση την ([image: a  ])
είναι [image: λ(− 2 )+ (1− λ) = 1 − 3λ.  ] Συνεπώς ο 2 επιλέγει τη στρατηγική
[image: N F  ] εάν [image: − 1 ≥ 1− 3 λ  ] ή εάν [image: λ ≥ 2∕3  ]. Συμπεραίνουμε ότι η τριπλέτα
[image: s1(S) = F  ], [image: s1(W ) = F  ], [image: s2(S) = N F  ] συνιστά ισορροπία Bayes-Nash  όταν
[image: λ ≥ 2∕3  ].

([image: b  ]) Αναφορικά με τη δεύτερη τριπλέτα, αρκεί και πάλι να ελέγξουμε το κίνητρο του
2 να επιλέξει [image: F  ]. Η απόδοση του 2 όταν επιλέγει [image: F  ] και οι δύο τύποι του 1
επιλέγουν με βάση την ([image: b  ]) είναι [image: λ(− 2) + 2(1− λ ) = 2 − 4λ.  ] Η απόδοση του 2
όταν επιλέγει [image: NF  ] και οι δύο τύποι του 1 επιλέγουν με βάση την ([image: b  ]) είναι
[image: λ(− 1)+ 0 = − λ.  ] Ο 2 επιλέγει τη στρατηγική [image: F  ] εάν [image: 2−  4λ ≥ − λ  ] ή εάν
[image: λ ≤ 2∕3  ]. Συμπεραίνουμε ότι η τριπλέτα [image: s1(S ) = F  ], [image: s1(W ) = N F  ], [image: s2(S) = F  ]
συνιστά ισορροπία Bayes-Nash  όταν [image: λ ≤ 2∕3  ].

Παράδειγμα 2 
Ας εξετάσουμε και πάλι το παίγνιο του πολέμου των φύλων (το οποίο αρχικά
αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο των παιγνίων πλήρους πληροφόρησης) υποθέτοντας τώρα
ότι ο ένας από τους δύο παίκτες δεν γνωρίζει τις προτιμήσεις του άλλου.
Συγκεκριμένα υποθέτουμε ο 1 δεν γνωρίζει έαν η 2 επιθυμεί ή όχι να τον
συναντήσει. Συνεπώς, η 2 έχει δύο τύπους: ο πρώτος τύπος της 2 ([image: t2   ]) επιθυμεί να
συναντήσει τον 1 και ο δεύτερος τύπος της ([image: - t2   ]) δεν επιθυμεί να τον συναντήσει. Ο
                                                                     

                                                                     
1 πιστεύει ότι οι δύο τύποι της 2 είναι ισοπίθανοι. Οι αποδόσεις παρουσιάζονται
στους εξής πίνακες: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                           [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                            


 Σχήμα 5.2: Πόλεμος των φύλων με ελλιπή πληροφόρηση

                                                                     

                                                                     
   


Η ισορροπία κατά Bayes-Nash  στο παραπάνω παίγνιο δίνεται από τις στρατηγικές:


   
[image:  ∗        ∗          ∗ - x1 = Π,  x2(t2) = Π, x2(t2) = Ο ]

   Για να δείξουμε το παραπάνω, θα πρέπει να δείξουμε ότι κάθε τύπος κάθε παίκτη
παίζει βέλτιστα. Ας δούμε την 2 πρώτα. Αν ο 1 επιλέξει Π, τότε η βέλτιστη
αντίδραση της 2 όταν είναι τύπου [image: t2   ] είναι η στρατηγική Π. Και όταν είναι τύπου
[image: - t2 ], η βέλτιστη αντίδραση της 2 είναι Ο. ΄Αρα δεδομένης της στρατηγικής Π του 1,
και οι δύο τύποι της 2 παίζουν βέλτιστα.

   Ας δούμε τώρα τον 1. Δεδομένων των στρατηγικών των δύο τύπων της 2, η
αναμενόμενη απόδοση του 1 από τη στρατηγική Π είναι [image: 1⋅2 + 1 ⋅0 = 1 2     2  ], ενώ η
αναμενόμενη απόδοση του από τη στρατηγική Ο είναι [image: 1⋅0 + 1 ⋅1 = 1 2     2      2   ]. ΄Αρα, και ο
1 παίζει κατά βέλτιστο τρόπο. Συμπεραίνουμε ότι ο συνδυασμός (Π, Π([image: t2)  ],
Ο([image: - t2))  ] συνιστά ισορροπία κατά Bayes-Nash .


   5.3.1    Μετατροπή σε παίγνιο ατελούς πληροφόρησης

΄Ενα παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης μπορεί να αναπαραστεί ως παίγνιο ατελούς
πληροφόρησης. Η μετατροπή λαμβάνει χώρα μέσω της εισαγωγής του ψευδοπαίκτη
Φύση, ο οποίος, προτού παιχτεί το καθ’ αυτό παίγνιο, επιλέγει τους τύπους των
παικτών. Κάθε παίκτης παρατηρεί την επιλογή του δικού του τύπου. Τέλος, γίνεται η
επιλογή των ενεργειών.

   Ας δούμε ένα παράδειγμα. ΄Εστω οι παίκτες 1 και 2. Οι διαθέσιμες ενέργειες των
παικτών είναι [image: X   = {A ,B  }   1     1   1 ] και [image: X  =  {A ,B  }   2     2   2 ]. Ο παίκτης έχει έναν τύπο,
[image: T2 = {t} ]. Ο παίκτης 1 έχει δύο τύπους, [image:       - T1 = {t,t}.  ] Η πιθανότητα του τύπου [image: - t  ]
είναι [image: p  ]. Οι πίνακες αποδόσεων ως συνάρτηση του τύπου του παίκτη 1 είναι:



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                           [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                            


 Σχήμα 5.3: Ελλιπής πληροφόρηση ως προς τύπο του 1

                                                                     

                                                                     
   


Το παραπάνω παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης μπορεί να περιγραφεί με την βοήθεια
ενός δένδρου ως εξής:





[image: ]



Ο αρχικός κόμβος του παραπάνω δένδρου ανήκει στον ψευδοπαίκτη Φύση. Η Φύση
επιλέγει με πιθανότητα [image: p  ] τον τύπο [image: - t  ] και με πιθανότητα [image: 1 − p  ] τον τύπο [image: t  ] του
παίκτη 1. Ο παίκτης 1 παρατηρεί την επιλογή της Φύσης, αλλά ο παίκτης 2 όχι.
Κατόπιν, οι δύο παίκτες επιλέγουν ταυτόχρονα στρατηγικές. Δεδομένης αυτής της
δομής πληροφόρησης, ο παίκτης 1 έχει δύο σύνολα πληροφορίας και ο παίκτη 2 έχει
ένα σύνολο. Η περιγραφή του δένδρου ολοκληρώνεται με τις αποδόσεις των
παικτών (οι οποίες βέβαια δεν συμπεριλαμβάνουν απόδοση για τον ψευδοπαίκτη
Φύση).


   5.4    Ερμηνεία μικτών στρατηγικών

Στην ενότητα αυτή θα δούμε μία ενδιαφέρουσα σχέση μεταξύ της ισορροπίας Nash 
σε μικτές στρατηγικές ενός παιγνίου πλήρους πληροφόρησης και της ισορροπίας
Bayes-Nash  σε καθαρές στρατηγικές ενός παιγνίου το οποίο προκύπτει από το
προηγούμενο εάν σε αυτό εισάγουμε ελλιπή πληροφόρηση.
                                                                     

                                                                     

   Ας δούμε το παίγνιο του πολέμου των φύλων. ϒπενθυμίζουμε ότι στο παίγνιο
αυτό οι παίκτες 1 και 2 επιλέγουν μεταξύ μίας παράστασης όπερας O  και ενός
αγώνα ποδοσφαίρου [image: Π  ]. Ο πίνακας αποδόσεων του παιγνίου έχει ως εξής:



                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 5.4: Πόλεμος των φύλων

                                                                     

                                                                     
   


Το παραπάνω παίγνιο έχει δύο ισορροπίες σε καθαρές στρατηγικές και μία
σε μικτές. Στην ισορροπία σε μικτές στατηγικές, ο παίκτης 1 (ο παίκτης
που επιλέγει γραμμές) επιλέγει Π με πιθανότητα 2/3 και Ο με πιθανότητα
1/3, ενώ ο παίκτης 2 επιλέγει Π με πιθανότητα 1/3 και Ο με πιθανότητα
2/3.

   ΄Οπως αναφέραμε και στο κεφάλαιο περί στατικών παιγνίων πλήρους
πληροφόρησης, σε μία ισορροπία μικτών στρατηγικών κάθε παίκτης είναι αδιάφορος
μεταξύ εκείνων των καθαρών στρατηγικών του που επιλέγονται με θετική
πιθανότητα. Για την περίπτωση μας, κάθε παίκτης είναι αδιάφορος μεταξύ Π και Ο.
Για να επιτευχθεί όμως η ισορροπία, θα πρέπει οι στρατηγικές αυτές να επιλεχθούν
με τις πιθανότητες που ορίστηκαν παραπάνω.

   Το παραπάνω μοιάζει λίγο αυθαίρετο. Εάν ένας παίκτης είναι αδιάφορος μεταξύ
Π και Ο, γιατί να αναμένουμε ότι θα επιλέξει κάθε μια από αυτές βάσει των
πιθανοτήτων που είναι συμβατές με την ισορροπία[image: ;  ] Μία απάντηση στο ερώτημα
αυτό δόθηκε από τον Harsanyi  (1973). Ας υποθέσουμε ότι κάθε παίκτης δεν είναι
απολύτως βέβαιος για τις αποδόσεις του άλλου παίκτη. Συγκεκριμένα, ας
υποθέσουμε ότι η απόδοση του παίκτη 1 από τον συνδυασμό (Π,Π) είναι [image: 2 + μ1   ],
ενώ η απόδοση του παίκτη 2 από τον συνδυασμό (Ο,Ο) είναι [image: 2 + μ2   ]. Ο πίνακας
αποδόσεων έχει συνεπώς τη μορφή: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 5.5: Πόλεμος των φύλων με τυχαίες προτιμήσεις

                                                                     

                                                                     
   


Ο παίκτης 1 γνωρίζει το [image: μ1   ], αλλά όχι το [image: μ2   ]. Παρομοίως, παίκτης 2 γνωρίζει το
[image: μ2   ], αλλά όχι το [image: μ1   ]. Από τη σκοπιά του παίκτη [image: i  ], το [image: μj  ] είναι τυχαία μεταβλητή
που κατανέμεται σε κάποιο διάστημα, έστω το [image: [0,a]  ], με κάποια κατανομή
πιθανότητας, έστω την ομοιόμορφη. Θα υποθέσουμε ότι οι δύο τυχαίες μεταβλητές
κατανέμονται ανεξάρτητα η μια από την άλλη.

   Αν θεωρήσουμε την παράμετρο [image: μi  ] ως τον τύπο του παίκτη [image: i  ], τότε τα
παραπάνω ορίζουν ένα παίγνιο με ελλιπή πληροφόρηση, όπου κάθε παίκτης γνωρίζει
τον τύπο του, καθώς και την κατανομή πιθανότητας του τύπου του άλλου παίκτη. Ας
υποθέσουμε ότι στο παίγνιο αυτό έχουμε ισορροπία  Bayes-Nash  σε καθαρές
στρατηγικές της μορφής:


   	
   
[image:          { x∗1(μ1) =   Π,   εάν μ1 ≥ b1            Ο,    εάν μ1 < b1 ]
	(5.2)





   	
   
[image:          { Ο,   εάν μ2 ≥ b2 x∗2(μ2) =   Π,    εάν μ  < b                      2    2 ]
	(5.3)



                                                                     

                                                                     

όπου τα [image: b  i  ] είναι κάποιες τιμές, για [image: i = 1,2.  ] Συνιστούν τα παραπάνω
ισορροπία[image: ;  ] ΄Εστω ότι ο παίκτης 2 ακολουθεί τη στρατηγική (5.3). Δεδομένου ότι
ο 2 επιλέγει Ο όταν ο τύπος του υπερβαίνει την τιμή [image: b2   ], η πιθανότητα
επιλογής της Ο είναι ίση με την πιθανότητα με την οποία ο τύπος του 2
υπερβαίνει την τιμή [image: b2   ]. Λόγω της ομοιόμορφης κατανομής, αυτή η πιθανότητα
είναι:




   
[image:                     b2 P rob(μ2 ≥ b2) = 1 − a- ]

Η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 1 από την επιλογή Π συνεπώς είναι:




   
[image:          b2          b2 (2 + μ1)⋅-a + 0⋅(1 − a-) ]

ενώ η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 1 από την επιλογή Ο είναι:




                                                                     

                                                                     
   
[image:    b           b 0 ⋅-2 + 1⋅(1 − -2)     a          a ]

Συγκρίνοντας τις παραπάνω αποδόσεις, προκύπτει ότι ο παίκτης 1 επιλέγει Π εάν
[image:      -a μ1 ≥ b2 − 3 ], ενώ επιλέγει Ο εάν [image:      -a μ1 < b2 − 3  ]. Δηλαδή:


   	
   
[image:          (               a-          ||{ Π,   εάν μ1 ≥ b2 − 3 x∗1(μ1) =          ||( Ο,    εάν μ < -a − 3                       1  b2 ]
	(5.4)




Ας δούμε τώρα τον παίκτη 2. Δεδομένου ότι ο 1 επιλέγει Ο βάσει της (5.2), η
πιθανότητα επιλογής της Ο είναι ίση με την πιθανότητα ότι ο τύπος του 1 είναι
μεγαλύτερος από [image: b1   ]. Η πιθανότητα αυτή είναι:




   
[image:                     b1 P rob(μ1 ≥ b1) = 1 − a- ]

Η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 2 από την επιλογή Π συνεπώς είναι:
                                                                     

                                                                     




   
[image:         b1       b1 1 ⋅(1−  a-)+ 0⋅ a- ]

ενώ η αναμενόμενη απόδοση του παίκτη 2 από την επιλογή Ο είναι:




   
[image:        b1             b1 0⋅(1 − a-)+ (2 + μ2)⋅ a-) ]

Κατά συνέπεια (κάνοντας τη σύγκριση), ο παίκτης 2 επιλέγει Ο εάν [image: μ2 ≥ -a − 3      b1  ],
ενώ επιλέγει Π εάν [image:      a μ2 < --− 3      b1  ]. Δηλαδή:


   	
   
[image:          (| Ο,   εάν μ  ≥ -a − 3          |{           2   b1 x∗2(μ2) =          ||( Π,    εάν μ < -a − 3                      2   b1 ]
	(5.5)




Μένει να βρούμε τις τιμές των [image: b  1   ] και [image: b 2   ]. Από τις σχέσεις (5.2) και (5.4) έχουμε
ότι:


   	
   
[image:      a b1 = --− 3      b2 ]
	(5.6)




ενω από τις σχέσεις (5.3) και (5.5) έχουμε:


   	
   
[image:      a b2 = --− 3      b1 ]
	(5.7)



                                                                     

                                                                     

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέρη της (5.6) με [image: b  2   ] παίρνουμε ότι:


   	
   
[image: b1b2 = a − 3b2 ]
	(5.8)




Πολλαπλασιάζοντας, τώρα, και τα δύο μέρη της (5.7) με [image: b1   ] παίρνουμε:


   	
   
[image: b1b2 = a − 3b1 ]
	(5.9)




Από τις δύο τελευταίες σχέσεις παίρνουμε τη σχέση [image: b1 = b2   ]. Κατά συνέπεια,
κάνοντας χρήση, πχ. της (5.6) έχουμε:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:          √ ------            9+ 4a − 3 b1 = b2 =-----2------ ]
	(5.10)




Από τα παραπάνω προκύπτει ότι:
  
	
[image: ∙ ] 
	οι τύποι [image: μ  1   ] του παίκτη 1 με [image:      √ ---- μ  ≥ --9+4a−-3  1       2   ] επιλέγουν Π και οι τύποι με
  [image:       √9+4a−3 μ1 <  ---2----   ] επιλέγουν Ο.
  
	
[image: ∙ ] 
	οι τύποι [image: μ2   ] του παίκτη 2 με [image:      √9+4a−-3 μ2 ≥     2   ] επιλέγουν Ο και οι τύποι με
  [image:       √---- μ2 <  -9+42a−3-   ] επιλέγουν Π.


Δεδομένης της ομοιόμορφης κατανομής, εύκολα προκύπτει ότι:




   
[image:           √9-+-4a-− 3        √9-+-4a − 3 Prob(μi ≥ -----------) = 1−  -----------, i = 1,2                2                 2a ]

΄Οταν η παράμετρος [image: a  ] τείνει προς το μηδέν, όταν δηλαδή η ελλιπής πληροφόρηση
σταδιακά μηδενίζεται, η παραπάνω πιθανότητα τείνει στο 2/3. Δηλαδή τείνει στην
πιθανότητα με την οποία ο παίκτης 1 επιλέγει Π στο παίγνιο του πολέμου των φύλων
με πλήρη πληροφόρηση, ή αλλιώς στην πιθανότητα με την οποία ο παίκτης 2 επιλέγει
Ο στο ίδιο παίγνιο. Με άλλα λόγια, η ισορροπία σε μικτές στρατηγικές του
παιγνίου πλήρους πληροφόρησης προκύπτει ως το όριο της ισορροπίας του
παιγνίου ελλιπούς πληροφόρησης, όταν η ελλιπής πληροφόρηση τείνει στο
μηδέν,
                                                                     

                                                                     

   Το παραπάνω συμπέρασμα έχει γενικότερη ισχύ όπως μας δείχνει το λεγόμενο
θεώρημα καθαρότητας του Harsanyi: οι ισορροπίες Nash  σε μικτές στρατηγικές
σχεδόν όλων των παιγνίων πλήρους πληροφόρησης, προκύπτουν ως όρια
ισορροπιών καθαρών στρατηγικών σε παίγνια στα οποία οι αποδόσεις των
παικτών υφίστανται μικρές τυχαίες αλλαγές, σε σχέση με το παίγνιο πλήρους
πληροφόρησης.

   Η ερμηνεία των παραπάνω είναι ότι, αν ένας παίκτης έχει προσωπική
πληροφόρηση για τις αποδόσεις του (δηλαδή, μόνο αυτός τις γνωρίζει), τότε η
συμπεριφορά του θα εκληφθεί από τους υπόλοιπους παίκτες ως εάν ο παίκτης αυτός
επιλέγει τις καθαρές στρατηγικές του με πιθανοτικό τρόπο. Αυτό θα συμβαίνει αν η
αβεβαιότητα αναφορικά με τις αποδόσεις είναι μικρή.


   5.5    Εφαρμογές

Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε ορισμένες οικονομικές εφαρμογές των παιγνίων
ελλιπούς πληροφόρησης.




   5.5.1    Δυοπώλιο με ελλιπή πληροφόρηση

΄Εστω μία αγορά στην οποία δρουν οι επιχειρήσεις 1 και 2. Οι επιχειρήσεις παράγουν
το ίδιο προϊόν ανταγωνιζόμενες ως προς τις ποσότητες. Η αντίστροφη συνάρτηση
ζήτησης στην αγορά δίνεται από τη σχέση [image: p = a − x1 − x2   ], όπου [image: p  ] η
τιμή του προϊόντος, [image: x1   ] και [image: x2   ] οι ποσότητες των δύο επιχειρήσεων και
[image: a > 0  ].

   Είναι κοινός τόπος ότι η συνάρτηση κόστους της επιχείρησης 2 είναι η
[image: C2 (x2 ) = cx2   ]. Από την άλλη μεριά, η συνάρτηση κόστους της επιχείρησης 1 είναι
είτε η [image: C1(x1) = cx1   ], είτε η [image: ^C1(x1) = ^cx1   ]. Η επιχείρηση 1 γνωρίζει ποια είναι η
πραγματική συνάρτηση κόστους της. Η επιχείρηση 2 πιστεύει ότι η πραγματική
συνάρτηση κόστους της 1 είναι η [image: C1(x1)  ] με πιθανότητα [image: λ  ] και η [image:  ^ C1 (x1)  ] με
πιθανότητα [image: 1− λ  ].

   Θα ορίσουμε τους τύπους των επιχειρήσεων σε σχέση με τα οριακά κόστη. Η
επιχείρηση 2 έχει έναν τύπο, τον [image: c  ]. Δηλαδή το σύνολο των τύπων της είναι το
[image: T2 = {c} ]. Η επιχείρηση 1 έχει δύο τύπους, τους [image: c  ] και [image: ^c ], δηλαδή το σύνολο των
τύπων της είναι [image: T1 = {c,^c} ].

   Η στρατηγική κάθε επιχείρησης είναι μία συνάρτηση που σχετίζει τον τύπο της
με την ποσότητα που θα παράγει. Δεδομένου ότι η επιχείρηση 1 έχει δύο
τύπους και η επιχείρηση 2 έχει έναν τύπο, οι στρατηγικές έχουν τη μορφή
[image: {(x1(c),x1(^c),x2(c)} ].

   Η συνάρτηση απόδοσης (κέρδους) της επιχείρησης 1, όταν είναι τύπου [image: c  ] είναι
η
                                                                     

                                                                     




   
[image: U (c) = (a − x (c)− x (c)− c)x (c)  1           1      2        1 ]

Αν η 1 είναι τύπου [image: ^c ], η συνάρτηση απόδοσης της είναι η




   
[image: U1(^c) = (a − x1(^c)− x2(c)− ^c)x1(^c) ]

Τέλος, η συνάρτηση αναμενόμενης απόδοσης της επιχείρησης 2 είναι η


   
[image: U2(c) = λ ((a − x1(c) − x2 (c)− c)x2(c))+ (1 − λ)((a − x1(^c) − x2 (c)− c)x2(c)) ]

Κάθε τύπος κάθε επιχείρησης επιλέγει την ποσότητα εκείνη που μεγιστοποιεί την
απόδοση του. Συνεπώς, τα προβλήματα μεγιστοποίησης που πρέπει να επιλυθούν
είναι τα:


                                                                     

                                                                     


   
[image: max  U1(c),   max U1(^c),  max U2(c) x1(c)        x1(^c)        x2(c) ]

Ξεκινώντας από τον τύπο [image: c  ] της επιχείρησης 1, η συνθήκη πρώτης τάξης
δίνει:


   	
   
[image: ∂U1(c)-= 0 ⇔ x (c) = a−-x2(c)−--c ∂x1(c)        1           2 ]
	(5.11)




Η αντίστοιχη συνθήκη για τον τύπο [image: ^c ] είναι:


   	
   
[image: ∂U1(^c)-= 0 ⇔ x1(^c) = a−-x2(c)−--^c ∂x1(^c)                    2 ]
	(5.12)


                                                                     

                                                                     


Τέλος, σε σχέση με την επιχείρηση 2 έχουμε:


   
[image: ∂U2 (c) ∂x-(c)-= 0 ⇔ λ (a − 2x2(c)− x1(c)− c)+ (1 − λ)(a− 2x2(c)− x1(^c)− c) = 0    2 ]

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι:


   	
   
[image: x2(c) = a−-λx1-(c)−--(1-−-λ)x1(^c)−-c-                     2 ]
	(5.13)




Η ισορροπία Bayes-Nash  δίνεται από τη λύση του συστήματος των εξισώσεων
(5.11)-(5.13). Η λύση αυτή είναι η εξής:


                                                                     

                                                                     


   
[image:         a   c(2− λ )  ^c(1 − λ) x∗2(c) = --− --------+ --------         3      3          3 ]




   
[image:         a   c(1+ λ )  ^c(1 − λ) x∗1(c) = --− --------− --------         3      6          6 ]




   
[image:         a   ^c(4+ λ )  c(2 − λ) x∗1(^c) = --− --------+ --------         3      6          6 ]

Ας εξετάσουμε τώρα μία εκδοχή του δυοπωλίου όπου, τόσο η επιχείρηση 1, όσο
και η επιχείρηση 2 δεν γνωρίζουν το οριακό κόστους του αντιπάλου τους.
Συγκεκριμένα, το σύνολο των τύπων της επιχείρησης [image: i  ] είναι [image: Ti = {c,^c} ]. Κάθε
επιχείρηση πιστεύει, ανεξάρτητα του τύπου της, ότι το οριακό κόστος της
ανταγωνίστριας είναι [image: c  ] με πιθανότητα [image: μ  ] και [image: ^c ] με πιθανότητα [image: 1 − μ  ].
Συμβολίζουμε με [image: (x1(c),x1(^c),x2(c),x2(^c))  ] το διάνυσμα ποσοτήτων των δύο
επιχειρήσεων ως συνάρτηση των τύπων τους.
                                                                     

                                                                     

   Η συνάρτηση αναμενόμενης απόδοσης (κέρδους) της επιχείρησης 1 όταν είναι
τύπου [image: c  ], είναι:


   
[image: U1(c) = μ(a− x1(c)−  x2(c) − c)x1 (c) + (1 − μ)(a−  x1(c) − x2(^c)− c)x1(c) ]

Αντιστοίχως, η αναμενόμενης απόδοσης της επιχείρησης 1 όταν είναι τύπου [image: ^c ],
είναι:


   
[image: U1(c) = μ(a− x1(^c)−  x2(c) − c)x1 (^c) + (1 − μ)(a−  x1(^c) − x2(^c)− c)x1(^c) ]

Ανάλογες συναρτήσεις ισχύουν για τους τύπους [image: c  ] και [image: ^c ] της επιχείρησης 2, τις
οποίες συμβολίζουμε με [image: U2(c)  ] και [image: U2(^c)  ] αντίστοιχα. Επομένως, τα προβλήματα
μεγιστοποίησης που πρέπει να επιλυθούν είναι τα:




                                                                     

                                                                     
   
[image: mxa(xc)U1(c),  mxax(^c)U1(^c),  mxax(c)U2 (c)   mxa(x^c)U2(^c)  1           1           2           2 ]

Στο παράρτημα του κεφαλαίου δείχνουμε ότι οι στρατηγικές ισορροπίας κατά
Bayes-Nash  στην αγορά είναι:




   
[image:  ∗      ∗      (3-−-μ)(a−--c)-−-(1−-μ)(a-−-^c) x1(c) = x2(c) =              6 ]




   
[image: x∗1(^c) = x∗2(^c) = (2-+-μ)(a-−-^c)−-μ-(a-−-c)                           6 ]




   5.5.2    Δημοπρασία πρώτης τιμής

΄Εστω ότι ένας πωλητής προσφέρει προς πώληση ένα αντικείμενο μέσω δημοπρασίας πρώτης
                                                                     

                                                                     
τιμής.1 
Το σύνολο των δυνητικών αγοραστών είναι το [image: N = {1,2,...,n}.  ] Η αποτίμηση του
αγοραστή [image: i ∈ N  ] για το αντικείμενο συμβολίζεται με [image: vi  ], όπου [image: vi ∈ [0,A]  ]. Η
ακριβής τιμή της αποτίμησης [image: vi  ] είναι γνωστή μόνο στον αγοραστή [image: i  ]. Από την
σκοπιά των υπόλοιπων αγοραστών, η αποτίμηση του αγοραστή [image: i  ] είναι μία τυχαία
μεταβλητή που κατανέμεται στο διάστημα [image: [0,A ]  ] με συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας [image: f  ] και αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας [image: F  ]. Θα υποθέσουμε ότι το
[image: vi  ] κατανέμεται με βάση την ομοιόμορφη κατανομή πιθανότητας. Δηλαδή, θα
υποθέσουμε το εξής:

ϒπόθεση 1. [image: P rob(v = ˜v) = f(˜v) = 1-        i              A  ], [image: ∀ ˜v ∈ [0,1]  ].

Από την παραπάνω υπόθεση συνάγεται ότι η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας
δίνεται από την


   
[image:                       ˜v- F (˜v) = P rob(vi ≤ ˜v) = A ]

Κάθε αγοραστής υποβάλει μία προσφορά, η οποία είναι συνάρτηση της αποτίμησής
του. Θα συμβολίσουμε με [image: b (v)  i  i  ] την προσφορά (ή αλλιώς στρατηγική) του
αγοραστή [image: i  ] όταν η αποτίμηση του είναι [image: vi  ]. Θα κάνουμε την υπόθεση ότι η
προσφορά είναι γραμμική συνάρτηση της αποτίμησης.

ϒπόθεση 2. [image: bi(vi) = kivi  ],  [image: i ∈ N.  ]

Δεδομένης της προσφοράς του, ο αγοραστής [image: i  ] κερδίζει τη δημοπρασία όταν όλοι
οι υπόλοιποι δυνητικοί αγοραστές υποβάλουν προσφορά χαμηλότερη από
τη δική του. Σε αντίθετη περίπτωση χάνει τη δημοπρασία. ϒπενθυμίζουμε
ότι ο [image: i  ] δεν γνωρίζει τις αποτιμήσεις των άλλων αγοραστών. Εφόσον η
αποτίμηση [image: vj  ] του αγοραστή [image: j  ], [image: j ⁄= i  ], είναι τυχαία μεταβλητή, το ίδιο είναι
και η προσφορά [image: bj(vj)  ]. Αν συνεπώς ο [image: i  ] υποβάλλει προσφορά (έστω)
[image: ai  ], η πιθανότητα να κερδίσει τη δημοπρασία είναι ίση με την πιθανότητα
                                                                     

                                                                     
όλοι οι άλλοι συμμετέχοντες να υποβάλλουν προσφορές μικρότερες από
[image: ai  ]. Ας συμβολίσουμε με [image: P rob(bj(vj) ≤ ai,∀j ⁄= i)  ] την πιθανότητα του
ενδεχομένου αυτού. Στις αμέσως επόμενες παραγράφους θα υπολογίσουμε την
πιθανότητα αυτή. Θα παρουσιάσουμε πρώτα την περίπτωση όπου έχουμε
δύο αγοραστές και κατόπιν θα αναλύσουμε την γενική περίπτωση των [image: n  ]
αγοραστών.

Η περίπτωση των δύο αγοραστών
΄Εστω ότι το σύνολο των αγοραστών είναι [image: N  = {1,2} ]. Ας αναλύσουμε τη
δημοπρασία από την σκοπιά του αγοραστή 1. ϒπενθυμίζουμε ότι από την σκοπιά του
1, η αποτίμηση [image: v2   ] του αγοραστή 2 είναι μία τυχαία μεταβλητή που κατανέμεται με
βάση την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα [image: [0,A].  ] Δεδομένου αυτού του
γεγονότος, η τυχαία μεταβλητή [image: k2v2   ] (δηλαδή η προσφορά του αγοραστή 2 με βάση
την υπόθεση 2) κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα [image: [0,k2A ]  ]. Ας θεωρήσουμε
έναν αριθμό [image: a1 ∈ [0,A ]  ]. Η πιθανότητα η τυχαία μεταβλητή [image: k2v2   ] να λάβει τιμές
μικρότερες από [image: a1   ] είναι




   	
   
[image: P rob(k2v2 ≤ a1) = P rob(v2 ≤ a1-) = F (a1)                             k2       k2 ]
	(5.14)




όπου η τελευταία ισότητα στην (5.14) προκύπτει από τον ορισμό της αθροιστικής
συνάρτησης πιθανότητας. Δεδομένης της ομοιόμορφης κατανομής, η πιθανότητα στη
σχέση [image: (5.14)  ] μπορεί να υπολογιστεί γεωμετρικά. Συγκεκριμένα, είναι ίση με το
μήκος του τμήματος [image: [0, a1]    k2  ] διά του μήκους του τμήματος [image: [0,A]  ] (όπως δείχνει το
Διάγραμμα 1). 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 5.6: Διάγραμμα 1: [image:                   a1∕k2- P rob(k2v2 ≤ a1) =  A  ]

                                                                     

                                                                     
   


Συνεπώς, από τα παραπάνω έχουμε ότι:




   	
   
[image: P rob(k v ≤  a ) = P rob(v ≤ a1-) = a1∕k2        2 2    1         2   k2      A ]
	(5.15)




Ας θεωρήσουμε τώρα ότι το [image: a1   ] εκφράζει μία συγκεκριμένη προσφορά
του αγοραστή 1. Τότε η σχέση (5.15) δίνει την πιθανότητα η προσφορά
αυτή να είναι μεγαλύτερη από την προσφορά [image: k2v2   ] του αγοραστή 2. Με
άλλα λόγια η (5.15) δίνει την πιθανότητα ο αγοραστής 1 να κερδίσει την
δημοπρασία όταν υποβάλλει προσφορά ίση με [image: a1   ]. Δεδομένου αυτού, στις
επόμενες παραγράφους θα προσδιορίσουμε τη βέλτιστη προσφορά του αγοραστή
1.

   Θεωρούμε ξανά μία αυθαίρετη (προς το παρόν) προσφορά [image: a1   ] του 1. Αν η
προσφορά είναι μεγαλύτερη της προσφοράς του 2, ο 1 κερδίζει τη δημοπρασία
αποκομίζοντας καθαρό όφελος [image: v1 − a1   ]. Και αν είναι μικρότερη, ο 1 χάνει,
αποκομίζοντας μηδενική ωφέλεια. Δεδομένου ότι το πρώτο ενδεχόμενο λαμβάνει
χώρα με την πιθανότητα που δίνεται στη (5.15), η αναμενόμενη ωφέλεια ή απόδοση
[image: U1 (a1)  ] του αγοραστή 1 είναι:


   	
   
[image:          a1∕k2 U1(a1) = --A--(v1 − a1) ]
	(5.16)




Η βέλτιστη προσφορά του αγοραστή 1 θα προσδιοριστεί από την μεγιστοποίηση της
συνάρτησης που δίνεται στην (5.16) ως προς [image: a1   ]. Η συνθήκη πρώτης τάξης για
μέγιστο της συνάρτησης είναι (εύκολα ελέγχουμε ότι η παρακάτω συνθήκη οδηγεί
όντως σε μέγιστο):


   	
   
[image: ∂U1-(a1)            v1   ∂a1   =  0 ⇔ a1 = 2 ]
	(5.17)




Μία αντίστοιχη διαδικασία ισχύει και για τον αγοραστή 2. Συνεπώς, οι προσφορές
που θα υποβάλλουν οι αγοραστές 1 και 2 δίνονται από τις:


   	
   
[image:          v1           v2 b∗1(v1) = --, b∗2(v2) = --          2            2 ]
	(5.18)



                                                                     

                                                                     

Με άλλα λόγια, σε μία δημοπρασία πρώτης τιμής με δύο αγοραστές, οι αποτιμήσεις
των οποίων ακολουθούν την ομοιόμορφη κατανομή, κάθε αγοραστής υποβάλλει στην
ισορροπία προσφορά ίση με το ήμισυ της αποτίμησης του για το αντικείμενο.

Η περίπτωση των [image: n  ] αγοραστών
Ας αναλύσουμε τώρα την περίπτωση όπου έχουμε [image: n  ] δυνητικούς αγοραστές.
ϒπενθυμίζουμε ότι ο όρος [image: P rob(bj(vj) ≤ ai,∀j ⁄= i)  ] συμβολίζει την πιθανότητα
ότι οι προσφορές όλων των αγοραστών, πλην του [image: i  ], δεν υπερβαίνουν το ύψος [image: ai  ],
όπου [image: bj(vj) = kjvj.  ] Θα υποθέσουμε ότι οι αποτιμήσεις των αγοραστών
κατανέμονται ανεξάρτητα η μία από τις άλλες. Αυτό σημαίνει ότι η παραπάνω
πιθανότητα είναι ίση με το γινόμενο των [image: n − 1  ] επιμέρους πιθανοτήτων.
Δηλαδή,


   	
   
[image:                         ∏                   ∏   ai∕kj Prob(kjvj ≤ ai, ∀j ⁄= i) =    P rob(kjvj ≤ ai) =    -----                         j⁄=i                 j⁄=i  A ]
	(5.19)




όπου το σύμβολο [image:  ∏  j⁄=i  ] δηλώνει το γινόμενο των επιμέρους πιθανοτήτων. Για να
απλουστεύσουμε την παρουσίαση θα χρησιμοποιήσουμε τον συμβολισμό
[image:      ∏ K  =    kj      j⁄=i  ]. Συνεπώς, η σχέση (5.19) γίνεται:




   
[image:                           − 1∏  ai     −1 ai n−1 P rob(kjvj ≤ ai, ∀j ⁄= i) = K     A  = K   (A )                              j⁄=i                                                                                                                                              ]

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η αναμενόμενη απόδοση του αγοραστή [image: i  ] όταν
υποβάλει προσφορά [image: ai  ] και η αποτίμηση του είναι [image: vi  ] είναι:


   [image: πιςτ]

Η βέλτιστη προσφορά του αγοραστή [image: i  ] είναι εκείνη που μεγιστοποιεί την παραπάνω
συνάρτηση. Η συνθήκη πρώτης τάξης δίνεται από τη σχέση:


   	
   
[image: ∂Ui(ai)=  0   ∂ai ]
	(5.20)




Ας υπολογίσουμε την παράγωγο της συνάρτησης αναμενόμενης απόδοσης.
΄Εχουμε:


   	
   
[image: ∂Ui(ai) = K −1(1-)n−1((n − 1)an−2(v − a )− an− 1))   ∂ai          A             i    i   i    i                                                                                                                                              ]
	(5.21)




   Η παραπάνω παράσταση μηδενίζεται όταν ισχύει:


   	
   
[image:        n−2            n−1 (n − 1)ai  (vi − ai)− a i =  0 ]
	(5.22)




Δεδομένου ότι [image: ai ⁄= 0  ] (διότι, εάν ο αγοραστής υποβάλλει μηδενική προσφορά θα
έχει μηδενική αναμενόμενη απόδοση), μπορούμε να διαιρέσουμε και τα δύο μέρη της
(5.22) με [image: ani−2  ]. Τότε λαμβάνουμε:


   	
   
[image: (n − 1)(vi − ai) − ai = 0 ]
	(5.23)




Εάν λύσουμε την (5.23) ως προς [image: ai  ], θα πάρουμε τη βέλτιστη προσφορά του
αγοραστή [image: i  ]:
                                                                     

                                                                     


   
[image: ai = n-−-1vi        n ]

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η προσφορά ισορροπίας του αγοραστή
είναι:


   	
   
[image:         n − 1 b∗i(vi) = -----vi, i ∈ N           n ]
	(5.24)





   5.5.3    Διπλή δημοπρασία

Θα μελετήσουμε μία μορφή αγοραπωλησίας ενός αντικειμένου όπου ο πωλητής
υποβάλλει μία τιμή προσφοράς [image: ps  ] (ελάχιστη τιμή πώλησης) και ταυτόχρονα ο
αγοραστής υποβάλλει μία τιμή αγοράς [image: p  b  ] (μέγιστη τιμή αγοράς). Εάν [image: p >  p  s    b  ] η
συναλλαγή δεν πραγματοποιείται, δεδομένου ότι η ελάχιστη τιμή που ζητά ο πωλητής
υπερβαίνει τη μέγιστη τιμή που είναι διατεθειμένος να πληρώσει ο αγοραστής. Αν
όμως [image: ps ≤ pb  ] η συναλλαγή πραγματοποιείται σε τιμή [image: p  ], όπου [image: ps ≤ p ≤ pb  ].
Συγκεκριμένα, η τιμή [image: p  ] προκύπτει ως μέσος όρος των τιμών [image: pb  ] και [image: ps  ],
δηλαδή
                                                                     

                                                                     


   
[image:     p + p p = -b---s-        2 ]

Η αποτίμηση του αγοραστή για το αντικείμενο είναι [image: vb  ] και του πωλητή [image: vs  ].
Συνεπώς, αν υπάρξει πώληση του αντικειμένου σε τιμή [image: p  ] οι αποδόσεις των παικτών
θα είναι:


   
[image: ˜           ˜ Vb = vb − p, Vs = p− vs ]

Το κάθε μέρος γνωρίζει μόνο τη δική του αποτίμηση. Από τη σκοπιά του κάθε
ατόμου, η αποτίμηση του άλλου μέρους κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα
[image: [0,1].  ]

   Θα υποθέσουμε ότι η στρατηγική του καθε παίκτη, δηλαδή η τιμή που θα
υποβάλλει, είναι γραμμική συνάρτηση του τύπου του. Δηλαδή οι στρατηγικές θα
έχουν τη μορφή:




   
[image: pb = α + βvb, ps = γ + δvs ]

                                                                     

                                                                     
Από την υπόθεση ότι οι αποτιμήσεις κατανέμονται ομοιόμορφα στο διάστημα [image: [0,1]  ]
προκύπτει ότι η τιμή [image: pb  ] κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα [image: [α,α + β]  ] και η
τιμή [image: ps  ] κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα [image: [γ, γ + δ]  ]. Αυτό σημαίνει ότι
οι συναρτήσεις πιθανότητας των [image: pb  ] και [image: ps  ] δίνονται αντίστοιχα από τις
συναρτήσεις:




   
[image:         1          1 h(pb) = -, f(ps) = --         β          δ ]

Με βάση τα παραπάνω θα υπολογίσουμε τις αναμενόμενες αποδόσεις των δύο
παικτών. Η αναμενόμενη απόδοση του αγοραστή είναι:


   	
   
[image:      p∫b                         ∫pb Vb =   (vb − pb +-ps)f(ps)dps = 1  (vb − pb +-ps-)dps      γ         2               δγ          2 ]
	(5.25)




Ας υπολογίσουμε το παραπάνω ολοκλήρωμα:
                                                                     

                                                                     


   
[image: ∫pb         pb +-ps                  pb          1- 2    2   (vb −   2   )dps = vb(pb − γ)− 2 (pb − γ)− 4(pb − γ ) γ ]

΄Αρα έχουμε:


   
[image: Vb =  1(vb(pb − γ)− pb(pb − γ)− 1-(p2b − γ2))       δ             2          4 ]

Ο αγοραστής επιλέγει την τιμή [image: pb  ] έτσι ώστε να μεγιστοποιήσει την παραπάνω
συνάρτηση. Η συνθήκη πρώτης τάξης είναι:


   
[image: ∂Vb            pb − γ   pb   pb ∂p--= 0 ⇔  vb −--2---−  2-−  2-= 0   b ]

Λύνοντας την παραπάνω σχέση ως προς [image: pb  ] παίρνουμε:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:      γ-  2- pb = 3 + 3vb ]
	(5.26)




Η αναμενόμενη απόδοση του πωλητή είναι:


   	
   
[image:      α∫+β                          α∫+β Vs =    (pb +-ps− vs)h(pb)dpb =-1    (pb +-ps-− vs)dpb      p      2                  β  p      2       s                            s ]
	(5.27)




Παρατηρούμε ότι




   
[image: α∫+ β                         2   2    ( pb +-ps− v)dp  = (α-+-β)-−-ps-+ ps(α + β − p )− v (α + β − p )        2       s  b         4         2          s    s          s ps ]

Συνεπώς, έχουμε ότι:


   
[image:      1 (α + β)2 − p2s   ps Vs = β(------4------+  2-(α+ β − ps)−  vs(α + β − ps)) ]

Ο πωλητής επιλέγει την τιμή [image: ps  ] μεγιστοποιώντας την παραπάνω συνάρτηση. Η
συνθήκη πρώτης τάξης είναι:




   
[image: ∂Vs-= 0 ⇔  − ps+ α-+-β-−-ps − ps + vs = 0 ∂ps          2        2       2 ]

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:      α + β   2 ps = --3---+ 3vs ]
	(5.28)




Ας συνοψίσουμε τα παραπάνω. ΄Εχουμε:


   	
   
[image: p  = α + βv =  γ-+ 2v  b         b   3   3 b ]
	(5.29)





   	
   
[image:                α+ β    2 ps = γ + δvs = -----+  -vs                  3     3 ]
	(5.30)



                                                                     

                                                                     

Από τις σχέσεις (5.29)-(5.30) προκύπτει ότι [image: β = δ = 2         3   ]. Επίσης, [image: γ = α+-β       3   ] και άρα
[image:     α-   2 γ =  3 + 9   ]. Παρατηρούμε επίσης ότι [image:     γ α = 3   ] και συνεπώς [image:     -1 α = 12   ]. Τέλος,
[image:     1 γ = 4   ]. Καταλήγουμε, συνεπώς, στις στρατηγικές ισορροπίας Bayes-Nash :




   
[image:       1   2          1   2 p∗b = ---+ --vb,  p∗s = --+ -vs      12   3          4   3 ]

Η συναλλαγή λαμβάνει χώρα όταν η τιμή αγοραστή υπερβαίνει την τιμή πωλητή. Με
βάση τις στρατηγικές ισορροπίας, αυτό συμβαίνει εάν




   
[image: -1-+ 2-v ≥ 1-+ 2-v ⇔  v ≥  1+ v 12   3  b  4   3  s    b   4   s ]

Διαγραμματικά έχουμε την εξής εικόνα: 









                                                                     

                                                                     

[image: Διπλή δημοπρασία]




 Σχήμα 5.7: Διπλή δημοπρασία









   5.5.4    Δημόσια αγαθά

΄Εστω ότι δύο άτομα, τα 1 και 2, παράγουν και καταναλώνουν ένα δημόσιο αγαθό.
Το δημόσιο αγαθό αποφέρει χρησιμότητα ίση με 1 και στα δύο άτομα. Αν το αγαθό
δεν παραχθεί, κάθε άτομο έχει χρησιμότητα 0. Για την παροχή του αγαθού αρκεί η
παραγωγή ενός τουλάχιστον ατόμου. Τα κόστη παραγωγής των ατόμων 1 και 2 είναι
[image: c  1   ] και [image: c  2   ] αντίστοιχα. Κάθε παίκτης επιλέγει αν θα παράγει ([image: Π  ]) ή όχι ([image: Δ Π  ]) το
αγαθό. Σχηματικά έχουμε: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 5.8: Παροχή δημοσίου αγαθού

                                                                     

                                                                     
   


Το κόστος παραγωγής του 1 είναι γνωστό και στα δύο άτομα. Το κόστος
παραγωγής του 2 είναι γνωστό μόνο στον 2. Ο 1 πιστεύει ότι το κόστος του 2 είναι
[image: c2 = c  ] με πιθανότητα [image: p  ] ή [image:      - c2 = c  ] με πιθανότητα [image: 1− p  ]. ϒποθέτουμε ότι [image:     1 c < 2   ],
[image:         - c < 1 < c  ] και [image: p < 12.  ]

Η ισορροπία κατά Bayes-Nash  στο παίγνιο αυτό είναι η εξής:
      
	
   [image: ∙ ] 
	[image: x ∗(c1) = Π   1  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	[image: x ∗(c) = Δ Π   2-  ]
      
	
   [image: ∙ ] 
	[image: x ∗(c) = Δ Π   2  ]


Για να επιβεβαιώσουμε το παραπάνω θα δείξουμε ότι όλοι οι τύποι κάθε ατόμου
παίζουν βέλτιστα. Προφανώς αυτό ισχύει για τους δύο τύπους του ατόμου 2. Εάν ο
1 παράγει το δημόσιο αγαθό, τότε ουδείς τύπος του ατόμου 2 έχει κίνητρο να
παράγει επίσης, αφού θα το καταναλώσει ούτως ή άλλως. Ας δούμε τώρα τον 1. Εάν
παράγει το δημόσιο αγαθό, η απόδοση του είναι [image: 1 − c > 0  ] ανεξάρτητα του τι κάνει
ο 2. Εάν δεν το παράγει, η απόδοση του είναι 0 δεδομένων των στρατηγικών
[image: (Δ Π,Δ Π )  ] των δύο τύπων του ατόμου 2. Συνεπώς, η στρατηγική [image: Π  ] είναι
βέλτιστη για τον 1.

   Θα δείξουμε ότι δεν υπάρχει άλλη ισορροπία. Δεδομένου ότι [image: - c > 1  ], δεν
μπορούμε να έχουμε ισορροπία όπου ο τύπος αυτός του παίκτη 2 παράγει. Δεν
μπορούμε επίσης να έχουμε ισορροπία όπου ουδείς παράγει (ο παίκτης 1 θα
απέκλινε και θα παρήγαγε). Δεδομένων αυτών, αρκεί να δούμε την τριπλέτα
[image: (Δ Π,Π, Δ Π)  ].

   Δεδομένων των προτεινόμενων στρατηγικών των δύο τύπων του ατόμου 2, η
απόδοση του 1 από την μη παραγωγή είναι [image: p + 0(1− p) = p  ], ενώ από την
παραγωγή είναι [image: p(1 − c)+ (1− p)(1−  c) = 1 − c  ]. Ο 1 δεν παράγει εάν [image: p ≥ 1 − c  ].
Η σχέση αυτή όμως δεν ισχύει, διότι έχουμε υποθέσει ότι [image:     1 c < 2   ] και [image:     1 p < 2   ]. ΄Αρα ο
1 αποκλίνει στη στρατηγική [image: Π.  ]

Επέκταση υποδείγματος 
Θα επεκτείνουμε το παραπάνω υπόδειγμα υποθέτοντας ότι υπάρχει ελλιπής
πληροφόρηση εκ μέρους και των δύο ατόμων. Δηλαδή, ουδείς παίκτης γνωρίζει το
κόστος παραγωγής του άλλου παίκτη. Θα υποθέσουμε επίσης ότι το κόστος [image: c  i  ]
κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα [image: [0,2]  ], [image: i = 1,2  ].

   Ας δούμε το παίγνιο από τη σκοπιά του 1. Εάν επιλέξει να παράγει, η απόδοση
του είναι [image: 1 − c1   ], ανεξάρτητα του τι κάνει ο 2. Εάν δεν παράγει, η απόδοση του
είναι


                                                                     

                                                                     


   
[image: 1 ⋅P rob(x2(c2) = Π)+  0⋅P rob(x2 (c2) = ΔΠ ) ]

Ορίζουμε


   
[image: σ =  Prob(x (c ) = Π )  2         2  2 ]

Συνεπώς, η απόδοση του 1 εάν δεν παράγει είναι ίση με [image: σ2   ]. ΄Αρα ο 1 παράγει εάν
[image: 1 − c1 ≥ σ2   ], και δεν παράγει σε κάθε άλλη περίπτωση. Με άλλα λόγια, ο
1 παράγει εάν το [image: c1   ] είναι μικρότερο από μία οριακή τιμή, έστω [image: ˜c1   ], και
δεν παράγει εάν το [image: c1   ] είναι μεγαλύτερο από την οριακή τιμή. Αντίστοιχο
συμπέρασμα προκύπτει και για τον 2, η οριακή τιμή του οποίου συμβολίζεται με
[image: ˜c2.  ]

   Συνοψίζοντας τα παραπάνω, έχουμε τα εξής: ο 1 παράγει εάν [image: 1 − c1 ≥ σ2   ] ή εάν
[image: c1 ≤ ˜c1   ]. Από τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτει ότι [image: 1− ˜c1 = σ2   ]. Παρομοίως, ο 2
παράγει εάν [image: 1 − c2 ≥ σ1   ] ή εάν [image: c2 ≤ ˜c2   ], από τις οποίες συνεπάγεται ότι
[image: 1 − ˜c2 = σ1   ].

   Εξ’ ορισμού έχουμε ότι [image: σ =  Prob(c ≤  ˜c) = ˜c2  2         2   2    2   ] (λόγω της ομοιόμορφης
κατανομής). Παρομοίως, [image:                      ˜c1 σ1 = P rob(c1 ≤ ˜c1) = 2   ]. ΄Αρα προκύπτει το
σύστημα:


                                                                     

                                                                     
   
[image:          ˜c            ˜c 1 − ˜c1 = -2, 1 − ˜c2 = -1          2            2 ]

Η λύση του παραπάνω συστήματος είναι [image: ˜c1 = ˜c2 = 2           3   ]. Κατά συνέπεια, στην
ισορροπία του παιγνίου ο [image: i  ] (όπου [image: i = 1,2  ]) επιλέγει:




   
[image:  ∗      { Δ Π,  εάν 2 < ci ≤ 2 xi(ci) =   Π,     εάν 30 ≤ c ≤ 2                          i  3 ]

   5.6    Ιστορική αναδρομή

Ο όρος ελλιπής πληροφόρηση πρωτοεισήχθει στα παίγνια από τους von 
Neumann  και Morgestern  (1944), για να περιγράψει καταστάσεις κατά τις οποίες
ένα μέρος του παιγνίου είναι ανεπαρκώς προσδιορισμένο. Οι συγγραφείς
αυτοί μάλιστα πρότειναν τη μη μελέτη τέτοιου είδους παιγνίων. Παρόλα
αυτά, τα ερωτήματα που σχετίζονται με την ελλιπή πληροφόρηση παρέμεναν
σημαντικά. ΄Ετσι, κάποιες πρώτες προσπάθειες ανάλυσης τέτοιων παιγνίων
παρουσιάστηκαν από τους Luce  και Raiffa  (1957), με περιορισμένη όμως
επιτυχία.

   Η θεωρία των στατικών παιγνίων με ελλιπή πληροφόρηση, στην
μορφή που γνωρίζουμε σήμερα, αναπτύχθηκε από τον Harsanyi  σε
μία σειρά από τρεις εργασίες, οι οποίες εκδόθηκαν τα έτη 1967 και
1968.2 
Η συνεισφορά του Harsanyi  θεωρείται θεμελιώδης, τόσο για την θεωρία, όσο
και για τις εφαρμογές των παιγνίων. Το θεώρημα καθαρισμού είναι επίσης
δική του συμβολή (Harsanyi  1973), το οποίο, όπως είπαμε, αποτελεί μία
                                                                     

                                                                     
προσπάθεια δικαιολόγησης της ισορροπίας μικτών στρατηγικών σε παίγνια πλήρους
πληροφόρησης.

   Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι τα παίγνια ελλιπούς πληροφόρησης επέτρεψαν,
μεταξύ άλλων, την ραγδαία ανάπτυξη των οικονομικών της πληροφορίας.
΄Οπως σημειώνει ο Myerson  (2004), οι εργασίες του Harsanyi  ανήκουν σε
έναν πολύ στενό κύκλο εργασιών, ο οποίος οδήγησε στην γέννηση των
οικονομικών της πληροφορίας. Ο κύκλος αυτός, εκτός από τη συνεισφορά του
Harsanyi , περιλαμβάνει τις εργασίες των Vickrey  (1961) για δημοπρασίες,
Akerlof  (1970) για αγορές με ασύμμετρη πληροφόρηση, Spence  (1973) για τη
σηματοδότηση στην αγορά εργασίας, και Rothschild  [image: &  ] Stiglitz  (1976) για
ασφαλιστικές αγορές. Μάλιστα, ο Myerson  θεωρεί ότι η συνεισφορά του
Harsanyi  υπερτερεί έναντι των υπολοίπων, καθώς είναι πολύ γενικότερη
αυτών.


   5.7    Παράρτημα

Στο παράρτημα αυτό υπολογίζουμε την ισορροπία Bayes-Nash  για την εφαρμογή των
παιγνίων ελλιπούς πληροφόρησης στο δυοπώλιο στο οποίο και οι δύο επιχειρήσεις
έχουν ελλιπή πληροφόρηση.

   Ας δούμε πρώτα το πρόβλημα


   
[image: mxa1(xc)U1(c)  ]

δηλαδή το πρόβλημα μεγιστοποίησης του αναμενόμενου κέρδους της επιχείρησης 1 όταν είναι τύπου [image: c  ] (παραπέμπουμε στην ενότητα περί δυοπωλίου με ελλιπή πληροφόρηση για τους σχετικούς συμβολισμούς). Η συνθήκη πρώτης τάξης είναι:


[image: ∂U1-(c)-= 0 ⇔  a− 2x1(c)− c − μx2(c)− (1 − μ)x2(^c) = 0 ∂x1 (c) ]

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι:


   	
   
[image: x1(c) = a-−-c-−-μx2(c)−-(1−-μ-)x2(^c)                     2 ]
	(5.31)




Ας θεωρήσουμε τώρα το πρόβλημα μεγιστοποίησης που αντιμετωπίζει ο τύπος [image: ^c ]
της επιχείρησης 1:




   
[image: max U1(^c) x1(^c) ]

Η συνθήκη πρώτης τάξης είναι:


                                                                     

                                                                     


   
[image: ∂U1-(c)-= 0 ⇔  a− 2x1(^c)− ^c − μx2(c)− (1 − μ)x2(^c) = 0 ∂x1 (^c) ]

Λύνοντας την παραπάνω σχέση ως προς [image: x1(^c)  ] παίρνουμε:


   	
   
[image:        a − ^c − μx2(c)− (1− μ )x2(^c) x1(^c) =---------------------------                     2 ]
	(5.32)




Ας δούμε τώρα την επιχείρηση 2. Τα προβλήματα μεγιστοποίησης είναι:




   
[image: mxa2x(c)U2(c), mxa2x(^c)U2(^c) ]

                                                                     

                                                                     
Οι σχετικοί υπολογισμοί για τους δύο τύπους της επιχείρησης 2 οδηγούν στις
σχέσεις:


   	
   
[image:        a-−-c-−-μx1(c)−-(1−-μ-)x1(^c) x2(c) =             2 ]
	(5.33)





   	
   
[image:        a-−-^c-−-μx1(c)−-(1−-μ-)x1(^c) x2(^c) =             2 ]
	(5.34)




Λόγω συμμετρίας (κατά τύπο των επιχειρήσεων) θα έχουμε:




                                                                     

                                                                     
   
[image: x1(c) = x2(c), x1(^c) = x2(^c) ]

Χρησιμοποιώντας τη συμμετρία και τις σχέσεις (5.31)-(5.34) παίρνουμε τις
στρατηγικές ισορροπίας κατά Bayes-Nash  για τους δύο τύπους των δύο
επιχειρήσεων:




   
[image:  ∗      ∗      (3 − μ)(a−  c) − (1− μ)(a − ^c) x1(c) = x2(c) = -------------6-------------- ]




   
[image:  ∗       ∗     (2 + μ)(a − ^c)− μ (a − c) x1(^c) = x2(^c) = -----------6----------- ]




   5.8    Ασκήσεις


                                                                     

                                                                     
   
	
1. 
	΄Εστω παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης με τους παίκτες 1 και 2. Ο παίκτης 1 έχει
   δύο τύπους, τους [image: - t  ] και [image: t  ] (ο 2 έχει έναν τύπο). Η πιθανότητα του
   τύπου [image: - t  ] είναι ίση με 0.9 και του τύπου [image: t  ] είναι 0.1. Οι αποδόσεις ως
   συνάρτηση των τύπων και των ενεργειών δίνονται από τους παρακάτω πίνακες 

                                           [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                                         

   


   Να βρεθεί μία ισορροπία Bayes-Nash  στην οποία ο παίκτης 2 επιλέγει
   [image: A2   ].
   

	
2. 
	Δύο αντίπαλα τάγματα θέλουν να καταλάβουν ένα νησί. Ο διοικητής κάθε
   τάγματος έχει δύο δυνατές ενέργειες: να επιτεθεί, [image: E  ], ή να μην επιτεθεί, [image: M  E  ].
   Κάθε τάγμα μπορεί να είναι είτε ισχυρό, είτε μη ισχυρό. Οι δύο αυτοί τύποι είναι
   ισοπίθανοι, και ο τύπος κάθε τάγματος είναι γνωστός μόνο στον διοικητή του.
   Το νησί έχει αξία ίση με [image: A  ] εάν καταληφεί. ΄Ενα τάγμα μπορεί να καταλάβει το
   νησί σε δύο περιπτώσεις: (α) εάν το τάγμα επιτεθεί και το αντίπαλο τάγμα δεν
   επιτεθεί ή (β) εάν και τα δύο τάγματα επιτεθούν αλλά το ίδιο είναι ισχυρό και
   το αντίπαλο τάγμα είναι μη ισχυρό. Εάν δύο τάγματα ίδιας ισχύς (ίδιου
   τύπου) επιτεθούν, το νησί δεν καταλαμβάνεται από κανένα τάγμα. Το
   κόστος από μία μάχη είναι [image: s  ] για ένα ισχυρό τάγμα και [image: w  ] για ένα μη
   ισχυρό τάγμα, όπου [image: A > w >  s  ]. ϒποθέτουμε ότι επίθεση χωρίς μάχη δεν
   επιφέρει κόστος. Να βρεθούν οι ισορροπίες Bayes-Nash  για το παίγνιο
   αυτό.
   
	
3. 
	΄Εστω παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης με τους παίκτες 1 και 2. Ο παίκτης 2 έχει δύο
   τύπους, τους [image: t′ ] και [image: t′′ ], οι οποίοι είναι ισοπίθανοι (ο 1 έχει έναν τύπο). Οι αποδόσεις
   ως συνάρτηση των τύπων και των ενεργειών δίνονται από τους παρακάτω πίνακες 

                                           [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                                         

   


   Να βρεθούν οι ισορροπίες Bayes-Nash  για το παίγνιο αυτό.
   

	
4. 
	Η επίχειρηση 1 επιθυμεί να εξαγοράσει την επιχείρηση 2. Η επιχείρηση 1 δεν
   γνωρίζει την αξία της 2 αλλά πιστεύει ότι κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα
   [0,100]. Η δε επιχείρηση 2 γνωρίζει ότι η αξία της είναι [image: x  ]. Η επιχείρηση 1
   προσφέρει το ποσό [image: y  ] για την εξαγορά. Αν η εξαγορά πραγματοποιηθεί, η αξία
   της επιχείρησης 2 θα αυξηθεί κατά 50%, οπότε η απόδοση της 1 θα είναι ίση με
   [image: 32x − y  ]. Αν η εξαγορά δεν πραγματοποιηθεί, η απόδοση της θα είναι 0.
   Αντιστοίχως η 2 έχει απόδοση [image: y  ] από την εξαγορά και [image: x  ] από τη μη
   εξαγορά.
                                                                     

                                                                     
       	
   (αʹ) 
	Να  υποδειγματοποιηθούν  τα  παραπάνω  ως  ένα  παίγνιο  με  ελλιπή
       πληροφόρηση.
       
	
   (βʹ) 
	Να βρεθεί η ισορροπία Bayes-Nash .


   
	
5. 
	΄Ενας καθηγητής αναθέτει μία εργασία σε ένα φοιτητή. Ο τελευταίος μπορεί είτε
   να κάνει την εργασία μόνος του (επιλογή Μ) είτε να την αντιγράψει (επιλογή Α).
   Ο καθηγητής έχει τη δυνατότητα είτε να ελέγξει τη γνησιότητα της εργασίας
   (επιλογή Ε), είτε να μην την ελέγξει (επιλογή Ο). Ο καθηγητής είναι
   είτε αυστηρού είτε μη αυστηρού τύπου. Οι αποδόσεις των δύο ατόμων
   έχουν ως εξής ως συνάρτηση του τύπου του καθηγητή έχουν ως εξής 

                                           [image: ΠΙ῝]          [image: ΠΙ῝]                                         

   


   Να βρεθούν οι ισορροπίες Bayes-Nash  υποθέτοντας ότι η πιθανότητα του μη
   αυστηρού τύπου είναι ίση με [image: p  ].
   

	
6. 
	΄Ενας μονοπωλητής αντιμετωπίζει το ενδεχόμενο εισόδου μίας δυνητικής
   ανταγωνίστριας επιχείρησης στην αγορά. Αν η επιχείρηση αυτή δεν εισέλθει, θα
   έχει μηδενικό κέρδος ενώ ο μονοπωλητής θα έχει κέρδος 3. Αν η επιχείρηση
   εισέλθει στην αγορά, ο μονοπωλητής μπορεί είτε να προβεί σε πόλεμο τιμών είτε
   να επιλέξει πιο ήπια πολιτική τιμών. Στην τελευταία περίπτωση κάθε επιχείρηση
   θα έχει κέρδος 1. Στην περίπτωση πολέμου τιμών, το κέρδος της νεοεισελθούσας
   επιχείρησης θα είναι -1, ενώ αυτό του μονοπωλητή θα είναι είτε -1 είτε 2. Ο
   μονοπωλητής γνωρίζει ποιο ακριβώς θα είναι το κέρδος, η δε ανταγωνίστρια
   επιχείρηση πιστεύει ότι θα είναι -1 με πιθανότητα [image: p  ] και 2 με πιθανότητα
   [image: 1− p  ].
       	
   (αʹ) 
	Να περιγραφεί η παραπάνω αλληλεπίδραση από ένα παίγνιο εκτεταμένης
       μορφής στο οποίο η Φύση επιλέγει τον τύπο του μονοπωλητή.
       
	
   (βʹ) 
	Να βρεθεί η ισορροπία Bayes-Nash .


   
	
7. 
	΄Εστω το παρακάτω παίγνιο με τους παίκτες 1 και 2: 

                                                   [image: ΠΙ῝]                                                

   


   Η παράμετρος [image: θ  ] παίρνει τις τιμές -2 ή 2. Ο παίκτης 1 γνωρίζει την τιμή της
   παραμέτρου, ο δε παίκτης 2 πιστεύει ότι [image: θ = − 2  ] με πιθανότητα 0.8 και [image: θ = 2  ]
                                                                     

                                                                     
   με πιθανότητα 0.2. Να βρεθούν οι ισορροπίες Bayes-Nash  για το παίγνιο
   αυτό.
   

	
8. 
	΄Εστω ο πωλητής ενός μεταχειρισμένου αυτοκινήτου αξίας [image: θ  ] και ένας
   δυνητικός αγοραστής. Ο πωλητής γνωρίζει την αξία του αυτοκινήτου, ενώ ο
   αγοραστής πιστεύει ότι κατανέμεται ομοιόμορφα στο διάστημα [image: [0,1]  ]. Η
   πώληση, εάν πραγματοποιηθεί, γίνεται σε τιμή [image: p ∈ [0,1]  ]. Η προσφορά τιμής
   γίνεται από τον αγοραστή, την οποία ο πωλητής δέχεται ή απορρίπτει ως
   συνάρτηση του τύπου του (αξία του αυτοκινήτου). Οι αποδόσεις πωλητή και
   αγοραστή, οι οποίες συμβολίζονται με [image: uS  ] και [image: uD  ] αντιστοίχως, έχουν ως
   εξής:
   
   

   
   [image:      {  p,  αν γίνει πώ ληση uS =         θ,  αν δεν γίνει πώληση    ]

   και
   

   

   
   [image:      {         a+ bθ − p,  αν γίνει πώ ληση uD =    0,  αν δεν γίνει πώληση    ]

   όπου [image: a > 0  ] και [image: b > 0  ]. Να βρεθεί η ισορροπία στο παίγνιο αυτό.




                                                                     

                                                                     


   5.9    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	ελλιπής πληροφόρηση                     
	incomplete information                  


	
	

	παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης         
	game with incomplete information    


	
	

	τύπος παίκτη                                
	type of a player                            


	
	

	σύνολο τύπων                               
	set of types                                  


	
	

	αναμενόμενη απόδοση                     
	expected payoff                            


	
	

	ισορροπία Bayes-Nash                      
	Bayes-Nash equilibrium                  


	
	

	θεώρημα καθαρισμού                      
	purification theorem                      


	
	

	δημοπρασία 1ης τιμής                      
	1st price auction                           


	
	

	διπλή δημοπρασία                           
	double auction                             
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           1Σε μία δημοπρασία πρώτης τιμής, οι αγοραστές υποβάλλουν ταυτόχρονα προσφορές για το προς πώληση αντικείμενο. Ο αγοραστής που υποβάλλει την υψηλότερη προσφορά κερδίζει τη δημοπρασία καταβάλοντας τη τιμή που έχει υποβάλλει (δηλαδή την πρώτη τιμή).


      

       
           2Παρεμπιπτόντως, την ίδια περίοδο οι Aumann και Maschler(1966) μελέτησαν μία άλλη κατηγορία παιγνίων με ελλιπή πληροφόρηση, τα λεγόμενα επαναλαμβανόμενα παίγνια ελλιπούς πληροφόρησης.



   


   Κεφάλαιο 6
Παίγνια συνεργασίας

   6.1    Εισαγωγή

Το κεφάλαιο αυτό αναλύει τον δεύτερο βασικό πυλώνα της θεωρίας παιγνίων, ο
οποίος αποτελείται από τα παίγνια συνεργασίας ή αλλιώς συμμαχικά παίγνια. ΄Οπως
υποδηλώνει και ο όρος, στα παίγνια αυτά είναι δυνατή η σύναψη συμφωνιών μεταξύ
των παικτών, ώστε να επιλέξουν ενέργειες οι οποίες μεγιστοποιούν τα από κοινού
κέρδη ή οφέλη. Αυτό επιτυγχάνεται μέσω της συγκρότησης συμμαχιών, ή αλλιώς
συνασπισμών, μεταξύ των παικτών. Τα βασικά ερωτήματα στα οποία απαντά η
θεωρία των συνεργατικών παιγνίων είνα τα εξής:


     
	
   1. 
	ποια ή ποιες συμμαχίες θα δημιουργηθούν μεταξύ των παικτών
     
	
   2. 
	ποια  είναι  τα  οφέλη  από  τη  δημιουργία  μίας  συμμαχίας  και  πώς  θα
     κατανεμηθούν αυτά μεταξύ των μελών της
     


Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι η επιλογή ενεργειών που μεγιστοποιούν συνολικά και
όχι ατομικά οφέλη είναι δυνατή και στα μη συνεργατικά παίγνια Στα μη συνεργατικά
παίγνια όμως, η σύναψη των σχετικών συμφωνιών δεν μπορεί να υποστηριχτεί από
θεσμικά-νομικά μέσα, όπως είναι για παράδειγμα η υπογραφή συμβολαίων τα οποία
δεσμεύουν τους παίκτες να μην αθετήσουν τη συμφωνία. ΄Ενα κλασικό παράδειγμα
είναι η δημιουργία καρτέλ εκ μέρους των επιχειρήσεων σε μία αγορά. Η
δημιουργία καρτέλ είναι συχνά παράνομη, οπότε η σχετική συμφωνία εκ
μέρους των επιχειρήσεων δεν μπορεί να επικυρωθεί νομικώς. Αντιθέτως, στα
συνεργατικά παίγνια, η συνεργασία μεταξύ των παικτών μπορεί να υποστηριχτεί με
θεσμικά-νομικά μέσα.

   Τα παίγνια συνεργασίας διακρίνονται σε παίγνια μεταβιβάσιμης χρησιμότητας και
σε παίγνια μη μεταβιβάσιμης χρησιμότητας. Στην πρώτη κατηγορία παιγνίων η
χρησιμότητα (αξία) που αποκτά μία συμμαχία είναι μεταβιβάσιμη και μπορεί να
διανεμηθεί στα μέλη της (για παράδειγμα αυτό μπορεί να συμβαίνει αν η χρησιμότητα
μετρείται σε όρους κάποιου νομισματικού μέσου). Σε μία τέτοια περίπτωση, οι
ενέργειες κάθε συμμαχίας προσδιορίζουν την απόδοση της συμμαχίας ως
σύνολο. Στη δεύτερη κατηγορία παιγνίων, η παραπάνω υπόθεση δεν ισχύει
και κατά συνέπεια οι συνεργατικές ενέργειες της συμμαχίας προσδιορίζουν
τις αποδόσεις του κάθε μέλους της ξεχωριστά (και όχι της συμμαχίας ως
σύνολο).

   ΄Οπως είπαμε παραπάνω, η συνεργασία μεταξύ των παικτών λαμβάνει χώρα μέσω
της δημιουργίας συμμαχιών. Οι συμμαχίες αυτές μπορεί να περιλαμβάνουν είτε όλους
                                                                     

                                                                     
τους παίκτες που μετέχουν στο παίγνιο (περίπτωση ολικής συνεργασίας), είτε μόνο
μερικούς μόνο από αυτούς (περίπτωση μερικής συνεργασίας). Η ωφέλεια που θα
προκύψει για τα μέλη μίας συμμαχίας είτε θα είναι ανεξάρτητη από τις ενέργειες των
μη μελών (δηλαδή των παικτών που δεν ανήκουν στη συμμαχία) είτε θα
εξαρτάται από αυτές. Στην πρώτη περίπτωση έχουμε παίγνια συνεργασίας χωρίς
εξωτερικότητες ενώ στη δεύτερη έχουμε παίγνια συνεργασίας με εξωτερικότητες.
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη δεύτερη περίπτωση αποτελούν τα παίγνια εκείνα στα
οποία η αξία μίας συμμαχίας εξαρτάται από τον τρόπο με τον οποίο σχηματίζουν
συμμαχίες τα μη μέλη.

   Στο παρόν κεφάλαιο θα περιοριστούμε στην ανάλυση παιγνίων συνεργασίας με
μεταβιβάσιμη χρησιμότητα και χωρίς εξωτερικότητες. Αρχικά, θα παρουσιάσουμε το
βασικό μαθηματικό πλαίσιο αυτών των παιγνίων. Κατόπιν θα εστιάσουμε στην
εξέταση συνθηκών κάτω από τις οποίες οι παίκτες προβαίνουν σε ολική συνεργασία.
΄Εμφαση θα δοθεί στις δύο βασικότερες έννοιες επίλυσης συνεργατικών
παιγνίων: τον πυρήνα και την κατανομή Shapley. Ο πυρήνας δίνει όλους
τους τρόπους κατανομής της ωφέλειας που δημιουργεί η ολική συνεργασία
τους οποίους καμμία υπο-ομάδα παίκτων δεν έχει κίνητρο να απορρίψει. Η
κατανομή Shapley  προσδιορίζει έναν συγκεκριμένο τρόπο διανομής της
παραπάνω ωφέλειας, ο οποίος ικανοποιεί έναν αριθμό επιθυμητών ιδιοτήτων (ή
αξιωμάτων).




   6.2    Βασικό πλαίσιο

Στην ενότητα αυτή θα εισάγουμε το βασικό μαθηματικό υπόδειγμα των παιγνίων
συνεργασίας με μεταβιβάσιμη χρησιμότητα και θα παρουσιάσουμε ορισμένα
παραδείγματα. Η ενότητα αυτή θα παρουσιάσει επίσης ορισμένες ειδικές κατηγορίες
συνεργατικών παιγνίων που συναντώνται συχνά σε εφαρμογές.

   Το πρώτο βασικό στοιχείο είναι το σύνολο των παικτών, το οποίο συμβολίζεται
ως [image: N  = {1,2,...,n} ]. Οι παίκτες μπορούν να δημιουργήσουν συμμαχίες ή
συνασπισμούς. Μία τυπική συμμαχία συμβολίζεται ως [image: S  ]. Η συμμαχία που
περιλαμβάνει όλους τους παίκτες ονομάζεται μεγάλη συμμαχία. Το σύνολο όλων των
συμμαχιών (ή αλλιώς, το σύνολο όλων των υποσυνόλων του [image: N  ]) συμβολίζεται με
[image: C.  ]

   Η ωφέλεια ή αξία που αποκομίζει κάθε συμμαχία προσδιορίζεται από τη
λεγόμενη χαρακτηριστική συνάρτηση. Η συνάρτηση αυτή είναι της μορφής
[image: v : C → ℝ  ]. Η ωφέλεια της συμμαχίας [image: S ∈ C ] θα συμβολίζεται ως [image: v(S)  ].
Η ωφέλεια αυτή είναι η μέγιστη ωφέλεια που μπορεί η συμμαχία [image: S  ] να
εξασφαλίσει για τα μέλη της. Η ωφέλεια της μεγάλης συμμαχίας συμβολίζεται
                                                                     

                                                                     
ως1 
[image: v(N )  ]. ΄Ενα παίγνιο συνεργασίας θα παρουσιάζεται για συντομία από το ζεύγος
[image: (N, v)  ].

Παράδειγμα 1
΄Εστω το σύνολο παικτών [image: N = {1,2,3,4} ]. Οι συμμαχίες που μπορούν να
δημιουργηθούν είναι οι εξής:


   [image: πιςτ]

Η ωφέλεια της μεγάλης συμμαχίας είναι [image: v(N) = 4  ]. Οι ωφέλειες των υπολοίπων
συμμαχιών παρουσιάζονται στον επόμενο πίνακα.


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	
	
	

	  [image: S  ]   	[image: v(S)  ]	   [image: S  ]   	[image: v(S )  ]

	
	
	
	

	  [image: {1} ] 	  1   	 [image: {1,2} ] 	 3/2  

	  [image: {2} ] 	  1   	 [image: {1,3} ] 	  2   

	  [image: {3} ] 	  0   	 [image: {1,4} ] 	 5/2  

	  [image: {4} ] 	 3/2  	 [image: {2,3} ] 	  2   

	 [image: {2,4} ] 	  3   	 [image: {3,4} ] 	  2   

	[image: {1,2,3} ]	  2   	[image: {1,2,4} ]	  2   

	[image: {1,3,4} ]	  3   	[image: {2,3,4} ]	 7/3  
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Παράδειγμα 2
΄Εστω μία αγορά η οποία αποτελείται από έναν πωλητή (παίκτης 1) και δύο
αγοραστές (παίκτες 2 και 3). Ο πωλητής παράγει και διαθέτει ένα αντικείμενο προς
πώληση, το κόστος του οποίου ισούται με 5. Η αποτίμηση για το αντικείμενο εκ
μέρους του αγοραστή 2 είναι ίση με 10, ενώ η αποτίμηση του αγοραστή 3 είναι ίση
με 15. Η χαρακτηριστική συνάρτηση για το παίγνιο αυτό περιγράφεται ως
εξής:


   	
   
[image: v({1}) = v({2}) = v({3}) = 0 ]
	(6.1)





   	
   
[image: v({1,2}) = 10− 5 = 5 ]
	(6.2)





   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: v({1,3} ) = 15 − 5 = 10 ]
	(6.3)





   	
   
[image: v({2,3}) = 0 ]
	(6.4)





   	
   
[image: v({1,2,3} ) = 15 − 5 = 10 ]
	(6.5)



                                                                     

                                                                     

Η ερμηνεία της χαρακτηριστικής συνάρτησης έχει ως εξής. Πρώτον, ουδείς παίκτης
έχει κάποιο όφελος δρώντας μόνος [σχέση (6.1)]. Δεύτερον, η συμμαχία των δύο
αγοραστών επίσης δεν δημιουργεί όφελος [σχέση (6.4)]. Η συμμαχία των παικτών 1
και 2 δημιουργεί όφελος ίσο με τη διαφορά μεταξύ της αποτίμησης του αγοραστή για
το αντικείμενο και του κόστους παραγωγής που πρέπει να καταβάλει ο πωλητής,
δηλαδή είναι ίση με 5. Παρομοίως, η συμμαχία των παικτών 1 και 3 δημιουργεί
όφελος ίσο με 10. Τέλος, η συμμαχία όλων των παικτών δημιουργεί όφελος ίσο
και πάλι με 10: ο πωλητής διαθέτει ένα μόνο αντικείμενο προς πώληση,
το οποίο υποθέτουμε ότι θα πωλήσει στον αγοραστή με την υψηλότερη
αποτίμηση.

Παράδειγμα 3 
Οι επενδυτές Α, Β και Γ έχουν τη δυνατότητα να προβούν είτε σε ατομικές είτε σε
συνεργατικές επενδύσεις. Αν επενδύσουν ατομικά, τα κέρδη των Α, Β και Γ θα είναι
3, 5 και 6 εκ. ευρώ αντιστοίχως. Αν οι Α και Β συνεργαστούν, τα κέρδη τους θα
είναι 7 εκ. ευρώ. Αντιστοίχως, οι συνεργατικές επενδύσεις των Α και Γ και των Β
και Γ είναι 10 και 11.5 αντιστοίχως. Τέλος, η συνεργατική επένδυση εκ μέρους και
των τριών επενδυτών θα αποφέρει κέρδη 16 εκ. ευρώ. Σε όρους χαρακτηριστικής
συνάρτησης έχουμε τα εξής:




   
[image: v({A}) = 3, v({B }) = 5, v({Γ }) = 6, v({A, B,Γ }) = 16 ]




   
[image: v({A, B }) = 7, v({A, Γ}) = 10, v({B,Γ} ) = 11.5 ]

                                                                     

                                                                     
   6.2.1    Ιδιότητες

Ας δούμε τώρα ορισμένες ιδιότητες των παιγνίων συνεργασίας που συναντώνται
συχνά σε εφαρμογές. Η πρώτη ιδιότητα είναι αυτή της υπεραθροιστικότητας: αν δύο
συμμαχίες ενωθούν τότε η ωφέλεια που προκύπτει είναι μεγαλύτερη από το άθροισμα
των ωφελειών των επιμέρους συμμαχιών.

Ορισμός 1 Το παίγνιο [image: (N, v)  ] ονομάζεται υπεραθροιστικό εάν


   	
   
[image: v(S )+ v(T) ≤ v(S ∪ T) ]
	(6.6)



για όλες τις συμμαχίες [image: S  ] και [image: T  ] για τις οποίες ισχύει ότι [image: S ∩ T = ∅ ].

Ο επόμενος πίνακας παρουσιάζει ένα παράδειγμα παιγνίου τριών παικτών το οποίο
είναι υπεραθροιστικό, όπως εύκολα διαπιστώνεται.


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	  [image: S  ]   	[image: v(S)  ]

	
	

	  [image: {1} ] 	 [image: 0  ]  

	  [image: {2} ] 	  1   

	  [image: {3} ] 	  1   

	 [image: {1,2} ] 	  2   

	 [image: {1,3} ] 	  2   

	 [image: {2,3} ] 	  4   

	[image: {1,2,3} ]	  8   
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Μία δεύτερη ιδιότητα είναι η ιδιότητα της κυρτότητας.

Ορισμός 2 Το παίγνιο [image: (N, v)  ] ονομάζεται κυρτό εάν


   	
   
[image: v(S) + v(T) ≤ v(S ∪ T )+ v(S ∩ T) ]
	(6.7)




για όλες τις συμμαχίες [image: S  ] και [image: T  ].

΄Ενας ισοδύναμος με τον παραπάνω ορισμός της κυρτότητας χρησιμοποιεί τη
συνεισφορά ενός παίκτη στις διάφορες συμμαχίες. Με βάση τον ορισμό αυτό το
παίγνιο [image: (N, v)  ] είναι κυρτό εάν για κάθε παίκτη [image: i  ] και για όλες τις συμμαχίες [image: S  ]
και [image: T  ] τέτοιες ώστε [image: S ⊆ T ⊂  N ∖ {i} ] έχουμε ότι




   
[image: v(S ∪ {i})− v(S ) ≤ v(T ∪ {i})− v(T ) ]

Η διαφορά [image: v(T ∪ {i}) − v(T)  ] είναι η συνεισφορά του παίκτη [image: i  ] στη συμμαχία [image: T  ]
ενώ αντίστοιχα ορίζεται και η διαφορά [image: v(S ∪ {i})− v(S)  ]. Συνεπώς, ο παραπάνω
ορισμός μας λέει ότι ένα παίγνιο είναι κυρτό εάν η συνεισφορά ενός παίκτη
σε μία συμμαχία είναι μεγαλύτερη από τη συνειφορά του σε μία μικρότερη
                                                                     

                                                                     
συμμαχία.

   Από τα παραπάνω προκύπτει ότι κάθε κυρτό παίγνιο είναι υπεραθροιστικό.
Αν στον ορισμό (6.7) εξειδικεύσουμε ότι [image: S ∩ T = ∅ ] τότε θα έχουμε
[image: v(S ∩ T) = v(∅) = 0  ], οπότε προκύπτει ο ορισμός (6.6), δηλαδή ο ορισμός της
υπεραθροιστικότητας. Το αντίθετο δεν ισχύει πάντοτε. Ο παρακάτω πίνακας
απεικονίζει ένα παίγνιο τριών παικτών το οποίο είναι υπεραθροιστικό, αλλά μη
κυρτό.
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 Πίνακας 6.3: ϒπεραθροιστικό, μη κυρτό παίγνιο



                                                                     

                                                                     
   


   

Από τον πίνακα βλέπουμε ότι η συνειφορά κάθε παίκτη σε μία διμελή συμμαχία
είναι μεγαλύτερη από την οριακή συνεισφορά του στην μεγάλη (τριμελή)
συμμαχία. Συνεπώς το παίγνιο δεν είναι κυρτό. Παρόλα αυτά, το παίγνιο είναι
υπεραθροιστικό.

Μία άλλη ιδιότητα που μπορεί να χαρακτηρίζει ένα παίγνιο είναι η μονοτονικότητα:
μεγάλες συμμαχίες έχουν μεγαλύτερα οφέλη από μικρότερες συμμαχίες.

Ορισμός 3 Το παίγνιο [image: (N, v)  ] ονομάζεται μονοτονικό εάν η ωφέλεια των συμμαχιών
είναι αύξουσα συνάρτηση του αριθμού των μελών τους, δηλαδή εάν ισχύει
ότι


   
[image: S ⊆ T ⇒  v(S) ≤ v(T) ]

Σε ορισμένες εφαρμογές η αξία μία συμμαχίας μπορεί να πάρει δύο μόνο τιμές. ΄Ενα
χαρακτηριστικό παράδειγμα προκύπτει από τα παίγνια ψηφοφορίας. Τα παίγνια αυτά
μοντελοποιούν καταστάσεις όπου ένα σύνολο ατόμων λαμβάνει αποφάσεις
μέσω ψηφοφορίας (πχ, κοινοβούλιο). Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν δύο
μόνο ενδεχόμενα για κάθε συμμαχία: είτε να συγκεντρώσει την απαιτούμενη
πλειοψηφία, είτε όχι. Στην περίπτωση της πλειοψηφίας η αξία της συμμαχίας
ορίζεται ίση με τη μονάδα, ενώ στην αντίθετη περίπτωση ορίζεται ίση με το
μηδέν.

Ορισμός 4 Το παίγνιο [image: (N, v)  ] ονομάζεται απλό εάν για κάθε [image: S  ], [image: v(S ) ∈ {0,1}.  ]

Παράδειγμα 4 
Το κοινοβούλιο της χώρας [image: X  ] αποτελείται από τα κόμματα 1, 2, 3 και 4. Τα
κόμματα αυτά ελέγχουν αντιστοίχως 45, 25, 15 και 15 κοινοβουλευτικές έδρες. Τα
κοινοβούλιο πρέπει να αποφασίσει για την έγκριση ενός δημοσιονομικού
προγράμματος. Η έγκριση απαιτεί τη θετική ψήφο του [image: 80%  ] των ψήφων. Κάθε
συμμαχία κομμάτων η οποία μπορεί να εξασφαλίσει την υπερψήφιση του
προγράμματος, έχει όφελος ίσο με 1. Συμμαχία κομμάτων που δεν εξασφαλίζει την
απαιτούμενη πλειοψηφία, έχει όφελος 0.
                                                                     

                                                                     

   Θα κατασκευάσουμε τη χαρακτηριστική συνάρτηση για το παίγνιο αυτό.
Παρατηρούμε κατ΄ αρχάς ότι ουδεμία μονομελής ή διμελής συμμαχία μπορεί να
εξασφαλίσει την απαιτούμενη πλειοψηφία. Παρομοίως, συμμαχία που δεν
περιλαμβάνει και τα δύο κόμματα 1 και 2, δεν εξασφαλίζει την πλειοψηφία. Συνεπώς
έχουμε:


   
[image: v({i}) = 0, για i = 1,2,3,4 ]




   
[image: v ({i,j}) = 0, για i,j = 1,2,3,4 ]




   
[image: v({1,3,4}) = v({2,3,4 }) = 0 ]


                                                                     

                                                                     


   
[image: v({1,2,3}) = v({1,2,4 }) = 1 ]




   
[image: v({1,2,3,4}) = 1 ]

Εάν μία συμμαχία εξασφαλίζει σε ένα απλό παίγνιο ωφέλεια ίση με 1, τότε
ονομάζεται νικήτρια συμμαχία. Αν μία συμμαχία είναι νικήτρια, το ίδιο θα ισχύει και
για κάθε άλλη συμμαχία η οποία διαθετει περισσότερα μέλη από αυτήν. Τέλος, όπως
βλέπουμε από το παραπάνω παράδειγμα, κάθε νικήτρια συμμαχία περιλαμβάνει τους
παίκτες 1 και 2. Οι παίκτες 1 και 2 ονομάζονται παίκτες με βέτο. Παρακάτω
συνοψίζουμε τις παρατηρήσεις αυτές.

Ορισμός 5 ΄Εστω ένα απλό παίγνιο [image: (N, v)  ]. Τα ακόλουθα ισχύουν.
     
	
   1. 
	Εάν [image: v(S ) = 1  ] τότε η συμμαχία [image: S  ] ονομάζεται νικήτρια συμμαχία.
     
	
   2. 
	Εάν [image: v(S ) = 1  ] και [image: S ⊆ T  ] τότε [image: v(T ) = 1  ].
     
	
   3. 
	Εάν ένας παίκτης ανήκει σε κάθε νικήτρια συμμαχία, τότε ο παίκτης αυτός
     ονομάζεται παίκτης με βέτο.


                                                                     

                                                                     
   6.3    Ο πυρήνας

΄Οπως είπαμε στην εισαγωγή, ο βασικός μας στόχος είναι η εξέταση συνθηκών κάτω
από τις οποίες δημιουργείται η μεγάλη συμμαχία. Η μεγάλη συμμαχία, εάν
δημιουργηθεί, θα πρέπει να κατανείμει το όφελος [image: v(N )  ] μεταξύ των μελών της. Ως
κατανομή ορίζουμε ένα διάνυσμα ωφελειών [image: x = (x1,x2,...,xn )  ] τέτοιο
ώστε:


   	
   
[image: ∑    xi = v(N ) i∈N ]
	(6.8)




Η συνθήκη (6.8) ονομάζεται συνθήκη αποτελεσματικότητας και μας λέει ότι η
συνολική ακριβώς αξία (και τίποτε λιγότερο ή περισσότερο) της μεγάλης συμμαχίας
πρέπει να κατανεμηθεί μεταξύ των παικτών.

   Ποιες κατανομές ωφελειών μπορούν να οδηγήσουν σε συνεργασία μεταξύ όλων
των παικτών[image: ;  ] Αυτές που δεν δίνουν κίνητρο στους παίκτες να τις απορρίψουν (ή
αλλιώς να τις μπλοκάρουν) δρώντας μέσω διαφόρων συμμαχιών. Το σύνολο αυτών
των κατανομών ορίζει τον λεγόμενο πυρήνα του παιγνίου, τον οποίο θα
συμβολίσουμε ως [image: T ].

Ορισμός 6 Ο πυρήνας [image: T ] ενός παιγνίου [image: (N, v)  ] είναι το σύνολο όλων
των κατανομών τις οποίες ουδεμία συμμαχία έχει κίνητρο να απορρίψει.
Συνεπώς:




                                                                     

                                                                     
   
[image:                      ∑                ∑ T =  {(x1,x2,...,xn ) :   xi = v(N ) και  xi ≥ v(S), γ ια κάθε S}                      i∈N              i∈S ]

Ας θεωρήσουμε μία κατανομή [image: x = (x ,x ,...,x )       1  2      n  ] και μία συμμαχία [image: S  ]. Η
κατανομή [image: x  ] δίνει συνολικά οφέλη [image: ∑ i∈S xi  ] στα μέλη της συμμαχίας [image: S  ]. Εάν η
συμμαχία αυτή λειτουργήσει αυτόνομα και απορρίψει την προτεινόμενη κατανομή, θα
εξασφαλίσει ωφέλεια [image: v(S)  ]. Αν συνεπώς [image:  ∑ xi ≥ v(S) i∈S  ], η συμμαχία [image: S  ] δεν θα
έχει λόγο να απορρίψει (να μπλοκάρει) τη συγκεκριμένη κατανομή και δεν θα
λειτουργήσει αυτόνομα. Με άλλα λόγια, η συμμαχία [image: S  ] δεν θα αποσχιστεί από το
σύνολο όλων των παικτών. Αν αντίστοιχες συνθήκες ισχύουν για όλες τις
πιθανές συμμαχίες, τότε η κατανομή [image: x  ] ανήκει στον πυρήνα του αντίστοιχου
παιγνίου.

   Στα επόμενα παραδείγματα θα αναλύσουμε τον πυρήνα για ορισμένα απλά
παραδείγματα.

Παράδειγμα 5 (Αγορά γαντιών)
΄Εστω ότι κάθε ένα από τα άτομα 1, 2 και 3 κατέχει από ένα γάντι. Συγκεκριμένα ο
1 κατέχει ένα δεξιό γάντι, ενώ οι 2 και ο 3 κατέχουν από ένα αριστερό γάντι ο κάθε
ένας. Αξία δημιουργείται από κάθε συμμαχία που διαθέτει ένα πλήρες ζεύγος
γαντιών (αριστερό και δεξιό γάντι). Η αξία αυτή είναι ίση με τον αριθμό των ζευγών
γαντιών. Συνεπώς έχουμε:




   
[image: v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({2,3}) = 0 ]


                                                                     

                                                                     


   
[image: v({1,2,3}) = v({1,2}) = v({1,3}) = 1 ]

Ας θεωρήσουμε μία κατανομή [image: x = (x1,x2,x3)  ]. Η κατανομή αυτή ανήκει στον
πυρήνα εάν ικανοποιούνται οι εξής σχέσεις:


   	
   
[image: xi ≥ 0, i = 1,2,3 ]
	(6.9)





   	
   
[image: x1 + x2 ≥ 1, x1 + x3 ≥ 1, x2 + x3 ≥ 0 ]
	(6.10)





   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: x1 + x2 + x3 = 1 ]
	(6.11)




Θα δείξουμε ότι το μοναδικό στοιχείο του πυρήνα του παιγνίου αυτού αποτελείται
από την κατανομή που δίνει όλη την αξία της μεγάλης συμμαχίας στον παίκτη 1,
δηλαδή την κατανομή [image: (x ,x  ,x  ) = (1,0,0)   1  2  3  ].

   Παρατηρούμε κατ’ αρχάς ότι από την ανισότητα [image: x1 + x2 ≥ 1  ] παίρνουμε


   	
   
[image: 1 − x1 − x2 ≤ 0 ]
	(6.12)




Επίσης, από τη συνθήκη (6.11) παίρνουμε


   	
   
[image: x3 = 1 − x1 − x2 ]
	(6.13)




Από τις σχέσεις (6.12) και (6.13) προκύπτει η ανισότητα [image: x3 ≤ 0  ], η οποία σε
συνδυασμό με την (6.9) δίνει [image: x3 = 0.  ] Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε ότι
[image: x2 = 0  ]. Χρησιμοποιώντας τέλος τη συνθήκη (6.11) έχουμε




   
[image: x1 + 0+ 0 = 1 ⇒ x1 = 1 ]

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι η κατανομή [image: (1,0,0)  ] είναι όντως το μοναδικό
στοιχείο του πυρήνα του παιγνίου.

Παράδειγμα 6
΄Εστω το σύνολο παικτών [image: N = {1,2} ]. Η αξία που δημιουργείται από τη μεγάλη
συμμαχία είναι [image: v(N ) = 20  ]. Οι αξίες των δύο μονομελών συμμαχιών είναι
[image: v({1}) = 7  ] και [image: v({2}) = 7  ]. Τα στοιχεία του πυρήνα για το παίγνιο αυτό είναι
όλες οι κατανομές [image: x = (x1,x2)  ] που ικανοποιούν τις συνθήκες:




   
[image: x  + x  = 20  1    2 ]

                                                                     

                                                                     
   
[image: x1 ≥ 7, x2 ≥ 7 ]

Διαγραμματικά, ο πυρήνας του παιγνίου απεικονίζεται από το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ
του επόμενου σχήματος.











SVG-Viewer needed.




                                                                     

                                                                     

 Σχήμα 6.1: Πυρήνας παραδείγματος 6






Παράδειγμα 7
΄Εστω το σύνολο παικτών [image: N = {1,2,3} ]. Οι αξίες που δημιουργούνται από τις
διάφορες συμμαχίες έχουν ως εξής:




   
[image: v(N ) = 1, v({i}) = 0 ]




   
[image: v({i,j}) = a, όπου a ∈ (0,1] ]

Με βάση τα παραπάνω, αξία δημιουργείται από κάθε συμμαχία που έχει τουλάχιστον
2 μέλη (πλειοψηφική συμμαχία). Θα δείξουμε ότι ο πυρήνας είναι μη κενός εάν
[image: a ≤ 2∕3  ] και κενός εάν [image: a > 2∕3  ].

   Για να ανήκει μία κατανομή [image: x = (x1,x2,x3)  ] στον πυρήνα θα πρέπει να
ικανοποιεί, μεταξύ άλλων, τις ανισότητες:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: x1 + x2 ≥ a, x1 + x3 ≥ a, x2 + x3 ≥ a ]
	(6.14)




Πρέπει επίσης να ισχύει η ισότητα (συνθήκη αποτελεσματικότητας):


   	
   
[image: x1 + x2 + x3 = 1 ]
	(6.15)




Συνδυάζοντας την παραπάνω ισότητα με την πρώτη ανισότητα της (6.14)
παίρνουμε:


   	
   
[image: x3 ≤ 1 − a ]
	(6.16)


                                                                     

                                                                     


Με παρόμοιο τρόπο, αν συνδυάσουμε την (6.15) με τη δεύτερη και τη τρίτη
ανισότητα της (6.14), έχουμε αντιστοίχως:


   	
   
[image: x  ≤ 1 − a   2 ]
	(6.17)





   	
   
[image: x1 ≤ 1 − a ]
	(6.18)




Αθροίζοντας κατά μέλη τις (6.16)-(6.18) παίρνουμε:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: x  + x  + x ≤  3(1 − a)   1   2    3 ]
	(6.19)




Το άθροισμα των αποδόσεων όλων των παικτών θα πρέπει να ικανοποιεί τόσο την
(6.19), όσο και τη συνθήκη αποτελεσματικότητας. Θα πρέπει συνεπώς να ισχύει η
ανισότητα [image: 1 ≤ 3(1 − a)  ] η οποία ισχύει εάν [image: a ≤ 2∕3  ] και δεν ισχύει εάν
[image: a > 2∕3  ].

Παράδειγμα 8 
Ας επιστρέψουμε στο Παράδειγμα 4 για να υπολογίσουμε τον πυρήνα του παιγνίου
με τα κοινοβουλευτικά κόμματα. Ο πυρήνας του παιγνίου αυτού είναι μη κενός εάν
υπάρχουν [image: (x ,x ,x ,x )   1  2  3  4  ] τέτοια ώστε:


   	
   
[image: x  + x + x  + x  = 1  1    2    3   4 ]
	(6.20)





   	
   
                                                                     

                                                                     
[image: xi ≥ 0, για  i = 1,2,3,4 ]
	(6.21)





   	
   
[image: xi + xj ≥ 0, για i,j = 1,2,3,4 ]
	(6.22)





   	
   
[image: x + x  + x ≥  0  1   3    4 ]
	(6.23)





   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: x2 + x3 + x4 ≥ 0 ]
	(6.24)





   	
   
[image: x + x  + x ≥  1  1   2    3 ]
	(6.25)





   	
   
[image: x1 + x2 + x4 ≥ 1 ]
	(6.26)



                                                                     

                                                                     

Από τη σχέση (6.20) έχουμε [image: x  = 1 − x − x  − x  3        1    2   4   ], ενώ από την ([image: 6.26  ]),
[image: 0 ≥ 1 − x1 − x2 − x4   ]. Κατά συνέπεια, οι δύο αυτές σχέσεις μας δίνουν την
ανισότητα [image: x3 ≤ 0  ], η οποία σε συνδυασμό με την (6.21) μας δίνει [image: x3 = 0  ]. Με
παρόμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι [image: x4 = 0  ]. Ο πυρήνας συνεπώς χαρακτηρίζεται από τις
σχέσεις:




   
[image: x3 = 0, x4 = 0, 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 1, x1 + x2 = 1 ]

Παρατηρούμε ότι ο πυρήνας δίνει όλη την αξία στους παίκτες με βέτο, δηλαδή τα
κόμματα 1 και 2.




   6.3.1    Παίγνια με μη κενό πυρήνα

Μέχρι στιγμής έχουμε δει ότι ο πυρήνας είναι μη κενός για κάποια παίγνια
και κενός για κάποια άλλα (πχ, για το Παράδειγμα 7 όταν [image: a > 2∕3  ]). Το
ερώτημα που δημιουργείται είναι αν μπορούμε να βρούμε συνθήκες οι οποίες
εξασφαλίζουν ότι ο πυρήνας ενός παιγνίου είναι μη κενός. ΄Οπως θα δείξουμε
αμέσως παρακάτω, μία ικανή συνθήκη για τη μη κενότητα του πυρήνα είναι η
κυρτότητα του παιγνίου. ϒπενθυμίζουμε ότι ένα παίγνιο είναι κυρτό όταν η
συνεισφορά κάθε παίκτη σε μία συμμαχία είναι αύξουσα συνάρτηση των μελών της
συμμαχίας.

Πρόταση 1 Ο πυρήνας ενός κυρτού παιγνίου [image: (N,v)  ] είναι μη κενός.

Απόδειξη Η απόδειξη της πρότασης θα στηριχτεί στην κατασκευή μίας κατανομής
για την οποία θα δειχτεί ότι ικανοποιεί όλες τις συνθήκες που απαιτούνται για να
αποτελεί στοιχείο του πυρήνα.

   ΄Εστω [image: N  = {1,2,...,n} ] το σύνολο των παικτών. Θεωρούμε ένα διάνυσμα
[image: (x1,x2,...,xn)  ] για το οποίο ισχύουν τα εξής:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: x1 = v({1}) ]
	(6.27)





   	
   
[image: x2 = v ({1,2}) − v({1}) ]
	(6.28)




                                                       [image: ...  ]


   	
   
[image: xi = v({1,2,....,i− 1,i})−  v({1,2,....,i− 1}) ]
	(6.29)




                                                       [image: . ..  ]
                                                                     

                                                                     


   	
   
[image: x  = v({1,2,....,n − 1,n})− v({1,2,....,n − 1})  n   ◟---------◝◜--------◞               v(N ) ]
	(6.30)




Με άλλα λόγια, η αμοιβή [image: xi  ] του παίκτη [image: i  ] είναι ίση με τη συνεισφορά που έχει στη
συμμαχία των παικτών [image: {1,2,...,i − 1}.  ]

   Παρατηρούμε, κατ’ αρχάς, ότι το άθροισμα των αμοιβών όλων των παικτών είναι
ακριβώς ίσο με [image: v(N )  ]: αυτό προκύπτει από το άθροισμα κατά μέρη των
σχέσεων (6.27)-(6.30). ΄Αρα το εν λόγω διάνυσμα συνιστά μία κατανομή
της αξίας [image: v(N )  ]. Η ιδιότητα αυτή είναι ανεξάρτητη από την υπόθεση της
κυρτότητας.

   Η δεύτερη παρατήρηση είναι ότι η αμοιβή κάθε παίκτη (βάσει της παραπάνω
κατανομής) είναι υψηλότερη από την αξία της συμμαχίας στην οποία ανήκει μόνο ο
εν λόγω παίκτης. Δηλαδή, [image: xi ≥ v({i})  ], για κάθε [image: i  ]. Για να δείξουμε αυτή την
ανισότητα θα χρησιμοποιήσουμε την κυρτότητα.

   Ξεκινούμε υπενθυμίζοντας την υπόθεση η αξία της συμμαχίας χωρίς
μέλη είναι ίση με μηδέν, δηλαδή [image: v(∅ ) = 0  ]. Μπορούμε λοιπόν να γράψουμε
[image: v({i}) = v({i}) − v(∅)  ]. Συνεπώς έχουμε:


   [image: πιςτ]

΄Αρα, οι μονομελείς συμμαχίες δεν έχουν κίνητρο να απορρίψουν την παραπάνω
κατανομή. Μένει να δειχτεί ότι και οι μη μονομελείς συμμαχίες δεν έχουν τέτοιο
κίνητρο. Ας θεωρήσουμε μία τέτοια συμμαχία [image: S = {k,j,...,m } ] όπου
[image: k < j < ...< m  ] (τα σύμβολα υποδηλώνουν θετικούς ακέραιους αριθμούς).
                                                                     

                                                                     
Παρατηρούμε ότι ισχύει η σχέση [image: S ⊆ {1,2,...,m }.  ]

   Χρησιμοποιώντας την κατανομή που ορίστηκε από τις σχέσεις (6.27)-(6.30), την
υπόθεση [image: v(∅) = 0  ] και την υπόθεση της κυρτότητας παίρνουμε:




   
[image: xk = v ({1,2,...,k)− v({1,2,...,k − 1) ≥ v ({k })− v(∅) ]

Με παρόμοιο τρόπο έχουμε:




   
[image: x =  v({1,2,...,j)− v ({1,2,...,j − 1) ≥ v({k,j}) − v(k)  j ]

                                                       [image: .. .  ]


   
[image: x  = v({1,2,...,m )− v({1,2,...m − 1) ≥ v({k,j,...,m })− v(k,j,...,m− 1)  m                                    ◟-----◝◜-----◞                                            v(S) ]

                                                                     

                                                                     
Τέλος, αθροίζοντας κατά μέλη τις παραπάνω ανισότητες παίρνουμε:




   
[image: xk + xj + ...+ xm ≥ v(S) ]

Συνεπώς, η συμμαχία [image: S  ] δεν έχει κίνητρο να απορρίψει την προτεινόμενη κατανομή.
Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της μη κενότητας του πυρήνα ενός κυρτού
παιγνίου.

   Η υπόθεση της κυρτότητας αποτελεί μία ικανή συνθήκη για τη μη κενότητα
του πυρήνα. Στις επόμενες παραγράφους θα παρουσιάσουμε μία ικανή και
αναγκαία συνθήκη για τη μη κενότητα (χωρίς όμως να δώσουμε τη σχετική
απόδειξη).

   Ας θεωρήσουμε ξανά ένα παίγνιο [image: (N, v)  ] με το σύνολο των παικτών
[image: N  = {1,2,...,n} ]. Συμβολίζουμε, όπως και πριν, με [image: C ] το σύνολο όλων των
συμμαχιών που μπορούν να δημιουργήσουν τα μέλη του [image: N  ] και με [image: Ci  ] το σύνολο
όλων των συμμαχιών στις ανήκει ο [image: i  ]. Το σύνολο των αριθμών [image: (λS )S∈ C ]
ονομάζεται ισορροπημένο σύνολο σταθμίσεων εάν [image: λ (S) ∈ [0,1]  ] για κάθε [image: S  ] και αν
[image: ∑   λS = 1 S∈Ci  ] για κάθε [image: i ∈ N.  ]

   Με απλά λόγια, μπορούμε να ερμηνεύσουμε τις σταθμίσεις ως τα ποσοστά του
χρόνου που κάθε παίκτης αφιερώνει στις συμμαχίες στις οποίες ανήκει.
Σημειώνουμε ότι όλα τα μέλη μίας συμμαχίας αφιερώνουν σε αυτή τον ίδιο
χρόνο.

Ορισμός 7 Το παίγνιο συνεργασίας [image: (N,v)  ] είναι ισορροπημένο εάν για κάθε
ισορροπημένο σύνολο σταθμίσεων ισχύει η ανισότητα


                                                                     

                                                                     
   
[image: ∑     λSv(S ) ≤ v(N ) S ∈C ]

Η παραπάνω σχέση μας λέει ότι η ωφέλεια που δημιουργείται από τις διάφορες
συμμαχίες, δεδομένων των ισορροπημένων σταθμίσεων, μεγιστοποιείται όταν όλοι οι
παίκτες αφιερώσουν όλο τον χρόνο τους στη μεγάλη συμμαχία.

   Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε το αποτέλεσμα που απέδειξαν η Bondareva 
(1963) και ο Shapley  (1967).

Πρόταση 2 Ο πυρήνας ενός παιγνίου συνεργασίας είναι μη κενός αν και μόνο αν το
παίγνιο είναι ισορροπημένο.

Η απόδειξη του παραπάνω αποτελέσματος στηρίζεται στον γραμμικό προγραμματισμό
και δεν θα παρουσιαστεί εδώ. Θα αρκεστούμε στην παρουσίαση ενός παραδείγματος
μη ισορροπημένου παιγνίου, που συνεπώς θα έχει κενό πυρήνα.

Παράδειγμα 9
΄Εστω το σύνολο των παικτών [image: N = {1,2,3} ]. Η χαρακτηριστική συνάρτηση
είναι


   	
   
[image:        {           1, αν |S| ≥ 2 v(S ) =   0, αν |S| < 2 ]





όπου [image: |S| ] υποδηλώνει τον αριθμό των μελών της συμμαχίας [image: |S | ]. Τα σύνολα των
συμμαχιών στις οποίες δύνανται να ανήκουν οι παίκτες είναι τα εξής:


                                                                     

                                                                     


   
[image: C1 = {{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}} ]




   
[image: C2 = {{2},{1,2},{2,3},{1,2,3}} ]




   
[image: C3 = {{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}} ]

Ας πάρουμε το εξής σύνολο ισορροπημένων σταθμίσεων


   [image: πιςτ]

                                                                     

                                                                     
Οι σταθμίσεις είναι ισορροπημένες καθώς για κάθε παίκτη τα ποσοστά συμμετοχής
του στις διάφορες συμμαχίες αθροίζουν στη μονάδα:




   
[image: λ    + λ    + λ     + λ      = 1   {1}    {1,2}   {1,3}    {1,2,3} ]




   
[image: λ {2} + λ{1,2} + λ{2,3} + λ{1,2,3} = 1 ]




   
[image: λ {3} + λ{1,3} + λ{2,3} + λ{1,2,3} = 1 ]

Παρατηρούμε ότι


                                                                     

                                                                     


   
[image: ∑     λSv(S) = 1-(1 + 1+  1) = 3-> 1 = v(N ) S∈C          2             2 ]

Συνεπώς, το παίγνιο δεν είναι ισορροπημένο (δεν ικανοποιείται ο ορισμός 7).
Κατά συνέπεια, από την Πρόταση 2 συμπεραίνουμε ότι ο πυρήνας του είναι
κενός.




   6.4    Η κατανομή Shapley 

Ο πυρήνας ενός παιγνίου μας δίνει όλες εκείνες τις κατανομές των ωφελειών της
μεγάλης συμμαχίας οι οποίες δεν απορρίπτονται (δεν μπλοκάρονται) από τις διάφορες
συμμαχίες. Η λύση του πυρήνα παρουσίαζει διάφορα προβλήματα. ΄Ενα από τα
προβλήματα έχει να κάνει με το γεγονός ότι για ορισμένα παίγνια ο πυρήνας
είναι κενό σύνολο. Από την άλλη μεριά, σε άλλα παίγνια μπορεί να περιέχει
πολλά στοιχεία. Και στις δύο περιπτώσεις, η χρήση του πυρήνα δημιουργεί
προβλήματα.

   Σε κάθε περίπτωση, ο πυρήνας εμπίπτει επί της περιγραφικής προσέγγισης της
θεωρίας συνεργατικών παιγνίων, καθώς απλώς περιγράφει πώς μπορούν να
μοιραστούν τα οφέλη που προκύπτουν από τη συνεργασία ενός συνόλου παικτών. Θα
εξετάσουμε τώρα τα συνεργατικά παίγνια από κανονιστική σκοπιά και θα
παρουσιάσουμε μία έννοια επίλυσης τους η οποία μας λέει πώς θα πρέπει να
μοιραστούν τα οφέλη της συνεργασίας.

   Συγκεκριμένα, θα παρουσιάσουμε μία σειρά από ιδιότητες ή αξιώματα
τα οποία πρέπει να ικανοποιεί μία κατανομή των ωφελειών. Τα αξιώματα
αυτά προτάθηκαν από τον Shapley  (1953). Ο Shapley  πρότεινε μία λίστα 4
αξιωμάτων και προσδιόρισε τη μοναδική κατανομή η οποία ικανοποιεί τα αξιώματα
αυτά.

   Για να δούμε τα αξιώματα και την κατανομή Shapley  ας πάρουμε ένα
συνεργατικό παίγνιο [image: (N, v)  ]. Ως λύση του παιγνίου αυτού ορίζουμε μία κατανομή
των ωφελειών που δημιουργεί η ολική συνεργασία μεταξύ όλων των παικτών.
Συμβολίζουμε τη λύση με ένα διάνυσμα της μορφής
                                                                     

                                                                     


   
[image: ϕ (v) = (ϕ1(v),ϕ2(v),...,ϕn (v )), ]

όπου [image: ϕi(v)  ] η ωφέλεια ή αμοιβή που αντιστοιχεί στον παίκτη [image: i ∈ N  ].

   Τα αξιώματα τα οποία ο Shapley  απαιτεί από μία λύση [image: ϕ(v)  ] έχουν ως
εξής.

[image: (i)  ] Αξίωμα αποτελεσματικότητας 
Το άθροισμα των αμοιβών όλων των παικτών εξαντλεί επακριβώς την αξία της
μεγάλης συμμαχίας, δηλαδή [image:  ∑  ϕi(v) = v(N ) i∈N  ].

[image: (ii)  ] Αξίωμα συμμετρίας 
Αν δύο παίκτες είναι ταυτόσημοι, υπό την έννοια ότι έχουν πάντα την ίδια
συνεισφορά στις διάφορες συμμαχίες, τότε έχουν την ίδια αμοιβή. Δηλαδή, εάν για
κάθε συμμαχία [image: S  ] που δεν περιλαμβάνει τους παίκτες [image: i  ] και [image: j  ], ισχύει ότι
[image: v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j})  ] τότε [image: ϕ (v) = ϕ (v)   i      j  ].

[image: (iii)  ] Αξίωμα ψευδοπαίκτη 
Αν ένας παίκτης ουδέποτε συνεισφέρει στις διάφορες συμμαχίες τότε λαμβάνει
μηδενική αμοιβή. Δηλαδή, εάν για κάθε συμμαχία [image: S  ] που δεν περιλαμβάνει τον
παίκτη [image: i  ], ισχύει ότι [image: v(S ∪ {i} )− v(S) = 0,  ] τότε [image: ϕi(v) = 0.  ] 

[image: (iv)  ] Αξίωμα αθροιστικότητας 
Αν συνδυάσουμε δύο παίγνια, τα [image: (N, v)  ] και [image: (N, w),  ] λαμβάνοντας το παίγνιο
[image: (N, v + w )  ], τότε η αμοιβή του κάθε παίκτη στο νέο παίγνιο είναι το άθροισμα των
αμοιβών του στα επιμέρους παίγνια. Δηλαδή, [image: ϕi(v + w) = ϕi(v)+ ϕi(w)  ].

Τα παραπάνω αξιώματα οδηγούν σε μία κατανομή της αξίας [image: v(N )  ] σύμφωνα με την
οποία κάθε παίκτης αμοίβεται με τον μέσο όρο των οριακών συνεισφορών του σε
κάθε δυνατή συμμαχία. Για να κατανοήσουμε και να υπολογίσουμε την κατανομή
αυτή, θα δούμε αρχικά ένα παράδειγμα και κατόπιν θα δώσουμε τον γενικό
ορισμό.

   ΄Εστω το σύνολο παικτών [image: N = {1, 2,3 } ]. Ας πάρουμε μία τυχαία διάταξη των
παικτών. Π.χ. ας πάρουμε την διάταξη
                                                                     

                                                                     


   
[image: π = {2,3,1} ]

Παίρνουμε έναν παίκτη, π.χ. τον παίκτη 1 και ρωτούμε το εξής: Ποιες παίκτες
βρίσκονται προ του παίκτη 1 (δηλαδή αριστερά του παίκτη 1) στη διάταξη [image: π  ]; Οι 2
και 3. Ας συμβολίσουμε με [image: S (π(1))  ] το σύνολο που αποτελείται από τους παίκτες
αυτούς, δηλαδή:




   
[image: S(π(1)) = {2,3} ]

Δεδομένης και πάλι της διάταξης [image: π  ], συμβολίζουμε με [image:  1 S (π(1))  ] τη συμμαχία που
περιλαμβάνει τους παίκτες αριστερά του 1 μαζί με τον 1. Δηλαδή,




   
[image: S1(π(1)) = S (π(1)) ∪ {1} = {2,3,1 } ]

Η οριακή συνεισφορά του παίκτη 1 στη συμμαχία [image:  1 S (π(1))  ], δεδομένης της διάταξης
[image: π  ] είναι:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:    1 v(S (π(1))) − v(S(π(1))) ]
	(6.31)




Με παρόμοιο τρόπο ορίζουμε την οριακή συνεισφορά του παίκτη 1 σε κάθε άλλη
δυνατή διάταξη των τριών παικτών. Π.χ., παίρνουμε τη διάταξη


   
[image:   ′ π  = {2,1,3} ]
 
Σε αυτή την περίπτωση έχουμε:


[image: S (π ′(1)) = {2}, S1(π′(1)) = {2,1} ]

Η οριακή συνεισφορά του παίκτη 1 στη συμμαχία [image:   1  ′ S (π (1))  ] είναι:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: v(S1(π′(1))) − v(S(π′(1))) ]
	(6.32)




Ο επόμενος πίνακας παρουσιάζει με συμπαγή τρόπο όλες τις δυνατές περιπτώσεις:


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	
	

	 διάταξη 	    οριακή συνεισφορά      	  οριακή συνεισφορά    

	
	
	

	[image: -- π = 123  ]	[image:    1 --          -- v(S (π(1)))− v(S (π (1 )))  ] 	    [image: v({1})− v (∅)  ]      

	[image: ^π = 132  ]	[image:    1 v(S (^π(1)))− v(S (^π (1 )))  ] 	    [image: v({1})− v (∅)  ]      

	[image:   ′ π  = 213  ]	[image:    1  ′            ′ v(S (π(1)))− v(S (π (1)))  ]	  [image: v({1,2})− v({2})  ]   

	[image: π = 231  ]	[image: v(S1(π(1)))− v(S (π (1 )))  ] 	[image: v ({1,2,3}) − v({2,3} ]

	[image: ˜π = 312  ]	[image: v(S1(˜π(1)))− v(S (π˜(1 )))  ] 	  [image: v({1,3})− v({3})  ]   

	[image: π = 321 --  ]	[image: v(S1(π(1)))− v(S (π (1 )))      --          --  ] 	[image: v({1,3,2})− v({3,2})  ]

	
	
	

	        




 Πίνακας 6.4: Διατάξεις και οριακές συνεισφορές



                                                                     

                                                                     
   


   

Η κατανομή ή αξία Shapley  δίνει σε κάθε παίκτη τον μέσο όρο των οριακών
συνεισφορών του που προκύπτουν από όλες τις περιπτώσεις διατάξεων των παικτών.
Στο παράδειγμα μας έχουμε 6 δυνατές διατάξεις, τις οποίες θεωρούμε ισοπίθανες.
Συνεπώς, η αξία ή αμοιβή κατά Shapley  που αντιστοιχεί στον παίκτη 1
είναι:


   [image: πιςτ]

Με αντίστοιχο τρόπο υπολογίζονται οι αμοιβές κατά Shapley  που αντιστοιχούν
στους παίκτες 2 και 3.

   Ας θεωρήσουμε τώρα τη γενική περίπτωση, δηλαδή την περίπτωση ενός παιγνίου
όπου το σύνολο των παικτών είναι το [image: N = {1,2,...,n}.  ] Συμβολίζουμε με [image: Π  ] το
σύνολο όλων των διατάξεων των παικτών. Παρατηρούμε ότι όταν έχουμε [image: n  ]
παίκτες, ο αριθμός όλων των διατάξεων είναι ίσος με [image: n! = 1⋅2 ...⋅(n − 1)⋅n  ].
Είμαστε τώρα έτοιμοι να παρουσιάσουμε το αποτέλεσμα που απέδειξε ο
Shapley .

Πρόταση 3 Μία μόνο λύση του παιγνίου [image: (N,v)  ] ικανοποιεί τα αξιώματα [image: (i) − (iv)  ].
Η λύση αυτή δίνεται από τη σχέση:


   	
   
[image:         1-∑       i ϕi(v) = n!    (v(S (π(i)))− v(S (π (i)))), i = 1,2,...,n           π∈Π ]
	(6.33)




Σημειώνουμε ότι η άσκηση 10 στο τέλος του κεφαλαίου εκφράζει την αξία κατά
                                                                     

                                                                     
Shapley  με έναν εναλλακτικό αλλά ισοδύναμο τρόπο.

Παράδειγμα 10 
Δύο επενδυτές, οι 1 και 2, έχουν την δυνατότητα είτε να προβούν σε μία κοινή
επένδυση, είτε να επενδύσει ο κάθε ένας μόνος του. Η από κοινού επένδυση
αποφέρει συνολικό κέρδος 4 εκ. ευρώ. Αν ο επενδυτής 1 επενδύσει αυτόνομα, θα
έχει κέρδος 1 εκ. ευρώ. Το κέρδος από την αυτόνομη επένδυση του 2 είναι 2 εκ.
ευρώ. Για το παράδειγμα αυτό, θα καταστευάσουμε το αντίστοιχο παίγνιο
συνεργασίας και θα υπολογίσουμε την κατανομή Shapley .

   Το σύνολο των παικτών είναι [image: N = {1,2 } ]. Το σύνολο των δυνατών συμμαχιών
είναι [image: {{1,2},{1},{2}} ]. Οι ωφέλειες των συμμαχιών είναι:


    	
	

	 [image: S  ]  	[image: v(S )  ]

	
	

	[image: {1,2} ]	  4   

	 [image: {1} ] 	  1   

	 [image: {2} ] 	  2   

	
	

	       

                                                        




Οι οριακές συνεισφορές των παικτών σε όλες τις διατάξεις έχουν ως εξής:


    	
	

	διάταξη	   οριακή συνεισφορά του 1     

	
	

	  [image: 12  ]   	[image: v({1})− v(∅)     = 1 − 0 = 1  ]

	  [image: 21  ]   	[image: v({1,2})− v({2}) = 4−  2 = 2  ]

	
	

	        

                                                       





    	
	

	διάταξη	   οριακή συνεισφορά του 2     

	
	

	  [image: 12  ]   	[image: v({1,2})− v({1}) = 4−  1 = 3  ]

	  [image: 21  ]   	[image: v({2})− v(∅)     = 2 − 0 = 2  ]

	
	

	        

                                                       


Με βάση τα παραπάνω οι αξίες κατά Shapley  είναι οι εξής:




   
[image: ϕ (v) = 1(1 + 2) = 3-   1     2          2                                                                                                                                              ]

   
[image:         1-         5- ϕ2(v) = 2(3 + 2) = 2 ]

Εναλλακτικά, εάν βρούμε την αξία του ενός από τα δύο άτομα μπορούμε
να υπολογίσουμε άμεσα την αξία του άλλου χρησιμοποιώντας το αξίωμα
αποτελεσματικότητας, δηλαδή τη σχέση [image: ϕ1(v)+ ϕ2(v) = v(N ).  ]

Παράδειγμα 11
Οι δήμαρχοι δύο γειτονικών πόλεων (πόλεις 1 και 2) θέλουν να κατασκευάσουν
συστήματα ύδρευσης για τις πόλεις τους. ϒπάρχουν οι εξής επιλογές.
     
	
   1. 
	Κάθε πόλη κατασκευάζει το δικό της δίκτυο. Σε αυτή την περίπτωση, το
     κόστος για την πόλη 1 είναι 10 εκατομμύρια και το κόστος για την πόλη
     2 είναι 8 εκατομμύρια.
     
	
   2. 
	Οι πόλεις κατασκευάζουν ένα κοινό δίκτυο. Το κόστος της επιλογής
     αυτής είναι 15 εκατομμύρια.


Θα υπολογίσουμε πως θα κατανεμηθεί το κόστος του κοινού συστήματος ύδρευσης
των δύο πόλεων με βάση την προσέγγιση του Shapley . Ας ορίσουμε τη συνάρτηση
κόστους:


   
[image: C ({1,2}) = 15, C ({1} = 10, C({2}) = 8, C (∅) = 0 ]

                                                                     

                                                                     
Οι οριακές συνεισφορές των πόλεων σε κάθε συμμαχία θα πρέπει να ερμηνευτούν ως
οριακά κόστη. Οι αντίστοιχοι πίνακες έχουν ως εξής:


    	
	

	διάταξη	οριακό κόστος πόλης 1                 

	
	

	  [image: 12  ]   	[image: C ({1} )− C (∅)     = 10 − 0 = 10  ]

	  [image: 21  ]   	[image: C ({1,2} )− C ({2}) = 15 − 8 = 7  ]  

	
	

	        

                                                       





    	
	

	διάταξη	οριακό κόστος πόλης 2                 

	
	

	  [image: 12  ]   	[image: C ({1,2} )− C ({1}) = 15 − 10 = 5  ]

	  [image: 21  ]   	[image: C ({2} )− C (∅)     = 8 − 0  = 8  ] 

	
	

	        

                                                       


Συνεπώς, τα μερίδια κόστους κατά Shapley  είναι:




   
[image:         1           17 ϕ1(v) = -(10 + 7) = ---         2           2 ]

   
[image:         1         13 ϕ2(v) = -(5+ 8) = ---         2          2 ]

΄Αρα, η πόλη 1 θα συμμετάσχει στο κοινό σύστημα άδρευσης καταβάλλοντας 17/2
εκατομμύρια και η πόλη 2 καταβάλλοντας 13/2 εκατομμύρια.
                                                                     

                                                                     


   6.4.1    Σχέση μεταξύ κατανομής Shapley  και πυρήνα

Η κατανομή Shapley  προσδιορίζει μία μοναδική κατανομή της ωφέλειας της μεγάλης
συμμαχίας. Από τη άλλη μεριά, ο πυρήνας είναι ένα σύνολο κατανομών. Η
κατανομή Shapley  κάποιες φορές ανήκει στον πυρήνα και κάποιες άλλες φορές
όχι. Στην τελευταία περίπτωση, οι δύο λύσεις (πυρήνας και αξία Shapley )
δίνουν διαφορετικές προβλέψεις αναφορικά με τον τρόπο κατανομής των
ωφελειών.

   Ας δούμε ένα παράδειγμα παιγνίου για το οποίο η κατανομή Shapley  δεν ανήκει
στον πυρήνα.

Παράδειγμα 12
Θεωρούμε ξανά το Παράδειγμα 5 (αγορά γαντιών). Εκεί είδαμε ότι το μόνο στοιχείο
του πυρήνα δίνεται από την κατανομή [image: (x1,x2,x3) = (1,0,0)  ]. Ας υπολογίσουμε την
κατανομή Shapley  για το παίγνιο αυτό.

   Ξεκινούμε με τον παίκτη 1 (κάτοχος του μοναδικού δεξιού γαντιού). Οι οριακές
συνεισφορές του παίκτη αυτού σε σχέση με όλες τις πιθανές διατάξεις του συνόλου
[image: N  ] δίνονται από τον επόμενο Πίνακα.


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	διάταξη	 οριακή συνεισφορά παίκτη 1 

	
	

	 [image: 123  ]  	    [image: v({1})− v(∅) = 0  ]      

	 [image: 132  ]  	    [image: v({1})− v(∅) = 0  ]      

	 [image: 213  ]  	  [image: v({1,2})− v({2}) = 1  ]   

	 [image: 231  ]  	[image: v({1,2,3})− v ({2,3} = 1  ] 

	 [image: 312  ]  	  [image: v({1,3})− v({3}) = 1  ]   

	 [image: 321  ]  	[image: v({1,3,2})− v({3,2}) = 1  ]
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Κατά συνέπεια, η αξία κατά Shapley  του παίκτη 1 είναι


   	
   
[image:         1-                       2- ϕ1(v) = 6(0 + 0+ 1 + 1+ 1 + 1) = 3 ]
	(6.34)




Για να βρούμε τις αξίες κατά Shapley  των παικτών 2 και 3 εργαζόμαστε ως εξής.
Πρώτον παρατηρούμε ότι οι παίκτες αυτοί είναι συμμετρικοί. Οπότε από το αξίωμα
συμμετρίας έχουμε:


   	
   
[image: ϕ (v) = ϕ (v )  2       3 ]
	(6.35)



Από το αξίωμα αποτελεσματικότητας έχουμε ότι:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: ϕ  (v) + ϕ (v)+ ϕ (v) = 1   1      2      3 ]
	(6.36)




Από τις σχέσεις (6.34)-(6.36) προκύπτει ότι:


   
[image:                1 ϕ2(v) = ϕ3 (v) =--                6 ]

Συνεπώς, για το παίγνιο των γαντιών η κατανομή Shapley  δεν ταυτίζεται με την
(μοναδική) κατανομή του πυρήνα. Ο πυρήνας δίνει όλη την αξία στον παίκτη 1 ενώ η
κατανομή Shapley  δίνει θετικά μερίδια σε όλους τους παίκτες.

   Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε ότι αν περιοριστούμε σε κυρτά παίγνια
συνεργασίας τότε η κατανομή Shapley  θα βρίσκεται εντός του πυρήνα. Συνεπώς, σε
αυτή την περίπτωση η κατανομή Shapley  δεν θα απορρίπτεται (δεν θα μπλοκάρεται)
από καμμία συμμαχία παικτών.

Πρόταση 4 Η κατανομή Shapley ανήκει πάντοτε στον πυρήνα ενός κυρτού παιγνίου
συνεργασίας.

Δεν θα δώσουμε την πλήρη απόδειξη της παραπάνω Πρότασης. Η εξήγηση πάντως,
σε γενικές γραμμές, έχει ως εξής.
     
	
   1. 
	΄Οταν ένα παίγνιο είναι κυρτό τότε ο πυρήνας του περιλαμβάνει κατανομές
     της μορφής (6.27)-(6.30) όπως παρουσιάστηκε στην Πρόταση 1. Δηλαδή,
     περιλαμβάνει κατανομές που ορίζονται από τις οριακές συνεισφορές των
     παικτών σε διάφορες συμμαχίες. Η κατανομή Shapley  στην ουσία είναι
     ένας κυρτός συνδυασμός τέτοιων οριακών συνεισφορών, όπως δείχνει η
     φόρμουλα (6.33).
                                                                     

                                                                     
     
	
   2. 
	Ο  πυρήνας  ενός  παιγνίου  είναι  κυρτό  σύνολο  (άσκηση  2).  Αυτό
     ισχύει διότι ο πυρήνας ορίζεται από ένα σύνολο γραμμικών ανισοτήτων
     (οι  ανισότητες  αυτές  είναι  της  μορφής  [image: ∑    xi ≥ v(S) i∈S  ]).  ΄Αρα,  κάθε
     κυρτός συνδυασμός των στοιχείων του ανήκει στον πυρήνα. Μία τέτοια
     περίπτωση  κυρτού  συνδυασμού  αποτελεί  η  κατανομή  Shapley ,  όπως
     αναφέρθηκε προηγουμένως.
     


Συνεπώς, οι δύο παραπάνω παρατηρήσεις εξηγούν την Πρόταση 4.


   6.5    Ιστορική αναδρομή

Οι ρίζες της έννοιας του πυρήνα πηγαίνουν πίσω στα τέλη του 19ου αιώνα και τον
Edgeworth  (1881). Ο Edgeworth  δεν χρησιμοποίησε τον όρο πυρήνας αλλά τον όρο
ισορροπίες συναλλαγών, με τον οποίο όρισε τις πιθανές κατανομές αγαθών που θα
προκύψουν σε μία οικονομία ως αποτέλεσμα της ανταλλακτικής διαδικασίας μεταξύ
των ατόμων. Το μαθηματικό υπόδειγμα των παιγνίων συνεργασίας με μεταβιβάσιμη
χρησιμότητα αναπτύχθηκε από τους von Neumann  και Morgestern  (1944). Ο
πυρήνας ως γενική λύση ενός παιγνίου συνεργασίας παρουσιάστηκε από τον Gillies 
(1953). Το θεώρημα περί του μη κενού πυρήνα για ισορροπημένα παίγνια
(Πρόταση 2 στο παρόν κεφάλαιο) διατυπώθηκε και αποδείχτηκε από δύο
διαφορετικούς ερευνητές, την Bondareva  (1963) και τον Shapley  (1967).
Ο Shapley  (1971) απέδειξε, επίσης, τη μη κενότητα του πυρήνα κυρτών
παιγνίων.

   Η κατανομή Shapley  προτάθηκε από τον Shapley  (1953) στα πλαίσια της
διδακτορικής διατριβής του. Πριν από την εργασία του Shapley  δεν υπήρχε άλλη
λύση παιγνίων συνεργασίας η οποία να προσδιορίζει μία μοναδική κατανομή
ωφελειών για τους παίκτες (σε αντίθεση με τον πυρήνα, ο οποίος ενδέχεται να
περιλαμβάνει πολλές διαφορετικές κατανομές). Σημειώνουμε ότι εκτός από μέτρο της
ωφέλειας που αποκομίζει κάθε παίκτης σε ένα παίγνιο, η κατανομή Shapley 
ερμηνεύτηκε από τη βιβλιογραφία και ως ένας δείκτης μέτρησης της δύναμης κάθε
παίκτη (καθώς η αξία κατά Shapley  είναι ένας μέσος όρος των επιδράσεων των
παικτών στις διάφορες συμμαχίες).

   Στα χρόνια που ακολούθησαν νέες εξελίξεις σημειώθηκαν στον τομέα των
συνεργατικών παιγνίων, όπως η ανάπτυξη των παιγνίων συνεργασίας χωρίς
μεταβιβάσιμη χρησιμότητα, η παρουσίαση εναλλακτικών τρόπων αξιωματικής
θεμελίωσης της αξίας Shapley , η παρουσίαση νέων εννοιών επίλυσης, η ανάπτυξη
παιγνίων με συνάρτηση διαμέρισης (τα οποία μοντελοποιούν τα παίγνια στα οποία η
αξία μιας συμμαχίας εξαρτάται από τις συμμαχίες που κάνουν τα μη μέλη), η μη
συνεργατική θεμελίωση των λύσεων των παιγνίων συνεργασίας, η ανάπτυξη
                                                                     

                                                                     
παιγνίων συνεργασίας με ελλιπή πληροφόρηση, κλπ. Τέλος σημειώνουμε ότι τα
παίγνια συνεργασίας έχουν βρει εφαρμογές σε ένα ευρύ φάσμα επιστημών, οι οποίες
περιλαμβάνουν εκτός από τα οικονομικά, την πολιτική επιστήμη, την επιχειρησιακή
έρευνα, το μάνατζμεντ, κλπ.




   6.6    Ασκήσεις


   
	
1. 
	Θεωρούμε ένα μη αρνητικό παίγνιο συνεργασίας [image: (N, v)  ], δηλαδή ένα παίγνιο
   για το οποίο ισχύει [image: v(S) ≥ 0  ], για κάθε συμμαχία [image: S  ]. Να δειχτεί ότι εάν
   το παίγνιο αυτό είναι υπεραθροιστικό τότε είναι και μονοτονικό.
   
	
2. 
	Να δειχτεί ότι ο πυρήνας ενός παιγνίου [image: (N, v)  ] είναι κυρτό σύνολο. Δηλαδή,
   να δειχτεί ότι αν οι κατανομές [image: x  ] και [image: x′ ] ανήκουν στον πυρήνα του [image: (N, v)  ]
   τότε  η  κατανομή  [image: λx + (1− λ )x ′ ],  όπου  [image: λ ∈ [0,1]  ],  ανήκει  επίσης  στον
   πυρήνα.
   
	
3. 
	΄Εστω                      τα                      σύνολα                      ατόμων
   [image: L = {1,2,...,100} ] και [image: R = {101,102, ...,199} ]. Κάθε άτομο στο σύνολο
   [image: L  ] κατέχει ένα αριστερό γάντι και κάθε άτομο στο σύνολο [image: R  ] κατέχει
   ένα δεξιό γάντι. Η αξία κάθε συμμαχίας ισούται με τον αριθμό των ζευγών
   γαντιών που δημιουργούν τα μέλη της (κατά συνέπεια, [image: v(N ) = 99  ]). Να
   δειχτεί ότι ο πυρήνας του παιγνίου έχει μία μόνο κατανομή, η οποία δίνει 1
   σε κάθε άτομο που κατέχει ένα δεξιό γάντι και 0 σε κάθε άτομο που κατέχει
   ένα αριστερό γάντι.
   
	
4. 
	Θεωρούμε τα σύνολα ατόμων [image: L = {1,2 } ] και [image: R  = {3,4} ]. Ο 1 κατέχει
   ένα αριστερό γάντι, ο 2 κατέχει δύο αριστερά γάντια ενώ κάθε μέλος του
   συνόλου [image: R  ] κατέχει ένα δεξιό γάντι. ΄Οπως και στην προηγούμενη ασκηση,
   η  αξία  κάθε  συμμαχίας  ισούται  με  τον  αριθμό  των  ζευγών  γαντιών  που
   δημιουργούν τα μέλη της.
   
       
	
   (αʹ) 
	Να υπολογιστεί ο πυρήνας του παιγνίου.
                                                                     

                                                                     
       
	
   (βʹ) 
	Πως θα αλλάξει η απάντηση στο παραπάνω ερώτημα αν ο 2 κάψει το
       ένα από τα δύο γάντια του[image: ;  ]


   
	
5. 
	΄Εστω παίγνιο [image: (N,v)  ] όπου [image: N  = {1,2,3,4} ], [image: v(N) = 1  ] και
   
   

   
   [image:        {  3 v(S) =    4,  για S ∈ {{1,2},{1,3},{1,4},{2,3,4}}          0,   για κάθε άλλο S    ]

   Να δειχτεί ότι ο πυρήνας του παιγνίου είναι κενός.
   

	
6. 
	Θεωρούμε ένα παίγνιο συνεργασίας μεταξύ πέντε πολιτικών κομμάτων, τα οποία
   συμβολίζουμε ως [image: {1,2,3,4,5}.  ] Το κόμμα [image: i  ] διαθέτει [image: x  i  ] ψήφους στο εθνικό
   κοινοβούλιο. Συγκεκριμένα, υποθέτουμε ότι [image: (x1,x2,x3,x4,x5) = (45,45,3,3,4)  ].
   Αν μία συμμαχία κομμάτων εξασφαλίσει την πλειοψηφία των ψήφων θα
   σχηματίσει κυβέρνηση και θα εξασφαλίσει για τα μέλη της πλεόνασμα ίσο με 1.
   Συνεπώς:
   
   

   
   [image:        ({  1,  αν ∑  xi ≥ 51                  i∈∑S v(S) = (  0,  αν    xi < 51                  i∈S                                                                                                                                                 ]

   
       
	
   (αʹ) 
	Να δειχτεί αν ο πυρήνας του παιγνίου είναι κενός ή μη.
       
	
   (βʹ) 
	Να βρεθεί η κατανομή Shapley .


   
	
7. 
	Θεωρούμε μία αγορά τύπου Cournot  με τις επιχειρήσεις [image: N  = {1,2,3,4} ]. Η
   επιχείρηση [image: i  ] παράγει την ποσότητα [image: yi  ] αντιμετωπίζοντας τη συνάρτηση
   κόστους [image: Ci(yi) = cyi  ] Η αγοραία τιμή δίνεται από τη σχέση [image: p = a − Y  ], όπου
   [image: p  ] η τιμή και [image: Y  ] η συνολική ποσότητα της αγοράς (στην ισορροπία,
   [image: Y = y1 + y2 + y3 + y4   ]). Οι επιχειρήσεις έχουν τη δυνατότητα να επιλέξουν τις
   ποσότητες τους με μέσω της δημιουργίας συμμαχιών (οι οποίες θεωρούμε ότι
   έχουν δεσμευτική ισχύ). Λόγω της αγοραίας αλληλεπίδρασης, το κέρδος κάθε
   συμμαχίας εξαρτάται από τις ενέργειες (ποσότητες) των επιχειρήσεων εκτός της
   συμμαχίας. Συνεπώς για να υπολογίσει το κέρδος της, μια συμμαχία
   θα πρέπει να κάνει μία πρόβλεψη αναφορικά με το πως θα δράσουν οι
   επιχειρήσεις εκτός της συμμαχίας (πχ, αν θα δημιουργήσουν συμμαχίες ή όχι).
       	
   (αʹ) 
	Να υπολογιστεί το κέρδος κάθε συμμαχίας κάνοντας την υπόθεση ότι
       οι επιχειρήσεις εκτός της συμμαχίας δεν δημιουργούν συμμαχίες αλλά
       παραμένουν αυτόνομες.
       
	
   (βʹ) 
	Να δειχθεί ότι ο πυρήνας που αντιστοιχεί στο παραπάνω σενάριο είναι
       μη κενός.


   
	
8. 
	΄Εστω παίγνιο συνεργασίας [image: (N, v)  ] στο οποίο ο παίκτης [image: 1  ] είναι ψευδοπαίκτης,
   δηλαδή [image: v(S ∪ {1}) = v(S)  ] για κάθε συμμαχία [image: S  ]. Ιδιαιτέρως, αυτό συνεπάγεται
   ότι [image: v({1}) = 0  ]. Να δειχτεί ότι εάν [image: x = (x1,x2,⋅⋅⋅,xn )  ] είναι κατανομή του
   πυρήνα του παιγνίου αυτού, τότε [image: x1 = 0.  ]
   
	
9. 
	Να δειχτεί ότι η κατανομή Shapley  ικανοποιεί το αξίωμα της αποτελεσματικότητας.
   
	
10. 
	Να δειχτεί ότι η κατανομή Shapley  (6.33) μπορεί να εκφραστεί ισοδυνάμως μέσω
   της σχέσης:
                                                                     

                                                                     
   
   

   
   [image:          ∑     |S |!(n − |S |− 1)! ϕi(v) =        -------n!------(v(S ∪ {i})− v(S)) i = 1,2,...,n         S⊆N∖{i}    ]



όπου το σύμβολο [image: |S| ] υποδηλώνει τον αριθμό των μελών της συμμαχίας [image: S  ] και το
[image: N  ∖{i} ] υποδηλώνει το σύνολο που εμπεριέχει όλους τους παίκτες πλην του
[image: i  ].


                                                                     

                                                                     


   6.7    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	παίγνιο συνεργασίας                      
	cooperative game                          


	
	

	συμμαχία                                     
	coalition                                      


	
	

	μεγάλη συμμαχία                           
	grand coalition                             


	
	

	μεταβιβάσιμη χρησιμότητα                
	transferable utility                        


	
	

	μη μεταβιβάσιμη χρησιμότητα            
	non-transferable utility                   


	
	

	χαρακτηριστική συνάρτηση               
	characteristic function                    


	
	

	υπεραθροιστικό παίγνιο                   
	superadditive game                       


	
	

	κυρτό παίγνιο                               
	convex game                                


	
	

	μονοτονικό παίγνιο                         
	monotonic game                           


	
	

	απλό παίγνιο                                 
	simple game                                 


	
	

	πυρήνας                                       
	core                                           


	
	

	ισορροπημένο παίγνιο                      
	balanced game                             


	
	

	κατανομή Shapley                           
	Shapley value allocation                 
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           1Σημειώνουμε ότι το κενό σύνολο [image: ∅ ] ανήκει εξ[image: ′ ]ορισμού στο [image: C ]. Θα ορίσουμε συμβατικά ότι [image: v(∅)= 0  ].



   


   Κεφάλαιο 7
Διαπραγματεύσεις: αξιωματική προσέγγιση

   7.1    Εισαγωγή

Δύο άτομα ενδιαφέρονται για την αγοραπωλησία ενός αντικειμένου. Ο κάτοχος του
αντικειμένου ενδιαφέρεται να το πωλήσει σε τιμή όχι μικρότερη από 500 ευρώ. Ο
υποψήφιος αγοραστής επιθυμεί να αγοράσει σε τιμή όχι μεγαλύτερη από 600 ευρώ.
Εφόσον 600[image: >  ]500, είναι προφανές ότι η αγοραπωλησία του αντικειμένου σε κάποια
τιμή [image: p ∈ (500,600)  ] είναι επωφελής και για τα δύο άτομα. Ποια ακριβώς θα είναι η
τιμή μεταβίβασης[image: ;  ] Την απάντηση στο ερώτημα αυτό προσπαθούν να δώσει η θεωρία
των παιγνίων διαπραγμάτευσης.

   Μία τυπική κατάσταση διαπραγμάτευσης έχει την εξής μορφή. Δύο ή
περισσότερα μέρη (άτομα, επιχειρήσεις, οργανισμοί, κυβερνήσεις, κλπ.) εμπλέκονται
σε μία διαδικασία σύναψης συμφωνίας. Η συμφωνία μπορεί να καταστεί αμοιβαία
επωφελής. Τα κίνητρα των συμμετεχόντων είναι όμως αντικρουόμενα. Με άλλα
λόγια, στη διαπραγμάτευση αυτή όλα τα μέρη προτιμούν την επιτυχή από
τη μη επιτυχή κατάληξη της. Ταυτόχρονα όμως, κάθε μέρος επιθυμεί οι
διαπραγματεύσεις να καταλήξουν σε όσο το δυνατόν πιο συμφέρουσα για το ίδιο
συμφωνία.

   Τα οικονομικά παραδείγματα στα οποία λαμβάνουν χώρα διαπραγματεύσεις είναι
πάμπολλα. Παρακάτω αναφέρουμε μόνο ορισμένα από αυτά.


     
	
 (1) 
	Διαπραγματεύσεις πωλητή - αγοραστή
Οι  διαπραγματεύσεις  για  τους  όρους  αγοραπωλησίας  αγαθών  και
     υπηρεσιών  συνιστούν  την  πλέον  συχνή  μορφή  διαπραγμάτευσης  στα
     οικονομικά. Ο πωλητής προσέρχεται με μία ελάχιστη τιμή πώλησης ενός
     αγαθού, [image: ps  ], και ο αγοραστής με μία μέγιστη τιμή αγοράς, [image: pb  ]. Εάν
     [image: ps < pb  ] τότε στόχος της διαπραγμάτευσης είναι η εξεύρεση μίας τιμής
     [image: p ∈ (ps,pb)  ] στην οποία θα μεταβιβαστεί το αγαθό. ΄Εαν όμως [image: ps > pb  ],
     η διαπραγμάτευση δεν έχει περιεχόμενο.
     
	
 (2) 
	Διαπραγματεύσεις εργοδοσίας - εργαζομένων
Συχνά η εργοδοσία και οι εργαζόμενοι μίας επιχείρησης προβαίνουν σε
     διαπραγματεύσεις αναφορικά με το επίπεδο του μισθού και το επίπεδο
     απασχόλησης που θα προσφέρει η επιχείρηση. Οι διαπραγματεύσεις αυτές
     ορισμένες φορές αναφέρονται και σε κλαδικό ή εθνικό επίπεδο.
     
	
 (3) 
	Διακρατικές διαπραγματεύσεις 
Οι  δαπραγματεύσεις  μεταξύ  δύο  ή  περισσοτέρων  κρατών  έχουν  να
     κάνουν με μεγάλο αριθμό θεμάτων, όπως για θέματα διεθνούς εμπορίου,
                                                                     

                                                                     
     αποπληρωμής διακρατικού δημοσίου χρέους, από κοινού εκμετάλλευσης
     φυσικών πόρων, κ.λπ.


Τα παίγνια διαπραγμάτευσης υποδειγματοποιούν διαδικασίες όπως οι παραπάνω,
δηλαδή διαδικασίες στις οποίες δύο ή περισσότεροι παίκτες επιθυμούν να
μοιραστούν το πλεόνασμα που προκύπτει από μία οικονομική συναλλαγή. Κάθε
τέτοια διαδικασία ορίζει ένα πρόβλημα διαπραγμάτευσης. Η τελική κατανομή
του πλεονάσματος μεταξύ των παικτών ονομάζεται λύση του προβλήματος
διαπραγμάτευσης.

   Τα παίγνια διαπραγμάτευσης υιοθετούν μία από τις εξής δύο προσεγγίσεις: ([image: i  ])
συνεργατική προσέγγιση και ([image: ii  ]) μη συνεργατική προσέγγιση. Η πρώτη κατηγορία,
η οποία ονομάζεται και αξιωματική προσέγγιση, εστιάζει στις επιθυμητές ιδιότητες ή
αξιώματα που πρέπει να ικανοποιεί η λύση ενός προβλήματος διαπραγμάτευσης. Η
προσέγγιση αυτή δεν εξετάζει τις επιμέρους λεπτομέρειες βάσει των οποίων οι
παίκτες οδηγούνται στη λύση, αλλά δίνει έμφαση μόνο στις ιδιότητες της
λύσης.

   Αντιθέτως, η μη συνεργατική προσέγγιση ρίχνει το βάρος στην ανάλυση της
διαδικασίας μέσω της οποίας φτάνουμε στη λύση ενός προβλήματος διαπραγμάτευσης. Η
προσέγγιση αυτή υποδειγματοποιεί το πρόβλημα διαπραγμάτευσης ως ένα μη
συνεργατικό (και συχνά δυναμικό) παίγνιο, η ισορροπία του οποίου οδηγεί στη λύση
του προβλήματος. Το παρόν κεφάλαιο θα παρουσιάσει την αξιωματική προσέγγιση
και το επόμενο τη μη συνεργατική.




   7.2    Βασικό πλαίσιο

Θα εστιάσουμε σε προβλήματα διαπραγμάτευσης δύο παικτών. Στόχος των παικτών,
τους οποίους ονομάζουμε 1 και 2, είναι να επιλέξουν από κοινού ένα στοιχείο από
ένα σύνολο [image: X  ]. Το σύνολο αυτό ονομάζεται σύνολο συμφωνιών. Η επιλογή του
στοιχείου (συμφωνίας) [image: x ∈ X  ] συνεπάγεται χρησιμότητες [image: u (x)  1  ] και [image: u  (x )   2  ] για
τους παίκτες 1 και 2 αντίστοιχα.

   Αν δεν επιτευχθεί συμφωνία, αν δηλαδή οι παίκτες δεν συμφωνήσουν στην
επιλογή οιοδήποτε στοιχείου, τότε ο παίκτης 1 αποκομίζει χρησιμότητα [image: d1   ] και ο
παίκτης 2 αποκομίζει [image: d2   ]. Ο συνδυασμός χρησιμοτήτων [image: d = (d1,d2)  ] ονομάζεται
σημείο διαφωνίας. Θα υποθέσουμε ότι υπάρχει μία τουλάχιστον συμφωνία [image: x  ] τέτοια
ώστε [image: ui(x) > di  ], για [image: i = 1,2  ]. Αυτό σημαίνει ότι υπάρχει (μία τουλάχιστον)
συμφωνία η οποία είναι αμοιβαία επωφελής. Επειδή συχνά όμως υπάρχει σύγκρουση
συμφερόντων μεταξύ των παικτών, το ποια ακριβώς συμφωνία θα επιτευχθεί αποτελεί
θέμα διαπραγμάτευσης.

   Θα συμβολίσουμε με [image: U ] είναι το σύνολο των χρησιμοτήτων που προκύπτουν από
όλες τις δυνατές συμφωνίες μεταξύ των δύο παικτών. Δηλαδή,


                                                                     

                                                                     


   
[image: U = {(v1,v2) : v1 = u1(x),v2 = u2(x ), όπου x ∈ X } ]

Από εδώ και στο εξής ως πρόβλημα διαπραγμάτευσης θα ορίζεται το ζεύγος [image: (U ,d)  ]
όπου:
      
	
   [image: ∙ ] 
	το σύνολο [image: U ] είναι το σύνολο των χρησιμοτήτων που προκύπτουν από
      όλες τις δυνατές συμφωνίες των παικτών
      
	
   [image: ∙ ] 
	το στοιχείο [image: d = (d1,d2)  ] δίνει τις χρησιμότητες που προκύπτουν από
      τη μη συμφωνία (σημείο διαφωνίας)


Ας εφαρμόσουμε το παραπάνω πλαίσιο στα παραδείγματα (1)-(3).


     
	
 (1) 
	Διαπραγματεύσεις πωλητή-αγοραστή
Θεωρούμε και πάλι το παράδειγμα της αγοραπωλησίας ενός αντικειμένου.
     ϒποθέτουμε ότι αν η αγοραπωλησία επιτευχθεί σε κάποια τιμή [image: p  ], οι
     χρησιμότητες του πωλητή (παίκτης 1) και του αγοραστή (παίκτης 2) είναι
     [image:               a u1(p) = (p − c)  ] και [image:               b u2(p) = (d− p)  ] αντιστοίχως, όπου [image: a  ], [image: b  ], [image: c  ]
     και [image: d  ] θετικές παράμετροι. Συνεπώς το σύνολο των χρησιμοτήτων που
     προκύπτει από κάθε δυνατή τιμή [image: p ∈ X  ] είναι:
     
     

     
     [image: U =  {(v1,v2) : v1 = (p − c)a,v2 = (d − p)b}      ]

                                                                     

                                                                     
     Σε περίπτωση μη αγοραπωλησίας κάθε παίκτης έχει μηδενικό όφελος. ΄Αρα
     οι χρησιμότητες από τη μη συμφωνία είναι:
     

     
     [image: d = d  = 0  1   2      ]

     
	
 (2) 
	Διαπραγματεύσεις εργοδοσίας - εργαζομένων
΄Οπως  αναφέρθηκε  ήδη,  η  εργοδοσία  και  το  εργατικό  σωματείο  μίας
     επιχείρησης διαπραγματεύονται ως προς την αμοιβή της εργασίας και τη
     συνολική απασχόληση. Συνεπώς, το σύνολο των δυνατών συμφωνιών είναι
     της μορφής:
     
     [image: X = {(w, L), όπο υ w ο μισ θός και L η απα σχόληση}      ]

     Η συνάρτηση χρησιμότητας της εργοδοσίας (παίκτης 1) ταυτίζεται με τη
     συνάρτηση κερδών της. ϒποθέτουμε ότι η τιμή του προϊόντος το οποίο
     πωλεί η επιχείρηση είναι σταθερή και ίση με [image: p  ]. Η επιχείρηση παράγει με τη
     συνάρτηση παραγωγής [image: f (L ),  ] όπου [image: L  ] είναι οι μονάδες απασχολούμενης
     εργασίας. Η ανά μονάδα εργασίας αμοιβή είναι ίση με [image: w  ]. Τότε τα κέρδη
     της εργοδοσίας είναι [image: u1(w,L) = pf(L )− wL  ].
     
΄Εστω ότι το εργατικό σωματείο έχει [image: L0   ]  μέλη (και ότι [image: L  ] από αυτά
     απασχολούνται). ϒποθέτουμε ότι η χρησιμότητα του εργατικού σωματείου
     δίνεται από τη συνάρτηση [image: u (w, L) = wL + w  (L  − L )   2               0  0  ], όπου [image: w   0   ] το
     επίδομα ανεργίας. Το σύνολο [image: U ] δίνεται συνεπώς από τη σχέση
     

                                                                     

                                                                     
     

     
     [image: U = {(v1,v2) : v1 = u1(w, L),v2 = u2(w, L),όπου (w,L) ∈ X }      ]

     Σε περίπτωση μη συμφωνίας, η επιχείρηση δεν παράγει και όλα τα μέλη
     του σωματείου λαμβάνουν το επίδομα ανεργίας. Συνεπώς, οι χρησιμότητες
     από τη μη συμφωνία είναι:
     

     

     
     [image: d  = 0, d  = w L  1       2    0  0      ]

     
	
 (3) 
	Διακρατικές διαπραγματεύσεις
΄Ενα κράτος (παίκτης 2) οφείλει ένα ποσό σε ένα άλλο κράτος (παίκτης
     1).  Η  οφειλή  ανέρχεται  στο  ποσό  [image: (1 + r)B  ],  όπου  [image: r  ]  το  επιτόκιο
     δανεισμού και [image: B  ] το αρχικό κεφάλαιο. Τα δύο κράτη εμπλέκονται σε
     διαπραγματεύσεις αναφορικά με τη μείωση της συνολικής οφειλής κατά το
     ποσό [image: F  ].
     ϒποθέτουμε ότι η χρησιμότητα του δανειστή ταυτίζεται με το χρηματικό
     ποσό που θα εισπράξει, δηλαδή [image: u1(F) = (1+ r)B − F  ]. Η δε χρησιμότητα
     του δανειζόμενου ταυτίζεται με το συνολικό εισόδημα (ΑΕΠ) της χώρας.
     Αν υποθέσουμε ένα κευνσιανό υπόδειγμα προσδιορισμού του εισοδήματος1 
     τότε το εισόδημα ισορροπίας θα είναι συνάρτηση του ποσού που επιστρέφεται
     στον δανειστή (για ευκολία θεωρούμε ένα υπόδειγμα μίας περιόδου κατά
     την οποία αποπληρώνεται κάθε χρέος). Συμβολίζουμε το εισόδημα ισορροπίας
     ως [image: Y (F )  ]. Τότε, η χρησιμότητα του δανειζόμενου είναι [image: u2(F) = Y (F )  ].
                                                                     

                                                                     
     Το σύνολο των χρησιμοτήτων είναι
     

     

     
     [image: U = {(v1,v2) : v1 = (1 + r)B − F,v2 = Y(F )}      ]

     Σε  περίπτωση  μη  συμφωνίας,  η  οικονομία  του  δανειζόμενου  παράγει
     εισόδημα [image: -- Y  ] το οποίο είναι συμβατό με αποπληρωμή ίση με [image: -- B  ] προς τον
     δανειστή. Συνεπώς:
     

     

     
     [image:      --       -- d1 = B,  d2 = Y      ]



Ως λύση ενός προβλήματος διαπραγμάτευσης [image: (U ,d)  ] εννοούμε την επιλογή
ενός συγκεκριμένου συνδυασμού χρησιμοτήτων από το σύνολο [image: U ]. Η λύση
περιγράφεται από μία συνάρτηση [image: f,  ] η οποία δέχεται ως εισροή το πρόβλημα
[image: (U ,d)  ] και επιστρέφει ως εκροή ένα ζεύγος χρησιμοτήτων [image: f(U,d)  ], όπου
[image: f(U ,d) = (f1(U,d),f2(U,d)) ∈ U ]. Η ερμηνεία της συνάρτησης αυτής είναι ότι εάν
οι παίκτες εμπλέκονται στο πρόβλημα διαπραγμάτευσης [image: (U ,d )  ] τότε θα προκύψει η
συμφωνία [image: f (U ,d)  ].

   Στις επόμενες ενότητες θα παρουσιάσουμε ορισμένες από τις λύσεις που έχουν
κατά καιρούς προταθεί για την επίλυση του προβλήματος διαπραγμάτευσης. Κάθε
λύση θα ικανοποιεί ένα σύνολο ιδιοτήτων ή αξιωμάτων. Θα ξεκινήσουμε με την
πιο γνωστή από αυτές τις λύσεις, τη λύση που ικανοποιεί τα αξιώματα του
Nash. 



   7.3    Λύση κατά Nash 

Το πρώτο από τα αξιώματα που πρότεινε ο Nash  είναι αυτό της αποτελεσματικότητας.
Δεδομένης της λύσης ενός προβλήματος διαπραγμάτευσης, δεν θα πρέπει να υπάρχει
ένα άλλο ζεύγος εφικτών χρησιμοτήτων το οποίο βελτιώνει τη χρησιμότητα ενός
παίκτη, χωρίς να ζημιώνει τον άλλο.

Αξίωμα Αποτελεσματικότητας   Η λύση [image: f(U,d)  ] του προβλήματος [image: (U,d)  ] θα
πρέπει να είναι αποτελεσματική. Δηλαδή, δεν πρέπει να υπάρχει [image: v = (v1,v2) ∈ U ]
τέτοιο ώστε [image: v ≥ f (U ,d)  ] με [image: vi > fi(U ,d)  ] για ένα τουλάχιστον [image: i  ]. 

Το επόμενο σχήμα παρουσιάζει το αξίωμα της αποτελεσματικότητας. Στο σχήμα
αυτό απεικονίζεται το σύνολο εφικτών χρησιμοτήτων και το σημείο διαφωνίας ενός
προβλήματος διαπραγμάτευσης. Το σύνολο των αποτελεσματικών συνδυασμών
χρησιμοτήτων δίνεται από τη καμπύλη ΑΑ΄. Η λύση [image: f(U ,d )  ] επιλέγει έναν από
αυτούς.










                                                                     

                                                                     

SVG-Viewer needed.





 Σχήμα 7.1: Αξίωμα Αποτελεσματικότητας






Το δεύτερο αξίωμα κατά Nash  μας λέει ότι ταυτόσημοι (συμμετρικοί) παίκτες θα
πρέπει να λαμβάνουν ταυτόσημες αποδόσεις.

Αξίωμα Συμμετρίας  ΄Εστω πρόβλημα διαπραγμάτευσης [image: (U,d)  ] για το οποίο ισχύουν
οι ιδιότητες
     
	
   1. 
	[image: d1 = d2   ] 
     
	
   2. 
	[image: (v1,v2) ∈ U ] αν και μόνο αν [image: (v2,v1) ∈ U ]


Τότε η λύση [image: f(U ,d)  ] του προβλήματος θα πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση
[image: f1(U,d ) = f2(U,d)  ] . 

Διαγραμματικά η υπόθεση ([image: ii  ]) σημαίνει ότι το σύνολο [image: U ] είναι συμμετρικό ως
προς την ευθεία των 45 μοιρών, όπως δείχνει το επόμενο σχήμα. Το αξίωμα της
συμμετρίας μας λέει ότι, όταν όλα τα χαρακτηριστικά των παικτών είναι
συμμετρικά τότε η λύση [image: f(U,d)  ] θα βρίσκεται πάνω στην ευθεία των 45 μοιρών.


                                                                     

                                                                     









SVG-Viewer needed.





 Σχήμα 7.2: Αξίωμα Συμμετρίας






Το επόμενο αξίωμα ορίζει ότι, αν τα στοιχεία του συνόλου [image: U ] μετασχηματιστούν
γραμμικά τότε η λύση θα μετασχηματιστεί κατά τον ίδιο ακριβώς τρόπο.

Αξίωμα Αμεταβλητότητας  Δοθέντος ενός προβλήματος διαπραγμάτευσης [image: (U ,d)  ]
και της λύσης του [image: f(U,d)  ], θεωρούμε ένα άλλο πρόβλημα [image: (U ′,d ′)  ] τέτοιο
ώστε
     
	
   1. 
	[image: d ′i = aidi + βi  ], όπου [image: ai > 0  ] και [image: i = 1,2  ] 
     
	
   2. 
	[image: U ′ = {(a1v1 + β1,a2v2 + β2) : (v1,v2) ∈ U} ]


                                                                     

                                                                     
Τότε η λύση του προβλήματος [image: (U′,d′)  ] θα πρέπει να ικανοποιεί τις σχέσεις
[image:     ′  ′ f1(U ,d ) = a1f1(U,d) + β1   ] και [image:      ′ ′ f2(U ,d ) = a2f2(U,d) + β2   ].

Το επόμενο διάγραμμα παρουσιάζει το αξίωμα της αμεταβλητότητας για μία απλή
περίπτωση αλλαγής χρησιμοτήτων. Αρχικά, το σύνολο των εφικτών είναι
το [image: U ]. Κάθε σημείο [image: (v1,v2)  ] του συνόλου αυτού μετασχηματίζεται ως
εξής:




   
[image: v′ = 1.5v1, v ′= v2  1          2 ]

Δηλαδή, υποθέτουμε ότι [image: a1 = 1.5  ] και [image: a2 = β1 = β2 = 0  ]. Ο παραπάνω
μετασχηματισμός μας δίνει το νέο σύνολο [image: U ′ ]. ϒποθέτουμε επίσης ότι [image: d1 = d2 = 0  ],
γεγονός που σημαίνει ότι [image: d′1 = d′2 = 0  ]. Κατά συνέπεια, με βάση το αξίωμα της
αμεταβλητότητας οι λύσεις των προβλημάτων [image: (U ′,d′)  ] και [image: (U,d)  ] σχετίζονται ως
εξής:




   
[image:     ′  ′                   ′ ′ f1(U ,d ) = 1.5f1(U ,d), f2(U ,d ) = f2(U ,d) ]
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 Σχήμα 7.3: Αξίωμα Αμεταβλητότητας






Το τελευταίο αξίωμα ορίζει ότι η αφαίρεση στοιχείων του συνόλου [image: U ] τα οποία δεν
επιλέγει η λύση του δεν επηρεάζει τη λύση του νέου (δηλαδή του μικρότερου)
προβλήματος.

Αξίωμα Ανεξαρτησίας από μη Σχετικά Ενδεχόμενα Δοθέντος ενός προβλήματος
διαπραγμάτευσης [image: (U,d)  ] και της λύσης του [image: f (U ,d)  ], θεωρούμε ένα άλλο πρόβλημα
[image: (U ′,d)  ] τέτοιο ώστε [image: U ′ ⊆ U ]. Εάν [image: f (U ,d) ∈ U ′ ] τότε [image: f(U′,d) = f(U,d)  ].
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 Σχήμα 7.4: Αξίωμα Ανεξαρτησίας






Λύση Nash
Ο Nash  απέδειξε ότι μία μόνο λύση ικανοποιεί και τα τέσσερα παραπάνω αξιώματα. Η
λύση αυτή προκύπτει από τη λύση του προβλήματος:


   	
   
[image: max (v  − d )(v  − d ) (v1,v2) 1    1  2    2                                                                                                                                              ]
	(7.1)




όπου


   
[image: (v1,v2) ∈ U , vi ≥ di, i = 1,2 ]

Η συνάρτηση [image: (v1 − d1)(v2 − d2)  ] ονομάζεται γινόμενο Nash.

Παράδειγμα 1
΄Ενας μονοπωλητής λειτουργεί σε μία αγορά προϊόντος η οποία του δίνει
κέρδος [image: π  ]. ΄Ενας εφευρέτης (ερευνητικό κέντρο) ενδιαφέρεται να πωλήσει
στον μονοπωλητή μία νέα τεχνολογία παραγωγής η οποία αυξάνει το κέρδος
του σε [image: π∗ ]. Για να πραγματοποιηθεί η πώληση, ο μονοπωλητής πρέπει να
καταβάλει τιμή ίση με [image: p  ]. Η τιμή αυτή προσδιορίζεται μέσω ενός παιγνίου
διαπραγμάτευσης κατά Nash . Οι χρησιμότητες αποτυχίας της διαπραγμάτευσης είναι
[image: d1 = π  ] (η μη αγορά σημαίνει ότι ο μονοπωλητής εξακολουθεί να κερδίζει το
αρχικό ποσό) και [image: d2 = 0  ] (η μη πώληση συνεπάγεται μηδενικά έσοδα για τον
εφευρέτη).

   Θα κατασκευάσουμε το γινόμενο Nash  για το πρόβλημα αυτό. Εάν υπάρξει
συμφωνία για την αγοραπωλησία της νέας τεχνολογίας, το καθαρό κέρδος του
μονοπωλητή θα είναι [image: π∗ − p  ]. Αντιστοίχως, το κέρδος του εφευρέτη θα είναι [image: p  ].
Δεδομένων των χρησιμοτήτων από την αποτυχία της διαπραγμάτευσης, έχουμε
το γινόμενο Nash  [image: (π ∗ − p − π)p  ]. Συνεπώς, οι παίκτες λύνουν το εξής
πρόβλημα:


   	
   
[image:       ∗ mapx (π  − p− π )p ]
	(7.2)




΄Οπως εύκολα προκύπτει η τιμή που μεγιστοποιεί το γινόμενο Nash , δηλαδή η τιμή
που θα καταβάλει ο μονοπωλητής, είναι η


   	
   
[image:     π ∗ − π p∗ =------        2 ]
	(7.3)




Κάτα συνέπεια, οι χρησιμότητες του μονοπωλητή και του εφευρέτη είναι
αντιστοίχως




   
[image:  ∗   ∗   π-∗ +-π      π-∗ −-π π − p  =    2   = π +    2 ]


                                                                     

                                                                     


   
[image:     π ∗ − π p∗ =------        2 ]

Ας δούμε τη λύση διαγραμματικά (σχήμα 1.5). Το σύνολο εφικτών χρησιμοτήτων
είναι το


   	
   
[image:                     ∗ U =  {(v1,v2) : v1 = π − p,v2 = p} ]
	(7.4)




Χρησιμοποιώντας τις (7.2) και (7.4) μπορούμε να ορίσουμε την εξίσωση της
υπερβολής:


   	
   
[image: (v1 − π )v2 = k, όπου k > 0 ]
	(7.5)


                                                                     

                                                                     


Η λύση κατά Nash  προσδιορίζεται από το σημείο στο οποίο εφάπτονται η
πλέον απομακρυσμένη από την αρχή των αξόνων καμπύλη της εξίσωσης
(7.5) και η ευθεία που ορίζει το όριο του συνόλου [image: U ]. Η κλίση της (7.5)
είναι:




   
[image: dv2-  -−-v2- dv1 = v1 − π ]

Συνεπώς, για να εφάπτεται η (7.5) επί της ευθείας που ορίζει το όριο του συνόλου
[image: U ] πρέπει να έχουμε:




   
[image: -−-v2- = − 1 ⇒ ----p-----= 1 v1 − π         π∗ − p− π ]

Η παραπάνω σχέση μας δίνει προφανώς την (7.3).








                                                                     

                                                                     



SVG-Viewer needed.





 Σχήμα 7.5: Παράδειγμα 1






   Σε πολλές περιπτώσεις το αποτέλεσμα της διαπραγμάτευσης εξαρτάται από
χαρακτηριστικά όπως, η δύναμη ή ικανότητα διαπραγμάτευσης των παικτών. Η
δύναμη αυτή θα εισαχθεί στην ανάλυση μας μέσω μίας παραμέτρου, έστω [image: α,  ] για
τον παίκτη 1 και μίας παραμέτρου [image: β  ] για τον παίκτη 2. Σε αυτή την περίπτωση, η
υπόθεση της συμμετρίας παύει να υφίσταται. Η μοναδική λύση που ικανοποιεί τώρα
τα αξιώματα (όλα τα προηγούμενα πλην αυτό της συμμετρίας) είναι η λεγόμενη
γενικευμένη λύση διαπραγμάτευσης κατά Nash. Η λύση αυτή δίνεται από τη λύση
του προβλήματος:




                                                                     

                                                                     
   
[image:             α        β mva1x,v2(v1 − d1) (v2 − d2) ]

όπου


   
[image: (v1,v2) ∈ U , vi ≥ di, i = 1,2 ]

Συνήθως, οι δυνάμεις διαπραγμάτευσης εκφράζονται η μία σε σχέση με την άλλη. Ας
ορίσουμε την παράμετρο




   
[image:      -α---- γ =  α+ β ]

Τότε το πρόβλημα διαπραγμάτευσης γράφεται ως εξής:




                                                                     

                                                                     
   
[image:             γ        1−γ mva1x,v2(v1 − d1) (v2 − d2) ]

όπου


   
[image: (v ,v ) ∈ U , v ≥ d , i = 1,2  1  2        i    i ]

Η παράμετρος [image: γ  ] είναι η δύναμη διαπραγμάτευσης του παίκτη 1 και η παράμετρος
[image: 1 − γ  ] είναι η δύναμη διαπραγμάτευσης του παίκτη 2.

   Ας υπολογίσουμε τη γενικευμένη λύση κατά Nash  για το Παράδειγμα 1
υποθέτοντας ότι ο μονοπωλητής έχει διαπραγματευτική δύναμη ίση με [image: γ  ]. Το
πρόβλημα μεγιστοποίησης που λύνουν οι δύο παίκτες έχει ως εξής:




   
[image:       ∗        γ 1−γ maxp (π − p − π) p ]

Η τιμή που λύνει το παραπάνω πρόβλημα δίνεται από τη σχέση


                                                                     

                                                                     


   
[image: p∗ = (1 − γ)(π∗ − π ) ]

Από το παραπάνω παράδειγμα βλέπουμε ότι το πλεόνασμα [image: π∗ − π  ] κατανέμεται
στους δύο παίκτες βάσει της διαπραγματευτικής δύναμης τους. Ο εφευρέτης
αποκομίζει το μερίδιο [image: (1 − γ)(π∗ − π )  ] ενώ ο μονοπωλητής καρπούται συνολικά το
ποσό




   
[image: π ∗ − (1− γ)(π ∗ − π) =    π    +   γ(π∗ − π)                       αρχ◟ι◝κό◜◞κέρδος    ◟--◝◜---◞                                  μερίδ. πλεονάσματος ]

Το επόμενο παράδειγμα συνοψίζει με απλό τρόπο τις επιδράσεις της διαπραγματευτικής
δύναμης και των σημείων διαφωνίας επί της χρησιμότητας που αποκομίζει κάθε
παίκτης στη λύση κατά Nash .

Παράδειγμα 2
Οι παίκτες 1 και 2 επιθυμούν να μοιραστούν ένα ευρώ (για το οποίο θα υποθέσουμε
άπειρη διαιρεσιμότητα). Η διαπραγματευτική δύναμη του παίκτη 1 είναι ίση με [image: γ  ],
ενώ του παίκτη 2 είναι ίση με [image: 1 − γ  ]. Αν ο παίκτης [image: i  ] αποκομίσει το ποσό [image: x,  ] η
χρησιμότητα του είναι [image: u (x) = x  i  ], ενώ σε περίπτωση μη συμφωνίας η χρησιμότητα
είναι [image: di  ]. Θα υποθέσουμε ότι [image: d1 + d2 < 1.  ]

   ΄Εστω [image: x  ] το μερίδιο του παίκτη 1. Το γινόμενο Nash  τότε είναι:


                                                                     

                                                                     


   
[image:        γ           1−γ (x− d1) (1 − x− d2) ]

Η παραπάνω συνάρτηση πρέπει να μεγιστοποιηθεί ως προς [image: x  ]. Παίρνοντας, για
ευκολία, τον λογάριθμο της συνάρτησης, μπορούμε να μεγιστοποιήσουμε τη
συνάρτηση:




   
[image: γln(x − d )+ (1− γ )ln(1 − x− d )          1                     2 ]

΄Οπως εύκολα διαπιστώνεται το βέλτιστο [image: x  ], δηλαδή το μερίδιο του παίκτη 1, δίνεται
από τη σχέση:


   	
   
[image: x∗ = (1 − γ)d1 − γd2 + γ ]
	(7.6)



                                                                     

                                                                     

Κατά συνέπεια, το μερίδιο του παίκτη 2 είναι


   	
   
[image:      ∗ 1 − x  = γd2 − (1 − γ)d1 + (1 − γ) ]
	(7.7)




΄Οταν [image:     1 γ = 2,  ] η λύση κατά Nash  έχει μία πολύ απλή μορφή:


   	
   
[image:  ∗   1−-d2-+-d1-      ∗   1-−-d1 +-d2 x =      2     ,  1− x  =      2 ]
	(7.8)




΄Οπως προκύπτει από τη σχέση (7.6) η απόδοση του παίκτη 1 είναι:
   
	
[image: ∙ ] 
	αύξουσα συνάρτηση του [image: d1   ]
   
	
[image: ∙ ] 
	φθίνουσα συνάρτηση του [image: d2   ]
   
	
[image: ∙ ] 
	αύξουσα συνάρτηση του [image: γ  ]


                                                                     

                                                                     
Αντίστοιχα συμπεράσματα ισχύουν για τον παίκτη 2.




   7.4    Λύση κατά Kalai-Smorodinsky  

΄Οπως είδαμε στην προηγούμενη ενότητα, η λύση διαπραγμάτευσης κατά Nash 
ικανοποιεί τα αξιώματα της αποτελεσματικότητας, συμμετρίας, αμεταβλητότητας
και ανεξαρτησίας. Εάν παραλείψουμε το αξίωμα της ανεξαρτησίας και το
αντικαταστήσουμε με το λεγόμενο αξίωμα της μονοτονικότητας τότε παίρνουμε τη
λύση διαπραγμάτευσης κατά Kalai-Smorodinsky.

   Το αξίωμα της μονοτονικότητας μας λέει ότι, αν επεκτείνουμε το σύνολο των
εφικτών χρησιμοτήτων ενός προβλήματος διαπραγμάτευσης χωρίς να μεταβληθούν οι
μέγιστες χρησιμότητες των παικτών, τότε στο νέο πρόβλημα οι παίκτες δεν θα
υποστούν μείωση των χρησιμοτήτων τους (όπως αυτές προκύπτουν από τη λύση του
προβλήματος διαπραγμάτευσης).

   Για να δούμε το αξίωμα αυτό με μεγαλύτερη ακρίβεια, θεωρούμε το πρόβλημα
διαπραγμάτευσης [image: (U,d)  ]. Συμβολίζουμε με [image: ^u  1   ] τη μέγιστη χρησιμότητα που μπορεί
να αποκομίσει ο παίκτης 1 στο πρόβλημα αυτό υπό την προϋπόθεση ότι ο παίκτης 2
εξασφαλίζει χρησιμότητα τουλάχιστον [image: d2   ]. Παρομοίως, συμβολίζουμε με [image: ^u2   ] τη
μέγιστη χρησιμότητα του παίκτη 2 υπό την προϋπόθεση ότι ο 1 εξασφαλίζει
χρησιμότητα τουλάχιστον [image: d1   ]. Το σημείο [image: ^u = (^u1,^u2)  ] ονομάζεται σημείο ουτοπίας
ή ιδεατό σημείο του προβλήματος διαπραγμάτευσης.

   Το επόμενο διάγραμμα παρουσιάζει ένα τέτοιο σημείο ουτοπίας. Δεδομένου της
χρησιμότητας διαφωνίας [image: d2   ], η μέγιστη χρησιμότητα του παίκτη 1 είναι ίση με [image: ^u1   ].
Παρομοίως, δεδομένου του [image: d1   ], η μέγιστη χρησιμότητα του παίκτη 2 είναι [image: ^u2   ].
Κατά συνέπεια το σημείο ουτοπίας για το παράδειγμα αυτό είναι το σημείο
[image: ^u = (^u1,^u2)  ]. 









                                                                     

                                                                     

[image: Σημείο ουτοπίας] 




 Σχήμα 7.6: Σημείο ουτοπίας






Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε το αξίωμα της μονοτονικότητας με περισσότερη
ακρίβεια.

Αξίωμα Μονοτονικότητας ΄Εστω δύο προβλήματα διαπραγμάτευσης [image: (U,d)  ] και
[image: (U ′,d′)  ] για τα οποία ισχύει ότι:
   
	
[image: ∙ ] 
	[image: U  ⊂ U′ ], [image: d = d′ ]
   
	
[image: ∙ ] 
	τα σημεία ουτοπίας τους είναι ταυτόσημα



Τότε, [image: f(U,d) ≤ f(U′,d)  ].

Η λύση Kalai-Smorodinsky  είναι η μόνη λύση η οποία ικανοποιεί τα αξιώματα
αποτελεσματικότητας, συμμετρίας, αμεταβλητότητας και μονοτονικότητας. Η
λύση αυτή συμβολίζεται με [image:  KS f  (U ,d)  ] ή απλά με [image:  KS f  ], και δίνεται από τη
σχέση


                                                                     

                                                                     


   
[image: f KS = d + λ(^u−  d) = λu^+ (1 − λ)d ]

όπου [image: ^u = (^u1,^u2)  ] το σημείο ουτοπίας, [image: d = (d1,d2)  ] το σημείο διαφωνίας και [image: λ-  ]
είναι ο μέγιστος πραγματικός αριθμός για τον οποίο ισχύει ότι [image: d + λ(^u − d) ∈ U ].
Δηλαδή, ο αριθμός [image: -- λ  ] είναι ο μέγιστος αριθμός που εξασφαλίζει ότι οι χρησιμότητες
που ορίζει η λύση είναι εφικτές.

   Η λύση κατά Kalai-Smorodinsky  επιλέγει για τους παίκτες επίπεδα
χρησιμότητας τα οποία είναι αναλογικά των μέγιστων χρησιμοτήτων τους στο
παίγνιο διαπραγμάτευσης ή αλλιώς είναι αναλογικά του σημείου ουτοπίας του
προβλήματος. Αμέσως παρακάτω, θα εξετάσουμε τη λύση αυτή μέσω ορισμένων
διαγραμματικών παραδειγμάτων.

   Ξεκινούμε με το παράδειγμα του επόμενου διαγράμματος. Οι χρησιμότητες από
τη μη συμφωνία είναι [image: (d1,d2) = (0,0)  ]. Η μέγιστη δυνατή χρησιμότητα του
παίκτη 1 δεδομένου ότι ο 2 εξασφαλίζει χρησιμότητα [image: d2   ] είναι [image: ^v1   ]. Με
παρόμοιο τρόπο ορίζεται η μέγιστη δυνατή χρησιμότητα [image: ^v2   ] του παίκτη 2.
Το σημείο [image: ^v = (^v ,^v)       1  2  ] είναι το ιδεατό σημείο για το παίγνιο αυτού του
παραδείγματος.

   Από το ιδεατό σημείο φέρουμε το ευθύγραμμο τμήμα προς το σημείο [image: d  ], στη
προκειμένη περίπτωση, την αρχή των αξόνων. Τότε, το σημείο τομής της ευθείας
αυτής με το σύνορο του συνόλου [image: U ] μας δίνει τη λύση των Kalai-Smorodinsky . Το
σημείο αυτό είναι το [image: fKS  ].










                                                                     

                                                                     

[image: Kalai-Smorodinsky περίπτωση 1] 




 Σχήμα 7.7: Kalai-Smorodinsky περίπτωση 1






Ας δούμε ένα ακόμη διαγραμματικό παράδειγμα. Το σύνολο εφικτών χρησιμοτήτων για
το παράδειγμα αυτό, δίνεται από το ελλειψοειδές [image: U ] του επόμενου σχήματος. Το
σημείο διαφωνίας είναι το [image: d  ], το οποίο σε αντίθεση με το προηγούμενο παράδειγμα,
βρίσκεται πάνω από την αρχή των αξόνων. Φέρουμε το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο
ενώνει το ιδεατό σημείο [image: ^u  ] με το σημείο διαφωνίας [image: d  ]. Το σημείο τομής του
ευθύγραμμου αυτού τμήματος με το όριο του συνόλου [image: U ] μας δίνει τη λύση κατά
Kalai-Smorodinsky .










                                                                     

                                                                     

[image: Kalai-Smorodinsky 2] 




 Σχήμα 7.8: Kalai-Smorodinsky 2 









   7.5    ΄Αλλες λύσεις

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε ορισμένες άλλες λύσεις που έχουν προταθεί
σχετικά με το πρόβλημα διαπραγμάτευσης. Η παρουσίαση θα είναι αρκετά
σύντομη και δεν θα επιμείνει σε αλγεβρικές λεπτομέρειες ή σε διαγραμματική
ανάλυση.

   Η ωφελιμιστική λύση επιλέγει το ζεύγος χρησιμοτήτων το οποίο μεγιστοποιεί το
άθροισμα των χρησιμοτήτων των παικτών. Δηλαδή, επιλέγει τον συνδυασμό
χρησιμοτήτων ο οποίος μεγιστοποιεί το άθροισμα [image: v1 + v2.  ] Η [image: λ  ]-ωφελιμιστική λύση
γενικεύει την προηγούμενη λύση, καθώς επιλέγει τον συνδυασμό χρησιμοτήτων ο
οποίος μεγιστοποιεί το άθροισμα [image: λ1v1 + λ2v2   ], όπου [image: λ1   ] και [image: λ2   ] θετικοί
αριθμοί.

   Η λύση ισοτιμίας επιλέγει τον συνδυασμό χρησιμοτήτων ο οποίος εξισώνει τα
πλεονάσματα που αποκομίζουν οι παίκτες σε σχέση με το σημείο διαφωνίας. Δηλαδή
η λύση αυτή επιλέγει τον συνδυασμό χρησιμοτήτων [image: (v1,v2)  ], ο οποίος ικανοποιεί τη
                                                                     

                                                                     
σχέση:




   
[image: v  − d =  v − d  1    1    2   2 ]

όπου [image: d1   ] και [image: d2   ] είναι οι αποδόσεις μη συμφωνίας των παικτών.

   Η λύση ίσων απωλειών επιλέγει τον συνδυασμό χρησιμοτήτων ο οποίος εξισώνει
τις απώλειες των παικτών σε σχέση με το σημείο ουτοπίας. Δηλαδή επιλέγει τον
συνδυασμό [image: (v1,v2),  ] ο οποίος ικανοποιεί την ισότητα:




   
[image: ^v1 − v1 = ^v2 − v2 ]

όπου [image: ^v1   ] και [image: v^2   ] είναι οι αποδόσεις που αντιστοιχούν στο σημείο ουτοπίας του
προβλήματος διαπραγμάτευσης.




   7.6    Εφαρμογές

Ολοκληρώνουμε το κεφάλαιο με δύο εφαρμογές της λύσης διαπραγμάτευσης κατά
Nash , της λύσης δηλαδή που χρησιμοποιείται στα οικονομικά πιο συχνά από
οποιαδήποτε άλλη (συνεργατική) λύση.
                                                                     

                                                                     




   7.6.1    Διαπραγματεύσεις εργοδοσίας-εργαζομένων

Η εργοδοσία και το εργατικό σωματείο μιας επιχείρησης διαπραγματεύονται σχετικά
με το επίπεδο της απασχόλησης [image: L  ] και την αμοιβή της εργασίας [image: w.  ] Η
επιχείρηση πωλεί ένα προϊόν σε δεδομένη τιμή [image: p  ]. Η συνάρτηση παραγωγής
δίνεται από τη συνάρτηση [image: f (L )  ]. Το κέρδος της επιχείρησης δίνεται από τη
σχέση




   
[image: π(w,L ) = pf (L)− wL ]

Η συνολική εργατική δύναμη (μέλη εργατικού σωματείου) είναι ίση με [image: L0   ]. ΄Οσα
μέλη δεν απασχοληθούν στην επιχείρηση, θα έχουν αμοιβή ίση με το επίδομα
ανεργίας, [image: w0   ]. Θα υποθέσουμε ότι η συνάρτηση χρησιμότητας του σωματείου έχει
την εξής γραμμική μορφή




   
[image: u (w, L) = wL + w0 (L0 − L) ]

΄Εαν δεν επέλθει συμφωνία μεταξύ των δύο μερών ως προς την αμοιβή της
εργασίας και τη συνολική απασχόληση, η επιχείρηση δεν θα λειτουργήσει και θα
έχει μηδενικό κέρδος. Σε αυτή την περίπτωση, κάθε ένα από τα μέλη του
εργατικού σωματείου θα λάβει ως αμοιβή το επίδομα ανεργίας. Συμβολίζοντας με
[image: d1   ] τη χρησιμότητα διαφωνίας της εργοδοσίας και με [image: d2   ] τη χρησιμότητα
διαφωνίας του εργατικού σωματείου, έχουμε [image: d1 = 0  ] και [image: d2 = w0L0.  ] Τέλος
                                                                     

                                                                     
υποθέτουμε ότι η διαπραγματευτική δύναμη της εργοδοσίας είναι ίση με
[image: γ  ].

   Με βάση τα παραπάνω το γινόμενο Nash  έχει τη μορφή




   
[image:              γ                         1− γ (pf (L )− wL ) (wL + w0 (L0 − L )− w0L0 ) ]

Απλοποιώντας την παραπάνω σχέση παίρνουμε




   
[image: (pf(L )− wL )γ((w − w  )L)1−γ                      0 ]

Η παραπάνω συνάρτηση πρέπει να μεγιστοποιηθεί ως προς [image: L  ] και [image: w  ]. Η συνθήκη
πρώτης τάξης για βέλτιστο [image: L  ] δίνει:


   	
   
[image:  ′      w   1 − γ f (L )   w f (L) = p-− --γ--(--L--−  p) ]
	(7.9)




Από τη σχέση (7.9) παρατηρούμε ότι, όταν [image: γ = 1  ], όταν δηλαδή η απασχόληση
προσδιορίζεται αποκλειστικά από την εργοδοσία, τότε η συνθήκη πρώτης τάξης μας
δίνει τη γνωστή ισότητα μεταξύ του οριακού προϊόντος της εργασίας και του
πραγματικού μισθού.

   Η συνθήκη πρώτης τάξης για βέλτιστο [image: w  ] δίνει:




   	
   
[image: f(L-)− w- = --γ-- w-−-w0-   L     p   1 − γ   p ]
	(7.10)




Αντικαθιστώντας τη σχέση (7.10) στην (7.9), παίρνουμε


   	
   
[image: f ′(L) = w- − 1−-γ---γ--w-−-w0- ⇒ f ′(L) = w0-          p     γ  1 − γ   p               p ]
	(7.11)


                                                                     

                                                                     


Συνεπώς στη λύση του παιγνίου διαπραγμάτευσης η απασχόληση είναι τέτοια ώστε
να εξισώνεται το οριακό προϊόν της εργασίας με το πραγματικό επίδομα
ανεργίας.

   Αντικαθιστώντας τη σχέση (7.11) στην (7.10), και απλοποιώντας την
παράσταση, παίρνουμε την εξής ενδιαφέρουσα σχέση μεταξύ πραγματικού μισθού,
οριακού προϊόντος και μέσου προϊόντος της εργασίας




   
[image: w-         f-(L-)     ′ p =  (1 − γ)  L  + γf (L ) ]

Δηλαδή, ο πραγματικός μισθός είναι ένας κυρτός συνδυασμός του οριακού και μέσου
προϊόντος της εργασίας, όπου οι σταθμίσεις ταυτίζονται με τις διαπραγματευτικές
δυνάμεις των παικτών.




   7.6.2    Διαπραγματεύσεις κρατικού χρέους

Θεωρούμε μία διακρατική οικονομική σχέση κατά την οποία ένα κράτος (παίκτης 2)
οφείλει ένα χρηματικό ποσό σε ένα άλλο κράτος ή σε μία ομάδα κρατών (παίκτης
1).2 
Το ποσό που πρέπει να αποπληρωθεί ισούται με [image: (1 + r)B  ], όπου [image: B  ] το αρχικό
κεφάλαιο και [image: r  ] το επίπεδο του επιτοκίου. Τα δύο μέρη εμπλέκονται σε
διαπραγματεύσεις ως προς το επίπεδο μείωσης του (συνολικού) χρέους.
Συμβολίζουμε τη μείωση με [image: F  ].

   Θα υποθέσουμε ότι ο δανειστής χαρακτηρίζεται από μία γραμμική συνάρτηση
χρησιμότητας, η οποία έχει τη μορφή


                                                                     

                                                                     


   
[image: u1 = (1 + r)B − F ]

Η χρησιμότητα του δανειζόμενου ταυτίζεται με το συνολικό εισόδημα της χώρας. Για
να βρούμε το εισόδημα αυτό, θα χρησιμοποιήσουμε ένα απλό κευνσιανό υπόδειγμα,
το οποίο περιγράφεται από τις εξής σχέσεις:


   [image: πιςτ]

Το εισόδημα ισορροπίας, [image: Y ∗ ], προκύπτει από τη λύση του παραπάνω υποδείγματος:




   
[image:      --      -- Y∗ = G +  a+-I-− b(1+--r)B--−-F-           1− b        1−  b ]

ϒποθέτουμε ότι η διαπραγματευτική δύναμη του δανειστή ισούται με [image: γ  ] και ότι σε
περίπτωση αποτυχίας των διαπραγματεύσεων η απόδοση του δανειστή είναι [image: -- B  ] και
του δανειζόμενου [image: -- Y  ]. Σε αυτή την περίπτωση, το γινόμενο Nash  δίνεται από τη
συνάρτηση


                                                                     

                                                                     


   
[image:                -- γ  ∗   --1−γ ((1 + r)B − F − B ) (Y  − Y) ]

Με απλούς υπολογισμούς, βρίσκουμε ότι η βέλτιστη μείωση χρέους, την οποία
συμβολίζουμε ως [image:  ∗ F ], δίνεται από τη σχέση


   	
   
[image:  ∗                    --  γ-       --     --        -- F  = (1+ r)B − (1 − γ)B + b ((1 − b)Y − a− I − (1− b)G ) ]
	(7.13)




Η σχέση (7.13) μας δείχνει τα εξής:
  
	
[image: ∙ ] 
	όσο μεγαλύτερο είναι το ύψος των στοιχείων της αυτόνομης δαπάνης ([image: -- G  ] ή
  [image: -- I  ]) τόσο μικρότερη είναι η μείωση του χρέους
  
	
[image: ∙ ] 
	η επίδραση της οριακής ροπής προς κατανάλωση, [image: b  ], επί της μείωσης του
  χρέους είναι αμφίσημη:
  
                                                                     

                                                                     
  [image:         ∂F ∗              --  -- πρόσημο[----] = π ρόσημο[− Y + G ]          ∂b   ]

  
	
[image: ∙ ] 
	αν οι αποδόσεις διαφωνίας [image: -- B  ] και [image: -- Y  ] αυξηθούν ισόποσα τότε η τιμή του
  [image: F ∗ ] θα αυξηθεί εάν:
  
  

  
  [image: --γ-- > --b-- 1−  γ   1−  b   ]

  δηλαδή,  εάν  ο  λόγος  των  διαπραγματευτικών  δυνάμεων  των  παικτών
  υπερβαίνει   τον   λόγο   μεταξύ   οριακής   ροπής   προς   κατανάλωση   και
  αποταμίευση.



   7.7    Ιστορική αναδρομή

Το υπόδειγμα και τα αξιώματα διαπραγμάτευσης κατά Nash  ήταν μια από τις
καθοριστικές συνεισφορές του ιδίου (Nash  1950). Η τροποποίηση των αξιωμάτων
αυτών από τους Kalai  και Smorodinsky  παρουσιάστηκε αρκετά αργότερα
(Kalai  και Smorodinsky  1975). Οι εφαρμογές του αξιωματικού υποδείγματος
διαπραγμάτευσης είναι πάμπολλες, τόσο στα οικονομικά όσο και σε άλλες
κοινωνικές επιστήμες. Πρόσφατα, μάλιστα, οι εφαρμογές έχουν επεκταθεί
μέχρι και τη βιολογία. Ως σχετικό παράδειγμα, αναφέρουμε την εργασία των
Roughgarden, Oishi  και Akcay  (2006), η οποία υποδειγματοποιεί τη διαδικασία
ζευγαρώματος από μέλη βιολογικών πληθυσμών ως ένα συνεργατικό παίγνιο
διαπραγμάτευσης.

   Τέλος, σημειώνουμε ότι ο αναγνώστης ο οποίος ενδιαφέρεται για μια
λεπτομερειακή ανάλυση των (συνεργατικών και μη συνεργατικών) παιγνίων
διαπραγμάτευσης, τόσο από θεωρητική σκοπιά όσο και από πλευράς εφαρμογών,
μπορεί να καταφύγει στα εγχειρίδια των Osborne  και Rubinstein (1990)  καθώς και
του Muthoo (1999) . Στον αντίποδα, ο Muthoo  (2000) παρουσιάζει τα βασικά
                                                                     

                                                                     
στοιχεία των παιγνίων διαπραγμάτευσης για τον αναγνώστη εκείνον ο οποίος
ενδιαφέρεται κυρίως για παραδείγματα.




   7.8    Ασκήσεις


   
	
1. 
	Θεωρούμε το παράδειγμα 1 του παρόντος κεφαλαίου. ΄Εστω ότι η συνάρτηση
   ζήτησης  δίνεται  από  τη  σχέση  [image: y = 10 − p  ],  όπου  [image: y  ] η  ποσότητα  του
   προϊόντος της αγοράς και [image: p  ] η τιμή του προϊόντος. ΄Εστω ότι ο μονοπωλητής
   λειτουργεί αρχικά με τη συνάρτηση κόστους [image: C (y) = cy  ]. ϒποθέτουμε ότι
   η νέα τεχνολογία μειώνει το οριακό κόστος από [image: c  ] σε [image: c− ε  ]. Ο εφευρέτης
   χρεώνει τον μονοπωλητή την τιμή [image: r  ] ανά μονάδα προϊόντος.
   
       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθεί η τιμή [image: r  ] αν οι δύο παίκτες διαπραγματεύονται το ύψος
       της  μέσω  ενός  παιγνίου  διαπραγμάτευσης  κατά  Nash ,  στο  οποίο  η
       διαπραγματευτική δύναμη του μονοπωλητή (εφευρέτη) είναι ίση με [image: γ  ]
       ([image: 1 − γ  ]).
       
	
   (βʹ) 
	΄Εστω ότι ο εφευρέτης χρεώνει τον μονοπωλητή μία σταθερή τιμή [image: f  ],
       ανεξάρτητα του επιπέδου παραγωγής. Να βρεθεί η τιμή αυτή μέσω ξανά
       ενός παιγνίου διαπραγμάτευσης κατά Nash .
       
	
   (γʹ) 
	Σε ποιο από τα δύο παίγνια έχει υψηλότερα έσοδα ο εφευρέτης[image: ;  ]


   
	
2. 
	Να δειχτεί ότι η λύση διαπραγμάτευσης κατά Nash  ικανοποιεί το αξίωμα της
   ανεξαρτησίας μη σχετικών ενδεχομένων.
   
	
3. 
	Θεωρούμε μία οικονομία με δύο άτομα, τα [image: A  ] και [image: B  ], και δύο αγαθά, τα 1 και
   2. Το άτομο Α διαθέτει 0.6 μονάδες από κάθε ένα από τα δύο αγαθά,
   ενώ το άτομο Β διαθέτει 0.4 μονάδες από κάθε αγαθό. Οι συναρτήσεις
   χρησιμότητας των δύο ατόμων είναι οι [image: u  (x  ,x  ) = x   + 2x  A   1A  2B     1A     2B  ] και
   [image: uB(x1B, x2B) = 2x1B + x2B  ]. ϒποθέτουμε ότι οι [image: A  ] και [image: B  ] εμπλέκονται σε μία
   διαδικασία ανταλλαγής αγαθών μέσω ενός παιγνίου διαπραγμάτευσης κατά Nash .
   Να βρεθούν οι ποσότητες τις οποίες θα καταναλώσει κάθε άτομο (με
   βάση τη λύση κατά Nash ) όταν τα άτομα έχουν ίδια διαπραγματευτική
   δύναμη.
                                                                     

                                                                     
   
	
4. 
	Θεωρούμε και πάλι μία οικονομία όπως αυτή της άσκησης 3. Το άτομο Α
   διαθέτει τώρα 1 μονάδα από το αγαθό 1 και 2 μονάδες από το αγαθό
   2, ενώ το άτομο Β διαθέτει 2 μονάδες από το αγαθό 1 και 1 μονάδα
   από το αγαθό 2. Οι συναρτήσεις χρησιμότητας των δύο ατόμων είναι οι
   [image: uA(x1A,x2B ) = (x1A ⋅x2B)1∕2   ] και [image: uB (x1B,x2B) = (x1B ⋅x2B)1∕2   ]. Να
   βρεθούν οι ποσότητες τις οποίες θα καταναλώσει κάθε άτομο με βάση τη λύση
   διαπραγμάτευσης κατά Nash  όταν τα άτομα έχουν ίδια διαπραγματευτική
   δύναμη.
   
	
5. 
	Οι παίκτες 1, 2 και 3 θέλουν να μοιρασθούν ένα ευρώ (για το οποίο υποθέτουμε
   άπειρη διαιρεσιμότητα). Η κατανομή θα γίνει μέσω της λύσης διαπραγμάτευσης
   κατά Nash . ϒποθέτουμε ότι όλοι οι παίκτες διαθέτουν ίση διαπραγματευτική
   δύναμη. Επίσης, υποθέτουμε ότι η χρησιμότητα του ατόμου [image: i  ] όταν λάβει το
   μερίδιο [image: x  ] είναι [image: ui(x) = x  ], για [image: i = 1,2,3.  ]
       	
   (αʹ) 
	Ποια  η  λύση  κατά  Nash   όταν  το  σημείο  διαφωνίας  δίνεται  από  το
       διάνυσμα [image: d = (d1,d2,d3);  ]
       
	
   (βʹ) 
	Ποια μορφή θα έχει η λύση με [image: n  ] παίκτες[image: ;  ]


   



                                                                     

                                                                     


   7.9    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	πρόβλημα διαπραγμάτευσης             
	bargaining problem                       


	
	

	παίγνιο διαπραγμάτευσης                 
	bargaining game                           


	
	

	αξιωματική προσέγγιση                   
	axiomatic approach                       


	
	

	μη συνεργατική προσέγγιση             
	non-cooperative approach               


	
	

	σημείο διαφωνίας                           
	disagreement point                        


	
	

	χρησιμότητες διαφωνίας                   
	status quo utilities                        


	
	

	αποτελεσματικότητα                       
	efficiency                                     


	
	

	αμεταβλητότητα                             
	invariance                                    


	
	

	ανεξαρτησία     από     μη     σχετικά
ενδεχόμενα                                   
	independence      from      irrelevant 
alternatives                                  


	
	

	διαπραγματευτική δύναμη                 
	bargaining power                          


	
	

	γινόμενο Nash                               
	Nash product                               


	
	

	λύση διαπραγμάτευσης κατά Nash       
	Nash bargaining solution                


	
	

	μονοτονικότητα                             
	monotonicity                                


	
	

	λύση       διαπραγμάτευσης       κατά
Kalai-Smorodinsky                         
	Kalai-Smorodisky           bargaining 
solution                                      


	
	

	ωφελιμιστική λύση                         
	utilitarian solution                        


	
	

	λύση ισοτιμίας                               
	equal gain solution                        


	
	

	λύση ίσων απωλειών                       
	equal loss solution                         
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      1Παραπέμπουμε στην τελευταία ενότητα του κεφαλαίου για τις λεπτομέρειες του υποδείγματος αυτού. 

 

       
           2Το υπόδειγμα αυτής της ενότητας ακολουθεί την εργασία του Παπαπαναγιώτου 
  (2015). 


      

   


   Κεφάλαιο 8
Διαπραγματεύσεις: μη συνεργατική προσέγγιση

   8.1    Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουμε τη μη συνεργατική προσέγγιση στη θεωρία
διαπραγμάτευσης. Θα στηριχτούμε στην υπόθεση ότι οι συμμετέχοντες σε μία
διαπραγμάτευση αλληλεπιδρούν μέσω διαδοχικών, ή αλλιώς εναλλασόμενων, προσφορών και
αντιπροσφορών.1 
Από μεθοδολογική άποψη, θα δώσουμε έμφαση στη διαδικασία η οποία οδηγεί στη
λύση του προβλήματος διαπραγμάτευσης, σε αντίθεση με την αξιωματική προσέγγιση
η οποία εστιάζει στις ιδιότητες της λύσης. Η διαπραγμάτευση υποδειγματοποιείται
μέσω ενός μη συνεργατικού παιγνίου, η ισορροπία του οποίου δίνει τη λύση του
προβλήματος διαπραγμάτευσης.

   ΄Εστω λοπόν ότι δύο παίκτες θέλουν να μοιραστούν ένα πλεόνασμα. Η
διαπραγμάτευση γίνεται μέσω προσφορών που κάνουν οι παίκτες σε διαδοχικά
χρονικά σημεία (στάδια). Θα εξετάσουμε διαπραγματεύσεις πεπερασμένου και
άπειρου χρονικού ορίζοντα. Στην πρώτη περίπτωση, η πρώτη προσφορά που
γίνεται δεκτή πριν τη λήξη του παιγνίου τερματίζει τη διαπραγμάτευση. Αν
ουδεμία προσφορά γίνει δεκτή μέχρι τη λήξη κάθε παίκτης κερδίζει μηδέν
(δηλαδή, υποθέτουμε ότι η μη συμφωνία εξαϋλώνει το πλεόνασμα). Στη δεύτερη
περίπτωση, η πρώτη προσφορά που γίνεται δεκτή τερματίζει και πάλι τη
διαπραγμάτευση. ΄Οσο όμως δεν υπάρχει συμφωνία, η διαπραγμάτευση θα συνεχίζει
στο διηνεκές.

   Στόχος της ανάλυσης είναι ο προσδιορισμός των προσφορών που θα κάνει κάθε
παίκτης στα χρονικά σημεία στα οποία καλείται να υποβάλλει προσφορά, καθώς και
των προσφορών που θα κάνει αποδεκτές ή θα απορρίψει στα στάδια στα οποία ο
άλλος παίκτης υποβάλλει προσφορά. ΄Ενα εξίσου σημαντικό ερώτημα είναι ο
προσδιορισμός του χρονικού σημείου στο οποίο θα επέλθει συμφωνία μεταξύ των
παικτών.

   Στις επόμενες ενότητες θα απαντήσουμε στα παραπάνω (καθώς και σε άλλα)
ερωτήματα. Η ανάλυση θα ξεκινήσει με το υπόδειγμα διαπραγμάτευσης με
πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα και θα συνεχιστεί με το υπόδειγμα άπειρου χρονικού
ορίζοντα, το οποίο είναι γνωστό και ως υπόδειγμα διαπραγμάτευσης του
Rubinstein .


   8.2    Πεπερασμένος χρονικός ορίζοντας

                                                                     

                                                                     
Θα εξετάσουμε ένα υπόδειγμα διαπραγμάτευσης [image: T < ∞ ] σταδίων και δύο παικτών
(1 και 2). Οι παίκτες επιθυμούν να μοιραστούν ένα πλεόνασμα αξίας μίας
μονάδας.2 
Η διαπραγμάτευση έχει τα εξής χαρακτηριστικά:
     
	
   1. 
	σε στάδια μονού αριθμού [image: t  ] ο παίκτης 1 προτείνει κάποια κατανομή του
     πλεονάσματος. Ο παίκτης 2 είτε δέχεται την κατανομή ή την απορρίπτει.
     Στην πρώτη περίπτωση, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται με τους παίκτες
     να αποκομίζουν τις αποδόσεις που πρότεινε ο παίκτης 1. Στη δεύτερη
     περίπτωση, η διαπραγμάτευση συνεχίζει στο στάδιο [image: t + 1  ]
     
	
   2. 
	στα στάδια ζυγού αριθμού [image: t  ] ο παίκτης 2 προτείνει κάποια κατανομή.
     Ο  παίκτης  1  είτε  δέχεται  την  κατανομή  ή  την  απορρίπτει.  Στην
     πρώτη  περίπτωση,  η  διαπραγμάτευση  ολοκληρώνεται  με  τους  παίκτες
     να αποκομίζουν τις αποδόσεις που πρότεινε ο παίκτης 2. Στη δεύτερη
     περίπτωση, η διαπραγμάτευση συνεχίζει στο στάδιο [image: t + 1  ]
     
	
   3. 
	αν στο στάδιο [image: T  ] απορριφθεί η προσφορά που αντιστοιχεί στο στάδιο
     αυτό, κάθε παίκτης αποκομίζει μηδενικό όφελος
     
	
   4. 
	οι  παίκτες  προεξοφλούν  μελλοντικές  αποδόσεις  με  τον  συντελεστή
     [image: δ ∈ (0,1)  ]
     


Α. Περίπτωση 2 σταδίων 
Θα αναλύσουμε το παραπάνω υπόδειγμα εξετάζοντας πρώτα την περίπτωση [image: T =  2  ].
Εφαρμόζοντας τη μέθοδο της οπισθογενούς επαγωγής ξεκινούμε με την ανάλυση
του δεύτερου σταδίου. Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι ο παίκτης 2 κάνει μία προσφορά
[image: (x2,1 − x2)  ], όπου [image: x2   ] το μερίδιο του 1 και [image: 1− x2   ] το μερίδιο του 2. Ας
δούμε τι θα κάνει ο παίκτης 1. Ο τελευταίος γνωρίζει ότι εάν απορρίψει την
προσφορά θα λάβει 0 την επόμενη περίοδο. Συνεπώς ο 1 δέχεται, στην
ισορροπία, κάθε προσφορά. Οπότε στο δεύτερο στάδιο ο παίκτης 2 προτείνει το
ελάχιστο δυνατό μερίδιο για τον παίκτη 1, δηλαδή προτείνει την κατανομή
[image: (x2,1 − x2) = (0,1)  ].

   Ας δούμε τώρα το πρώτο στάδιο, όπου ο 1 κάνει μία προσφορά [image: (x1,1 − x1)  ],
όπου [image: x1   ] το μερίδιο του 1 και [image: 1 − x1   ] το μερίδιο του 2. Αν ο 2 αποδεχτεί την
προσφορά, θα λάβει [image: 1 − x1   ]. Αν την απορρίψει, θα λάβει στο επόμενο στάδιο όλο
                                                                     

                                                                     
το πλεόνασμα, δηλαδή 1, το οποίο προεξοφλημένο στο πρώτο στάδιο έχει
αξία [image: δ  ]. Συνεπώς ο 2 αποδέχεται την προσφορά εάν [image: 1 − x1 ≥ δ  ] και την
απορρίπτει εάν [image: 1− x1 < δ  ]. Συνεπώς ο 1 έχει κίνητρο να προτείνει την
ελάχιστη προσφορά που δέχεται ο 2, δηλαδή θα προτείνει την κατανομή
[image: (x1,1 − x1) = (1 − δ,δ)  ]. Κατά συνέπεια η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται στο
πρώτο στάδιο.

   Τα αποτελέσματα της διαπραγμάτευσης συνοψίζονται στον επόμενο
πίνακα.


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	
	

	στάδιο
        
	
        παίκτης 1            

	
        παίκτης 2            



	
	
	

	  1   
 	προτείνει [image: (1− δ,δ)  ]           
	αποδέχεται [image: 1− x1 ≥ δ  ]
απορρίπτει [image: 1 − x1 < δ  ]      


	
	
	

	  2   
 	αποδέχεται [image: x2 ≥ 0  ]           
	προτείνει (0,1)                   
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Β. Περίπτωση 3 σταδίων 
Ας δούμε τώρα την περίπτωση όπου η διαπραγμάτευση διαρκεί τρεις περιόδους,
δηλαδή [image: T = 3  ]. Στο τελευταίο στάδιο ο παίκτης 1 θα προτείνει την κατανομή
[image: (1,0)  ] η οποία θα γίνει δεκτή από τον παίκτη 2. Η εξήγηση είναι ίδια με αυτή της
προηγούμενης αντίστοιχης περίπτωσης (προσφορά του παίκτη 2 στο τελευταίο
στάδιο του παιγνίου όπου [image: T =  2  ]).

   Στο δεύτερο στάδιο ο παίκτης 2 προτείνει μία κατανομή [image: (x2,1− x2)  ]. Αν ο 1
δεχτεί την προσφορά, αποκομίζει [image: x2   ]. Και αν την απορρίψει, η διαπραγμάτευση
μεταβαίνει στο επόμενο στάδιο, στο οποίο ο 1 εξασφαλίζει 1. Συνεπώς ο 1 δέχεται
την προσφορά του 2 εάν [image: x2 ≥ δ  ] ενώ την απορρίπτει εάν [image: x2 < δ.  ] Συνεπώς στο
στάδιο αυτό ο 2 προτείνει την ελάχιστη προσφορά που θα αποδεχτεί ο 1, δηλαδή θα
προτείνει [image: (x2,1 − x2) = (δ,1 − δ)  ].

   Τέλος, ας εξετάσουμε τη συμπεριφορά των παικτών στο πρώτο στάδιο στο οποίο
ο 1 προτείνει μία κατανομή [image: (x ,1 − x )   1      1  ]. Αν ο 2 δεχτεί την προσφορά, αποκομίζει
[image: 1 − x2   ], ενώ αν την απορρίψει, η διαπραγμάτευση οδηγείται στο επόμενο στάδιο στο
οποίο ο 2 κερδίζει [image: 1− δ  ]. Συνεπώς ο 2 δέχεται εάν [image: 1− x1 ≥ δ(1 − δ)  ] και
απορρίπτει εάν [image: 1− x1 < δ(1− δ)  ].

   Μένει να εξετάσουμε εάν ο 1 επιθυμεί (στο πρώτο στάδιο) να δεχτεί ο 2
την προσφορά του ή όχι. Η ελάχιστη προσφορά που δέχεται ο 2 είναι η
[image: 1 − x1 = δ(1− δ)  ] στην οποία περίπτωση ο 1 κερδίζει [image: 1 − δ(1− δ)  ]. Εάν,
αντιθέτως, ο 1 υποβάλλει προσφορά την οποία απορρίπτει ο 2, η διαπραγμάτευση θα
οδηγηθεί στην επόμενο περίοδο οπότε ο 1 θα κερδίσει [image: δ  ]. Δεδομένου ότι η αξία
αυτή προεξοφλείται μία περίοδο πίσω, ο 1 προτιμά (στο πρώτο στάδιο) να δεχτεί ο
2 εάν [image:               2 1− δ(1 − δ) ≥ δ   ], ανισότητα που πάντοτε ισχύει. Συνεπώς στην
πρώτη περίοδο ο 1 προσφέρει [image: (x1,1 − x1) = (1− δ(1−  δ),δ(1 − δ))  ] και η
διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται αμέσως.

   Τα αποτελέσματα της διαπραγμάτευσης τριών περιόδων συνοψίζονται στον
επόμενο πίνακα.


   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	
	

	στάδιο
        
	
        παίκτης 1             

	
        παίκτης 2            



	
	
	

	  1   
 	προτείνει
[image: (1 − δ(1− δ),δ(1 − δ))  ]       
	αποδέχεται
[image: 1 − x1 ≥ δ(1− δ)  ]
απορρίπτει
[image: 1 − x1 < δ(1− δ)  ]            


	
	
	

	  2   
 	αποδέχεται [image: x2 ≥ δ  ] 
απορρίπτει [image: x  < δ   2  ]            
	προτείνει [image: (δ,1 − δ)  ]           


	
	
	

	  2   
 	προτείνει (1,0)                    
	δέχεται [image: 1 − x2 ≥ 0  ]           
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Γ. Περίπτωση [image: T  ] σταδίων 
Θα εξετάσουμε τώρα τη γενική περίπτωση των [image: T  ] σταδίων. Ας υποθέσουμε ότι το
[image: T  ] είναι ζυγός αριθμός, οπότε στο τελευταίο στάδιο κάνει προσφορά ο παίκτης 2.
Στο στάδιο [image: T  ], λοιπόν, ο παίκτης 2 θα προτείνει την κατανομή [image: (0,1)  ], η οποία θα
γίνει αποδεκτή από τον παίκτη 1 (η λογική είναι ίδια με αυτή των προηγούμενων
περιπτώσεων).

   Ας δούμε τώρα το στάδιο [image: T − 1  ], στο οποίο κάνει προσφορά ο παίκτης 1. Η
προσφορά θα είναι η ελάχιστη δυνατή που αποδέχεται ο παίκτης 2. Δεδομένου του
προηγούμενου βήματος, ο 1 θα προτείνει στον 2 το μερίδιο [image: δ  ] (δηλαδή, θα προτείνει
την προεξοφλημένη αξία του μεριδίου που θα αποκόμιζε ο 2 την επόμενη περίοδο),
που σημαίνει ότι το δικό του μερίδιο είναι [image: 1 − δ  ].

   Τι θα γίνει στο στάδιο [image: T − 2;  ] Και πάλι ο παίκτης 2 θα κάνει την ελάχιστη
προσφορά που δύναται να αποδεχτεί ο παίκτης 1. Δεδομένου του αποτελέσματος του
σταδίου [image: T − 1  ] στο οποίο ο 1 εξασφαλίζει [image: 1− δ  ], και δεδομένου του συντελεστή
προεξόφλησης [image: δ  ], ο 2 θα προτείνει στον 1 το μερίδιο [image: δ(1−  δ) = δ − δ2   ],
κρατώντας για τον εαυτό του το μερίδιο [image: 1− δ(1 − δ) = 1 − δ + δ2   ].

   Ακολουθώντας την ίδια λογική μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι στο
αμέσως προηγούμε στάδιο [image: T − 3  ] ο παίκτης 1 θα προτείνει στον παίκτη 2 το
μερίδιο [image:           2        2   3 δ(1− δ + δ ) = δ − δ + δ   ] ενώ ο ίδιος θα αποκομίσει το μερίδιο
[image: 1 − δ(1− δ + δ2) = 1 − δ + δ2 − δ3   ].

   Συνεχίζοντας την ανάλυση σε κάθε στάδιο, και χρησιμοποιώντας την ίδια
λογική, μπορούμε να υπολογίσουμε την προσφορά που θα κάνει ο παίκτης 1 στο
αρχικό στάδιο [image: T =  1  ]. Στο στάδιο αυτό ο 1 θα προτείνει την κατανομή
[image: (x1,1 − x1)  ] όπου


   [image: πιςτ]

Αναπτύσσοντας την παραπάνω πεπερασμένη γεωμετρική σειρά για το [image: x1   ]
παίρνουμε


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:      T−1                T        T x  = ∑  (− δ)t = 1−-(−-δ)--= 1-−-δ-  1               1− (− δ)    1+ δ      t=0 ]
	(8.1)




όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός ότι το [image: T  ] είναι ζυγός αριθμός. Κατά συνέπεια,
το μερίδιο του παίκτη 2 είναι


   	
   
[image:                  T        T 1 − x1 = 1−  1−-δ--=  δ +-δ-              1 + δ    1 + δ ]
	(8.2)




΄Οπως και στις προηγούμενες περιπτώσεις, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται στο
πρώτο στάδιο. Οι παίκτες 1 και 2 αποκομίζουν τις αποδόσεις (8.1) και (8.2)
αντιστοίχως. Τέλος σημειώνουμε ότι η ανάλυση της περίπτωσης όπου το [image: T  ] είναι
μονός αριθμός, και συνεπώς ο παίκτης 1 κάνει την τελευταία προσφορά, είναι
παρόμοια με την παραπάνω περίπτωση. Η σχετική ανάλυση συνεπώς θα
παραλειφθεί.


   8.3    ΄Απειρος χρονικός ορίζοντας

Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε την περίπτωση διαπραγμάτευσης με μη
πεπερασμένο (άπειρο) χρονικό ορίζοντα. Το υπόδειγμα αυτό είναι γνωστό
ως υπόδειγμα διαπραγμάτευσης κατά Rubinstein . Η διαπραγμάτευση σε
αυτό το πλαίσιο είναι τέτοια ώστε μία απόρριψη της τρέχουσας προσφοράς
οδηγεί πάντοτε σε μία νέα αντιπροσφορά. Η έννοια του άπειρου ορίζοντα
συνεπώς είναι σχετική εδώ: η ερμηνεία είναι ότι πάντοτε υπάρχει χρόνος
                                                                     

                                                                     
για μία νέα προσφορά. Αυτό βρίσκεται σε αντιδιαστολή με το υπόδειγμα
πεπερασμένου χρονικού ορίζοντα στο οποίο υπάρχει μία ξεκάθαρη τελευταία
προσφορά.

   Εξακολουθούμε να υποθέτουμε δύο συμμετέχοντες, τους 1 και 2. Η χρονική
δομή του παιγνίου διαπραγμάτευσης έχει ως εξής:


     
	
   1. 
	στα  στάδια  με  μονό  αριθμό  κάνει  προσφορά  ο  παίκτης  1.  Εάν  ο  2
     αποδεχτεί την προσφορά, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται και οι δύο
     παίκτες αποκομίζουν αποδόσεις με βάση την προσφορά του 1. Και εάν
     την απορρίψει, η διαπραγμάτευση συνεχίζει στο επόμενο στάδιο
     
	
   2. 
	στα  στάδια  με  ζυγό  αριθμό  κάνει  προσφορά  ο  παίκτης  2.  Εάν  ο  1
     αποδεχτεί την προσφορά, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται και οι δύο
     παίκτες αποκομίζουν αποδόσεις με βάση την προσφορά του 2. Αλλιώς, η
     διαπραγμάτευση συνεχίζει στο επόμενο στάδιο
     
	
   3. 
	οι  παίκτες  προεξοφλούν  μελλοντικές  αποδόσεις  με  τον  συντελεστή
     [image: δ ∈ (0,1)  ]


Η ανάλυση της συμπεριφοράς των παικτών δεν μπορεί πλέον να βασιστεί στην
οπισθογενή επαγωγή καθώς δεν υπάρχει τελευταία περίοδος. Αντιθέτως,
θα εργαστούμε ως εξής. Θα θεωρήσουμε όλες τις (υποπαιγνιακά τέλειες)
ισορροπίες του απείρου παιγνίου και θα εστιάσουμε σε δύο μεγέθη για κάθε
παίκτη:


     
	
   1. 
	[image: -- v1   ]: μέγιστη απόδοση ισορροπίας του παίκτη 1 για κάθε περίπτωση όπου
     ο 1 κάνει προσφορά
     
	
   2. 
	[image: v1   ]: ελάχιστη απόδοση ισορροπίας του παίκτη 1 για κάθε περίπτωση όπου
     ο 1 κάνει προσφορά
     
	
   3. 
	[image: v2   ]: μέγιστη απόδοση ισορροπίας του παίκτη 2 για κάθε περίπτωση όπου
     ο 2 κάνει προσφορά
     
	
   4. 
	[image: v -2   ]: ελάχιστη απόδοση ισορροπίας του παίκτη 2 για κάθε περίπτωση όπου
     ο 2 κάνει προσφορά
     


                                                                     

                                                                     
Δηλαδή, θεωρούμε όλες τις αποδόσεις
ισορροπίας3 
του παιγνίου διαπραγμάτευσης και εστιάζουμε σε δύο από αυτές: στην μέγιστη και
την ελάχιστη απόδοση ενός παίκτη για τις περιπτώσεις όπου ο εν λόγω παίκτης
κάνει προσφορά. ΄Οπως θα δούμε το τελευταίο αυτό χαρακτηριστικό θα παίξει
σημαντικό ρόλο.

   Ας δούμε την περίπτωση όπου ο 1 κάνει προσφορά. Ο 2 δεν θα δεχτεί κατανομή
η οποία του δίνει απόδοση αυστηρά μικρότερη από [image: δv2   ] (διότι η απόρριψη της
προσφοράς σημαίνει ότι στο επόμενο στάδιο ο 2 εξασφαλίζει τουλάχιστον [image: v-  2   ]).
Συνεπώς η μέγιστη απόδοση του παίκτη 1 θα ικανοποιεί τη σχέση [image: 1− v- ≥ δv     1    -2   ] ή
αλλιώς


   	
   
[image: -- v1 ≤ 1 − δv2 ]
	(8.3)




Παρατηρούμε επίσης ότι ο παίκτης 1 δεν θα κάνει προσφορά η οποία δίνει στον
παίκτη 2 απόδοση μεγαλύτερη από [image:  -- δv2   ]. Γιατί[image: ;  ] Ο παίκτης 2 απορρίπτοντας την και
κάνοντας ο ίδιος στο επόμενο στάδιο προσφορά δεν μπορεί να αποκομίσει απόδοση
μεγαλύτερη από [image: -- v2   ], καθώς αυτή είναι η μέγιστη δυνατή απόδοση του. Δεδομένου
του συντελεστή προεξόφλησης [image: δ  ], προκύπτει ότι η ελάχιστη απόδοση του παίκτη 1
θα ικανοποιεί τη σχέση [image: 1 − v1 ≤ δv2   ] ή αλλιώς


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:           -- v1 ≥ 1 − δv2 ]
	(8.4)




Κάνοντας παρόμοια ανάλυση για τις προσφορές του παίκτη 2 έχουμε


   	
   
[image: v2 ≤ 1 − δv1 ]
	(8.5)





   	
   
[image:           -- v2 ≥ 1 − δv1 ]
	(8.6)




Αν αφαιρέσουμε κατά μέρη τη σχέση (8.4) από τη σχέση (8.3) και κάνουμε τις
απλοποιήσεις θα πάρουμε τη σχέση


                                                                     

                                                                     
   	
   
[image: v1 − v ≤ δ(v2 − v-)       1          2 ]
	(8.7)




Παρομοίως, αν αφαιρέσουμε κατά μέρη τη σχέση (8.6) από τη σχέση (8.5) θα
πάρουμε


   	
   
[image: --         -- v2 − v2 ≤ δ(v1 − v1) ]
	(8.8)




Συνδυάζοντας τις σχέσεις (8.7) και (8.8) παίρνουμε


   	
   
[image: --          --         2-- v1 − v1 ≤ δ(v2 − v2) ≤ δ (v1 − v1) ]
	(8.9)




Δεδομένου ότι [image: δ < 1  ], η σχέση (8.9) ισχύει μόνο εάν [image: -- v1 = v1   ]. Με παρόμοια ανάλυση
συμπεραίνουμε ότι [image: -- v2 = v2   ]. Ας ορίσουμε [image:     -- v∗1 = v1 = v1   ] και [image:     -- v∗2 = v2 = v2   ]. Τότε
οι σχέσεις (8.3) και (8.4) λαμβάνουν τη μορφή




   
[image: v∗1 ≥ 1−  δv∗2,    v∗1 ≤ 1 − δv∗2 ]

γεγονός που σημαίνει ότι


   	
   
[image:   ∗        ∗ v1 = 1 − δv2 ]
	(8.10)




Παρομοίως, οι σχέσεις (8.5) και (8.6) λαμβάνουν τη μορφή


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:   ∗        ∗ v2 = 1 − δv1 ]
	(8.11)




Λύνοντας το σύστημα των παραπάνω δύο εξισώσεων παίρνουμε




   
[image: v∗1 = --1--, v∗2 = --1--      1 + δ       1 + δ ]

Τα παραπάνω είναι τα μερίδια που προτείνουν για τον εαυτό τους οι παίκτες
σε κάθε στάδιο στο οποίο είναι η σειρά τους να υποβάλλουν προσφορά.
Δεδομένου ότι στο πρώτο στάδιο ο 1 κάνει προσφορά, η προσφορά αυτή θα είναι
[image: (v∗1,1−  v∗1)  ], γεγονός που σημαίνει ότι οι αποδόσεις ισορροπίας των παικτών
είναι


   	
   
[image: v∗ = --1--,  1− v∗ = --δ--  1   1 + δ       1   1 + δ                                                                                                                                              ]
	(8.12)




Μπορούμε να συνοψίσουμε τα παραπάνω ως εξής:
     
	
   1. 
	οι αποδόσεις ισορροπίας είναι μοναδικές 
     
	
   2. 
	ο  παίκτης  1,  δηλαδή  ο  παίκτης  που  κάνει  την  πρώτη  προσφορά,  έχει
     μεγαλύτερη απόδοση από τον παίκτη 2


   8.3.1    Επεκτάσεις

Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε διάφορες τροποποιήσεις του υποδείγματος
διαπραγμάτευσης με εναλλασόμενες προσφορές. Η ανάλυση μας θα εστιάσει
στον υπόδειγμα με άπειρο χρονικό ορίζοντα. Η πρώτη επέκταση αφορά στην
εισαγωγή μίας (εξωγενούς) πιθανότητας κατάρρευσης των διαπραγματεύσεων
ενώ η δεύτερη αναλύει το υπόδειγμα για την περίπτωση κατά την οποία
οι παίκτες έχουν διαφορετικούς συντελεστές προεξόφλησης μελλοντικών
αποδόσεων.

Α. Πιθανότητα κατάρρευσης διαπραγματεύσεων

Θεωρούμε και πάλι το υπόδειγμα διαπραγμάτευσης άπειρου χρονικού ορίζοντα με
εναλλασόμενες προσφορές αλλά υποθέτουμε ότι μετά από απόρριψη μίας προσφοράς
η διαπραγμάτευση καταρρέει με πιθανότητα [image: p > 0  ]. Σε αυτή την περίπτωση οι
παίκτες 1 και 2 αποκομίζουν αποδόσεις [image: b1   ] και [image: b2   ] αντίστοιχα. ϒποθέτουμε ότι
[image: b1 + b2 < 1  ].

   Το ενδεχόμενο κατάρρευσης αποτελεί, υπό μία έννοια, έναν μοχλό πίεσης ώστε
να συμφωνήσουν οι παίκτες (και να αποφευχθεί η κατάρρευση). Τον ίδιο όμως ρόλο
παίζει και ο συντελεστής προξόφλησης [image: δ  ]. Μπορούμε να ερμηνεύσουμε τον
συντελεστή αυτόν ως τον ρυθμό με τον οποίο μειώνεται διαχρονικά το πλεόνασμα.
Δεδομένου λοιπόν της συμπληρωματικότητας των δύο στοιχείων (κατάρρευση,
συντελεστής προεξόφλησης) θα θέσουμε [image: δ = 1  ] και θα εστιάσουμε μόνο στο
ενδεχόμενο κατάρρευσης.

   Θα εξάγουμε τις αποδόσεις ισορροπίας των παικτών δεδομένου του παραπάνω
σεναρίου. Η ανάλυση θα ακολουθήσει τα βήματα της προηγούμενης ενότητας.
Θεωρούμε λοιπόν τα μεγέθη [image: v-  1   ], [image: v -1   ], [image: v-  2   ] και [image: v -2   ], δηλαδή τις μέγιστες και
ελάχιστες αποδόσεις ισορροπίας των δύο παικτών από τη διαπραγμάτευση
(παραπέμπουμε στην προηγούμενη ενότητα για την επεξήγηση).

   Ξεκινούμε με την περίπτωση όπου ο 1 κάνει προσφορά. Ο παίκτης 2 δεν θα κάνει
δεκτή προσφορά η οποία του δίνει απόδοση αυστηρά μικρότερη από την
αναμενόμενη απόδοση που θα αποφέρει η απόρριψη της. Ποια είναι αυτή η
                                                                     

                                                                     
αναμενόμενη απόδοση[image: ;  ] Αν ο 2 απορρίψει μία προσφορά τότε με πιθανότητα [image: p  ] η
διαπραγμάτευση καταρρέει οπότε ο 2 αποκομίζει [image: b2   ] και με πιθανότητα [image: 1 − p  ] η
διαπραγμάτευση συνεχίζεται οπότε ο 2 κάνει προσφορά όπου εξασφαλίζει
τουλάχιστον [image: v2   ].

   Δεδομένης τη αντίθετης σχέσης μεταξύ των αποδόσεων των δύο παικτών έχουμε
ότι ο 2 αποδέχεται το μερίδιο [image: 1 − v1   ] εάν (υπενθυμίζουμε ότι [image: δ = 1  ])




   
[image: 1 − v1 ≥ pb2 + (1− p)v2 ]

Με άλλα λόγια η μέγιστη απόδοση του 1 θα πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση


   	
   
[image: v1 ≤ 1 − (pb2 + (1− p)v2) ]
	(8.13)




Περαιτέρω σημειώνουμε ότι ο 1 δεν θα κάνει προσφορά η οποία δίνει στον 2 απόδοση
η οποία υπερβαίνει την μέγιστη αναμενόμενη απόδοση που προκύπτει από την
απόρριψη της. Δηλαδή


                                                                     

                                                                     


   
[image:                     -- 1 − v1 ≤ pb2 + (1− p)v2 ]

Συνεπώς η ελάχιστη απόδοση του παίκτη 1 ικανοποιεί τη σχέση


   	
   
[image:                      -- v1 ≥ 1 − (pb2 + (1− p)v2) ]
	(8.14)




Παρόμοια ανάλυση εξάγει τις αντίστοιχες σχέσεις για τα μεγέθη [image: -- v2   ] και [image: v2   ].
Δηλαδή,


   	
   
[image: -- v2 ≤ 1 − (pb1 + (1− p)v1) ]
	(8.15)



                                                                     

                                                                     

και


   	
   
[image:                      -- v2 ≥ 1 − (pb1 + (1− p)v1) ]
	(8.16)




Αφαιρώντας τη σχέση (8.14) από την (8.13) καθώς και την (8.16) από την
(8.15) και εφαρμόζοντας τα τελευταία βήματα της προηγούμενης ενότητας θα
καταλήξουμε στις ισότητες [image: -- v1 = v1   ] και [image: -- v2 = v2   ]. Ορίζοντας τέλος τους
όρους [image:  ∗   -- v1 = v1 = v1   ] και [image:  ∗   -- v2 = v2 = v2   ] παίρνουμε από τις (8.13)-(8.16) το
σύστημα




   
[image:  ∗                    ∗ v1 = 1 − (pb2 + (1− p)v2) ]




                                                                     

                                                                     
   
[image:  ∗                    ∗ v2 = 1 − (pb1 + (1− p)v1) ]

Λύνοντας το σύστημα παίρνουμε




   
[image: v ∗= 1-−-b2 +-b1(1-−-p)   1        2 − p ]




   
[image: v ∗= 1-−-b1 +-b2(1-−-p)   2        2 − p ]

Δεδομένου ότι ο παίκτης 1 κάνει πρώτος προσφορά, η οποία γίνεται αποδεκτή, οι
αποδόσεις των παικτών δίνονται από το ζεύγος [image: (v∗1,1− v∗1),  ] όπου




                                                                     

                                                                     
   
[image:         1 − p − b(1 − p)+ b 1− v ∗1 =---------1---------2                 2−  p ]

Ας δούμε τώρα κάτι ιδιαίτερα ενδιαφέρον. Παίρνουμε τις αποδόσεις [image:   ∗      ∗ (v1,1− v1)  ] των
παικτών και υπολογίζουμε την τιμή τους όταν η πιθανότητα κατάρρευσης τείνει στο
μηδέν:


   	
   
[image: lim v1∗= 1-−-b2 +-b1 p→0          2 ]
	(8.17)





   	
   
[image:          ∗    1−-b1-+-b2 pli→m0 (1 − v1) =     2 ]
	(8.18)




Η παραπάνω λύση είναι ταυτόσημη με τη συνεργατική λύση διαπραγμάτευσης κατά
Nash  για το αντίστοιχο πρόβλημα (παραπέμπουμε στο προηγούμενο κεφάλαιο) όπου
οι παίκτες έχουν ίδια δύναμη διαπραγμάτευσης. Η ταύτιση αυτή, η οποία προκύπτει
                                                                     

                                                                     
θέτοντας απλά [image: b = d 1    1   ] και [image: b  = d  2    2   ], δεν αφορά μόνο σε αυτό το παράδειγμα αλλά
έχει γενικότερη ισχύ. Συνεπώς το υπόδειγμα μη συνεργατικής διαπραγμάτευσης
αποτελεί μία θεμελίωση (ή δικαιολόγηση) της συνεργατικής λύσης κατά
Nash .

Β. Διαφορετικοί συντελεστές προεξόφλησης

Η τελευταία επέκταση αφορά στη διαφοροποίηση των συντελεστών προεξόφλησης.
ϒποθέτουμε ότι ο συντελεστής προεξόφλησης του ατόμου 1 είναι ίσος με [image: δ1   ] ενώ
του 2 είναι ίσος με [image: δ2   ]. Θα εξάγουμε τις αποδόσεις ισορροπίας των παικτών για το
παίγνιο με άπειρο ορίζοντα, αλλά με συντομία καθώς η διαδικασία είναι παρόμοια με
αυτή των προηγούμενων περιπτώσεων.

   Ας θυμηθούμε τα βασικά βήματα του προσδιορισμού των αποδόσεων ισορροπίας
στο βασικό υπόδειγμα με άπειρο χρονικό ορίζοντα.


     
	
   1. 
	ορίσαμε για κάθε παίκτη τη μέγιστη και την ελάχιστη απόδοση ισορροπίας
     που αντιστοιχούν σε περιπτώσεις όπου ο εν λόγω παίκτης κάνει προσφορά
     
	
   2. 
	υπολογίσαμε τις ανισότητες που ικανοποιούν οι παραπάνω αποδόσεις
     
	
   3. 
	δείξαμε ότι η μέγιστη και η ελάχιστη απόδοση ταυτίζονται, γεγονός που
     σημαίνει ότι κάθε παίκτης έχει μοναδική απόδοση ισορροπίας στο παίγνιο
     
	
   4. 
	δείξαμε  ότι  η  παραπάνω  ταύτιση  οδηγεί  σε  ένα  απλό  σύστημα  δύο
     εξισώσεων, η λύση του οποίου μας δίνει τις αποδόσεις ισορροπίας των
     δύο παικτών
     


Στην προηγούμενη ενότητα ακολουθήσαμε τα παραπάνω βήματα για την περίπτωση
όπου οι παίκτες έχουν τον ίδιο συντελεστή προεξόφλησης. Τα ίδια ακριβώς βήματα
μπορούμε να ακολουθήσουμε και για την περίπτωση των διαφορετικών συντελεστών
αντικαθιστώντας μόνο τα [image: δ1   ] και [image: δ2   ] κατά περίσταση. Η διαδικασία αυτή θα
οδηγήσει στο αποτέλεσμα στο οποίο ο παίκτης 1 υποβάλει στο πρώτο στάδιο την
προσφορά [image:  ∗      ∗ (v1,1 − v1),  ] όπου


   	
   
                                                                     

                                                                     
[image:       1 − δ2             δ2(1 − δ1) v1∗= --------,  1 − v∗1 = ---------      1 − δ1δ2            1 − δ1δ2 ]
	(8.19)




Η λύση του υποδείγματος έχει τις εξής ιδιότητες.
     
	
   1. 
	η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται την πρώτη περίοδο 
     
	
   2. 
	οι αποδόσεις ισορροπίας είναι μοναδικές 
     
	
   3. 
	η  απόδοση  κάθε  παίκτη  είναι  αύξουσα  συνάρτηση  του  συντελεστή
     προεξόφλησης του
     ΄Οσο μεγαλύτερος ο συντελεστής αυτός, τόσο περισσότερο υπομονετικός
     είναι ο παίκτης και συνεπώς τόσο ευκολότερα απορρίπτει μία προσφορά
     του αντιπάλου στο παρόν προκειμένου να έχει ο ίδιος την ευκαιρία να
     υποβάλλει καλύτερη (για τον ίδιο) προσφορά στον μέλλον
     

	
   4. 
	ο  παίκτης  1,  δηλαδή  ο  παίκτης  που  κάνει  την  πρώτη  προσφορά,  έχει
     μεγαλύτερη απόδοση από τον παίκτη 2 εάν [image: δ ≥ 2 − 1- 1       δ2   ]


Η τελευταία παρατήρηση απεικονίζεται στο επόμενο διάγραμμα. Η υπερβολή
[image: δ1 = 2− 1∕ δ2 ] χωρίζει τον χώρο των επιτρεπτών τιμών των παραμέτρων [image: δ1   ] και
[image: δ2   ] σε δύο μέρη. Αριστερά της υπερβολής έχουμε τους συνδυασμούς [image: (δ1,δ2)  ] για
τους οποίους έχει μεγαλύτερη απόδοση ο παίκτης 1 ενώ δεξιά της υπερβολής
συμβαίνει το αντίθετο.










                                                                     

                                                                     

[image:  ]








Ολοκληρώνουμε την παρουσίαση με δύο παρατηρήσεις. Πρώτον, αναλύσαμε το
υπόδειγμα διαπραγμάτευσης υποθέτοντας ότι το πλεόνασμα που μοιράζονται οι
παίκτες έχει αξία ίση με 1. Αν γενικεύσουμε υποθέτοντας ότι πλεόνασμα είναι ίσο με
[image: π  ] τότε τα μερίδια των παικτών θα είναι παραπλήσια με αυτά που εξάγαμε στις
προηγούμενες ενότητες (σχέσεις 8.12). Για παράδειγμα, υποθέτοντας ότι ο παίκτης 1
κάνει πρώτος προσφορά και ότι οι παίκτες έχουν ιδιο συντελεστή προεξόφλησης [image: δ  ],
οι αποδόσεις ισορροπίας είναι




   
[image:  ∗     1          ∗     δ v1 = 1-+-δπ, 1 − v1 = 1+--δπ ]

                                                                     

                                                                     
Δεύτερον, η ισορροπία του υποδείγματος είναι τέτοια ώστε η διαπραγμάτευση
ολοκληρώνεται πάντοτε αμέσως, δηλαδή κατά την πρώτη περίοδο. Αυτό το
συμπέρασμα, όμως, έρχεται σε αντίθεση με αυτό που παρατηρούμε συχνά στις
διαπραγματεύσεις που λαμβάνουν χώρα στον πραγματικό κόσμο. Συνεπώς, το
υπόδειγμα θα πρέπει να εμπλουτιστεί με στοιχεία τα οποία θα επιτρέψουν την ύπαρξη
ισορροπιών στις οποίες η συμφωνία δεν προκύπτει αμέσως (ή δεν προκύπτει
καθόλου).

   ΄Ενα από τα στοιχεία τα οποία έχουν χρησιμοποιήσει οι οικονομολόγοι είναι
η ασύμμετρη πληροφόρηση: ένας ή και οι δύο παίκτες δεν γνωρίζουν ένα
(τουλάχιστον) βασικό χαρακτηριστικό του παιγνίου. Για παράδειγμα, ενδέχεται κάθε
παίκτης μην γνωρίζει τη χρησιμότητα που αποκομίζει ο αντίπαλος του από μία
συμφωνία. Σε αυτή την περίπτωση οι παίκτες προσπαθούν να καταστήσουν γνωστή
την αποτίμηση τους μέσω των προσφορών που κάνουν. Κάτι τέτοιο όμως
απαιτεί χρόνο, για αυτό και σε αυτές τις περιπτώσεις η διαπραγμάτευση
διαρκεί περισσότερο από μία περιόδους. Τα υποδείγματα αυτά, αν και είναι
ενδιαφέροντα, δεν θα παρουσιαστούν καθώς ξεφεύγουν από τους σκοπούς του
κεφαλαίου.




   8.4    Ιστορική αναδρομή

Η ανάλυση του υποδείγματος διαπραγμάτευσης εναλλασσόμενων προσφορών με
άπειρο χρονικό ορίζοντα και δύο παίκτες παρουσιάστηκε από τον Rubinstein  (1982).
Το υπόδειγμα αυτό, το οποίο αποτέλεσε βασικό σημείο αναφοράς στη σχετική
βιβλιογραφία, στηρίχτηκε στην υπόθεση της πλήρους πληροφόρησης. Η ενσωμάτωση
ελλιπούς πληροφόρησης έχει γίνει σε διάφορα υποδείγματα διαπραγμάτευσης (πχ,
υποδείγματα με πεπερασμένο ή άπειρο χρονικό ορίζοντα, υποδείγματα όπου ένας ή κι
οι δύο παίκτες έχουν ελλιπή πληροφόρηση, κλπ). Για μια συμπαγή παρουσίαση των
υποδειγμάτων αυτών, παραπέμπουμε στους Ausubel, Cramton  και Deneckere 
(2002).

   Για την επέκταση της ανάλυσης σε παίγνια με περισσότερους από δύο παίκτες,
και τα προβλήματα που σχετίζονται με αυτή την επέκταση, παραπέμπουμε στον
Sutton  (1986). Τέλος, η σχέση μεταξύ των υποδειγμάτων συνεργατικής και μη
συνεργατικής διαπραγμάτευσης αναλύθηκε από τους Binmore, Rubinstein  και
Wolinsky  (1986).




   8.5    Ασκήσεις


                                                                     

                                                                     
   
	
1. 
	Οι  παίκτες  1  και  2  επιθυμούν  να  μοιραστούν  20  ευρώ.  Η  σχετική
   διαπραγμάτευση  διαρκεί  3  περιόδους.  Στην  πρώτη  περίοδο  προτείνει  μία
   κατανομή ο παίκτης 1. Αν γίνει δεκτή, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται,
   αλλιώς  στην  επόμενη  περίοδο  προτείνει  ο  παίκτης  2.  Αν  η  πρόταση  του
   γίνει δεκτή, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται, αλλιώς στην επόμενη περίοδο
   ο 1 και πάλι προτείνει κάποια κατανομή. Σε περίπτωση όπου η κατανομή
   απορρίφθεί, ο παίκτης 1 θα εισπράξει 4 ευρώ και ο παίκτης 2 θα εισπράξει 2
   ευρώ.
   
       
	
   (αʹ) 
	Να βρεθεί η τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία στο παίγνιο αυτό όταν ο
       παίκτης [image: i  ] προεξοφλεί μελλοντικές αποδόσεις με τον συντελεστή [image: δi  ],
       [image: i = 1,2.  ]
       
	
   (βʹ) 
	Να βρεθεί η τέλεια κατά υποπαίγνιο ισορροπία για την περίπτωση όπου
       το παραπάνω παίγνιο έχει άπειρο χρονικό ορίζοντα.


   
	
2. 
	Οι χώρες 1 και 2 διαπραγματεύονται για την κατανομή ενός υδάτινου πόρου. Η
   διαπραγμάτευση λαμβάνει χώρα μέσω ενός υποδείγματος εναλλασσόμενων
   προσφορών με άπειρο ορίζοντα, όπου στα στάδια με μονό αριθμό προτείνει
   κατανομές η χώρα 1 και στα στάδια με ζυγό αριθμό προτείνει η χώρα 2. Η
   αξία του υδάτινου αυτού πόρου είναι ίση με 1. Αν η χώρα [image: i  ] αποκτήσει
   έλεγχο στο ποσοστό [image: x  ] του πόρου, η χρησιμότητα της είναι [image: u (x) = x  i  ],
   [image: i = 1,2  ]. Ο συντελεστής προεξόφλησης κάθε χώρας είναι ίσος με 1. Παρόλα
   αυτά, κάθε χρονική περίοδος (στάδιο) που περνά αφαιρεί 1/3 από την
   αξία του υδάτινου πόρου. Να βρεθεί η τέλεια ισορροπία στο υπόδειγμα
   αυτό.
   
	
3. 
	Οι παίκτες 1 και 2 διαπραγματεύονται για την κατανομή 1 ευρώ. Στο πρώτο
   στάδιο της διαπραγμάτευσης, ο 1 προτείνει μία κατανομή [image: (x,1− x )  ], όπου [image: x  ] το
   μερίδιο του 1. Αν η κατανομή γίνει δεκτή, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται. Αν
   απορριφθεί, τότε στο επόμενο στάδιο οι δύο παίκτες προτείνουν ταυτόχρονα
   κατανομές. Αν ο 1 προτείνει την κατανομή [image: (y,1− y)  ] και ο 2 προτείνει την
   κατανομή [image: (1− z,z)  ] τότε οι αποδόσεις των 1 και 2 θα είναι αντίστοιχα [image: y  ] και
   [image: z  ] εάν [image: y + z ≤ 1  ] ή 0 και για τους δύο, εάν [image: y + z > 1  ]. Μετά το πέρας του
   δεύτερου σταδίου, το παίγνιο ολοκληρώνεται. Να βρεθούν οι τέλειες ισορροπίες
   για το παίγνιο αυτό όταν ο συντελεστής προεξόφλησης κάθε ατόμου είναι ίσος με
   1/2.
   
	
4. 
	΄Ενας εργοδότης διαπραγματεύεται με έναν εργαζόμενο για την αμοιβή του
                                                                     

                                                                     
   δεύτερου. Αν η αμοιβή αυτή είναι ίση με [image: w  ] τότε η χρησιμότητα του εργαζόμενου
   είναι [image:           1∕2 uA (w) = w   ] και του εργοδότη [image:                1∕2 uP(w ) = (1− w)   ], όπου [image: 0 < w < 1.  ]
   Στο πρώτο στάδιο προτείνει κάποια αμοιβή ο εργοδότης. Αν γίνει δεκτή, η
   διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται. Σε αντίθετη περίπτωση, μεταβαίνουμε στο
   δεύτερο στάδιο, στο οποίο προτείνει κάποια αμοιβή ο εργαζόμενος. Αν γίνει
   δεκτή, η διαπραγμάτευση ολοκληρώνεται. Αλλιώς, στο επόμενο στάδιο η αμοιβή
   του εργαζόμενου καθορίζεται εξωγενώς στο επίπεδο [image: w = 1∕2  ]. Να βρεθεί η
   τέλεια ισορροπία στο παίγνιο αυτό (ποιες αμοιβές προτείνει κάθε παίκτης και
   ποιες αποδέχεται ή απορρίπτει) όταν οι παίκτες έχουν ίδιο συντελεστή
   προεξόφλησης.
   
	
5. 
	Θεωρούμε το πρόβλημα διαπραγμάτευσης με εναλλασσόμενες προσφορές και
   άπειρο χρονικό ορίζοντα. Οι παίκτες 1 και 2 επιθυμούν να κατανείμουν ένα
   πλεόνασμα αξίας 1. Να βρεθεί η τέλεια ισορροπία όταν αντί προεξόφλησης
   μελλοντικών αποδόσεων, κάθε παίκτης υφίσταται κόστος [image: c  ] σε κάθε στάδιο στο
   οποίο προτείνει μία κατανομή.



                                                                     

                                                                     


   8.6    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	υπόδειγμα              διαπραγμάτευσης
εναλλασόμενων προσφορών             
	bargaining  model  with  alternating 
offers                                          


	
	

	διαπραγμάτευση          πεπερασμένου
χρονικού ορίζοντα                          
	finite horizon bargaining                 


	
	

	διαπραγμάτευση   άπειρου   χρονικού
ορίζοντα                                      
	infinite horizon bargaining              


	
	

	διαπραγμάτευση     με     ενδεχόμενο
κατάρρευσης                                 
	bargaining with breakdown risk       
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           1Για αυτόν τον λόγο το σχετικό υπόδειγμα ονομάζεται υπόδειγμα εναλλασόμενων 
  προσφορών. 


      

       
           2Θα δούμε στη συνέχεια περιπτώσεις όπου το πλεόνασμα έχει οποιαδήποτε αξία. 
  


      

       
           3Προς το παρόν οι ισορροπίες του παιγνίου, καθώς και ο αριθμός τους, είναι 
  άγνωστες. 


      

   


   Κεφάλαιο 9
Δυναμικά παίγνια με ελλιπή πληροφόρηση

   9.1    Εισαγωγή

Το κεφάλαιο 5 εξέτασε παίγνια με ελλιπή πληροφόρηση, δηλαδή παίγνια στα οποία
κάποιοι από τους παίκτες δεν γνωρίζουν κάποια από τα χαρακτηριστικά της αλληλεπίδρασης. Παρ’ όλη τη χρησιμότητα τους, τα παίγνια που εξετάστηκαν στον
κεφάλαιο εκείνο έχουν το μειονέκτημα ότι είναι στατικής φύσης. Πολλές
οικονομικές, βιολογικές, κλπ. εφαρμογές χαρακτηρίζονται τόσο από ελλιπή
πληροφόρηση, όσο και από διαδοχικές επιλογές ενεργειών από τους παίκτες.

   ΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγμα δυναμικού παιγνίου ελλιπούς πληροφόρησης
δίνεται από την αγορά εργασίας. Οι εργαζόμενοι χαρακτηρίζονται από την
παραγωγικότητα τους, η οποία όμως συχνά αποτελεί ιδιωτική πληροφόρηση (ο
εργαζόμενος γνωρίζει το πόσο παραγωγικός είναι, αλλά ο εργοδότης όχι). Κάθε
εργαζόμενος, πριν εισέλθει στην αγορά εργασίας, επιλέγει την εκπαίδευση που θα
λάβει και κατόπιν ο εργοδότης αποφασίζει για την αμοιβή που θα του προσφέρει,
χωρίς να γνωρίζει την παραγωγικότητα του. Το ενδιαφέρον στοιχείο είναι ότι η
εκπαίδευση που λαμβάνει ο εργαζόμενος δίνει πληροφόρηση στον εργοδότη σχετικά
με την παραγωγικότητα του.

   ΄Ενα δεύτερο παράδειγμα δίνεται από τη βιολογία. Συχνά, η διαδικασία
ζευγαρώματος μεταξύ αρσενικών και θηλυκών μελών ενός βιολογικού πληθυσμού,
καθώς και η επακόλουθη αναπαραγωγή, στηρίζεται στην επιλογή που θα
κάνει το θηλυκό μέλος. Κάθε θηλυκό μέλος επιθυμεί να συσχετιστεί με ένα
όσο το δυνατόν πιο παραγωγικό αρσενικό μέλος. Η παραγωγικότητα (ή
αλλιώς, ο τύπος) όμως αποτελεί ιδιωτική πληροφόρηση του τελευταίου. Προ
της επιλογής των θηλυκών μελών, τα αρσενικά μέλη επιλέγουν ενέργειες
(σήματα) οι οποίες πληροφορούν εμμέσως τα πρώτα για την παραγωγικότητα
τους. Τα θηλυκά αποφασίζουν για την αναπαραγωγή στη βάση του σήματος
αυτού.

   Παρόμοια δομή περιγράφει τη διαδικασία κατά την οποία τα μέλη ενός βιολογικού
πληθυσμού επιλέγουν ενέργειες με τις οποίες σηματοδοτούν την ικανότητα τους προ
μίας διαμάχης. Για ορισμένα από τα εμπλεκόμενα μέλη, η ικανότητα συνιστά τον
τύπο τους, τον οποίον προσπαθούν να επικοινωνήσουν στα άλλα μέλη μέσω κάποιων
ενεργειών. ΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγμα έχει να κάνει με αλληλεπιδράσεις μεταξύ
καγκουρό και τσίτα. ΄Οταν ένα καγκουρό βρίσκεται υπό την απειλή του
τσίτα, συχνά κάνει επιτόπια άλματα για να πληροφορήσει το τσίτα ότι είναι
γρήγορο και συνεπώς δεν θα έχει τύχη σε περίπτωση που το κυνηγήσει. Αφού
παρατηρήσει το σήμα αυτό, το τσίτα αποφασίζει αν θα κινηθεί ή όχι προς το
καγκουρό.

   Τα δυναμικά παίγνια ελλιπούς πληροφόρησης θα μελετηθούν μέσω της
μετατροπής τους σε δυναμικά παίγνια με ατελή πληροφόρηση. Αυτό θα γίνει μέσω της εισαγωγής του ψευδοπαίκτη Φύση, ο οποίος επιλέγει τον τύπο των παικτών. Η επιλογή της Φύσης δεν παρατηρείται από όλους τους παίκτες, γεγονός το οποίο δημιουργεί το ατελές της πληροφόρησης. Η έννοια της ισορροπίας που θα μας απασχολήσει για τα παίγνια αυτά σχετίζεται με την ισορροπία κατά Bayes (η οποία αναλύθηκε στο κεφάλαιο των στατικών παιγνίων ελλιπούς πληροφόρησης), η οποία όμως θα δανειστεί στοιχεία και από την τελειότητα κατά υποπαίγνιο (η οποία παρουσιάστηκε στα κεφάλαια των δυναμικών παιγνίων).

   Η δομή του κεφαλαίου έχει ως εξής. Στην επόμενη ενότητα θα αναλύσουμε την
νέα έννοια ισορροπίας, θα εξηγήσουμε τη χρησιμότητα της και θα δούμε τον τρόπο
προσδιορισμού της σε ορισμένα απλά παραδείγματα. Κατόπιν θα παρουσιάσουμε τα
λεγόμενα παίγνια σηματοδότησης, τα οποία συνιστούν μία από τις πιο σύνηθεις
κατηγορίες δυναμικών παιγνίων με ελλιπή πληροφόρηση. Το κεφάλαιο θα
ολοκληρωθεί με ορισμένες εφαρμογές των παιγνίων αυτών.




   9.2    Τέλεια ισορροπία κατά Bayes 

Ας θυμηθούμε τη χρησιμότητα του κριτηρίου της τελειότητας κατά υποπαίγνιο: το
κριτήριο αυτό εξαλείφει ισορροπίες οι οποίες στηρίζονται σε μη αξιόπιστες
επιλογές των παικτών, υπό την έννοια ότι οι ενέργειες αυτές δεν συνιστούν
ορθολογικές επιλογές σε κάποιο (ή κάποια) από τα υποπαίγνια ενός δυναμικού
παιγνίου.

   Παρ’ όλη τη χρησιμότητα της, η τελειότητα κατά υποπαίγνιο δεν έχει
πάντοτε εφαρμογή. Ας δούμε το παρακάτω παίγνιο εκτεταμένης μορφής μεταξύ
των παικτών 1 και 2. Ο αρχικός κόμβος στο παίγνιο ανήκει στον παίκτη 1
ο οποίος επιλέγει μεταξύ των καθαρών στρατηγικών [image: A   1   ], [image: B   1   ] και [image: Γ   1   ].
Αν επιλέξει [image: Γ 1   ], το παίγνιο τελειώνει, ενώ αν επιλέξει [image: A1   ] ή [image: B1   ] τότε ο
παίκτης 2 έχει τη δυνατότητα να επιλέξει μεταξύ [image: A2   ] και [image: B2,  ] χωρίς όμως
να έχει παρατηρήσει ποια ακριβώς επιλογή έκανε ο 1, αν δηλαδή επέλεξε
[image: A1   ] ή [image: B1   ]. Με άλλα λόγια, αν κατά την εξέλιξη του παιγνίου ο 2 βρεθεί
στο σύνολο πληροφορίας του, θα γνωρίζει μόνο ότι ο 1 δεν έχει επιλέξει
[image: Γ 1   ].
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Σχήμα 9.1: Ο παίκτης 2 δεν παρατηρεί την επιλογή του παίκτη 1



                                                                     

                                                                     
   


Το παραπάνω παίγνιο είναι ένα δυναμικό παίγνιο με ατελή πληροφόρηση, καθώς ένας
από τους παίκτες δεν παρατηρεί όλες τις ενέργειες του άλλου παίκτη. Το σύνολο των
καθαρών στρατηγικών του παίκτη 2 στο παίγνιο αυτό είναι το σύνολο [image: {A2, B2} ],
ενώ αυτό του παίκτη 1 είναι το [image: {A1,B1, Γ 1} ].

   Για να βρούμε τις ισορροπίες Nash  στο παίγνιο θα κατασκευάσουμε τον πίνακα
αποδόσεων του. Αυτός έχει ως εξής: 


                                                                     

                                                                     

                                                                     

                                                                     
                                 [image: ΠΙ῝]                                 


 Σχήμα 9.2: Πίνακας αποδόσεων

                                                                     

                                                                     
   


΄Οπως εύκολα διαπιστώνουμε, το παίγνιο έχει δύο ισορροπίες κατά Nash  σε καθαρές
στρατηγικές, τις ([image: A1, A2   ]) και ([image: Γ 1,B2 )  ]. Ποιες από αυτές είναι τέλειες κατά
υποπαίγνιο[image: ;  ] Και οι δύο. Το παίγνιο στην εκτεταμένη μορφή δεν έχει κανένα
υποπαίγνιο (παρά μόνο τον εαυτό του). Συνεπώς, όλες οι ισορροπίες Nash  είναι,
κατά τετριμμένο τρόπο, υποπαιγνιακά τέλειες.

   Παρ’ όλα αυτά, η ισορροπία [image: (Γ 1,B2 )  ] παρουσιάζει ένα πρόβλημα. Η ισορροπία
αυτή βασίζεται στη μη αξιόπιστη απειλή του παίκτη 2 ότι εάν βρεθεί στο σύνολο
πληροφορίας του θα επιλέξει τη στρατηγική [image: B2   ]. Εάν τυχόν όμως η εξέλιξη του
παιγνίου οδηγούσε στο σύνολο αυτό, ο 2 δεν θα επέλεγε την [image: B2   ], αλλά την
[image: A2   ]. Η ισορροπία αυτή όμως δεν μπορεί να απαλειφθεί βάσει του κριτηρίου
της τελειότητας κατά υποπαίγνιο. Χρειαζόμαστε λοιπόν, ένα νέο κριτήριο
απαλοιφής.

   Το κριτήριο που θα παρουσιαστεί αποτελείται από τρία βήματα (ή προαπαιτούμενα).
Κατ’ αρχάς, το κριτήριο απαιτεί από κάθε παίκτη να σχηματίσει πεποιθήσεις
αναφορικά με τους κόμβους κάθε συνόλου πληροφορίας του. Κατόπιν, απαιτεί
από κάθε παίκτη να επιλέξει ενέργειες οι οποίες είναι βέλτιστες δεδομένων
των πεποιθήσεων του. Τέλος, απαιτεί συμβατότητα μεταξύ πεποιθήσεων
και επιλογών των παικτών (θα πρέπει όχι μόνο οι βέλτιστες επιλογές να
προκύπτουν βάσει των πεποιθήσεων, αλλά και οι δεύτερες να είναι συμβατές με τις
πρώτες).

   Ας δούμε τα παραπάνω βήματα πιο αναλυτικά, έχοντας ως σημείο αναφοράς το
παίγνιο στο Σχήμα 9.1, το οποίο αναπαράγεται παρακάτω εμπλουτισμένο με τα
προαπαιτούμενα.
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Σχήμα 9.3: Πεποιθήσεις παίκτη 2



                                                                     

                                                                     
   




Προαπαιτούμενο 1 (Πεποιθήσεις) 
Κάθε παίκτης αντιστοιχεί μία κατανομή πιθανότητας στους κόμβους κάθε συνόλου
πληροφορίας του.

Στο παραπάνω παίγνιο (σχήμα 9.3) ο παίκτης 2 αντιστοιχεί πιθανότητα [image: q  ] στο
ενδεχόμενο να βρίσκεται στον αριστερό κόμβο του συνόλου πληροφορίας του και
πιθανότητα [image: 1− q  ] να βρίσκεται στον δεξιό κόμβο. Με άλλα λόγια, αν ο
παίκτης 2 βρεθεί στο σύνολο πληροφορίας του, πιστεύει ότι ο παίκτης 1
επέλεξε τη στρατηγική [image: A1   ] με πιθανότητα [image: q  ] και τη [image: B1   ] με πιθανότητα
[image: 1 − q  ].

Προαπαιτούμενο 2 (Διαδοχική ορθολογικότητα) 
Δεδομένων των πεποιθήσεων τους, οι στρατηγικές των παικτών πρέπει να είναι
διαδοχικά ορθολογικές. Δηλαδή, οι ενέργειες που επιλέγει σε κάθε σύνολο
πληροφορίας του ένας παίκτης, πρέπει να είναι βέλτιστες δεδομένων των παρακάτω
δύο στοιχείων: 
     
	
   1. 
	της κατανομής πιθανότητας που έχει ως προς τους κόμβους κάθε συνόλου
     πληροφορίας
     
	
   2. 
	των ενεργειών των παικτών στο υπόλοιπο παίγνιο


Στο παράδειγμα μας, έχουμε τα εξής σε σχέση με το κριτήριο της διαδοχικής
ορθολογικότητας. ΄Εστω ότι προσεγγίζεται το σύνολο πληροφορίας του παίκτη 2. Αν
ο 2 επιλέξει [image: A  ,   2  ] η αναμενόμενη απόδοση του θα είναι [image: q + 2(1 − q) = 2 − q  ]. Και
αν επιλέξει [image: B2,  ] η αναμενόμενη απόδοση του θα είναι [image: 0 + 1 − q = 1 − q  ].
Συνεπώς για κάθε [image: q  ], ή αλλιώς για κάθε κατανομή πιθανότητας [image: (q,1 − q),  ] η
στρατηγική [image: A2   ] υπερτερεί της [image: B2   ]. Το κριτήριο της ορθολογικότητας
απαιτεί συνεπώς από τον παίκτη 2 να επιλέξει την [image: A2   ] ανεξαρτήτως του
[image: q  ].

   Μέχρι στιγμής έχουμε απαιτήσει από τους παίκτες να έχουν πεποιθήσεις
αναφορικά με τους κόμβους των συνόλων πληροφορίας τους, αλλά δεν έχουμε
αναφέρει πως προκύπτουν οι πεποιθήσεις αυτές. Στο παραπάνω παίγνιο, για
παράδειγμα, δεν έχουμε προσδιορίσει πως προκύπτει η κατανομή πιθανότητας
[image: (q,1 − q)  ]. Το επόμενο προαπαιτούμενο ρυθμίζει το θέμα αυτό.

Προαπαιτούμενο 3 (Συμβατότητα πεποιθήσεων και στρατηγικών) 
Οι πεποιθήσεις των παικτών αναφορικά με τους κόμβους κάθε συνόλου πληροφορίας
τους είναι συμβατές με τις στρατηγικές ισορροπίας, υπό την έννοια ότι οι
                                                                     

                                                                     
πεποιθήσεις προκύπτουν από τις στρατηγικές ισορροπίας μέσω του κανόνα του
Bayes, όταν αυτό είναι εφικτό.

Ας δούμε την ισορροπία [image: (A ,A )   1   2  ]. Δεδομένου ότι η εν λόγω ισορροπία προβλέπει
ότι ο παίκτης 1 επιλέγει τη στρατηγική [image: A1   ], αυτό που μπορεί να συνάγει ο
παίκτης 2 είναι ότι βρίσκεται στον αριστερό κόμβο του συνόλου πληροφορίας
του. Συνεπώς [image: q = 1  ]. Η πιθανότητα αυτή είναι, συνεπώς, μία υπό συνθήκη
πιθανότητα.1 

   Ας δούμε τώρα ποια από τις δύο ισορροπίες του παραδείγματος μας ικανοποιούν
τα τρία προαπαιτούμενα. ΄Οπως αναφέραμε παραπάνω, η απαίτηση της δημιουργίας
πεποιθήσεων και επιλογής ενεργειών, οι οποίες είναι βέλτιστες δεδομένων των
πεποιθήσεων, οδηγεί τον παίκτη 2 στην επιλογή της ενέργειας [image: A2   ], εάν η εξέλιξη
του παίγνιου οδηγήσει στο σύνολο πληροφορίας του. Δεδομένης της επιλογής αυτής,
η βέλτιστη επιλογή του παίκτη 1 είναι η [image: A1   ]. Η αντίστοιχη πεποίθηση του 2 τότε
είναι η [image: q = 1  ], όπως ήδη τονίσαμε.

   Το γεγονός ότι δεν υπάρχει [image: q  ] για το οποίο ο 2 προτιμά τη στρατηγική [image: B2   ]
από τη στρατηγική [image: A2   ], μας επιτρέπει να εξαλείψουμε την ισορροπία [image: (Γ 1,B2 )  ]. Η
μόνη ισορροπία που θα δεχτούμε είναι η [image: (A1, A2)  ], με την σημείωση ότι σε αυτή την
ισορροπία αντιστοιχεί η πεποίθηση [image: q = 1  ].

   Από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι, όταν μιλούμε για ισορροπία ενός
δυναμικού παιγνίου ατελούς πληροφόρησης, η ισορροπία δεν θα περιλαμβάνει μόνο
τις στρατηγικές των παικτών, αλλά και τις πεποιθήσεις που είναι συμβατές με αυτές.
Κάθε τέτοιος συνδυασμός στρατηγικών και πεποιθήσεων ορίζει μία τέλεια ισορροπία
κατά Bayes.

Ορισμός 1 Μία τέλεια ισορροπία κατά Bayes είναι ένας συνδυασμός στρατηγικών και
πεποιθήσεων οι οποίες ικανοποιούν τα Προαπαιτούμενα 1-3. Δηλαδή:
     
	
   1. 
	οι  παίκτες  σχηματίζουν  πεποιθήσεις  αναφορικά  με  τους  κόμβους  των
     συνόλων πληροφόρησης τους
     
	
   2. 
	οι παίκτες επιλέγουν στρατηγικές οι οποίες είναι διαδοχικά βέλτιστες
     δεδομένων των πεποιθήσεων
     
	
   3. 
	οι πεποιθήσεις είναι συνεπείς (συμβατές) με τις εν λόγω στρατηγικές
     


Το επόμενο παράδειγμα έχει δύο στόχους: (α) να παρουσιάσει με λεπτομέρεια τα
                                                                     

                                                                     
Προαπαιτούμενα 1-3, και ιδίως την εφαρμογή του κανόνα του Bayes  και (β) να
προσδιορίσει με αναλυτικό τρόπο τις τέλειες ισορροπίες κατά Bayes .

Παράδειγμα 1
Ο παίκτης 1 πρέπει να αποφασίσει αν θα δώσει ή όχι ένα δώρο στον παίκτη 2. Ο 2
δεν είναι σίγουρος αν ο 1 είναι φίλος ή εχθρός. Συγκεκριμένα, πιστεύει ότι είναι
φίλος με πιθανότητα [image: p  ]. Χρησιμοποιώντας την ορολογία των παιγνίων ελλιπούς
πληροφόρησης, ο παίκτης 1 έχει δύο τύπους (φιλικός ή εχθρικός). Ο 2
μπορεί είτε να αποδεχτεί, είτε να απορρίψει το δώρο (σε περίπτωση που του
προσφερθεί).

   Και οι δύο τύποι του παίκτη 1 προτιμούν να προσφέρουν δώρο, υπό την
προϋπόθεση ότι αυτό θα γίνει αποδεκτό. Σε διαφορετική περίπτωση, και οι δύο τύποι
προτιμούν να μην προσφέρουν. Ο παίκτης 2 προτιμά να αποδεχτεί το δώρο μόνο εάν
προσφέρεται από τον φιλικό τύπο του 1. Σε αντίθετη περίπτωση, εάν δηλαδή το δώρο
προσφέρεται από τον εχθρικό τύπο, προτιμά να το απορρίψει. Η προσφορά του δώρου
από τον παίκτη 1 συμβολίζεται ως [image: G  ], ενώ η μη προσφορά συμβολίζεται
ως [image: O  ]. Η αποδοχή του δώρου συμβολίζεται ως [image: A  ], ενώ η απόρριψη ως
[image: R  ].

   Η παραπάνω αλληλεπίδραση συνιστά ένα δυναμικό παίγνιο με
ελλιπή πληροφόρηση. Το παίγνιο αυτό θα μετατραπεί σε δυναμικό
παίγνιο με ατελή πληροφόρηση. Θα εισάγουμε τον ψευδοπαίκτη
Φύση2 
ο οποίος, όπως έχουμε πει και προηγουμένως, απλά επιλέγει τον τύπο του 1. Η
επιλογή της Φύσης παρατηρείται μόνο από τον παίκτη 1, ενώ ο 2 πιστεύει ότι η Φύση
επιλέγει τους δύο τύπους με βάση την κατανομή [image: (p,1 − p).  ] Συγκεκριμένα, ο
φιλικός τύπος επιλέγεται με πιθανότητα [image: p  ] και ο εχθρικός τύπος επιλέγεται με
πιθανότητα [image: 1− p  ].

   Ας δούμε το παίγνιο αυτό στην εκτεταμένη μορφή του (βλ. επόμενο σχήμα, στο
οποίο η απόδοση του 1 είναι ο πρώτος αριθμός σε κάθε ζεύγος αποδόσεων). Ο
αρχικός κόμβος ανήκει στη Φύση, η οποία επιλέγει τον τύπο του παίκτη 1. Ο 1
επιλέγει την ενέργεια του, αφού πρώτα παρατηρήσει την επιλογή της Φύσης, ενώ ο 2
επιλέγει τη δική του ενέργεια έχοντας παρατηρήσει την κίνηση του 1, αλλά όχι
αυτή της Φύσης (για αυτό το λόγο, το σύνολο πληροφορίας του έχει δύο
κόμβους).

   Οι αρχικές πεποιθήσεις του παίκτη 2 αναφορικά με τον τύπο του παίκτη 1
περιγράφονται από την κατανομή [image: (p,1 − p)  ]. Οι αναθεωρημένες πεποιθήσεις που ο 2
διαμορφώνει εάν η εξέλιξη του παιγνίου οδηγήσει στο σύνολο πληροφορίας του,
εξαρτώνται από την αρχική κατανομή πιθανότητας [image: (p,1− p)  ], καθώς και
από τη στρατηγική του 1. Συμβολίζουμε την αναθεωρημένη κατανομή ως
[image: (q,1 − q)  ].
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Για να περιγράψουμε μία στρατηγική του παίκτη 1, χρειαζόμαστε να προσδιορίσουμε
μία ενέργεια του για κάθε τύπο του. Μία τέτοια στρατηγική είναι για παράδειγμα, η
στρατηγική που ορίζει ότι δίνει δώρο, εάν είναι φιλικός τύπος και δεν δίνει δώρο, εάν
είναι εχθρικός τύπος. Χρησιμοποιώντας το συμβολισμό μας, αυτή η στρατηγική
γράφεται με τη μορφή:




   
[image: (G  αν είναι φιλικός τύπος,O αν είναι εχθρικός τύπος) ]

Απλοποιώντας ακόμη περισσότερο τη γραφή της παραπάνω στρατηγικής, θα
γράψουμε [image: GO  ], όπου το πρώτο γράμμα υποδηλώνει την ενέργεια του 1, όταν είναι
φιλικού τύπου, και το δεύτερο γράμμα υποδηλώνει την ενέργεια του, όταν είναι
εχθρικού τύπου. Το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη 1 δίνεται από το σύνολο
όλων των συνδυασμών ενεργειών των δύο τύπων του. Το σύνολο αυτό είναι το
[image: {GG, GO,  OG, OO } ]. Για τον παίκτη 2, τα πράγματα είναι πιο απλά: το σύνολο των
στρατηγικών του είναι το [image: {A, R} ].

   Μπορούμε τώρα να μελετήσουμε τις τέλειες ισορροπίες κατά Bayes  του παιγνίου.
Θα χρησιμοποιήσουμε τα εξής βήματα:
     
	
   1. 
	Θα προτείνουμε μία στρατηγική για τον παίκτη 1
     
	
   2. 
	Θα προσδιορίσουμε τον τρόπο με τον οποίο η στρατηγική του 1 οδηγεί σε
     αναθεώρηση των πεποιθήσεων του παίκτη 2. Κατόπιν, θα προσδιορίσουμε
     τη βέλτιστη ενέργεια του παίκτη 2 (δεδομένων των πεποιθήσεων του)
     
	
   3. 
	Δεδομένης της επιλογής του παίκτη 2, θα προσδιορίσουμε εάν ο 1 έχει
     κίνητρο να υιοθετήσει την προτεινόμενη στρατηγική
     
	
   4. 
	Τα παραπάνω βήματα θα επαναληφθούν για κάθε στρατηγική του παίκτη
     1
     


                                                                     

                                                                     
Στρατηγική [image: OG  ]
Ξεκινούμε με τη στρατηγική [image: OG  ] του παίκτη 1, δηλαδή τη στρατηγική
κατά την οποία ο φιλικός τύπος του 1 επιλέγει να μην δώσει δώρο, ενώ ο
εχθρικός τύπος επιλέγει να δώσει. Αν στην εξέλιξη του παιγνίου προσφερθεί
δώρο από τον 1 στο 2, τότε με βάση την προτεινόμενη στρατηγική ο 2 θα
συμπεράνει ότι ο 1 είναι εχθρικού τύπου με πιθανότητα 1. Δηλαδή [image: 1−  q = 1  ] ή
αλλιώς [image: q = 0  ]. Αυτό μπορούμε να το δούμε εφαρμόζοντας τον κανόνα του
Bayes .

   Ας συμβολίσουμε με [image: P rob(a|b)  ] την πιθανότητα εμφάνισης του ενδεχομένου [image: a,  ]
δοθέντος ότι έχει πραγματοποιηθεί το ενδεχόμενο [image: b  ]. Συμβολίζουμε επίσης με [image: t1   ]
έναν γενικό τύπο του παίκτη 1, όπου [image: t1 ∈ { ]φιλικός, εχθρικός[image: }.  ] Τότε,
έχουμε:


   [image: πιςτ]

Δεδομένης της στρατηγικής [image: OG  ] έχουμε ότι:




   
[image: Prob(δώρου|t1 = φ ίλος) = 0 ]




                                                                     

                                                                     
   
[image: Prob(δώρο υ|t1 = εχ θρός) = 1 ]

Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις παίρνουμε:




   
[image:          p ⋅0 q = p⋅0-+-(1−-p)⋅-1 = 0 ]

΄Αρα, όπως είπαμε και πριν, αν η στρατηγική του παίκτη 1 είναι η [image: OG  ] και
προσφερθεί δώρο στον παίκτη 2, τότε ο 2 αναθεωρεί τις πεποιθήσεις του
πιστεύοντας ότι ο 1 είναι εχθρικού τύπου με πιθανότητα 1. Τι θα κάνει ο 2 σε αυτή
την περίπτωση[image: ;  ] Αν αποδεχτεί το δώρο θα έχει απόδοση -1, ενώ αν το
απορρίψει, θα έχει απόδοση 0. Συνεπώς, ο 2 θα απορρίψει το δώρο (θα επιλέξει
[image: R  ]).

   Μένει να εξετάσουμε το τελευταίο βήμα: να δούμε, δηλαδή, αν ο 1 παίζει με
βέλτιστο τρόπο, δεδομένων των παραπάνω. Η στρατηγική [image: OG  ] προσδιορίζει ότι ο
εχθρικός τύπος προσφέρει δώρο. ΄Ομως, όπως είδαμε ο 2 θα απορρίψει το δώρο και ο
εχθρικός τύπος θα έχει απόδοση -1. Αν ο τύπος αυτός αποκλίνει και δεν προσφέρει
δώρο, η απόδοση του θα είναι 0. ΄Αρα, ο εχθρικός τύπος θα αποκλίνει. Συνεπώς, δεν
υπάρχει τέλεια ισορροπία κατά Bayes  όπου ο 1 χρησιμοποιεί τη στρατηγική
[image: OG  ].

Στρατηγική [image: GO  ]
Ας δούμε τη στρατηγική [image: GO  ] του παίκτη 1, δηλαδή τη στρατηγική όπου ο φιλικός
τύπος προσφέρει δώρο, ενώ ο εχθρικός τύπος όχι. Αν στην εξέλιξη του
παιγνίου προσφερθεί δώρο στον παίκτη 2, τότε με βάση την προτεινόμενη
στρατηγική, ο 2 θα συμπεράνει ότι ο παίκτης 1 είναι φιλικός με πιθανότητα 1.
Δηλαδή, [image: q = 1  ]. Ας εξάγουμε την πιθανότητα αυτή και με τον κανόνα του
Bayes :


                                                                     

                                                                     
   [image: πιςτ]

Δεδομένης της στρατηγικής [image: GO  ] έχουμε ότι:




   
[image: Prob(δώρου|t1 = φ ίλος) = 1 ]




   
[image: Prob(δώρο υ|t1 = εχ θρός) = 0 ]

Κατά συνέπεια, έχουμε ότι:


                                                                     

                                                                     
   
[image:          p ⋅1 q = ---------------=  1     p⋅1 + (1− p)⋅ 0 ]

΄Αρα, αν η στρατηγική του 1 είναι η [image: GO  ] και προσφερθεί δώρο στον 2, τότε ο
τελευταίος αναθεωρεί τις πεποιθήσεις του πιστεύοντας ότι ο 1 είναι φιλικού τύπου με
πιθανότητα 1. Δεδομένων των πεποιθήσεων του, ο 2 θα επιλέξει να δεχτεί το δώρο
(θα επιλέξει [image: A  ]).

   Μένει να εξετάσουμε αν ο 1 παίζει με βέλτιστο τρόπο, δεδομένης της
συμπεριφοράς του 2. Η στρατηγική [image: GO  ] ορίζει ότι ο εχθρικός τύπος δεν δίνει δώρο
οπότε έχει απόδοση 0. Αν ο τύπος αυτός αποκλίνει και προσφέρει δώρο, η απόδοση
του θα είναι μεγαλύτερη από 0 (διότι ο 2 αποδέχεται το δώρο). ΄Αρα, ο εχθρικός
τύπος αποκλίνει, και συνεπώς δεν υπάρχει ισορροπία όπου ο 1 χρησιμοποιεί τη
στρατηγική [image: GO  ] .

Στρατηγική [image: GG  ]
Ας θεωρήσουμε τώρα τη στρατηγική [image: GG  ] του παίκτη 1, δηλαδή τη στρατηγική
όπου και οι δύο τύποι του 1 δίνουν δώρο. Σε αυτή την περίπτωση, η στρατηγική δεν
μπορεί να αλλάξει τις αρχικές πεποιθήσεις του 2, δηλαδή [image: q = p  ]. Από τον κανόνα
του Bayes  έχουμε:


   [image: πιςτ]

Δεδομένης της στρατηγικής [image: GG  ] έχουμε ότι:




   
[image: Prob(δώρου|t1 = φ ίλος) = 1 ]




   
[image: Prob(δώρο υ|t1 = εχ θρός) = 1 ]

Κατά συνέπεια έχουμε ότι


   
[image:          p ⋅1 q = p⋅1-+-(1−-p)⋅-1 = p ]

΄Αρα, όντως, η στρατηγική [image: GG  ] δεν επιτρέπει στον 2 να αναθεωρήσει τις
πεποιθήσεις του. Συνεπώς, εάν του προσφερθεί δώρο, ο παίκτης 2 θα το
αποδεχτεί εάν και μόνο εάν η αναμενόμενη απόδοση του από την αποδοχή
υπερβαίνει την αναμενόμενη απόδοση του από την απόρριψη. Συνεπώς, αν γίνει
προσφορά δώρου από τον παίκτη 1, ο παίκτης 2 θα την αποδεχτεί εάν και
μόνο εάν [image: p− (1 − p) ≥ 0  ] ή αλλιώς εάν και μόνο εάν [image: p ≥ 1∕2  ]. Δηλαδή, ο
παίκτης 2 επιλέγει τη στρατηγική [image: A  ] εάν [image: p ≥ 1∕2  ] και επιλέγει την [image: R  ] εάν
[image: p < 1∕2  ].

   Δεδομένων των παραπάνω, είναι η στρατηγική [image: GG  ] βέλτιστη για τους δύο
τύπους του 1[image: ;  ] Η απάντηση είναι ναι εάν [image: p ≥ 1∕2  ]. Αν ισχύει αυτή η ανισότητα,
τότε ο 2 αποδέχεται το δώρο, οπότε κάθε τύπος του 1 έχει απόδοση 1. Εάν
αντιθέτως, κάποιος τύπος δεν δώσει δώρο, θα έχει κέρδος 0. Τι συμβαίνει όταν
έχουμε [image: p < 1∕2;  ] Σε αυτή την περίπτωση, η μη προσφορά δώρου συνεπάγεται
απόδοση 0, ενώ η προσφορά συνεπάγεται απόδοση -1 (διότι ο 2 θα απορρίψει το
                                                                     

                                                                     
δώρο). ΄Αρα, σε αυτή την περίπτωση η [image: GG  ] δεν είναι βέλτιστη στρατηγική για τον
1.

Στρατηγική [image: OO  ]
Θεωρούμε τέλος τη στρατηγική [image: OO  ] του παίκτη 1, δηλαδή τη στρατηγική όπου και
οι δύο τύποι του 1 δεν δίνουν δώρο. Σε αυτή την περίπτωση, ο κανόνας του Bayes 
δεν εφαρμόζεται:


   [image: πιςτ]

Δεδομένης της στρατηγικής [image: OO  ] έχουμε ότι:




   
[image: Prob(δώρου|t1 = φ ίλος) = 0 ]




   
[image: Prob(δώρο υ|t1 = εχ θρός) = 0 ]

                                                                     

                                                                     
Κατά συνέπεια, ο κανόνας του Bayes  δεν μπορεί να εφαρμοστεί, καθώς η χρήση του
θα οδηγούσε σε ένα απροσδιόριστο κλάσμα 0/0. Αυτό συμβαίνει διότι με βάση τη
στρατηγική [image: OO  ] του παίκτη 1, το σύνολο πληροφορίας του παίκτη 2 είναι εκτός του
μονοπατιού ισορροπίας. Με τον όρο αυτό εννοούμε ότι η εξέλιξη του παιγνίου δεν
οδηγεί στο σύνολο πληροφορίας του 2.

   Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το [image: q  ] είναι τώρα αυθαίρετο. Εάν συνεπώς
προσφερόταν δώρο στον 2, θα το απέρριπτε εάν η αναμενόμενη απόδοση από την
απόρριψη υπερβαίνει την αναμενόμενη απόδοση από την αποδοχή, όπου οι
πεποιθήσεις του είναι αυθαίρετες. ΄Αρα ο 2 θα απέρριπτε το δώρο, αν [image: q ≤ 1∕2  ] και
θα το δεχόταν σε κάθε άλλη περίπτωση (οι υπολογισμοί είναι ίδιοι με αυτούς της
προηγούμενης περίπτωσης).

   Είναι βέλτιστη η στρατηγική [image: OO  ] για τους δύο τύπους του παίκτη
1[image: ;  ] Ναι, εάν [image: q ≤ 1∕2  ]. Εάν δεν γίνει προσφορά, κάθε τύπος λαμβάνει 0.
Εάν γίνει προσφορά (από οποιονδήποτε τύπο) και [image: q ≤ 1∕2,  ] τότε ο 2 θα
την απορρίψει, οπότε κάθε τύπος του 1 θα έχει απόδοση -1. Συνεπώς, οι
δύο τύποι του 1 έχουν κίνητρο να μην αποκλίνουν από την προτεινόμενη
στρατηγική.

   Συνοψίζοντας, το παίγνιο έχει δύο τέλειες ισορροπίες κατά Bayes . Αυτές έχουν
ως εξής:
     
	
   1. 
	[image: { (GG,  A)  ], με [image: q = p  ], και [image: p ≥ 1∕2)} ]
     
	
   2. 
	[image: { (OO,  R)  ], με [image: q ≤ 1∕2)} ]


Η ερμηνεία των παραπάνω ισορροπιών έχει ως εξής. Αν ο παίκτης 2 πιστεύει ότι είναι
πιο πιθανό ότι ο παίκτης 1 είναι φιλικός παρά εχθρικός, δηλαδή αν [image: p ≥ 1∕2  ], τότε
αποδέχεται την προσφορά δώρου. Από την άλλη μεριά, και οι δύο τύποι του παίκτη 1
επιθυμούν τα δώρα τους να γίνουν αποδεκτά. ΄Αρα, σε αυτή την περίπτωση έχουμε
την ισορροπία (i ).

   Αν αντιθέτως, ο 2 πιστεύει ότι είναι πιο πιθανό ότι ο 1 είναι εχθρικός παρά
φιλικός, δηλαδή [image: q ≤ 1∕2  ], τότε προτιμά να μην κάνει δεκτή τυχόν προσφορά. Από
την άλλη, και οι δύο τύποι του 1 προτιμούν να μην κάνουν προσφορά από το να
κάνουν και να μην γίνει αποδεκτή. Συνεπώς, σε αυτή την περίπτωση προκύπτει η
ισορροπία (ii ).

   Σε κάθε μία από τις παραπάνω ισορροπίες, οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν
την ίδια ενέργεια: είτε και οι δύο τύποι επιλέγουν να προσφέρουν δώρο, είτε και οι
δύο επιλέγουν να μην προσφέρουν. Μία ισορροπία στην οποία όλοι οι τύποι ενός
παίκτη επιλέγουν την ίδια ενέργεια, ονομάζεται συγκεντρωτική. Μία άλλη περίπτωση
ισορροπίας είναι αυτή στην οποία όλοι οι τύποι ενός παίκτη επιλέγουν διαφορετικές
ενέργειες. Μία τέτοια ισορροπία ονομάζεται διαχωριστική. Τέτοιων ειδών ισορροπίες
αναλύονται συχνά σε μία ειδική κατηγορία δυναμικών παιγνίων ελλιπούς
πληροφόρησης, τα παίγνια σηματοδότησης, τα οποία θα παρουσιαστούν στην
επόμενη ενότητα.
                                                                     

                                                                     


   9.3    Παίγνια σηματοδότησης




   9.3.1    Βασικό πλαίσιο

Μία από τις πιο σημαντικές κατηγορίες δυναμικών παιγνίων με ελλιπή πληροφόρηση
είναι τα λεγόμενα παίγνια σηματοδότησης. Στα παίγνια αυτά εμπλέκονται παίκτες με
διαφορετική πληροφόρηση αναφορικά με διάφορα χαρακτηριστικά του παιγνίου. Οι
παίκτες που διαθέτουν σχετικά περισσότερη πληροφόρηση επιλέγουν ενέργειες πριν
από τους λιγότερο πληροφορημένους παίκτες. Ως συνέπεια, οι τελευταίοι
επηρεάζονται από τις ενέργειες των πρώτων, όχι μόνο διότι αυτές επιδρούν
άμεσα επί των αποδόσεων τους, αλλά και διότι οι ενέργειες μεταφέρουν
πληροφόρηση.

   Οι ενέργειες που επιλέγουν οι πληροφορημένοι παίκτες ονομάζονται σήματα ή
μηνύματα. Τα σήματα είναι, λοιπόν, ενέργειες που επιλέγουν οι παίκτες που έχουν
πληροφόρηση και τα οποία έχουν σκοπό να μεταδώσουν πληροφόρηση στους μη
πληροφορημένους παίκτες. Οι παίκτες που στέλνουν τα σήματα ονομάζονται πομποί
ενώ αυτοί που τα δέχονται ονομάζονται παραλήπτες ή δέκτες. Τα σήματα μπορεί να
είναι αξιόπιστα ή μη, καθότι οι πομποί έχουν συχνά κίνητρο να τα χρησιμοποιήσουν
με στρατηγικό τρόπο.

   Η δομή ενός παιγνίου σηματοδότησης, για την περίπτωση δύο παικτών, μπορεί να
συνοψιστεί ως εξής:


     
	
   1. 
	οι συμμετέχοντες είναι οι παίκτες 1 και 2. Ο παίκτης 1 είναι ο πομπός και
     ο παίκτης 2 είναι ο παραλήπτης ή δέκτης
     
	
   2. 
	ο παίκτης 1 έχει ένα σύνολο τύπων, [image: T   1   ]. Συμβολίζουμε με [image: t  1   ] ένα τυπικό
     στοιχείο του συνόλου αυτού. Ο 1 γνωρίζει τον τύπο του, ενώ ο 2 όχι. Ο
     τελευταίος πιστεύει ότι η πιθανότητα του τύπου [image: t1   ] είναι ίση με [image: p(t1)  ]
     
	
   3. 
	ο παίκτης 1 επιλέγει κάποια ενέργεια (σήμα) [image: a1   ] από το σύνολο ενεργειών
     του, [image: A1   ]. Η επιλογή του 1 είναι συνάρτηση του τύπου του
     
	
   4. 
	ο παίκτης 2 παρατηρεί την ενέργεια του παίκτη 1 και επιλέγει με τη σειρά
     του κάποια ενέργεια [image: a2   ] από το σύνολο ενεργειών του, [image: A2   ]
     
	
                                                                     

                                                                     
   5. 
	οι   συναρτήσεις   χρησιμότητας   των   παικτών   1   και   2   είναι   οι
     [image: u1 (a1,a2,t1)  ] και [image: u2(a1,a2,t1)  ] αντίστοιχα. Δηλαδή, οι χρησιμότητες
     είναι συναρτήσεις των ενεργειών των παικτών, καθώς και του τύπου του
     πομπού
     


Η μελέτη των παιγνίων σηματοδότησης θα στηριχτεί στην έννοια της τέλειας
ισορροπίας κατά Bayes . Αναλόγως με τη συμπεριφορά του πομπού, δηλαδή
του αποστολέα των σημάτων, θα διακρίνουμε μεταξύ των εξής δύο τύπων
ισορροπίας.

Α. Διαχωριστική ισορροπία  
Η ισορροπία κατά την οποία οι τύποι του πομπού επιλέγουν διαφορετικές ενέργειες
(στέλνουν διαφορετικά σήματα).

Β. Συγκεντρωτική ισορροπία  
Η ισορροπία κατά την οποία όλοι οι τύποι του πομπού επιλέγουν την ίδια ενέργεια
(στέλνουν το ίδιο σήμα).

Παρακάτω θα παρουσιάσουμε ορισμένα σχετικά παραδείγματα. Σε κάθε ένα από
αυτά, το δυναμικό παίγνιο ελλιπούς πληροφόρησης θα μετατραπεί σε δυναμικό
παίγνιο ατελούς πληροφόρησης εισάγοντας τον παίκτη Φύση, ο οποίος επιλέγει τον
τύπο του πομπού (παίκτης 1). Το ατελές της πληροφόρησης έγκειται στο
ότι ο πομπός παρατηρεί την επιλογή της Φύσης, ενώ ο δέκτης (παίκτης 2)
όχι.

   ΄Ενας συμπαγής τρόπος παρουσίασης ενός παιγνίου σηματοδότησης παρουσιάζεται
στο παρακάτω σχήμα, στο οποίο ο πομπός έχει δύο τύπους ([image: t1   ] και [image: t′1   ]) και
δύο ενέργειες ([image: a1   ] και [image: b1   ]), ενώ ο δέκτης έχει δύο ενέργειες ([image: a2   ] και
[image: b  2   ]).


   

                                                                     

                                                                     
                                                                     

                                                                     



SVG-Viewer needed.




                                                                     

                                                                     
   


Ο αρχικός κόμβος ανήκει στον παίκτη Φύση, [image: N  ], ο οποίος επιλέγει τον τύπο του
παίκτη 1. Η πιθανότητα επιλογής του τύπου [image: t1   ] είναι ίση με [image: p  ], ενώ του τύπου [image:  ′ t1   ]
είναι [image: 1− p  ]. Ο παίκτης 1 παρατηρεί την επιλογή της Φύσης και συνεπώς γνωρίζει σε
ποιον κόμβο βρίσκεται. Σε κάθε σύνολο πληροφορίας του επιλέγει μεταξύ των
ενεργειών [image: a1   ] και [image: b1   ].

   Τέλος, ο παίκτης 2 παρατηρεί την επιλογή του 1, αλλά όχι την επιλογή της
Φύσης. Συνεπώς, όταν ο 2 παρατηρήσει κάποια ενέργεια, δεν γνωρίζει εάν αυτή
προέρχεται από τον τύπο [image: t1   ] ή τον τύπο [image:  ′ t1   ]. Δεδομένης της πληροφόρησης του,
επιλέγει μεταξύ των ενεργειών [image: a2   ] και [image: b2   ]. Οι αποδόσεις των παικτών
παραλείπονται.

Παράδειγμα 2
Δύο άτομα, ο 1 και ο 2, ενδέχεται να εμπλακούν σε διαμάχη εντός ενός καφέ. Ο 1
έχει δύο δυνατούς τύπους: είναι είτε σκληρός, είτε μαλθακός. Επομένως, το σύνολο
των τύπων του δίνεται από το σύνολο [image: T1 = { ]μαλθακός, σκληρός[image: } ]. Ο παίκτης 1
στέλνει πληροφόρηση για τον τύπο του μέσω της παραγγελίας που κάνει
στο καφέ: μπορεί να παραγγείλει είτε κις λορέν, [image: Q,  ] είτε μπύρα, [image: B  ]. Ο
παίκτης 2 παρατηρεί την ενέργεια (παραγγελία) του 1, άλλα όχι τον τύπο
του, και κατόπιν επιλέγει είτε να επιτεθεί, [image: F  ], στον 1 είτε να υποχωρήσει,
[image: N F  ].

   Το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη 1 αποτελείται από όλα τα ζεύγη
ενεργειών των δύο τύπων του. Το σύνολο αυτό έχει συνεπώς τη μορφή
[image: {QQ,  QB, BQ, BB } ], όπου το πρώτο σύμβολο κάθε ζεύγους υποδηλώνει την
ενέργεια του μαλθακού τύπου και το δεύτερο σύμβολο υποδηλώνει την ενέργεια του
σκληρού τύπου. ΄Ετσι, για παράδειγμα, το ζεύγος ενεργειών [image: QB  ] σημαίνει ο παίκτης
1 επιλέγει κις λορέν εάν είναι μαλθακού τύπου, και μπύρα εάν είναι σκληρού
τύπου.

   Το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη 2 αποτελείται από όλα τα ζεύγη
ενεργειών που αντιστοιχούν στα δύο σύνολα πληροφορίας του. Τα ζεύγη αυτά
περιγράφονται από το σύνολο [image: {FF, FN F, N FF, NF N F } ], όπου το πρώτο
σύμβολο κάθε ζεύγους υποδηλώνει την ενέργεια του παίκτη 2 στο αριστερό σύνολο
πληροφορίας του (βλ. επόμενο σχήμα) και το δεύτερο σύμβολο υποδηλώνει την
ενέργεια του στο δεξιό σύνολο πληροφορίας. Με άλλα λόγια, το πρώτο
σύμβολο υποδηλώνει την ενέργεια του παίκτη 2, εάν παρατηρήσει ότι ο
παίκτης 1 παραγγέλνει κις λορέν, [image: Q,  ] και το δεύτερο σύμβολο υποδηλώνει την
ενέργεια του παίκτη 2, εάν παρατηρήσει ότι ο παίκτης 1 παραγγέλνει μπύρα,
[image: B  ].

   Η αλληλεπίδραση που περιγράψαμε παρουσιάζεται από το παρακάτω παίγνιο
εκτεταμένης μορφής. ΄Οπως και προηγουμένως, θα υποθέσουμε ότι ο αρχικός κόμβος
του παιγνίου ανήκει στη Φύση, η οποία επιλέγει τον τύπο του παίκτη 1. ϒποθέτουμε
ότι η πιθανότητα επιλογής του μαλθακού τύπου είναι 0.1 ενώ του σκληρού είναι 0.9.
Ο παίκτης 1 παρατηρεί την επιλογή της Φύσης, ενώ ο παίκτης 2 όχι. Κατά
                                                                     

                                                                     
συνέπεια, κάθε ένα από τα σύνολα πληροφορίας του παίκτη 1 έχει έναν
κόμβο, ενώ κάθε ένα από τα σύνολα πληροφορίας του παίκτη 2 έχει δύο
κόμβους.

   Ας δούμε τώρα τις αποδόσεις των παικτών (ως συνάρτηση των ενεργειών τους
καθώς και του τύπου του παίκτη 1). Κατ’ αρχάς, υποθέτουμε ότι ο μαλθακός τύπος
του παίκτη 1 προτιμά το κις λορέν από τη μπύρα, ενώ ο σκληρός τύπος προτιμά το
αντίθετο. Και οι δύο τύποι προτιμούν να αποφύγουν τη διένεξη με τον παίκτη 2.
Αντιθέτως, ο παίκτης 2 προτιμά την επίθεση, υπό την προϋπόθεση όμως ότι έχει
απέναντι του τον μαλθακό τύπο. Σε διαφορετική περίπτωση, προτιμά την
υποχώρηση.

   Πιο συγκεκριμένα, η παραγγελία του επιθυμητού προϊόντος δίνει χρησιμότητα
[image: A >  0  ] για κάθε έναν από τους δύο τύπους του 1. Η δε αποφυγή της διένεξης
προσθέτει ακόμη [image: D > 0  ] μονάδες χρησιμότητας σε κάθε τύπο. Αν ο 2 έλθει σε
διαμάχη με τον μαλθακό τύπο του 1, κερδίζει 1 μονάδα χρησιμότητας, ενώ αν έλθει
σε διαμάχη με τον σκληρό τύπο, έχει χρησιμότητα -1. ΄Ολες οι άλλες περιπτώσεις
ενεργειών δίνουν χρησιμότητα 0, όπως δείχνουν οι τερματικοί κόμβοι του δέντρου (ο
πρώτος αριθμός σε κάθε ζεύγος αποδόσεων αντιπροσωπεύει την απόδοση του 1
).
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Θα υπολογίσουμε τις τέλειες ισοροπίες κατά Bayes  για το παραπάνω παίγνιο. Η
ανάλυση θα ακολουθήσει τα εξής βήματα. Θα προτείνουμε ένα ζεύγος ενεργειών για
τους δύο τύπους του παίκτη 1. Κατόπιν θα βρούμε τις αντίστοιχες βέλτιστες
αντιδράσεις του παίκτη 2 (καθώς και τις αντίστοιχες πεποιθήσεις του αναφορικά με
τον τύπο του 1). Τέλος θα επιβεβαιώσουμε αν οι δύο τύποι του παίκτη 1 έχουν
κίνητρο να επιλέξουν τις ενέργειες που προτείναμε (δεδομένων των ενεργειών του
παίκτη 2). Η ίδια διαδικασία θα επαναληφθεί για κάθε ζεύγος ενεργειών των δύο
τύπων του παίκτη 1.

   Θα διακρίνουμε μεταξύ 4 περιπτώσεων τέλειας ισορροπίας κατά Bayes :
     
	
   1. 
	διαχωριστική, με τον μαλθακό τύπο να επιλέγει [image: Q  ] και τον σκληρό τύπο
     να επιλέγει [image: B  ]
     
	
   2. 
	διαχωριστική, με τον μαλθακό τύπο να επιλέγει [image: B  ] και τον σκληρό τύπο
     να επιλέγει [image: Q  ]
     
	
   3. 
	συγκεντρωτική στο [image: Q  ] (και οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν [image: Q  ])
     
	
   4. 
	συγκεντρωτική στο [image: B  ] (και οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν [image: B  ])


Η ανάλυση που ακολουθεί θα στηριχτεί στην υπόθεση ότι [image: A > D  ]. Η υπόθεση
αυτή μας λέει ότι η αξία της πιο επιθυμητής παραγγελίας υπερβαίνει την αξία της
αποφυγής της διένεξης (υπενθυμίζουμε ότι το [image: D  ] δείχνει την επιπρόσθετη
χρησιμότητα που αποκομίζουν οι δύο τύποι του παίκτη 1 όταν δεν υπάρχει
διένεξη).

   Θα ορίσουμε τις πιθανότητες:




   
[image: q(Q) = P rob(t1 = μαλθακός|Q) ]


                                                                     

                                                                     


   
[image: q(B) = P rob(t1 = μαλθακός|B) ]

(i ) Ας υποθέσουμε ότι οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν τις προτεινόμενες
ενέργειες. Πως αναθεωρεί τις πεποιθήσεις του ο παίκτης 2[image: ;  ] Με βάση την
προτεινόμενη στρατηγική, ο μαλθακός τύπος του παίκτη 1 επιλέγει με πιθανότητα 1
το κις λορέν ενώ ο σκληρός τύπος επιλέγει με πιθανότητα 1 τη μπύρα. Συνεπώς, οι
συμβατές με αυτές τις επιλογές πεποιθήσεις του παίκτη 2 είναι:




   
[image: q(Q ) = P rob(t1 = μαλθακός|Q ) = 1 ]




   
[image: q(B ) = P rob(t1 = μαλθακός|B ) = 0 ]

Δεδομένων των παραπάνω, αν ο 2 παρατηρήσει ότι ο 1 καταναλώνει κις λορέν, θα
πιστέψει ότι βρίσκεται στον πάνω κόμβο του αριστερού συνόλου πληροφορίας του. Η
βέλτιστη ενέργεια του συνεπώς είναι η επίθεση, [image: F  ]. Και αν παρατηρήσει ότι ο 1
καταναλώνει μπύρα, [image: B  ], θα πιστέψει ότι βρίσκεται στον κάτω κόμβο του δεξιού
                                                                     

                                                                     
συνόλου πληροφορίας του, οπότε δεν θα επιτεθεί. Θα επιλέξει δηλαδή την ενέργεια
[image: N F  ].

   Μένει να εξετάσουμε το τελευταίο βήμα, εάν δηλαδή οι δύο τύποι του παίκτη 1
ακολουθήσουν το προτεινόμενο ζεύγος [image: QB  ]. Ας δούμε πρώτα τον μαλθακό τύπο.
Εάν επιλέξει κις λορέν, [image: Q  ], η απόδοση του είναι [image: A  ] (διότι ο 2 θα επιλέξει
[image: F  ]). Και αν επιλέξει μπύρα, [image: B  ], τότε η απόδοση του είναι [image: D  ], διότι, όπως
είπαμε παραπάνω, ο παίκτης 2 επιλέγει να μην επιτεθεί εάν παρατηρήσει ότι ο
παίκτης 1 επιλέγει μπύρα. Εφόσον έχουμε υποθέσει ότι [image: A  > D  ], ο μαλθακός
τύπος επιλέγει το κις λορέν και συνεπώς δεν αποκλίνει από το προτεινόμενο
ζεύγος.

   Ας δούμε, τέλος, τον σκληρό τύπο του παίκτη 1. Εάν επιλέξει μπύρα, [image: B  ], η
απόδοση του είναι [image: A + D  ], ενώ αν επιλέξει κις λορέν, [image: Q,  ] η απόδοση του είναι 0.
Το τελευταίο αυτό συμβαίνει διότι όταν ο 2 παρατηρεί κις λορέν, επιτίθεται. ΄Αρα ο
σκληρός τύπος επιλέγει την μπύρα, και συνεπώς ούτε αυτός ο τύπος αποκλίνει από
το προτεινόμενο ζεύγος.

   Συνοψίζοντας τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι ο συνδυασμός στρατηγικών και
πεποιθήσεων [image: {(QB, F N F),q(Q ) = 1,q(B ) = 0} ] αποτελεί τέλεια ισορροπία κατά
Bayes , υπό την υπόθεση πάντοτε ότι [image: A > D.  ]

(iii ) Η περίπτωση αυτή3 
δεν συνιστά τέλεια ισορροπία κατά Bayes , καθώς ο σκληρός τύπος του παίκτη 1 έχει
κίνητρο να αποκλίνει από την παραγγελία κις λορέν. Αν ο σκληρός τύπος επιλέξει κις
λορέν, η απόδοση του δεν θα υπερβαίνει το [image: D  ]. Αυτό είναι ανεξάρτητο των
πεποιθήσεων του παίκτη 2 αναφορικά με τον τύπο του 1. Αν όμως επιλέξει μπύρα, η
ελάχιστη απόδοση του είναι ίση με [image: A  ], όπου [image: A > D  ] (εξ’ υποθέσεως). Αυτό ισχύει
και πάλι ανεξάρτητα των πεποιθήσεων του 2. Συνεπώς ο σκληρός τύπος δεν επιλέγει
κις λορέν.

(iv ) Η περίπτωση αυτή επίσης δεν συνιστά τέλεια ισορροπία κατά Bayes , καθώς ο
μαλθακός τύπος του παίκτη 1 θα αποκλίνει από την μπύρα. Η αιτιολόγηση είναι
παρόμοια με αυτήν της προηγούμενης περίπτωσης. Αν ο μαλθακός τύπος επιλέξει
μπύρα, η απόδοση του δεν θα υπερβαίνει το [image: D  ]. Αυτό είναι ανεξάρτητο των
πεποιθήσεων του παίκτη 2 αναφορικά με τον τύπο του 1. Αν όμως επιλέξει κις λορέν,
η ελάχιστη απόδοση του είναι ίση με [image: A  ], όπου [image: A > D  ]. Αυτό ισχύει και πάλι
ανεξάρτητα των πεποιθήσεων του 2. Συνεπώς ο μαλθακός τύπος δεν επιλέγει
μπύρα.

(ii ) Η περίπτωση αυτή δεν συνιστά ισορροπία για λόγους παρόμοιους με αυτούς που
παρουσιάστηκαν στις προηγούμενες δύο περιπτώσεις.

Παράδειγμα 3 
΄Εστω παίγνιο στο οποίο αρχικά η Φύση επιλέγει τον τύπο του παίκτη 1. Οι
                                                                     

                                                                     
δυνατοί τύποι είναι οι [image: t 1   ] και [image: t′ 1   ]. Οι δύο τύποι είναι ισοπίθανοι. Ο παίκτης 1
παρατηρεί τον τύπο του και επιλέγει μεταξύ των ενεργειών [image: L  ] και [image: R  ]. Κατόπιν
επιλέγει ενέργεια ο παίκτης 2, έχοντας παρατηρήσει την ενέργεια του 1
αλλά όχι τον τύπο του. Οι δυνατές ενέργειες του παίκτη 2 είναι οι [image: U  ] και
[image: D  ].
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Το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη 1 αποτελείται από όλα τα ζεύγη ενεργειών
των τύπων του. Αυτά είναι τα [image: {LL, LR, RL,RR  },  ] όπου το πρώτο σύμβολο κάθε
ζεύγους υποδηλώνει την ενέργεια του τύπου [image: t1   ] και το δεύτερο σύμβολο
υποδηλώνει την ενέργεια του τύπου [image: t′1   ]. Το σύνολο των στρατηγικών του παίκτη 2
αποτελείται από όλα τα ζεύγη ενεργειών που αντιστοιχούν στα δύο σύνολα
πληροφορίας του. Αυτά είναι τα [image: {U U, UD, DU, U U} ], όπου το πρώτο σύμβολο
υποδηλώνει την ενέργεια του παίκτη 2 στο αριστερό σύνολο πληροφορίας του (βλ.
το παραπάνω σχήμα) και το δεύτερο σύμβολο υποδηλώνει την ενέργεια του 2 στο
δεξιό σύνολο πληροφορίας.

   Θα εξετάσουμε 4 περιπτώσεις τέλειας ισορροπίας κατά Bayes :
     
	
   1. 
	συγκεντρωτική στο [image: L  ] (και οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν [image: L  ])
     
	
   2. 
	συγκεντρωτική στο [image: R  ] (και οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν [image: R  ])
     
	
   3. 
	διαχωριστική, με τον τύπο [image: t1   ]  να επιλέγει [image: L  ] και τον [image: t′1   ]  να επιλέγει
     [image: R  ]
     
	
   4. 
	διαχωριστική, με τον τύπο [image: t1   ]  να επιλέγει [image: R  ] και τον [image:  ′ t1   ]  να επιλέγει
     [image: L  ]


Ξεκινούμε ορίζοντας τις εξής πιθανότητες:




   
[image: q(L) = Prob(t1|L ) ]


                                                                     

                                                                     


   
[image: q(R ) = Prob(t1|R ) ]

(i ) Η προτεινόμενη στρατηγική για τους δύο τύπους του παίκτη 1 είναι η
[image: LL  ]. Συνεπώς το αριστερό σύνολο πληροφορίας του παίκτη 2 βρίσκεται στο
(προτεινόμενο) μονοπάτι ισορροπίας. Δεδομένου ότι εξετάζουμε συγκεντρωτική
ισορροπία θα έχουμε [image: q(L) = 1∕2  ]. Η απόδοση του 2 από την επιλογή της [image: U  ] είναι
[image: 1 (3 + 4) = 3.5 2  ], ενώ από την [image: D  ] είναι [image: 1(0+ 1) = 1 2         2   ]. ΄Αρα, η βέλτιστη ενέργεια
του 2 είναι η [image: U  ].

   Ας δούμε τώρα αν οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέξουν όντως [image: LL  ]. Ξεκινούμε
με την περίπτωση του τύπου [image: t′1   ]. Αν ο τύπος αυτός επιλέξει [image: R  ], θα κερδίσει 1,
ανεξάρτητα του τι θα κάνει ο 2. Ενώ αν επιλέξει [image: L  ], θα κερδίσει 2, καθώς ο παίκτης
2 επιλέγει [image: U  ] σε αυτή την περίπτωση (όπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο).
΄Αρα, ο τύπος [image: t′ 1   ] θα επιλέξει [image: L  ].

   Θα εξετάσουμε τώρα την περίπτωση του τύπου [image: t  1   ]. Αν επιλέξει [image: L  ], κερδίζει 1.
Αν επιλέξει [image: R,  ] τότε ο [image: t1   ] κερδίζει είτε 2, αν ο 2 επιλέξει [image: U  ], είτε 0, αν ο 2
επιλέξει [image: D  ]. Δεδομένης της κατανομής [image: (q(R ),1− q(R ))  ], ο 2 προτιμά την [image: D  ] από
την [image: U  ] εάν [image: 2(1−  q(R )) ≥ q(R )  ] ή αν [image: q(R) ≤ 2∕3  ]. Συνεπώς αν [image: q(R) ≤ 2∕3  ], ο 2
επιλέγει [image: D  ], οπότε ο τύπος [image: t1   ] κερδίζει 0. Σε αυτή την περίπτωση ο τύπος [image: t1   ]
προτιμά να επιλέξει [image: L  ].

   Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι ο συνδυασμός στρατηγικών και
πεποιθήσεων [image: {(LL, UD ),q(L) = 1∕2,q(R) ≤ 2∕3)} ] αποτελεί τέλεια ισορροπία
κατά Bayes .

(ii ) Η προτεινόμενη στρατηγική για τους δύο τύπους του παίκτη 1 είναι η [image: RR  ].
Συνεπώς το δεξιό σύνολο πληροφορίας του παίκτη 2 βρίσκεται στο (προτεινόμενο)
μονοπάτι ισορροπίας. ΄Οπως και στην προηγούμενη περίπτωση, θα έχουμε
[image: q(R ) = 1 − q(R) = 1∕2  ]. Η απόδοση του 2 από την επιλογή της [image: U  ] είναι
[image: 12 (1 + 0) = 12   ], ενώ από την [image: D  ] είναι [image: 12(0 + 2) = 1  ]. ΄Αρα η βέλτιστη ενέργεια του
2 είναι η [image: D  ].

   Δεδομένου του παραπάνω, εύκολα συνάγεται ότι ο τύπος [image: t1   ] του παίκτη 1 θα
αποκλίνει από την [image: R  ]. Αν επιλέξει την ενέργεια αυτή, η απόδοση του θα είναι 0
(καθώς ο 2 επιλέγει [image: D  ]). Αν όμως επιλέξει [image: L  ], τότε θα κερδίσει 1 ανεξάρτητα του
[image: q(L)  ], διότι η βέλτιστη ενέργεια του 2 σε αυτή την περίπτωση είναι η [image: U  ]
ανεξαρτήτως του [image: q(L)  ].

   Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει τέλεια ισορροπία κατά Bayes 
στην οποία οι δύο τύποι του παίκτη 1 επιλέγουν [image: RR  ].
                                                                     

                                                                     

(iii ) Η προτεινόμενη στρατηγική για τον παίκτη 1 είναι [image: L  ] για τον τύπο [image: t 1   ] και [image: R  ]
για τον τύπο [image:  ′ t1   ]. Σε αυτή την περίπτωση, και τα δύο σύνολα πληροφορίας του
παίκτη 2 βρίσκονται στο μονοπάτι ισορροπίας. Δεδομένης της προτεινόμενης
στρατηγικής του 1, οι συμβατές πεποιθήσεις του 2 είναι [image: q(L ) = 1  ] και [image: q(R) = 0  ].
Κατά συνέπεια, ο 2 θα επιλέξει [image: U  ] στο αριστερό σύνολο πληροφορίας του και [image: D  ]
στο δεξιό σύνολο.

   Δεδομένου του παραπάνω βήματος, ο τύπος [image: t′ 1   ] του 1 δεν θα επιλέξει [image: R  ],
όπως μας λέει η προτεινόμενη στρατηγική. Αν ο [image: t′  1   ] αποκλίνει στην [image: L  ], θα
κερδίσει 2, το οποίο είναι υψηλότερο από την απόδοση που αποφέρει η ενέργεια
[image: R  ].

   Συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει τέλεια ισορροπία κατά Bayes  στην οποία οι τύποι
[image: t1   ] και [image: t′1   ] του παίκτη 1 επιλέγουν [image: L  ] και [image: R  ] αντίστοιχα.

(iv ) Η προτεινόμενη στρατηγική συνιστά [image: R  ] για τον τύπο [image: t1   ] και [image: L  ] για τον τύπο
[image: t′1   ]. Δεδομένης της προτεινόμενης στρατηγικής, οι συμβατές πεποιθήσεις του 2 είναι
[image: q(L) = 0  ] και [image: q(R ) = 1  ]. Κατά συνέπεια, ο 2 θα επιλέξει [image: U  ] τόσο στο αριστερό
όσο και στο δεξιό σύνολο πληροφορίας του.

   Ας δούμε τώρα αν ο παίκτης 1 παίζει με βέλτιστο τρόπο. Αν ο τύπος [image: t1   ] επιλέξει
[image: R  ] θα κερδίσει 2, ενώ αν αποκλίνει στην [image: L  ] θα έχει όφελος 1. Παρομοίως, αν ο
τύπος [image:  ′ t1   ] του παίκτη 1 επιλέξει [image: L  ] θα κερδίσει 2, ενώ αν αποκλίνει στην [image: R  ] θα
κερδίσει 1.

   Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι ο συνδυασμός στρατηγικών και
πεποιθήσεων [image: {(RL, U U),q(L) = 0,q(R) = 1} ] αποτελεί τέλεια ισορροπία κατά
Bayes .


   9.3.2    Σηματοδότηση στην αγορά εργασίας

Θεωρούμε μία τέλεια ανταγωνιστική αγορά εργασίας στην
οποία εμπλέκονται εργοδότες (επιχειρήσεις) και δυνητικοί
εργαζόμενοι.4 
Οι εργαζόμενοι χαρακτηρίζονται από το επίπεδο της παραγωγικότητας τους.
Συγκεκριμένα, μπορεί να είναι είτε υψηλής παραγωγικότητας, [image: θH  ], είτε χαμηλής,
[image: θL  ]. Κάθε εργαζόμενος γνωρίζει την παραγωγικότητα του, αλλά ο (δυνητικός)
εργοδότης όχι. Η παραγωγικότητα είναι συνεπώς ο τύπος του εργαζόμενου. Οι
εργοδότες πιστεύουν ότι ο τύπος ενός εργαζόμενου είναι [image: θH  ] με πιθανότητα [image: p  ] και
[image: θL  ] με πιθανότητα [image: 1 − p  ].

   Πριν την είσοδο του στην αγορά εργασίας, κάθε εργαζόμενος αποφασίζει για το
επίπεδο της εκπαίδευσης του, [image: e  ]. Το επίπεδο της εκπαίδευσης είναι παρατηρήσιμη
μεταβλητή. Το κόστος απόκτησης του επιπέδου εκπαίδευσης [image: e ≥ 0  ] δίνεται από τη
                                                                     

                                                                     
συνάρτηση [image: c(e,t)  ], όπου [image: t ∈ {θ ,θ }      H   L ].

   Θα κάνουμε τις εξής υποθέσεις αναφορικά με τη συνάρτηση κόστους:

ϒπόθεση 1   [image: ∂c(e,t)> 0,   ∂e  ] για κάθε [image: t ∈ {θ ,θ }       H  L ]

ϒπόθεση 2   [image: ∂c(e,θH)-< ∂c-(e,θL)    ∂e         ∂e  ]

Η πρώτη υπόθεση μας λέει ότι όση περισσότερη εκπαίδευση αποκτά ο εργαζόμενος,
τόσο μεγαλύτερο το κόστος αυτής. Η δεύτερη υπόθεση λέει ότι το οριακό κόστος
της εκπαίδευσης είναι χαμηλότερο για τον υψηλής παραγωγικότητας εργαζόμενο. Η
υπόθεση αυτή θα παίξει σημαντικό ρόλο στην ανάλυση, όπως θα δούμε
παρακάτω.

   Ο λόγος που οι εργαζόμενοι εκπαιδεύονται (στο παρόν υπόδειγμα) είναι για να
δώσουν ένα αξιόπιστο σήμα σχετικά με την παραγωγικότητα τους. Συγκεκριμένα, οι
υψηλής παραγωγικότητας εργαζόμενοι ενδέχεται να αποκτήσουν υψηλό επίπεδο
εκπαίδευσης (η οποία κοστίζει) ώστε να πείσουν τον εργοδότη ότι είναι όντως
υψηλής παραγωγικότητας. Πότε μπορεί να συμβεί αυτό[image: ;  ] ΄Οταν το κόστος
απόκτησης της εκπαίδευσης διαφέρει αρκετά μεταξύ των δύο τύπων, ώστε μόνο ο
τύπος [image: θH  ] να έχει την ικανότητα (ή το κίνητρο) να αποκτήσει υψηλή εκπαίδευση.
Παρατηρώντας συνεπώς ένα τέτοιο επίπεδο εκπαίδευσης, οι εργοδότες θα
αντιληφθούν εμμέσως τον τύπο του εργαζόμενου.

   Μετά την εκπαίδευση τους, οι εργαζόμενοι εισέρχονται στην αγορά και δέχονται
προσφορές μισθού από τους εργοδότες. Ο μισθός εξαρτάται από τις αναθεωρημένες
πεποιθήσεις που έχει ένας εργοδότης σχετικά με την παραγωγικότητα του
εργαζόμενου. Οι πεποιθήσεις αυτές προκύπτουν από το επίπεδο εκπαίδευσης, το
οποίο είναι, όπως είπαμε, παρατηρήσιμο. Θα συμβολίσουμε με [image: q(e)  ] την πιθανότητα
που αποδίδει ένας εργοδότης στο ενδεχόμενο ο εργαζόμενος να είναι υψηλής
παραγωγικότητας, δεδομένου ότι ο τελευταίος έχει επιλέξει το επίπεδο εκπαίδευσης
[image: e  ]. Δηλαδή:




   
[image: q(e) = P rob(t = θH |e) ]

                                                                     

                                                                     
Συμβολίζουμε με [image: w(e)  ] τον αντίστοιχο μισθό. Η υπόθεση της τέλειας ανταγωνιστικής
αγοράς εργασίας συνεπάγεται ότι ο μισθός αυτός θα είναι ίσος με την αναμενόμενη
παραγωγικότητα ενός εργαζομένου. Δηλαδή:


   	
   
[image: w(e) = q(e)θH + (1 − q(e))θL ]
	(9.1)




Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι αν οι επιχειρήσεις γνώριζαν με βεβαιότητα τον τύπο
ενός εργαζόμενου θα του προσέφεραν μισθό ίσο με την παραγωγικότητα του. Αν
συνεπώς οι επιχειρήσεις γνώριζαν ότι ο τύπος του εργαζόμενου είναι [image: θH  ], θα του
προσέφεραν μισθό [image: w = θH  ], ενώ αν ο τύπος ήταν [image: θL  ], θα του προσέφεραν μισθό
[image: w =  θ .       L  ]

   Θα υποθέσουμε ότι όλες οι επιχειρήσεις πωλούν το ίδιο προϊόν, το οποίο έχει
σταθερή τιμή ίση με 1. Το κόστος κάθε επιχείρησης προέρχεται μόνο από την
καταβολή μισθού στον εργαζόμενο. Το κέρδος συνεπώς μίας επιχείρησης όταν
απασχολήσει έναν εργαζόμενο εκπαίδευσης [image: e  ] καταβάλλοντας του αμοιβή [image: w(e)  ]
είναι ίσο με:




   
[image: π (e) = t− w (e),  t ∈ {θH ,θL} ]

Από τη μεριά του, ένας εργαζόμενος τύπου [image: t  ] επιλέγει το επίπεδο εκπαίδευσης [image: e  ]
το οποίο μεγιστοποιεί τη χρησιμότητα του:
                                                                     

                                                                     




   
[image: maxe {w (e)− c(e,t)},  t ∈ {θH ,θL} ]

Πριν αναλύσουμε τις επιλογές εκπαίδευσης που θα κάνει κάθε τύπος εργαζόμενου,
καθώς και τις αντίστοιχες προσφορές μισθών των επιχειρήσεων, είναι χρήσιμο να
δούμε τις συνέπειες των δύο υποθέσεων που έχουμε κάνει σχετικά με τη συνάρτηση
τους κόστους εκπαίδευσης, δηλαδή τις ϒποθέσεις 1 και 2.

   Για να προσδιορίσουμε τις συνέπειες αυτές, ας ξεκινήσουμε με την κατασκευή
των καμπυλών αδιαφορίας στο χώρο αμοιβής/εκπαίδευσης για τους δύο τύπους ενός
εργαζομένου. Μία τυπική καμπύλη αδιαφορίας αποτελείται από όλους τους
συνδυασμούς εκπαίδευσης [image: e  ] και μισθού [image: w  ] οι οποίοι δίνουν ένα σταθερό επίπεδο
χρησιμότητας, δεδομένου του τύπου του εργαζόμενου. Συνεπώς, μία τέτοια καμπύλη
ικανοποιεί αλγεβρικά τη σχέση:




   
[image:                -- w (e)− c(e,t) = u ]

όπου [image: -- u  ] ένα σταθερό επίπεδο χρησιμότητας και [image: t ∈ {θL,θH } ]. Παίρνοντας το ολικό
διαφορικό ως προς [image: w  ] και [image: e  ] της παραπάνω σχέσης έχουμε:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: dw    ∂c(e,t) de- = --∂e---> 0 ]
	(9.2)




Δηλαδή μία τυπική καμπύλη αδιαφορίας έχει θετική κλίση. ΄Οπως παρατηρούμε από
τη σχέση (9.2), η κλίση αυτή εξαρτάται από το επίπεδο παραγωγικότητας του
εργαζομένου. Από την ϒπόθεση 2 προκύπτει ότι η κλίση μίας καμπύλης αδιαφορίας
του τύπου [image: θH  ] είναι μικρότερη από τη κλίση της αντίστοιχης καμπύλης για τον τύπο
[image: θL.  ] Αυτό σημαίνει ότι ένας εργαζόμενος χαμηλής παραγωγικότητας απαιτεί
μεγαλύτερη αύξηση της αμοιβής του (απαιτεί μεγαλύτερη αποζημίωση) έναντι μίας
δεδομένης αύξησης του επιπέδου εκπαίδευσης, σε σχέση με αυτό που απαιτεί ένας
εργαζόμενος υψηλής παραγωγικότητας.

   Διαγραμματικά, τα παραπάνω σημαίνουν ότι οι καμπύλες αδιαφορίας των τύπων
[image: θH  ] και [image: θL  ] μπορούν να τέμνονται μόνο μία φορά, ικανοποιούν δηλαδή τη λεγόμενη
ιδιότητα της μοναδικής τομής. Η σχετική εικόνα παρουσιάζεται στο επόμενο σχήμα,
στο οποίο η καμπύλη [image: IC (θH )  ] απεικονίζει μία τυπική καμπύλη αδιαφορίας που
αντιστοιχεί στον υψηλής παραγωγικότητας εργαζόμενο, ενώ η καμπύλη [image: IC (θL)  ]
είναι η αντίστοιχη καμπύλη για τον εργαζόμενο χαμηλής παραγωγικότητας. Οι
σχετικές κλίσεις των καμπυλών αυτών εξασφαλίζουν ότι αυτές θα τέμνονται μία
μόνο φορά. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα, η τομή λαμβάνει χώρα στο επίπεδο
εκπαίδευσης [image: e  ].










                                                                     

                                                                     

[image: Καμπύλες αδιαφορίας τύπων]




 Σχήμα 9.4: Καμπύλες αδιαφορίας τύπων [image: θH  ] και [image: θL  ]








Μία άλλη συνέπεια των ϒποθέσεων 1 και 2 είναι ότι για μία δεδομένη αμοιβή [image: w (e),  ]
ο εργαζόμενος υψηλής παραγωγικότητας θα επιλέξει ένα ασθενώς υψηλότερο
επίπεδο εκπαίδευσης από τον εργαζόμενο χαμηλής παραγωγικότητας. Ας
συμβολίσουμε με [image: e(θH )  ] και [image: e(θL)  ] τις επιλογές των τύπων [image: θH  ] και [image: θL  ]
αντίστοιχα. Θα υποθέσουμε ότι η αμοιβή της εργασίας είναι αύξουσα (και γραμμική)
συνάρτηση του επιπέδου εκπαίδευσης. Η συνάρτηση αυτή απεικονίζεται από την
ευθεία [image: w (e)  ] του επόμενου σχήματος:










                                                                     

                                                                     

SVG-Viewer needed.





 Σχήμα 9.5: Επίπεδο εκπαίδευσης ως συνάρτηση των τύπων






΄Οπως βλέπουμε από το διάγραμμα, ο εργαζόμενος τύπου [image: θH  ] ισορροπεί
στο σημείο [image: H,  ] ενώ ο εργαζόμενος τύπου [image: θL  ] ισορροπεί στο σημείο [image: L  ].
Δεδομένης της αμοιβής [image: w (e)  ], αν ο εργαζόμενος τύπου [image: θH  ] επέλεγε εκπαίδευση
χαμηλότερη από [image: e(θ )    L  ] θα βρισκόταν σε καμπύλη αδιαφορίας χαμηλότερη της
[image: IC (θH)  ].

   Είμαστε τώρα σε θέση να μελετήσουμε τις ισορροπίες του παιγνίου στο οποίο οι
εργαζόμενοι επιλέγουν επίπεδα εκπαίδευσης και οι εργοδότες προσφέρουν μισθούς.
Θα εξετάσουμε τόσο διαχωριστικές ισορροπίες (οι δύο τύποι του εργαζόμενου
επιλέγουν διαφορετικά επίπεδα εκπαίδευσης), όσο και συγκεντρωτικές ισορροπίες (οι
δύο τύποι επιλέγουν το ίδιο επίπεδο εκπαίδευσης). Πριν ξεκινήσουμε, ας
συνοψίσουμε την αλληλεπίδραση μεταξύ εργοδοτών και εργαζομένων:
     
	
   1. 
	αρχικά η Φύση επιλέγει τον τύπο (παραγωγικότητα) των εργαζομένων
     βάσει της κατανομής [image: (p,1−  p)  ]
     
	
   2. 
	κατόπιν, κάθε εργαζόμενος επιλέγει ένα επίπεδο εκπαίδευσης [image: e  ]
                                                                     

                                                                     
     
	
   3. 
	τέλος,   οι   εργοδότες   παρατηρούν   το   επίπεδο   εκπαίδευσης   ενός
     εργαζομένου και κάνουν προσφορά μισθού [image: w(e)  ]


Α. Διαχωριστικές ισορροπίες
Σε μία διαχωριστική ισορροπία κάθε τύπος εργαζόμενου αποκτά διαφορετικό επίπεδο
εκπαίδευσης, δηλαδή [image: e(θH) ⁄= e(θL).  ] Οι πεποιθήσεις που θα σχηματίσουν οι
επιχειρήσεις αν παρατηρήσουν αυτά τα μεγέθη, θα έχουν την εξής μορφή:


   	
   
[image: q(e(θH)) = Prob(t = θH |e(θH )) = 1 ]
	(9.3)





   	
   
[image: q(e(θL)) = Prob(t = θH |e(θL)) = 0 ]
	(9.4)




Απομένει να προσδιορίσουμε τις πεποιθήσεις των επιχειρήσεων για επίπεδα
εκπαίδευσης εκτός ισορροπίας, δηλαδή για επίπεδα εκπαίδευσης [image: e ∕∈ {e(θL ),e(θH )}.  ]
Αυτό θα γίνει λίγο παρακάτω, αφού πρώτα κάνουμε μία παρατήρηση σχετικά με την
επιλογή ενός εργαζόμενου με τύπο [image: θL  ].
                                                                     

                                                                     

   Ας ρωτήσουμε το εξής: υπάρχει διαχωριστική ισορροπία στην οποία ο τύπος [image: θ  L  ]
επιλέγει αυστηρά θετικό επίπεδο εκπαίδευσης[image: ;  ] Η απάντηση είναι όχι. Ας δούμε γιατί
συμβαίνει αυτό. ΄Εστω ότι ο τύπος [image: θL  ] επιλέγει σε κάποια διαχωριστική ισορροπία
εκπαίδευση [image: e > 0  ]. Δεδομένου ότι εξετάζουμε διαχωριστική ισορροπία, οι επιχειρήσεις
θα συνάγουν ότι ο τύπος του εργαζόμενου είναι [image: θL  ], οπότε θα προσφέρουν
μισθό5 
[image: w (e) = θL.  ] Κατά συνέπεια, η χρησιμότητα του χαμηλού τύπου θα είναι:




   
[image: u(e,θL ) = θL − c(e,θL) ]

Αν ο τύπος αυτός αποκλίνει στο μηδενικό επίπεδο εκπαίδευσης τότε θα λάβει
αμοιβή:




   
[image: w(0) = q(0)θH + (1 − q(0))θL ]

όπου [image: q(0)  ] είναι η πιθανότητα ότι ο τύπος του εργαζόμενου είναι [image: θH  ] δεδομένου
του (εκτός ισορροπίας) μηδενικού επιπέδου εκπαίδευσης. Η χρησιμότητα
από την επιλογή του μηδενικού επιπέδου εκπαίδευσης θα είναι συνεπώς ίση
με:


                                                                     

                                                                     


   
[image: u(0,θL) = q(0)θH + (1 − q(0))θL − c(0,θL ) ]

Παρατηρούμε ότι ισχύει η ανισότητα [image: c(0,θL) < c(e,θL)  ]. Επίσης έχουμε
ότι:




   
[image: q(0)θH + (1 − q(0))θL ≥ θL ]

Αν συνδυάσουμε τις δύο τελευταίες ανισότητες, θα διαπιστώσουμε ότι
[image: u(0,θ ) > u(e,θ )      L         L  ]. ΄Αρα, όντως ο τύπος [image: θ  L  ] έχει κίνητρο να αποκλίνει στο
μηδενικό επίπεδο εκπαίδευσης. Αυτό συμβαίνει διότι η απόκλιση αυτή μειώνει το
κόστος του, χωρίς να μειώσει την αμοιβή του. Συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει
διαχωριστική ισορροπία στην οποία ο χαμηλής παραγωγικότητας εργαζόμενος
επιλέγει θετικό επίπεδο εκπαίδευσης.

   Κάθε διαχωριστική ισορροπία θα περιλαμβάνει συνεπώς επιλογές εκπαίδευσης
της μορφής [image: (0,e(θH ))  ]. Σε αυτή την περίπτωση, οι πεποιθήσεις των επιχειρήσεων
θα είναι ως εξής (εφαρμόζοντας τις σχέσεις 9.3-9.4):




                                                                     

                                                                     
   
[image: q(e(θH)) = Prob(t = θH |e(θH )) = 1 ]




   
[image: q(0) = Prob(t = θH |0 ) = 0 ]

Ποιες πεποιθήσεις θα σχηματίσουν οι επιχειρήσεις μετά από γεγονότα εκτός
ισορροπίας[image: ;  ] Με άλλα λόγια, ποιες πεποιθήσεις αντιστοιχούν σε αποκλίσεις
[image: e ∕∈ {eL,eH};  ] Σε τέτοιες περιπτώσεις ο κανόνας του Bayes  δεν μπορεί
να εφαρμοστεί. Δεδομένου επίσης, ότι η τέλεια ισορροπία κατά Bayes  δεν
περιορίζει τις πεποιθήσεις για εκτός ισορροπίας γεγονότα, θα προσδιορίσουμε τις
πεποιθήσεις των επιχειρήσεων κατά το δοκούν. Θα υποθέσουμε λοιπόν τα
εξής:




   	
   
[image:        { 1,  αν e ≥ e(θH ) q(e) =   0,  αν e < e(θ  )                       H ]
	(9.5)



                                                                     

                                                                     

Δηλαδή, εάν οι επιχειρήσεις παρατηρήσουν επίπεδο εκπαίδευσης μεγαλύτερο ή ίσο με
[image: e(θH )  ], τότε πιστεύουν ότι ο εργαζόμενος είναι υψηλής παραγωγικότητας με
πιθανότητα 1. Σε αντίθετη περίπτωση, εάν δηλαδή παρατηρήσουν επίπεδο
εκπαίδευσης μικρότερο από [image: e(θH ),  ] τότε πιστεύουν ότι ο εργαζόμενος είναι χαμηλής
παραγωγικότητας με πιθανότητα 1.

   Χρησιμοποιώντας τις παραπάνω πεποιθήσεις, η στρατηγική κάθε επιχείρησης
αναφορικά με τις αμοιβές θα έχει την εξής μορφή:




   	
   
[image:        {  θH,  αν e ≥ e(θH ) w (e) =   θ ,  αν e < e(θ  )            L            H ]
	(9.6)




Οι αμοιβές που προσδιορίζονται από την παραπάνω σχέση είναι συμβατές με το
γεγονός ότι, όταν οι επιχειρήσεις γνωρίζουν τον τύπο του εργαζόμενου, η αμοιβή
του είναι ίση με την παραγωγικότητα του. Για επίπεδα εκπαίδευσης [image: e ≥ e(θ )        H  ], οι
επιχειρήσεις πιστεύουν ότι ο εργαζόμενος είναι υψηλού τύπου, οπότε η αμοιβή
του είναι ίση με [image: θH  ]. Σε αντίθετη περίπτωση, οι επιχειρήσεις πιστεύουν
ότι ο εργαζόμενος είναι χαμηλού τύπου, οπότε η αμοιβή του είναι ίση με
[image: θL  ].

   Είμαστε τώρα έτοιμοι να γράψουμε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί ένα
ζεύγος επιλογών εκπαίδευσης ώστε αυτό να αποτελεί μέρος μίας διαχωριστικής
ισορροπίας. ϒπενθυμίζουμε ότι αυτές οι επιλογές θα είναι της μορφής [image: (0,e(θ  ))      H  ].

   Η πρώτη συνθήκη εξασφαλίζει ότι ο υψηλής παραγωγικότητας εργαζόμενος
προτιμά να εκληφθεί ως τέτοιος:


   	
                                                                     

                                                                     
   
[image: θH − c(e(θH ),θH) ≥ θL − c(0,θH ) ]
	(9.7)




Η επόμενη συνθήκη εξασφαλίζει κάτι ανάλογο για τον χαμηλής παραγωγικότητας
εργαζόμενο:


   	
   
[image: θL − c(0,θL) ≥ θH − c(e(θH),θL) ]
	(9.8)




Αν ισχύουν οι (9.7) και (9.8), και οι πεποιθήσεις δίνονται από τη σχέση (9.5), τότε
ουδείς τύπος θα αποκλίνει ούτε σε κάποιο [image: e∈∕{0,e(θH )} ]. Ας δούμε γιατί,
ξεκινώντας από τον τύπο [image: θ  H  ]. Αν ο τύπος αυτός αποκλίνει σε επίπεδο εκπαίδευσης
[image: e > e(θH)  ] τότε οι επιχειρήσεις θα αποφανθούν ότι είναι υψηλής παραγωγικότητας,
όπως η σχέση (9.5) προσδιορίζει, και συνεπώς θα λάβει αμοιβή [image: θH  ] (σχέση 9.6). Η
απόκλιση αυτή θα οδηγήσει σε κόστος [image: c(e,θH ) > c(e(θH ),θH )  ]. Κατά συνέπεια, η
απόκλιση αφήνει σταθερή την αμοιβή και ταυτόχρονα αυξάνει το κόστος.
΄Αρα ο τύπος [image: θH  ] δεν έχει κίνητρο να αποκλίνει σε επίπεδο εκπαίδευσης
[image: e > e(θH)  ].

   Ας δούμε τώρα μία πιθανή απόκλιση του τύπου [image: θ  H  ] σε επίπεδο εκπαίδευσης
[image: e < e(θH)  ]. Σε αυτή την περίπτωση, η αμοιβή του θα είναι [image: θL  ] (βάσει των σχέσεων
9.5 και 9.6), ενώ η χρησιμότητα του θα είναι [image: θL − c(e,θH ).  ] ΄Ομως έχουμε τα
εξής:


                                                                     

                                                                     


   
[image: θL − c(e,θH) < θL − c(0,θH ) ≤ θH − c(e(θH ),θH ) ]

όπου η πρώτη ανισότητα ισχύει λόγω του ότι η συνάρτηση κόστους είναι αύξουσα ως
προς το επίπεδο εκπαίδευσης ενώ η δεύτερη ανισότητα ισχύει λόγω του ότι
δεχόμαστε (προσωρινά) την ισχύ της (9.7). Συμπεραίνουμε ότι ο τύπος [image: θH  ] δεν θα
αποκλίνει σε επίπεδο εκπαίδευσης [image: e < e(θH)  ].

   Χρησιμοποιώντας ανάλογα επιχειρήματα μπορούμε να αποκλίσουμε την απόκλιση
και του χαμηλού τύπου σε οποιοδήποτε επίπεδο εκπαίδευσης [image: e ∕∈ {0,e(θH )} ],
υποθέτοντας πάντα την ισχύ της (9.8). ϒπενθυμίζουμε ότι αν ο τύπος [image: θ  L  ] επιλέξει
μηδενική εκπαίδευση, η απόδοση του θα είναι [image: θL − c(0,θL)  ]. Εάν αποκλίνει σε
επίπεδο εκπαίδευσης [image: e < e(θH )  ] τότε αμοιβή του θα παρέμενε ίση με [image: θL  ] (βάσει
των σχέσεων 9.5 και 9.6), ενώ το κόστος του θα αυξανόταν σε [image: c(e,θL)  ]. ΄Αρα, η
απόκλιση αυτή δεν είναι επιθυμητή.

   Τέλος, αν ο τύπος [image: θL  ] αποκλίνει σε επίπεδο εκπαίδευσης [image: e > e(θH )  ], θα
έχει αμοιβή [image: θH  ] ενώ η χρησιμότητα του θα είναι ίση με [image: θH − c(e,θL)  ].
΄Ομως:




   
[image: θ  − c(e,θ ) < θ − c(e(θ ),θ ) ≤ θ  − c(0,θ  )  H        L    H        H   L     L       L ]

όπου και πάλι η πρώτη ανισότητα ισχύει λόγω του ότι η συνάρτηση κόστους είναι
αύξουσα ως προς το επίπεδο εκπαίδευσης, ενώ η δεύτερη ανισότητα ισχύει λόγω του
ότι δεχόμαστε την ισχύ της (9.8).

   Συνεπώς, για να μελετήσουμε το κατά πόσο ένας συνδυασμός επιλογών
εκπαίδευσης συνιστά διαχωριστική ισορροπία, αρκεί να εξετάσουμε την ισχύ των
σχέσεων (9.7) και (9.8), λαμβάνοντας υπ΄ όψιν βέβαια και τις πεποιθήσεις
επιχειρήσεων, δηλαδή τη σχέση (9.5).
                                                                     

                                                                     

   Για να προσδιορίσουμε πλήρως τις διαχωριστικές ισορροπίες, ας αποκλείσουμε
πρώτα τη μορφή που δεν μπορούν να έχουν. Στο επόμενο σχήμα, ο τύπος [image: θH  ]
επιλέγει επίπεδο εκπαίδευσης [image: e(θH )  ], ενώ ο τύπος [image: θL  ] επιλέγει μηδενικό
επίπεδο εκπαίδευσης. Τα αντίστοιχα σημεία στο σχήμα είναι τα [image: H  ] (επί της
[image: IC (θH)  ]) και [image: L  ] (επί της [image: IC (θL)  ]). Τα δύο κόκκινα ευθύγραμμα τμήματα
απεικονίζουν την αμοιβή της εργασίας, όπως αυτή προσδιορίζεται από τη σχέση
(9.6).

   Ο συγκεκριμένος συνδυασμός επιλογών [image: (0,e(θH))  ] δεν συνιστά διαχωριστική
ισορροπία. Αν ο τύπος [image: θ  L  ] μιμηθεί τον τύπο [image: θ  H  ] επιλέγοντας [image: e(θ )    H  ] αντί του
μηδενικού επιπέδου εκπαίδευσης, θα βρεθεί σε καμπύλη αδιαφορίας υψηλότερη της
[image: IC (θL)  ]. Συγκεκριμένα, θα βρεθεί επί της καμπύλης [image:    ′ IC (θL)  ], η οποία
αντιπροσωπεύει χρησιμότητα μεγαλύτερη από αυτήν της [image: IC (θL )  ].
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 Σχήμα 9.6: Μη διαχωριστική ισορροπία






Ας δούμε τώρα μία διαφορετική περίπτωση. Στο παράδειγμα του επόμενου σχήματος,
ο συνδυασμός [image: (0,e(θH))  ] συνιστά διαχωριστική ισορροπία. Ο τύπος [image: θL  ]
δεν επιθυμεί να μιμηθεί το επίπεδο εκπαίδευσης του τύπου [image: θH  ], καθώς
κάτι τέτοιο θα τον έφερνε σε χαμηλότερη καμπύλη αδιαφορίας. Παρομοίως,
ο τύπος [image: θH  ] δεν επιθυμεί να μιμηθεί το επίπεδο εκπαίδευσης του τύπου
[image: θL  ]. Συνεπώς, οι επιλογές των δύο τύπων αποτελούν μέρος διαχωριστικής
ισορροπίας.
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 Σχήμα 9.7: Διαχωριστική ισορροπία στο [image: (0,e(θ  ))       H  ]






Ποια είναι η διαφορά μεταξύ των δύο περιπτώσεων[image: ;  ] Στην πρώτη περίπτωση, ο
τύπος [image: θH  ] επιλέγει ένα σχετικά χαμηλό επίπεδο εκπαίδευσης, το οποίο
μπορεί να μιμηθεί ο τύπος [image: θ  L  ] (η μίμηση δεν κοστίζει πολύ σε όρους του
κόστους εκπαίδευσης). Στη δεύτερη περίπτωση, η επιλογή του τύπου [image: θH  ] είναι
σχετικά υψηλή, και συνεπώς η μίμηση της καθίσται ασύμφορη για τον τύπο
[image: θL  ].

   Το οριακό σημείο που καθιστά μία μίμηση συμφέρουσα ή μη, δίνεται από το
σημείο τομής της καμπύλης αδιαφορίας του χαμηλού τύπου που αντιστοιχεί σε
χρησιμότητα μηδενικής εκπαίδευσης και αμοιβής [image: θL  ], και της καμπύλης αδιαφορίας
του υψηλού τύπου που αντιστοιχεί σε μία δεδομένη επιλογή εκπαίδευσης του. Το
σημείο αυτό απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα.

   Ας ορίσουμε με [image: e  ] το επίπεδο εκπαίδευσης που κάνει αδιάφορο τον τύπο [image: θL  ]
μεταξύ της επιλογής μηδενικού επιπέδου εκπαίδευσης, συνοδευόμενου από αμοιβή
[image: θL  ], και της επιλογής επιπέδου εκπαίδευσης [image: e  ], συνοδευόμενου από αμοιβή [image: θH  ].
Το σημείο αυτό ικανοποιεί τη σχέση:




   
[image: θ  − c(0,θ ) = θ − c(e,θ )  L        L    H     -  L ]









                                                                     

                                                                     

[image: Ελάχιστο επίπεδο διαφοροποίησης επιλογών]




 Σχήμα 9.8: Ελάχιστο επίπεδο διαφοροποίησης επιλογών






Αν ο τύπος [image: θH  ] επιλέξει επίπεδο εκπαίδευσης μεγαλύτερο ή ίσο με [image: e  ],
τότε ο τύπος [image: θL  ] δεν έχει κίνητρο να μιμηθεί την επιλογή του: η μίμηση
είτε θα τον φέρει σε χαμηλότερη καμπύλη αδιαφορίας (εάν ο τύπος [image: θH  ]
επιλέξει εκπαίδευση αυστηρά μεγαλύτερη από [image: e  ]) ή δεν θα μεταβάλλει τη
χρησιμότητα του (εάν ο τύπος [image: θ  H  ] επιλέξει εκπαίδευση ακριβώς ίση με
[image: e ]).

   Για παράδειγμα, ας δούμε την περίπτωση όπου ο τύπος [image: θL  ] επιλέγει [image: e(θH ) = e  ].
Οι πεποιθήσεις των επιχειρήσεων σε αυτή την περίπτωση διαμορφώνονται ως
εξής:




   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:       { q(e) =   1,  αν e ≥ e          0,  αν e < e. ]
	(9.9)




Δεδομένων αυτών των πεποιθήσεων, η στρατηγική των επιχειρήσεων αναφορικά με
την αμοιβή που προσφέρουν συνοψίζεται ως εξής:




   	
   
[image:        {           θH  αν e ≥ e w (e) =   θL, αν e < e. ]
	(9.10)




Η σχέση (9.10) απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα (συνδυασμός των δύο κόκκινων
τμημάτων). 









                                                                     

                                                                     

[image: Διαχωριστική ισορροπία στο]




 Σχήμα 9.9: Διαχωριστική ισορροπία στο [image: (0,  ]e [image: )  ]






Η μίμηση της επιλογής [image: e(θH) = e  ] εκ μέρους του τύπου [image: θL  ], δεν αυξάνει τη
χρησιμότητα του τελευταίου. Συνεπώς, ο τύπος αυτός δεν θα αποκλίνει από το
μηδενικό επίπεδο εκπαίδευσης. Κατά συνέπεια, έχουμε μία διαχωριστική ισορροπία
στο [image: (0,e)  ]: ο χαμηλός τύπος επιλέγει μηδενική εκπαίδευση και ο υψηλός τύπος
επιλέγει [image: e  ].

   ϒπάρχουν όμως και άλλες διαχωριστικές ισορροπίες. Για να τις προσδιορίσουμε,
ορίζουμε το [image: e  ] ως το επίπεδο εκπαίδευσης το οποίο ικανοποιεί τη σχέση:


   	
   
[image:        - θH − c(e,θH) = θL − c(0,θH ) ]
	(9.11)




Το επίπεδο [image: - e  ] καθιστά τον υψηλό τύπο αδιάφορο μεταξύ της απόκτησης αυτού του
επιπέδου εκπαίδευσης, συνοδευόμενου από αμοιβή [image: θH  ], και της μηδενικής
εκπαίδευσης, συνοδευόμενης από αμοιβή [image: θL  ]. Κάθε επίπεδο εκπαίδευσης
μεγαλύτερο από [image: e  ] είναι μη επιθυμητό από τον τύπο [image: θH  ] υπό την έννοια
ότι:


   	
   
[image: θH − c(e,θH) < θL − c(0,θH ), όταν e > e ]
	(9.12)




Η παραπάνω ανισότητα προκύπτει από το γεγονός ότι η συνάρτηση κόστους
είναι αύξουσα ως προς το επίπεδο εκπαίδευσης, σε συνδυασμό με τη σχέση
(9.11).

   Ας θεωρήσουμε τους συνδυασμούς [image: {0,e∗} ], όπου [image: e∗ ∈ (e,e]  ]. Θεωρούμε
δηλαδή όλους τους συνδυασμούς επιλογών εκπαίδευσης στους οποίους ο χαμηλός
τύπος επιλέγει μηδενική εκπαίδευση, και ο υψηλός τύπος επιλέγει κάποιο
επίπεδο στο διάστημα [image: (e,e]  -  ]. Θεωρούμε επίσης, τις εξής πεποιθήσεις των
επιχειρήσεων:




   	
                                                                     

                                                                     
   
[image:       {             ∗ q(e) =   1, αν e ≥ e∗          0, αν e < e ]
	(9.13)




Κάθε συνδυασμός ο οποίος ικανοποιεί τα παραπάνω συνιστά διαχωριστική ισορροπία.
Ας δούμε γιατί. Κατ’ αρχάς, εφόσον [image:  ∗ e >  e  ], ο χαμηλός τύπος δεν μπορεί να
μιμηθεί την επιλογή του υψηλού τύπου. Κατά δεύτερον, οι επιχειρήσεις σχηματίζουν
πεποιθήσεις συνεπείς με τις επιλογές των δύο τύπων (οι οποίες, όπως πάντα,
ορίζονται αυθαίρετα για τις εκτός ισορροπίας επιλογές). Τέλος, η επιλογή του
υψηλού τύπου δεν υπερβαίνει την τιμή [image: e  ] (σε αντίθετη περίπτωση, ο υψηλός τύπος
θα προτιμούσε το μηδενικό επίπεδο εκπαίδευσης, όπως προκύπτει από τη σχέση
(9.12).

Β. Συγκεντρωτικές ισορροπίες
Σε μία συγκεντρωτική ισορροπία οι δύο τύποι επιλέγουν το ίδιο επίπεδο εκπαίδευσης,
έστω [image: ^e.  ] Αυτό συνεπάγεται, όπως έχουμε αναφέρει σε ανάλογες περιπτώσεις, ότι οι
επιχειρήσεις δεν αναθεωρούν τις πεποιθήσεις τους. Συνεπώς [image: q(^e) = p  ].
Ποιες είναι όμως οι εκτός ισορροπίας πεποιθήσεις[image: ;  ] Η τέλεια ισορροπία κατά
Bayes  δεν τις περιορίζει. Εμείς για ευκολία θα υποθέσουμε ότι κάθε επίπεδο
εκπαίδευσης διαφορετικό του [image: ^e ] κάνει τους εργοδότες να πιστέψουν ότι ο
εργαζόμενος είναι χαμηλής παραγωγικότητας. Δηλαδή, [image: q(e) = 0  ], για κάθε
[image: e ⁄= ^e ].

   Συνοψίζοντας, θα ελέγξουμε την ύπαρξη συγκεντρωτικής ισορροπίας όπου και οι
δύο τύποι ενός εργαζόμενου επιλέγουν επίπεδο εκπαίδευσης [image: ^e ] και οι επιχειρήσεις
σχηματίζουν τις πεποιθήσεις:


   	
   
[image:       { q(e) =   p,  αν e = ^e          0,  αν e ⁄= ^e. ]
	(9.14)


                                                                     

                                                                     


Συμβολίζουμε με [image: w(^e)  ] την αμοιβή του εργαζόμενου στην παραπάνω συγκεντρωτική
ισορροπία. Τότε, έχουμε:


   	
   
[image: w (^e) = pθ + (1 − p)θ          H           L ]
	(9.15)




Θα χρησιμοποιήσουμε για ευκολία τον συμβολισμό [image: θp = pθH + (1− p)θL  ], και θα
ορίσουμε το επίπεδο προσπάθειας [image:  ′ e ] το οποίο ικανοποιεί την ισότητα:


   	
   
[image: θ  − c(e′,θ ) = θ − c(0,θ )  p        L     L       L ]
	(9.16)




Δηλαδή, το επίπεδο εκπαίδευσης [image:  ′ e ] είναι τέτοιο ώστε ο χαμηλής παραγωγικότητας
εργαζόμενος είναι αδιάφορος μεταξύ του επιπέδου εκπαίδευσης [image: e′ ], συνοδευόμενο
από αμοιβή [image: θp  ], και του μηδενικού επιπέδου εκπαίδευσης, συνοδευόμενου από
αμοιβή [image: θL  ].
                                                                     

                                                                     

   Θα δείξουμε ότι ουδείς τύπος ([image: θ  H  ] ή [image: θ  L  ]) έχει κίνητρο να αποκλίνει από το
επίπεδο εκπαίδευσης [image: ^e ], υπό την προϋπόθεση ότι [image:      ′ ^e ≤ e ,  ] δεδομένων πάντα των
πεποιθήσεων των επιχειρήσεων. Για τον σκοπό αυτό, θα πρέπει να εξετάσουμε δύο
περιπτώσεις: ([image: i  ]) πιθανή απόκλιση σε [image: e > ^e ] και ([image: ii  ]) πιθανή απόκλιση σε
[image: e < ^e ].

([image: i  ]) ΄Εστω απόκλιση (οποιουδήποτε τύπου) σε επίπεδο εκπαίδευσης [image: e > ^e ]. Τότε, η
αγορά θα σχηματίσει τις προσδοκίες [image: q(e) = 0  ] (από τη σχέση 9.14). Συνεπώς, ο
μισθός που θα λάβει ο εργαζόμενος είναι [image: w(e) = θL  ], όπου προφανώς έχουμε ότι
[image: w (e) < w (^e)  ]. Η τελευταία αυτή ανισότητα ισχύει λόγω της (9.15) και της
ανισότητας [image: θH  > θL  ]. Σημειώνουμε περαιτέρω ότι η απόκλιση σε επίπεδο
εκπαίδευσης [image: e > ^e ] συνεπάγεται καταβολή μεγαλύτερου κόστους για κάθε τύπο
εργαζόμενου. Επομένως, απόκλιση σε επίπεδο εκπαίδευσης μεγαλύτερου του [image: ^e ]
συνεπάγεται χαμηλότερη αμοιβή και ταυτόχρονα υψηλότερο κόστος για κάθε τύπο.
΄Αρα, ουδείς τύπος θα αποκλίνει.

([image: ii  ]) ΄Εστω ότι ο χαμηλής παραγωγικότητας εργαζόμενος αποκλίνει σε επίπεδο
εκπαίδευσης [image: e < ^e ]. Τότε, η χρησιμότητα του θα είναι [image: θL − c(e,θL)  ]. Λόγω της
ϒπόθεσης 1, ισχύει η ανισότητα:




   
[image: θ  − c(e,θ ) ≤ θ − c(0,θ )  L        L    L        L ]

Η παραπάνω σχέση συνδυαζόμενη με τη σχέση (9.16), οδηγεί στην ανισότητα:


   	
   
[image:                      ′ θL − c(e,θL) ≤ θp − c(e,θL) ]
	(9.17)




Εφ’ όσον εξ’ υποθέσεως ισχύει η ανισότητα [image:  ′ e  ≥ ^e ], έχουμε:


   	
   
[image: θL − c(e′,θL) < θp − c(^e,θL) ]
	(9.18)




Από τις σχέσεις (9.17) και (9.18) προκύπτει ότι ο χαμηλής παραγωγικότητας
εργαζόμενος προτιμά το επίπεδο εκπαίδευσης [image: ^e ] από οποιοδήποτε επίπεδο [image: e < ^e ].
Αυτό συνεπάγεται ότι και ο υψηλής παραγωγικότητας εργαζόμενος προτιμά το ίδιο,
λόγω της ϒπόθεσης 2. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ουδείς τύπος θα αποκλίνει σε
επίπεδο εκπαίδευσης χαμηλότερο από [image: ^e.  ]


   9.4    Ιστορική Αναδρομή

Μια από τις πρώτες εργασίες που συζήτησαν την έννοια της τέλειας
ισορροπίας κατά Bayes  είναι αυτή των Fudenberg  και Tirole  (1991). Μια
κοντινή έννοια ισορροπίας είναι η διαδοχική ισορροπία των Kreps  και Wilson 
(1982), η οποία επιβάλλει περισσότερους περιορισμούς στις πεποιθήσεις
που σχηματίζουν οι παίκτες μετά από την παρατήρηση γεγονότων εκτός
ισορροπίας.6 
Τα επόμενα χρόνια, νέες, πιο περιοριστικές, εκδοχές της διαδοχικής ισορροπίας
εμφανίστηκαν στην βιβλιογραφία, οι οποίες επέβαλλαν ακόμη περισσότερους
                                                                     

                                                                     
περιορισμούς στις πεποιθήσεις αυτές. Αρκετές από αυτές τις εκδοχές σχετίζονται
ιδιαιτέρως με τα παίγνια σηματοδότησης (π.χ. η εκδοχή που στηρίζεται στο
διαισθητικό κριτήριο των Cho  και Kreps  1987).

   Η βιβλιογραφία των παιγνίων σηματοδότησης ξεκίνησε με την κλασική εργασία
του Spence  (1973) περί σηματοδότησης στην αγορά εργασίας (βλ. ενότητα
9.3.2). Μια από τις πρώτες εφαρμογές των παιγνίων αυτών έχει να κάνει με
σηματοδότηση σε βιολογικούς πληθυσμούς, και αναπτύχθηκε από τον Zahavi 
(1975). Από τότε, οι εφαρμογές έχουν επεκταθεί σε πολλούς τομείς. Σε κάθε
εφαρμογή, όμως, η ιδέα είναι η ίδια: ένας παίκτης στέλνει ένα σήμα με το
οποίο δίνει πληροφόρηση για τα χαρακτηριστικά του, με τρόπο ώστε οι
άλλοι παίκτες να μην μπορούν να τον μιμηθούν και να στείλουν το ίδιο
σήμα.

   ΄Ετσι, για παράδειγμα, τα παίγνια σηματοδότησης έχουν χρησιμοποιηθεί για να
εξηγήσουν γιατί σε αγορές στις οποίες οι επενδυτές δεν έχουν πληροφόρηση για τη
μελλοντική κερδοφορία των επιχειρήσεων, οι σχετικά πιο κερδοφόρες από αυτές
μοιράζουν μερίσματα, παρότι αυτά υπόκεινται συχνά σε διπλή φορολόγηση: με
αυτό τον τρόπο, οι επιχειρήσεις αυτές σηματοδοτούν την κερδοφορία τους,
διαχωρίζοντας τον τύπο τους από τις λιγότερο κερδοφόρες επιχειρήσεις
(Bhattacharya  1979). Επίσης, τα παίγνια αυτά εξηγούν την παροχή μακροχρόνιων
εγγύησεων εκ μέρους μίας επιχείρησης, η οποία παράγει προϊόντα υψηλής
ποιότητας, έναντι άλλων επιχειρήσεων οι οποίες προσφέρουν χαμηλότερης
διάρκειας εγγυήσεις (π.χ. Grossman  1981), κλπ. Παρομοίως, σε βιολογικές
αναλύσεις, τα παίγνια σηματοδότησης εξηγούν γιατί, πχ, τα ισχυρά ελάφια
μεγαλώνουν σκόπιμα τα κέρατα τους, παρότι αυτό συνεπάγεται κόστος: δείχουν
ότι μπορούν να επιβιώσουν ακόμη και με ένα τέτοιο μειονέκτημα (μεγάλα
κέρατα), σηματοδοτώντας έτσι την αναπαραγωγική ικανότητα τους (Zahavi 
1975 ).


   9.5    Ασκήσεις


   
	
1. 
	Θεωρούμε το παίγνιο του Παραδείγματος 1, υποθέτοντας όμως ότι ο παίκτης
   2 προτιμά να μην απορρίψει το δώρο του εχθρικού τύπου του παίκτη 1.
   Συγκεκριμένα, το νέο παίγνιο περιγράφεται ως εξής:
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   Να βρεθούν οι τέλειες ισορροπίες κατά Bayes  για το παίγνιο αυτό.
   

	
2. 
	Να βρεθούν οι τέλειες ισορροπίες στο Παράδειγμα 2, υποθέτοντας όμως ότι
   [image: D ≥ A  ].
   
	
3. 
	Θεωρούμε έναν βιολογικό πληθυσμό ο οποίος αποτελείται από αρσενικά και
   θηλυκά μέλη. Στόχος κάθε (αρσενικού ή θηλυκού) μέλους είναι η εξεύρεση
   συντρόφου για αναπαραγωγή. ΄Ενα αρσενικό μέλος χαρακτηρίζεται από
   την ποιότητα του, η οποία επηρεάζει τις προοπτικές αναπαραγωγής. Η
   ποιότητα είναι παρατηρήσιμη από το αρσενικό μέλος, αλλά όχι από το
   θηλυκό.
   Αντί της ποιότητας, τα θηλυκά μέλη (δέκτες) παρατηρούν ένα σήμα που στέλνει
   το αρσενικό μέλος (πομπός). Η αποστολή σήματος συνεπάγεται κάποιο
   κόστος, το οποίο είναι φθίνουσα συνάρτηση της ποιότητας του πομπού.
   ϒποθέτουμε ότι ποιότητα ενός πομπού είναι ίση είτε με [image: θL  ] είτε με [image: θH  ], όπου
   [image: θH > θL  ]. Το κόστος ενός σήματος αξίας [image: a ≥ 0  ] δίνεται από τη συνάρτηση
                                                                     

                                                                     
   κόστους:
   

   

   
   [image:         a- c(a,t) = t , όπου t ∈ {θL,θH }    ]

   Εάν ο πομπός συμμετάσχει σε μία αναπαραγωγή, το ακαθάριστο όφελος του είναι
   ίσο με 1, ενώ στη αντίθετη περίπτωση είναι 0. Η συνάρτηση ωφέλειας του
   πομπού ο οποίος έχει τύπο [image: t  ] και ο οποίος στέλνει σήμα αξίας [image: a  ] έχει ως
   εξής:


   	
   
   [image:         {           − a∕t,   χω ρίς αναπαραγωγ ή um(t) =   1 − a∕t, με αναπαραγωγ ή    ]
	(9.19)


   
   
Εάν ο δέκτης δεν προχωρήσει σε αναπαραγωγή έχει μηδενικό όφελος. Αν
   προχωρήσει σε αναπαραγωγή, υπόκειται σε κόστος [image: b  ]. Το όφελος που
   προκύπτει από την αναπαραγωγή εξαρτάται από την ποιότητα του πομπού.
   Συγκεκριμένα, θα υποθέσουμε την εξής απλή συνάρτηση ωφέλειας για τον
   δέκτη:


                                                                     

                                                                     
   	
   
   [image:         { 0,     χωρίς αναπαραγ ωγή uf(t) =           t− b,  με αναπα ραγωγή    ]
	(9.20)


   
   
Προτού λάβουν κάποιο σήμα, οι δέκτες πιστεύουν ότι η αναλογία των πομπών
   υψηλής ποιότητας είναι ίση με [image: p  ].
   

       
	
   (αʹ) 
	Να περιγραφεί η παραπάνω αλληλεπίδραση ως δυναμικό παίγνιο ατελούς
       πληροφόρησης
       
	
   (βʹ) 
	Να εξεταστούν οι διαχωριστικές και συγκεντρωτικές ισορροπίες για το
       παίγνιο αυτό


   
	
4. 
	Θεωρούμε παίγνιο μεταξύ των παικτών 1 και 2. Το σύνολο ενεργειών του παίκτη
   1 είναι το [image: {A1,B1 } ], ενώ του 2 είναι το [image: {A2,B2 } ]. Προτού οι παίκτες επιλέξουν
   ενέργειες, η Φύση επιλέγει με πιθανότητα 1/2 τον πίνακα αποδόσεων, 

                                                   [image: ΠΙ῝]                                                

   


   και με πιθανότητα 1/2 τον πίνακα, 

                                                 [image: ΠΙ῝]                                                

   


   Ο παίκτης 1 παρατηρεί την επιλογή της Φύσης και επιλέγει κάποια ενέργεια.
   Κατόπιν, ο 2 παρατηρεί την ενέργεια του 1, αλλά όχι την επιλογή της Φύσης, και
   επιλέγει κάποια ενέργεια και αυτός. Να βρεθούν οι τέλειες κατά Bayes  ισορροπίες
   για το παίγνιο αυτό.
   

	
5. 
	(Fudenberg  και Tirole  1993, κεφ. 8)
Δύο παίκτες, ο ενάγων και ο εναγόμενος, εμπλέκονται σε μία νομική
                                                                     

                                                                     
   υπόθεση. Αν η υπόθεση οδηγηθεί στο δικαστήριο, ο ενάγων θα κερδίσει
   εάν είναι ισχυρού τύπου, και θα χάσει εάν είναι μη ισχυρού τύπου. Ο
   ενάγων γνωρίζει τον τύπο του, αλλά ο εναγόμενος όχι. Ο εναγόμενος
   πιστεύει ότι ο ενάγων έχει ισχυρό τύπο με πιθανότητα 1/3. Αν ο ενάγων
   κερδίσει την υπόθεση στο δικαστήριο, η απόδοση του είναι 3, ενώ του
   εναγόμενου είναι -4. Αν ο ενάγων χάσει, η απόδοση του είναι -1, ενώ του
   εναγόμενου είναι 0. Ο ενάγων μπορεί να επιλέξει μεταξύ δύο ενεργειών: να
   ζητήσει ένα χαμηλό συμβιβασμό αξίας [image: x = 1  ], ή να ζητήσει έναν υψηλό
   συμβιβασμό αξίας [image: x = 2  ]. Αν ο εναγόμενος αποδεχτεί ένα συμβιβασμό αξίας
   [image: x  ], η απόδοση του ενάγοντος είναι [image: x  ] και του εναγόμενου [image: −  x  ]. Αν
   ο εναγόμενος απορρίψει τον συμβιβασμό, η υπόθεση θα οδηγηθεί στο
   δικαστήριο.
   
       
	
   (αʹ) 
	Να περιγραφεί η παραπάνω αλληλεπίδραση ως δυναμικό παίγνιο ατελούς
       πληροφόρησης
       
	
   (βʹ) 
	Να εξεταστούν οι τέλειες ισορροπίες για το παίγνιο αυτό


   



                                                                     

                                                                     


   9.6    Ορολογία

   
                                                                     

                                                                     
   


                                                                     

                                                                     




 	
	

	δυναμικό        παίγνιο        ελλιπούς
πληροφόρησης                              
	dynamic   game   with   incomplete 
information                                  


	
	

	τέλεια ισορροπία κατά Bayes              
	perfect Bayesian equilibrium           


	
	

	παίγνιο σηματοδότησης                   
	signaling game                             


	
	

	διαχωριστική ισορροπία                   
	separating equilibrium                   


	
	

	διαδοχική ισορροπία                        
	sequential equilibrium                    
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           1Περισσότερα περί του πως υπολογίζονται τέτοιες πιθανότητες, και πως χρησιμοποιείται ο 
  κανόνας του  Bayes . παρουσιάζονται στο επόμενο παράδειγμα. 


      

       
           2΄Ενας τέτοιος παίκτης εισάγεται για περιγραφικούς και μόνο λόγους. Συνεπώς δεν 
  χρειάζεται να προσδιορίσουμε αποδόσεις για αυτόν. 


      

       
           3Η περίπτωση  [image: (ii)  ] θα μελετηθεί τελευταία. 


      

       
           4Δεδομένου ότι η αγορά αποτελείται από πολλούς εργοδότες και εργαζόμενους, το παίγνιο 
  που θα μελετηθεί έχει παραπάνω από έναν πομπό και δέκτη. 


      

       
           5ϒπενθυμίζουμε ότι όταν οι επιχειρήσεις γνωρίζουν τον τύπο ενός εργαζόμενου, 
  προσφέρουν αμοιβή η οποία είναι ίση με την παραγωγικότητα του. 


      

       
           6Για αρκετές κατηγορίες παιγνίων, οι δύο έννοιες είναι ταυτόσημες. 
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