
hÇìyà~Üå �

n~éyÄñÄåÜ êíä~éë{êÇñä�

��� n~éyÄñÄåÜ êíä~éë{êÇñä�

mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä íçyéîÇÜ ëå ôéÜå
OLPx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ � ëå êíâ�åà|ÉåíâÇ f ′(ξ) á~Ü ëå åäåâyÉåíâÇ ç~éyÄñÄå ëÑè f êëåä ξ� bÑà~Å{�

f ′(ξ) = OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ .

_çô ëåä åéÜêâô ëÑè ñè ôéÜå� Ñ ç~éyÄñÄåè f ′(ξ) Ç|ä~Ü êëåÜîÇ|å ëåí R� _ä f ′(ξ) ∈ R� ëôëÇ àzâÇ ôëÜ
Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ { ÅÜ~ìåé|êÜâÑ êëåä ξ�

cáëôè ~çô ëå êöâ�åàå f ′(ξ) îéÑêÜâåçåÜåöäë~Ü á~Ü ë~ êöâ�åà~

Dxf(ξ), df
dx(ξ), dy

dx(ξ).

pëå ëé|ëå êöâ�åàå ÇääåÇ|ë~Ü ôëÜ ÜêîöÇÜ Ñ êîzêÑ y = f(x) ~äyâÇê~ êëÑä ~äÇãyéëÑëÑ âÇë~�àÑë{ x

á~Ü êëÑä Çã~éëÑâzäÑ âÇë~�àÑë{ y� nézçÇÜ ä~ ëåä|êåíâÇ ôëÜ êë~ Åöå ëÇàÇíë~|~ êöâ�åà~ åÜ àôÄåÜ
Ç|ä~Ü �ÇÜáåäÜáå|�� bÑà~Å{� ÅÇä íçyéîåíä Åöå ~äÇãyéëÑëÇè çåêôëÑëÇè dy á~Ü dx õêëÇ å àôÄåè ëåíè
ä~ Üêåöë~Ü âÇ ëÑä ç~éyÄñÄå f ′(ξ)� q~ êöâ�åà~ ~íëy zîåíä ëÑ âåéì{ àôÄñä ~àày ÅÇä Ç|ä~Ü àôÄåÜ�
e âåéì{ ~íë{� ~ä á~Ü Ç|ä~Ü ÇÜáåäÜá{� zîÇÜ ÇçÜáé~ë{êÇÜ ÅÜôëÜ ÇáìéyÉÇÜ á~ëy áyçåÜå ëéôçå ëÑä åíê|~
ëÑè ç~é~ÄõÄåí� pîÇëÜáy âÇ ~íëô Ö~ çåöâÇ çÇéÜêêôëÇé~ êÇ à|Äå� ôë~ä âÜà{êåíâÇ ÄÜ~ ë~ ~çÇÜéåêëy�

_ä� ~äë| ëÑè ëÜâ{è ëÑè ç~é~ÄõÄåí êëåä ξ� ÖÇñé{êåíâÇ ëÑä ëÜâ{ ëÑè êÇ zä~ä ÄÇäÜáô x� ëôëÇ�

~äë| ëñä êíâ�ôàñä Dxf(x)� df
dx(x) á~Ü dy

dx(x)� îéÑêÜâåçåÜåöâÇ ë~ ~çàåöêëÇé~

Dxf,
df
dx ,

dy
dx ,

ÇçÇÜÅ{ {ÅÑ Çâì~ä|ÉÇë~Ü ê ~íëy ëå êöâ�åàå x ëÑè ~äÇãyéëÑëÑè âÇë~�àÑë{è�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ c|ä~Ü dx2

dx (1) = OLPx→1
x2−12
x−1 = OLPx→1(x + 1) = 2� Vé~ Ñ x2 Ç|ä~Ü ç~é~�

ÄñÄ|êÜâÑ êëåä 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ c|ä~Ü d 3√x
dx (0) = OLPx→0

3√x− 3√0
x−0 = OLPx→0

1
3√x2

= +∞� Vé~ Ñ 3
√
x zîÇÜ

ç~éyÄñÄå êëåä 0 ~àày ÅÇä Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä 0�

jÇéÜázè ìåézè ëå ôéÜå OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ ëå ÄéyìåíâÇ OLPh→0
f(ξ+h)−f(ξ)

h � áyäåäë~è ~àà~Ä{
âÇë~�àÑë{è ~çô x êÇ h = x − ξ�

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ ëå OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ Ç|ä~Ü çyäëåëÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ ÅÜôëÜ ëå ôéÜå ëåí
ç~éåäåâ~êë{ Ç|ä~Ü 0� cÜÅÜáõëÇé~� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ� ëôëÇ ëå ôéÜå ëåí ~éÜÖâÑë{ Ç|ä~Ü
áÜ ~íëô 0 á~Ü çéåáöçëÇÜ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0

0 �

���



mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R� ξ ∈ A� _ä å ξ Ç|ä~Ü ~çô ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè
ëåí A á~Ü íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ � ëôëÇ ~íëô êíâ�åà|ÉÇë~Ü f ′

−(ξ) á~Ü åäåâyÉÇë~Ü ~éÜêëÇé{
�çàÇíéÜá{� ç~éyÄñÄåè ëÑè f êëåä ξ�
mâå|ñè� ~ä å ξ Ç|ä~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ �

ëôëÇ ~íëô êíâ�åà|ÉÇë~Ü f ′
+(ξ) á~Ü åäåâyÉÇë~Ü ÅÇãÜy �çàÇíéÜá{� ç~éyÄñÄåè ëÑè f êëåä ξ�

h~âÜy ìåéy îéÑêÜâåçåÜåöâÇ á~Ü ë~ êöâ�åà~ Dx±f(ξ)� df
dx±(ξ) á~Ü dy

dx±(ξ) ÄÜ~ ëÜè çàÇíéÜázè
ç~é~ÄõÄåíè�

q~ ç~é~áyëñ Ç|ä~Ü çéåì~ä{� (i) Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å
êíêêõéÇíêÑè ëåí A� qôëÇ íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ) ~ä á~Ü âôäå ~ä íçyéîåíä åÜ f ′

−(ξ)� f ′
+(ξ) á~Ü Ç|ä~Ü

|êÇè á~Ü� ê ~íë{ä ëÑä çÇé|çëñêÑ� f ′(ξ) = f ′
−(ξ) = f ′

+(ξ)� (ii) Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü âôäå ~çô
~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� qôëÇ íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ) ~ä á~Ü âôäå ~ä íçyéîÇÜ Ñ f ′

−(ξ)
á~Ü� ê ~íë{ä ëÑä çÇé|çëñêÑ� f ′(ξ) = f ′

−(ξ)� (iii) Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü âôäå ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å
êíêêõéÇíêÑè ëåí A� qôëÇ íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ) ~ä á~Ü âôäå ~ä íçyéîÇÜ Ñ f ′

+(ξ) á~Ü� ê ~íë{ä ëÑä
çÇé|çëñêÑ� f ′(ξ) = f ′

+(ξ)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ d|x|
dx+(0) = OLPx→0+

|x|
x = 1 á~Ü d|x|

dx−(0) = OLPx→0−
|x|
x = −1� Vé~ Ñ |x| ÅÇä

zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ d
√

|x|
dx+ (0) = OLPx→0+

√
|x|
x = +∞ á~Ü d

√
|x|

dx− (0) = OLPx→0−

√
|x|
x = −∞�

Vé~ Ñ
√

|x| ÅÇä zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ f(x) =

{√
x, ~ä x ≥ 0

−
√

−x, ~ä x ≤ 0
c|ä~Ü f ′

+(0) = OLPx→0+
√

x
x = +∞

á~Ü f ′
−(0) = OLPx→0−

−
√

−x
x = +∞� Vé~ Ñ f zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëåä 0 |êÑ âÇ f ′(0) = +∞�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

e f ′
+(0) = OLPx→0+

x VLQ(1/x)
x = OLPx→0+ VLQ 1

x ÅÇä íçyéîÇÜ� e f ′
−(0) = OLPx→0−

x VLQ(1/x)
x =

OLPx→0− VLQ 1
x � Çç|êÑè� ÅÇä íçyéîÇÜ� Vé~ Ñ f ÅÇä zîÇÜ ÅÇãÜy åöëÇ ~éÜêëÇé{ ç~éyÄñÄå êëåä 0�

qÑä |ÅÜ~ êíäyéëÑêÑ Ç|Å~âÇ á~Ü êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ������ ôçåí ~çåÅÇ|ã~âÇ ôëÜ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x2 VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

n~é~àà~Ä{ ëÑè çéåÑ�

ÄåöâÇäÑè êíäyéëÑêÑè� qõé~� ôâñè� zîåíâÇ f ′(0) = OLPx→0
x2 VLQ(1/x)

x = OLPx→0 x VLQ 1
x = 0�

ÅÜôëÜ OLPx→0 x = 0 á~Ü Ñ VLQ 1
x Ç|ä~Ü ìé~ÄâzäÑ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e
√
x åé|ÉÇë~Ü êëå [0,+∞)� Vé~ d

√
x

dx (0) = d
√

x
dx+ (0) = OLPx→0+

√
x

x = +∞�

mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R á~Ü B ⊆ A� _ä ÄÜ~ áyÖÇ ξ ∈ B íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ)� ëôëÇ àzâÇ ôëÜ
Ñ f zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå B� _ä ÄÜ~ áyÖÇ ξ ∈ B íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ) á~Ü Ç|ä~Ü ~éÜÖâôè� ëôëÇ àzâÇ ôëÜ Ñ f

Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå B�

mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R� fÇñéåöâÇ ëå êöäåàå B = {ξ ∈ A | f ′(ξ) ∈ R}� ÅÑà~Å{ ëå
êöäåàå ôàñä ëñä ξ êëå çÇÅ|å åéÜêâåö ëÑè f êëåíè åçå|åíè ~íë{ Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ� qôëÇ åé|ÉÇë~Ü
Ñ ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ ëÑè f âÇ çÇÅ|å åéÜêâåö ëå B á~Ü êíâ�åà|ÉÇë~Ü f ′ : B → R�

_è ÅåöâÇ ëõé~ âÇéÜáy çÜå ÄÇäÜáy ç~é~ÅÇ|Äâ~ë~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ aÜ~ ëÑ êë~ÖÇé{ êíäyéëÑêÑ c zîåíâÇ
dc
dx(ξ) = OLPx→ξ

c−c
x−ξ = OLPx→ξ 0 = 0

ÄÜ~ áyÖÇ ξ� cçåâzäñè� Ñ ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü Ñ êë~ÖÇé{ 0 �

dc
dx = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x.

���



���

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e ç~éyÄñÄåè ëÑè x êÇ áyÖÇ ξ Ç|ä~Ü

dx
dx(ξ) = OLPx→ξ

x−ξ
x−ξ = OLPx→ξ 1 = 1.

bÑà~Å{� Ñ ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü Ñ êë~ÖÇé{ 1 �

dx
dx = 1 ÄÜ~ áyÖÇ x.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

dxn

dx = nxn−1 ÄÜ~ áyÖÇ x, ~ä n ∈ N, n ≥ 2.

néåêzãëÇ� ~çåìÇöÄåíâÇ ä~ ÄéyïåíâÇ ëåä ëöçå dxn

dx = nxn−1 êëÑä çÇé|çëñêÑ n = 1� m ëöçåè
dx
dx = x0 ÅÇä Ç|ä~Ü ~áéÜ�õè êñêëôè� qå ~éÜêëÇéô âzàåè Ç|ä~Ü Ñ êë~ÖÇé{ êíäyéëÑêÑ 1� ôçñè Ç|Å~âÇ
êëå çéåÑÄåöâÇäå ç~éyÅÇÜÄâ~� á~Ü åé|ÉÇë~Ü ÄÜ~ áyÖÇ x Çäõ ëå ÅÇãÜô âzàåè Ç|ä~Ü Ñ êíäyéëÑêÑ x0

á~Ü åé|ÉÇë~Ü ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0� mÜ Åöå êíä~éë{êÇÜè ë~íë|Éåäë~Ü êëå áåÜäô âzéåè ëñä çÇÅ|ñä åéÜêâåö
ëåíè ~àày ÅÇä zîåíä |ÅÜå çÇÅ|å åéÜêâåö�

qõé~� Ñ ~çôÅÇÜãÑ� aÜ~ áyÖÇ ξ zîåíâÇ

dxn

dx (ξ) = OLPx→ξ
xn−ξn

x−ξ = OLPx→ξ(xn−1 + xn−2ξ + · · · + xξn−2 + ξn−1) = nξn−1.

_íëô ëå ç~éyÅÇÜÄâ~ Ö~ ëå ÅåöâÇ á~Ü êëÑä ÇçôâÇäÑ ÇäôëÑë~ â~É| âÇ yàà~ êîÇëÜáy ç~é~ÅÇ|Äâ~ë~�

����� cì~çëôâÇäÇè ÇíÖÇ|Çè�

_è çåöâÇ ëõé~ âÇéÜáy àôÄÜ~ ÄÜ~ ëå ÄÇñâÇëéÜáô çÇéÜÇîôâÇäå ëÑè zääåÜ~è ëÑè ç~é~ÄõÄåí� e
çéåêÇáëÜá{ êîÇÅ|~êÑ êîÑâyëñä Ö~ �åÑÖ{êÇÜ êÑâ~äëÜáy êëÑä á~ë~äôÑêÑ ëñä ÇçÜîÇÜéÑâyëñä�

bÇ|ëÇ ë~ êî{â~ë~ �� á~Ü ���

Xêëñ f : A → R á~Ü zêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü Ñ
f Ç|ä~Ü ÅÇãÜy êíäÇî{è êëåä ξ� ÅÑà~Å{ ôëÜ� á~Öõè å x zéîÇë~Ü á~ëyààÑà~ áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy
ëåí� ëå êÑâÇ|å (x, f(x)) çàÑêÜyÉÇÜ ~çÇéÜôéÜêë~ ëå êë~ÖÇéô êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� aÜ~ áyÖÇ x ∈ A âÇ
x > ξ ÖÇñéåöâÇ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,+ âÇ yáéå ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� Ñ åçå|~ ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ëå êÑâÇ|å
(x, f(x))� _íë{ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ �é|êáÇë~Ü ÅÇãÜy ëåí (ξ, f(ξ)) á~Ü á~Öåé|ÉÇë~Ü ~çô ëå yáéå ëÑè á~Ü
~çô ëÑä áà|êÑ ëÑè� ÅÑà~Å{ ~çô ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü ~çô ëåä àôÄå f(x)−f(ξ)

x−ξ � qõé~ ÅÜ~áé|äåíâÇ
ëÜè Çã{è çÇéÜçëõêÇÜè�
(i) _ä Ñ f ′

+(ξ) = OLPx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ Ç|ä~Ü ~éÜÖâôè� ÖÇñéåöâÇ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l+� Ñ åçå|~ zîÇÜ yáéå
ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� áà|êÑ f ′

+(ξ) á~Ü �é|êáÇë~Ü ÅÇãÜy ëåí (ξ, f(ξ))� .~Öõè å x zéîÇë~Ü á~ëyààÑà~
áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí� ëôëÇ Ñ áà|êÑ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è lx,+ çàÑêÜyÉÇÜ ~çÇéÜôéÜêë~
ëÑä áà|êÑ ëÑè êë~ÖÇé{è ÑâÜÇíÖÇ|~è l+ á~Ü� ÇçÇÜÅ{ åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè zîåíä ëå |ÅÜå yáéå� Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~
lx,+ çàÑêÜyÉÇÜ ~çÇéÜôéÜêë~ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l+� _çô ~íëô êíäÇçyÄÇë~Ü ôëÜ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ l+ ÇìyçëÇë~Ü
êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
(ii) _ä f ′

+(ξ) = OLPx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ = +∞� ÖÇñéåöâÇ ëÑä á~ë~áôéíìÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ l+� Ñ åçå|~
zîÇÜ yáéå ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü �é|êáÇë~Ü çyäñ ~çô ëå (ξ, f(ξ))� .~Öõè å x zéîÇë~Ü á~ëyààÑà~
áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí� Ñ áà|êÑ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è lx,+ Ä|äÇë~Ü ~çÇéÜôéÜêë~ âÇÄyàÑ
ÖÇëÜá{ á~Ü� ÇçÇÜÅ{ åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè lx,+ á~Ü l+ zîåíä ëå |ÅÜå yáéå� Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,+ çàÑêÜyÉÇÜ ~çÇ�

éÜôéÜêë~ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l+� Vé~ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ l+ ÇìyçëÇë~Ü êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí
Ç|ä~Ü ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
(iii) _ä f ′

+(ξ) = OLPx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ = −∞� ÖÇñéåöâÇ ëÑä á~ë~áôéíìÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ l+� Ñ åçå|~
zîÇÜ yáéå ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü �é|êáÇë~Ü áyëñ ~çô ëå (ξ, f(ξ))� .~Öõè å x zéîÇë~Ü á~ëyààÑà~
áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí� Ñ áà|êÑ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è lx,+ Ä|äÇë~Ü ~çÇéÜôéÜêë~ âÇÄyàÑ
~éäÑëÜá{ á~Ü� ÇçÇÜÅ{� åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè lx,+ á~Ü l+ zîåíä ëå |ÅÜå yáéå� Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,+ çàÑêÜyÉÇÜ
~çÇéÜôéÜêë~ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l+� Vé~ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ l+ ÇìyçëÇë~Ü êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f

���



çåí Ç|ä~Ü ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
síêÜáy� êëÜè çÇéÜçëõêÇÜè (i) � (iii) ~ä ÅÇä íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ � ëôëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ åöëÇ

á~Ü Çì~çëôâÇäÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
_è ÇãÇëyêåíâÇ êíäåçëÜáy á~Ü ëÑ �êíââÇëéÜá{� á~ëyêë~êÑ ~çô ëÑä ~éÜêëÇé{ âÇéÜy ëåí ξ�

Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü ~çô ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü
~éÜêëÇéy êíäÇî{è êëåä ξ� aÜ~ áyÖÇ x ∈ A âÇ x < ξ ÖÇñéåöâÇ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,− âÇ yáéå ëå
êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� Ñ åçå|~ ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ëå êÑâÇ|å (x, f(x))� åçôëÇ Ñ áà|êÑ ëÑè Ç|ä~Ü |êÑ âÇ ëåä
àôÄå f(x)−f(ξ)

x−ξ � bÜ~áé|äåíâÇ çyàÜ ëéÇÜè çÇéÜçëõêÇÜè�

(i) _ä Ñ f ′
−(ξ) = OLPx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ Ç|ä~Ü ~éÜÖâôè� ÖÇñéåöâÇ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l−� Ñ åçå|~ zîÇÜ

yáéå ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� áà|êÑ f ′
−(ξ) á~Ü �é|êáÇë~Ü ~éÜêëÇéy ëåí (ξ, f(ξ))� .~Öõè å x zéîÇë~Ü

á~ëyààÑà~ áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí� Ñ áà|êÑ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è lx,− çàÑêÜyÉÇÜ
~çÇéÜôéÜêë~ ëÑä áà|êÑ ëÑè êë~ÖÇé{è ÑâÜÇíÖÇ|~è l− á~Ü� ÇçÇÜÅ{ åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè zîåíä ëå |ÅÜå yáéå� Ñ
ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,− çàÑêÜyÉÇÜ ~çÇéÜôéÜêë~ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l−� Vé~ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ l− ÇìyçëÇë~Ü êëå âzéåè
ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
(ii) _ä f ′

−(ξ) = OLPx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ = +∞� ÖÇñéåöâÇ ëÑä á~ë~áôéíìÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ l−� Ñ åçå|~
zîÇÜ yáéå ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü �é|êáÇë~Ü áyëñ ~çô ëå (ξ, f(ξ))� .~Öõè å x zéîÇë~Ü á~ëyààÑà~
áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí� Ñ áà|êÑ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è lx,− Ä|äÇë~Ü ~çÇéÜôéÜêë~
âÇÄyàÑ ÖÇëÜá{ á~Ü� ÇçÇÜÅ{� åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè lx,− á~Ü l− zîåíä ëå |ÅÜå yáéå� Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,− çàÑêÜyÉÇÜ
~çÇéÜôéÜêë~ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ l−� Vé~ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ l− ÇìyçëÇë~Ü êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí
Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
(iii) _ä f ′

−(ξ) = OLPx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ = −∞� ÖÇñéåöâÇ ëÑä á~ë~áôéíìÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ l−� Ñ åçå|~
zîÇÜ yáéå ëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü �é|êáÇë~Ü çyäñ ~çô ëå (ξ, f(ξ))� .~Öõè å x zéîÇë~Ü á~ëyààÑà~
áåäëy êëåä ξ� Ñ áà|êÑ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è lx,− Ä|äÇë~Ü ~çÇéÜôéÜêë~ âÇÄyàÑ ~éäÑëÜá{ á~Ü�
ÇçÇÜÅ{� åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè lx,− á~Ü l− zîåíä ëå |ÅÜå yáéå� Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ lx,− çàÑêÜyÉÇÜ ~çÇéÜôéÜêë~ ëÑä
ÑâÜÇíÖÇ|~ l−� Vé~ Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ l− ÇìyçëÇë~Ü êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéy
ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�
_ä� êëÜè çÇéÜçëõêÇÜè (i) � (iii)� ÅÇä íçyéîÇÜ ëå ôéÜå OLPx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ � ëôëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ åöëÇ á~Ü

Çì~çëôâÇäÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ êëå âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ))�

���



Xêëñ� ëõé~� ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü
zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ� píäÅíyÉåäë~è ë~ çéåÑÄåöâÇä~� âçåéåöâÇ ä~ êíâçÇéyäåíâÇ
ôëÜ� ~ä åÜ Åöå çàÇíéÜázè ç~éyÄñÄåÜ Ç|ä~Ü |êÇè� ëôëÇ åÜ Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇíÖÇ|Çè l− á~Ü l+ êë~ âzéÑ
ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéy á~Ü ÅÇãÜy� ~äëÜêëå|îñè� ëåí êÑâÇ|åí (ξ, f(ξ)) Ç|ä~Ü ~äë|�
ÖÇëÇè á~Ü� Ççåâzäñè� êîÑâ~ë|Éåíä âÜ~ ÇíÖÇ|~� ëÑä ÇíÖÇ|~ l Ñ åçå|~ ÇìyçëÇë~Ü êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f
êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� _ä åÜ Åöå çàÇíéÜázè ç~éyÄñÄåÜ íçyéîåíä ~àày ÅÇä Ç|ä~Ü |êÇè� ëôëÇ åÜ Åöå
Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇíÖÇ|Çè ÅÇä Ç|ä~Ü ~äë|ÖÇëÇè á~Ü� Ççåâzäñè� ÅÇä íçyéîÇÜ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~� sí�

êÜáy� ~ä â|~ ~çô ëÜè Åöå çàÇíéÜázè ç~é~ÄõÄåíè ÅÇä íçyéîÇÜ� ëôëÇ åöëÇ Ñ ~äë|êëåÜîÑ Çì~çëôâÇäÑ
ÑâÜÇíÖÇ|~ íçyéîÇÜ á~Ü� Ççåâzäñè� ÅÇä íçyéîÇÜ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� qå ÄéyìÑâ~ ëÑè |x| zîÇÜ Åöå Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇíÖÇ|Çè êëå êÑâÇ|å (0, 0)� e
â|~ zîÇÜ yáéå ëå (0, 0)� áà|êÑ d|x|

dx+(0) = 1 á~Ü �é|êáÇë~Ü ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|åí (0, 0)� e yààÑ zîÇÜ
yáéå ëå (0, 0)� áà|êÑ d|x|

dx−(0) = −1 á~Ü �é|êáÇë~Ü ~éÜêëÇéy ëåí (0, 0)� _íëzè åÜ ÑâÜÇíÖÇ|Çè ÅÇä
Ç|ä~Ü ~äë|ÖÇëÇè� åçôëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè |x| êëå êÑâÇ|å (0, 0)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� qå ÄéyìÑâ~ ëÑè
√

|x| zîÇÜ áÜ ~íëô Åöå Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇíÖÇ|Çè êëå êÑâÇ|å
(0, 0)� cçÇÜÅ{ d

√
x

dx+ (0) = +∞� Ñ â|~ zîÇÜ yáéå ëå (0, 0) á~Ü �é|êáÇë~Ü á~ë~áôéíì~ çyäñ ~çô ëå
(0, 0)� mâå|ñè� ÇçÇÜÅ{ d

√
x

dx− (0) = −∞� Ñ yààÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ zîÇÜ yáéå ëå (0, 0) á~Ü �é|êáÇë~Ü áÜ ~íë{
á~ë~áôéíì~ çyäñ ~çô ëå (0, 0)� mÜ Åöå Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇíÖÇ|Çè ë~íë|Éåäë~Ü� åçôëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ
Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè

√
|x| êëå êÑâÇ|å (0, 0)� jçåéåöâÇ� �z�~Ü~� ä~ çåöâÇ ôëÜ ëå

ÄéyìÑâ~ zîÇÜ Çì~çëôâÇäÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ êëå êÑâÇ|å (0, 0)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� qå ÄéyìÑâ~ ëÑè f(x) =

{√
x, ~ä 0 ≤ x

−
√

−x, ~ä x ≤ 0
zîÇÜ Åöå Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇí�

ÖÇ|Çè êëå (0, 0)� cçÇÜÅ{ f ′
+(0) = +∞� Ñ â|~ zîÇÜ yáéå ëå êÑâÇ|å (0, 0) á~Ü �é|êáÇë~Ü á~ë~áôéíì~

çyäñ ~çô ëå (0, 0)� mâå|ñè� ÇçÇÜÅ{ f ′
−(0) = +∞� Ñ yààÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ zîÇÜ yáéå ëå (0, 0) á~Ü �é|�

êáÇë~Ü á~ë~áôéíì~ áyëñ ~çô ëå (0, 0)� mÜ Åöå ÑâÜÇíÖÇ|Çè Ç|ä~Ü ~äë|ÖÇëÇè á~Ü êîÑâ~ë|Éåíä ëÑä
Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå êÑâÇ|å (0, 0)� Ñ åçå|~ Ç|ä~Ü Ñ á~ë~áôéíìÑ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ x = 0�

pëÑä çÇé|çëñêÑ çåí å ξ Ç|ä~Ü âôäå ~çô ÅÇãÜy ëåí { âôäå ~çô ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|å êíêêõ�

éÇíêÑè ëåí A á~Ü Ñ f Ç|ä~Ü� ~äëÜêëå|îñè� ÅÇãÜy êíäÇî{è { ~éÜêëÇéy êíäÇî{è êëåä ξ� âçåéåöâÇ ä~
âÜàyâÇ âôäå ÄÜ~ â|~ Çì~çëôâÇäÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑây ëÑè êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� qå ÄéyìÑâ~ ëÑè êíäyéëÑêÑè
√
x zîÇÜ âôäå â|~ Çì~çëôâÇäÑ ÑâÜÇíÖÇ|~ êëå

êÑâÇ|å (0, 0)� cçÇÜÅ{ d
√

x
dx+ (0) = +∞� Ñ ÑâÜÇíÖÇ|~ ~íë{ zîÇÜ yáéå ëå (0, 0) á~Ü �é|êáÇë~Ü á~ë~áô�

éíì~ çyäñ ~çô ëå (0, 0)�

���



Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü
zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ �êÇ à|Äå� êëÑä çéôë~êÑ ���� Ö~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ
ôëÜ ëå ÅÇöëÇéå êíäÇçyÄÇë~Ü ëå çéõëå�� [çñè Ç|Å~âÇ� Ñ áà|êÑ ëÑè Çì~çëôâÇäÑè ÇíÖÇ|~è l êëå Äéy�

ìÑâ~ ëÑè êíäyéëÑêÑè êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) Ç|ä~Ü |êÑ âÇ f ′(ξ)� åçôëÇ Ñ Çã|êñêÑ ëÑè Çì~çëôâÇäÑè
ÇíÖÇ|~è Ç|ä~Ü Ñ

y = f ′(ξ)(x − ξ) + f(ξ).

qzàåè� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ á~Ü f ′(ξ) = +∞ { f ′(ξ) = −∞� ëôëÇ Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~
êëå (ξ, f(ξ)) Ç|ä~Ü á~ë~áôéíìÑ á~Ü zîÇÜ Çã|êñêÑ x = ξ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e Çã|êñêÑ ëÑè Çì~çëôâÇäÑè ÇíÖÇ|~è êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè êíäyéëÑêÑè x2 êëå
êÑâÇ|å (ξ, ξ2) Ç|ä~Ü Ñ y = 2ξ(x − ξ) + ξ2�

aÜ~ ä~ �éåöâÇ êÇ çåÜô êÑâÇ|å (ξ, ξ2) Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ Ç|ä~Ü ç~éyààÑàÑ êëÑä ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|�
êñêÑ y = x� ÇãÜêõäåíâÇ ëÜè áà|êÇÜè ëñä Åöå ÇíÖÇÜõä� 2ξ = 1� á~Ü çéåáöçëÇÜ ξ = 1

2 �

����� _çÇÜéåêëy� bÜ~ìåéÜáy�

_è áyäåíâÇ ëõé~ zä~ êîôàÜå ÄÜ~ ëå êöâ�åàå dy
dx ëÑè ç~é~ÄõÄåí� _ä êíâ�åà|êåíâÇ ∆x = x−ξ

ëÑ ÅÜ~ìåéy Åöå ëÜâõä ëÑè ~äÇãyéëÑëÑè âÇë~�àÑë{è á~Ü ∆y = y − η = f(x) − f(ξ) ëÑ ÅÜ~ìåéy
ëñä ~äë|êëåÜîñä ëÜâõä ëÑè Çã~éëÑâzäÑè âÇë~�àÑë{è� ëôëÇ å àôÄåè ÅÜ~ìåéõä f(x)−f(ξ)

x−ξ ÄéyìÇë~Ü

∆y
∆x = f(x)−f(ξ)

x−ξ .

[ë~ä âÇàÇëyâÇ ëÑä ç~éyÄñÄå f ′(ξ)� ëôëÇ êëÑä ç~éyêë~êÑ ∆y
∆x å ç~éåäåâ~êë{è ∆x çàÑêÜyÉÇÜ ëåä

0 ÅÜôëÜ å x çàÑêÜyÉÇÜ ëåä ξ� pëÑä çÇé|çëñêÑ çåí Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ� ëôëÇ á~Ü å ~éÜÖâÑë{è ∆y

çàÑêÜyÉÇÜ ëåä 0� qõé~� å àôÄåè ∆y
∆x çéåêÇÄÄ|ÉÇÜ ëÑä ç~éyÄñÄå f ′(ξ)� cçåâzäñè� ôë~ä ÄéyìåíâÇ

f ′(ξ) = dy
dx � ÖÇñéåöâÇ� ~íëåâyëñè� ôëÜ å àôÄåè ∆y

∆x çéåêÇÄÄ|ÉÇÜ ëåä �àôÄå� dy
dx � s~äë~Éôâ~êëÇ�

àåÜçôä� ôëÜ ëå dx Ç|ä~Ü áyçåÜå �çåàö âÜáéô� ∆x �ì~äë~êëÇ|ëÇ� �âÜáéôëÇéå ~çô áyÖÇ âÑ�âÑÅÇäÜáô
~éÜÖâô ~àày á~Ü ôîÜ |êå âÇ ëå 0�� á~Ü ôëÜ ëå dy Ç|ä~Ü áyçåÜå �çåàö âÜáéô� ∆y� q~ dx á~Ü dy
åäåâyÉåäë~Ü ~çÇÜéåêëy ëñä âÇë~�àÑëõä x á~Ü y� qõé~� ôë~ä ëå ∆x Ç|ä~Ü �çåàö âÜáéô�� å àôÄåè
∆y
∆x Ç|ä~Ü �çÇé|çåí |êåè� âÇ ëÑä f ′(ξ) á~Ü� Ççåâzäñè� Ñ ÅÜ~ìåéy ∆y Ç|ä~Ü �çÇé|çåí f ′(ξ) ìåézè� Ñ
ÅÜ~ìåéy ∆x� jçåéåöâÇ� àåÜçôä� ä~ ì~äë~êëåöâÇ ôëÜ� åéÜ~áy� ëå ~çÇÜéåêëô dy Ç|ä~Ü f ′(ξ) ìåézè
ëå ~çÇÜéåêëô dx� XëêÜ� zîåíâÇ ëÜè Åöå êíâ�åàÜázè êîzêÇÜè

dy
dx = f ′(ξ), dy = f ′(ξ)dx. �����

l~ä~ëåä|ÉåíâÇ� ÅÜôëÜ ~íëô Ç|ä~Ü çåàö êÑâ~äëÜáô á~Ü �é|êáÇë~Ü êëÑ �yêÑ áyÖÇ Çì~éâåÄ{è ëåí ~çÇÜ�
éåêëÜáåö àåÄÜêâåö�

m àôÄåè dy
dx á~Öõè á~Ü ë~ dx á~Ü dy Ç|ä~Ü ÇÜáåäÜázè çåêôëÑëÇè á~Ü ÅÇä zîåíä çé~Äâ~ëÜá{ íçôêë~êÑ�

e çéõëÑ ÜêôëÑë~ ����� êÑâ~|äÇÜ ôëÜ å àôÄåè ∆y
∆x Ç|ä~Ü çÇé|çåí |êåè âÇ ëÑä f ′(ξ) ôë~ä ëå ∆x Ç|ä~Ü

çåàö�çåàö âÜáéô á~Ü Ñ ÅÇöëÇéÑ ÜêôëÑë~ ����� êÑâ~|äÇÜ ôëÜ ëå ∆y Ç|ä~Ü çÇé|çåí f ′(ξ) ìåézè ëå ∆x

ôë~ä ëå ∆x Ç|ä~Ü çåàö�çåàö âÜáéô�

néåêzãëÇ ëÑ êíâ�åàÜá{ �~çàåçå|ÑêÑ� Ñ åçå|~ �ÇçÜëÇàÇ|ë~Ü� êëÑ êíâ�åàÜá{ ÜêôëÑë~

dy = dy
dxdx.

_ä ~äë| ëÑè ëÜâ{è ëÑè ç~é~ÄõÄåí êëåä ξ ÖÇñé{êåíâÇ ëÑä ëÜâ{ ëÑè êëåä ÄÇäÜáô x� ÅÑà~Å{ ëÑä
f ′(x)� ëôëÇ ÄéyìåíâÇ

dy
dx = f ′(x), dy = f ′(x)dx.

ÄÜ~ ëÑ êîzêÑ ~äyâÇê~ êë~ ~çÇÜéåêëy ëÑè âÇë~�àÑë{è x á~Ü ëÑè âÇë~�àÑë{è y� ôçåí y = f(x)
Ç|ä~Ü Ñ êîzêÑ çåí êíäÅzÇÜ ëÜè Åöå âÇë~�àÑëzè�

mogpjmp ���� hyÖÇ êíäyéëÑêÑ âÇ ëöçå l(x) = µx î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü Äé~ââÜá{ êíäyéëÑêÑ� cäõ
áyÖÇ êíäyéëÑêÑ âÇ ëöçå l(x) = µx + ν î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ~ììÜäÜá{ êíäyéëÑêÑ�

���



mÜ Äé~ââÜázè êíä~éë{êÇÜè ~çåëÇàåöä íçåá~ëÑÄåé|~ ëñä ~ììÜäÜáõä êíä~éë{êÇñä�

aäñé|ÉåíâÇ ôëÜ åÜ Äé~ââÜázè êíä~éë{êÇÜè Ç|ä~Ü åÜ êíä~éë{êÇÜè ëñä åçå|ñä ë~ Äé~ì{â~ë~
Ç|ä~Ü âÑ�á~ë~áôéíìÇè ÇíÖÇ|Çè åÜ åçå|Çè çÇéÜzîåíä ëå êÑâÇ|å (0, 0)� mÜ ~ììÜäÜázè êíä~éë{êÇÜè
Ç|ä~Ü� ~çàõè� åÜ êíä~éë{êÇÜè ëñä åçå|ñä ë~ Äé~ì{â~ë~ Ç|ä~Ü âÑ�á~ë~áôéíìÇè ÇíÖÇ|Çè� pÇ áyÖÇ
~ììÜäÜá{ êíäyéëÑêÑ ~äëÜêëåÜîÇ| ~áéÜ�õè âÜ~ Äé~ââÜá{ êíäyéëÑêÑ� Ñ åçå|~ ä~ Ç|ä~Ü ëzëåÜ~ õêëÇ
åÜ Åöå êíä~éë{êÇÜè ä~ zîåíä ç~éyààÑà~ Äé~ì{â~ë~�

mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä íçyéîÇÜ Äé~ââÜá{
êíäyéëÑêÑ L õêëÇ OLPx→ξ

f(x)−f(ξ)−L(x−ξ)
x−ξ = 0� ëôëÇ Ñ L åäåâyÉÇë~Ü ÅÜ~ìåéÜáô ëÑè f êëåä ξ�

nomq_pe ���� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� rçyéîÇÜ ÅÜ~ìåéÜáô ëÑè
f êëåä ξ ~ä á~Ü âôäå ~ä Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� cç|êÑè� ëå ÅÜ~ìåéÜáô ëÑè f êëåä ξ� ~ä
íçyéîÇÜ� Ç|ä~Ü âåä~ÅÜáô á~Ü Ç|ä~Ü ÇáÇ|äÑ Ñ Äé~ââÜá{ êíäyéëÑêÑ ëÑè åçå|~è ëå ÄéyìÑâ~ Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~
ç~éyààÑàÑ âÇ ëÑä Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� qôëÇ

OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ) á~Ü f ′(ξ) ∈ R,

åçôëÇ
OLPx→ξ

f(x)−f(ξ)−f ′(ξ)·(x−ξ)
x−ξ = 0. �����

Vé~� ~ä ÖÇñé{êåíâÇ ëÑ Äé~ââÜá{ êíäyéëÑêÑ

L(x) = f ′(ξ) · x, �����

ëôëÇ Ñ ����� ÄéyìÇë~Ü
OLPx→ξ

f(x)−f(ξ)−L(x−ξ)
x−ξ = 0

á~Ü� Ççåâzäñè� Ñ êíäyéëÑêÑ L Ç|ä~Ü ÅÜ~ìåéÜáô ëÑè f êëåä ξ�

_äëÜêëéôìñè� zêëñ ôëÜ âÜ~ Äé~ââÜá{ êíäyéëÑêÑ

L(x) = µ · x �����

Ç|ä~Ü ÅÜ~ìåéÜáô ëÑè f êëåä ξ� åçôëÇ

OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)−µ·(x−ξ)

x−ξ = 0.

píäÇçyÄÇë~Ü
OLPx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ = µ.

Vé~ Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü f ′(ξ) = µ� åçôëÇ å ëöçåè ����� ëÑè L ÄéyìÇë~Ü L(x) =
f ′(ξ) · x� ÅÑà~Å{ Ä|äÇë~Ü å ������ _íëô ~çåÅÇÜáäöÇÜ á~Ü ëÑ âåä~ÅÜáôëÑë~ ëÑè êíäyéëÑêÑè L� ÅÑ�

à~Å{ ëåí ÅÜ~ìåéÜáåö ëÑè f êëåä ξ�

c|Å~âÇ ôëÜ� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� ëôëÇ ëå ÅÜ~ìåéÜáô ëÑè f êëåä ξ Ç|ä~Ü Ñ Äé~ââÜá{
êíäyéëÑêÑ f ′(ξ) · x ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè åçå|~è Ç|ä~Ü� ìíêÜáy� ÇíÖÇ|~ çåí çÇéÜzîÇÜ ëå êÑâÇ|å (0, 0)�
qõé~� Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) zîÇÜ� ôçñè zîåíâÇ ÅÇÜ� Çã|�
êñêÑ f ′(ξ) · (x − ξ) + f(ξ) = f ′(ξ) · x + f(ξ) − f ′(ξ) · ξ� mÜ Åöå ~íëzè ÇíÖÇ|Çè zîåíä |ÅÜå
êíäëÇàÇêë{ ëåí x� åçôëÇ Ç|ä~Ü ç~éyààÑàÇè�

_êá{êÇÜè�

������ fÇñé{êëÇ ëÜè êíä~éë{êÇÜè f(x) = 3x2 − 5x + 3� f(x) =
√
x + 1� f(x) = x2−3x+1

x+2 �

f(x) = VLJQx� f(x) =

{
0, ~ä x 6= 0
1, ~ä x = 0

f(x) =

{
2x, ~ä x ≤ 0
−3x, ~ä x ≥ 0

f(x) =

{
2x2, ~ä x ≤ 0
−3x2, ~ä x ≥ 0

f(x) = x2 VLJQx á~Ü f(x) = (x2 + 1) VLJQx� `éÇ|ëÇ� ~ä íçyéîåíä� ëÜè f ′(0)� f ′
+(0)� f ′

−(0)�

���



������ Xêëñ M ≥ 0� ρ > 1� δ > 0 á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f(x) − f(ξ)| ≤ M |x − ξ|ρ ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ (ξ − δ, ξ + δ)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f ′(ξ) = 0�

������ Xêëñ Ñ f(x) =

{
2x2 + x + 1, ~ä x ≤ 0
ax + b, ~ä x > 0

`éÇ|ëÇ ëåíè a� b õêëÇ ä~ íçyéîÇÜ Ñ f ′(0)�

hyäëÇ ëå |ÅÜå ÄÜ~ ëÑä f(x) =

{
2x2 + x + 1, ~ä x < 0
ax + b, ~ä x ≥ 0

������ Xêëñ g : (a, ξ] → R� h : [ξ, b) → R õêëÇ g(ξ) = h(ξ) á~Ü g′(ξ) = h′(ξ) á~Ü zêëñ Ñ

f : (a, b) → R âÇ ëöçå f(x) =

{
g(x) , ~ä a < x ≤ ξ

h(x) , ~ä ξ ≤ x < b
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f ′(ξ) = g′(ξ) = h′(ξ)�

������ e êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

ëåí ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè ����� ~ä á~Ü êíäÇî{è

êëåä 0� ÅÇä zîÇÜ çàÇíéÜázè ç~é~ÄõÄåíè êëåä 0� pîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f á~Ü âÇàÇë{êëÇ ëÑ
êíâçÇéÜìåéy á~Öõè a → 0+ ëÑè âÇë~�àÑë{è ÑâÜÇíÖÇ|~è la,+ âÇ áåéíì{ ëå êë~ÖÇéô êÑâÇ|å
(0, 0) Ñ åçå|~ ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ëå âÇë~�àÑëô êÑâÇ|å (a, f(a))� qÇ|äÇÜ ä~ ë~íëÜêëÇ| Ñ la,+ âÇ áyçåÜ~
ÑâÜÇíÖÇ|~ âÇ áåéíì{ ëå êÑâÇ|å (0, 0)� hyäëÇ ëå |ÅÜå á~Öõè a → 0− ÄÜ~ ëÑä ÑâÜÇíÖÇ|~ la,− âÇ
áåéíì{ ëå êÑâÇ|å (0, 0) Ñ åçå|~ ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ëå âÇë~�àÑëô êÑâÇ|å (a, f(a))�

e f(x) =

{
x2 VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

ëåí ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè ����� Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä 0 á~Ü f ′(0) = 0�

[çñè çéÜä� âÇàÇë{êëÇ ëÑ êíâçÇéÜìåéy á~Öõè a → 0+ á~Ü a → 0− ëñä ÑâÜÇíÖÇÜõä la,+ á~Ü la,−�

~äëÜêëå|îñè� âÇ áåéíì{ ëå êÑâÇ|å (0, 0) åÜ åçå|Çè ÅÜzéîåäë~Ü ~çô ëå âÇë~�àÑëô êÑâÇ|å (a, f(a))�

������ fÇñé{êëÇ ëÑä êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x2(−1)[1/x], ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f ′(0) = 0�

pîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f � n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ ôêå ÖzàåíâÇ áåäëy êëåä 0 íçyéîåíä êÑâÇ|~ ~êí�

äzîÇÜ~è ëÑè f �

fÇñé{êëÇ ëÑä f(x) =

{
x2, ~ä x ∈ Q
−x2, ~ä x /∈ Q

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f ′(0) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü

~êíäÇî{è êÇ áyÖÇ x 6= 0� jçåéÇ|ëÇ ä~ êîÇÅÜyêÇëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f �

������ Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü
ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ ~ä á~Ü âôäå ~ä íçyéîÇÜ g : A → R êíäÇî{è êëåä ξ õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ
f(x) − f(ξ) = g(x)(x − ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A��

������ aäñé|ÉåíâÇ ~çô ëÑ êëåÜîÇÜõÅÑ ÄÇñâÇëé|~ ôëÜ áyÖÇ ÇíÖÇ|~ Ñ åçå|~ ÇìyçëÇë~Ü êÇ zä~ä áöáàå
ÅÇä zîÇÜ á~äzä~ áåÜäô êÑâÇ|å âÇ ëåä áöáàå Çáëôè ~çô ëå êÑâÇ|å Çç~ì{è� gêîöÇÜ ~íëô ÄÇäÜáôëÇé~�

fÇñé{êëÇ ëÑä ëÇëé~ÄñäÜá{ ç~é~�åà{ âÇ Çã|êñêÑ y = x2� pÇ áyÖÇ êÑâÇ|å ëÑè á~âçöàÑè íçåàå�

Ä|êëÇ ëÑä Çã|êñêÑ ëÑè Çì~çëôâÇäÑè ÇíÖÇ|~è êëÑä á~âçöàÑ êëå êÑâÇ|å ~íëô á~Ü �éÇ|ëÇ çôê~ áåÜäy
êÑâÇ|~ zîÇÜ Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ âÇ ëÑä á~âçöàÑ�

hyäëÇ ëå |ÅÜå ÄÜ~ ëÑä áí�Üá{ ç~é~�åà{ âÇ Çã|êñêÑ y = x3 á~Öõè á~Ü âÇ ëÜè y = x4 á~Ü
y = x2(x − 1)2�

aÇäÜáÇöêëÇ� çôê~ êÑâÇ|~ áåÜäy âçåéÇ| ä~ zîåíä Ñ á~âçöàÑ y = p(x)� ôçåí p Ç|ä~Ü çåàíõäíâå
�~Öâåö n� âÇ ëÑä Çì~çëôâÇä{ ëÑè ÇíÖÇ|~ êÇ åçåÜåÅ{çåëÇ êÑâÇ|å ëÑè�

�_íë{ Ñ ÜêåÅöä~âÑ âÇ ëÑä ç~é~ÄñÄÜêÜâôëÑë~ çéôë~êÑ �íçyéîÇÜ g : A → R êíäÇî{è êëåä ξ õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ f(x) −
f(ξ) = g(x)(x− ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� Ç|ä~Ü å åéÜêâôè ëåí &DUDWKHRGRU\ ÄÜ~ ëÑä ç~é~ÄñÄÜêÜâôëÑë~�

���



��� gÅÜôëÑëÇè ëñä ç~é~ÄõÄñä�

nomq_pe ���� Xêëñ f, g : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� Xêëñ� Çç|êÑè�
f(ξ) = g(ξ) á~Ü zêëñ ôëÜ åÜ f, g ë~íë|Éåäë~Ü áåäëy êëåä ξ� _ä íçyéîÇÜ Ñ â|~ ~çô ëÜè ç~é~ÄõÄåíè
f ′(ξ)� g′(ξ)� ëôëÇ íçyéîÇÜ á~Ü Ñ yààÑ á~Ü f ′(ξ) = g′(ξ)�

_çôÅÇÜãÑ� cçÇÜÅ{ åÜ f, g ë~íë|Éåäë~Ü áåäëy êëåä ξ á~Ü ÇçÇÜÅ{ f(ξ) = g(ξ)� ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)
x−ξ =

g(x)−g(ξ)
x−ξ áåäëy êëåä ξ� Vé~ OLPx→ξ

f(x)−f(ξ)
x−ξ = OLPx→ξ

g(x)−g(ξ)
x−ξ �

pëÑä çéôë~êÑ ���� ~ä íçåÖzêåíâÇ ôëÜ åÜ f, g ë~íë|Éåäë~Ü áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí { ~çô
~éÜêëÇéy ëåí� ëôëÇ ÜêîöÇÜ ëå |ÅÜå ~çåëzàÇêâ~ ÄÜ~ ëÜè ~äë|êëåÜîÇè çàÇíéÜázè ç~é~ÄõÄåíè� [àÇè
åÜ ÇçôâÇäÇè çéåëyêÇÜè âçåéåöä ä~ ÅÜ~ëíçñÖåöä âÇ ëéôçå õêëÇ ä~ Üêîöåíä á~Ü ÄÜ~ çàÇíéÜázè
ç~é~ÄõÄåíè� f~ ç~é~àÇ|ïåíâÇ� ñè çéåì~äÇ|è� ëÜè êîÇëÜázè ÅÜ~ëíçõêÇÜè�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e VLJQx á~Ü Ñ êë~ÖÇé{ êíäyéëÑêÑ 1 ë~íë|Éåäë~Ü êëå (0,+∞)� cçåâzäñè� ÄÜ~
áyÖÇ ξ ∈ (0,+∞) åÜ Åöå êíä~éë{êÇÜè ë~íë|Éåäë~Ü êëåä ξ á~Ü áåäëy êëåä ξ� Vé~ VLJQ′ ξ = 0 ÄÜ~
áyÖÇ ξ ∈ (0,+∞)� mâå|ñè� Ñ VLJQx á~Ü Ñ êë~ÖÇé{ êíäyéëÑêÑ −1 ë~íë|Éåäë~Ü êëå (−∞, 0)� Vé~
VLJQ′ ξ = 0 ÄÜ~ áyÖÇ ξ ∈ (−∞, 0)�

nomq_pe ���� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|�
êÜâÑ êëåä ξ� ÅÑà~Å{ ~ä f ′(ξ) ∈ R� ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ�

_çôÅÇÜãÑ� cçÇÜÅ{ ÜêîöÇÜ
f(x) = f(x)−f(ξ)

x−ξ (x − ξ) + f(ξ)

ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A âÇ x 6= ξ� êíäÇçyÄÇë~Ü

OLPx→ξ f(x) = f ′(ξ)0 + f(ξ) = f(ξ),

åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e êíäyéëÑêÑ |x| Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä 0 ~àày ôîÜ ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä 0� Vé~ ëå
~äë|êëéåìå ëÑè çéôë~êÑè ��� ÅÇä ÜêîöÇÜ Çä ÄzäÇÜ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ pëÑä çéôë~êÑ ��� íçåÖzëåíâÇ ôëÜ f ′(ξ) ∈ R� _ä f ′(ξ) = ±∞� Ñ f ÅÇä Ç|ä~Ü
á~ë ~äyÄáÑ êíäÇî{è êëåä ξ� aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� Ñ VLJQx ÅÇä Ç|ä~Ü åöëÇ ÅÇãÜy åöëÇ ~éÜêëÇéy êíäÇî{è
êëåä 0� [âñè� VLJQ′

+ 0 = OLPx→0+
1−0
x−0 = +∞ á~Ü VLJQ′

− 0 = OLPx→0−
−1−0
x−0 = +∞� åçôëÇ

VLJQ′ 0 = +∞�

nomq_pe ���� Xêëñ f, g : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä åÜ f, g Ç|ä~Ü
ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëåä ξ� ëôëÇ åÜ f + g, f − g, fg : A → R Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëåä ξ� _ä� ÇçÜçàzåä�
ÜêîöÇÜ g(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� ëôëÇ Ñ f/g : A → R Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ�
cç|êÑè�

(f + g)′(ξ) = f ′(ξ) + g′(ξ), (f − g)′(ξ) = f ′(ξ) − g′(ξ),

(fg)′(ξ) = f ′(ξ)g(ξ) + f(ξ)g′(ξ),
(f

g
)′(ξ) = f ′(ξ)g(ξ)−f(ξ)g′(ξ)

(g(ξ))2 .

_çôÅÇÜãÑ� aÜ~ ëÑä f + g zîåíâÇ

(f + g)′(ξ) = OLPx→ξ
(f(x)+g(x))−(f(ξ)+g(ξ))

x−ξ = OLPx→ξ
(f(x)−f(ξ)

x−ξ + g(x)−g(ξ)
x−ξ

)
= f ′(ξ) + g′(ξ).

mâå|ñè ÄÜ~ ëÑä f − g�

aÜ~ ëÑä fg Ç|ä~Ü�

(fg)′(ξ) = OLPx→ξ
f(x)g(x)−f(ξ)g(ξ)

x−ξ = OLPx→ξ
(f(x)−f(ξ)

x−ξ g(x) + f(ξ)g(x)−g(ξ)
x−ξ

)

= f ′(ξ)g(ξ) + f(ξ)g′(ξ).

���



qzàåè� ÄÜ~ ëÑä f/g Ç|ä~Ü�

(f
g
)′(ξ) = OLPx→ξ

f(x)
g(x)

− f(ξ)
g(ξ)

x−ξ = OLPx→ξ
(f(x)−f(ξ)

x−ξ
1

g(x) − f(ξ)
g(ξ)g(x)

g(x)−g(ξ)
x−ξ

)

= f ′(ξ) 1
g(ξ) − f(ξ)

(g(ξ))2 g
′(ξ) = f ′(ξ)g(ξ)−f(ξ)g′(ξ)

(g(ξ))2 .

jÇ ë~ êöâ�åà~ ëñä ~çÇÜéåêëõä á~Ü ~ìåö êíâ�åà|êåíâÇ y1 = f(x) á~Ü y2 = g(x)� ÄéyìåíâÇ�

d(y1±y2)
dx = dy1

dx ± dy2
dx ,

d(y1y2)
dx = dy1

dx y2 + y1
dy2
dx , d

dx
(y1

y2

)
= 1

y2
dy1
dx − y1

y22
dy2
dx .

mÜ êíâ�åàÜázè ~íëzè êîzêÇÜè âÇ �~ç~àåÜì{� ëåí dx êíäÇçyÄåäë~Ü ëÜè

d(y1 ± y2) = dy1 ± dy2, d(y1y2) = y2dy1 + y1dy2, d(y1/y2) = (1/y2)dy1 − (y1/y2
2)dy2.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä Ñ f Ç|ä~Ü
ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü c ∈ R� ëôëÇ á~Ü Ñ cf : A → R Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü

(cf)′(ξ) = cf ′(ξ).

néyÄâ~ëÜ� (cf)′(ξ) = c′(ξ)f(ξ) + c(ξ)f ′(ξ) = 0f(ξ) + cf ′(ξ) = cf ′(ξ)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ jçåéåöâÇ ä~ ã~ä~~çåÅÇ|ãåíâÇ Çç~ÄñÄÜáy ôëÜ ÜêîöÇÜ dxn

dx = nxn−1 ÄÜ~ áyÖÇ
n ∈ N� n ≥ 2� néyÄâ~ëÜ�

dx2

dx = d(xx)
dx = dx

dxx + xdx
dx = 1x + x1 = 2x

á~Ü� ~ä íçåÖzêåíâÇ ôëÜ Ç|ä~Ü dxn

dx = nxn−1� ëôëÇ

dxn+1

dx = d(xnx)
dx = dxn

dx x + xn dx
dx = nxn−1x + xn1 = (n + 1)xn.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ gêîöÇÜ

d
dx(a0 + a1x + · · · + anx

n) = a1 + 2a2x + · · · + nanx
n−1.

Vé~ Ñ ç~éyÄñÄåè çåàíñäíâÜá{è êíäyéëÑêÑè �~Öâåö n ≥ 1 Ç|ä~Ü çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ �~Ö�

âåö n − 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

dxn

dx = nxn−1 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0, ~ä n ∈ Z, n ≤ 0.

_ä n = 0 á~Ü x 6= 0� Ç|ä~Ü dx0

dx = d1
dx = 0 = 0x0−1�

_ä n ≤ −1 á~Ü x 6= 0� ÖzëåíâÇ m = −n ≥ 1 á~Ü ëôëÇ�

dxn

dx = d
dx( 1

xm ) = −mxm−1

x2m = −mx−m−1 = nxn−1.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ éÑë{ êíäyéëÑêÑ R(x) = P (x)
Q(x) � qôëÇ� ÄÜ~ áyÖÇ x êëå çÇÅ|å åéÜêâåö ëÑè

R� ÅÑà~Å{ ÄÜ~ áyÖÇ x õêëÇ Q(x) 6= 0� Ç|ä~Ü R′(x) = P ′(x)Q(x)−P (x)Q′(x)
(Q(x))2 � Vé~ Ñ ç~éyÄñÄåè

éÑë{è êíäyéëÑêÑè Ç|ä~Ü éÑë{ êíäyéëÑêÑ�

e ÇçôâÇäÑ ÜÅÜôëÑë~ Ç|ä~Ü ÜÅÜ~Üëzéñè êÑâ~äëÜá{ ÄÜ~ ëåä íçåàåÄÜêâô ç~é~ÄõÄñä� izÇÜ ôëÜ Ñ
ç~éyÄñÄåè ëÑè êöäÖÇêÑè Åöå êíä~éë{êÇñä Ç|ä~Ü |êÑ âÇ ëå ÄÜäôâÇäå ëñä ç~é~ÄõÄñä ëåíè�

���



h_kmk_p _irpgb_p� Xêëñ f : A → B� g : B → R� ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü
η = f(ξ) ∈ B êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí B� _ä Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü Ñ g ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ
êëåä η� ëôëÇ Ñ g ◦ f : A → R Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü

(g ◦ f)′(ξ) = g′(η)f ′(ξ) = g′(f(ξ))f ′(ξ).

_çôÅÇÜãÑ� mé|ÉåíâÇ G : B → R âÇ ëöçå

G(y) =

{
g(y)−g(η)

y−η , ~ä y ∈ B� y 6= η

g′(η) , ~ä y = η

e G Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä η ÅÜôëÜ

OLPy→η G(y) = OLPy→η
g(y)−g(η)

y−η = g′(η) = G(η).

cçÇÜÅ{ Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ� åçôëÇ á~Ü Ñ G ◦ f : A → R Ç|ä~Ü
êíäÇî{è êëåä ξ� Vé~

OLPx→ξ G(f(x)) = G(f(ξ)) = G(η) = g′(η). �����

cç|êÑè� ÜêîöÇÜ
g(y) − g(η) = G(y)(y − η) �����

ÄÜ~ áyÖÇ y ∈ B� néyÄâ~ëÜ� ~ä y ∈ B á~Ü y 6= η� ëôëÇ Ñ ÜêôëÑë~ ÜêîöÇÜ àôÄñ ëåí åéÜêâåö ëåí
G(y) á~Ü� ~ä y = η� ëôëÇ á~Ü ë~ Åöå âzàÑ ëÑè ÜêôëÑë~è Ç|ä~Ü |ê~ âÇ 0�

téÑêÜâåçåÜõäë~è ëÑä ����� âÇ y = f(x) á~Ü ëÑä ������ zîåíâÇ

OLPx→ξ
(g◦f)(x)−(g◦f)(ξ)

x−ξ = OLPx→ξ
g(f(x))−g(f(ξ))

x−ξ = OLPx→ξ
G(f(x))(f(x)−f(ξ))

x−ξ

= OLPx→ξ G(f(x)) OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = g′(η)f ′(ξ).

Vé~ (g ◦ f)′(ξ) = g′(η)f ′(ξ)�

píâ�åà|Éåäë~è y = f(x) á~Ü z = g(y)� ÄéyìåíâÇ âÇ ë~ êöâ�åà~ ëñä ~çÇÜéåêëõä� dz
dy = g′(η)

á~Ü dy
dx = f ′(ξ)� cç|êÑè� ÇçÇÜÅ{ z = g(y) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x)� Ç|ä~Ü dz

dx = (g ◦ f)′(ξ)�
cçåâzäñè� Ñ êîzêÑ (g ◦ f)′(ξ) = g′(η)f ′(ξ) ÄéyìÇë~Ü� âÇ ë~ êöâ�åà~ ëñä ~çÇÜéåêëõä�

dz
dx = dz

dy
dy
dx . �����

néåêzãëÇ ëÑä �~çàåçå|ÑêÑ� Ñ åçå|~ �êíâ�~|äÇÜ� êëåä ëöçå ������ néåêzãëÇ çõè å |ÅÜåè ëöçåè�
âÇ �~ç~àåÜì{� ëåí dx� á~ë~à{ÄÇÜ êëåä Ääñêëô â~è ëöçå dz = dz

dydy�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ h(x) = (x2 + 3)5� f~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëÑä h′(2)�
fÇñéåöâÇ ëÜè f(x) = x2 + 3 á~Ü g(y) = y5� qôëÇ h = g ◦ f � åçôëÇ h′(2) = g′(f(2))f ′(2) =
g′(7)f ′(2) = 5 · 74 · 4�

aÇäÜáy�

h′(x) = g′(f(x))f ′(x) = 5(f(x))4f ′(x) = 10x(x2 + 3)4

ÄÜ~ áyÖÇ x�

jÇ ë~ ~çÇÜéåêëy� ÄéyìåíâÇ y = x2 + 3 á~Ü z = y5 á~Ü ëôëÇ

dz
dx = dz

dy
dy
dx = 5y42x = 10x(x2 + 3)4.

���



f~ áyäåíâÇ âÜ~ ÅÜ~ìñëÜêëÜá{ ç~é~ë{éÑêÑ êîÇëÜáy âÇ ëåä á~äôä~ ~àíê|Å~è� f~ íçåÖzêåíâÇ
ÇçÜçàzåä ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü zä~�çéåè�zä~ á~Ü Ö~ ÅåöâÇ âÜ~ ÅÇöëÇéÑ ~çôÅÇÜãÑ ëåí á~äôä~� _ä Ñ f Ç|ä~Ü
zä~�çéåè�zä~� ëôëÇ� ~ä x 6= ξ� êíäÇçyÄÇë~Ü f(x) 6= f(ξ)� åçôëÇ âçåéåöâÇ ä~ ÄéyïåíâÇ

(g◦f)(x)−(g◦f)(ξ)
x−ξ = g(f(x))−g(f(ξ))

f(x)−f(ξ)
f(x)−f(ξ)

x−ξ = g(y)−g(η)
y−η

f(x)−f(ξ)
x−ξ . �����

qõé~� ÇçÇÜÅ{ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ� Ç|ä~Ü OLPx→ξ f(x) = η� åçôëÇ� áyäåäë~è ~àà~Ä{ âÇë~�

�àÑë{è ~çô x êÇ y = f(x)� íçåàåÄ|ÉåíâÇ ëå ôéÜå

(g ◦ f)′(ξ) = OLPx→ξ
(g◦f)(x)−(g◦f)(ξ)

x−ξ = OLPy→η
g(y)−g(η)

y−η OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = g′(η)f ′(ξ).

f~ ç~é~ëÑé{êåíâÇ ôëÜ âÇ ë~ êöâ�åà~ y = f(x) á~Ü z = g(y) Ñ êîzêÑ ����� ÄéyìÇë~Ü

∆z
∆x = ∆z

∆y
∆y
∆x ,

åçôëÇ� ç~|éäåäë~è ôéÜ~� á~ë~à{ÄåíâÇ êëÑ êíâ�åàÜá{ êîzêÑ ����� âÇ ë~ ~çÇÜéåêëy�

_íë{ Ñ ~çôÅÇÜãÑ Ç|ä~Ü ëÇàÇ|ñè �ÅÜ~ì~ä{è� ñè çéåè ëÑä çé~Äâ~ëÜá{ êîzêÑ ~äyâÇê~ êëÜè ÅÜ~�

ìåézè ëñä ëéÜõä âÇë~�àÑëõä x� y á~Ü z á~Ü ëÑä êíäÇç~ÄôâÇäÑ êîzêÑ ~äyâÇê~ êë~ ~äë|êëåÜî~
~çÇÜéåêëy ëñä ëéÜõä âÇë~�àÑëõä� bíêëíîõè� Ñ ~çà{ ~íë{ ~çôÅÇÜãÑ ÅÇä àÇÜëåíéÄÇ| êëÑ ÄÇäÜá{
çÇé|çëñêÑ� ÅÜôëÜ� ~ä Ñ f ÅÇä Ç|ä~Ü zä~�çéåè�zä~� ëôëÇ Ñ ÅÜ~ìåéy ∆y = y − η = f(x) − f(ξ)
âçåéÇ| ä~ Ç|ä~Ü |êÑ âÇ 0 ~áôâÑ áÜ ~ä Ñ ∆x = x − ξ ÅÇä Ç|ä~Ü |êÑ âÇ 0��

Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _è íçåÖzêåíâÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü
~öãåíê~ êëå A á~Ü ôëÜ íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ)� cçÇÜÅ{ Ñ f Ç|ä~Ü ~öãåíê~� ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ

x ∈ A âÇ x 6= ξ á~Ü� Ççåâzäñè� f ′(ξ) = OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ 0�

mâå|ñè� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü ìÖ|äåíê~ êëå A á~Ü íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ)� ëôëÇ Ç|ä~Ü f ′(ξ) ≤ 0�

_ä Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü âåäôëåäÑ êëå A ∩ (−∞, ξ] { êëå A ∩ [ξ,+∞)� ëôëÇ zîåíâÇ ~äyàåÄ~
êíâçÇéyêâ~ë~ ÄÜ~ ëå çéôêÑâå ëñä ~äë|êëåÜîñä f ′

−(ξ) { f ′
+(ξ)�

e ÇçôâÇäÑ ÜÅÜôëÑë~ àzÇÜ ôëÜ Ñ ç~éyÄñÄåè ëÑè ~äë|êëéåìÑè êíäyéëÑêÑè Ç|ä~Ü |êÑ âÇ ëå ~äë|�
êëéåìå ëÑè ç~é~ÄõÄåí ëÑè êíäyéëÑêÑè�

h_kmk_p _kqgpqomsep prk_oqepep� � Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I � ξ ∈ I � f : I → R ÄäÑê|ñè
~öãåíê~ á~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü η = f(ξ)� aäñé|ÉåíâÇ ôëÜ ëå êöäåàå ëÜâõä ëÑè f Ç|ä~Ü ÅÜyêëÑâ~�
zêëñ J � ôëÜ� ìíêÜáy� η ∈ J á~Ü ôëÜ Ñ ~äë|êëéåìÑ êíäyéëÑêÑ f−1 : J → I Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~
á~Ü êíäÇî{è êëå J � _ä íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ)� ëôëÇ íçyéîÇÜ á~Ü Ñ (f−1)′(η) á~Ü

(f−1)′(η) =






1/f ′(ξ), ~ä 0 < f ′(ξ) < +∞
0, ~ä f ′(ξ) = +∞
+∞, ~ä f ′(ξ) = 0

_ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~� ëôëÇ Üêîöåíä ë~ |ÅÜ~ ~àày âÇ ëÜè ~äë|ÖÇëÇè ~äÜêôëÑëÇè á~Ü âÇ −∞
~äë| +∞�

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ f ′(ξ) ∈ R á~Ü f ′(ξ) > 0� cçÇÜÅ{ Ñ f−1 Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä η� êíäÇçyÄÇë~Ü
OLPy→η f

−1(y) = ξ� åçôëÇ� áyäåäë~è ~àà~Ä{ âÇë~�àÑë{è ~çô y êÇ x = f−1(y)� �é|êáåíâÇ

(f−1)′(η) = OLPy→η
f−1(y)−f−1(η)

y−η = OLPx→ξ
x−ξ

f(x)−f(ξ) = OLPx→ξ 1
/(f(x)−f(ξ)

x−ξ
)

= 1
f ′(ξ) .

_ä f ′(ξ) = +∞� ëôëÇ ëå ëÇàÇíë~|å ôéÜå Ç|ä~Ü |êå âÇ 1
+∞ = 0� åçôëÇ (f−1)′(η) = 0�

qzàåè� ~ä f ′(ξ) = 0� ëôëÇ� ÇçÇÜÅ{ ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)
x−ξ > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x 6= ξ� ëå ëÇàÇíë~|å

ôéÜå Ç|ä~Ü |êå âÇ +∞� åçôëÇ (f−1)′(η) = +∞�

�e ~çôÅÇÜãÑ ~íë{ âçåéÇ| ä~ çéåê~éâåêëÇ| á~Ü êëÑä ÄÇäÜá{ çÇé|çëñêÑ ~àày îyäÇÜ ëÑä ~çàôëÑëy ëÑè�
�pëÑä yêáÑêÑ ������ íçyéîÇÜ âÜ~ yààÑ âåéì{ ëåí á~äôä~ ~äë|êëéåìÑè êíäyéëÑêÑè�

���



f~ ÅÜ~ëíçõêåíâÇ ëÑ êîzêÑ (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ) âÇ ë~ êöâ�åà~ ëñä ~çÇÜéåêëõä� aéyìåíâÇ
y = f(x) á~Ü x = f−1(y)� qôëÇ dy

dx = f ′(ξ) á~Ü dx
dy = (f−1)′(η)� Vé~ Ñ (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ)

ÄéyìÇë~Ü
dx
dy = 1

/( dy
dx

)
.

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ Ñ êîzêÑ ~íë{ ÅÇä Ç|ä~Ü ë|çåëÇ yààå ~çô ëå ôéÜå ëÑè çéåì~äåöè êîzêÑè

∆x
∆y = 1

/( ∆y
∆x

)
,

Ñ åçå|~ îéÑêÜâåçåÜ{ÖÑáÇ êëÑä ~çôÅÇÜãÑ ëåí á~äôä~ ~äë|êëéåìÑè êíäyéëÑêÑè� n~é~ëÑé{êëÇ�

Çç|êÑè� ëÑä �~çàåçå|ÑêÑ� ëåí �êöäÖÇëåí àôÄåí� Ñ åçå|~ �íì|êë~ë~Ü� êëåä ëöçå dx
dy = 1/( dy

dx)�

����� q~ �~êÜáy ç~é~ÅÇ|Äâ~ë~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êíäyéëÑêÑ y = xn� çÇéÜåéÜêâzäÑ êëå [0,+∞)� zîÇÜ ñè
~äë|êëéåìÑ ëÑä x = n

√
y âÇ çÇÅ|å åéÜêâåö ëå [0,+∞)� cçåâzäñè�

dx
dy = 1/( dy

dx) = 1
nxn−1 = x

nxn =
n√y
ny

ÄÜ~ y > 0� _ä y = 0� ëôëÇ� ÇçÇÜÅ{ dy
dx(0) = 0� Ç|ä~Ü dx

dy (0) = +∞� Vé~

d n√y
dy =

{
n
√
y/(ny), ~ä y > 0

+∞, ~ä y = 0

_íëô Ç|ä~Ü ÇÜÅÜá{ çÇé|çëñêÑ ëåí ~âzêñè ÇçôâÇäåí ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè ~àày Ö~ îéÑêÜâåçåÜÑÖÇ| êëÑä
~çôÅÇÜã{ ëåí�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� jÇ ëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ~íëô Ö~ zîåíâÇ á~àöïÇÜ ëÑä ç~éyÄñÄå ëÑè êíäyéëÑêÑè
Åöä~âÑ êÇ ôàÇè ëÜè çÇéÜçëõêÇÜè éÑëåö ÇáÖzëÑ�

f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

dxr

dx = rxr−1 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0, ~ä r ∈ Q \ Z.

néyÄâ~ëÜ� zêëñ r = m
n âÇ m ∈ Z á~Ü n ∈ N� n ≥ 2� åçôëÇ xr = ( n

√
x)m� fzëåíâÇ y = n

√
x á~Ü

z = xr = ym á~Ü ëôëÇ

dxr

dx = dz
dx = dz

dy
dy
dx = mym−1 n√x

nx = m( n√x)m−1 n√x
nx = m

n x(m/n)−1 = rxr−1.

_ä r > 1 á~Ü x = 0� ëôëÇ

dxr

dx (0) = dxr

dx+(0) = OLPx→0+
xr−0r

x−0 = OLPx→0+ xr−1 = 0 = r0r−1,

åçôëÇ á~Ü ê ~íë{ä ëÑä çÇé|çëñêÑ ÜêîöÇÜ å çéåÑÄåöâÇäåè ÄÇäÜáôè ëöçåè ÄÜ~ ëÑä ç~éyÄñÄå ëÑè xr�

_ä 0 < r < 1 á~Ü x = 0� ëôëÇ

dxr

dx (0) = dxr

dx+(0) = OLPx→0+
xr−0r

x−0 = OLPx→0+ xr−1 = +∞.

_áéÜ�õè êëÑä çÇé|çëñêÑ 0 < r < 1 ÇäëyêêÇë~Ü ëå ~çåëzàÇêâ~ ëåí çéåÑÄåöâÇäåí ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè
������� êëå åçå|å Ç|ä~Ü r = 1/n�

qzàåè� ~ä r < 0� ëôëÇ å 0 ÅÇä ~ä{áÇÜ êëå çÇÅ|å åéÜêâåö ëÑè xr� åçôëÇ Ñ ç~éyÄñÄåè êëåä 0 ÅÇä
zîÇÜ á~ä äôÑâ~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� Xêëñ a > 0� a 6= 1� f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

d ORJa x
dx = 1

ORJ a
1
x ÄÜ~ áyÖÇ x > 0.

���



_éîÜáy ÖÇñéåöâÇ ëÑä çÇé|çëñêÑ a = e á~Ü Öíâôâ~êëÇ ëå ôéÜå

OLPx→+∞(1 + t
x)x = et

çåí Ç|Å~âÇ êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ������� qõé~�

d ORJ x
dx+ = OLPh→0+

ORJ(x+h)−ORJ x
h = OLPh→0+

1
h ORJ(1 + h

x)

= OLPy→+∞ ORJ(1 + 1/x
y )y = OLPz→e1/x ORJ z = ORJ e1/x = 1

x .

mâå|ñè�

d ORJ x
dx− = OLPh→0−

ORJ(x+h)−ORJ x
h = OLPh→0−

1
h ORJ(1 + h

x)

= − OLPy→+∞ ORJ(1 + −1/x
y )y = − OLPz→e−1/x ORJ z = − ORJ e−1/x = 1

x .

Vé~
d ORJ x

dx = 1
x ÄÜ~ áyÖÇ x > 0.

pëÑ ÄÇäÜá{ çÇé|çëñêÑ ÄéyìåíâÇ ORJa x = ORJ x
ORJ a á~Ü �é|êáåíâÇ d ORJa x

dx = 1
ORJ a

d ORJ x
dx = 1

ORJ a
1
x ÄÜ~

áyÖÇ x > 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� gêîöÇÜ

d ORJ |x|
dx = 1

x ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0.

néyÄâ~ëÜ� ~ä x > 0� ëôëÇ ~ä~Äôâ~êëÇ êëå çéåÑÄåöâÇäå ç~éyÅÇÜÄâ~ á~Ü� ~ä x < 0� ëôëÇ âÇ
~àà~Ä{ âÇë~�àÑë{è ~çô x êÇ y = −x = |x| zîåíâÇ

d ORJ |x|
dx = d ORJ y

dy
dy
dx = − 1

y = 1
x .

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� Xêëñ a > 0� a 6= 1� f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

dax

dx = ax ORJ a ÄÜ~ áyÖÇ x.

f~ îéÑêÜâåçåÜ{êåíâÇ ëÑä ç~éyÄñÄå ëÑè àåÄ~éÜÖâÜá{è êíäyéëÑêÑè ~çô ëå çéåÑÄåöâÇäå ç~éy�

ÅÇÜÄâ~ á~Öõè á~Ü ëå ôëÜ åÜ y = ax á~Ü x = ORJa y Ç|ä~Ü ~äë|êëéåìÇè êíä~éë{êÇÜè� néyÄâ~ëÜ�

dy
dx = 1

/(dx
dy

)
= 1

/( 1
ORJ a

1
y
)

= y ORJ a.

síêÜáy� êëÑä ÇÜÅÜá{ çÇé|çëñêÑ a = e zîåíâÇ

dex

dx = ex ÄÜ~ áyÖÇ x.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� `yêÇÜ ëñä åéÜêâõä ëñä íçÇé�åàÜáõä êíä~éë{êÇñä á~Ü ëñä ~äë|êëéåìñä
íçÇé�åàÜáõä êíä~éë{êÇñä� Çöáåà~ �é|êáåíâÇ ôëÜ

d FRVK x
dx = VLQKx, d VLQK x

dx = FRVKx, d WDQK x
dx = 1

(FRVK x)2 ,
d FRWK x

dx = − 1
(VLQK x)2 .

cç|êÑè� ~ä x = DUFFRVK y á~Ü y = FRVKx ÄÜ~ y > 1 á~Ü x > 0� ëôëÇ

dx
dy = 1

/( dy
dx

)
= 1

VLQK x = 1√
(FRVK x)2−1

= 1√
y2−1

.

pëÑä ÜêôëÑë~ VLQKx = ±
√

(FRVKx)2 − 1 áé~ë{ê~âÇ ëå çéôêÑâå + ÅÜôëÜ ÜêîöÇÜ VLQKx > 0 ÄÜ~
áyÖÇ x > 0�

mâå|ñè� ~ä x = DUFVLQK y á~Ü y = VLQKx� ëôëÇ

dx
dy = 1

/( dy
dx

)
= 1

FRVK x = 1√
(VLQK x)2+1

= 1√
y2+1

.

���



cÅõ Äéyï~âÇ FRVKx =
√

(VLQKx)2 + 1 ÅÜôëÜ ÜêîöÇÜ FRVKx > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x�

Vé~
d DUFFRVK y

dy = 1√
y2−1

ÄÜ~ y > 1 á~Ü d DUFVLQK y
dy = 1√

y2+1
ÄÜ~ áyÖÇ y.

jÇ ëåä |ÅÜå ëéôçå ~çåÅÇÜáäöÇë~Ü ôëÜ

d DUFWDQK y
dy = 1

1−y2 ÄÜ~ |y| < 1 á~Ü d DUFFRWK y
dy = 1

1−y2 ÄÜ~ |y| > 1.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� jÇ ëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ~íëô Ö~ zîåíâÇ á~àöïÇÜ çà{éñè ëÑä ç~éyÄñÄå ëÑè êí�

äyéëÑêÑè Åöä~âÑ êÇ ôàÇè ëÜè çÇéÜçëõêÇÜè çé~Äâ~ëÜáåö ÇáÖzëÑ�

dxa

dx = axa−1 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0, ~ä a ∈ R \ Q.

qõé~ ÄéyìåíâÇ xa = ea ORJ x á~Ü ÖzëåíâÇ z = xa á~Ü y = a ORJx� åçôëÇ z = ey� á~Ü �é|êáåíâÇ

dz
dx = dz

dy
dy
dx = eya 1

x = za 1
x = xaa 1

x = axa−1.

_ä a > 1 á~Ü x = 0� ëôëÇ

dxa

dx (0) = dxa

dx+(0) = OLPx→0+
xa−0a

x−0 = OLPx→0+ xa−1 = 0 = a0a−1,

åçôëÇ á~Ü ê ~íë{ä ëÑä çÇé|çëñêÑ ÜêîöÇÜ å çéåÑÄåöâÇäåè ÄÇäÜáôè ëöçåè ÄÜ~ ëÑä ç~éyÄñÄå ëÑè xa�

_ä 0 < a < 1 á~Ü x = 0� ëôëÇ

dxa

dx (0) = dxa

dx+(0) = OLPx→0+
xa−0a

x−0 = OLPx→0+ xa−1 = +∞.

qzàåè� ~ä a < 0� ëôëÇ å 0 ÅÇä ~ä{áÇÜ êëå çÇÅ|å åéÜêâåö ëÑè xa� åçôëÇ Ñ ç~éyÄñÄåè êëåä 0 ÅÇä
zîÇÜ äôÑâ~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� f~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëÜè ç~é~ÄõÄåíè êíä~éë{êÇÜè ëñä ëéÜÄñäåâÇëéÜáõä á~Ü
ëñä ~äë|êëéåìñä ëéÜÄñäåâÇëéÜáõä êíä~éë{êÇñä�

c|ä~Ü

d FRV x
dx (ξ) = OLPx→ξ

FRV x−FRV ξ
x−ξ = − OLPx→ξ

VLQ((x−ξ)/2)
(x−ξ)/2 VLQ((x + ξ)/2) = − VLQ ξ

á~Ü
d VLQ x

dx (ξ) = OLPx→ξ
VLQ x−VLQ ξ

x−ξ = OLPx→ξ
VLQ((x−ξ)/2)

(x−ξ)/2 FRV((x + ξ)/2) = FRV ξ

ÄÜ~ áyÖÇ ξ� Vé~
d FRV x

dx = − VLQx, d VLQ x
dx = FRVx.

_áôâÑ� zîåíâÇ

WDQ′ x = VLQ′ x FRV x−VLQ x FRV′ x
(FRV x)2 = 1

(FRV x)2 , FRW′ x = FRV′ x VLQ x−FRV x VLQ′ x
(VLQ x)2 = − 1

(VLQ x)2 .

Vé~
d WDQ x

dx = 1
(FRV x)2 ,

d FRW x
dx = − 1

(VLQ x)2 .

_ä x = DUFVLQ y á~Ü y = VLQx ÄÜ~ −1 < y < 1 á~Ü −π
2 < x < π

2 � ëôëÇ

d DUFVLQ y
dy = dx

dy = 1
/( dy

dx
)

= 1
FRV x = 1√

1−(VLQ x)2
= 1√

1−y2
.

pëÑä ÜêôëÑë~ FRVx = ±
√

1 − (VLQx)2 áé~ë{ê~âÇ ëå çéôêÑâå + ÅÜôëÜ ÜêîöÇÜ FRVx > 0 ôë~ä
−π

2 < x < π
2 �

mâå|ñè� ~ä x = DUFFRV y á~Ü y = FRVx ÄÜ~ −1 < y < 1 á~Ü 0 < x < π� ëôëÇ

d DUFFRV y
dy = dx

dy = 1
/( dy

dx
)

= − 1
VLQ x = − 1√

1−(FRV x)2
= − 1√

1−y2
.

���



nyàÜ� êëÑä ÜêôëÑë~ VLQx = ±
√

1 − (FRVx)2 áé~ë{ê~âÇ ëå çéôêÑâå + ÅÜôëÜ ÜêîöÇÜ VLQx > 0
ôë~ä 0 < x < π�

Vé~

d DUFVLQ y
dy = 1√

1−y2
ÄÜ~ |y| < 1 á~Ü d DUFFRV y

dy = − 1√
1−y2

ÄÜ~ |y| < 1.

qõé~� âÇ x = DUFWDQ y á~Ü y = WDQx ÄÜ~ y ∈ R á~Ü ÄÜ~ −π
2 < x < π

2 zîåíâÇ

d DUFWDQ y
dy = dx

dy = 1
/( dy

dx
)

= (FRVx)2 = 1
1+(WDQ x)2 = 1

1+y2 .

jÇ ëåä |ÅÜå ëéôçå ~çåÅÇÜáäöÇë~Ü ôëÜ d DUFFRW y
dy = − 1

1+y2 � åçôëÇ

d DUFWDQ y
dy = 1

1+y2 ÄÜ~ áyÖÇ y á~Ü d DUFFRW y
dy = − 1

1+y2 ÄÜ~ áyÖÇ y.

_êá{êÇÜè�

������ _çô ëÑä ÜêôëÑë~ x + x2 + x3 + · · · + xn = xn+1−1
x−1 − 1 �éÇ|ëÇ ~äyàåÄÇè ÜêôëÑëÇè ÄÜ~ ë~

~Öéå|êâ~ë~ x + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn á~Ü x + 4x2 + 9x3 + · · · + n2xn�

������ n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ ë~ ôéÜ~ OLPx→1
ORJ x
x−1 � OLPx→0

ex−1
x � OLPx→1

xa−1
x−1 Ç|ä~Ü Ääñêëzè ç~éyÄñÄåÜ

êíÄáÇáéÜâzäñä êíä~éë{êÇñä êÇ êíÄáÇáéÜâzä~ êÑâÇ|~ á~Ü ñè ëzëåÜÇè íçåàåÄ|êëÇ ë~�

`yêÇÜ ëñä çéåÑÄåíâzäñä �éÇ|ëÇ ë~ OLPx→1
ORJ x
xa−1 � OLPx→1

xa−xb

x−1 � OLPx→1
xa−xb

ORJ x � OLPx→0
ax−bx

x �

OLPx→0
eax−ebx

x � OLPx→0
eax−e−ax

x(eax+e−ax) �

������ `éÇ|ëÇ ëÜè ç~é~ÄõÄåíè êíä~éë{êÇÜè ëñä [x]� x − [x]�
∣∣x − [x] − 1

2

∣∣�
(
x − [x] − 1

2
)2

�

������ `éÇ|ëÇ ëÜè ç~é~ÄõÄåíè êíä~éë{êÇÜè ëñä DUFFRV(FRVx)� FRV(DUFFRVx)�
`éÇ|ëÇ ëÜè ç~é~ÄõÄåíè êíä~éë{êÇÜè ëñä ORJ3(VLQx)� x ORJ(x ORJ(x ORJ(x ORJx)))� ORJx 3�

������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

`éÇ|ëÇ ëÑä f ′�

Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x2 VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

`éÇ|ëÇ ëÑä f ′ á~Ü ÅÇ|ëÇ ~ä Ç|ä~Ü êíäÇî{è�

aÇäÜáÇöêëÇ� fÇñé{êëÇ ëÑä êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
xa VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

aÜ~ çåÜzè ëÜâzè ëåí a

Ç|ä~Ü Ñ f êíäÇî{è êëå R� Ç|ä~Ü Ñ f ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå R� Ç|ä~Ü Ñ f ′ êíäÇî{è êëå R�

������ Xêëñ f : A → R á~Ü f(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä
Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� �éÇ|ëÇ ë~ OLPh→0

(f(ξ+h)
f(ξ)

)1/h á~Ü OLPx→ξ
(f(x)

f(ξ)
)1/(ORJ x−ORJ ξ)

� aÜ~
ëå ÅÇöëÇéå ôéÜå íçåÖzëåíâÇ ÇçÜçàzåä ôëÜ A ⊆ (0,+∞)�

������ Xêëñ f, g : A → R� ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü f(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� _ä
åÜ f, g Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëåä ξ� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ á~Ü Ñ fg : A → R Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ

á~Ü íçåàåÄ|êëÇ ëÑä (fg)′(ξ)�
`éÇ|ëÇ ëÜè ç~é~ÄõÄåíè êíä~éë{êÇÜè ëñä xx� (x2 + 1)ORJ x� |x − 1|x−2|x − 2|x−1�

������ � Xêëñ ôëÜ å ~éÜÖâôè ξ Ç|ä~Ü é|É~ ëåí çåàíñäöâåí P � ÅÑà~Å{ P (ξ) = 0� izâÇ ôëÜ å
k ∈ N Ç|ä~Ü Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ ñè é|É~ ëåí P ~ä íçyéîÇÜ çåàíõäíâå Q õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ

�e yêáÑêÑ ~íë{ êíäÇî|ÉÇë~Ü êëÑä ������� e zääåÜ~ ëÑè çåàà~çàôëÑë~è é|É~è Ö~ ÄÇäÜáÇíëÇ| ÄÜ~ âÑ�çåàíñäíâÜázè
êíä~éë{êÇÜè êëÑä yêáÑêÑ �������

���



P (x) = (x− ξ)kQ(x) ÄÜ~ áyÖÇ x á~Ü Q(ξ) 6= 0� qå ôëÜ Q(ξ) 6= 0 ÜêåÅíä~âÇ| âÇ ëå ôëÜ ëå çåàíõ�

äíâå Q ÅÇä ÅÜ~ÜéÇ|ë~Ü ~çô ëå x − ξ� Vé~ Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëÑè é|É~è ξ ëåí çåàíñäöâåí P Ç|ä~Ü
å âzÄÜêëåè ÇáÖzëÑè k õêëÇ ëå (x − ξ)k ä~ ÅÜ~ÜéÇ| ëå P � _ä å ξ ÅÇä Ç|ä~Ü é|É~ ëåí çåàíñäöâåí
P � ÅÑà~Å{ P (ξ) 6= 0� ÇçÇáëÇ|äåíâÇ ëåä åéÜêâô ëÑè zääåÜ~è ëÑè çåàà~çàôëÑë~è� àzÄåäë~è ôëÜ Ñ
çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ ñè é|É~ ëåí P Ç|ä~Ü 0� c|ä~Ü çéåì~äzè ôëÜ Ñ çåàà~çàôëÑë~ âÜ~è é|É~è çå�

àíñäöâåí ÅÇä íçÇé�~|äÇÜ ëåä �~Öâô ëåí çåàíñäöâåí�

Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü é|É~ ëåí çåàíñäöâåí P � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü é|É~ çåàà~çàôëÑë~è k ∈ N
ëåí P ~ä á~Ü âôäå ~ä Ç|ä~Ü é|É~ çåàà~çàôëÑë~è k − 1 ëåí P ′�

������ Xêëñ f1, . . . , fn : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä åÜ f1, . . . , fn Ç|ä~Ü
ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëåä ξ á~Ü f1(ξ) · · · fn(ξ) 6= 0 á~Ü g = f1 · · · fn : A → R� ~çåÅÇ|ãëÇ âÇ Åöå
ëéôçåíè ôëÜ g′(ξ)

g(ξ) = f1′(ξ)
f1(ξ) + · · · + fn′(ξ)

fn(ξ) �

������� aÜ~ çåÜzè éÑëzè êíä~éë{êÇÜè R ÜêîöÇÜ OLPx→+∞
xR′(x)
R(x) = 0�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÅÇä íçyéîÇÜ á~äzä~ ÅÜyêëÑâ~ (a, b) á~Ü á~âÜy éÑë{ êíäyéëÑêÑ R õêëÇ ä~
ÜêîöÇÜ R′(x) = 1

x ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ ç~éyÄñÄåè yéëÜ~è êíäyéëÑêÑè Ç|ä~Ü çÇéÜëë{ êíäyéëÑêÑ á~Ü Ñ ç~éyÄñÄåè
çÇéÜëë{è êíäyéëÑêÑè Ç|ä~Ü yéëÜ~ êíäyéëÑêÑ� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ ç~éyÄñÄåè çÇéÜåÅÜá{è êíäyéëÑêÑè
Ç|ä~Ü çÇéÜåÅÜá{ êíäyéëÑêÑ�

������� Xêëñ f : A → R� ξ ∈ A ~çô ÅÇãÜy ëåí á~Ü ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü
zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� fÇñéåöâÇ á~Ü ëÑä |f | : A → R�

_ä f(ξ) 6= 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ |f |′(ξ) = VLJQ(f(ξ)) f ′(ξ)�
_ä f(ξ) = 0 á~Ü f ′(ξ) = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ |f |′(ξ) = 0�

_ä f(ξ) = 0 á~Ü f ′(ξ) 6= 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ |f | ÅÇä Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� _çåÅÇ|ãëÇ� ôâñè�
ôëÜ |f |′+(ξ) = |f ′(ξ)| á~Ü |f |′−(ξ) = −|f ′(ξ)|�

������� Xêëñ çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè P � Q� ôçåí Ñ P zîÇÜ �~Öâô n ≥ 2 á~Ü n ÅÜ~ìåéÇëÜázè
~äy Åöå é|ÉÇè x1, . . . , xn á~Ü Ñ Q zîÇÜ �~Öâô ≤ n − 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ Q(x)
P (x) =

∑n
k=1

Q(xk)
P ′(xk)(x−xk) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ R \ {x1, . . . , xn}�

rçåàåÄ|êëÇ ëå
∑n

k=1
1

P ′(xk) �

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ 1
x(x+1)···(x+m) = 1

m!
∑m

k=0
(m

k
) (−1)k

x+k ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ R \ {0,−1, . . . ,−m}�

������� Xêëñ f : A → R êíäÇî{è êëå A õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ (f(x))2 +4f(x) = x3 −5x2 −9x+41 ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ A� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ (2f(x) + 4)f ′(x) = 3x2 − 10x− 9 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A êëåä åçå|å
Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ� `éÇ|ëÇ ëå âzÄÜêëå Åíä~ëô êöäåàå A� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîåíä ëzêêÇéÜè
ëzëåÜÇè f ÄÜ~ ~íëô ëå A á~Ü �éÇ|ëÇ ëåíè ëöçåíè ëåíè á~Ü ëåíè ëöçåíè ëñä ~äë|êëåÜîñä f ′�

������� Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = x3 + 3x2 + 3x + 7� _çåÅÇ|ãëÇ âÇ êëåÜîÇÜõÅÑ ëéôçå ôëÜ Ñ f

Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå R� nåÜô Ç|ä~Ü ëå êöäåàå ëÜâõä ëÑè f � tñé|è ä~ �éÇ|ëÇ ëåä ëöçå ëÑè

f−1� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ
(
f−1)′(y) =

{
(1/3)(f−1(y) + 1)−2, ~ä y 6= 6
+∞, ~ä y = 6

qzàåè� �éÇ|ëÇ ëåä ëöçå ëÑè

f−1� ëå çÇÅ|å åéÜêâåö ëÑè á~Ü ëå êöäåàå ëÜâõä ëÑè á~Ü Çç~àÑÖÇöêëÇ ëÑä ç~é~çyäñ ÜêôëÑë~�

������� qÜ êíâçÇéyêâ~ë~ çéåáöçëåíä ÄÜ~ ëÑä ç~éyÄñÄå á~ÖÇâÜyè ~çô ëÜè êíä~éë{êÇÜè g çåí Çâ�

ì~ä|Éåäë~Ü êëÜè ~êá{êÇÜè ������ ������ á~Ü �������

������� � Xêëñ f : A → B zä~�çéåè�zä~ êëå A á~Ü Çç| ëåí B á~Ü Ñ ~äë|êëéåìÑ f−1 : B → A�

Xêëñ ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ ôëÜ f ′(ξ) 6= 0
�Xä~ åíêÜ~êëÜáô ~çåëzàÇêâ~ ÄÜ~ ëÑä ç~é~ÄñÄÜêÜâôëÑë~ ëÑè ~äë|êëéåìÑè êíäyéëÑêÑè�

���



á~Ü ôëÜ Ñ f−1 Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä η = f(ξ)�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å η Ç|ä~Ü êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí B á~Ü ôëÜ Ñ f−1 Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä η á~Ü
ÜêîöÇÜ (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ)�
jÇéÜázè ìåézè êíä~äëy á~äÇ|è ëÑä Çã{è �~çôÅÇÜãÑ� ëåí (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ)� _çô ëå ôëÜ ÜêîöÇÜ
f−1(f(x))) = x ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A á~Ü ~çô ëåä á~äôä~ ~àíê|Å~è êíäÇçyÄÇë~Ü (f−1)′(η)f ′(ξ) =
1� Vé~ íçyéîÇÜ Ñ (f−1)′(η) á~Ü (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ)� nÇÜêÖ{ëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ àåÄÜáô àyÖåè êëÑä
~çôÅÇÜãÑ ~íë{� e ~çåëíîÑâzäÑ ~íë{ ~çôÅÇÜãÑ àÇÜëåíéÄÇ| âôäåä ~ä íçåÖzêåíâÇ �{ Ääñé|ÉåíâÇ�

ëÑä öç~éãÑ ëÑè (f−1)′(η) á~Ü� ëôëÇ� ~çåÅÇÜáäöÇÜ ëÑä ÜêôëÑë~ (f−1)′(η) = 1/f ′(ξ)�

������� Xêëñ f, g : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä åÜ f � g Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè
êëåä ξ� �éÇ|ëÇ ëå OLPx→ξ

f(x)g(ξ)−f(ξ)g(x)
x−ξ �

������� � Xêëñ f : A → R� ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� f ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü
~áåàåíÖ|Çè (xn

′)� (xn
′′) êëå A õêëÇ xn

′ → ξ� xn
′′ → ξ á~Ü xn

′ 6= ξ� xn
′′ 6= ξ ÄÜ~ áyÖÇ n�

_ä xn
′ < ξ < xn

′′ ÄÜ~ áyÖÇ n� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f(xn′)−f(xn′′)
xn′−xn′′ → f ′(ξ)�

_ä ÜêîöÇÜ | xn′−ξ
xn′−xn′′ | ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ n� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f(xn′)−f(xn′′)

xn′−xn′′ → f ′(ξ)�
fÇñé{êëÇ ëÑ êíäyéëÑêÑ f êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ����� �á~Ü êëÑä yêáÑêÑ ������� cç|êÑè� zêëñ xn

′ =
1

(π/2)+2nπ á~Ü xn
′′ = 1

(−π/2)+2nπ ÄÜ~ áyÖÇ n� e f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êâÑ êëåä 0 á~Ü xn
′ → 0� xn

′′ →

0� ~àày f(xn′)−f(xn′′)
xn′−xn′′ 6→ f ′(0)�

������� Xêëñ k ∈ N á~Ü êíäyéëÑêÑ f : R → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ n
(
f(ξ + 1

n) + f(ξ + 2
n) + · · · + f(ξ + k

n) − kf(ξ)
)

→ k(k+1)
2 f ′(ξ)�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f(ξ + 1
n2 ) + f(ξ + 2

n2 ) + · · · + f(ξ + n
n2 ) − nf(ξ) → 1

2f
′(ξ)�

������� Xêëñ f : R → R êíäÇî{è êëåä 0 á~Ü 0 < µ < 1 á~Ü OLPx→0
f(x)−f(µx)

x = b ∈ R�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f ′(0) = b
1−µ �

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å éíÖâôè âÇë~�åà{è ëåí ôÄáåí Çäôè áö�åí ñè çéåè ëå â{áåè ëÑè ~áâ{è ëåí
Ç|ä~Ü |êåè âÇ ëå âÜêô ëåí Çâ�~Ååö ëÑè ~äë|êëåÜîÑè ÇãñëÇéÜá{è ÇçÜìyäÇÜyè ëåí�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å éíÖâôè âÇë~�åà{è ëåí Çâ�~Ååö Çäôè áíáàÜáåö Å|êáåí ñè çéåè ëå â{áåè ëÑè ÅÜ~�

âzëéåí ëåí Ç|ä~Ü |êåè âÇ ëå âÜêô ëåí â{áåíè ëÑè ~äë|êëåÜîÑè çÇéÜìzéÇÜyè ëåí�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å éíÖâôè âÇë~�åà{è ëåí ôÄáåí âÜ~è êì~|é~è ñè çéåè ëå â{áåè ëÑè ÅÜ~âzëéåí ëÑè
Ç|ä~Ü |êåè âÇ ëå âÜêô ëåí Çâ�~Ååö ëÑè ~äë|êëåÜîÑè ÇãñëÇéÜá{è ÇçÜìyäÇÜyè ëÑè�
bÜ~áé|äÇëÇ áyëÜ áåÜäô êë~ ëé|~ çéåÑÄåöâÇä~ êíâçÇéyêâ~ë~� båáÜâyêëÇ ä~ ÅÜ~ëíçõêÇëÇ ç~éô�

âåÜ~ êíâçÇéyêâ~ë~ ÄÜ~ çÇéÜêêôëÇé~ êî{â~ë~ ëåí ÇçÜçzÅåí { ëåí îõéåí� bÜ~ëíçõêëÇ zä~ ç~�

éôâåÜå êíâçzé~êâ~ ÄÜ~ zä~ ~çàô êî{â~ çyäñ êÇ âÜ~ ÇíÖÇ|~� zä~ ÇíÖöÄé~ââå ëâ{â~� ÄÜ~ ç~éy�

ÅÇÜÄâ~�

������� hyçåÜ~ îéåäÜá{ êëÜÄâ{ Ñ ~áë|ä~ Çäôè áíáàÜáåö Å|êáåí zîÇÜ â{áåè κ á~Ü éíÖâô âÇë~�åà{è
ñè çéåè ëåä îéôäå |êå âÇ µ� rçåàåÄ|êëÇ ëåä éíÖâô âÇë~�åà{è ëåí Çâ�~Ååö ëåí Å|êáåí ñè çéåè
ëåä îéôäå ëÑä |ÅÜ~ îéåäÜá{ êëÜÄâ{�

������� hyçåÜ~ îéåäÜá{ êëÜÄâ{ Ñ ~áë|ä~ Çäôè êì~ÜéÜáåö âç~àåäÜåö zîÇÜ â{áåè κ á~Ü Ñ çåêôëÑë~
ëåí ~zé~ êëå âç~àôäÜ zîÇÜ éíÖâô âÇë~�åà{è ñè çéåè ëåä îéôäå |êå âÇ µ� nåÜôè Ç|ä~Ü å éíÖâôè
âÇë~�åà{è ëÑè ~áë|ä~è ñè çéåè ëåä îéôäå ëÑä |ÅÜ~ îéåäÜá{ êëÜÄâ{�

������� jÜ~ âÇë~ààÜá{ éy�Ååè â{áåíè l zîÇÜ ëå zä~ yáéå ëÑè êëÑ â|~ çàÇíéy á~Ü ëå yààå yáéå ëÑè
êëÑä yààÑ çàÇíéy âÜ~è åéÖ{è Äñä|~è� _ä ëå zä~ yáéå ~çåâ~áéöäÇë~Ü ~çô ëÑä áåéíì{ ëÑè Äñä|~è

�jÇéÜáy ~çåëÇàzêâ~ë~ ÄÜ~ ëÑ êíâçÇéÜìåéy ëñä îåéÅõä ëåí Äé~ì{â~ëåè âÜ~è êíäyéëÑêÑè ôë~ä ~íëzè çàÑêÜyÉåíä
zä~ êÑâÇ|å ëåí Äé~ì{â~ëåè êëå åçå|å íçyéîÇÜ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~� VààÇè ìåézè åÜ áà|êÇÜè ëñä îåéÅõä ëÇ|äåíä êëÑä
áà|êÑ ëÑè Çì~çëôâÇäÑè ÇíÖÇ|~è á~Ü yààÇè ìåézè ôîÜ� píäzîÇÜ~ ~íë{è ëÑè yêáÑêÑè Ç|ä~Ü Ñ yêáÑêÑ �������

���



âÇ ë~îöëÑë~ v �ç~é~âzäåäë~è êëÑä |ÅÜ~ çàÇíéy ëÑè Äñä|~è�� �éÇ|ëÇ ëÑä ë~îöëÑë~ âÇ ëÑä åçå|~ ëå
yààå yáéå çàÑêÜyÉÇÜ ëÑä áåéíì{ �ç~é~âzäåäë~è êëÑä |ÅÜ~ çàÇíéy ëÑè Äñä|~è�� `éÇ|ëÇ� Çç|êÑè�
ëåä éíÖâô âÇë~�åà{è ëÑè ~çôêë~êÑè Çäôè ~çô ë~ yáé~ ~çô ëÑä áåéíì{ ñè çéåè ëÑä ~çôêë~êÑ
ëåí yààåí yáéåí ~çô ëÑä áåéíì{�

������� Xä~ ôîÑâ~ áÜäÇ|ë~Ü çyäñ êëÑä á~âçöàÑ âÇ Çã|êñêÑ y2 = 4x3� pÇ çåÜy ÖzêÑ ëåí åî{â~ëåè
å éíÖâôè âÇë~�åà{è ëÑè çéõëÑè êíäëÇë~ÄâzäÑè ëåí �ñè çéåè ëåä îéôäå� Ç|ä~Ü ÅÜçàyêÜåè ~çô ëåä
éíÖâô âÇë~�åà{è ëÑè ÅÇöëÇéÑè êíäëÇë~ÄâzäÑè ëåí �ñè çéåè ëåä îéôäå�� h~àô Ö~ {ë~ä ä~ âÑ
àöêÇëÇ ñè çéåè åçåÜ~Å{çåëÇ ~çô ëÜè âÇë~�àÑëzè x, y�

������� _íë{ Ç|ä~Ü Ñ çÜå êÑâ~äëÜá{ yêáÑêÑ ëåí �Ü�à|åí�

cçÜêëé~ëÇöêëÇ ëÑ ì~äë~ê|~ ê~è á~Ü ÅÜá~ÜåàåÄ{êëÇ ëåä ôéå �á~äôä~è ~àíê|Å~è� ÄÜ~ ëÑ êîzêÑ
dz
dx = dz

dy
dy
dx ÄÜ~ ëÑä ç~éyÄñÄå êöäÖÇëÑè êíäyéëÑêÑè� jÑä ãÇîäyëÇ ôëÜ ôà~ ôê~ çÇéÜzîåäë~Ü ê

~íëô ëå �Ü�à|å çéåzéîåäë~Ü ~çô ëÑä çéåêÇáëÜá{ ç~é~ë{éÑêÑ ëåí áôêâåí çåí â~è çÇéÜ�yààÇÜ�

��� q~ ëzêêÇé~ �~êÜáy ÖÇñé{â~ë~�

mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R� ξ ∈ A�
m ξ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f ~ä íçyéîÇÜ δ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ f(x) ≤ f(ξ)
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A âÇ |x − ξ| < δ�
m ξ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f ~ä íçyéîÇÜ δ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ f(x) ≥ f(ξ)
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A âÇ |x − ξ| < δ�
m ξ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè f ~ä Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí { Çà~î|êëåí�

c|ä~Ü çéåì~äzè ôëÜ� ~ä êÇ áyçåÜå êÑâÇ|å âÜ~ êíäyéëÑêÑ zîÇÜ âzÄÜêëÑ ëÜâ{� åçôëÇ ~íëô î~é~�

áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å �åàÜáåö� âÇÄ|êëåí� ëôëÇ ~íëô Ç|ä~Ü á~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí� mâå|ñè� ~ä
êÇ áyçåÜå êÑâÇ|å âÜ~ êíäyéëÑêÑ zîÇÜ ÇàyîÜêëÑ ëÜâ{� åçôëÇ ~íëô î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å �åàÜáåö�
Çà~î|êëåí� ëôëÇ ~íëô Ç|ä~Ü á~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí�

fcvoej_ qmr )(50$7� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí
êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè f � ëôëÇ Ç|ëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ Ñ
f ′(ξ) Ç|ëÇ f ′(ξ) = 0�

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f � bÑà~Å{� zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f(x) ≤
f(ξ) áåäëy êëåä ξ�

Xêëñ ôëÜ íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ)� åçôëÇ f ′
+(ξ) = f ′

−(ξ) = f ′(ξ)�
gêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí� Vé~

f ′(ξ) = f ′
+(ξ) = OLPx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≤ 0.

cç|êÑè� ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)
x−ξ ≥ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí� Vé~

f ′(ξ) = f ′
−(ξ) = OLPx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≥ 0.

Vé~ f ′(ξ) = 0�

_ä å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí� ëôëÇ Çç~ä~à~â�yäåíâÇ ëåíè |ÅÜåíè êíààåÄÜêâåöè âÇ ≥ 0
~äë| ≤ 0 á~Ü ~äëÜêëéôìñè�

qå ÖÇõéÑâ~ ëåí )HUPDW àzÇÜ ôëÜ� ~ä Ñ f zîÇÜ ç~éyÄñÄå êÇ êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè ëå
åçå|å Ç|ä~Ü ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí çÇÅ|åí åéÜêâåö ëÑè�
ëôëÇ Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ~äë|êëåÜîå êÑâÇ|å ëåí Äé~ì{â~ëôè ëÑè Ç|ä~Ü åéÜÉôäëÜ~� bÇ|ëÇ ëå
êî{â~ ���

���



rçÇäÖíâ|ÉåíâÇ ôëÜ ôë~ä ÄéyìåíâÇ f ′(ξ) { ôë~ä àzâÇ ôëÜ Ñ f ′(ξ) íçyéîÇÜ ÇääååöâÇ ôëÜ Ñ ëÜâ{
ëÑè âçåéÇ| ä~ Ç|ä~Ü á~Ü ±∞�

píä{Öñè� ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí )HUPDW Çì~éâôÉÇë~Ü âÇ êíäyéëÑêÑ f åéÜêâzäÑ êÇ ÅÜyêëÑâ~A� qôëÇ
å ξ çézçÇÜ ä~ Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè õêëÇ ä~ Ç|ä~Ü ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô
ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ m 0 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å Çà~î|êëåí ëÑè êíäyéëÑêÑè |x| ~àày ÅÇä íçyéîÇÜ Ñ d|x|
dx (0)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ m 0 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å Çà~î|êëåí ëÑè x2 á~Ü dx2

dx (0) = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ c|ä~Ü dx3

dx (0) = 0 ~àày å 0 ÅÇä Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè x3� Vé~
ÅÇä ÜêîöÇÜ ëå ~äë|êëéåìå ëåí ÖÇñé{â~ëåè ëåí )HUPDW�

qå ÖÇõéÑâ~ ëåí )HUPDW â~è Å|äÇÜ ëå Çã{è çé~áëÜáô çôéÜêâ~� _ä ÖzàåíâÇ ä~ �éåöâÇ ë~ êÑâÇ|~
ëåçÜáåö ~áéåëyëåí âÜ~è êíäyéëÑêÑè êÇ áyçåÜå ÅÜyêëÑâ~� ëôëÇ ~éáÇ| ä~ ïyãåíâÇ ~äyâÇê~ êë~
ç~é~áyëñ êÑâÇ|~� ë~ �çÜÖ~äy� yáé~ ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè� ë~ êÑâÇ|~ êë~ åçå|~ Ñ êíäyéëÑêÑ ÅÇä zîÇÜ
ç~éyÄñÄå á~Ü ë~ êÑâÇ|~ êë~ åçå|~ Ñ ç~éyÄñÄåè ëÑè êíäyéëÑêÑè Ç|ä~Ü |êÑ âÇ 0� h~äzä~ yààå
êÑâÇ|å ÅÇä Ç|ä~Ü íçåï{ìÜå êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ f : [0, 4] → R âÇ ëöçå f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x + 5� qôëÇ f ′(x) =
6x2 − 18x + 12 = 6(x − 1)(x − 2)� åçôëÇ ë~ âôä~ íçåï{ìÜ~ êÑâÇ|~ ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè f
Ç|ä~Ü ë~ yáé~ 0� 4 ëåí [0, 4] á~Öõè á~Ü åÜ 1� 2 êëåíè åçå|åíè âÑÅÇä|ÉÇë~Ü Ñ f ′ � mÜ ëÜâzè ëÑè f êë~
êÑâÇ|~ ~íëy Ç|ä~Ü 5� 37� 10� 9� ~äëÜêëå|îñè�
e f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [0, 4]� åçôëÇ zîÇÜ åçñêÅ{çåëÇ êÑâÇ|~ åàÜáåö âÇÄ|êëåí á~Ü Çà~î|êëåí� _íëy
Ç|ä~Ü åçñêÅ{çåëÇ áyçåÜ~ ~çô ë~ ç~é~çyäñ ëzêêÇé~ êÑâÇ|~ á~Ü� Ççåâzäñè� å 0 Ç|ä~Ü ëå êÑâÇ|å
åàÜáåö Çà~î|êëåí� åçôëÇ Ñ ÇàyîÜêëÑ ëÜâ{ ëÑè f Ç|ä~Ü 5� á~Ü å 4 Ç|ä~Ü ëå êÑâÇ|å åàÜáåö âÇÄ|êëåí�

åçôëÇ Ñ âzÄÜêëÑ ëÜâ{ ëÑè f Ç|ä~Ü 37� jzäÇÜ ä~ ÅåöâÇ ~ä åÜ 1� 2 Ç|ä~Ü êÑâÇ|~ ëåçÜáåö ~áéåëyëåí�

e f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [0, 2]� åçôëÇ zîÇÜ êÑâÇ|~ åàÜáåö âÇÄ|êëåí á~Ü åàÜáåö Çà~î|êëåí êëå [0, 2]�
_íëy Ç|ä~Ü áyçåÜ~ ~çô ë~ ëé|~ êÑâÇ|~ 0� 1� 2� ÅÑà~Å{ ë~ yáé~ á~Ü ëå êÑâÇ|å êëå åçå|å âÑÅÇä|ÉÇë~Ü
Ñ f ′� mÜ ~äë|êëåÜîÇè ëÜâzè ëÑè f Ç|ä~Ü 5� 10� 9� åçôëÇ å 1 Ç|ä~Ü ëå êÑâÇ|å åàÜáåö âÇÄ|êëåí êëå [0, 2]
á~Ü� Ççåâzäñè� Ç|ä~Ü á~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí êëå [0, 4]�
mâå|ñè� ÇçÇÜÅ{ åÜ ëÜâzè êëåíè 1� 2� 4 Ç|ä~Ü 10� 9� 37� ~äëÜêëå|îñè� å 2 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å åàÜáåö Çà~î|êëåí
êëå [1, 4] á~Ü� Ççåâzäñè� Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí êëå [0, 4]�
qå ç~éyÅÇÜÄâ~ ~íëô Ö~ ëå ã~ä~ÅåöâÇ à|Äå ç~é~áyëñ âÇ ~çàåöêëÇéå ëéôçå�

qå ÖÇõéÑâ~ ëåí )HUPDW zîÇÜ ëå Çã{è îé{êÜâå êíâçà{éñâ~�

nomq_pe ���� >~@ Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä å
ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí { Çà~î|êëåí ëÑè f � ëôëÇ Ç|ëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ Ñ f ′

+(ξ) Ç|ëÇ f ′
+(ξ) ≤ 0 {

f ′
+(ξ) ≥ 0� ~äëÜêëå|îñè�

>�@ Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A ~çô ~éÜêëÇéy ëåí êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� _ä å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å

���



ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí { Çà~î|êëåí ëÑè f � ëôëÇ Ç|ëÇ ÅÇä íçyéîÇÜ Ñ f ′
−(ξ) Ç|ëÇ f ′

−(ξ) ≥ 0 { f ′
−(ξ) ≤ 0�

~äëÜêëå|îñè�

_çôÅÇÜãÑ� >~@ Xêëñ ξ êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f � åçôëÇ ÜêîöÇÜ f(x) ≤ f(ξ) áåäëy êëåä ξ�

rçåÖzëåíâÇ ôëÜ íçyéîÇÜ Ñ f ′
+(ξ)� cçÇÜÅ{ ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ë~ ÅÇãÜy ëåí�

Ç|ä~Ü f ′
+(ξ) = OLPx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≤ 0�

e çÇé|çëñêÑ ëåçÜáåö Çà~î|êëåí zîÇÜ |ÅÜ~ ~çôÅÇÜãÑ�

>�@ mâå|ñè�

rçÇäÖíâ|ÉåíâÇ ôëÜ� Äéyìåäë~è f ′
+(ξ) ≤ 0 { f ′

+(ξ) ≥ 0� çÇéÜà~â�yäåíâÇ ëÑä çÇé|çëñêÑ
f ′

+(ξ) = −∞ { f ′
+(ξ) = +∞� ~äëÜêëå|îñè� mâå|ñè ÄÜ~ ëÑä f ′

−(ξ)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e f : [0, 2] → R âÇ ëöçå f(x) = x zîÇÜ êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëåä 0 á~Ü
f ′

+(0) = 1 ≥ 0� e |ÅÜ~ êíäyéëÑêÑ zîÇÜ êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëåä 2 á~Ü f ′
−(2) = 1 ≥ 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e f : [0, 2] → R âÇ ëöçå f(x) =
√
x zîÇÜ êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëåä 0

á~Ü f ′
+(0) = +∞ ≥ 0�

fcvoej_ qmr 52//(� Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå
êëå (a, b)� _ä f(a) = f(b)� ëôëÇ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ f ′(ξ) = 0�

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå [a, b]� ÅÑà~Å{ ÜêîöÇÜ f(x) = f(a) = f(b) ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ (a, b)� qôëÇ ÜêîöÇÜ f ′(ξ) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ ξ ∈ (a, b)�
Xêëñ ôëÜ Ñ f ÅÇä Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå [a, b]� qôëÇ Ç|ëÇ (i) Ñ f zîÇÜ â|~ ëåíàyîÜêëåä ëÜâ{ > f(a) =
f(b) Ç|ëÇ (ii) Ñ f zîÇÜ â|~ ëåíàyîÜêëåä ëÜâ{ < f(a) = f(b)� cãÇëyÉåíâÇ ëÜè Åöå çÇéÜçëõêÇÜè
ãÇîñéÜêëy�

(i) pöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ âzÄÜêëÑè � ÇàyîÜêëÑè ëÜâ{è� íçyéîÇÜ ξ ∈ [a, b] å åçå|åè Ç|ä~Ü êÑâÇ|å
åàÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f � _ìåö íçyéîÇÜ ëÜâ{ ëÑè f âÇÄ~àöëÇéÑ ~çô f(a) = f(b)� Ç|ä~Ü f(ξ) >

f(a) = f(b)� åçôëÇ ξ ∈ (a, b)� `yêÇÜ ëÑè íçôÖÇêÑè� íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ) á~Ü� êöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~
ëåí )HUPDW� f ′(ξ) = 0�

(ii) pöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ âzÄÜêëÑè � ÇàyîÜêëÑè ëÜâ{è� íçyéîÇÜ ξ ∈ [a, b] å åçå|åè Ç|ä~Ü êÑâÇ|å
åàÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f � _ìåö íçyéîÇÜ ëÜâ{ ëÑè f âÜáéôëÇéÑ ~çô f(a) = f(b)� Ç|ä~Ü f(ξ) <

f(a) = f(b)� åçôëÇ ξ ∈ (a, b)� `yêÇÜ ëÑè íçôÖÇêÑè� íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ) á~Ü� êöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~
ëåí )HUPDW� f ′(ξ) = 0�

qå ÖÇõéÑâ~ ëåí 5ROOH àzÇÜ ôëÜ� âÇ ëÜè á~ëyààÑàÇè íçåÖzêÇÜè� ~ä f(a) = f(b)� ëôëÇ íçyéîÇÜ
ξ ∈ (a, b) õêëÇ Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ä~ Ç|ä~Ü åéÜÉôäëÜ~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e f : [−2,
√

3] → R âÇ ëöçå f(x) = x3 + 2x2 − 3x − 5 Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå
[−2,

√
3]� íçyéîÇÜ Ñ f ′(x) = 3x2 + 4x − 3 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−2,

√
3) á~Ü f(−2) = f(

√
3) = 1�

Vé~ íçyéîÇÜ ξ ∈ (−2,
√

3) õêëÇ 3ξ2 + 4ξ − 3 = 0� aÜ~ ä~ �éåöâÇ ëåä ξ àöäåíâÇ ëÑä Çã|êñêÑ
3x2 + 4x − 3 = 0� mÜ àöêÇÜè Ç|ä~Ü åÜ −2±

√
13

3 á~Ü ~ä{áåíä á~Ü åÜ Åöå êëå (−2,
√

3)�

pÇ êîzêÑ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí 5ROOH ç~é~ëÑéåöâÇ ë~ Çã{è� néõëåä� ëå ÖÇõéÑâ~ ÅÇä ~ä~ìzéÇÜ
ëéôçå ÇöéÇêÑè ëåí ξ ÄÜ~ ëåä åçå|å ÜêîöÇÜ f ′(ξ) = 0� h~ëôçÜä� ~ä Ñ f ÅÇä zîÇÜ ç~éyÄñÄå zêëñ á~Ü
êÇ zä~ âôäå êÑâÇ|å ëåí (a, b)� ëôëÇ âçåéÇ| ä~ âÑä íçyéîÇÜ á~äzä~è ξ ∈ (a, b) ñêëÇ f ′(ξ) = 0�

qzàåè� åÜ íçåÖzêÇÜè ëåí ÖÇñé{â~ëåè ÇçÜëézçåíä ä~ Ç|ä~Ü Ñ ç~éyÄñÄåè |êÑ âÇ ±∞ êÇ êÑâÇ|~ ëåí
(a, b)� qå êíâçzé~êâ~ Çã~áåàåíÖÇ| ä~ ÜêîöÇÜ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e f : [−1, 1] → R âÇ ëöçå f(x) = |x| Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [−1, 1] á~Ü f(−1) =
f(1) = 1� [âñè� ÅÇä íçyéîÇÜ á~äzä~è ξ ∈ (−1, 1) õêëÇ f ′(ξ) = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ f(x) =

{√
x − x, ~ä 0 ≤ x ≤ 1

−
√

−x − x, ~ä −1 ≤ x ≤ 0
åçôëÇ f(−1) = f(1) = 0�

qôëÇ f ′(x) =






(1/(2
√
x)) − 1, ~ä 0 < x ≤ 1

+∞, ~ä x = 0
(1/(2

√
−x)) − 1, ~ä −1 ≤ x < 0

á~Ü Ç|ä~Ü f ′(ξ) = 0 ÄÜ~ ξ = ±1
4 �

���



fcvoej_ jcpep qgjep qmr bg_smoghmr imagpjmr �/$*5$1*(�� Xêëñ ôëÜ
Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå (a, b)� qôëÇ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ

f ′(ξ) = f(b)−f(a)
b−a .

_çôÅÇÜãÑ� mé|ÉåíâÇ ëÑä h : [a, b] → R âÇ ëöçå

h(x) = (b − a)f(x) − (f(b) − f(a))x.

e h Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå

h′(x) = (b − a)f ′(x) − (f(b) − f(a))

êëå (a, b)� cç|êÑè� Ç|ä~Ü h(a) = h(b)� Vé~ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ h′(ξ) = 0� åçôëÇ Ñ ëÇàÇíë~|~
êîzêÑ êíäÇçyÄÇë~Ü f(b)−f(a)

b−a = f ′(ξ)�

qå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí /DJUDQJH àzÇÜ ôëÜ� âÇ ëÜè á~ëyààÑàÇè íçåÖzêÇÜè� íçyéîÇÜ ξ ∈
(a, b) õêëÇ Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ä~ zîÇÜ |ÅÜ~ áà|êÑ �åçôëÇ
ä~ Ç|ä~Ü ç~éyààÑàÑ� âÇ ëÑä ÇíÖÇ|~ Ñ åçå|~ ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ë~ êÑâÇ|~ (a, f(a)) á~Ü (b, f(b))� bÇ|ëÇ
ëå êî{â~ ���

fcvoej_ jcpep qgjep qmr bg_smoghmr imagpjmr �&$8&+<�� Xêëñ f, g :
[a, b] → R êíäÇîÇ|è êëå [a, b] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (a, b)� qôëÇ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ

(f(b) − f(a))g′(ξ) = (g(b) − g(a))f ′(ξ).

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ h : [a, b] → R âÇ ëöçå

h(x) = (g(b) − g(a))f(x) − (f(b) − f(a))g(x).

e h Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b) âÇ ç~éyÄñÄå

h′(x) = (g(b) − g(a))f ′(x) − (f(b) − f(a))g′(x).

cç|êÑè� h(a) = h(b)� Vé~ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ h′(ξ) = 0� åçôëÇ ~çô ëÑä ëÇàÇíë~|~ êîzêÑ
zîåíâÇ (g(b) − g(a))f ′(ξ) − (f(b) − f(a))g′(ξ) = 0�

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí 5ROOH Ç|ä~Ü ~çà{ Çì~éâåÄ{ ëåí ÖÇñé{â~ëåè âzêÑè ëÜâ{è ëåí
/DJUDQJH á~Ü ôëÜ ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí /DJUDQJH Ç|ä~Ü ~çà{ Çì~éâåÄ{ �âÇ ëÑ êíäyéëÑêÑ
g(x) = x� ëåí ÖÇñé{â~ëåè âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\� _çô ëÑä yààÑ âÇéÜy� ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè
ëÜâ{è ëåí &DXFK\ ~çåÅÇ|îëÑáÇ ñè Çì~éâåÄ{ ëåí ÖÇñé{â~ëåè ëåí 5ROOH� píâçÇé~|äåíâÇ ôëÜ ë~
ëé|~ ÖÇñé{â~ë~ Ç|ä~Ü ÜêåÅöä~â~�

���



nåààzè ìåézè ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\ Çì~éâôÉÇë~Ü âÇ áyçåÜÇè ÇçÜçàzåä íçåÖz�

êÇÜè� píÄáÇáéÜâzä~� ~ä g(a) 6= g(b) á~Ü ~ä ÅÇä ÜêîöÇÜ f ′(x) = g′(x) = 0 ÄÜ~ á~äzä~ x ∈ (a, b)�
ëôëÇ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ

f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(ξ)

g′(ξ) . �����

néyÄâ~ëÜ� ~çô (f(b) − f(a))g′(ξ) = (g(b) − g(a))f ′(ξ) çéåáöçëÇÜ f(b)−f(a)
g(b)−g(a) g

′(ξ) = f ′(ξ)� _çô
~íë{ä êíäÇçyÄÇë~Ü ôëÜ� ~ä g′(ξ) = 0� ëôëÇ f ′(ξ) = 0� ëå åçå|å Ç|ä~Ü yëåçå� Vé~ g′(ξ) 6= 0 á~Ü
á~ë~à{ÄåíâÇ êëÑä ç~é~çyäñ ÜêôëÑë~�

qõé~� ëÑä ÜêôëÑë~ ����� âçåéåöâÇ ä~ ë{ä ÄéyïåíâÇ

f ′(ξ)
g′(ξ) = (f(b)−f(a))/(b−a)

(g(b)−g(a))/(b−a) ,

åçôëÇ ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\ àzÇÜ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ å àôÄåè ëñä áà|êÇñä
ëñä Çì~çëôâÇäñä ÇíÖÇÜõä êë~ Äé~ì{â~ë~ ëñä f á~Ü g êë~ êÑâÇ|~ (ξ, f(ξ)) á~Ü (ξ, g(ξ)) ä~ Ç|�
ä~Ü |êåè âÇ ëåä àôÄå ëñä áà|êÇñä ëñä ÇíÖÇÜõä åÜ åçå|Çè ÅÜzéîåäë~Ü ~çô ë~ êÑâÇ|~ (a, f(a)) á~Ü
(b, f(b)) Ñ çéõëÑ á~Ü ~çô ë~ êÑâÇ|~ (a, g(a)) á~Ü (b, g(b)) Ñ ÅÇöëÇéÑ�

_êá{êÇÜè�

������ Xêëñ a < b� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ VLQ b−VLQ a
b−a = FRV ξ á~Ü ôëÜ íçyéîÇÜ

ξ ∈ (a, b) õêëÇ VLQ b−VLQ a
eb−ea = e−ξ FRV ξ�

������ Xêëñ a < b� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ bn−an

b−a = nξn−1 á~Ü ôëÜ íçyéîÇÜ

ξ ∈ (a, b) õêëÇ b1/n−a1/n

bn−an = ξ1/n

n2ξn �

������ jçåéÇ|� ~äyàåÄ~ âÇ ëÑä ëÜâ{ ëÑè ç~é~âzëéåí c� Ñ x3 − 12x = c ä~ zîÇÜ Åöå ÅÜ~ìåéÇëÜázè
àöêÇÜè êëå [−2, 2]� êëå (−∞,−2]� êëå [2,+∞)�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ x2 = x VLQx+FRVx zîÇÜ ~áéÜ�õè Åöå ÅÜ~ìåéÇëÜázè àöêÇÜè á~Ü çéåêÅÜåé|êëÇ
ëÑ ÖzêÑ ëåíè êÇ êîzêÑ âÇ ëåä 0�

������ _ä an
n+1 + an−1

n + · · ·+ a1
2 +a0 = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ anx

n +an−1x
n−1 + · · ·+a1x+a0 = 0

zîÇÜ ëåíàyîÜêëåä â|~ àöêÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ (0, 1)�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ çåàíñäíâÜá{ Çã|êñêÑ xn + ax + b = 0 zîÇÜ ëå çåàö Åöå ÅÜ~ìåéÇëÜázè
àöêÇÜè� ~ä å n Ç|ä~Ü yéëÜåè� á~Ü ëå çåàö ëéÇÜè ÅÜ~ìåéÇëÜázè àöêÇÜè� ~ä å n Ç|ä~Ü çÇéÜëëôè�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ Çã|êñêÑ 1 + x
1! + x2

2! + · · · + xn

n! = 0 zîÇÜ ~áéÜ�õè â|~ àöêÑ� ~ä å n Ç|ä~Ü
çÇéÜëëôè� á~Ü á~âÜy àöêÑ� ~ä å n Ç|ä~Ü yéëÜåè�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ Çã|êñêÑ ex = 1 + x
1! + x2

2! + · · · + xn

n! zîÇÜ ~áéÜ�õè â|~ àöêÑ�

������ >~@ Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R êíäÇî{è êëå I õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ f ′(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ
ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü zä~�çéåè�zä~ êëå I �

>�@ Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R êíäÇî{è êëå I á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ
ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ c 6= 0 õêëÇ Ñ g : I → R âÇ ëöçå g(x) =
x + cf(x) ä~ Ç|ä~Ü zä~�çéåè�zä~ êëå I �

������� Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå (a, b) á~Ü
f(a) = f(b) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ λ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ f ′(ξ) = λf(ξ)�

������� >~@ jÇ ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí 5ROOH á~Ü ëÑä ~éî{ ëÑè Çç~ÄñÄ{è� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ áyÖÇ çåàíõäíâå
�~Öâåö n zîÇÜ ëå çåàö n ÅÜ~ìåéÇëÜázè é|ÉÇè�
>�@ Xêëñ a1 < . . . < an á~Ü Ñ êíäyéëÑêÑ P (x) = (x − a1) · · · (x − an)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ P ′ zîÇÜ
~áéÜ�õè n − 1 é|ÉÇè� néåêÅÜåé|êëÇ ëÑ ÖzêÑ ëñä éÜÉõä ëÑè P ′ êÇ êîzêÑ âÇ ëåíè a1, . . . , an�

���



>Ä@ bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������

Xêëñ çåàíõäíâå P á~Ü zêëñ ξ1, . . . , ξm åÜ ÅÜ~ìåéÇëÜázè ~äy Åöå é|ÉÇè ëåí� Xêëñ k1, . . . , km åÜ
~äë|êëåÜîÇè çåàà~çàôëÑëÇè ëñä éÜÉõä ëåí P � åçôëÇ ÜêîöÇÜ P (x) = (x−ξ1)k1 · · · (x−ξm)kmQ(x)
ÄÜ~ áyÖÇ x� ôçåí Q Ç|ä~Ü áyçåÜå çåàíõäíâå îñé|è á~â|~ é|É~� qôëÇ àzâÇ ôëÜ ëå P zîÇÜ ~áéÜ�õè
k = k1 + · · · + km é|ÉÇè { ôëÜ ëå çà{Öåè ëñä éÜÉõä ëåí P Ç|ä~Ü k�

_ä ëå çà{Öåè ëñä éÜÉõä ëåí çåàíñäöâåí P Ç|ä~Ü k� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ëå çà{Öåè ëñä éÜÉõä ëåí P ′

Ç|ä~Ü ≥ k − 1� cÜÅÜáõëÇé~� ~ä å �~Öâôè ëåí P Ç|ä~Ü n á~Ü ëå çà{Öåè ëñä éÜÉõä ëåí P Ç|ä~Ü n�

~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ëå çà{Öåè ëñä éÜÉõä ëåí P ′ Ç|ä~Ü n − 1�

������� Xêëñ m > 0� ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R êíäÇî{è êëå I á~Ü zêëñ ôëÜ íçyéîÇÜ Ñ f ′(x) ÄÜ~
áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I � Xêëñ x1, x2 ∈ I á~Ü |f(x2) − f(x1)| = d�

_ä ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≥ m ÄÜ~ áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ |x2 − x1| ≤ d
m �

_ä ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ m ÄÜ~ áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ |x2 − x1| ≥ d
m �

������� Xêëñ f : [ξ−h, ξ+h] → R êíäÇî{è êëå [ξ−h, ξ+h] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (ξ−h, ξ)∪
(ξ, ξ + h)�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ζ ∈ (0, h) õêëÇ f(ξ+h)−f(ξ−h)

h = f ′(ξ + ζ) + f ′(ξ − ζ)�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ζ ∈ (0, h) õêëÇ f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)
h = f ′(ξ + ζ) − f ′(ξ − ζ)�

������� Xêëñ f : (0,+∞) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (0,+∞) á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ 1
x ÄÜ~

áyÖÇ x > 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→+∞(f(x +
√
x) − f(x)) = 0�

������� Xêëñ f : (0,+∞) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (0,+∞) á~Ü OLPx→+∞ f ′(x) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ
ôëÜ OLPx→+∞(f(x + 1) − f(x)) = 0�

������� � Xêëñ f : [ξ, b) → R êíäÇî{è êëå [ξ, b) á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (ξ, b)� _ä íçyéîÇÜ ëå
OLPx→ξ+ f ′(x)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ á~Ü Ñ f ′

+(ξ) á~Ü Ç|ä~Ü |êÑ âÇ ëÑä ëÜâ{ ëåí åé|åí� nåÜô Ç|ä~Ü
ëå ~äyàåÄå ~çåëzàÇêâ~ ÄÜ~ ëå OLPx→ξ− f ′(x) á~Ü ëÑä f ′

−(ξ)�

������� _ä êëÑä yêáÑêÑ ������ ëå A Ç|ä~Ü ÅÜyêëÑâ~� Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå A á~Ü Ñ f ′ Ç|ä~Ü
êíäÇî{è êëåä ξ� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f(xn′)−f(xn′′)

xn′−xn′′ → f ′(ξ)�

������� aäñé|ÉåíâÇ ôëÜ Ñ f(x) =

{
x VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

ÅÇä zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëåä 0� XîÇÜ Ñ f

ëåä 0 ñè êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí� pîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f �

fÇñé{êëÇ ëÑä f(x) =

{
|x|(2 + VLQ(1/x)), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

XîÇÜ Ñ f ç~éyÄñÄå êëåä 0� XîÇÜ Ñ f ëåä

0 ñè êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí� pîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f �

jçåéÇ|ëÇ ä~ �éÇ|ëÇ ~çà{ yéëÜ~ êíäyéëÑêÑ f : R → R õêëÇ f ′(0) = 0 á~Ü å 0 ä~ âÑä Ç|ä~Ü êÑâÇ|å
ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè f �

������� � Xêëñ f, g : I → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå ÅÜyêëÑâ~ I � e êíäyéëÑêÑ W (f, g) : I → R âÇ
ëöçå

W (f, g)(x) =
∣∣∣∣
f(x) g(x)
f ′(x) g′(x)

∣∣∣∣ = f(x)g′(x) − f ′(x)g(x)

åäåâyÉÇë~Ü åé|Éåíê~ :URQVNL ëñä f á~Ü g êëå ÅÜyêëÑâ~ I �

Xêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ W (f, g)(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I � bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������ á~Ü ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ åÜ
é|ÉÇè ëÑè f � ÅÑà~Å{ åÜ àöêÇÜè ëÑè f(x) = 0� Ç|ä~Ü ÅÜ~ÅåîÜázè� _íëô êÑâ~|äÇÜ ôëÜ� ~ä ξ Ç|ä~Ü é|É~
ëÑè f á~Ü ~ä íçyéîÇÜ yààÑ é|É~ ëÑè f âÇÄ~àöëÇéÑ ~çô ëÑä ξ� ëôëÇ íçyéîÇÜ ÇàyîÜêëÑ é|É~ ëÑè f

�Xä~ îé{êÜâå ~çåëzàÇêâ~ ÄÜ~ ëÑä öç~éãÑ ç~é~ÄõÄåí êÇ yáéå ÅÜ~êë{â~ëåè�
�e yêáÑêÑ ~íë{ êíäÇî|ÉÇë~Ü êëÑä yêáÑêÑ �������

���



âÇÄ~àöëÇéÑ ~çô ëÑä ξ �ÅÑà~Å{� Ñ ~âzêñè ÇçôâÇäÑ é|É~� á~Ü� Çç|êÑè� ~ä íçyéîÇÜ yààÑ é|É~ ëÑè
f âÜáéôëÇéÑ ~çô ëÑä ξ� ëôëÇ íçyéîÇÜ âzÄÜêëÑ é|É~ ëÑè f âÜáéôëÇéÑ ~çô ëÑä ξ �ÅÑà~Å{� Ñ ~âzêñè
çéåÑÄåöâÇäÑ é|É~�� qå |ÅÜå ÜêîöÇÜ á~Ü ÄÜ~ ëÑ êíäyéëÑêÑ g� _çåÅÇ|ãëÇ� Çç|êÑè� ôëÜ ~äyâÇê~ êÇ Åöå
åçåÜÇêÅ{çåëÇ ÅÜ~ÅåîÜázè é|ÉÇè ëÑè f �é|êáÇë~Ü ~áéÜ�õè â|~ é|É~ ëÑè g á~Ü ~äëÜêëéôìñè� rçyéîÇÜ
çÇé|çëñêÑ ä~ êíâçzêåíä âÜ~ é|É~ ëÑè f á~Ü âÜ~ é|É~ ëÑè g �

q~ÜéÜyÉåíä ë~ êíâçÇéyêâ~ë~ ~íëy âÇ ëå ÉÇíÄyéÜ ëñä FRVx á~Ü VLQx �

������� � >~@�� Xêëñ f : I → R êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f zîÇÜ ç~éyÄñÄå êÇ áyÖÇ
ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f(x′) − f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′| ÄÜ~ áyÖÇ x′, x′′ ∈ A

~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I �

>�@�� Xêëñ f : I → R êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ
ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å x ëåí I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü åâåÜôâåéì~ êíäÇî{è êëå I �

cì~éâôÉÇë~Ü ëå áéÜë{éÜå ~íëô êëÑ êíäyéëÑêÑ
√
x êëå ÅÜyêëÑâ~ [0, 1]� c|ä~Ü Ñ êíäyéëÑêÑ ~íë{

åâåÜôâåéì~ êíäÇî{è êëå [0, 1]� q| Ä|äÇë~Ü âÇ ëÑä |ÅÜ~ êíäyéëÑêÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ [1,+∞)� bÇ|ëÇ
á~Ü ëÜè yààÇè êíä~éë{êÇÜè êëÑä yêáÑêÑ ������

>Ä@ Xêëñ f : I → R êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô
êÑâÇ|å x ëåí I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä Ñ (xn) Ç|ä~Ü ~áåàåíÖ|~ &DXFK\ êëå I � ëôëÇ Ñ (f(xn)) Ç|ä~Ü
~áåàåíÖ|~ &DXFK\�

>Å@ Xêëñ b ∈ R á~Ü f : [a, b) → R êíäÇî{è êëå [a, b) á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ (a, b)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ëå OLPx→b f(x) íçyéîÇÜ á~Ü Ç|ä~Ü ~éÜÖâôè á~Ü ôëÜ íçyéîÇÜ g : [a, b] → R
êíäÇî{è êëå [a, b] õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ g(x) = f(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [a, b)�

������� >~@ Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå (a, b)� _ä ëå
ÄéyìÑâ~ ëÑè f ÅÇä ë~íë|ÉÇë~Ü âÇ ëå ÇíÖöÄé~ââå ëâ{â~ âÇ yáé~ (a, f(a)) á~Ü (b, f(b))� ~çåÅÇ|ãëÇ
ôëÜ íçyéîåíä ξ1, ξ2 ∈ (a, b) õêëÇ f ′(ξ1) < f(b)−f(a)

b−a < f ′(ξ2)�
>�@ Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå (a, b)� _ä f(a) =
f(b) = 0 á~Ü f(x0) = 1 ÄÜ~ áyçåÜåä x0 ∈ (a, b)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ |f ′(ξ)| ≥

2
b−a � h~ëôçÜä� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ |f ′(ξ)| > 2

b−a �

������� Xêëñ f : [a, b] → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå [a, b] á~Ü ôëÜ Ñ f ′ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b]� $çå�

ÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ ǫ > 0 íçyéîÇÜ δ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ
∣∣f(x)−f(y)

x−y − f ′(y)
∣∣ < ǫ ÄÜ~ áyÖÇ

x, y ∈ [a, b] âÇ 0 < |x − y| < δ�

������� >~@ _ä Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü ~ä f ′(a) < 0 < f ′(b)� ~çåÅÇ|ãëÇ
ôëÜ åçåÜåÅ{çåëÇ êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f êëå [a, b] �ëÑä öç~éãÑ Çäôè ëzëåÜåí ÇÄÄíyë~Ü ëå
ÖÇõéÑâ~ âzÄÜêëÑè � ÇàyîÜêëÑè ëÜâ{è� ~ä{áÇÜ åçñêÅ{çåëÇ êëå (a, b)� nåÜô Ç|ä~Ü ëå êíâçzé~êâ~
~ä f ′(a) > 0 > f ′(b)�
>�@ _çåÅÇ|ãëÇ ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí 'DUERX[��� Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è á~Ü zîÇÜ
ç~éyÄñÄå êëå [a, b] á~Ü f ′(a) < λ < f ′(b) { f ′(a) > λ > f ′(b)� qôëÇ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ
f ′(ξ) = λ�

>Ä@ Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå I � _ä Ñ f ′ Ç|ä~Ü âåäôëåäÑ êëå I � ~çåÅÇ|ãëÇ
ôëÜ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I �

������� >~@�� Xêëñ f : [a, b] → R êíäÇî{è êëå [a, b]� f(a) = f(b) á~Ü zêëñ ôëÜ åÜ f ′
−(x)� f ′

+(x)
íçyéîåíä ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ Ç|ëÇ f ′

−(ξ) ≤ 0 ≤ f ′
+(ξ)

�jÜ~ êîzêÑ ~äyâÇê~ êëÑä ç~éyÄñÄå á~Ü êëÑä åâåÜôâåéìÑ êíäzîÇÜ~� bÇ|ëÇ ëÜè ~êá{êÇÜè ������ ������ á~Ü �������
��bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ����� á~Ü ëÑä íçåêÑâÇ|ñê{ ëÑè� qå ~çåëzàÇêâ~ ÇÅõ ÅÜ~ëíçõäÇë~Ü ñè Çã{è� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è

êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü /LSVFKLW]�êíäÇî{è êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä Ñ f ′ Ç|ä~Ü
ìé~ÄâzäÑ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

��Xä~ áéÜë{éÜå åâåÜôâåéìÑè êíäzîÇÜ~è�
��néôáÇÜë~Ü ÄÜ~ âÜ~ �~ÖöëÇéÑ ÜÅÜôëÑë~ ëÑè ç~é~ÄõÄåí� Ñ ç~éyÄñÄåè âÜ~è êíäÇîåöè êíäyéëÑêÑè êÇ ÅÜyêëÑâ~ zîÇÜ ëÑä

ÜÅÜôëÑë~ ÇäÅÜyâÇêÑè ëÜâ{è á~Ü� âyàÜêë~� îñé|è ä~ çéåòçåë|ÖÇë~Ü Ñ êíäzîÇÜ~ ëÑè ç~é~ÄõÄåí�
��aÇä|áÇíêÑ ëåí ÖÇñé{â~ëåè ëåí 5ROOH�

���



Ç|ëÇ f ′
+(ξ) ≤ 0 ≤ f ′

−(ξ)�
>�@�� Xêëñ f : [a, b] → R êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zêëñ ôëÜ åÜ f ′

−(x)� f ′
+(x) íçyéîåíä ÄÜ~ áyÖÇ

x ∈ (a, b)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ Ç|ëÇ f ′
−(ξ) ≤ f(b)−f(a)

b−a ≤ f ′
+(ξ) Ç|ëÇ f ′

+(ξ) ≤
f(b)−f(a)

b−a ≤ f ′
−(ξ)�

������� mé|ÉåíâÇ êíä~éë{êÇÜè Tn : [−1, 1] → R ñè Çã{è�

T0(x) = 1 á~Ü Tn(x) = 1
2n−1 FRV(n DUFFRVx) ÄÜ~ − 1 ≤ x ≤ 1 á~Ü n ∈ N.

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ T1(x) = x á~Ü 4Tn+2(x) = 4xTn+1(x) − Tn(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [−1, 1] á~Ü
áyÖÇ n ≥ 1� píâçÇéyä~ëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ n ≥ 1 Ñ êíäyéëÑêÑ Tn ë~íë|ÉÇë~Ü êëå [−1, 1] âÇ âÜ~
çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ êëå R Ñ åçå|~ zîÇÜ �~Öâô n á~Ü âÇÄÜêëå�yÖâÜå êíäëÇàÇêë{ 1�

_íë{ä ëÑä çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ Ö~ ëÑ êíâ�åà|ÉåíâÇ� Çç|êÑè� Tn���

rçåàåÄ|êëÇ ë~ çåàíõäíâ~ T2� T3� T4�

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ Tn(1) = 1
2n−1 á~Ü Tn(−1) = (−1)n

2n−1 ÄÜ~ áyÖÇ n ≥ 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ n ≥ 1 ëå çåàíõäíâå Tn zîÇÜ ~áéÜ�õè n é|ÉÇè� ëåíè ~éÜÖâåöè xk =
FRV(2k−1

2n π) ÄÜ~ k = 1, . . . , n� [àÇè ~íëzè åÜ é|ÉÇè Ç|ä~Ü êëå ÅÜyêëÑâ~ (−1, 1)�
n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ |Tn(x)| ≤ 1

2n−1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [−1, 1] á~Ü áyÖÇ n ≥ 1� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ
ÄÜ~ áyÖÇ n ≥ 1 ëå çåàíõäíâå Tn

′ zîÇÜ ~áéÜ�õè n − 1 é|ÉÇè� ëåíè ~éÜÖâåöè tk = FRV( k
nπ) ÄÜ~

k = 1, . . . , n − 1� [àÇè ~íëzè åÜ é|ÉÇè Ç|ä~Ü êëå ÅÜyêëÑâ~ (−1, 1)� `éÇ|ëÇ ëÜè ëÜâzè Tn(tk) ÄÜ~
k = 1, . . . , n − 1�

n~é~ëÑé{êëÇ ÄÜ~ áyÖÇ n ≥ 1 ëÑ êîzêÑ ÅÜyë~ãÑè ~äyâÇê~ êëÜè é|ÉÇè ëåí Tn á~Ü ëÜè é|ÉÇè ëåí Tn
′

á~Ü êîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëåí çåàíñäöâåí Tn êëå ÅÜyêëÑâ~ [−1, 1]�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ n ≥ 1 á~Ü ÄÜ~ áyÖÇ çåàíõäíâå P �~Öâåö n âÇ âÇÄÜêëå�yÖâÜå êíäëÇàÇêë{
1 ÜêîöÇÜ 1

2n−1 = PD[{|Tn(x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} ≤ PD[{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1}�

aÜ~ çåÜy çåàíõäíâ~ P �~Öâåö n âÇ âÇÄÜêëå�yÖâÜå êíäëÇàÇêë{ 1 Ä|äÇë~Ü ÜêôëÑë~ Ñ ëÇàÇíë~|~
~äÜêôëÑë~���

��� jåäåëåä|~ êíäyéëÑêÑè�

Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I åçåÜåíÅ{çåëÇ ëöçåí� qå ÅÜyêëÑâ~ ëå åçå|å çéåáöçëÇÜ ~ä ~çô ëå I ~ì~Üéz�

êåíâÇ ë~ yáé~ ëåí � ôçåÜ~ ~ä{áåíä êëå I � ÅÑà~Å{ ëå êöäåàå ëñä ÇêñëÇéÜáõä êÑâÇ|ñä ëåí I �

åäåâyÉÇë~Ü ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

e çéôë~êÑ ��� àzÇÜ áyëÜ çåí ÅÇä Ç|ä~Ü á~Öôàåí çéåì~äzè ~ä á~Ü Ç|ä~Ü ÅÜ~ÜêÖÑëÜáy ~ä~âÇ�

äôâÇäå� ~ä ôàÇè åÜ Çì~çëôâÇäÇè ÇíÖÇ|Çè êëå ÄéyìÑâ~ âÜ~è êíäyéëÑêÑè êÇ zä~ ÅÜyêëÑâ~ Ç|ä~Ü
åéÜÉôäëÜÇè� ëôëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè êíäyéëÑêÑè Ç|ä~Ü åéÜÉôäëÜå� ÅÑà~Å{ Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{�

cç|êÑè� àzÇÜ ôëÜ ~ä ôàÇè åÜ Çì~çëôâÇäÇè ÇíÖÇ|Çè êëå ÄéyìÑâ~ âÜ~è êíäyéëÑêÑè êÇ zä~ ÅÜyêëÑâ~
zîåíä âÑ�~éäÑëÜá{ �âÑ�ÖÇëÜá{� áà|êÑ� ëôëÇ Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ �ìÖ|äåíê~��

nomq_pe ���� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f : I → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå
êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>~@ e f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ f ′(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>�@ e f Ç|ä~Ü ~öãåíê~ ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>Ä@ e f Ç|ä~Ü ìÖ|äåíê~ ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ f ′(x) ≤ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

��aÇä|áÇíêÑ ëåí ÖÇñé{â~ëåè âzêÑè ëÜâ{è ëåí /DJUDQJH�
��mÜ çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè Tn åäåâyÉåäë~Ü çåàíõäíâ~ ëåí &KHE\VKHY�
��cÅõ zîåíâÇ zä~ î~é~áëÑéÜêëÜáô áà~êêÜáô á~Ü êÑâ~äëÜáô ~çåëzàÇêâ~ âÑ�ëÇëéÜââzäÑè Çà~îÜêëåçå|ÑêÑè� Ñ ÇöéÇêÑ

ëÑè ÇàyîÜêëÑè ëÜâ{è ëÑè çåêôëÑë~è PD[{|P (x)| | − 1 ≤ x ≤ 1} êëå êöäåàå ëñä çåàíñäöâñä P �~Öâåö n âÇ âÇÄÜêëå�
�yÖâÜå êíäëÇàÇêë{ 1� _íë{ Ñ ÇàyîÜêëÑ ëÜâ{ Ç|ä~Ü Ñ 1

2n−1 á~Ü çé~Äâ~ëåçåÜÇ|ë~Ü âÇ ëå çåàíõäíâå Tn ëåí &KHE\VKHY�

���



_çôÅÇÜãÑ� >~@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{� Ääñé|ÉåíâÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô
ëåí I �~àày á~Ü êë~ yáé~ ëåí I � ôê~ çÇéÜzîåäë~Ü êëå I��

_äëÜêëéôìñè� zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � Xêëñ x1, x2 ∈ I

âÇ x1 < x2� ôçåí áyçåÜåè ~çô ëåíè x1, x2 âçåéÇ| ä~ Ç|ä~Ü yáéå ëåí I � e f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå
[x1, x2] á~Ü íçyéîÇÜ Ñ f ′(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (x1, x2)� Vé~ íçyéîÇÜ ξ ∈ (x1, x2) á~Ü� Ççåâzäñè� ξ
êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � õêëÇ

f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ) = 0.

Vé~ f(x1) = f(x2)� bÑà~Å{ ôàÇè åÜ ëÜâzè ëÑè f Ç|ä~Ü |êÇè âÇë~ãö ëåíè� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{�

>�@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü ~öãåíê~� ëôëÇ� ôçñè ~çåÅÇ|ã~âÇ çéÜä ~çô ëåä á~äôä~ ~äë|êëéåìÑè êíäyéëÑêÑè�
ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

_äëÜêëéôìñè� zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � Xêëñ x1, x2 ∈ I âÇ
x1 < x2� [çñè çéÜä� íçyéîÇÜ ξ ∈ (x1, x2) á~Ü� Ççåâzäñè ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � õêëÇ

f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ) ≥ 0.

Vé~ f(x1) ≤ f(x2) á~Ü� Ççåâzäñè� Ñ f Ç|ä~Ü ~öãåíê~�

>Ä@ [çñè êëå >�@�

néÜä ~çô ëÑä çéôë~êÑ ��� Ç|ç~âÇ ôëÜ ë~ êíâçÇéyêâ~ëy ëÑè ÅÇä Ç|ä~Ü çéåì~ä{� _è çåöâÇ Åöå
àôÄÜ~ ÄÜ ~íëô� _ä Ääñé|ÉåíâÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I � ëôëÇ ëå ÄéyìÑây ëÑè Ç|ä~Ü
åéÜÉôäëÜå á~Ü� Ççåâzäñè� Ç|ä~Ü ê~ìzè ôëÜ åÜ Çì~çëôâÇäÇè ÇíÖÇ|Çè êë~ ÅÜyìåé~ êÑâÇ|~ ëåí Ç|ä~Ü
ôàÇè åéÜÉôäëÜÇè� ÅÑà~Å{ åÜ áà|êÇÜè ëåíè Ç|ä~Ü ôàÇè 0� `àzçåíâÇ ôëÜ� Ääñé|Éåäë~è ëÑä êíäyéëÑêÑ�

zîåíâÇ yâÇêÑ á~Ü ~çë{ çàÑéåìåé|~ ÄÜ~ ëÜè áà|êÇÜè ëÑè� [âñè� ëå ~äë|êëéåìå ÅÇä Ç|ä~Ü ~çåàöëñè
ê~ìzè� _ä Ääñé|ÉåíâÇ ôëÜ åÜ Çì~çëôâÇäÇè ÇíÖÇ|Çè êë~ ÅÜyìåé~ êÑâÇ|~ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè êíäyé�

ëÑêÑè Ç|ä~Ü ôàÇè åéÜÉôäëÜÇè � îñé|è ä~ zîåíâÇ á~âÜy yààÑ çàÑéåìåé|~ ÄÜ~ ëÑä |ÅÜ~ ëÑ êíäyéëÑêÑ
� ÅÇä Ç|ä~Ü ~çåàöëñè ãÇáyÖ~éå ôëÜ ëå ÄéyìÑây ëÑè Ç|ä~Ü åéÜÉôäëÜå� c|ä~Ü âÇä ~ä~âÇäôâÇäå ~àày
ôîÜ çéåì~äzè� e åíê|~ ëåí çéå�à{â~ëåè Ç|ä~Ü Ñ Çã{è� âçåéåöâÇ ä~ á~Öåé|êåíâÇ ëÜè áà|êÇÜè �ÅÑ�

à~Å{� ëÑä ç~éyÄñÄå� âÜ~è êíäyéëÑêÑè ~çô ëÑä êíäyéëÑêÑ� ~àày ÅÇä Ç|ä~Ü ê~ì{è å á~ÖåéÜêâôè
ëÑè êíäyéëÑêÑè ~çô ëÜè áà|êÇÜè ëÑè� pëå çéô�àÑâ~ ~íëô ~ç~äëy êÇ çéõëÑ ~çà{ âåéì{ ëå ÖÇâÇ�
àÜõÅÇè ÖÇõéÑâ~ ëåí ~çÇÜéåêëÜáåö àåÄÜêâåö çåí Ö~ ÅåöâÇ êëå áÇìyà~Üå � á~Ü êÇ çÜå çÇé|çàåáÇè
çÇéÜçëõêÇÜè å áàyÅåè ëñä ÅÜ~ìåéÜáõä ÇãÜêõêÇñä� pÇ ôà~ ~íëy Ñ çéôë~êÑ ��� ç~|ÉÇÜ á~ÖåéÜêëÜáô
éôàå�

_ã|ÉÇÜ ä~ ÅÜ~ëíçõêåíâÇ âÜ~ ç~é~àà~Ä{ ëÑè çéôë~êÑè ���� e çéôë~êÑ ��� àzÇÜ ôëÜ� ~ä ôàÇè
åÜ Çì~çëôâÇäÇè ÇíÖÇ|Çè êëå ÄéyìÑâ~ âÜ~è êíäyéëÑêÑè êÇ zä~ ÅÜyêëÑâ~ zîåíä ÖÇëÜá{ �~éäÑëÜá{�

áà|êÑ� ëôëÇ Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ �ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~��

nomq_pe ���� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f : I → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå
êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>~@ _ä ÜêîöÇÜ f ′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~�
>�@ _ä ÜêîöÇÜ f ′(x) < 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~�

_çôÅÇÜãÑ� ZÅÜ~ âÇ ëÑä ~çôÅÇÜãÑ ëåí ~äë|êëåÜîåí âzéåíè ëÑè çéôë~êÑè ����

pëÜè çéåëyêÇÜè ���� ��� á~Ü ��� ôë~ä ÄéyìåíâÇ f ′(x) ≥ 0 { f ′(x) > 0 çÇéÜà~â�yäåíâÇ á~Ü
ëÑä çÇé|çëñêÑ f ′(x) = +∞� mâå|ñè� ôë~ä ÄéyìåíâÇ f ′(x) ≤ 0 { f ′(x) < 0 çÇéÜà~â�yäåíâÇ
á~Ü ëÑä çÇé|çëñêÑ f ′(x) = −∞�

nézçÇÜ ä~ ÇçÜêÑâyäåíâÇ ôëÜ ÅÇä Üêîöåíä ë~ ~äë|êëéåì~ ëñä >~@� >�@ ëÑè çéôë~êÑè ���� _ä Ñ
f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~� ëôëÇ ëå âôäå ÄÇäÜáô êíâçzé~êâ~ Ç|ä~Ü ~íëô çåí ÜêîöÇÜ ÇçÇÜÅ{ Ñ f Ç|ä~Ü
~öãåíê~� ÅÑà~Å{ f ′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � _äyàåÄå êíâçzé~êâ~ ÜêîöÇÜ ~ä Ñ
f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~� cç|êÑè� êëÜè çéåëyêÇÜè ��� á~Ü ��� åÜ íçåÖzêÇÜè á~Ü ë~ êíâçÇéyêâ~ë~
Üêîöåíä êÇ ÅÜyêëÑâ~� _ä åÜ íçåÖzêÇÜè Üêîöåíä êÇ ÇäõêÇÜè ÅÜ~êëÑâyëñä� ëôëÇ ë~ êíâçÇéyêâ~ë~
âçåéÇ| ä~ âÑä Üêîöåíä áÜ ~íëy êëÜè ÇäõêÇÜè ÅÜ~êëÑâyëñä�

���



n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e x3 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå R ~àày ÅÇä Ç|ä~Ü êñêëô ôëÜ ÜêîöÇÜ dx3

dx > 0
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ R� néyÄâ~ëÜ� Ç|ä~Ü dx3

dx = 3x2 > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0 ~àày dx3

dx (0) = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = x
|x| � gêîöÇÜ f ′(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−∞, 0) ∪

(0,+∞)� ~àày Ñ f ÅÇä Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå (−∞, 0) ∪ (0,+∞)� c|ä~Ü êë~ÖÇé{ −1 êëå ÅÜyêëÑâ~
(−∞, 0) á~Ü êë~ÖÇé{ 1 êëå ÅÜyêëÑâ~ (0,+∞)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ c|ä~Ü d(1/x)
dx = − 1

x2 < 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞)� [âñè Ñ 1
x ÅÇä

Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå (−∞, 0) ∪ (0,+∞)� c|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå ÅÜyêëÑâ~ (−∞, 0)
á~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå ÅÜyêëÑâ~ (0,+∞)�

qå ÇçôâÇäå ~çåëzàÇêâ~ Ç|ä~Ü îé{êÜâå ÄÜ~ ëÑä ~ä~ÄäõéÜêÑ ëñä êÑâÇ|ñä ëåçÜáåö ~áéåëyëåí
âÜ~è êíäyéëÑêÑè�

nomq_pe ���� Xêëñ f : A → R� (a, b) ⊆ A� a < ξ < b á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå
(a, b)�
>~@ _ä ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, ξ) á~Ü f ′(x) ≤ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b)� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å
ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f �
>�@ _ä ÜêîöÇÜ f ′(x) ≤ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, ξ) á~Ü f ′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b)� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å
ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f �

_çôÅÇÜãÑ� >~@ e f Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå (a, ξ] á~Ü ìÖ|äåíê~ êëå [ξ, b)� åçôëÇ å f(ξ) Ç|ä~Ü Ñ âzÄÜêëÑ
ëÜâ{ ëÑè êëå ÅÜyêëÑâ~ (a, b)�
>�@ mâå|ñè�

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ� êëÑä çéôë~êÑ ���� ÅÇä îéÇÜyÉÇë~Ü ä~ zîÇÜ ç~éyÄñÄå Ñ f êëåä ξ� _éáÇ| âôäå
ä~ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ�

pÇ êîzêÑ âÇ ëÑ âåäåëåä|~ âÜ~è êíäyéëÑêÑè çézçÇÜ ä~ zîÇÜ á~äÇ|è íç ôïÑ ëåí ë~ Çã{è ~çày�

Xêëñ êíäyéëÑêÑ f åéÜêâzäÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ I � zêëñ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ξ ëåí I á~Ü zêëñ I− á~Ü
I+ ë~ íçåÅÜ~êë{â~ë~ ~éÜêëÇéy á~Ü ÅÇãÜy� ~äëÜêëå|îñè� ëåí ξ êë~ åçå|~ îñé|ÉÇë~Ü ëå I ~çô ëåä ξ�
fÇñéåöâÇ ôëÜ á~Ü ë~ Åöå ÅÜ~êë{â~ë~ I− á~Ü I+ çÇéÜzîåíä ëå áåÜäô yáéå ëåíè ξ� _ä Ñ f Ç|ä~Ü ~öãåíê~
êëå I− á~Ü ìÖ|äåíê~ êëå I+� ëôëÇ ëå ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f � _ä Ñ f Ç|ä~Ü ìÖ|äåíê~
êëå I− á~Ü ~öãåíê~ êëå I+� ëôëÇ ëå ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f � _ä Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè�
~öãåíê~ êëå I− á~Ü �ÄäÑê|ñè� ~öãåíê~ êëå I+� ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� ~öãåíê~ êëå I � _ä Ñ f Ç|ä~Ü
�ÄäÑê|ñè� ìÖ|äåíê~ êëå I− á~Ü �ÄäÑê|ñè� ìÖ|äåíê~ êëå I+� ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� ìÖ|äåíê~ êëå I �

[à~ ~íëy ~çåÅÇÜáäöåäë~Ü çåàö Çöáåà~ �á~Ü Ç|ä~Ü yêîÇë~ âÇ ëÑä zääåÜ~ ëÑè ç~é~ÄõÄåí�� jÇ �yêÑ
ë~ çéåÑÄåöâÇä~� ÜÅåö âÜ~ êíäÑÖÜêâzäÑ çÇé|çëñêÑ Çì~éâåÄ{è ëÑè çéôë~êÑè ���� Xêëñ êíäyéëÑêÑ
f êíäÇî{è êÇ ÅÜyêëÑâ~ á~Ü zêëñ ξ1, ξ2, . . . , ξn êëå |ÅÜå ÅÜyêëÑâ~� êë~ åçå|~ çÇéÜà~â�yäåäë~Ü
ë~ �çÜÖ~äy� yáé~ ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè� õêëÇ êÇ á~Özä~ ~çô ë~ ÇäÅÜyâÇê~ ~äåÜáëy íçåÅÜ~êë{â~ë~
Ñ f ′ zîÇÜ êë~ÖÇéô çéôêÑâå� qôëÇ (i) ë~ �çÜÖ~äy� yáé~ ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè Ç|ä~Ü êÑâÇ|~ ëåçÜáåö
~áéåëyëåí� (ii) áyÖÇ ξk ëå åçå|å îñé|ÉÇÜ íçåÅÜ~êë{â~ë~ êë~ åçå|~ Ñ f ′ zîÇÜ ÅÜ~ìåéÇëÜáô çéôêÑâå
Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí á~Ü (iii) áyÖÇ ξk ëå åçå|å îñé|ÉÇÜ íçåÅÜ~êë{â~ë~ êë~ åçå|~ Ñ f ′

zîÇÜ |ÅÜå çéôêÑâå ÅÇä Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ qå ç~éyÅÇÜÄâ~ ����� á~Ü çyàÜ� e f : [0, 4] → R âÇ ëöçå f(x) = 2x3 − 9x2 +
12x + 5 Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [0, 4] á~Ü ÜêîöÇÜ f ′(x) = 6x2 − 18x + 12 = 6(x − 1)(x − 2) ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ (0, 4)� cç|êÑè� ÜêîöÇÜ f ′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, 1) á~Ü áyÖÇ x ∈ (2, 4) á~Ü f ′(x) < 0
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (1, 2)� Vé~ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [0, 1]� ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå [1, 2] á~Ü
ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [2, 4]� cçåâzäñè� åÜ 0� 2 Ç|ä~Ü êÑâÇ|~ ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f á~Ü åÜ 1� 4
êÑâÇ|~ ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =






x, ~ä 0 ≤ x ≤ 1
2 − x, ~ä 1 ≤ x ≤ 2
x − 2, ~ä 2 ≤ x ≤ 3

e f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå

[0, 3] á~Ü ÜêîöÇÜ f ′(x) = 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, 1) á~Ü x ∈ (2, 3) á~Ü f ′(x) = −1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (1, 2)�

���



Vé~ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [0, 1]� ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå [1, 2] á~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå
[2, 3]� cçåâzäñè� åÜ 0� 2 Ç|ä~Ü êÑâÇ|~ ëåçÜáåö Çà~î|êëåí á~Ü åÜ 1� 3 êÑâÇ|~ ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí�

cçÇÜÅ{ f(0) = f(2) = 0� f(1) = f(3) = 1 á~Ü 0 ≤ f(x) ≤ 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [0, 3]� åÜ 0� 2 Ç|ä~Ü
êÑâÇ|~ åàÜáåö Çà~î|êëåí á~Ü åÜ 1� 3 êÑâÇ|~ åàÜáåö âÇÄ|êëåí� e f ÅÇä zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëåíè 1, 2�

jÇ ëÑ �å{ÖÇÜ~ ëñä ÖÇñéÑâyëñä âzêÑè ëÜâ{è ëåí ÅÜ~ìåéÜáåö àåÄÜêâåö { ëñä çéåëyêÇñä ���

á~Ü ��� ~çåÅÇÜáäöåäë~Ü ÅÜyìåéÇè ÜêôëÑëÇè á~Ü ~äÜêôëÑëÇè âÇ âÇë~�àÑëzè êÇ ÅÜ~êë{â~ë~ ëåí R�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ n ∈ N� n ≥ 2� fÇñéåöâÇ ëÑä êíäyéëÑêÑ f(x) = (x + 1)n − nx − 1�

e ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü Ñ f ′(x) = n(x + 1)n−1 − n� åçôëÇ ÜêîöÇÜ f ′(x) < 0 ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ [−1, 0) á~Ü f ′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0,+∞)� Vé~ Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå
ÅÜyêëÑâ~ [−1, 0] á~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [0,+∞)� Vé~ ÜêîöÇÜ f(x) > f(0) = 0 {� ÜêåÅöä~â~�

(x + 1)n > nx + 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ≥ −1, x 6= 0.

_çåÅÇ|ã~âÇ� àåÜçôä� âÇ ÅÇöëÇéå ëéôçå ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí %HUQRXOOL� jyàÜêë~� ~çåÅÇ|ã~âÇ ôëÜ�
ôë~ä n ≥ 2� Ñ ~äÜêôëÑë~ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~ êëå [−1, 0) ∪ (0,+∞) á~Ü ÜêîöÇÜ ñè ÜêôëÑë~ âôäå ÄÜ~
x = 0� �_ä n = 1� Ñ ~äÜêôëÑë~ ÜêîöÇÜ� çéåì~äõè� ñè ÜêôëÑë~ êÇ åàôáàÑéå ëå R��

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ

ex > x + 1 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0.

fÇñéåöâÇ ëÑ êíäyéëÑêÑ f(x) = ex − x − 1� Ñ åçå|~ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå R á~Ü ÜêîöÇÜ f ′(x) =
ex − 1 < 0 ÄÜ~ áyÖÇ x < 0 á~Ü f ′(x) = ex − 1 > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0� Vé~ Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü
ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå (−∞, 0] á~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [0,+∞)� Vé~ ÜêîöÇÜ ex − x − 1 =
f(x) > f(0) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0� e Ää{êÜ~ ~äÜêôëÑë~ Ä|äÇë~Ü ÜêôëÑë~ âôäå ÄÜ~ x = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ ã~ä~~çåÅÇ|ãåíâÇ ëåä ÅÜñäíâÜáô ëöçå ëåí 1HZWRQ�

(x + y)n =
∑n

k=0
(n

k
)
xkyn−k =

∑n
k=0

n!
k!(n−k)!x

kyn−k.

_ä n = 1� å ëöçåè ÄéyìÇë~Ü (x + y)1 = x + y á~Ü� çéåì~äõè� ÜêîöÇÜ�
rçåÖzëåíâÇ ôëÜ å ëöçåè ÜêîöÇÜ ÄÜ~ áyçåÜåä n ∈ N á~Ü ÖÇñéåöâÇ ëÑä êíäyéëÑêÑ

f(x) = (x + y)n+1 −
∑n+1

k=0
(n+1)!

k!(n+1−k)!x
kyn+1−k

âÇ âÇë~�àÑë{ x� n~é~ÄñÄ|ÉåíâÇ� çéåêzîåäë~è ôëÜ å ôéåè çåí ~äëÜêëåÜîÇ| êëåä k = 0 ÅÇä çÇéÜzîÇÜ
ëÑä âÇë~�àÑë{ x� á~Ü zîåíâÇ

f ′(x) = (n + 1)(x + y)n − (n + 1)
∑n+1

k=1
n!

(k−1)!(n+1−k)!x
k−1yn+1−k.

aéyìåäë~è m = k−1 êëå ëÇàÇíë~|å yÖéåÜêâ~� �é|êáåíâÇ� êöâìñä~ âÇ ëÑä Çç~ÄñÄÜá{ íçôÖÇêÑ�

f ′(x) = (n + 1)(x + y)n − (n + 1)
∑n

m=0
n!

m!(n−m)!x
myn−m = 0.

Vé~ Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{� åçôëÇ ÄÜ~ áyÖÇ x ÜêîöÇÜ f(x) = f(0) = yn+1 − yn+1 = 0 {� ÜêåÅöä~â~�

(x + y)n+1 =
∑n+1

k=0
(n+1)!

k!(n+1−k)!x
kyn+1−k.

Vé~ å ëöçåè ÜêîöÇÜ á~Ü ÄÜ~ ëåä n + 1 á~Ü� Ççåâzäñè� ÜêîöÇÜ ÄÜ~ áyÖÇ n ∈ N�

_êá{êÇÜè�

������ `éÇ|ëÇ ë~ ÅÜ~êë{â~ë~ âåäåëåä|~è á~Ü ë~ êÑâÇ|~ ëåçÜáåö á~Ü åàÜáåö ~áéåëyëåí ëñä x2 −
x−1� x3 −15x2 +72x+7� x4(x−1)4� x+ 1

x � x2−2x+3
x2+2x+3 �

√
x

x+4 � x2e−x�
ORJ x

x � |x|e−|x−1|� VLQx−FRVx�
VLQ(3x)

3 − FRVx� x + VLQx� x + | VLQx|� DUFWDQx − ORJ(1 + x2)�

���



������ `éÇ|ëÇ ë~ êÑâÇ|~ ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè êíäyéëÑêÑè (x−1)|x| êëå [−1, 3]� ëÑè |x2−3x+2|
êëå [−3, 10]� ëÑè x + 1

x êëå [1
3 , 3]� ëÑè (ORJx)2/x êëå [1, 3] á~Ü ëÑè ex VLQx êëå [0, 2π]�

������ _ä~àôÄñè ëÑè ëÜâ{è ëÑè ç~é~âzëéåí a� êîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè FRV x+a
VLQ x �

������ Xêëñ a1 < . . . < an� `éÇ|ëÇ ë~ êÑâÇ|~ åàÜáåö Çà~î|êëåí ëñä (x − a1)2 + · · · + (x − an)2

á~Ü |x − a1| + · · · + |x − an|�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ êíäyéëÑêÑ (1 + 1
x)x Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå (0,+∞)�

������ `éÇ|ëÇ ëÑä ëÜâ{ ëåí a > 0 ÄÜ~ ëÑä åçå|~ Ñ âzÄÜêëÑ ëÜâ{ ëÑè êíäyéëÑêÑè xae2a−x êëå
[0,+∞) Ç|ä~Ü Ñ ÇàyîÜêëÑ Åíä~ë{�

������ _äyàåÄ~ âÇ ëÑä ëÜâ{ ëåí a �éÇ|ëÇ ëåä ~éÜÖâô ëñä àöêÇñä ëÑè Çã|êñêÑè VLQx = ax�

������ _äyàåÄ~ âÇ ëÑä ëÜâ{ ëåí a �éÇ|ëÇ ëåä ~éÜÖâô ëñä àöêÇñä ëÑè Çã|êñêÑè WDQx = ax êëå
ÅÜyêëÑâ~ (−π

2 + kπ, π
2 + kπ) ÄÜ~ áyÖÇ k ∈ Z�

������ Xêëñ f, g : [0, b] → R êíäÇîÇ|è êëå [0, b] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (0, b)� f(0) = g(0) = 0
á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x), g′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, b)� _ä Ñ f ′

g′ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå (0, b)�
~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f

g Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå (0, b]�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ åÜ êíä~éë{êÇÜè x
VLQ x �

(1/2)x2

1−FRV x �
(1/6)x3

x−VLQ x , · · · Ç|ä~Ü ~öãåíêÇè êëå (0, π
2 )�

������� bÇ|ëÇ ëÜè ~êá{êÇÜè ����� á~Ü ������ Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R á~Ü M ≥ 0� ρ > 0
õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ |f(x′) − f(x′′)| ≤ M |x′ − x′′|ρ ÄÜ~ áyÖÇ x′, x′′ ∈ I � _ä ρ > 1� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f

Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå I �

������� Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êëå (a, b)� Xêëñ ôëÜ
ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ µ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f(a) + µ(x − a) ≤ f(x) ≤ f(b) + µ(x − b) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [a, b]�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä íçyéîÇÜ c ∈ (a, b] õêëÇ f(a) +µ(c−a) = f(c)� ëôëÇ ÜêîöÇÜ f(a) +µ(x−a) =
f(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [a, c]�
mâå|ñè� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä íçyéîÇÜ c ∈ [a, b) õêëÇ f(c) = f(b) + µ(c − b)� ëôëÇ ÜêîöÇÜ f(x) =
f(b) + µ(x − b) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [c, b]�
bÜ~ëíçõêëÇ á~Ü ~çåÅÇ|ãëÇ ë~ ~äyàåÄ~ ëñä ç~é~çyäñ êëÑä çÇé|çëñêÑ çåí ÜêîöÇÜ f ′(x) ≤ µ ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ (a, b)�

������� Xêëñ f : [1, 4] → R êíäÇî{è êëå [1, 4]� f(1) = −7 á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ 3 ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ (1, 4)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f(4) ≥ 2�

aÜ~ áyÖÇ a ≥ 2 �éÇ|ëÇ êíÄáÇáéÜâzäÑ f âÇ ôàÇè ëÜè ç~é~çyäñ ÜÅÜôëÑëÇè õêëÇ f(4) = a�

������� �� >~@ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = DUFFRVx + DUFVLQx� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) = 0 ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ (−1, 1)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ DUFFRVx + DUFVLQx = π

2 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ [−1, 1]�
>�@ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ DUFWDQ y + DUFFRW y = π

2 ÄÜ~ áyÖÇ x�

>Ä@ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = DUFWDQx+DUFWDQ 1
x � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ DUFWDQx + DUFWDQ 1
x = π

2 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0 á~Ü DUFWDQx + DUFWDQ 1
x = −π

2 ÄÜ~
áyÖÇ x < 0�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ ORJ 1+x
1−x > 2x + 2x3

3 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, 1)�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ ORJ 1+x
1−x < 2x + 2x3

3 + x4

2 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, 1
2 ]�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ ex/(x+1) < 1 + x ÄÜ~ áyÖÇ x > −1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ x − x3

3 < DUFWDQx < x ÄÜ~ áyÖÇ x > 0�

��bÇ|ëÇ á~Ü ëÑä yêáÑêÑ ����� ÄÜ~ ë~ |ÅÜ~ �á~Ü çÇéÜêêôëÇé~� ~çåëÇàzêâ~ë~�

���



������� >~@ aäñé|ÉåíâÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ VLQx < x ÄÜ~ áyÖÇ x > 0 á~Ü x < VLQx ÄÜ~ áyÖÇ x < 0�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ 2
π x < VLQx < x ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, π

2 )�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ x < VLQx < 2

π x ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−π
2 , 0)�

mÜ ~äÜêôëÑëÇè ~íëzè àzäÇ ôëÜ� áåäëy êëåä 0� ëå VLQx �é|êáÇë~Ü ~äyâÇê~ êÇ Åöå êë~ÖÇéy á~Ü ÖÇëÜáy
çåàà~çàyêÜ~ ëåí x�

>�@ aäñé|ÉåíâÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ x < ex − 1 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ x < ex − 1 < (e − 1)x ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, 1)�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ x < ex − 1 < e−1

e x ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−1, 0)�
mÜ ~äÜêôëÑëÇè ~íëzè àzäÇ ôëÜ� áåäëy êëåä 0� ëå ex −1 �é|êáÇë~Ü ~äyâÇê~ êÇ Åöå êë~ÖÇéy á~Ü ÖÇëÜáy
çåàà~çàyêÜ~ ëåí x�

>Ä@ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ ORJx < x − 1 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0 âÇ x 6= 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ 1
e−1 (x − 1) < ORJx < x − 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (1, e)�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ e
e−1 (x − 1) < ORJx < x − 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (1

e , 1)�
mÜ ~äÜêôëÑëÇè ~íëzè àzäÇ ôëÜ� áåäëy êëåä 1� å ORJx �é|êáÇë~Ü ~äyâÇê~ êÇ Åöå êë~ÖÇéy á~Ü ÖÇëÜáy
çåàà~çàyêÜ~ ëåí x − 1�

������� Xêëñ 0 < x < y� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ axa−1 < ya−xa

y−x < aya−1� ~ä a < 0 { a > 1� á~Ü ôëÜ
aya−1 < ya−xa

y−x < axa−1� ~ä 0 < a < 1�

Xêëñ x < y� a > 0� a 6= 1� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ax ORJ a < ay−ax

y−x < ay ORJ a�

Xêëñ 0 < x < y� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ 1
y < 1

y−x ORJ y
x < 1

x �

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ | DUFWDQx − DUFWDQ y| < |x − y| ÄÜ~ áyÖÇ x, y âÇ x 6= y�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x > 0 ÜêîöÇÜ ex > 1 + x
1! + · · · + xn

n! �

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x < 0 ÜêîöÇÜ ex > 1 + x
1! + · · · + xn

n! � ~ä å n Ç|ä~Ü çÇéÜëëôè� á~Ü ex <

1 + x
1! + · · · + xn

n! � ~ä å n Ç|ä~Ü yéëÜåè�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0 ÜêîöÇÜ FRVx > 1 − x2

2! + · · · + (−1)m x2m

(2m)! � ~ä å m Ç|ä~Ü

çÇéÜëëôè� á~Ü FRVx < 1 − x2

2! + · · · + (−1)m x2m

(2m)! � ~ä å m Ç|ä~Ü yéëÜåè�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x > 0 ÜêîöÇÜ VLQx < x
1! − x3

3! + · · · + (−1)m−1 x2m−1

(2m−1)! � ~ä å m Ç|ä~Ü

çÇéÜëëôè� á~Ü VLQx > x
1! − x3

3! + · · · + (−1)m−1 x2m−1

(2m−1)! � ~ä å m Ç|ä~Ü yéëÜåè� q| ÜêîöÇÜ ÄÜ~ x < 0 �

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ (x + 1)a ≥ ax + 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ≥ −1 á~Ü áyÖÇ a ≥ 1�

e ~äÜêôëÑë~ ~íë{ Ç|ä~Ü ÄÇä|áÇíêÑ ëÑè ~äÜêôëÑë~è ëåí %HUQRXOOL� bÜÇéÇíä{êëÇ ëÜè çÇéÜçëõêÇÜè çåí
Ñ ~äÜêôëÑë~ ÜêîöÇÜ ñè ÜêôëÑë~�

téÑêÜâåçåÜõäë~è ëÑä çéåÑÄåöâÇäÑ ~äÜêôëÑë~ �{ á~Ü ~äÇãyéëÑë~ ~çô ~íë{ä�� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä
x ≥ −a� x 6= 0 á~Ü 0 < a < b� ëôëÇ ÜêîöÇÜ (1 + x

a )a < (1 + x
b )b�

������� >~@ Xêëñ A > 0 á~Ü n ∈ N� `éÇ|ëÇ ëÑä ÇàyîÜêëÑ ëÜâ{ á~Ü ôà~ ë~ êÑâÇ|~ åàÜáåö Çà~î|êëåí
ëÑè êíäyéëÑêÑè nA+x

(n+1) n+1√Anx
�

>�@�� _çåÅÇ|ãëÇ âÇ Çç~ÄñÄ{ ñè çéåè n ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ a1, . . . , an ≥ 0 ÜêîöÇÜ Ñ ~äÜêôëÑë~ ëåí
&DXFK\ { ~äÜêôëÑë~ ~éÜÖâÑëÜáåö�ÄÇñâÇëéÜáåö âzêåí�

n
√
a1 · · · an ≤ 1

n (a1 + · · · + an),

á~Ü ôëÜ Ñ ~äÜêôëÑë~ ~íë{ ÜêîöÇÜ ñè ÜêôëÑë~ ~ä á~Ü âôäå ~ä a1 = . . . = an�

>Ä@ _çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí &DXFK\ á~Ü ñè Çã{è� ~ä A = a1+···+an
n � çåàà~çà~êÜyêëÇ ëÜè

��mÜ a1+···+an
n á~Ü n

√
a1 · · · an åäåâyÉåäë~Ü ~éÜÖâÑëÜáôè âzêåè á~Ü ÄÇñâÇëéÜáôè âzêåè� ~äëÜêëå|îñè� ëñä a1, . . . , an�

jÜ~ ~áôâÑ ~çôÅÇÜãÑ ëÑè ~äÜêôëÑë~è ~éÜÖâÑëÜáåö�ÄÇñâÇëéÜáåö âzêåí Ç|ä~Ü êëÑä yêáÑêÑ ������� aÜ~ âÜ~ ÄÇä|áÇíêÑ ëÑè
~äÜêôëÑë~è ~éÜÖâÑëÜáåö�ÄÇñâÇëéÜáåö âzêåí ÅÇ|ëÇ á~Ü ëÑä yêáÑêÑ �������

���



~äÜêôëÑëÇè ak
A ≤ e

ak
A −1 ÄÜ~ k = 1, . . . , n� _çåÅÇ|ãëÇ á~Ü çyàÜ ôëÜ ÜêîöÇÜ Ñ ÜêôëÑë~ ~ä á~Ü âôäå

~ä a1 = . . . = an�

������� �� Xêëñ a, b ≥ 0 á~Ü p, q > 1 âÇ 1
p + 1

q = 1� _çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí <RXQJ�

ab ≤ 1
pa

p + 1
q b

q.

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ ~äÜêôëÑë~ ~íë{ ÜêîöÇÜ ñè ÜêôëÑë~ ~ä á~Ü âôäå ~ä ap = bq�

������� Xêëñ a1, . . . , an, b1, . . . , bn ≥ 0 á~Ü p, q > 1 âÇ 1
p + 1

q = 1�

>~@�� _çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí +¶OGHU�

a1b1 + · · · + anbn ≤
(
a1

p + · · · + an
p)1/p(

b1
q + · · · + bn

q)1/q
.

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ Ñ ÜêôëÑë~ ~ä á~Ü âôäå ~ä íçyéîåíä s, t ≥ 0 ôîÜ á~Ü åÜ Åöå |êåÜ âÇ 0 õêëÇ ä~
ÜêîöÇÜ sak

p = tbk
q ÄÜ~ áyÖÇ k = 1, . . . , n�

cçÇÜÅ{ 1
2 + 1

2 = 1� Ñ Ääñêë{ á~Ü çåàö êÑâ~äëÜá{ ~äÜêôëÑë~ ëåí &DXFK\�

a1b1 + · · · + anbn ≤
(
a1

2 + · · · + an
2)1/2(

b1
2 + · · · + bn

2)1/2
,

Ç|ä~Ü ÇÜÅÜá{ çÇé|çëñêÑ ëÑè ~äÜêôëÑë~è ëåí +¶OGHU�

>�@ _çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí 0LQNRZVNL�
(
(a1 + b1)p + · · · + (an + bn)p)1/p ≤

(
a1

p + · · · + an
p)1/p +

(
b1

p + · · · + bn
p)1/p

.

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ Ñ ÜêôëÑë~ ~ä á~Ü âôäå ~ä íçyéîåíä s, t ≥ 0 ôîÜ á~Ü åÜ Åöå |êåÜ âÇ 0 õêëÇ ä~
ÜêîöÇÜ sak = tbk ÄÜ~ áyÖÇ k = 1, . . . , n�

������� Xêëñ a1, . . . , an, w1, . . . , wn > 0 á~Ü w1 + · · · + wn = 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f(p) = (w1a1
p + · · · + wnan

p)1/p Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå R \ {0}�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPp→0(w1a1
p + · · · + wnan

p)1/p = a1
w1 · · · an

wn �

_ä p′ < 0 < p′′� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ��

(w1a1
p′ + · · · + wnan

p′)1/p′ ≤ a1
w1 · · · an

wn ≤ (w1a1
p′′ + · · · + wnan

p′′)1/p′′
.

bÇ|ëÇ ôëÜ Ñ ~äÜêôëÑë~ ~éÜÖâÑëÜáåö�ÄÇñâÇëéÜáåö âzêåí êëÑä yêáÑêÑ ������ Ç|ä~Ü ÇÜÅÜá{ çÇé|�
çëñêÑ ~íë{è ëÑè ~äÜêôëÑë~è�

������� Xêëñ f : A → R� ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåíA á~Ü f ′(ξ) > 0� téÑêÜâåçåÜõäë~è ëåä
åéÜêâô ëåí f ′(ξ)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f(x) > f(ξ) áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí á~Ü f(x) < f(ξ)
áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí� jçåéÇ| ä~ Ç|ä~Ü å ξ êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè f � qÜ Ä|äÇë~Ü
~ä f ′(ξ) < 0�

fÇñé{êëÇ ëÑ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
x + 2x2 VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f ′(0) = 1� _çå�

ÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÅÇä íçyéîÇÜ á~äzä~è a > 0 õêëÇ Ñ f ä~ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå ÅÜyêëÑâ~ (−a, a)� k~
~äëÜç~é~�yàÇëÇ âÇ ëå ç~é~çyäñ ÄÇäÜáô ~çåëzàÇêâ~ á~Ü âÇ ëÜè çéåëyêÇÜè ��� á~Ü ����

������� �� Xêëñ f : I → R êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I � _ä á~äzä~ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí I ÅÇä Ç|ä~Ü
êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí { Çà~î|êëåí ëÑè f � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè âåäôëåäÑ êëå I �

��f~ ã~ä~ÅåöâÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí <RXQJ êëÜè ~êá{êÇÜè ������ á~Ü �������
��e ~äÜêôëÑë~ ëåí +¶OGHU Ç|ä~Ü á~Ü êëÑä yêáÑêÑ �������
��e ~äÜêôëÑë~ ~íë{ Ç|ä~Ü á~Ü êëÑä yêáÑêÑ �������
��e yêáÑêÑ ~íë{ ÅÇä êîÇë|ÉÇë~Ü âÇ ëÑä zääåÜ~ ëÑè ç~é~ÄõÄåí á~Ü Ö~ Ç|îÇ Çäë~îÖÇ| êëÑä ÇäôëÑë~ ��� ~ä Ç|î~âÇ ÅÇÜ

ÇáÇ| ëåíè åéÜêâåöè ëñä ëåçÜáõä ~áéåëyëñä�

���



������� Xêëñ f : I → R êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f ′(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå
ÇêñëÇéÜáô ëåí I � _çô ëÑä yêáÑêÑ �����>~@ Ääñé|ÉåíâÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü zä~�çéåè�zä~ êëå I �

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè âåäôëåäÑ êëå I �

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ç|ëÇ ÜêîöÇÜ f ′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I Ç|ëÇ ÜêîöÇÜ f ′(x) < 0 ÄÜ~
áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I ���

������� Xêëñ f, g : (a, b) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (a, b)� a < 0 < b� Xêëñ� Çç|êÑè� ôëÜ ÜêîöÇÜ
f ′(x) = g(x)� g′(x) = −f(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b) á~Ü f(0) = 0� g(0) = 1� aäñé|ÉÇëÇ áyçåÜå
ëzëåÜå ÉÇíÄyéÜ êíä~éë{êÇñä�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f(x)2 + g(x)2 = 1 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)�
_ä åÜ F,G zîåíä ëÜè |ÅÜÇè ÜÅÜôëÑëÇè �ôçåí Ñ F ~äëÜêëåÜîÇ| êëÑä f á~Ü Ñ G êëÑä g�� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ
ÜêîöÇÜ F (x) = f(x) á~Ü G(x) = g(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)�

������� Xêëñ f : [a, b] → R êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b) á~Ü k > 0 õêëÇ ä~
ÜêîöÇÜ |f ′(x)| ≤ k|f(x) − f(a)| ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå [a, b]�

������� Xêëñ ÇíÖÇ|~ l ëåí ÇçÜçzÅåí á~Ü êÑâÇ|å M = (x0, y0) ëåí |ÅÜåí ÇçÜçzÅåí� mäåâyÉåíâÇ
~çôêë~êÑ ëåí M ~çô ëÑä l ëÑä ÇàyîÜêëÑ ~çôêë~êÑ ~çô ëå M çéåè åçåÜåÅ{çåëÇ êÑâÇ|å ëÑè l á~Ü
ëÑ êíâ�åà|ÉåíâÇ GLVW(M, l)�
_ä Ñ l Ç|ä~Ü á~ë~áôéíìÑ âÇ Çã|êñêÑ x = κ� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ GLVW(M, l) = |κ − x0|�
_ä Ñ l Ç|ä~Ü çàyÄÜ~ âÇ Çã|êñêÑ y = µx+ν� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ GLVW(M, l) = |µx0 +ν−y0|/(1+µ2)1/2�

_ä Ñ Çã|êñêÑ ëÑè ÇíÖÇ|~è Ç|ä~Ü êëÑ âåéì{ ax+by = c� ôçåí zä~è ëåíàyîÜêëåä ~çô ëåíè a, b Ç|ä~Ü
6= 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ GLVW(M, l) = |ax0 + by0 − c|/(a2 + b2)1/2�

������� iíÄ|ÉåíâÇ âÜ~ àÇçë{ ÇíÖÇ|~ éy�Åå â{áåíè l õêëÇ ä~ êîÑâ~ëÜêÖÇ| zä~ åéÖåÄõäÜå ç~é~à�

àÑàôÄé~ââå� pÇ çåÜy êÑâÇ|~ ëÑè çézçÇÜ ä~ àíÄ|êåíâÇ ëÑ éy�Åå õêëÇ ëå åéÖåÄõäÜå ç~é~ààÑàô�

Äé~ââå ä~ zîÇÜ âzÄÜêëå Çâ�~Åô�

������� fÇñéåöâÇ ÇíÖÇ|~ Äé~ââ{ Ñ åçå|~ îñé|ÉÇÜ zä~ Çç|çÇÅå êÇ Åöå ÑâÜÇç|çÇÅ~ á~Öõè á~Ü êÑâÇ|å
A1 êëå zä~ ÑâÜÇç|çÇÅå êÇ ~çôêë~êÑ d1 ~çô ëÑä ÇíÖÇ|~ á~Ü êÑâÇ|å A2 êëå yààå ÑâÜÇç|çÇÅå êÇ
~çôêë~êÑ d2 ~çô ëÑä ÇíÖÇ|~� Xä~ �êÑâÇÜ~áô� ôîÑâ~ áÜäÇ|ë~Ü âÇ ë~îöëÑë~ êë~ÖÇéåö âzëéåí v1
ôë~ä �é|êáÇë~Ü êëå çéõëå ÑâÜÇç|çÇÅå á~Ü âÇ ë~îöëÑë~ êë~ÖÇéåö âzëéåí v2 ôë~ä �é|êáÇë~Ü êëå
ÅÇöëÇéå ÑâÜÇç|çÇÅå� `éÇ|ëÇ ëÑä ëéåîÜy çåí çézçÇÜ ä~ ~áåàåíÖ{êÇÜ ëå ôîÑâ~ õêëÇ ~çô ëå êÑâÇ|å
A1 ä~ ìëyêÇÜ êëå êÑâÇ|å A2 êëåä ÇàyîÜêëå îéôäå�

������� Xêëñ åéÖôè áíáàÜáôè áõäåè âÇ öïåè h á~Ü ~áë|ä~ �yêÑè r�

nåÜôè Ç|ä~Ü å áöàÜäÅéåè å åçå|åè çÇéÜzîÇë~Ü êëåä áõäå âÇ âÜ~ �yêÑ ëåí çyäñ êëÑ �yêÑ ëåí áõäåí
á~Ü zîÇÜ ëåä âzÄÜêëå ôÄáå�

nåÜôè Ç|ä~Ü å áöàÜäÅéåè å åçå|åè çÇéÜzîÇë~Ü êëåä áõäå âÇ âÜ~ �yêÑ ëåí çyäñ êëÑ �yêÑ ëåí áõäåí
á~Ü zîÇÜ ëÑ âzÄÜêëÑ ÇçÜìyäÇÜ~�

������� Xêëñ ôëÜ ë~ ázäëé~ Åöå êì~Üéõä âÇ ~áë|äÇè a á~Ü b zîåíä ~çôêë~êÑ c > a + b� `éÇ|ëÇ
êÇ çåÜô êÑâÇ|å ~äyâÇê~ êëÜè Åöå êì~|éÇè á~Ü çyäñ êëå ÇíÖöÄé~ââå ëâ{â~ çåí êíäÅzÇÜ ë~ áz�

äëé~ ëñä êì~Üéõä çézçÇÜ ä~ ëåçåÖÇë{êåíâÇ âÜ~ êÑâÇÜ~á{ ìñëÇÜä{ çÑÄ{ õêëÇ ä~ ìñë|êåíâÇ ëÑä
âÇÄ~àöëÇéÑ Åíä~ë{ êíäåàÜá{ ÇçÜìyäÇÜ~ ëñä Åöå êì~Üéõä� XîÇÜ àöêÑ ëå çéô�àÑâ~ ~ä Ñ ìñëÇÜä{
çÑÄ{ âçåéÇ| ä~ ëåçåÖÇëÑÖÇ| åçåíÅ{çåëÇ êëåä îõéå�

��� n~éyÄñÄåÜ ~äõëÇéÑè ëyãÑè á~Ü Çì~éâåÄzè�

mogpjmp ���� Xêëñ f : A → R á~Ü B = {x ∈ A | f ′(x) ∈ R} ⊆ A á~Ü ξ ∈ B êÑâÇ|å
êíêêõéÇíêÑè ëåíB� [çñè zîåíâÇ {ÅÑ çÇÜ� åé|ÉÇë~Ü Ñ ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ f ′ : B → R� qõé~� ~ä

��bÑà~Å{� ~ä Ñ ç~éyÄñÄåè êíäÇîåöè êíäyéëÑêÑè êÇ ÅÜyêëÑâ~ ÅÇä âÑÅÇä|ÉÇë~Ü� ëôëÇ zîÇÜ ëÑä ÜÅÜôëÑë~ êë~ÖÇéåö çéåê{�
âåí á~Ü� âyàÜêë~� îñé|è ä~ íçåÖzêåíâÇ ôëÜ Ñ ç~éyÄñÄåè Ç|ä~Ü êíäÇî{è� k~ ~äëÜç~é~�yàÇëÇ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí 'DUERX[

êëÑä yêáÑêÑ ������>�@�

���



íçyéîÇÜ Ñ ç~éyÄñÄåè ëÑè f ′ êëåä ξ� ÅÑà~Å{ ëå ôéÜå (f ′)′(ξ) = OLPx→ξ
f ′(x)−f ′(ξ)

x−ξ � ëå êíâ�åà|ÉåíâÇ�
çÜå ~çày� f ′′(ξ) á~Ü ëå åäåâyÉåíâÇ ÅÇöëÇéÑ ç~éyÄñÄå ëÑè f êëåä ξ� bÑà~Å{�

f ′′(ξ) = OLPx→ξ
f ′(x)−f ′(ξ)

x−ξ .

mâå|ñè� åé|ÉÇë~Ü Ñ ëé|ëÑ ç~éyÄñÄåè ñè Ñ çéõëÑ ç~éyÄñÄåè ëÑè ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí á~Ü� Çç~�
ÄñÄÜáy� âçåéåöâÇ ä~ åé|êåíâÇ ëÑä n�åêë{ ç~éyÄñÄå ñè ëÑä çéõëÑ ç~éyÄñÄå ëÑè (n − 1)�åêë{è
ç~é~ÄõÄåí�
e çéõëÑ ç~éyÄñÄåè ëÑè f êëåä ξ êíâ�åà|ÉÇë~Ü á~Ü f (1)(ξ) á~Ü Ñ ÅÇöëÇéÑ ç~éyÄñÄåè êíâ�åà|ÉÇë~Ü
á~Ü f (2)(ξ)� aÜ~ ëÑä ëé|ëÑ ç~éyÄñÄå îéÑêÜâåçåÜåöâÇ á~Ü ë~ Åöå êöâ�åà~ f ′′′(ξ)� f (3)(ξ) á~Ü ÄÜ~
âÇÄ~àöëÇéÑè ëyãÑè ç~é~ÄõÄåíè îéÑêÜâåçåÜåöâÇ ëå êöâ�åàå f (n)(ξ)�
rçyéîåíä á~Ü ë~ êöâ�åà~ Dn

xf � dnf
dxn á~Ü dny

dxn �

qåä|ÉåíâÇ ôëÜ� �yêÇÜ ëåí åéÜêâåö� Ñ n�åêë{ ç~éyÄñÄåè ëÑè f êëåä ξ Ç|ä~Ü ëå ôéÜå

f (n)(ξ) = OLPx→ξ
f (n−1)(x)−f (n−1)(ξ)

x−ξ .

qzàåè� ~ä~ìzéåíâÇ ôëÜ âÇéÜázè ìåézè ëå f(ξ) êíâ�åà|ÉÇë~Ü f (0)(ξ)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ _ä n ∈ N� ëôëÇ åÜ ç~éyÄñÄåÜ êíä~éë{êÇÜè ëÑè xn Ç|ä~Ü�

dxn

dx = nxn−1, d2xn

dx2 = n(n − 1)xn−2, d3xn

dx3 = n(n − 1)(n − 2)xn−3,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dn−1xn

dxn−1 = n(n − 1) · · · 2x, dnxn

dxn = n(n − 1) · · · 2 · 1 = n!.

e dnxn

dxn Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{� åçôëÇ áyÖÇ ç~éyÄñÄåè âÇÄ~àöëÇéÑè ëyãÑè Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ 0� bÑà~Å{� Ç|ä~Ü
dmxn

dxm = 0 ÄÜ~ áyÖÇ m ∈ N� m > n�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ _ä a /∈ N ∪ {0}� åÜ ç~éyÄñÄåÜ êíä~éë{êÇÜè ëÑè xa Ç|ä~Ü� dxa

dx = axa−1�
d2xa

dx2 = a(a − 1)xa−2 á~Ü� ÄÇäÜáy�

dnxa

dxn = a(a − 1) · · · (a − n + 1)xa−n ÄÜ~ n ∈ N.

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ å êíäëÇàÇêë{è ëÑè xa−n Ç|ä~Ü 6= 0 á~Ü� Ççåâzäñè� á~âÜy ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ
ÅÇä Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ _ä a > 0� åÜ ç~éyÄñÄåÜ êíä~éë{êÇÜè ëÑè ax Ç|ä~Ü dax

dx = ax ORJ a� d2ax

dx2 =
ax(ORJ a)2 á~Ü� ÄÇäÜáy�

dnax

dxn = ax(ORJ a)n ÄÜ~ n ∈ N.

cÜÅÜáõëÇé~�
dnex

dxn = ex ÄÜ~ n ∈ N.

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ mÜ ç~éyÄñÄåÜ êíä~éë{êÇÜè ëÑè VLQx Ç|ä~Ü� VLQ(1) x = FRVx� VLQ(2) x = − VLQx�

VLQ(3) x = − FRVx� VLQ(4) x = VLQx� _çô ëå êÑâÇ|å ~íëô á~Ü çzé~ åÜ ÅÜ~ÅåîÜázè ç~éyÄñÄåÜ êí�

ä~éë{êÇÜè Çç~ä~à~â�yäåíä ëåä �áöáàå�� VLQx� FRVx� − VLQx� − FRVx� jçåéåöâÇ� Çç|êÑè� ä~
ÄéyïåíâÇ

d2k VLQ x
dx2k = (−1)k VLQx, d2k−1 VLQ x

dx2k−1 = (−1)k−1 FRVx ÄÜ~ k ∈ N.

mâå|ñè�
d2k FRV x

dx2k = (−1)k FRVx, d2k−1 FRV x
dx2k−1 = (−1)k VLQx ÄÜ~ k ∈ N.

���



qõé~ Ö~ ~ÜëÜåàåÄ{êåíâÇ ëå êöâ�åàå dny
dxn êëÑä çÇé|çëñêÑ ëÑè ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí� �~êÜÉô�

âÇäåÜ� ôâñè� êëå ôéÜå
OLPh→0

f(ξ+2h)−2f(ξ+h)+f(ξ)
h2 = f ′′(ξ), ������

ëå åçå|å Çâì~ä|ÉÇë~Ü êëÑä yêáÑêÑ ������ _ä ÄéyïåíâÇ y = f(ξ+h)� η = f(ξ) á~Ü ∆x = h� ëôëÇ
Ç|ä~Ü ∆y = y − η = f(ξ + h) − f(ξ)� qõé~� Çáëôè ~çô ëÑ ÅÜ~ìåéy f(ξ + h) − f(ξ) ÖÇñéåöâÇ
á~Ü ëÑä |ÅÜ~ ÅÜ~ìåéy ~àày êëåä ξ + h ~äë| êëåä ξ� ÅÑà~Å{ ëÑä f(ξ + 2h) − f(ξ + h)� aÜ~ ä~
á~ë~ày�åíâÇ á~àöëÇé~ ëÑä á~ëyêë~êÑ� ~è ÖzêåíâÇ

(∆y)(ξ) = f(ξ + h) − f(ξ).

qôëÇ Ç|ä~Ü
(∆y)(ξ + h) = f(ξ + 2h) − f(ξ + h)

á~Ü âçåéåöâÇ ä~ ÄéyïåíâÇ

f(ξ + 2h) − 2f(ξ + h) + f(ξ) = (∆y)(ξ + h) − (∆y)(ξ) = ∆(∆y).

bÑà~Å{ Ñ ç~éyêë~êÑ f(ξ + 2h) − 2f(ξ + h) + f(ξ) çéåáöçëÇÜ ~çô Åöå ÅÜ~ÅåîÜázè Çì~éâåÄzè
ëÑè �çéyãÑè� ëÑè ÅÜ~ìåéyè� aÜ ~íëô Ñ ç~éyêë~êÑ ~íë{ åäåâyÉÇë~Ü ÅÇöëÇéÑ ÅÜ~ìåéy ëÑè f á~Ü
êíâ�åà|ÉÇë~Ü ∆(∆y) {� çÜå êöäëåâ~� ∆2y�

jçåéåöâÇ� Ççåâzäñè� ä~ ÄéyïåíâÇ ëå ç~é~çyäñ ôéÜå ������ ñè

OLP∆x→0
∆2y
∆x2 = f ′′(ξ).

_çô ~íëô ëå ôéÜå çéåáöçëÇÜ ëå êöâ�åàå
d2y
dx2 = f ′′(ξ),

ôçñè ~çô ëå OLP∆x→0
∆y
∆x = f ′(ξ) çéåáöçëÇÜ ëå dy

dx = f ′(ξ)�
f~ ÅåöâÇ ëõé~ âÇéÜázè Çì~éâåÄzè ëÑè ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí�

����� héÜë{éÜå ëåçÜáåö ~áéåëyëåí�

e çéõëÑ Çì~éâåÄ{ Ç|ä~Ü zä~ ~çàô áéÜë{éÜå ëåçÜáåö ~áéåëyëåí�

nomq_pe ���� �� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I � f : I → R� zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå
êëå I á~Ü zêëñ ôëÜ íçyéîÇÜ Ñ f ′′(ξ) êÇ áyçåÜåä ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>~@ _ä f ′(ξ) = 0 á~Ü f ′′(ξ) > 0� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f �
>�@ _ä f ′(ξ) = 0 á~Ü f ′′(ξ) < 0� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f �

_çôÅÇÜãÑ� >~@ cçÇÜÅ{

OLPx→ξ
f ′(x)
x−ξ = OLPx→ξ

f ′(x)−f ′(ξ)
x−ξ = f ′′(ξ) > 0,

ÜêîöÇÜ
f ′(x)
x−ξ > 0 áåäëy êëåä ξ.

qõé~� å ξ Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè I á~Ü� Ççåâzäñè� ÜêîöÇÜ f ′(x) < 0 áåäëy êëåä
ξ ~çô ë~ ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü f ′(x) > 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ë~ ÅÇãÜy ëåí� bÑà~Å{� íçyéîåíä a, b õêëÇ
a < ξ < b á~Ü (a, b) ⊆ I á~Ü õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ f ′(x) < 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, ξ) á~Ü f ′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ (ξ, b)� e f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå (a, ξ] á~Ü êëå [ξ, b)� åçôëÇ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå (a, ξ] á~Ü
ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [ξ, b)� Vé~ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí ëÑè f �

>�@ mâå|ñè�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ c|ä~Ü dx2

dx (0) = 0 á~Ü d2x2

dx2 (0) = 2� cçåâzäñè� å 0 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö
Çà~î|êëåí ëÑè x2�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ c|ä~Ü dx4

dx (0) = 0 á~Ü d2x4

dx2 (0) = 0� [âñè� å 0 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí
ëÑè x4� Vé~ ÅÇä ÜêîöÇÜ ëå ~äë|êëéåìå ëÑè çéôë~êÑè ����

��jÜ~ ÄÇä|áÇíêÑ ~íë{è ëÑè çéôë~êÑè íçyéîÇÜ êëÑä yêáÑêÑ �������

���



����� híéëzè á~Ü áå|àÇè êíä~éë{êÇÜè�

e ÅÇöëÇéÑ Çì~éâåÄ{ ëÑè ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí zîÇÜ ä~ áyäÇÜ âÇ ëÜè ÄÇñâÇëéÜázè zääåÜÇè ëÑè
áíéëôëÑë~è á~Ü ëÑè áåÜàôëÑë~è�

mogpjmp ���� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R� e f î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü áíéë{ êëå I ~ä ÄÜ~ áyÖÇ
x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 ÜêîöÇÜ

f((1 − t)x1 + tx2) ≤ (1 − t)f(x1) + tf(x2) ÄÜ~ 0 < t < 1.

_ä Ñ ~äÜêôëÑë~ ~íë{ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~� ëôëÇ Ñ f î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I �
mâå|ñè� Ñ f î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü áå|àÑ êëå I ~ä ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 ÜêîöÇÜ

f((1 − t)x1 + tx2) ≥ (1 − t)f(x1) + tf(x2) ÄÜ~ 0 < t < 1.

h~Ü� ~ä ~íë{ Ñ ~äÜêôëÑë~ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~� ëôëÇ Ñ f î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå I �

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ hyÖÇ ~ììÜäÜá{ êíäyéëÑêÑ µx + ν Ç|ä~Ü áíéë{ á~Ü áå|àÑ êëå R�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e êíäyéëÑêÑ x2 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ e êíäyéëÑêÑ |x| Ç|ä~Ü áíéë{ êëå R�

f~ ÅåöâÇ ôëÜ Ñ ~äÜêôëÑë~ f((1 − t)x1 + tx2) ≤ (1 − t)f(x1) + tf(x2) ÄéyìÇë~Ü âÇ zä~ä
ÅÜ~ìåéÇëÜáô �~àày ÜêåÅöä~âå� ëéôçå�

Xêëñ x1 < x2� c|ä~Ü ~çàô ä~ ÅÇÜ á~äÇ|è ôëÜ Ñ

x = (1 − t)x1 + tx2

Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êíäyéëÑêÑ ëåí t á~Ü ~çÇÜáåä|ÉÇÜ ëå ÅÜyêëÑâ~ [0, 1] ~âìÜâåäåê{â~äë~ Çç|
ëåí [x1, x2]� cç|êÑè� Ñ ~äë|êëéåìÑ êíäyéëÑêÑ

t = x−x1
x2−x1

Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êíäyéëÑêÑ ëåí x á~Ü ~çÇÜáåä|ÉÇÜ ëå ÅÜyêëÑâ~ [x1, x2] ~âìÜâåäåê{â~äë~
Çç| ëåí [0, 1]� jÇ ~íëzè ëÜè ~àà~Äzè âÇë~�àÑë{è ~çô t êÇ x á~Ü ~äëÜêëéôìñè âçåéåöâÇ ä~ Äéy�

ïåíâÇ� ÇçÜçàzåä� 1 − t = x2−x
x2−x1

á~Ü� Ççåâzäñè� âçåéåöâÇ ä~ ã~ä~ÅÜ~ëíçõêåíâÇ ëåä åéÜêâô ëÑè
áíéëôëÑë~è ñè Çã{è� e f : I → R Ç|ä~Ü áíéë{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ I

âÇ x1 < x2 ÜêîöÇÜ

f(x) ≤ x2−x
x2−x1

f(x1) + x−x1
x2−x1

f(x2) ÄÜ~ x1 < x < x2.

jÇ ëåä |ÅÜå ëéôçå �àzçåíâÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ Ñ
|ÅÜ~ ~äÜêôëÑë~ ñè Ää{êÜ~ ~äÜêôëÑë~�

mâå|ñè� Ñ f Ç|ä~Ü áå|àÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 ÜêîöÇÜ

f(x) ≥ x2−x
x2−x1

f(x1) + x−x1
x2−x1

f(x2) ÄÜ~ x1 < x < x2.

h~Ü Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ Ñ |ÅÜ~ ~äÜêôëÑë~ ñè Ää{êÜ~
~äÜêôëÑë~�

_çô ~íëzè ëÜè ~äÜêôëÑëÇè çéåáöçëÇÜ ëå ÄÇñâÇëéÜáô çÇéÜÇîôâÇäå ëñä ÇääåÜõä ëÑè áíéëôëÑë~è
á~Ü ëÑè áåÜàôëÑë~è êíä~éë{êÇñä� néyÄâ~ëÜ� Ç|ä~Ü Çöáåàå ä~ ÅÇÜ á~äÇ|è ôëÜ Ñ

y = x2−x
x2−x1

f(x1) + x−x1
x2−x1

f(x2)

Ç|ä~Ü Ñ Çã|êñêÑ ëÑè ÇíÖÇ|~è çåí ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ë~ êÑâÇ|~ (x1, f(x1)) á~Ü (x2, f(x2))� cçåâzäñè�
ëå ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ �áå|àÑ� êëå ÅÜyêëÑâ~ I êÑâ~|äÇÜ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 ëå
âzéåè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ~äyâÇê~ êë~ êÑâÇ|~ (x1, f(x1)) á~Ü (x2, f(x2)) �é|êáÇë~Ü
áyëñ �çyäñ� ~çô { Çç| ëåí ÇíÖíÄéyââåí ëâ{â~ëåè âÇ yáé~ ~íëy ë~ Åöå êÑâÇ|~� qå ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü
ÄäÑê|ñè áíéë{ �áå|àÑ� êëå ÅÜyêëÑâ~ I êÑâ~|äÇÜ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 ëå âzéåè
ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f çåí Ç|ä~Ü ~äyâÇê~ êë~ êÑâÇ|~ (x1, f(x1)) á~Ü (x2, f(x2)) �é|êáÇë~Ü áyëñ
�çyäñ� ~çô ëå ÇíÖöÄé~ââå ëâ{â~ âÇ yáé~ ~íëy ë~ Åöå êÑâÇ|~� bÇ|ëÇ ëå êî{â~ ���

���



nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R áíéë{ { áå|àÑ êëå I � qôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå
ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � åçôëÇ íçyéîåíä a, b ∈ I õêëÇ a < ξ < b� Xêëñ ôëÜ Ñ f

Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I �

Xêëñ a < x < ξ� qôëÇ ÜêîöÇÜ f(x) ≤ ξ−x
ξ−af(a) + x−a

ξ−af(ξ) á~Ü f(ξ) ≤ b−ξ
b−xf(x) + ξ−x

b−xf(b)� Vé~

b−x
b−ξ f(ξ) + x−ξ

b−ξ f(b) ≤ f(x) ≤ ξ−x
ξ−af(a) + x−a

ξ−af(ξ) ÄÜ~ a < x < ξ,

åçôëÇ� âÇ ç~éÇâ�åà{� OLPx→ξ− f(x) = f(ξ)�
Xêëñ ξ < x < b� qôëÇ ÜêîöÇÜ f(x) ≤ b−x

b−ξ f(ξ) + x−ξ
b−ξ f(b) á~Ü f(ξ) ≤ x−ξ

x−af(a) + ξ−a
x−af(x)� Vé~

ξ−x
ξ−af(a) + x−a

ξ−af(ξ) ≤ f(x) ≤ b−x
b−ξ f(ξ) + x−ξ

b−ξ f(b) ÄÜ~ ξ < x < b,

åçôëÇ� çyàÜ âÇ ç~éÇâ�åà{� OLPx→ξ+ f(x) = f(ξ)�
Vé~ OLPx→ξ f(x) = f(ξ) á~Ü Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëåä ξ�

e ~çôÅÇÜãÑ Ç|ä~Ü |ÅÜ~ ~ä Ñ f Ç|ä~Ü áå|àÑ êëå I �

nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R�
>~@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I � ëôëÇ (i) ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I { ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I íçyéîÇÜ
Ñ f ′

+(ξ) á~Ü ÜêîöÇÜ f ′
+(ξ) ≤ f(x)−f(ξ)

x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x > ξ á~Ü (ii) ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô

ëåí I { ÅÇãÜô yáéå ëåí I íçyéîÇÜ Ñ f ′
−(ξ) á~Ü ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ f ′
−(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x < ξ�

_ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I � ëôëÇ åÜ Åöå ç~é~çyäñ ~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè�
qzàåè� ÜêîöÇÜ −∞ < f ′

−(ξ) ≤ f ′
+(ξ) < +∞ ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

>�@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü áå|àÑ êëå I � ëôëÇ (i) ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I { ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I íçyéîÇÜ
Ñ f ′

+(ξ) á~Ü ÜêîöÇÜ f ′
+(ξ) ≥ f(x)−f(ξ)

x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x > ξ á~Ü (ii) ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô

ëåí I { ÅÇãÜô yáéå ëåí I íçyéîÇÜ Ñ f ′
−(ξ) á~Ü ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ f ′
−(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x < ξ�

_ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå I � ëôëÇ åÜ Åöå ç~é~çyäñ ~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè�
qzàåè� ÜêîöÇÜ −∞ < f ′

+(ξ) ≤ f ′
−(ξ) < +∞ ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

_çôÅÇÜãÑ� >~@ Xêëñ f áíéë{ êëå I �

Xêëñ ξ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å { ÅÇãÜô yáéå ëåí I � Xêëñ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 < ξ� qôëÇ Ç|ä~Ü
f(x2) ≤ ξ−x2

ξ−x1
f(x1) + x2−x1

ξ−x1
f(ξ)� åçôëÇ

f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ ÄÜ~ x1 < x2 < ξ.

Vé~ Ñ g(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå íçåÅÜyêëÑâ~ ëåí I çåí �é|êáÇë~Ü ~éÜêëÇéy ëåí ξ�

åçôëÇ� êöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ ��� á~Ü ë~ êîôàÜ~ âÇëy ~çô ~íëô� íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ− g(x) =

���



OLPx→ξ−
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′
−(ξ) á~Ü Ç|ä~Ü > −∞ á~Ü� Çç|êÑè� ÜêîöÇÜ f ′

−(ξ) ≥ g(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ ÄÜ~

áyÖÇ x ∈ I âÇ x < ξ�

_ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I � ëôëÇ� ôçñè çéÜä� Ñ g Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~� åçôëÇ ÜêîöÇÜ
f ′

−(ξ) > g(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x < ξ�

Xêëñ ξ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å { ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I � Xêëñ x3, x4 ∈ I âÇ ξ < x3 < x4� qôëÇ Ç|ä~Ü
f(x3) ≤ x4−x3

x4−ξ f(ξ) + x3−ξ
x4−ξf(x4) á~Ü� Ççåâzäñè�

f(x3)−f(ξ)
x3−ξ ≤ f(x4)−f(ξ)

x4−ξ ÄÜ~ ξ < x3 < x4.

Vé~ Ñ h(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå íçåÅÜyêëÑâ~ ëåí I çåí �é|êáÇë~Ü ÅÇãÜy ëåí ξ� åçôëÇ

íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ+ h(x) = OLPx→ξ+
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′
+(ξ) á~Ü Ç|ä~Ü < +∞ á~Ü� Çç|êÑè� ÜêîöÇÜ

f ′
+(ξ) ≤ h(x) = f(x)−f(ξ)

x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x > ξ�

_ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I � ëôëÇ� ôçñè çéÜä� Ñ h Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~� åçôëÇ ÜêîöÇÜ
f ′

+(ξ) < h(x) = f(x)−f(ξ)
x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I âÇ x > ξ�

Xêëñ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � Xêëñ a, b ∈ I âÇ a < ξ < b� _çô ëÑä f(ξ) ≤ b−ξ
b−af(a) + ξ−a

b−af(b)
zîåíâÇ f(a)−f(ξ)

a−ξ ≤ f(b)−f(ξ)
b−ξ � åçôëÇ f ′

−(ξ) = OLPa→ξ−
f(a)−f(ξ)

a−ξ ≤ OLPb→ξ+
f(b)−f(ξ)

b−ξ = f ′
+(ξ)�

>�@ mâå|ñè�

n~é~ëÑé{êëÇ ëå Çã{è çôéÜêâ~ ëÑè çéôë~êÑè ����� _ä Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ { áå|àÑ êëå ÅÜyêëÑâ~
I á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå êÇ áyçåÜåä ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ëôëÇ f ′(ξ) ∈ R� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~Äñ�

Ä|êÜâÑ êëåä ξ�

_ã|ÉÇÜ ä~ ëåä|êåíâÇ âÇéÜáy êëåÜîÇ|~ çåí çéåzáíï~ä ~çô ëÑä çéôë~êÑ ���� á~Ü ëÑä ~çôÅÇÜã{
ëÑè� _ä Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü å ξ Ç|ä~Ü åçåÜåÅ{çåëÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí I � Ç|Å~âÇ
ôëÜ Ç|ä~Ü

−∞ < f ′
+(ξ) ≤ f ′

−(ξ) < +∞.

_íëô êÑâ~|äÇÜ ôëÜ íçyéîåíä åÜ Åöå Çì~çëôâÇäÇè ÑâÜÇíÖÇ|Çè ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å
(ξ, f(ξ)) á~Ü ôëÜ Ñ �çéåè ë~ çyäñ� Äñä|~ ëåíè Ç|ä~Ü áíéë{� ÅÑà~Å{ zîÇÜ ëÜâ{ ≤ π� cç|êÑè� çéåz�

áíïÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2, x3, x4 ∈ I âÇ ëÑ ÅÜyë~ãÑ x1 < x2 < ξ < x3 < x4 ÜêîöÇÜ

f(x1)−f(ξ)
x1−ξ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ ≤ f ′
−(ξ) ≤ f ′

+(ξ) ≤ f(x3)−f(ξ)
x3−ξ ≤ f(x4)−f(ξ)

x4−ξ .

_íëô êÑâ~|äÇÜ ôëÜ Ñ áà|êÑ f(x)−f(ξ)
x−ξ âÜ~è âÇë~�àÑë{è îåéÅ{è ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f âÇ êë~ÖÇéô ëå

zä~ ëÑè yáéå êëå (ξ, f(ξ)) ~íãyäÇë~Ü á~Öõè ëå yààå yáéå (x, f(x)) áÜäÇ|ë~Ü çyäñ êëå ÄéyìÑâ~
~çô ~éÜêëÇéy çéåè ÅÇãÜy� h~Ü� ÇÜÅÜáõëÇé~� ôë~ä ëå (x, f(x)) âÇë~�~|äÇÜ ~çô ëÑä ~éÜêëÇé{ êëÑ
ÅÇãÜy âÇéÜy ëåí (ξ, f(ξ))� Ñ áà|êÑ ëÑè îåéÅ{è áyäÇÜ zä~ �yàâ~� ~çô ëÜâzè âÜáéôëÇéÇè { |êÇè ëÑè
áà|êÑè ëÑè ~éÜêëÇé{è Çì~çëôâÇäÑè ÑâÜÇíÖÇ|~è êÇ ëÜâzè âÇÄ~àöëÇéÇè { |êÇè ëÑè áà|êÑè ëÑè ÅÇãÜyè
Çì~çëôâÇäÑè ÑâÜÇíÖÇ|~è êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�

c|ä~Ü Çöáåàå ä~ ÅÇÜ á~äÇ|è çõè Ö~ çéåê~éâåêëåöä ë~ çéåÑÄåöâÇä~ êëÑä çÇé|çëñêÑ çåí Ñ f

Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ { áå|àÑ { ÄäÑê|ñè áå|àÑ { çåí å ξ Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéô { ÅÇãÜô yáéå ëåí ÅÜ~êë{�

â~ëåè I �

pëÑ êíäzîÇÜ~ Ö~ ÅåöâÇ Åöå �~êÜáy áéÜë{éÜ~ âÇ ë~ åçå|~ âçåéåöâÇ ä~ ~çåì~ê|êåíâÇ ~ä âÜ~
êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü áíéë{ { áå|àÑ êÇ áyçåÜå ÅÜyêëÑâ~�

nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f : I → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü zîÇÜ ç~éyÄñÄå
êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>~@ e f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áíéë{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I ~ä á~Ü âôäå ~ä Ñ f ′ Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� ~öãåíê~ êëå
ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>�@ e f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áå|àÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ I ~ä á~Ü âôäå ~ä Ñ f ′ Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� ìÖ|äåíê~ êëå
ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

���



_çôÅÇÜãÑ� >~@ Xêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I � Xêëñ x1� x2 êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I âÇ x1 < x2�

pöâìñä~ âÇ ëÑä çéôë~êÑ ����� Ç|ä~Ü

f ′(x1) ≤ f(x2)−f(x1)
x2−x1

≤ f ′(x2),

åçôëÇ Ñ f ′ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � _ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{� ëôëÇ åÜ ~äÜêôëÑëÇè
~íëzè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè� åçôëÇ Ñ f ′ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~�

_äëÜêëéôìñè� zêëñ ôëÜ Ñ f ′ Ç|ä~Ü ~öãåíê~ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � Xêëñ x, x1, x2 ∈ I õêëÇ x1 <

x < x2� qôëÇ íçyéîåíä ξ1� ξ2 õêëÇ x1 < ξ1 < x < ξ2 < x2 á~Ü

f(x)−f(x1)
x−x1

= f ′(ξ1), f(x2)−f(x)
x2−x = f ′(ξ2).

c|ä~Ü f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2)� åçôëÇ
f(x)−f(x1)

x−x1
≤ f(x2)−f(x)

x2−x .

píäÇçyÄÇë~Ü
f(x) ≤ x2−x

x2−x1
f(x1) + x−x1

x2−x1
f(x2),

åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I � h~Ü çyàÜ� ~ä Ñ f ′ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~� ëôëÇ åÜ ~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä
ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{�

>�@ mâå|ñè�

_çô ëÑä çéôë~êÑ ���� çéåáöçëÇÜ zä~è ~áôâÑ ÄÇñâÇëéÜáôè î~é~áëÑéÜêâôè ëñä ÇääåÜõä ëÑè
áíéëôëÑë~è á~Ü ëÑè áåÜàôëÑë~è ÄÜ~ êíä~éë{êÇÜè f åÜ åçå|Çè Ç|ä~Ü êíäÇîÇ|è êÇ zä~ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü
ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � qå ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ �áå|àÑ� êëå I êÑâ~|äÇÜ ôëÜ Ñ áà|êÑ
ëÑè Çì~çëôâÇäÑè ÇíÖÇ|~è êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êÇ zä~ ÇêñëÇéÜáô ëåí êÑâÇ|å ~íãyäÇë~Ü �âÇÜõäÇë~Ü�
ôë~ä ëå êÑâÇ|å Çç~ì{è áÜäÇ|ë~Ü çéåè ë~ ÅÇãÜy� mâå|ñè� ëå ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ �áå|àÑ� êëå
I êÑâ~|äÇÜ ôëÜ Ñ áà|êÑ ëÑè Çì~çëôâÇäÑè ÇíÖÇ|~è êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êÇ zä~ ÇêñëÇéÜáô ëåí êÑâÇ|å
~íãyäÇë~Ü �âÇÜõäÇë~Ü� ÄäÑê|ñè ôë~ä ëå êÑâÇ|å Çç~ì{è áÜäÇ|ë~Ü çéåè ë~ ÅÇãÜy� bÇ|ëÇ ëå êî{â~ ���

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e f(x) =

{
2x2, ~ä x ≤ 0
x2, ~ä 0 ≤ x

zîÇÜ ç~éyÄñÄå f ′(x) =

{
4x, ~ä x ≤ 0
2x, ~ä 0 ≤ x

e f ′ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå R� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R� n~é~ëÑé{êëÇ� Çä ôïÇÜ
ëÑè çéôë~êÑè ����� ôëÜ ÅÇä íçyéîÇÜ Ñ f ′′(0)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� c|ä~Ü d xn

dx = nxn−1 êëå R�

Vé~� ~ä å n ∈ N Ç|ä~Ü yéëÜåè� Ñ xn−1 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå R� åçôëÇ Ñ xn Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè
áíéë{ êëå R�

_ä å n ∈ N Ç|ä~Ü çÇéÜëëôè� Ñ xn−1 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå (−∞, 0) á~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå
(0,+∞)� åçôëÇ Ñ xn Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå (−∞, 0] á~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå [0,+∞)�

���



`yêÇÜ ëÑè êîzêÑè ~äyâÇê~ êëÑ âåäåëåä|~ êíäyéëÑêÑè á~Ü êëå çéôêÑâå ëÑè ç~é~ÄõÄåí ëÑè�
zîåíâÇ ëÑä Çã{è ç~é~àà~Ä{ ëÑè çéôë~êÑè �����

nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f : I → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü zîÇÜ ÅÇöëÇéÑ
ç~éyÄñÄå êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>~@ e f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ f ′′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � _ä
ÜêîöÇÜ f ′′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I �
>�@ e f Ç|ä~Ü áå|àÑ êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÜêîöÇÜ f ′′(x) ≤ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � _ä
ÜêîöÇÜ f ′′(x) < 0 ÄÜ~ áyÖÇ x êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå I �

_çôÅÇÜãÑ� néåì~ä{è�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = x(x − 1)(x − 2)� gêîöÇÜ f ′(x) = 3x2 − 6x + 2
á~Ü f ′′(x) = 6x − 6 ÄÜ~ áyÖÇ x� Vé~ ÜêîöÇÜ f ′′(x) < 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−∞, 1)� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü
ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå (−∞, 1]� cç|êÑè� ÜêîöÇÜ f ′′(x) > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (1,+∞)� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü
ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå [1,+∞)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� c|ä~Ü d2xn

dx2 = n(n− 1)xn−2 êëå R á~Ü ã~ä~�é|êáåíâÇ ë~ ~çåëÇàzêâ~ë~ ëåí
ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè �������

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� c|ä~Ü d2xa

dx2 = a(a − 1)xa−2 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0� Vé~ Ñ xa Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{
êëå (0,+∞)� ~ä a < 0� ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå [0,+∞)� ~ä 0 < a < 1� á~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå
[0,+∞)� ~ä a > 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� Xêëñ a > 0� a 6= 1� e ax Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R ÅÜôëÜ ÜêîöÇÜ d2ax

dx2 =
ax(ORJ a)2 > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� Xêëñ a > 0� a 6= 1� gêîöÇÜ d2 ORJa x
dx2 = − 1

ORJ a
1

x2 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0� Vé~ Ñ ORJa
Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå (0,+∞)� ~ä a > 1� á~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå (0,+∞)� ~ä 0 < a < 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e êíäyéëÑêÑ x4 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R ÅÜôëÜ Ñ ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ
4x3 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå R� [âñè� Ç|ä~Ü àyÖåè ôëÜ Ñ ÅÇöëÇéÑ ç~éyÄñÄåè êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü
ÖÇëÜá{ êÇ áyÖÇ êÑâÇ|å ëåí R � ÜêîöÇÜ 12x2 > 0 ÄÜ~ áyÖÇ x 6= 0� ~àày 12 · 02 = 0�

����� pÑâÇ|~ á~âç{è�

e ëé|ëÑ Çì~éâåÄ{ ëÑè ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí êîÇë|ÉÇë~Ü âÇ ëÑä ÄÇñâÇëéÜá{ �çyàÜ� zääåÜ~ ëåí
êÑâÇ|åí á~âç{è�

mogpjmp ����� Xêëñ f : A → R á~Ü zêëñ ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü ~çô ÅÇãÜy ëåí êÑâÇ|å êíêêõ�
éÇíêÑè ëåí A�
m ξ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè f ~ä Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü Ç|ëÇ ÜêîöÇÜ f(x) ≥
f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü f(x) ≤ f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ) ÄÜ~
áyÖÇ x áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí Ç|ëÇ� ~äëÜÖzëñè� ÜêîöÇÜ f(x) ≤ f ′(ξ)(x − ξ) + f(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x
áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü f(x) ≥ f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy
ëåí�
_ä åÜ çéåÑÄåöâÇäÇè ~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè� ëôëÇ å ξ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü Ää{êÜå êÑ�
âÇ|å á~âç{è ëÑè f �
cç|êÑè� å ξ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü Ää{êÜå êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè f á~Ü êëÜè çÇéÜçëõêÇÜè f ′(ξ) = ±∞�
pÇ áyÖÇ çÇé|çëñêÑ� ëå (ξ, f(ξ)) î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f �

jçåéåöâÇ� Ççåâzäñè� ä~ çåöâÇ ôëÜ ëå (ξ, f(ξ)) Ç|ä~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f
~ä� çéõëåä� íçyéîÇÜ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü� á~ëôçÜä�

ë~ âzéÑ ëåí Äé~ì{â~ëåè� ë~ åçå|~ Ç|ä~Ü áåäëy êëå êÑâÇ|å ~íëô á~Ü êëÜè Åöå ÅÜ~ìåéÇëÜázè âÇéÜzè
ëåí� �é|êáåäë~Ü ëå zä~ êëå zä~ á~Ü ëå yààå êëå yààå ~çô ë~ Åöå ÑâÜÇç|çÇÅ~ çåí åé|Éåäë~Ü ~çô
ëÑä Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~� bÇ|ëÇ ëå êî{â~ ���

���



nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I � f : I → R� ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I á~Ü f ′(ξ) ∈ R� _ä íçyéîåíä
a, b ∈ I õêëÇ a < ξ < b á~Ü õêëÇ Ñ f ä~ Ç|ä~Ü áíéë{ êëå (a, ξ] á~Ü áå|àÑ êëå [ξ, b) {� ~äëÜÖzëñè�
áå|àÑ êëå (a, ξ] á~Ü áíéë{ êëå [ξ, b)� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè f �
_ä ëå �áíéë{� Ä|äÇÜ �ÄäÑê|ñè áíéë{� á~Ü ëå �áå|àÑ� Ä|äÇÜ �ÄäÑê|ñè áå|àÑ�� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü Ää{êÜå
êÑâÇ|å á~âç{è�

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå (a, ξ] á~Ü áå|àÑ êëå [ξ, b)� pöâìñä~ âÇ ëÑä çéôë~êÑ
����� ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ f ′(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, ξ)� mâå|ñè� ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)
x−ξ ≤ f ′(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈

(ξ, b)� Vé~ ÜêîöÇÜ f(x) ≥ f ′(ξ)(x−ξ)+f(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, ξ) á~Ü f(x) ≤ f ′(ξ)(x−ξ)+f(ξ)
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b)�

cì~éâôÉåíâÇ ë~ ÅÜyìåé~ áéÜë{éÜ~ áíéëôëÑë~è { áåÜàôëÑë~è êÇ ÅÜ~êë{â~ë~ êÇ êíäÅí~êâô âÇ
ëÑä çéôë~êÑ ���� ÄÜ~ ä~ ÅÜ~áé|äåíâÇ ~ä áyçåÜåè ~éÜÖâôè Ç|ä~Ü êÑâÇ|å á~âç{è âÜ~è êíäyéëÑêÑè�

nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I � f : I → R� ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I á~Ü f ′(ξ) ∈ R� _ä ÜêîöÇÜ
Ç|ëÇ f ′′(x) ≥ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü f ′′(x) ≤ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí Ç|ëÇ
f ′′(x) ≤ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü f ′′(x) ≥ 0 áåäëy êëåä ξ ~çô ÅÇãÜy ëåí� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü
êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè f �
_ä åÜ çéåÑÄåöâÇäÇè ~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü Ää{êÜå êÑâÇ|å á~âç{è�

_çôÅÇÜãÑ� néåì~ä{è�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� pöâìñä~ âÇ ë~ ç~é~ÅÇ|Äâ~ë~ ������ á~Ü ������� ~ä å n ∈ N Ç|ä~Ü çÇéÜëëôè�
å 0 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè xn�

����� cíÖÇ|Çè êë{éÜãÑè�

mogpjmp ����� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A� jÜ~ ÇíÖÇ|~ l î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ����|~ ��{�����

~�� �y�� ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ~ä Ñ l ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ëå êÑâÇ|å ~íëô á~Ü ÅÇä
íçyéîÇÜ á~äzä~ êÑâÇ|å ëåí Äé~ì{â~ëåè áyëñ ~çô ëÑä l� bÑà~Å{� ~ä y = µx+ν Ç|ä~Ü Ñ Çã|êñêÑ ëÑè
l� ëôëÇ ÜêîöÇÜ f(ξ) = µξ+ν á~Ü f(x) ≥ µx+ν ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� _ä� ÇçÜçàzåä� ÜêîöÇÜ f(x) > µx+ν

ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� x 6= ξ� ëôëÇ Ñ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ��{��~�
mâå|ñè� Ñ ÇíÖÇ|~ l î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ����|~ ��{����� ~�� �y�� ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å
(ξ, f(ξ)) ~ä Ñ l ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ëå êÑâÇ|å ~íëô á~Ü ÅÇä íçyéîÇÜ á~äzä~ êÑâÇ|å ëåí Äé~ì{â~ëåè çyäñ
~çô ëÑä l� bÑà~Å{� ~ä y = µx+ν Ç|ä~Ü Ñ Çã|êñêÑ ëÑè l� ëôëÇ ÜêîöÇÜ f(ξ) = µξ+ν á~Ü f(x) ≤ µx+ν

ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� _ä� ÇçÜçàzåä� ÜêîöÇÜ f(x) < µx+ ν ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A� x 6= ξ� ëôëÇ Ñ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè
~çô çyäñ î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü ��{��~�

bÇ|ëÇ ëå êî{â~ ���

���



`yêÇÜ ëÑè f(ξ) = µξ + ν Ñ Çã|êñêÑ ëÑè ÇíÖÇ|~è êë{éÜãÑè l ÄéyìÇë~Ü y = µx + f(ξ) − µξ {�

ÜêåÅöä~â~� y = µ(x−ξ)+f(ξ)� Vé~ âÜ~ ÇíÖÇ|~ l Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè
ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ~ä zîÇÜ Çã|êñêÑ y = µ(x−ξ)+f(ξ) á~Ü ÜêîöÇÜ f(x) ≥ µ(x−ξ)+f(ξ)
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A�

mâå|ñè� âÜ~ ÇíÖÇ|~ l Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô çyäñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))
~ä zîÇÜ Çã|êñêÑ y = µ(x − ξ) + f(ξ) á~Ü ÜêîöÇÜ f(x) ≤ µ(x − ξ) + f(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ A�

cçåâzäñè� ëå ä~ �éåöâÇ ~ä íçyéîÇÜ á~Ü çåÜy Ç|ä~Ü Ñ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè Ç|ä~Ü ëå |ÅÜå âÇ ëå ä~ çéåê�

ÅÜåé|êåíâÇ ëåä êíäëÇàÇêë{ µ�

nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I � f : I → R á~Ü ξ ∈ I �
>~@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áíéë{ êëå I � ëôëÇ Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = µ(x − ξ) + f(ξ) Ç|ä~Ü
�Ää{êÜ~� ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ~ä á~Ü âôäå ~ä Ç|ëÇ
µ ≤ f ′

+(ξ)� ~ä å ξ Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I � Ç|ëÇ f ′
−(ξ) ≤ µ� ~ä å ξ Ç|ä~Ü ÅÇãÜô yáéå ëåí I � Ç|ëÇ

f ′
−(ξ) ≤ µ ≤ f ′

+(ξ)� ~ä å ξ Ç|ä~Ü êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>�@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áå|àÑ êëå I � ëôëÇ Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = µ(x − ξ) + f(ξ) Ç|ä~Ü
�Ää{êÜ~� ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô çyäñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ~ä á~Ü âôäå ~ä Ç|ëÇ
f ′

+(ξ) ≤ µ� ~ä å ξ Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I � Ç|ëÇ µ ≤ f ′
−(ξ)� ~ä å ξ Ç|ä~Ü ÅÇãÜô yáéå ëåí I � Ç|ëÇ

f ′
+(ξ) ≤ µ ≤ f ′

−(ξ)� ~ä å ξ Ç|ä~Ü êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �
>Ä@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ { áå|àÑ êëå I á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ξ ëåí I � ëôëÇ Ñ âåä~ÅÜá{
ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ { ~çô çyäñ� ~äëÜêëå|îñè� ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) Ç|ä~Ü
Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = f ′(ξ)(x− ξ) + f(ξ)� ÅÑà~Å{ Ñ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ êëå ÄéyìÑâ~ ëÑè f êëå
êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�

_çôÅÇÜãÑ� >~@ Xêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I � pöâìñä~ âÇ ëÑä çéôë~êÑ ����� Ñ f ′
+(ξ) íçyéîÇÜ ÄÜ~

áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å { ~éÜêëÇéô yáéå ξ ëåí I á~Ü Ñ f ′
−(ξ) íçyéîÇÜ ÄÜ~ áyÖÇ ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å

{ ÅÇãÜô yáéå ξ ëåí I �

Xêëñ ôëÜ Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = µ(x−ξ)+f(ξ) Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè
ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� _ä å ξ Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å { ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I � ÜêîöÇÜ f(x) ≥
µ(x − ξ) + f(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I � x > ξ� åçôëÇ ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≥ µ ÄÜ~ áyÖÇ x áåäëy êëåä ξ ~çô

ÅÇãÜy ëåí á~Ü� Ççåâzäñè� f ′
+(ξ) = OLPx→ξ+

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≥ µ�

mâå|ñè� ~ä å ξ Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å { ÅÇãÜô yáéå ëåí I � ÜêîöÇÜ f(x) ≥ µ(x − ξ) + f(ξ) ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ I � x < ξ� åçôëÇ ÜêîöÇÜ f(x)−f(ξ)

x−ξ ≤ µ ÄÜ~ áyÖÇ x áåäëy êëåä ξ ~çô ~éÜêëÇéy ëåí á~Ü�

Ççåâzäñè� f ′
−(ξ) = OLPx→ξ−

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≤ µ�

qõé~ Ö~ ÅåöâÇ ëå ~äë|êëéåìå� Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí I á~Ü zêëñ f ′
−(ξ) ≤ µ ≤

f ′
+(ξ)� pöâìñä~ âÇ ëÑä çéôë~êÑ ����� ÜêîöÇÜ µ ≤ f ′

+(ξ) ≤ f(x)−f(ξ)
x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I � x > ξ á~Ü

f(x)−f(ξ)
x−ξ ≤ f ′

−(ξ) ≤ µ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I � x < ξ� Vé~ ÜêîöÇÜ f(x) − f(ξ) ≥ µ(x − ξ) ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ I � x 6= ξ�

���



Vé~ Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = µ(x − ξ) + f(ξ) Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè
ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�
_ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I � ëôëÇ åÜ ~äÜêôëÑëÇè ~íëzè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè á~Ü Ñ
ÇíÖÇ|~ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè�
Xêëñ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü ~éÜêëÇéô yáéå ëåí I á~Ü zêëñµ ≤ f ′

+(ξ)� pöâìñä~ âÇ ëÑä çéôë~êÑ ����� ÜêîöÇÜ
µ ≤ f ′

+(ξ) ≤ f(x)−f(ξ)
x−ξ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I � x > ξ� Vé~ Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = µ(x − ξ) + f(ξ)

Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� _ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè
áíéë{ êëå I � ëôëÇ åÜ ~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè á~Ü Ñ ÇíÖÇ|~ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~ ÇíÖÇ|~
êë{éÜãÑè�
e ~çôÅÇÜãÑ Ç|ä~Ü |ÅÜ~ êëÑä çÇé|çëñêÑ çåí å ξ Ç|ä~Ü ÅÇãÜô yáéå ëåí I �

>�@ mâå|ñè�
>Ä@ Xêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ { áå|àÑ êëå I á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ξ ëåí I �

åçôëÇ Ç|ä~Ü f ′
−(ξ) = f ′

+(ξ) = f ′(ξ)� _çô ë~ çéåÑÄåöâÇä~ êíäÇçyÄÇë~Ü ôëÜ Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ
y = µ(x − ξ) + f(ξ) Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ { ~çô çyäñ� ~äëÜêëå|îñè� ëåí Äé~ì{â~ëåè
ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) ~ä á~Ü âôäå ~ä µ = f ′(ξ)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e êíäyéëÑêÑ f(x) = |x| Ç|ä~Ü áíéë{� c|ä~Ü f ′
−(0) = −1 á~Ü f ′

+(0) = 1� jÜ~
ÇíÖÇ|~ Ç|ä~Ü ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (0, 0) ~ä á~Ü âôäå ~ä zîÇÜ
Çã|êñêÑ y = µx� ôçåí −1 ≤ µ ≤ 1� cç|êÑè� Ç|ä~Ü f ′(2) = 1� åçôëÇ Ñ âåä~ÅÜá{ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè
~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (2, 2) Ç|ä~Ü Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = (x−2)+2 = x�

qzàåè� Ç|ä~Ü f ′(−3) = −1� åçôëÇ Ñ âåä~ÅÜá{ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f
êëå êÑâÇ|å (−3, 3) Ç|ä~Ü Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ y = −(x + 3) + 3 = −x�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e x2 Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R� Vé~� ÄÜ~ áyÖÇ ξ� Ñ ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ
y = 2ξ(x−ξ)+ξ2 Ç|ä~Ü Ñ âåä~ÅÜá{ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè x2 êëå êÑâÇ|å
(ξ, ξ2)� jyàÜêë~� Ñ ÇíÖÇ|~ ~íë{ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè� bÑà~Å{� ÜêîöÇÜ x2 > 2ξ(x−ξ)+ξ2

ÄÜ~ áyÖÇ x 6= ξ� _íëô Ç|ä~Ü ~çàô ä~ ÇçÜ�Ç�~ÜñÖÇ| âÇ ~àÄÇ�éÜáô ëéôçå�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e êíäyéëÑêÑ ex Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R� cçåâzäñè� ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè ex

zîÇÜ âåä~ÅÜá{ ÇíÖÇ|~ êë{éÜã{è ëåí ~çô áyëñ êëå êÑâÇ|å (0, e0) = (0, 1) ëÑä ÇíÖÇ|~ âÇ Çã|êñêÑ
y = x + 1� jyàÜêë~� Ñ ÇíÖÇ|~ ~íë{ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè� bÑà~Å{� ÜêîöÇÜ ex > x + 1 ÄÜ~
áyÖÇ x 6= 0�

e çéôë~êÑ ���� Å|äÇÜ zä~ä ~áôâÑ ÄÇñâÇëéÜáô î~é~áëÑéÜêâô ëñä ÇääåÜõä ëÑè áíéëôëÑë~è á~Ü
ëÑè áåÜàôëÑë~è �yêÇÜ ëÑè zääåÜ~è ëÑè ÇíÖÇ|~è êë{éÜãÑè�

nomq_pe ����� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R�
>~@ e f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áíéë{ êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I íçyéîÇÜ �Ää{êÜ~�
ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�
>�@ e f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áå|àÑ êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I íçyéîÇÜ �Ää{êÜ~�
ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô çyäñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�

_çôÅÇÜãÑ� >~@ _ä Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áíéë{ êëå I � ëôëÇ ~çô ëÑä çéôë~êÑ ���� êíäÇçyÄÇë~Ü ôëÜ
ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I íçyéîÇÜ �Ää{êÜ~� ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè
f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))�
_äëÜêëéôìñè� zêëñ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I íçyéîÇÜ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí
Äé~ì{â~ëåè ëÑè f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ))� Xêëñ x1, x2 ∈ I � x1 < x2 á~Ü zêëñ ξ ∈ (x1, x2)� qôëÇ
å ξ Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí I � åçôëÇ íçyéîÇÜ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè ~çô áyëñ ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè
f êëå êÑâÇ|å (ξ, f(ξ)) á~Ü zêëñ y = µ(x − ξ) + f(ξ) Ñ Çã|êñêÑ âÜ~è ëzëåÜ~è ÇíÖÇ|~è� qôëÇ Ç|ä~Ü
f(x1) ≥ µ(x1 − ξ) + f(ξ) á~Ü f(x2) ≥ µ(x2 − ξ) + f(ξ)�
píäÇçyÄÇë~Ü f(ξ)−f(x1)

ξ−x1
≤ µ ≤ f(x2)−f(ξ)

x2−ξ á~Ü� Ççåâzäñè� f(ξ) ≤ x2−ξ
x2−x1

f(x1) + ξ−x1

x2−x1
f(x2)�

Vé~ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I � _ä Ñ ÇíÖÇ|~ Ç|ä~Ü Ää{êÜ~ ÇíÖÇ|~ êë{éÜãÑè� ëôëÇ åÜ çéåÑÄåöâÇäÇè
~äÜêôëÑëÇè Üêîöåíä ñè Ää{êÜÇè ~äÜêôëÑëÇè� åçôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I �

>�@ mâå|ñè�

���



����� _äÜêôëÑëÇè�

f~ ÅåöâÇ� ëzàåè� áyçåÜÇè Çì~éâåÄzè ëÑè ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí êÇ ~çåÅÇ|ãÇÜè ~äÜêåë{ëñä� mÜ
Çì~éâåÄzè ~íëzè Ç|ä~Ü� åíêÜ~êëÜáy� ~çàzè Çì~éâåÄzè ëñä ÇääåÜõä ëÑè áíéëôëÑë~è á~Ü ëÑè áåÜàô�

ëÑë~è�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� _ä n ∈ N� n ≥ 2� Ñ êíäyéëÑêÑ xn Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå [0,+∞)� åçôëÇ
ÜêîöÇÜ

((1 − t)x1 + tx2)n < (1 − t)x1
n + tx2

n ÄÜ~ 0 ≤ x1 < x2, 0 < t < 1.

cÜÅÜáõëÇé~� âÇ t = 1
2 � zîåíâÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ (x1+x2

2 )n < x1
n+x2

n

2 ÄÜ~ 0 ≤ x1 < x2�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� _ä n ∈ N� n ≥ 2� Ñ êíäyéëÑêÑ x1/n Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå [0,+∞)� Vé~
ÜêîöÇÜ

(1 − t)x1
1/n + tx2

1/n < ((1 − t)x1 + tx2)1/n ÄÜ~ 0 ≤ x1 < x2, 0 < t < 1.

cÜÅÜáõëÇé~� âÇ t = 1
2 � zîåíâÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ x1

1/n+x2
1/n

2 < (x1+x2
2 )1/n ÄÜ~ 0 ≤ x1 < x2�

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ åÜ ~äÜêôëÑëÇè ~íëåö ëåí ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè Ç|ä~Ü ÜêåÅöä~âÇè âÇ ëÜè ~äÜêôëÑëÇè ëåí
çéåÑÄåöâÇäåí ç~é~ÅÇ|Äâ~ëåè� n~é~ëÑé{êëÇ� Çç|êÑè� ôëÜ ôàÇè åÜ ~äÜêôëÑëÇè âÇë~ëézçåäë~Ü êÇ
ÜêôëÑëÇè ôë~ä x1 = x2�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e ex Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå R� Vé~

e(1−t)x1+tx2 < (1 − t)ex1 + tex2 ÄÜ~ x1 < x2, 0 < t < 1.

cÜÅÜáõëÇé~� âÇ t = 1
2 Ñ ~äÜêôëÑë~ Ä|äÇë~Ü e

x1+x2
2 < ex1+ex2

2 ÄÜ~ x1 < x2�

_êá{êÇÜè�

������ Xêëñ Ñ f(x) =

{
xk, ~ä x ≥ 0
−xk, ~ä x ≤ 0

ôçåí k ∈ N� aÜ~ áyÖÇ n ∈ N� �éÇ|ëÇ ëÑä f (n)�

������ `éÇ|ëÇ ëÜè n�åêëzè ç~é~ÄõÄåíè ëñä x+2
x2−1 � x+1

(x−1)2 � x3

x2−1 � 1
x2+1 � VLQ(5x) VLQ(7x) ÄÜ~ áyÖÇ n�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ dn

dxn ( ORJ x
x ) = (−1)nn!

xn+1

(
ORJx −

∑n
k=1

1
k
)

ÄÜ~ áyÖÇ n�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ dn

dxn ( ex

x ) = (−1)nn!ex

xn+1

∑n
k=0

(−1)k

k! xk ÄÜ~ áyÖÇ n�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ dn WDQ x
dxn = Pn(WDQx) ÄÜ~ áyÖÇ n� ôçåí Pn Ç|ä~Ü çåàíõäíâå �~Öâåö n + 1�

������ fÇñé{êëÇ ëÜè êíä~éë{êÇÜè x3

(x+1)2 � x2(x − 1)2� x
x2+1 � 1

x + 1
x−1 + 1

x−2 � e−x2
� e1/x� e−1/x2

�

e1/x−e−1/x

e1/x+e−1/x � 1
ORJ x � VLQx + FRVx á~Ü e−x VLQx� `éÇ|ëÇ ë~ ÅÜ~êë{â~ë~ âåäåëåä|~è� ë~ ÅÜ~êë{â~ë~

áíéëôëÑë~è { áåÜàôëÑë~è� ë~ êÑâÇ|~ ëåçÜáåö ~áéåëyëåí á~Ü ë~ êÑâÇ|~ á~âç{è ëåíè�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å 0 Ç|ä~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè f(x) =

{
x|x| + x2 VLQ(1/x), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

������ Xêëñ n ∈ N� ÅÜyêëÑâ~ I � f : I → R� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ f (n)(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I ~ä
á~Ü âôäå ~ä Ñ f Ç|ä~Ü çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ �~Öâåö ≤ n − 1�

������ Xêëñ n ∈ N� n ≥ 2� ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R õêëÇ Ñ f (n−1) ä~ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü Ñ
f (n) ä~ íçyéîÇÜ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � _ä Ñ f zîÇÜ n + 1 ÅÜ~ìåéÇëÜázè é|ÉÇè êëå I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ
Ñ f (n) zîÇÜ ëåíàyîÜêëåä â|~ é|É~ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I �

���



������� Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)�
_ä f(a) = f(b) = 0 á~Ü f(c) > 0 ÄÜ~ áyçåÜåä c ∈ (a, b)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ
f ′′(ξ) < 0�

������� Xêëñ f : (a, b) → R á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ f(x)f ′′(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)� _ä êëå
(a, b) çÇéÜzîåäë~Ü Åöå ÅÜ~ìåéÇëÜázè àöêÇÜè ëÑè Çã|êñêÑè f(x)f ′(x) = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü
êë~ÖÇé{ ~äyâÇê~ êëÜè Åöå ~íëzè àöêÇÜè�

������� Xêëñ f : [−1, 1] → R êíäÇî{è êëå [−1, 1]� ëéÇÜè ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (−1, 1) á~Ü
f(−1) = f(0) = 0� f(1) = 1� f ′(0) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (−1, 1) õêëÇ f (3)(ξ) = 3�

������� Xêëñ f : [a, b] → R êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)� _ä ëå
ÇíÖöÄé~ââå ëâ{â~ ëå åçå|å zîÇÜ yáé~ ë~ êÑâÇ|~ (a, f(a)) á~Ü (b, f(b)) ëzâäÇÜ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè
f êÇ áyçåÜå êÑâÇ|å ÅÜ~ìåéÇëÜáô ~çô ~íëy ë~ Åöå êÑâÇ|~� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ
f ′′(ξ) = 0�

������� Xêëñ ~äåÜáëô ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R ëéÇÜè ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå I � _ä ÜêîöÇÜ
f(x) ≥ 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ I á~Ü ÜêîöÇÜ f(x) = 0 ÄÜ~ ëåíàyîÜêëåä Åöå ÅÜ~ìåéÇëÜázè ëÜâzè ëåí x ∈ I �

~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ I õêëÇ f ′′′(ξ) = 0�

������� bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������>Ä@� _ä a < b á~Ü n ∈ N� ÖÇñé{êëÇ ëÑä çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ
P (x) = (x − a)n(x − b)n� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ P (n) Ç|ä~Ü çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ �~Öâåö n� ôëÜ
zîÇÜ ~áéÜ�õè n ÅÜ~ìåéÇëÜázè é|ÉÇè á~Ü ôëÜ ôàÇè ~íëzè åÜ é|ÉÇè ~ä{áåíä êëå (a, b)�

������� �� Xêëñ ÅÜ~êë{â~ë~ I � J á~Ü f : I → J á~Ü f−1 : J → I � ξ ∈ I á~Ü η = f(ξ) ∈ J �

_ä Ñ f Ç|ä~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü f ′(ξ) 6= 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f−1 Ç|ä~Ü Åöå ìåézè
ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä η á~Ü (f−1)′′(η) = −f ′′(ξ)/(f ′(ξ))3�

aÇäÜáôëÇé~� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü f ′(ξ) 6= 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f−1 Ç|ä~Ü
n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä η�

������� >~@ Xêëñ Ñ çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ P (x) = a0 +a1(x−ξ)+· · ·+an(x−ξ)n� _çåÅÇ|ãëÇ
ôëÜ P (k)(ξ) = k!ak ÄÜ~ áyÖÇ k ∈ Z âÇ 0 ≤ k ≤ n á~Ü P (k)(ξ) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ k ∈ Z âÇ k ≥ n + 1�

>�@ b|äåäë~Ü ~éÜÖâå| y0, y1, . . . , yn� `éÇ|ëÇ çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ P (x) �~Öâåö ≤ n õêëÇ
P (k)(ξ) = yk ÄÜ~ áyÖÇ k ∈ Z âÇ 0 ≤ k ≤ n� nôêÇè ëzëåÜÇè çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè íçyéîåíä�

>Ä@ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜP (x) = P (ξ)+ P ′(ξ)
1! (x−ξ)+· · ·+ P (n)(ξ)

n! (x−ξ)n ÄÜ~ áyÖÇ çåàíñäíâÜá{
êíäyéëÑêÑ P (x) �~Öâåö n á~Ü ÄÜ~ áyÖÇ ξ� x���

������� �� >~@ Xêëñ n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êíä~éë{êÇÜè g : (a, ξ] → R á~Ü h : [ξ, b) → R
á~Ü zêëñ g(k)(ξ) = h(k)(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ k ∈ Z� 0 ≤ k ≤ n� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f : (a, b) → R âÇ

ëöçå f(x) =

{
g(x), ~ä a < x ≤ ξ

h(x), ~ä ξ ≤ x < b
Ç|ä~Ü n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b) á~Ü ôëÜ f (k)(ξ) =

g(k)(ξ) = h(k)(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ k ∈ Z� 0 ≤ k ≤ n�

>�@ Xêëñ n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êíäyéëÑêÑ f : [a, b] → R� `yêÇÜ ëÑè yêáÑêÑè ������� �éÇ|ëÇ

çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè P (x) á~Ü Q(x) õêëÇ Ñ êíäyéëÑêÑ g(x) =






P (x), ~ä x ≤ a

f(x), ~ä a ≤ x ≤ b

Q(x), ~ä b ≤ x

ä~ Ç|ä~Ü n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå R�

>Ä@ Xêëñ b < c á~Ü n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êíä~éë{êÇÜè f : (a, b] → R á~Ü g : [c, d) → R� %éÇ|ëÇ
��jÜ~ Ççzáë~êÑ ëåí á~äôä~ ~äë|êëéåìÑè êíäyéëÑêÑè�
��_íëôä ëåä ëöçå Ö~ ëôä ã~ä~~çåÅÇ|ãåíâÇ êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ������
���píÄáôàÑêÑ� êíä~éë{êÇñä êÇ ÅÜ~ÅåîÜáy ÅÜ~êë{â~ë~� bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������

���



çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ P (x) õêëÇ Ñ êíäyéëÑêÑ h(x) =






f(x), ~ä a < x ≤ b

P (x), ~ä b ≤ x ≤ c

g(x), ~ä c ≤ x < d

ä~ Ç|ä~Ü n

ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, d)� rçyéîÇÜ áyçåÜ~ Çáë|âÑêÑ ÄÜ~ ëåä �~Öâô ëÑè P (x)�

������� >~@ Xêëñ x1, . . . , xn ÅÜ~ìåéÇëÜáå| ~äy Åöå á~Ü y1, . . . , yn� fÇñé{êëÇ ÄÜ~ áyÖÇ k =
1, . . . , n ëå �~Öâåö n − 1 çåàíõäíâå Qk(x) =

∏
1≤m≤n,m 6=k

x−xm
xk−xm

� ôçåí êëå ÄÜäôâÇäå å m

ÅÜ~ëézîÇÜ ëåíè ìíêÜáåöè ~çô ëåä 1 êëåä n ç~é~àÇ|çåäë~è ëåä k�

nåÜzè Ç|ä~Ü åÜ é|ÉÇè ëåí Qk(x) �

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ëå Q(x) = y1Q1(x)+· · ·+ynQn(x) Ç|ä~Ü ëå âåä~ÅÜáô çåàíõäíâå �~Öâåö ≤ n−1
âÇ ëÑä ÜÅÜôëÑë~� Q(x1) = y1, . . . , Q(xn) = yn�

>�@ Xêëñ x1, . . . , xn êëå ÅÜyêëÑâ~ I ÅÜ~ìåéÇëÜáå| ~äy Åöå á~Ü êíäyéëÑêÑ f : I → R� _ä
Q1(x), . . . , Qn(x) Ç|ä~Ü ë~ çåàíõäíâ~ çåí åé|êëÑá~ä êëå >~@� êîÑâ~ë|ÉåíâÇ ëå çåàíõäíâå��

Q(x) = f(x1)Q1(x) + · · · + f(xn)Qn(x)�
_ä Ñ f (n−1) Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I á~Ü Ñ f (n) íçyéîÇÜ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ I íçyéîÇÜ ξ êëå ÇêñëÇéÜáô ëåí I õêëÇ f(x) − Q(x) = f (n)(ξ)

n! (x − x1) · · · (x − xn)�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ëåä ëöçå ëåí /HLEQL]�

(fg)(n) =
∑n

k=0
(n

k
)
f (k)g(n−k) ~ä n ∈ N.

������� Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = e−1/x�

_çåÅÇ|ãëÇ âÇ ëÑä ~éî{ ëÑè Çç~ÄñÄ{è ôëÜ f (n)(x) = x−2nPn(x)e−1/x ÄÜ~ áyÖÇ x > 0� ôçåí Pn(x)
Ç|ä~Ü çåàíõäíâå �~Öâåön−1� aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~�P1(x) = 1�P2(x) = 1−2x�P3(x) = 1−6x+6x2�

n~é~ÄñÄ|êëÇ ëÑä f (n)(x) = x−2nPn(x)e−1/x á~Ü ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ å ~ä~ÅéåâÜáôè ëöçåè
Pn+1(x) = x2Pn

′(x) + (1 − 2nx)Pn(x) ÄÜ~ áyÖÇ x > 0�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ x2f ′(x) = f(x) ÄÜ~ áyÖÇ x > 0 á~Ü� ç~é~ÄñÄ|Éåäë~è n ìåézè âÇ ëåä ëöçå ëåí
/HLEQL] ëÑè yêáÑêÑè ������� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜPn+2(x) = (1−2(n+1)x)Pn+1(x)−n(n+1)x2Pn(x)
ÄÜ~ áyÖÇ x > 0�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å êíäëÇàÇêë{è ëåí xn−1 êëå Pn(x) Ç|ä~Ü å (−1)n−1n!�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ x2Pn

′′(x) − (2nx − 2x − 1)Pn
′(x) + n(n − 1)Pn(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x > 0�

������� �� Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) = e−x2
�

_çåÅÇ|ãëÇ âÇ ëÑä ~éî{ ëÑè Çç~ÄñÄ{è ôëÜ f (n)(x) = (−1)nHn(x)e−x2 ÄÜ~ áyÖÇ x� ôçåí Hn(x)
Ç|ä~Ü çåàíõäíâå �~Öâåö n� aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� H1(x) = 2x� H2(x) = 4x2 −2� H3(x) = 8x3 −12x�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Hn+1(x) = −Hn
′(x) + 2xHn(x) ÄÜ~ áyÖÇ x�

n~é~ÄñÄ|êëÇ n ìåézè ëÑ êîzêÑ f ′(x) = −2xf(x) âÇ ëåä ëöçå ëåí /HLEQL] ëÑè yêáÑêÑè ������

á~Ü ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Hn+2(x) = 2xHn+1(x) − 2(n + 1)Hn(x) ÄÜ~ áyÖÇ x�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Hn+1
′(x) = 2(n + 1)Hn(x) ÄÜ~ áyÖÇ x�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å êíäëÇàÇêë{è ëåí xn êëå Hn(x) Ç|ä~Ü å 2n�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Hn
′′(x) − 2xHn

′(x) + 2nHn(x) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ x�

������� Xêëñ f : (a, b) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b) á~Ü a < ξ < b� _ä ÜêîöÇÜ f ′(x) ≥ f ′(ξ) ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ (a, b) { f ′(x) ≤ f ′(ξ) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å á~âç{è ëÑè f �

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êÇ áyçåÜå ÅÜyêëÑâ~ ~ä á~Ü âôäå ~ä Ñ −f Ç|ä~Ü áå|àÑ êëå
|ÅÜå ÅÜyêëÑâ~�

��qå Q(x) åäåâyÉÇë~Ü çåàíõäíâå ç~éÇâ�åà{è /DJUDQJH ÄÜ~ ëÑä f á~Ü ÄÜ~ ë~ êÑâÇ|~ x1, . . . , xn�
��mÜ êíä~éë{êÇÜèHn(x) çåí çÇéÜÄéyìåäë~Ü ê ~íë{ä ëÑä yêáÑêÑ åäåâyÉåäë~Ü çåàíõäíâ~ +HUPLWH á~Ü åÜψn(x) =

(2nn!
√
π)−1/2Hn(x)e−x2/2 åäåâyÉåäë~Ü êíä~éë{êÇÜè +HUPLWH� q~ çåàíõäíâ~ á~Ü åÜ êíä~éë{êÇÜè +HUPLWH zîåíä

áÇäëéÜáô éôàå êëÑä _äyàíêÑ )RXULHU� f~ ë~ ã~ä~êíä~äë{êåíâÇ êëÑä yêáÑêÑ ��������

���



_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ á~Ü áå|àÑ êÇ áyçåÜå ÅÜyêëÑâ~� ëôëÇ Ç|ä~Ü ~ììÜäÜá{ êëå ÅÜyêëÑâ~
~íëô�

������� �� Xêëñ λ, µ ≥ 0� ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f, g : I → R áíéëzè êëå I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ åÜ λf + µg :
I → R á~Ü PD[{f, g} : I → R Ç|ä~Ü áíéëzè êëå I �

Xêëñ ÅÜ~êë{â~ë~ I � J á~Ü f : I → J áíéë{ êëå I á~Ü g : J → R áíéë{ êëå J � _ä Ñ g Ç|ä~Ü
~íãåíê~ êëå J � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ g ◦ f : I → R Ç|ä~Ü áíéë{ ëå I �

Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü F zä~ êöäåàå� áyÖÇ êëåÜîÇ|å ëåí åçå|åí Ç|ä~Ü êíäyéëÑêÑ f : I → R áíéë{
êëå I � aÜ~ áyÖÇ x ∈ I åé|ÉåíâÇ F (x) = VXS{f(x) | f ∈ F}� _ä íçåÖzêåíâÇ ôëÜ F (x) ∈ R ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ F : I → R Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I �

nõè Ö~ ÅÜ~âåéìñÖåöä ë~ ç~é~çyäñ ÄÜ~ áå|àÇè êíä~éë{êÇÜè�

������� �� Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä ÄÜ~ áyÖÇ ξ ∈ I Ñ êíäyéëÑêÑ f(x)−f(ξ)
x−ξ Ç|ä~Ü

~öãåíê~ êíäyéëÑêÑ ëåí x êëå I \ {ξ}�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I ~ä á~Ü âôäå ~ä f(b′)−f(a′)
b′−a′ ≤ f(b)−f(a)

b−a ÄÜ~ áyÖÇ a, a′, b, b′ ∈ I �

a′ ≤ a� b′ ≤ b á~Ü� ìíêÜáy� a 6= b á~Ü a′ 6= b′�

������� Xêëñ a, b ∈ R âÇ a < b á~Ü f : (a, b) → R áíéë{ êëå (a, b)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîåíä
åÜ Çã{è çÇéÜçëõêÇÜè� (i) e f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå (a, b)� (ii) Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~
êëå (a, b)� (iii) íçyéîÇÜ c ∈ (a, b) õêëÇ Ñ f ä~ Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå (a, c] á~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå
[c, b)� (iv) íçyéîÇÜ c ∈ (a, b) õêëÇ Ñ f ä~ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå (a, c] á~Ü êë~ÖÇé{ êëå [c, b)
á~Ü (v) íçyéîåíä c, d ∈ (a, b) âÇ c ≤ d õêëÇ Ñ f ä~ Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ êëå (a, c]� êë~ÖÇé{
êëå [c, d] á~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå [d, b)�

������� Xêëñ a, b ∈ R âÇ a < b á~Ü f : (a, b) → R áíéë{ êëå (a, b)�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîåíä ë~ OLPx→b− f(x)� OLPx→a+ f(x)�
_ä� ÇçÜçàzåä� b ∈ R á~Ü Ñ f Ç|ä~Ü åéÜêâzäÑ êëå b� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå (a, b] ~ä á~Ü
âôäå ~ä OLPx→b− f(x) ≤ f(b)�
_ä� ÇçÜçàzåä� a ∈ R á~Ü Ñ f Ç|ä~Ü åéÜêâzäÑ êëå a� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå [a, b) ~ä á~Ü
âôäå ~ä OLPx→a+ f(x) ≤ f(a)�

������� Xêëñ f áíéë{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2�

_ä Ç|ä~Ü f(x0) = x2−x0
x2−x1

f(x1) + x0−x1
x2−x1

f(x2) ÄÜ~ áyçåÜåä x0 ∈ (x1, x2)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ
f(x) = x2−x

x2−x1
f(x1) + x−x1

x2−x1
f(x2) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (x1, x2)�

������� Xêëñ f : (a, b) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)� _ä ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ (a, b) âÇ x1 < x2

íçyéîÇÜ ~áéÜ�õè zä~è ξ ∈ (x1, x2) õêëÇ f(x2)−f(x1)
x2−x1

= f ′(ξ)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü Ç|ëÇ ÄäÑê|ñè
áíéë{ Ç|ëÇ ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå (a, b)� gêîöÇÜ ëå ~äë|êëéåìå�

������� Xêëñ f : (0, b) → R áíéë{ êëå (0, b)� _ä OLPx→0 f(x) = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f(x)
x Ç|ä~Ü

~öãåíê~ êëå (0, b)� _ä OLPx→0 f(x) < 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f(x)
x Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~ êëå (0, b)�

������� �� _ä Ñ f : I → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü ~ä ÄÜ~ áyÖÇ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2
íçyéîÇÜ t ∈ (0, 1) õêëÇ f((1 − t)x1 + tx2) ≤ (1 − t)f(x1) + tf(x2)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü
áíéë{ êëå I �

jÜ~ ÇäÅÜ~ìzéåíê~ ÇÜÅÜá{ çÇé|çëñêÑ� ~ä Ñ f : I → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü ~ä ÄÜ~
áyÖÇ x1, x2 ∈ I âÇ x1 < x2 ÜêîöÇÜ f(x1+x2

2 ) ≤ f(x1)+f(x2)
2 � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ êëå I �

��bÜyìåéÇè �çéyãÇÜè� êëå êöäåàå ëñä áíéëõä êíä~éë{êÇñä�
��böå î~é~áëÑéÜêâå| ëÑè áíéëôëÑë~è ~çô ëÜè áà|êÇÜè ëñä îåéÅõä ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè êíäyéëÑêÑè� ôë~ä Ñ îåéÅ{

áÜäÇ|ë~Ü çéåè ë~ ÅÇãÜy� Ñ áà|êÑ ëÑè ~íãyäÇë~Ü�
��jÜ~ ç~é~àà~Ä{ ëåí åéÜêâåö ëÑè áíéëôëÑë~è ÄÜ~ êíäÇîÇ|è êíä~éë{êÇÜè�

���



Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
1, ~ä x ≤ 0
0, ~ä x > 0

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Üá~äåçåÜÇ| ëÑ ÅÇöëÇéÑ íçôÖÇêÑ

ç~é~çyäñ ~àày ôëÜ ÅÇä Ç|ä~Ü áíéë{ êëå R� c|ä~Ü Ñ f êíäÇî{è êëå R�

jçåéÇ|ëÇ ä~ �éÇ|ëÇ êíäyéëÑêÑ f : R → R õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ f(x1+x2
2 ) ≤ f(x1)+f(x2)

2 ÄÜ~ áyÖÇ
x1, x2 ∈ R âÇ x1 < x2 á~Ü Ñ f ä~ âÑä Ç|ä~Ü áíéë{ êëå R �

������� >~@ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü áíéë{ á~Ü yäñ ìé~ÄâzäÑ êëå R� ëôëÇ Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå R�

>�@ Xêëñ ÅÜyêëÑâ~ I á~Ü f : I → R áíéë{ êëå I � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä áyçåÜå ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí
I Ç|ä~Ü êÑâÇ|å âÇÄ|êëåí ëÑè f � ëôëÇ Ñ f Ç|ä~Ü êë~ÖÇé{ êëå I �

������� Xêëñ a < 0 { a > 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ((1 − t)x1 + tx2)a < (1 − t)x1
a + tx2

a ÄÜ~ 0 < x1 < x2 á~Ü 0 < t < 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ xa > aξa−1(x − ξ) + ξa ÄÜ~ x, ξ > 0 á~Ü x 6= ξ�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ åÜ ~äÜêôëÑëÇè ~íëzè ~äëÜêëézìåäë~Ü ~ä 0 < a < 1�

������� Xêëñ a > 0�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ a(1−t)x1+tx2 < (1 − t)ax1 + tax2 ÄÜ~ x1 < x2 á~Ü 0 < t < 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ax > aξ ORJ a (x − ξ) + aξ ÄÜ~ x 6= ξ�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ORJ
(
(1 − t)x1 + tx2

)
> (1 − t) ORJx1 + t ORJx2 ÄÜ~ 0 < x1 < x2 á~Ü

0 < t < 1�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ORJx < 1
ξ (x − ξ) + ORJ ξ ÄÜ~ x, ξ > 0 á~Ü x 6= ξ�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ((1 − t)x1 + tx2) ORJ((1 − t)x1 + tx2) < (1 − t)x1 ORJx1 + tx2 ORJx2 ÄÜ~
0 < x1 < x2 á~Ü 0 < t < 1�

������� _çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí <RXQJ êëÑä yêáÑêÑ ������ âÇ Åöå ëéôçåíè� îéÑêÜâåçåÜõ�

äë~è ëå ôëÜ Ñ ORJx Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå (0,+∞) á~Ü ëå ôëÜ Ñ x1/p Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå
[0,+∞) ôë~ä p > 1�

������� Xêëñ f : I → R áíéë{ êëå ÅÜyêëÑâ~ I � _ä x1, . . . , xn ∈ I á~Ü w1, . . . , wn > 0 á~Ü
w1 + · · · + wn = 1� ~çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí -HQVHQ���

f(x1w1 + · · · + xnwn) ≤ f(x1)w1 + · · · + f(xn)wn.

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ� ~ä n = 2� Ñ ~äÜêôëÑë~ -HQVHQ Ç|ä~Ü ~áéÜ�õè |ÅÜ~ âÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ �yêÇÜ ëÑè
åçå|~è åé|ÉÇë~Ü Ñ zääåÜ~ ëÑè áíéëôëÑë~è�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä Ñ f Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áíéë{ êëå I � ëôëÇ Ñ ~äÜêôëÑë~ -HQVHQ ÜêîöÇÜ ñè ÜêôëÑë~ ~ä
á~Ü âôäå ~ä x1 = . . . = xn�

nõè ÅÜ~ëíçõäåäë~Ü ë~ çéåÑÄåöâÇä~ ~ä Ñ f Ç|ä~Ü �ÄäÑê|ñè� áå|àÑ êëå I�

Xêëñ a1, . . . , an > 0� téÑêÜâåçåÜõäë~è ëå ôëÜ Ñ x1/q Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå [0,+∞) ôë~ä
q > 1 á~Ü ÖÇñéõäë~è x1 = b1q

a1
p , . . . , xn = bnq

anp á~Ü w1 = a1
p

Ap , . . . , wn = anp

Ap � ôçåí A =
(a1

p + · · ·+an
p)1/p� ~çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ëåí +¶OGHU êëÑä yêáÑêÑ ������>~@� jÇàÇë{êëÇ ëÑä

çÇé|çëñêÑ ëÑè ÜêôëÑë~è�
_çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ ~éÜÖâÑëÜáåö�ÄÇñâÇëéÜáåö âzêåí êëÑä yêáÑêÑ ������ îéÑêÜâåçåÜõäë~è
ëå ôëÜ Ñ ORJx Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ êëå (0,+∞)� jÇàÇë{êëÇ ëÑä çÇé|çëñêÑ ëÑè ÜêôëÑë~è�
_çåÅÇ|ãëÇ ëÑä ~äÜêôëÑë~ êëÑä yêáÑêÑ ������ îéÑêÜâåçåÜõäë~è ëå ôëÜ Ñ ORJx Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè áå|àÑ
êëå (0,+∞)�
_ä 0 < a1, . . . , an < π á~Ü a = a1+···+an

n � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ VLQ a1 · · · VLQ an ≤ (VLQ a)n�

_ä 0 < a1, . . . , an < π á~Ü a = a1+···+an
n � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ VLQ a1

a1
· · · VLQ an

an
≤ ( VLQ a

a )n�

��jÜ~ Çã~ÜéÇëÜáy êÑâ~äëÜá{ ~äÜêôëÑë~ ÄÜ~ áíéëzè á~Ü áå|àÇè êíä~éë{êÇÜè� e ~äÜêôëÑë~ ~íë{ Ö~ ÄÇäÜáÇíëÇ| êÇ çåàö
âÇÄyàå �~Öâô� bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ �������

���



_ä a1, . . . , an > 0 á~Ü a = a1+···+an
n � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ana ≤ a1

a1 · · · an
an �

h~Ü êëÜè ëéÇÜè ëÇàÇíë~|Çè ~äÜêôëÑëÇè âÇàÇë{êëÇ ëÑä çÇé|çëñêÑ ëÑè ÜêôëÑë~è�

������� _ä Ñ f : I → R Ç|ä~Ü áíéë{ { áå|àÑ á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f ′

Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå I ���

������� _ä Ñ f : I → R Ç|ä~Ü áíéë{ { áå|àÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ I � ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ëå êöäåàå ëñä êÑâÇ|ñä
êë~ åçå|~ Ñ f ÅÇä Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ Ç|ä~Ü ~éÜÖâ{êÜâå�

������� Xêëñ ëé|~ êÑâÇ|~ (x, y)� (x′, y′) á~Ü (x′′, y′′) ëåí xy�ÇçÜçzÅåí çåí ÅÇ �é|êáåäë~Ü çyäñ
êëÑä |ÅÜ~ ÇíÖÇ|~� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ ~áë|ä~ R ëåí áöáàåí çåí ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ë~ ëé|~ ~íëy êÑâÇ|~
Ç|ä~Ü |êÑ âÇ ((x′−x)2+(y′−y)2)1/2((x′′−x)2+(y′′−y)2)1/2((x′−x′′)2+(y′−y′′)2)1/2

2|(x′−x)(y′′−y)−(x′′−x)(y′−y)| �

Xêëñ á~âçöàÑ êëå xy�Çç|çÇÅå âÇ ç~é~âÇëéÜázè ÇãÜêõêÇÜè x = x(t) á~Ü y = y(t)� ôçåí Ñ ç~éy�

âÇëéåè t ÅÜ~ëézîÇÜ áyçåÜå ~äåÜáëô ÅÜyêëÑâ~ I � aÜ~ áyÖÇ t ∈ I ÖÇñéåöâÇ çåàö âÜáéô h > 0 á~Ü
ë~ êÑâÇ|~ (x(t), y(t))� (x(t + h), y(t + h))� (x(t − h), y(t − h)) êëÑä ëéåîÜy ëÑè á~âçöàÑè á~Ü
êíâ�åà|ÉåíâÇ Rt,h ëÑä ~áë|ä~ ëåí áöáàåí çåí ÅÜzéîÇë~Ü ~çô ë~ ëé|~ ~íëy êÑâÇ|~� qôëÇ ëå ôéÜå
Rt = OLPh→0+ Rt,h� ~ä íçyéîÇÜ� åäåâyÉÇë~Ü ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è ëÑè ëéåîÜyè ëÑè á~âçöàÑè
êëå êÑâÇ|å (x(t), y(t))�

jÇ ëÜè á~ëyààÑàÇè íçåÖzêÇÜè� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Rt = ((x′(t))2+(y′(t))2)3/2
|x′′(t)y′(t)−x′(t)y′′(t)| �

rçyéîåíä Åöå áöáàåÜ âÇ ~áë|ä~ Rt� åÜ åçå|åÜ ÅÜzéîåäë~Ü ~çô ëå êÑâÇ|å (x(t), y(t)) á~Ü zîåíä êëå
êÑâÇ|å ~íëô áåÜä{ Çì~çëôâÇäÑ ÇíÖÇ|~ âÇ ëÑä ëéåîÜy ëÑè á~âçöàÑè� m zä~è ~çô ~íëåöè åäåâyÉÇë~Ü
Çì~çëôâÇäåè áöáàåè êëÑä ëéåîÜy ëÑè á~âçöàÑè êëå êÑâÇ|å (x(t), y(t))� nåÜôè ~çô ëåíè Åöå�

`éÇ|ëÇ êÇ áyÖÇ êÑâÇ|å ëåí ëÑä ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è á~Ü ëåä Çì~çëôâÇäå áöáàå ëåí áöáàåí âÇ
á~éëÇêÜ~ä{ Çã|êñêÑ (x − x0)2 + (y − y0)2 = r2� q| ç~é~ëÑéÇ|ëÇ� nåÜå| áöáàåÜ zîåíä âÇÄyàÑ
~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è�
`éÇ|ëÇ êÇ áyÖÇ êÑâÇ|å ëÑè ëÑä ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è á~Ü ëåä Çì~çëôâÇäå áöáàå ëÑè zààÇÜïÑè âÇ
á~éëÇêÜ~ä{ Çã|êñêÑ (x−x0

a )2 + (y−y0
b )2 = 1� pÇ çåÜy êÑâÇ|~ Ç|ä~Ü Ñ ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è âzÄÜ�

êëÑ� ÇàyîÜêëÑ�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è ëåí Äé~ì{â~ëåè ëÑè f : I → R êëå êÑâÇ|å (x, f(x))� ôçåí
x Ç|ä~Ü ÇêñëÇéÜáô êÑâÇ|å ëåí ÅÜ~êë{â~ëåè I � Ç|ä~Ü |êÑ âÇ 1

|f ′′(x)|(1 + (f ′(x))2)3/2�

`éÇ|ëÇ êÇ áyÖÇ êÑâÇ|å ëÑè ëÑä ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è á~Ü ëåä Çì~çëôâÇäå áöáàå ëÑè ç~é~�åà{è
âÇ Çã|êñêÑ y = x2 á~Öõè á~Ü ëÑè íçÇé�åà{è âÇ Çã|êñêÑ y = 1

x �

nåÜy Ç|ä~Ü Ñ ~áë|ä~ á~âçíàôëÑë~è âÜ~è ÇíÖÇ|~è êÇ åçåÜåÅ{çåëÇ êÑâÇ|å ëÑè� jçåéåöä ä~ ÖÇñéÑ�

Öåöä åÜ ÇíÖÇ|Çè ñè �âÇÄyàåÜ áöáàåÜ��

��� rçåàåÄÜêâôè ~çéåêÅÜôéÜêëñä âåéìõä�

pëÑä ÇäôëÑë~ ~íë{ Ö~ âÇàÇë{êåíâÇ Çì~éâåÄzè ëñä ç~é~ÄõÄñä êëåä íçåàåÄÜêâô åé|ñä ë~
åçå|~ á~ë~à{Äåíä êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÇè âåéìzè 0

0 á~Ü ±∞
±∞ � mÜ Çì~éâåÄzè ~íëzè ÇáìéyÉåäë~Ü âzêñ

ëñä Åöå á~äôäñä ëåí O +RSLW¢O�

m çéõëåè á~äôä~è ëåí O +RSLW¢O ~ä~ìzéÇë~Ü êëÑä ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0
0 �

novqmp h_kmk_p qmr / +23,7Ç/� Xêëñ f, g : (ξ, b) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (ξ, b)�
zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ g(x), g′(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) á~Ü zêëñ OLPx→ξ+ f(x) = OLPx→ξ+ g(x) = 0�
_ä íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ+

f ′(x)
g′(x) � ëôëÇ íçyéîÇÜ á~Ü ëå OLPx→ξ+

f(x)
g(x) á~Ü ë~ Åöå ~íëy ôéÜ~ Ç|ä~Ü |ê~�

OLPx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = η êíäÇçyÄÇë~Ü OLPx→ξ+

f(x)
g(x) = η.

[à~ ë~ çéåÑÄåöâÇä~ Üêîöåíä âÇ ëÜè çéåì~äÇ|è çéåê~éâåÄzè á~Ü ÄÜ~ áyÖÇ yààÑ çÇé|çëñêÑ åé|åí�
x → ξ−� x → ξ� x → +∞ á~Ü x → −∞�

��bÇ|ëÇ á~Ü ëÑä yêáÑêÑ ������>Ä@�

���



_çôÅÇÜãÑ� mÜ f � g ~éîÜáy ÅÇä ÖÇñéåöäë~Ü åéÜêâzäÇè êëåä ξ� ~àày ëõé~ åé|ÉåíâÇ f(ξ) = g(ξ) = 0�

cçÇÜÅ{ OLPx→ξ+ f(x) = OLPx→ξ+ g(x) = 0� åÜ f, g Ç|ä~Ü� ëõé~� êíäÇîÇ|è êëå [ξ, b)�
Xêëñ η ∈ R á~Ü

OLPx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = η.

Xêëñ ǫ > 0� 7ôëÇ íçyéîÇÜ δ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ
∣∣f ′(x)

g′(x) − η
∣∣ < ǫ ������

ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ ξ < x < ξ + δ� _çô ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\ êíäÇçyÄÇë~Ü ôëÜ
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) íçyéîÇÜ ζ ∈ (ξ, x) õêëÇ

f(x)
g(x) = f(x)−f(ξ)

g(x)−g(ξ) = f ′(ζ)
g′(ζ) . ������

qõé~� ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ ξ < x < ξ + δ êíäÇçyÄÇë~Ü ζ ∈ (ξ, b) á~Ü ξ < ζ < ξ + δ� åçôëÇ ~çô
ëÑä ������ Ç|ä~Ü ∣∣f ′(ζ)

g′(ζ) − η
∣∣ < ǫ

á~Ü� Ççåâzäñè� ~çô ëÑä ������� ∣∣f(x)
g(x) − η

∣∣ < ǫ.

Vé~ ÜêîöÇÜ
∣∣f(x)

g(x) − η
∣∣ < ǫ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ ξ < x < ξ + δ� åçôëÇ OLPx→ξ+

f(x)
g(x) = η�

e ~çôÅÇÜãÑ Ç|ä~Ü ç~éôâåÜ~ á~Ü êëÜè çÇéÜçëõêÇÜè OLPx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = ±∞� cç|êÑè� Ñ ~çôÅÇÜãÑ Ç|ä~Ü

ç~éôâåÜ~ á~Ü êëÜè çÇéÜçëõêÇÜè x → ξ− á~Ü x → ξ�

qõé~ Ö~ ~ä~ÄyÄåíâÇ ëÑä çÇé|çëñêÑ x → +∞ êëÑä çÇé|çëñêÑ x → 0+�

Xêëñ a > 0� f, g : (a,+∞) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (a,+∞) á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ g(x), g′(x) 6= 0
ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a,+∞) á~Ü OLPx→+∞ f(x) = OLPx→+∞ g(x) = 0� Xêëñ ôëÜ ëå OLPx→+∞

f ′(x)
g′(x)

íçyéîÇÜ� f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ á~Ü ëå OLPx→+∞
f(x)
g(x) íçyéîÇÜ á~Ü ôëÜ ë~ Åöå ôéÜ~ Ç|ä~Ü |ê~�

hyäåäë~è ëÑä ~àà~Ä{ âÇë~�àÑë{è ~çô x êÇ t = 1
x � åé|ÉåíâÇ F,G : (0, 1

a) → R âÇ ëöçåíè

F (t) = f(1
t ) = f(x) á~Ü G(t) = g(1

t ) = g(x)

ÄÜ~ áyÖÇ t ∈ (0, 1
a)�

qôëÇ ÜêîöÇÜ G(t) = g(x) 6= 0 á~Ü G′(t) = − 1
t2 g

′(1
t ) = −x2g′(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ t ∈ (0, 1

a)� cç|êÑè�
ëå

OLPt→0+
F ′(t)
G′(t) = OLPx→+∞

−x2f ′(x)
−x2g′(x) = OLPx→+∞

f ′(x)
g′(x)

íçyéîÇÜ� Vé~ á~Ü ëå
OLPx→+∞

f(x)
g(x) = OLPt→0+

F (t)
G(t)

íçyéîÇÜ á~Ü Ç|ä~Ü |êå âÇ ëå çéåÑÄåöâÇäå� Vé~ OLPx→+∞
f(x)
g(x) = OLPx→+∞

f ′(x)
g′(x) �

jÇ ëåä |ÅÜå ëéôçå� Ñ çÇé|çëñêÑ x → −∞ ~äyÄÇë~Ü êëÑä çÇé|çëñêÑ x → 0−�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëå OLPx→0
ORJ(1+x)

ex−1 �

gêîöÇÜ ex − 1 6= 0�
d(ex−1)

dx = ex 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞)� nÇéÜåéÜÉôâ~êëÇ êëå
(−1, 0) ∪ (0,+∞)� ÅÜôëÜ ~íëô Ç|ä~Ü ëå çÇÅ|å åéÜêâåö ëÑè ORJ(1+x)

ex−1 �

cç|êÑè� OLPx→0 ORJ(1 + x) = OLPx→0(ex − 1) = 0�

rçåàåÄ|ÉåíâÇ ëå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä ç~é~ÄõÄñä� OLPx→0
1/(1+x)

ex = 1�

cçåâzäñè� OLPx→0
ORJ(1+x)

ex−1 = 1�

���



n~éyÅÇÜÄâ~ ������ _è ÅåöâÇ á~Ü çyàÜ ëå OLPx→0
VLQ x

x �

cÅõ zîåíâÇ x 6= 0 á~Ü dx
dx = 1 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) á~Ü OLPx→0 VLQx =

OLPx→0 x = 0� qå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä ç~é~ÄõÄñä Ç|ä~Ü OLPx→0
FRV x

1 = 1 á~Ü� ~âzêñè� zîåíâÇ ôëÜ
OLPx→0

VLQ x
x = 1�

qõé~� ôâñè� íçyéîåíä Åöå ÇäêëyêÇÜè�
e çéõëÑ zäêë~êÑ Ç|ä~Ü ôëÜ ÄÜ~ ä~ ~çåÅÇÜîÖÇ| ôëÜ Ñ VLQx Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ á~Ü ôëÜ Ñ ç~éyÄñÄôè
ëÑè Ç|ä~Ü Ñ FRVx îéÑêÜâåçåÜ{ÖÑáÇ ~áéÜ�õè ëå ôéÜå OLPx→0

VLQ x
x = 1� cçåâzäñè� ÅÇä âçåéåöâÇ ä~

îéÑêÜâåçåÜ{êåíâÇ ëåä çéõëå á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O ÄÜ~ ä~ �éåöâÇ ëå ôéÜå ~íëô� e çézçåíê~ ÄÇäÜ�
áôëÇéÑ ~äëÜâÇëõçÜêÑ ~íëåö ëåí Özâ~ëåè Ç|ä~Ü� çÜêëÇöñ� Ñ Çã{è� pÇ zä~ ÖÇñéÑëÜáô �Ü�à|å ~íêëÑéy
ÅåâÑâzäå âÇ âÜ~ ~íêëÑé{ ~ààÑàåíî|~ åéÜêâõä á~Ü çéåëyêÇñä � ÖÇñéÑâyëñä ÅÇä ÇçÜëézçåäë~Ü
�áíáàÜáy ÇçÜîÇÜé{â~ë~� ôçñè ëå ÇãÇë~ÉôâÇäå� pÇ zä~ �ëíî~|å� çÇéÜ�yààåä� ôçåí á~àÇ|ë~Ü áy�

çåÜåè ä~ �éÇ| ëå ÇãÇë~ÉôâÇäå ôéÜå� âçåéÇ| ä~ îéÑêÜâåçåÜ{êÇÜ ëåä çéõëå á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O�
ÇçÜá~àåöâÇäåè ëå ôëÜ ÅÇä ÅÇêâÇöÇë~Ü ~çô êíÄáÇáéÜâzäå ëéôçå ~çôÅÇÜãÑè ëÑè ç~é~ÄñÄÜêÜâôëÑ�

ë~è ëÑè VLQx á~Ü� âyàÜêë~� ~ìåö êë~ ÅÜyìåé~ �Ü�à|~ íçyéîåíä ÅÜyìåéåÜ ëéôçåÜ ~çôÅÇÜãÑè ëÑè
ç~é~ÄñÄÜêÜâôëÑë~è ëÑè VLQx� _áôâÑ çÇéÜêêôëÇéå� êëå ç~éôä �Ü�à|å êëå áÇìyà~Üå �� Ö~ ÅåöâÇ�

ôçñè Ç|ç~âÇ� zä~ä �~ä~àíëÜáô åéÜêâô� ëñä ëéÜÄñäåâÇëéÜáõä êíä~éë{êÇñä á~Ü ÅÜ~ìåéÇëÜá{ âz�

ÖåÅå ~çôÅÇÜãÑè ëÑè ç~é~ÄñÄÜêÜâôëÑë~è ëÑè VLQx�

e ÅÇöëÇéÑ zäêë~êÑ Ç|ä~Ü� á~ëy ëÑ ÄäõâÑ âåí� çÜå êå�~é{� qå ôéÜå OLPx→0
VLQ x

x âçåéÇ| ~âzêñè
ä~ Äé~ìëÇ| OLPx→0

VLQ x−VLQ 0
x−0 á~Ü Ç|ä~Ü ~áéÜ�õè å åéÜêâôè ëÑè ç~é~ÄõÄåí ëÑè VLQx êëåä 0� Vé~

ÄéyìåíâÇ
OLPx→0

VLQ x
x = OLPx→0

VLQ x−VLQ 0
x−0 = d VLQ x

dx (0) = FRV 0 = 1.

h~ëy ëÑ ÄäõâÑ âåí� ëå êñêëô Ç|ä~Ü ä~ îéÑêÜâåçåÜÑÖÇ| å ~çàôè åéÜêâôè ëÑè ç~é~ÄõÄåí ~äë| ëåí
�ÇãÇÉÑëÑâzäåí� ÇéÄ~àÇ|åí çåí àzÄÇë~Ü çéõëåè á~äôä~è ëåí O +RSLW¢O âÇ ëÑä êîÇëÜáy çÇé|çàåáÑ
~çôÅÇÜãÑ �á~Ü âyàÜêë~ îéÑêÜâåçåÜõäë~è ëÑä ç~éyÄñÄå ëÑè êíäyéëÑêÑè�� rçyéîÇÜ å téíêôè á~Ü�
áíé|ñè� míêÜ~êëÜáôè h~äôä~è âÇ ëå ôäåâ~ �mÜáåäåâ|~ jzêñä��

aÜ~ ëåä |ÅÜå àôÄå çézçÇÜ ä~ ~çåìÇöÄåíâÇ ä~ îéÑêÜâåçåÜåöâÇ ëåä çéõëå á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O ÄÜ~
ëåä íçåàåÄÜêâô åé|ñä ôçñè

OLPx→0
ex−1

x , OLPx→1
ORJ x
x−1 , OLPx→1

xa−1
x−1 .

[à~ ~íëy ë~ ôéÜ~ Ç|ä~Ü åÜ åéÜêâå| ~äë|êëåÜîñä ~çàõä ç~é~ÄõÄñä���

m ÅÇöëÇéåè á~äôä~è ëåí O +RSLW¢O çåí ~áåàåíÖÇ| ~ä~ìzéÇë~Ü êëÑä ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ ±∞
±∞

{� á~àöëÇé~� êÇ âÜ~ ÄÇä|áÇíê{ ëÑè�

bcrqcomp h_kmk_p qmr / +23,7Ç/� Xêëñ f, g : (ξ, b) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (ξ, b)
á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ g(x), g′(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b)� Xêëñ� Çç|êÑè� OLPx→ξ+ g(x) = +∞ {
−∞� _ä íçyéîÇÜ ëå OLPx→ξ+

f ′(x)
g′(x) � ëôëÇ íçyéîÇÜ á~Ü ëå OLPx→ξ+

f(x)
g(x) á~Ü ë~ Åöå ~íëy ôéÜ~ Ç|ä~Ü

|ê~�
OLPx→ξ+

f ′(x)
g′(x) = η êíäÇçyÄÇë~Ü OLPx→ξ+

f(x)
g(x) = η.

[à~ ë~ çéåÑÄåöâÇä~ Üêîöåíä âÇ ëÜè çéåì~äÇ|è çéåê~éâåÄzè á~Ü ÄÜ~ áyÖÇ yààÑ çÇé|çëñêÑ åé|åí�
x → ξ−� x → ξ� x → +∞ á~Ü x → −∞�

_çôÅÇÜãÑ� Xêëñ OLPx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = η âÇ η ∈ R�

Xêëñ ǫ > 0� qôëÇ íçyéîÇÜ δ′ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ
∣∣f ′(x)

g′(x) − η
∣∣ < ǫ

6 ������

ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ ξ < x < ξ + δ′� cçÜàzÄåíâÇ x0 ∈ (ξ, b) õêëÇ ξ < x0 < ξ + δ′� cçÇÜÅ{
OLPx→ξ+ |g(x)| = +∞� íçyéîÇÜ δ′′ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ

|g(x)| > PD[
{

|g(x0)|, 3
ǫ |f(x0)|, 3|η|

ǫ |g(x0)|
}

������

��bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������

���



ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ ξ < x < ξ + δ′′�

qõé~ åé|ÉåíâÇ δ = PLQ{x0 − ξ, δ′′}� hyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ ξ < x < ξ + δ Üá~äåçåÜÇ| ëÜè ξ < x <

x0 < ξ + δ′ á~Ü ξ < x < ξ + δ′′� pöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\� ÄÜ~ áyÖÇ
ëzëåÜåä x íçyéîÇÜ ζ ∈ (x, x0) õêëÇ

f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0) = f ′(ζ)

g′(ζ) .

Vé~ ζ ∈ (ξ, b) á~Ü ξ < ζ < ξ + δ′� åçôëÇ ~çô ëÑä �������

∣∣f(x)−f(x0)
g(x)−g(x0) − η

∣∣ =
∣∣f ′(ζ)

g′(ζ) − η
∣∣ < ǫ

6 .

píäÇçyÄÇë~Ü
|f(x) − f(x0) − η(g(x) − g(x0))| < ǫ

6 |g(x) − g(x0)|,

åçôëÇ� âÇ ëÑä ëéÜÄñäÜá{ ~äÜêôëÑë~�

|f(x) − ηg(x)| < ǫ
6(|g(x)| + |g(x0)|) + |f(x0)| + |η||g(x0)|.

bÜ~Üéõäë~è âÇ ëåä g(x) á~Ü îéÑêÜâåçåÜõäë~è ëÑä ������� �é|êáåíâÇ
∣∣f(x)

g(x) − η
∣∣ < ǫ

6
(
1 + |g(x0)|

|g(x)|
)

+ |f(x0)|
|g(x)| + |η| |g(x0)|

|g(x)| < ǫ
6(1 + 1) + ǫ

3 + ǫ
3 = ǫ.

_çåÅÇ|ã~âÇ� àåÜçôä� ôëÜ íçyéîÇÜ δ > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ
∣∣f(x)

g(x) − η
∣∣ < ǫ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, b) âÇ

ξ < x < ξ + δ� Vé~ OLPx→ξ+
f(x)
g(x) = η�

mÜ çÇéÜçëõêÇÜè OLPx→ξ+
f ′(x)
g′(x) = ±∞ á~Öõè á~Ü åÜ çÇéÜçëõêÇÜè x → ξ− á~Ü x → ξ ~çåÅÇÜáäöå�

äë~Ü âÇ ç~éôâåÜå ëéôçå� mÜ çÇéÜçëõêÇÜè x → ±∞ ~äyÄåäë~Ü êëÜè x → 0± ôçñè êëÑä ~çôÅÇÜãÑ
ëåí çéõëåí á~äôä~�

nézçÇÜ ä~ ç~é~ëÑé{êåíâÇ ôëÜ êëÜè íçåÖzêÇÜè ëåí ÅÇöëÇéåí á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O ÅÇä ~ä~ìz�

éÇë~Ü ~ä íçyéîÇÜ ëå ôéÜå OLPx→ξ+ f(x) åöëÇ çåÜy ~áéÜ�õè Ç|ä~Ü Ñ ëÜâ{ ëåí� Vé~ åÜ ~çéåêÅÜôéÜêëÇè
âåéìzè ±∞

±∞ Ç|ä~Ü ÇÜÅÜázè çÇéÜçëõêÇÜè ëåí ÅÇöëÇéåí á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O� ôçñè ëåä zîåíâÇ ÅÜ~�

ëíçõêÇÜ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

OLPx→+∞
ax

xb = +∞ ~ä a > 1 á~Ü b > 0.

_éîÜáy zêëñ a > 1 á~Ü b = 1� f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ OLPx→+∞
ax

x = +∞� aÜ~ ëÑ êíäyéëÑêÑ êëåä
ç~éåäåâ~êë{ á~Ü ëÑä ç~éyÄñÄô ëÑè Ç|ä~Ü OLPx→+∞ x = +∞ á~Ü x 6= 0 á~Ü dx

dx = 1 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ
x > 0� qå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä ç~é~ÄõÄñä Ç|ä~Ü OLPx→+∞

ax ORJ a
1 = +∞� Vé~ OLPx→+∞

ax

x =
+∞�

qõé~ zêëñ a > 1 á~Ü b > 0� cçÇÜÅ{ a1/b > 1� Ç|ä~Ü OLPx→+∞
(a1/b)x

x = +∞� Vé~ OLPx→+∞
ax

xb =

OLPx→+∞
( (a1/b)x

x
)b = +∞�

qå ~çåëzàÇêâ~ ëå ÅÜ~ëíçõäåíâÇ ñè Çã{è���

hyÖÇ ÇáÖÇëÜá{ êíäyéëÑêÑ ax âÇ a > 1 ~íãyäÇë~Ü çÜå Äé{Äåé~ ~çô åçåÜ~Å{çåëÇ Åöä~âÑ xb�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ

OLPx→+∞
xa

(ORJ x)b = +∞ ~ä a > 0 á~Ü b > 0.

Xêëñ a > 0 á~Ü b = 1� f~ ~çåÅÇ|ãåíâÇ ôëÜ OLPx→+∞
xa

ORJ x = +∞� aÜ~ ëÑ êíäyéëÑêÑ êëåä
ç~éåäåâ~êë{ á~Ü ëÑä ç~éyÄñÄô ëÑè Ç|ä~Ü OLPx→+∞ ORJx = +∞ á~Ü ORJx 6= 0 á~Ü d ORJ x

dx = 1
x 6= 0

��bÇ|ëÇ á~Ü ëå ç~éyÅÇÜÄâ~ �������

���



ÄÜ~ áyÖÇ x > 1� qå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä ç~é~ÄõÄñä Ç|ä~Ü OLPx→+∞
axa−1

1/x = OLPx→+∞ axa =
+∞� Vé~ OLPx→+∞

xa

ORJ x = +∞�

qõé~ zêëñ a > 0 á~Ü b > 0� cçÇÜÅ{ a
b > 0� Ç|ä~Ü OLPx→+∞

xa/b

ORJ x = 0� Vé~ OLPx→+∞
xa

(ORJ x)b =

OLPx→+∞
(xa/b

ORJ x
)b = +∞� qå ~çåëzàÇêâ~ ëå ÅÜ~ëíçõäåíâÇ ñè Çã{è�

hyÖÇ Åöä~âÑ xa âÇ a > 0 ~íãyäÇë~Ü çÜå Äé{Äåé~ ~çô åçåÜ~Å{çåëÇ Åöä~âÑ àåÄ~é|Öâåí (ORJx)b�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ qå OLPx→+∞
x−FRV x

x ~çåëÇàÇ| çÇé|çëñêÑ ~çéåêÅÜôéÜêëÑè âåéì{è +∞
+∞ �

néyÄâ~ëÜ� Ç|ä~Ü OLPx→+∞ x = +∞ á~Ü� ÇçÇÜÅ{ ÜêîöÇÜ x − FRVx ≥ x − 1 ÄÜ~ áyÖÇ x� Ç|ä~Ü
OLPx→+∞(x − FRVx) = +∞�

pëå êíÄáÇáéÜâzäå ç~éyÅÇÜÄâ~ ëå ~éîÜáô ôéÜå íçåàåÄ|ÉÇë~Ü çåàö Çöáåà~ îñé|è ä~ îéÑêÜâåçåÜ{�

êåíâÇ ëåä ÅÇöëÇéå á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O � ÇçÇÜÅ{ ÜêîöÇÜ
∣∣ FRV x

x

∣∣ ≤ 1
x ÄÜ~ áyÖÇ x > 0� êíäÇçyÄÇë~Ü

OLPx→+∞
FRV x

x = 0� åçôëÇ OLPx→+∞
x−FRV x

x = OLPx→+∞
(
1 − FRV x

x
)

= 1 − 0 = 1�

cÅõ� âyàÜêë~� å ÅÇöëÇéåè á~äôä~è ÅÇä Çì~éâôÉÇë~Ü á~ä � bÇä íçyéîÇÜ ëå OLPx→+∞
1+VLQ x

1 ÅÜôëÜ
ÅÇä íçyéîÇÜ ëå OLPx→+∞ VLQx�

qå ç~éyÅÇÜÄâ~ ~íëô ÅÇ|îäÇÜ� Çç|êÑè� ôëÜ ÅÇä ÜêîöÇÜ ëå ~äë|êëéåìå ëåí ÅÇöëÇéåí á~äôä~ ëåí O
+RSLW¢O� néyÄâ~ëÜ� êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ~íëô íçyéîÇÜ ëå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä êíä~éë{êÇñä ~àày ÅÇä
íçyéîÇÜ ëå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä ç~é~ÄõÄñä ëåíè�

rçyéîåíä� ôâñè� á~Ü yààÇè ~çéåêÅÜôéÜêëÇè âåéìzè çzé~ä ëñä 0
0 á~Ü ±∞

±∞ � pÇ áyÖÇ çÇé|çëñêÑ
âÇë~êîÑâ~ë|ÉåíâÇ ëÑä ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ çåí ~äëÜâÇëñç|ÉåíâÇ êÇ â|~ ~çô ëÜè �~êÜázè ~íëzè
~çéåêÅÜôéÜêëÇè âåéìzè á~Ü á~ëôçÜä Çì~éâôÉåíâÇ ëåä á~ëyààÑàå á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O� f~ çÇ�

éÜÄéyïåíâÇ� ëÇàÇ|ñè êîÑâ~ëÜáy� çõè çÇé|çåí îÇÜéÜÉôâ~êëÇ âÇéÜázè ëzëåÜÇè çÇéÜçëõêÇÜè�
�� Xêëñ OLPx→ξ f(x) = 0 á~Ü OLPx→ξ g(x) = ±∞ á~Ü zêëñ ôëÜ zîåíâÇ ä~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëå
OLPx→ξ f(x)g(x)� ÅÑà~Å{ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0(±∞)� aéyìåíâÇ

OLPx→ξ f(x)g(x) = OLPx→ξ
f(x)

1/g(x)

á~Ü âÇë~ëézçåíâÇ êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0
0 � jçåéåöâÇ ä~ ÄéyïåíâÇ á~Ü OLPx→ξ f(x)g(x) =

OLPx→ξ
g(x)

1/f(x) � ÅÑà~Å{ ä~ âÇë~ëézïåíâÇ êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ ±∞
±∞ � `z�~Ü~� êëÑä ÅÇöëÇéÑ

çÇé|çëñêÑ îéÇÜyÉÇë~Ü áyçåÜ~ ÇçÜçàzåä íçôÖÇêÑ ÄÜ~ ëå çéôêÑâå ëÑè f �

�� Xêëñ OLPx→ξ f(x) = +∞ á~Ü OLPx→ξ g(x) = −∞ á~Ü zêëñ ôëÜ zîåíâÇ ä~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëå
OLPx→ξ(f(x) + g(x))� ÅÑà~Å{ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ (+∞) + (−∞)� qôëÇ ÄéyìåíâÇ

OLPx→ξ(f(x) + g(x)) = OLPx→ξ
( 1

g(x) + 1
f(x)

)
f(x)g(x),

âÇë~ëézçåäë~è êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0(−∞)� á~Ü ~ä~Äôâ~êëÇ êëÑä çéåÑÄåöâÇäÑ çÇé|çëñêÑ�

�� Xêëñ OLPx→ξ f(x) = 0� ôçåí f(x) > 0� á~Ü OLPx→ξ g(x) = 0 á~Ü zêëñ ôëÜ zîåíâÇ ä~ íçåàåÄ|�
êåíâÇ ëå OLPx→ξ f(x)g(x)� ÅÑà~Å{ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ (0+)0� qôëÇ ÄéyìåíâÇ

OLPx→ξ f(x)g(x) = OLPx→ξ e
g(x) ORJ f(x)

á~Ü âÇë~ëézçåíâÇ êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0(−∞)�
�� Xêëñ OLPx→ξ f(x) = +∞ á~Ü OLPx→ξ g(x) = 0 á~Ü zêëñ ôëÜ zîåíâÇ ä~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëå
OLPx→ξ f(x)g(x)� ÅÑà~Å{ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ (+∞)0� qôëÇ ÄéyìåíâÇ

OLPx→ξ f(x)g(x) = OLPx→ξ e
g(x) ORJ f(x)

á~Ü âÇë~ëézçåíâÇ êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0(+∞)�
�� qzàåè� zêëñ OLPx→ξ f(x) = 1 á~Ü OLPx→ξ g(x) = ±∞ á~Ü zêëñ ôëÜ zîåíâÇ ä~ íçåàåÄ|êåíâÇ
ëå OLPx→ξ f(x)g(x)� ÅÑà~Å{ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 1±∞� aéyìåíâÇ

OLPx→ξ f(x)g(x) = OLPx→ξ e
g(x) ORJ f(x),

âÇë~ëézçåäë~è êÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ (±∞)0�

���



n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ �éåöâÇ ëå OLPx→0+ x ORJx� ëå åçå|å Ç|ä~Ü ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0(−∞)�
jÇë~êîÑâ~ë|ÉåíâÇ êÇ OLPx→0+

ORJ x
1/x � ôçåí OLPx→0+

1
x = +∞� gêîöÇÜ 1

x 6= 0 á~Ü − 1
x2 6= 0 ÄÜ~

áyÖÇ x ∈ (0,+∞)� cç|êÑè� OLPx→0+
1/x

−1/x2 = − OLPx→0+ x = 0�

Vé~ OLPx→0+ x ORJx = OLPx→0+
ORJ x
1/x = OLPx→0+

1/x
−1/x2 = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ �éåöâÇ ëå ôéÜå OLPx→0+ xx�

aéyìåíâÇ xx = ex ORJ x á~Ü ~çô ëå çéåÑÄåöâÇäå ôéÜå� OLPx→0+ xx = OLPx→0+ ex ORJ x = 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ �éåöâÇ ëå ôéÜå OLPx→+∞
(
1 + x

1+x2

)x
�

aéyìåíâÇ
(
1+ x

1+x2

)x = e
x ORJ(1+ x

1+x2 ) á~Ü ~ä~Äôâ~êëÇ êëå OLPx→+∞ x ORJ
(
1+ x

1+x2

)
� ëå åçå|å

Ç|ä~Ü ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ (+∞)0�

aéyìåíâÇ x ORJ
(
1 + x

1+x2

)
=

ORJ(1+ x
1+x2 )

1/x á~Ü zîåíâÇ ~çéåêÅÜôéÜêëÑ âåéì{ 0
0 �

gêîöÇÜ 1
x 6= 0 á~Ü − 1

x2 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0,+∞) á~Ü ëå ôéÜå ëåí àôÄåí ëñä ç~é~ÄõÄñä Ç|ä~Ü

OLPx→+∞
x2(x2−1)

(1+x2)(1+x+x2) = 1� Vé~ OLPx→+∞ x ORJ
(
1 + x

1+x2

)
= OLPx→+∞

ORJ(1+ x
1+x2 )

1/x = 1�

Vé~ OLPx→+∞
(
1 + x

1+x2

)x = OLPx→+∞ e
x ORJ(1+ x

1+x2 ) = e�

_êá{êÇÜè�

������ téÑêÜâåçåÜõäë~è ôéÜ~ çåí âyÖ~âÇ ê ~íë{ä ëÑä ÇäôëÑë~� �éÇ|ëÇ ë~ OLPx→+∞(ex − x)�
OLPx→+∞

ex/4

x13 � OLPx→+∞
7
√

x
(ORJ x)5 � OLPx→+∞

ex/2−(ORJ x)4

x100−ex/4 � OLPx→0+
( 1

x5 −(ORJx)7)
� OLPx→0

e−1/x2

x5 �

������ `éÇ|ëÇ ë~ OLPx→1
xa−1
xb−1 (b 6= 0)� OLPx→0

ax−1
bx−1 (a, b > 0, b 6= 1)� OLPx→+∞

ORJ(ORJ(ORJ x))
ORJ(ORJ x) �

OLPx→1
1−x+ORJ x
1−

√
2−x � OLPx→0

ORJ(1+x)
e2x−1 � OLPx→0

( 1
ORJ(1+x) − 1

x
)
� OLPx→0

e−(1+x)1/x

x � OLPx→0(x+ex)1/x�

OLPx→1+ ORJx ORJ(x − 1)� OLPx→0+ xxx−1� OLPx→+∞
x(x1/x−1)

ORJ x �

������ rçåàåÄ|êëÇ ë~ ôéÜ~ ëÑè yêáÑêÑè ������ âÇ ëåíè á~äôäÇè ëåí O +RSLW¢O�

������ `éÇ|ëÇ ë~ OLPx→0
ex−1
VLQ x � OLPx→0+ VLQx ORJx� OLPx→0

( 1
VLQ x − 1

x
)
� OLPx→0

( 1
ex−1 − 1

VLQ x
)
�

OLPx→0
1−FRV(1−FRV x)

x4 � OLPx→0
x VLQ(VLQ x)−(VLQ x)2

x6 � OLPx→π/4(WDQx)WDQ(2x)� OLPx→0
VLQ(WDQ x)−WDQ(VLQ x)

x7 �

OLPx→0
DUFVLQ x−VLQ x
WDQ x−DUFWDQ x �

������ `éÇ|ëÇ a� b õêëÇ OLPx→0
(1−FRV x

x4 + ax−2 + b
)

= 0�

������ jçåéÇ|ëÇ ä~ íçåàåÄ|êÇëÇ ë~ OLPx→+∞
ex+e−x

ex � OLPx→+∞
√

x2+1
x âÇ ÅÜ~ÅåîÜázè Çì~éâåÄzè

ëåí ÅÇöëÇéåí á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O� j{çñè ë~ ôéÜ~ ~íëy íçåàåÄ|Éåäë~Ü çåàö Çöáåà~� îñé|è ~ä~�

ìåéy êëåíè á~äôäÇè ëåí O +RSLW¢O�

������ Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ f(x) =

{
1/(ORJ |x|), ~ä x 6= 0
0, ~ä x = 0

bÇ|ëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������ �á~Ü ëÑä

~äë|êëåÜîÑ íçåêÑâÇ|ñêÑ� á~Ü ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü êíäÇî{è ~àày ôîÜ +¶OGHU�êíäÇî{è êëåä 0�

������ �� `éÇ|ëÇ êíä~éë{êÇÜè f, g : (0, 1) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (0, 1) õêëÇ OLPx→0+ f(x) =
OLPx→0+ g(x) = 0� õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ g(x), g′(x) 6= 0 ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (0, 1) á~Ü õêëÇ ä~ íçyéîÇÜ ëå
OLPx→0+

f(x)
g(x) ~àày ä~ âÑä íçyéîÇÜ ëå OLPx→0+

f ′(x)
g′(x) �

������ Xêëñ f : (ξ − δ, ξ + δ) → R� a < ξ < b�

_ä íçyéîÇÜ Ñ f ′(ξ)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPh→0+
f(ξ+h)−f(ξ−h)

2h = f ′(ξ)� aÜ~ ëå ôéÜå ~íëô ÅÇä îéÇÜyÉÇë~Ü
å çéõëåè á~äôä~è ëåí O +RSLW¢O�

��jÜ~ yêáÑêÑ ÄÜ~ ëå ~äë|êëéåìå ëåí çéõëåí á~äôä~ ëåí O +RSLW¢O�

���



_ä íçyéîÇÜ Ñ f ′′(ξ)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPh→0+
f(ξ+h)−2f(ξ)+f(ξ−h)

h2 = f ′′(ξ)�

_ä íçyéîÇÜ Ñ f ′′(ξ)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPh→0
f(ξ+2h)−2f(ξ+h)+f(ξ)

h2 = f ′′(ξ)�

_ÜëÜåàåÄ{êëÇ ëå êöâ�åàå dny
dxn ÄÜ~ ëÑä n�åêë{ ç~éyÄñÄå êíäyéëÑêÑè y = f(x)�

������� Xêëñ 0 < k < 1 á~Ü n ∈ N� pîÇÅÜyêëÇ ëå ÄéyìÑâ~ ëÑè e−x(1 + x
1! + · · · + xn

n! ) − k�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ~áéÜ�õè â|~ ÖÇëÜá{ àöêÑ ëÑè Çã|êñêÑè 1 + x
1! + · · · + xn

n! = kex� _ä
êíâ�åà|êåíâÇ xn ~íë{ä ëÑ àöêÑ� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ ~áåàåíÖ|~ (xn) Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ~öãåíê~���

������� >~@�� Xêëñ a < ξ < b á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f : (a, b) → R Ç|ä~Ü n − 1 ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå
(a, b)� _ä íçyéîÇÜ Ñ f (n)(ξ)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ

OLPx→ξ

(
f(x) − f(ξ) − f (1)(ξ)

1! (x − ξ)1 − · · · − f (n−1)(ξ)
(n−1)! (x − ξ)n−1

)/
(x − ξ)n = f (n)(ξ)

n! .

_ä n = 1� ëå ç~é~çyäñ ôéÜå Ç|ä~Ü ~áéÜ�õè å åéÜêâôè ëÑè ç~é~ÄõÄåí f ′(ξ)� aéyïëÇ ëå ôéÜå êëÜè
çÇéÜçëõêÇÜè n = 2� n = 3�

`éÇ|ëÇ ë~ ç~é~áyëñ ôéÜ~�

(i) OLPx→0
1

xn

( 1
1−x − 1 − x − · · · − xn−1)

�

(ii) OLPx→0
1

xn

(
ex − 1 − 1

1!x − · · · − 1
(n−1)!x

n−1)
�

(iii) OLPx→0
1

xn

(
ORJ 1

1−x − x − 1
2x

2 − · · · − 1
n−1x

n−1)
�

(iv) OLPx→0
1

xn

(
ORJ(1 + x) − x + 1

2x
2 − · · · + (−1)n−1

n−1 xn−1)
�

(v) OLPx→0
1

x2m

(
FRVx − 1 + 1

2!x
2 − · · · + (−1)m

(2m−2)!x
2m−2)

ÄÜ~ m ≥ 1�

(vi) OLPx→0
1

x2m+1

(
VLQx − 1

1!x + 1
3!x

3 − · · · + (−1)m

(2m−1)!x
2m−1)

ÄÜ~ m ≥ 1�

(vii) OLPx→0
1

x2m+1

(
DUFWDQx − x + 1

3x
3 − · · · + (−1)m

2m−1 x
2m−1)

ÄÜ~ m ≥ 1�

>�@ Xêëñ OLPx→ξ

∑n
k=0 bk(x−ξ)k

(x−ξ)n = OLPx→ξ

∑n
k=0 b′

k(x−ξ)k

(x−ξ)n ∈ R� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ bk = b′
k ÄÜ~ áyÖÇ

k = 0, 1, . . . , n�

>Ä@ pëå >~@ íçåÖzêëÇ� ÇçÜçàzåä� ôëÜ f (n)(ξ) ∈ R� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ëå Pn(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x− ξ)k

Ç|ä~Ü ëå âåä~ÅÜáô çåàíõäíâå P (x) �~Öâåö ≤ n õêëÇ OLPx→ξ
f(x)−P (x)

(x−ξ)n = 0�

>Å@ _ä Ñ f : (−1, 1) → R Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (−1, 1) á~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä 0
á~Ü f(0) = 1� f ′(0) = 0� f ′′(0) = −1� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→+∞

(
f

(
a/

√
x

))x = e−a2/2�

vè Çì~éâåÄ{� ÅÇ|ëÇ ôëÜ OLPx→+∞
(

FRV
(
a/

√
x

))x = e−a2/2�

������� �� cì~éâôêëÇ ëÑä yêáÑêÑ ������ á~Ü ~çåÅÇ|ãëÇ ë~ ç~é~áyëñ�

Xêëñ a < ξ < b á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü 2m − 1 ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ (a, b) á~Ü ôëÜ
íçyéîÇÜ Ñ f (2m)(ξ)� _ä f (1)(ξ) = . . . = f (2m−1)(ξ) = 0� ëôëÇ å ξ Ç|ä~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö Çà~î|êëåí
ëÑè f � ~ä f (2m)(ξ) > 0� á~Ü êÑâÇ|å ëåçÜáåö âÇÄ|êëåí ëÑè f � ~ä f (2m)(ξ) < 0�

Xêëñ a < ξ < b á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü 2m ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå ÅÜyêëÑâ~ (a, b) á~Ü ôëÜ
íçyéîÇÜ Ñ f (2m+1)(ξ)� _ä f (1)(ξ) = . . . = f (2m)(ξ) = 0 á~Ü f (2m+1)(ξ) 6= 0� ëôëÇ å ξ ÅÇä Ç|ä~Ü
êÑâÇ|å ëåçÜáåö ~áéåëyëåí ëÑè f �

������� bÇ|ëÇ ëÜè ~êá{êÇÜè ����� á~Ü �������

Xêëñ é|É~ ξ ëÑè çåàíñäíâÜá{è êíäyéëÑêÑè P � _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëÑè ξ ñè é|É~ ëÑè
P Ç|ä~Ü k ∈ N ~ä á~Ü âôäå ~ä P (ξ) = · · · = P (k−1)(ξ) = 0 á~Ü P (k)(ξ) 6= 0�

Xêëñ a < ξ < b� f : (a, b) → R êíäÇî{è êëåä ξ á~Ü f(ξ) = 0� izâÇ ôëÜ Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ

ñè é|É~ ëÑè f Ç|ä~Ü k ∈ N ~ä íçyéîÇÜ g : (a, b) → R êíäÇî{è êëåä ξ âÇ g(ξ) 6= 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ
f(x) = (x − ξ)kg(x) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)� _ä f(ξ) 6= 0� ëôëÇ àzâÇ ôëÜ Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ ñè

��píäzîÇÜ~ êëÑä yêáÑêÑ �������
��Xä~ çåàö îé{êÜâå ÄÇäÜáô ôéÜå�
��e ÄÇä|áÇíêÑ ëåí áéÜëÑé|åí ÅÇöëÇéÑè ç~é~ÄõÄåí ÄÜ~ ëåçÜáô ~áéôë~ëå�

���



é|É~ ëÑè f Ç|ä~Ü 0�

h~ë~äå{êëÇ ôëÜ Ñ zääåÜ~ ëÑè çåàà~çàôëÑë~è é|É~è ÄÇäÜá{è êíäyéëÑêÑè ë~íë|ÉÇë~Ü âÇ ëÑä {ÅÑ
Ääñêë{ zääåÜ~ ëÑè çåàà~çàôëÑë~è é|É~è êëÑä çÇé|çëñêÑ çåí Ñ êíäyéëÑêÑ Ç|ä~Ü çåàíñäíâÜá{�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ ñè é|É~ ëÑè f � ôçñè åé|êëÑáÇ ç~é~çyäñ� Ç|ä~Ü âåäåê{â~äë~
á~ÖåéÜêâzäÑ� bÑà~Å{� ÅÇä âçåéÇ| å ξ ä~ zîÇÜ Åöå çåàà~çàôëÑëÇè ñè é|É~ ëÑè f �

Xêëñ a < ξ < b á~Ü zêëñ f : (a, b) → R êíäÇî{è êëåä ξ� Xêëñ f(ξ) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ
Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ ñè é|É~ ëÑè f Ç|ä~Ü 1 ~ä á~Ü âôäå ~ä Ñ f Ç|ä~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü
f ′(ξ) 6= 0�

Xêëñ k ∈ N� k ≥ 2� a < ξ < b á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f : (a, b) → R Ç|ä~Ü k − 1 ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ
êëå (a, b)� Xêëñ f(ξ) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ çåàà~çàôëÑë~ ëåí ξ ñè é|É~ ëÑè f Ç|ä~Ü k ~ä á~Ü âôäå
~ä Ñ f Ç|ä~Ü k ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ á~Ü f(ξ) = · · · = f (k−1)(ξ) = 0 á~Ü f (k)(ξ) 6= 0�

������� Xêëñ f, g : [0, 1) → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå [0, 1) á~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëåä 0
á~Ü zêëñ f ′(0)g′′(0) 6= f ′′(0)g′(0)� pöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\� ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ (0, 1) íçyéîÇÜ ξ ∈ (0, x) õêëÇ (f(x)−f(0))g′(ξ) = (g(x)−g(0)f ′(ξ)� aéyìåäë~è ξ = ξ(x)
ÄÜ~ ä~ ÅÑàõêåíâÇ ëÑä ÇãyéëÑêÑ ëåí ξ ~çô ëåä x� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→0

ξ(x)
x = 1

2 �

������� Xêëñ f ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a,+∞) á~Ü zêëñ OLPx→+∞(f(x) + f ′(x)) = η� _çåÅÇ|ãëÇ
ôëÜ OLPx→+∞ f(x) = η á~Ü OLPx→+∞ f ′(x) = 0�

������� �� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→0+ x−me−1/x = 0 ÄÜ~ áyÖÇ m ∈ N�

Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ h(x) =

{
e−1/x, ~ä x > 0
0, ~ä x ≤ 0

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ h Ç|ä~Ü yçÇÜéÇè ìåézè ç~é~Äñ�

Ä|êÜâÑ êëå R á~Ü ôëÜ� ÄÜ~ áyÖÇ n� Ç|ä~Ü h(n)(x) =

{
P2n(1/x)e−1/x, ~ä x > 0
0, ~ä x ≤ 0

ôçåí P2n Ç|ä~Ü

á~çåÜå çåàíõäíâå �~Öâåö 2n� cÜÅÜáõëÇé~� Ç|ä~Ü h(n)(0) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ n�

Xêëñ Ñ êíäyéëÑêÑ g(x) =

{
e−2/(1−x2), ~ä −1 < x < 1
0, ~ä |x| ≥ 1

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ g Ç|ä~Ü yçÇÜéÇè ìåézè

ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå R�

��� m ëöçåè ëåí 7D\ORU� g�

fcvoej_ ���� Xêëñ n ∈ Z� n ≥ 0� f : [ξ, c] → R� n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå [ξ, c] õêëÇ Ñ
f (n) ä~ Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [ξ, c] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (ξ, c)� Xêëñ� Çç|êÑè� p > 0� qôëÇ� ÄÜ~ áyÖÇ
x ∈ (ξ, c] íçyéîÇÜ ζ ∈ (ξ, x) õêëÇ

f(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x − ξ)k + f (n+1)(ζ)
n!p (x − ξ)p(x − ζ)n−p+1.

e ÜêôëÑë~ ÜêîöÇÜ á~Ü ôë~ä c < ξ� ~éáÇ| åÜ ç~é~çyäñ íçåÖzêÇÜè ä~ Üêîöåíä êëå ÅÜyêëÑâ~ [c, ξ]�

_çôÅÇÜãÑ� mé|ÉåíâÇ ëÑ êíäyéëÑêÑ F : [ξ, x] → R âÇ ëöçå

F (t) = f(x) −
∑n

k=0
f (k)(t)

k! (x − t)k ������

ÄÜ~ áyÖÇ t ∈ [ξ, x]� e F Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [ξ, x] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (ξ, x) á~Ü� çéåì~äõè� Ç|ä~Ü
F (x) = 0� cöáåà~ �àzçåíâÇ ôëÜ

F ′(t) = −f (n+1)(t)
n! (x − t)n ������

��mÜ êíä~éë{êÇÜè� ÇÜÅÜáy åÜ ëÇàÇíë~|Çè� çåí åé|Éåäë~Ü êëÑä yêáÑêÑ ~íë{ á~Ü êëÑ êíäzîÇÜy ëÑè� ëÑä yêáÑêÑ �������

Ç|ä~Ü çåàö êÑâ~äëÜázè ÄÜ~ ëÑä _äyàíêÑ á~Ü ëÑ aÇñâÇëé|~�

���



ÄÜ~ áyÖÇ t ∈ (ξ, x)�
qõé~ åé|ÉåíâÇ ëÑä h : [ξ, x] → R âÇ ëöçå

h(t) = (x − ξ)pF (t) − F (ξ)(x − t)p

ÄÜ~ áyÖÇ t ∈ [ξ, x]� e h Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [ξ, x] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (ξ, x) á~Ü h(ξ) = h(x) = 0�

pöâìñä~ âÇ ëå ÖÇõéÑâ~ ëåí 5ROOH� íçyéîÇÜ ζ ∈ (ξ, x) õêëÇ h′(ζ) = 0� qôëÇ

(x − ξ)pF ′(ζ) = −pF (ξ)(x − ζ)p−1, ������

~çô ëÑä åçå|~ çéåáöçëÇÜ ëå ëÇàÜáô êíâçzé~êâ~

f(x) −
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x − ξ)k = F (ξ) = −F ′(ζ)(x−ξ)p

p(x−ζ)p−1 = f (n+1)(ζ)
n!p (x − ξ)p(x − ζ)n−p+1.

e çéõëÑ ÜêôëÑë~ Ç|ä~Ü Ñ ������ âÇ t = ξ� Ñ ÅÇöëÇéÑ ÜêôëÑë~ Ç|ä~Ü Ñ |ÅÜ~ Ñ ������ á~Ü ÄÜ~ ëÑä ëé|ëÑ
ÜêôëÑë~ îéÑêÜâåçåÜ{ê~âÇ ëÑä ������ âÇ t = ζ�

mogpjmp ����� _ä Ñ f Ç|ä~Ü n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ� ëå

Pn,ξ(x) =
∑n

k=0
f (k)(ξ)

k! (x − ξ)k

åäåâyÉÇë~Ü çåàíõäíâå 7D\ORU ëyãÑè n ëÑè f êëåä ξ�
e ÜêôëÑë~ êëå ÖÇõéÑâ~ ��� åäåâyÉÇë~Ü ëöçåè ëåí 7D\ORU ÄÜ~ ëÑä f êëåä ξ á~Ü ÄéyìÇë~Ü

f(x) = Pn,ξ(x) + Rn,ξ(x, ζ),

ôçåí ëå Rn,ξ(x, ζ) = f (n+1)(ζ)
n!p (x − ξ)p(x − ζ)n−p+1 åäåâyÉÇë~Ü íçôàåÜçå 6FKO¶POLFK ëyãÑè n

âÇ ç~éyâÇëéå p > 0� _ä p = n + 1 á~Ü p = 1� zîåíâÇ ÄÜ~ ëå íçôàåÜçå ëåíè ~äë|êëåÜîåíè ëöçåíè

Rn,ξ(x, ζ) = f (n+1)(ζ)
(n+1)! (x − ξ)n+1 á~Ü Rn,ξ(x, ζ) = f (n+1)(ζ)

n! (x − ζ)n(x − ξ).

pëÑä çéõëÑ çÇé|çëñêÑ ëå íçôàåÜçå åäåâyÉÇë~Ü íçôàåÜçå /DJUDQJH ëyãÑè n á~Ü êëÑ ÅÇöëÇéÑ çÇ�
é|çëñêÑ ëå íçôàåÜçå åäåâyÉÇë~Ü íçôàåÜçå &DXFK\ ëyãÑè n�

f~ ÅåöâÇ â|~ ~áôâÑ ç~é~àà~Ä{ ëåí ëöçåí ëåí 7D\ORU êëå ÖÇõéÑâ~ ����

qå íçôàåÜçå ëyãÑè n ÇáìéyÉÇÜ ëå êìyàâ~ çåí Ä|äÇë~Ü ôë~ä ~äëÜá~Ö|êë~ë~Ü Ñ ëÜâ{ f(x) ~çô
ëÑä ëÜâ{ Pn,ξ(x) ëåí çåàíñäöâåí 7D\ORU ëyãÑè n êëåä ξ çåí ëÑè ~äëÜêëåÜîÇ|� hyÖÇ Çì~éâåÄ{ ëåí
ëöçåí ëåí 7D\ORU ~çåêáåçÇ| êëå ä~ ~çåÅÇ|ãÇÜ ôëÜ ëå Rn,ξ(x, ζ) Ç|ä~Ü âÜáéô á~Ü� Ççåâzäñè� ôëÜ Ñ
ëÜâ{ f(x) çéåêÇÄÄ|ÉÇë~Ü Üá~äåçåÜÑëÜáy ~çô ëÑä ëÜâ{ Pn,ξ(x)�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ P �~Öâåö ≤ n� e P Ç|ä~Ü yçÇÜéÇè ìåézè ç~�

é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå R á~Ü� Ççåâzäñè� âçåéÇ| ä~ Çì~éâåêÖÇ| ëå ÖÇõéÑâ~ ��� ÄÜ~ áyÖÇ ξ, x� cçÇÜÅ{
P (n+1)(ζ) = 0 ÄÜ~ áyÖÇ ζ� Ç|ä~Ü Rn,ξ(x, ζ) = 0� åçôëÇ

P (x) = Pn,ξ(x) =
∑n

k=0
P (k)(ξ)

k! (x − ξ)k

ÄÜ~ áyÖÇ ξ, x� bÑà~Å{ Ñ çéåêzÄÄÜêÑ Çäôè çåàíñäöâåí P �~Öâåö ≤ n ~çô åçåÜåÅ{çåëÇ çåàíõ�

äíâå 7D\ORU ëyãÑè ≥ n ëåí P Ç|ä~Ü ëzàÇÜ~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ f~ íçåàåÄ|êåíâÇ ëåä ~éÜÖâô
√

4 + 10−5 =
√

4.00001 âÇ êìyàâ~ < 10−17�

m x = 4 + 10−5 Ç|ä~Ü çåàö áåäëy êëåä ξ = 4 á~Ü å ~éÜÖâôè
√

4 íçåàåÄ|ÉÇë~Ü Çöáåà~� fÇñéåöâÇ
ëÑä f(x) =

√
x êëå ÅÜyêëÑâ~ [4, 4 + 10−5] âÇ ç~é~ÄõÄåíè

f (k)(x) = 1
2(1

2 − 1) · · · (1
2 − k + 1)x

1
2

−k.

���



pëåä ξ = 4 íçåàåÄ|ÉåíâÇ ~áéÜ�õè� f (k)(4) = 1
2(1

2 − 1) · · · (1
2 − k + 1)4

1
2

−k á~Ü� Ççåâzäñè�

f ′(4) = 1
4 á~Ü f (k)(4) = (−1)k−1 1·3···(2k−3)

23k−1 ÄÜ~ k ≥ 2.

h~ëôçÜä� íçåàåÄ|ÉåíâÇ zä~ yäñ ìéyÄâ~ ÄÜ~ ëÑä |f (n+1)(x)| êëå ÅÜyêëÑâ~ (4, 4+10−5)� aéyìåíâÇ

|f (n+1)(x)| = |1
2(1

2 − 1) · · · (1
2 − n)x

1
2

−n−1| ≤ 1·3···(2n−1)
2n+1 4− 1

2
−n = 1·3···(2n−1)

23n+2 .

cçåâzäñè� ÄÜ~ ëå íçôàåÜçå /DJUDQJH ÜêîöÇÜ

|Rn,4(4 + 10−5, ζ)| ≤ 1·3···(2n−1)
23n+2(n+1)!10−5(n+1).

_ä n = 2� ëôëÇ
|R2,4(4 + 10−5, ζ)| < 10−17

á~Ü� Ççåâzäñè� å ëöçåè ëåí 7D\ORU ÄéyìÇë~Ü
∣∣√4 + 10−5 − 2 − 1

410−5 + 1
64(10−5)2

∣∣ < 10−17.

Vé~ å ~éÜÖâôè
2 + 1

410−5 − 1
64(10−5)2 = 2.0000025000015625

Ç|ä~Ü âÜ~ çéåêzÄÄÜêÑ ëåí
√

4 + 10−5 âÇ êìyàâ~ < 10−17� _íëô êÑâ~|äÇÜ ôëÜ ôà~ ë~ ÅÇá~ÅÜáy
ïÑì|~ ëåí 2.0000025000015625 Ç|ä~Ü |ÅÜ~ âÇ ë~ ~äë|êëåÜî~ ÅÇá~ÅÜáy ïÑì|~ ëåí

√
4 + 10−5�

_êá{êÇÜè�

������ `éÇ|ëÇ ë~ çåàíõäíâ~ 7D\ORU åçåÜ~êÅ{çåëÇ ëyãÑè ëñä 1
1−x � ex� ORJ 1

1−x � 1
x2+1 êëåä 0�

������ [çñè êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ������ Çì~éâôêëÇ ëåä ëöçå ëåí 7D\ORU âÇ íçôàåÜçå /DJUDQJH êëÑä
f(x) =

√
x êëå ÅÜyêëÑâ~ [ξ, x] = [4, 4 + 10−5]� nåÜôä n ∈ N çézçÇÜ ä~ îéÑêÜâåçåÜ{êÇëÇ õêëÇ

ä~ çéåêÇÄÄ|êÇëÇ ëåä
√

4 + 10−5 âÇ ~áé|�ÇÜ~ zñè á~Ü îÜàÜåêëåö ÅÇá~ÅÜáåö ïÑì|åí�

������ cì~éâôêëÇ ëåä ëöçå ëåí 7D\ORU âÇ íçôàåÜçå /DJUDQJH ÄÜ~ ä~ çéåêÇÄÄ|êÇëÇ ëåíè VLQ(1o)
á~Ü VLQ(31o) âÇ ~áé|�ÇÜ~ zñè á~Ü îÜàÜåêëåö ÅÇá~ÅÜáåö ïÑì|åí�

������ Xêëñ ôëÜ Ñ f : [a, b] → R Ç|ä~Ü êíäÇî{è êëå [a, b] á~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)�
ôëÜ f(a) = f(b) = 0 á~Ü ôëÜ ÜêîöÇÜ |f ′′(x)| ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÜêîöÇÜ
|f ′(x)| ≤ M

(x−a)2+(x−b)2
2(b−a) ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (a, b)�

������ Xêëñ f : [a, b] → R ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå [a, b] á~Ü Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)� _ä
f ′(a) = f ′(b) = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b) õêëÇ |f(b) − f(a)| ≤ (b−a)2

4 |f ′′(ξ)|�

������ Xêëñ f : [a, b] → R Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå [a, b] õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ 0 < m ≤ f ′(x) á~Ü
0 < f ′′(x) ≤ M ÄÜ~ áyÖÇ x êëå [a, b]� cç|êÑè� zêëñ f(a) < 0 < f(b)� åçôëÇ íçyéîÇÜ ξ ∈ (a, b)
õêëÇ f(ξ) = 0� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ zä~è ëzëåÜåè ξ Ç|ä~Ü âåä~ÅÜáôè�
h~Ü ëõé~ Ö~ çÇéÜÄéyïåíâÇ ëÑä àÇÄôâÇäÑ Çç~ä~àÑçëÜá{ ÅÜ~ÅÜá~ê|~ ëåí 1HZWRQ ÄÜ~ ëÑä çéå�

êzÄÄÜêÑ ëÑè é|É~è ξ ëÑè Çã|êñêÑè f(x) = 0�

mé|ÉåíâÇ ~áåàåíÖ|~ (xn) ~éî|Éåäë~è âÇ åçåÜåäÅ{çåëÇ x1 ∈ (ξ, b]� ÄÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~ ëåä x1 = b�

á~Ü êíäÇî|Éåäë~è âÇ ëåä ~ä~ÅéåâÜáô ëöçå xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn) ÄÜ~ áyÖÇ n�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ Ñ (xn) Ç|ä~Ü ÄäÑê|ñè ìÖ|äåíê~ á~Ü ôëÜ xn → ξ�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ n íçyéîÇÜ ζ ∈ (ξ, xn) õêëÇ xn+1 − ξ = f ′′(ζ)
2f ′(xn)(xn − ξ)2�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ n ÜêîöÇÜ 0 < xn − ξ ≤ 2m
M

( M
2m(x1 − ξ)

)2n−1

�

cì~éâôêëÇ ëÑä ç~é~çyäñ ÅÜ~ÅÜá~ê|~ êëÑä Çã|êñêÑ x2 − 2 = 0 ÄÜ~ ä~ çéåêÇÄÄ|êÇëÇ ëåä ~éÜÖâô√
2 êëå ÅÜyêëÑâ~ [1, 2]� lÇáÜä{êëÇ âÇ x1 = 2 á~Ü �éÇ|ëÇ ëåíè x2, x3, x4� cáëÜâ{êëÇ ÄÜ~ á~Özä~ä

~çô ~íëåöè ëå êìyàâ~ êÇ êîzêÑ âÇ ëÑä ~àÑÖÜä{ ëÜâ{ ëåí
√

2� nåÜôè çézçÇÜ ä~ Ç|ä~Ü å n õêëÇ å
xn ä~ çéåêÇÄÄ|ÉÇÜ ëåä

√
2 âÇ ~áé|�ÇÜ~ zñè Çá~ëåäëyáÜè îÜàÜåêëåö ÅÇá~ÅÜáåö ïÑì|åí�

���



������ pëåä ëöçå ëåí 7D\ORU âÇ íçôàåÜçå /DJUDQJH
f (n+1)(ζ)

(n+1)! (x − ξ)n+1 å ζ Çã~éëyë~Ü� ìíêÜáy�

~çô ëåä x� _ä ~íëô ëå ÅÑàõêåíâÇ Äéyìåäë~è ζ = ζ(x)� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä íçyéîÇÜ Ñ f (n+2)(ξ)
á~Ü Ç|ä~Ü ~éÜÖâôè 6= 0� ëôëÇ OLPx→ξ+

ζ(x)−ξ
x−ξ = 1

n+2 �

������ >~@ Xêëñ f : (a,+∞) → R Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a,+∞)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä u0 =
VXS{|f(x)| |x > a}� u1 = VXS{|f ′(x)| |x > a}� u2 = VXS{|f ′′(x)| |x > a}� ëôëÇ u1

2 ≤ 4u0u2�

>�@ Xêëñ f : R → R Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå R� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ� ~ä u0 = VXS{|f(x)| |x ∈ R}�

u1 = VXS{|f ′(x)| |x ∈ R}� u2 = VXS{|f ′′(x)| |x ∈ R}� ëôëÇ u1
2 ≤ 2u0u2�

>Ä@ Xêëñ f : (0,+∞) → R� _ä Ñ f ′′ Ç|ä~Ü ìé~ÄâzäÑ êëå (0,+∞) á~Ü OLPx→+∞ f(x) = 0�

~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→+∞ f ′(x) = 0�

>Å@ Xêëñ f : (0,+∞) → R Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (0,+∞)� _ä OLPx→+∞ xf(x) =
OLPx→+∞ xf ′′(x) = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→+∞ xf ′(x) = 0�

>Ç@ Xêëñ f : (a, b) → R Åöå ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)� _ä Ñ (b − x)2f ′′(x) Ç|ä~Ü ìé~ÄâzäÑ
êëå (a, b) á~Ü OLPx→b f(x) = 0� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ OLPx→b(b − x)f ′(x) = 0�

������ �� Xêëñ n ∈ Z� n ≥ 0� f, g : [ξ, c] → R� n ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå [ξ, c] õêëÇ åÜ f (n)�

g(n) ä~ Ç|ä~Ü êíäÇîÇ|è êëå [ξ, c] á~Ü ç~é~ÄñÄ|êÜâÇè êëå (ξ, c)� _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ ÄÜ~ áyÖÇ x ∈ (ξ, c]
íçyéîÇÜ ζ ∈ (ξ, x) õêëÇ

(
f(x) −

∑n
k=0

f (k)(ξ)
k! (x − ξ)k

)
g(n+1)(ζ) =

(
g(x) −

∑n
k=0

g(k)(ξ)
k! (x − ξ)k

)
f (n+1)(ζ).

q| Ä|äÇë~Ü ~ä c < ξ�

��� qyãÑ âÇÄzÖåíè� ~êíâçëñëÜá{ ÜêôëÑë~�

����� qyãÑ âÇÄzÖåíè�

mogpjmp ����� Xêëñ f, g : A → R á~Ü ξ ∈ R êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A á~Ü zêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ
f(x) 6= 0 á~Ü g(x) 6= 0 áåäëy êëå ξ� _ä OLPx→ξ

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ = 0� ëôëÇ àzâÇ ôëÜ Ñ f zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ
âÇÄzÖåíè êëå ξ ~çô ëÑä g á~Öõè á~Ü ôëÜ Ñ g zîÇÜ âÇÄ~àöëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå ξ ~çô ëÑä f �
n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ� àôÄñ ëÑè íçôÖÇêÑè ÄÜ~ âÑ�âÑÅÇäÜêâô ëñä f � g� Ñ ÜêôëÑë~ OLPx→ξ

∣∣f(x)
g(x)

∣∣ = 0 Ç|ä~Ü

ÜêåÅöä~âÑ âÇ ëÑä OLPx→ξ
∣∣ g(x)

f(x)

∣∣ = +∞�

qzàåè� ~ä íçyéîåíä l, u õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ 0 < l ≤
∣∣f(x)

g(x)

∣∣ ≤ u < +∞ áåäëy êëå ξ� ëôëÇ àzâÇ ôëÜ åÜ f �
g zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå ξ�

_ä íçyéîÇÜ ëå ρ = OLPx→ξ
∣∣f(x)

g(x)

∣∣ á~Ü Ç|ä~Ü ÖÇëÜáôè ~éÜÖâôè� ëôëÇ âçåéåöâÇ ä~ ÇçÜàzãåíâÇ l

õêëÇ 0 < l < ρ �ÄÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� ëåä l = ρ
2 � á~Ü u > ρ �ÄÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� ëåä u = 2ρ� á~Ü ëôëÇ

ÜêîöÇÜ l <
∣∣f(x)

g(x)

∣∣ < u áåäëy êëå ξ� åçôëÇ åÜ f, g zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå ξ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ aÜ~ áyÖÇ b > 0� a > 1� Ñ xb zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ ~çô ëÑä
ax� ÅÜôëÜ OLPx→+∞

xb

ax = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ aÜ~ áyÖÇ c > 0� b > 0� Ñ (ORJx)c zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ ~çô
ëÑä xb� ÅÜôëÜ OLPx→+∞

(ORJ x)c

xb = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ _ä an, bn 6= 0� åÜ a0 + a1x+ · · · + anx
n á~Ü b0 + b1x+ · · · + bnx

n zîåíä |ÅÜ~
ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞� ~ìåö OLPx→+∞

∣∣a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bnxn

∣∣ =
∣∣an

bn

∣∣ > 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ Xêëñ an, bm 6= 0 á~Ü n < m� e a0 + a1x + · · · + anx
n zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ

âÇÄzÖåíè êëå +∞ ~çô ëÑä b0 + b1x + · · · + bmxm� néyÄâ~ëÜ� OLPx→+∞
a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm = 0�

��aÇä|áÇíêÑ ëåí ÖÇñé{â~ëåè âzêÑè ëÜâ{è ëåí &DXFK\� ÅåáÜâyêëÇ ξ = a� c = x = b á~Ü n = 0�

���



n~éyÅÇÜÄâ~ ������ aÜ~ áyÖÇ a > 1� b > 0� Ñ a−1/x zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä 0 ~çô ëÑä
xb� ÅÜôëÜ OLPx→0+

a−1/x

xb = OLPt→+∞
tb

at = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ mÜ 1 − FRVx á~Ü x2 zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä 0� ÅÜôëÜ OLPx→0
1−FRV x

x2 =
1
2 > 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ mÜ VLQx á~Ü x zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä 0� ÅÜôëÜ OLPx→0
VLQ x

x = 1 > 0�

mÜ ex − 1 á~Ü x zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä 0� ÅÜôëÜ OLPx→0
ex−1

x = 1 > 0�

mÜ ORJx á~Ü x − 1 zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä 1� ÅÜôëÜ OLPx→1
ORJ x
x−1 = 1 > 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ aÜ~ áyÖÇ c > 0� b > 0� Ñ f(x) = (ORJ 1
x)c zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä

0 ~çô ëÑä x−b� ÅÜôëÜ OLPx→0+
(ORJ(1/x))c

x−b = OLPt→+∞
(ORJ t)c

tb = 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������ qå ôéÜå OLPx→+∞
2x+x VLQ x

x = OLPx→+∞(2 + VLQx) ÅÇä íçyéîÇÜ� [âñè� åÜ
2x + x VLQx á~Ü x zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞� néyÄâ~ëÜ� ÜêîöÇÜ 1 ≤ 2x+x VLQ x

x ≤ 3 ÄÜ~
áyÖÇ x ∈ (0,+∞)�

f~ çÇéÜÄéyïåíâÇ� ëõé~� ÇÜÅÜáy ÄÜ~ ëÑä çÇé|çëñêÑ OLPx→+∞ âÇéÜáåöè Çíézñè îéÑêÜâåçåÜåö�

âÇäåíè ôéåíè� ëÑä çåàíñäíâÜá{� ëÑä ÇáÖÇëÜá{ á~Ü ëÑ àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞�

c|Å~âÇ êëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ����� ôëÜ ôàÇè åÜ çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè �~Öâåö n zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ
âÇÄzÖåíè êëå +∞� _íëô ëå áñÅÜáåçåÜåöâÇ àzÄåäë~è ôëÜ áyÖÇ çåàíñäíâÜá{ êíäyéëÑêÑ �~Öâåö
n zîÇÜ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè {� çÜå êíÄáÇáéÜâzä~� çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè �~Öâåö n

êëå +∞� pöâìñä~ âÇ ëå ç~éyÅÇÜÄâ~ ������ âçåéåöâÇ ä~ �ÜÇé~éî{êåíâÇ� ëÜè çåàíñäíâÜázè ëyãÇÜè
âÇÄzÖåíè êëå +∞ ~äyàåÄ~ âÇ ëåä �~Öâô ëåíè� âÇÄ~àöëÇéåè �~Öâôè ~äëÜêëåÜîÇ| êÇ âÇÄ~àöëÇéÑ
ëyãÑ âÇÄzÖåíè� síêÜáy� ~çô ëÜè çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè �~Öâåö n Ñ çÜå ~çà{ Ç|ä~Ü Ñ xn�

nézçÇÜ� ëõé~� ä~ çåöâÇ ôëÜ å ôéåè �çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè �~Öâåö n� î~é~áëÑé|ÉÇÜ ôîÜ âôäå
ëÜè çåàíñäíâÜázè êíä~éë{êÇÜè �~Öâåö n ~àày áyÖÇ êíäyéëÑêÑ Ñ åçå|~ zîÇÜ |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè
âÇ ëÑä xn êëå +∞�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� hyÖÇ éÑë{ êíäyéëÑêÑ R(x) = a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm � ôçåí an, bm 6= 0 á~Ü n >

m� zîÇÜ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè �~Öâåö n−m êëå +∞� ~ìåö OLPx→+∞
∣∣ R(x)

xn−m

∣∣ =
∣∣ an

bm

∣∣ > 0�

m ôéåè �çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè� îéÑêÜâåçåÜÇ|ë~Ü ÄÜ~ ëÜè êíä~éë{êÇÜè xb ~áôâÑ á~Ü ôë~ä
å ÇáÖzëÑè b > 0 ÅÇä Ç|ä~Ü á~ë ~äyÄáÑ ìíêÜáôè á~Öõè á~Ü ÄÜ~ áyÖÇ êíäyéëÑêÑ Ñ åçå|~ zîÇÜ |ÅÜ~
ëyãÑ âÇÄzÖåíè âÇ áyçåÜ~ ~çô ~íëzè ëÜè xb êëå +∞� nÜå êíÄáÇáéÜâzä~�

mogpjmp ����� izâÇ ôëÜ Ñ f zîÇÜ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè �~Öâåö b > 0 êëå +∞ ~ä zîÇÜ
|ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè âÇ ëÑä êíäyéëÑêÑ xb êëå +∞�

néåì~äõè� åÜ çåàíñäíâÜázè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè �ÜÇé~éîåöäë~Ü� ~äyàåÄ~ âÇ ëåä �~Öâô ëåíè�
~ìåö

OLPx→+∞
xb1

xb2
= OLPx→+∞

1
xb2−b1

= 0 ~ä 0 < b1 < b2.

n~é~ëÑéåöâÇ� Çç|êÑè� ôëÜ áyÖÇ êíäyéëÑêÑ âÇ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ zîÇÜ êÇ
~çôàíëÑ ëÜâ{ ôéÜå +∞ êëå +∞� néyÄâ~ëÜ� ~ä Ñ f zîÇÜ |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ âÇ ëÑä xb ÄÜ~
áyçåÜåä b > 0� ëôëÇ íçyéîåíä u, l > 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ l ≤

∣∣f(x)
xb

∣∣ ≤ u á~Ü� Ççåâzäñè� |f(x)| ≥ lxb

áåäëy êëå +∞� cçÇÜÅ{ OLPx→+∞ lxb = +∞� êíäÇçyÄÇë~Ü OLPx→+∞ |f(x)| = +∞�

mogpjmp ����� _ä a > 1� àzâÇ ôëÜ Ñ êíäyéëÑêÑ ax zîÇÜ ÇáÖÇëÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞� qå
|ÅÜå àzâÇ á~Ü ÄÜ~ áyÖÇ êíäyéëÑêÑ Ñ åçå|~ zîÇÜ ëÑä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ âÇ ëÑä ax ÄÜ~ áyçåÜåä
a > 1�

mÜ ÇáÖÇëÜázè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè �ÜÇé~éîåöäë~Ü� ~äyàåÄ~ âÇ ëÑ �yêÑ a� ~ìåö

OLPx→+∞
a1

x

a2
x = OLPx→+∞

(a1
a2

)x = 0 ~ä 1 < a1 < a2.

���



mogpjmp ����� _ä c > 0� àzâÇ ôëÜ Ñ êíäyéëÑêÑ (ORJx)c zîÇÜ àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå
+∞� qå |ÅÜå ÜêîöÇÜ ÄÜ~ áyÖÇ êíäyéëÑêÑ Ñ åçå|~ zîÇÜ ëÑä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ âÇ ëÑä (ORJx)c

ÄÜ~ áyçåÜåä c > 0�

mÜ àåÄ~éÜÖâÜázè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè �ÜÇé~éîåöäë~Ü� ~äyàåÄ~ âÇ ëåä ÇáÖzëÑ c� ~ìåö

OLPx→+∞
(ORJ x)c1

(ORJ x)c2 = OLPx→+∞
1

(ORJ x)c2−c1 = 0 ~ä 0 < c1 < c2.

[çñè á~Ü âÇ ëÜè êíä~éë{êÇÜè çåàíñäíâÜá{è ëyãÑè âÇÄzÖåíè� ç~é~ëÑéåöâÇ ôëÜ áyÖÇ êíäyé�

ëÑêÑ âÇ ÇáÖÇëÜá{ { àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ zîÇÜ êÇ ~çôàíëÑ ëÜâ{ ôéÜå +∞ êëå +∞�

e ~çôÅÇÜãÑ Ç|ä~Ü ç~éôâåÜ~�

pë~ ç~é~ÅÇ|Äâ~ë~ ����� á~Ü ����� Ç|Å~âÇ ôëÜ� êëå +∞� áyÖÇ àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè Ç|�
ä~Ü âÜáéôëÇéÑ ~çô áyÖÇ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè á~Ü áyÖÇ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè Ç|ä~Ü
âÜáéôëÇéÑ ~çô áyÖÇ ÇáÖÇëÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè�

nézçÇÜ ä~ ÇçÜêÑâ~äÖÇ| ôëÜ ñè êöäåàå A âçåéÇ|� ìíêÜáy� ä~ ÖÇñéÑÖÇ| ëå N âÇ êÑâÇ|å êíê�

êõéÇíêÑè ëå +∞� cçåâzäñè� åÜ çéåÑÄåöâÇäåÜ åéÜêâå| Üêîöåíä á~Ü êëÑä çÇé|çëñêÑ ëñä ~áåàåí�

ÖÜõä ñè ÇÜÅÜá{ á~ëÑÄåé|~ êíä~éë{êÇñä� aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� àzâÇ ôëÜ Ñ ~áåàåíÖ|~ (an)� ôçåí a > 1�

zîÇÜ ÇáÖÇëÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè� ôëÜ Ñ (na)� ôçåí a > 0� zîÇÜ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè á~Ü ôëÜ
Ñ

(
(ORJn)c)� ôçåí c > 0� zîÇÜ àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè� cääåÇ|ë~Ü ôëÜ ~íëy ë~ ëÇàÇíë~|~ ÄÜ~

ëÜè ~áåàåíÖ|Çè Üêîöåíä âôäå êëå +∞� ~ìåö ëå âåä~ÅÜáô êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí N Ç|ä~Ü ëå
+∞ á~Ü� Çãyààåí� ôë~ä âÇàÇëyâÇ ~áåàåíÖ|Çè ÇääåÇ|ë~Ü ôëÜ ÖÇñéåöâÇ ôéÜ~ ~çåáàÇÜêëÜáy á~Öõè
n → +∞�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� c|ä~Ü çéåì~ä{è Ñ á~ëyë~ãÑ ëñä ÅÜ~ìôéñä ÇáÖÇëÜáõä� çåàíñäíâÜáõä á~Ü
àåÄ~éÜÖâÜáõä ëyãÇñä âÇÄzÖåíè ~áåàåíÖÜõä� c|ä~Ü |ÅÜ~ âÇ ëÑä á~ëyë~ãÑ ëñä ëyãÇñä âÇÄzÖåíè
ëñä ~äë|êëåÜîñä êíä~éë{êÇñä�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e ~áåàåíÖ|~ (1 − FRV 1
n) zîÇÜ |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè âÇ ëÑä ~áåàåíÖ|~ ( 1

n2 )�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� e ~áåàåíÖ|~
(

ORJ(1 + 1
n)

)
zîÇÜ |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè âÇ ëÑä ~áåàåíÖ|~ ( 1

n)�

����� _êíâçëñëÜá{ ÜêôëÑë~� höéÜåÜ ôéåÜ�

mogpjmp ����� Xêëñ f, g : A → R á~Ü ξ ∈ R êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� Xêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ
g(x) 6= 0 áåäëy êëå ξ� _ä OLPx→ξ

f(x)
g(x) = 0� ëôëÇ ÄéyìåíâÇ

f(x) = å
(
g(x)

)
êëå ξ

á~Ü ÅÜ~�yÉåíâÇ� Ñ f Ç|ä~Ü âÜáéô ôâÜáéåä ëÑè g êëå ξ�
_ä íçyéîÇÜ M ≥ 0 õêëÇ ä~ ÜêîöÇÜ |f(x)| ≤ M |g(x)| áåäëy êëå ξ� ëôëÇ ÄéyìåíâÇ

f(x) = m
(
g(x)

)
êëå ξ

á~Ü ÅÜ~�yÉåíâÇ� Ñ f Ç|ä~Ü âÇÄyàå ôâÜáéåä ëÑè g êëå ξ�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� _ä Ñ f zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè ~çô ëÑä g êëå ξ� ëôëÇ f(x) = å
(
g(x)

)

êëå ξ� qå ~äë|êëéåìå ÜêîöÇÜ� ìíêÜáy� ~ä f(x) 6= 0 áåäëy êëå ξ�

aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� Ç|ä~Ü (ORJx)c = å
(
xb) á~Ü xb = å

(
ax)

êëå +∞ ÄÜ~ áyÖÇ a > 1 á~Ü b, c > 0�

cç|êÑè� Ç|ä~Ü xb1 = å
(
xb2

)
êëå +∞ ~àày á~Ü xb2 = å

(
xb1

)
êëåä 0 ~ä 0 < b1 < b2�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� _ä Ñ f zîÇÜ âÜáéôëÇéÑ ëyãÑ âÇÄzÖåíè ~çô { ëÑä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè âÇ ëÑä g
êëå ξ� ëôëÇ f(x) = m

(
g(x)

)
êëå ξ�

aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� Ç|ä~Ü VLQx = m(x) á~Ü 1 − FRVx = m(x2) êëåä 0�

���



n~éyÅÇÜÄâ~ ������� Xêëñ f : A → R á~Ü ξ ∈ A êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� qå ä~ Ç|ä~Ü Ñ f

ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëåä ξ âÇ ç~éyÄñÄå f ′(ξ) Ç|ä~Ü ÜêåÅöä~âå âÇ ëå ä~ ÜêîöÇÜ

f(x) − f(ξ) − f ′(ξ)(x − ξ) = å(x − ξ) êëåä ξ

néyÄâ~ëÜ� ëå ëÇàÇíë~|å Ç|ä~Ü ÜêåÅöä~âå âÇ ëå OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)−f ′(ξ)(x−ξ)

x−ξ = 0 áÜ ~íëô Ç|ä~Ü

ÜêåÅöä~âå âÇ ëå OLPx→ξ
f(x)−f(ξ)

x−ξ = f ′(ξ)�

mogpjmp ����� Xêëñ f, g : A → R á~Ü ξ ∈ R êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëåí A� Xêëñ ôëÜ ÜêîöÇÜ
g(x) 6= 0 áåäëy êëå ξ� _ä OLPx→ξ

f(x)
g(x) = 1� ëôëÇ ÄéyìåíâÇ

f(x) ∼ g(x) êëå ξ

á~Ü àzâÇ ôëÜ Ñ f Ç|ä~Ü ~êíâçëñëÜáy |êÑ âÇ ëÑä g êëå ξ�

n~é~ëÑé{êëÇ ôëÜ ~çô ëå OLPx→ξ
f(x)
g(x) = 1 êíäÇçyÄÇë~Ü ôëÜ ÜêîöÇÜ f(x)

g(x) 6= 0 á~Ü� Ççåâzäñè�
f(x) 6= 0 áåäëy êëå ξ� bÑà~Å{� ~ä Ç|ä~Ü f(x) ∼ g(x) êëå ξ� ëôëÇ ÜêîöÇÜ f(x), g(x) 6= 0 áåäëy
êëå ξ� cçåâzäñè� êíäÇçyÄÇë~Ü OLPx→ξ

g(x)
f(x) = 1� åçôëÇ Ç|ä~Ü g(x) ∼ f(x) êëå ξ� Vé~ Ñ êîzêÑ ëÑè

~êíâçëñëÜá{è ÜêôëÑë~è Ç|ä~Ü êíââÇëéÜá{�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� VLQx ∼ x á~Ü 1 − FRVx ∼ 1
2x

2 êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� ex − 1 ∼ x êëåä 0� ÅÜôëÜ OLPx→0
ex−1

x = 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� ORJx ∼ x − 1 êëåä 1� ÅÜôëÜ OLPx→1
ORJ x
x−1 = 1�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� WDQx ∼ 1
x−(π/2) êëåä π

2 � ÅÜôëÜ OLPx→ π
2

WDQ x
1/(x−(π/2)) = OLPt→0 t WDQ(t + π

2 ) =
OLPt→0 t FRW t = OLPt→0

t
VLQ t FRV t = 1�

gÅåö zä~ îé{êÜâå ~çåëzàÇêâ~�

Xêëñ c 6= 0� qôëÇ Ñ êîzêÑ f(x) − g(x) = å
(
cg(x)

)
Ç|ä~Ü ÜêåÅöä~âÑ âÇ ëÑä ~êíâçëñëÜá{ ÜêôëÑë~

f(x) ∼ g(x)�
néyÄâ~ëÜ� f(x) − g(x) = å

(
cg(x)

)
êëå ξ ~ä á~Ü âôäå ~ä OLPx→ξ

f(x)−g(x)
cg(x) = 0 ~ä á~Ü âôäå ~ä

OLPx→ξ
f(x)−g(x)

g(x) = 0 ~ä á~Ü âôäå ~ä OLPx→ξ
(f(x)

g(x) − 1
)

= 0 ~ä á~Ü âôäå ~ä OLPx→ξ
f(x)
g(x) = 1 ~ä

á~Ü âôäå ~ä f(x) ∼ g(x) êëå ξ�

`yêÇÜ ëñä çéåÑÄåöâÇäñä ç~é~ÅÇÜÄâyëñä�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� VLQx − x = å(x) á~Ü FRVx − 1 + 1
2x

2 = å(x2) êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� ex − 1 − x = å(x) êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� ORJ(1 + x) − x = å(x) êëåä 0�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� WDQx − 1
x−(π/2) = å

( 1
x−(π/2)

)
êëåä π

2 �

nomq_pe ����� >~@ _ä ôàÇè åÜ g1, . . . , gn Ç|ä~Ü âÜáéô ôâÜáéåä ëÑè |ÅÜ~è g êëå ξ� ëôëÇ á~Ü Ñ g1 +
· · · + gn Ç|ä~Ü âÜáéô ôâÜáéåä ëÑè g êëå ξ�
>�@ _ä êëÑä f = g + g1 + · · · + gn Ç|ä~Ü ôàÇè åÜ g1, . . . , gn âÜáéô ôâÜáéåä ëÑè g êëå ξ� ëôëÇ Ç|ä~Ü
f(x) ∼ g(x) êëå ξ�

_çôÅÇÜãÑ� >~@ OLPx→ξ
g1(x)+···+gn(x)

g(x) = OLPx→ξ
g1(x)
g(x) + · · · + OLPx→ξ

gn(x)
g(x) = 0 + · · · + 0 = 0�

>�@ OLPx→ξ
f(x)
g(x) = OLPx→ξ

(
1 + g1(x)+···+gn(x)

g(x)
)

= 1 + 0 = 1�

mogpjmp ����� _ä êëÑä f = g + g1 + · · · + gn Ç|ä~Ü ôàÇè åÜ g1, . . . , gn âÜáéô ôâÜáéåä ëÑè g êëå
ξ� ëôëÇ Ñ g î~é~áëÑé|ÉÇë~Ü áöéÜåè ôéåè ëåí ~Öéå|êâ~ëåè êëå ξ�

���



c|ä~Ü ÜÅÜ~Üëzéñè îé{êÜâå ä~ âçåéåöâÇ ä~ ÅÜ~áé|äåíâÇ ëåä áöéÜå ôéå êÇ zä~ yÖéåÜêâ~ êíä~é�

ë{êÇñä�

aÜ~ ç~éyÅÇÜÄâ~� ~ä êëÑä f = g + g1 + · · · + gn Ñ g Ç|ä~Ü å áöéÜåè ôéåè êëå ξ á~Ü íçyéîÇÜ ëå
OLPx→ξ g(x)� ëôëÇ íçyéîÇÜ á~Ü ëå OLPx→ξ f(x) á~Ü ë~ Åöå ôéÜ~ Ç|ä~Ü |ê~� bÜôëÜ� ôçñè Ç|Å~âÇ� Ç|ä~Ü
f(x) ∼ g(x) êëå ξ� åçôëÇ OLPx→ξ f(x) = OLPx→ξ

f(x)
g(x) g(x) = 1 · OLPx→ξ g(x)�

Xä~ ~áôâÑ ç~éyÅÇÜÄâ~� ~ä êëÜè g + g1 + · · · + gn á~Ü h + h1 + · · · + hm åÜ g� h Ç|ä~Ü åÜ áöéÜåÜ
ôéåÜ� ~äëÜêëå|îñè� êëå ξ� ëôëÇ g(x)+g1(x)+···+gn(x)

h(x)+h1(x)+···+hm(x) ∼ g(x)
h(x) êëå ξ á~Ü� Ççåâzäñè� ~ä íçyéîÇÜ ëå

OLPx→ξ
g(x)
h(x) � ëôëÇ íçyéîÇÜ á~Ü ëå OLPx→ξ

g(x)+g1(x)+···+gn(x)
h(x)+h1(x)+···+hm(x) á~Ü ë~ Åöå ôéÜ~ Ç|ä~Ü |ê~�

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� `yêÇÜ ëñä çéåÑÄåíâzäñä âçåéåöâÇ ä~ ÅåöâÇ âÇ �äzå âyëÜ� ë~ ôéÜ~ çåàíñ�

äíâÜáõä á~Ü éÑëõä êíä~éë{êÇñä�

cçÇÜÅ{ xk = å(xn) êëå +∞ ÄÜ~ áyÖÇ k < n� êëå çåàíõäíâå a0 + a1x + · · · + anx
n� ôçåí

an 6= 0� å ôéåè anx
n Ç|ä~Ü áöéÜåè ôéåè êëå +∞� åçôëÇ a0 + a1x + · · · + anx

n ∼ anx
n êëå +∞

á~Ü� Ççåâzäñè� OLPx→+∞(a0 + a1x + · · · + anx
n) = OLPx→+∞ anx

n�

mâå|ñè� a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm ∼ anxn

bmxm êëå +∞� åçôëÇ OLPx→+∞
a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm = OLPx→+∞
anxn

bmxm �

n~éyÅÇÜÄâ~ ������� pë~ ~Öéå|êâ~ë~ xe2x − x2 + 3ex − x2e
x
2 á~Ü 2e2x + ORJx− x2ex å çéõëåè

ëåíè ôéåè Ç|ä~Ü å áöéÜåè ôéåè êëå +∞� Vé~ xe2x−x2+3ex−x2e
x
2

2e2x+ORJ x−x2ex ∼ xe2x

2e2x = x
2 êëå +∞� åçôëÇ

OLPx→+∞
xe2x−x2+3ex−x2e

x
2

2e2x+ORJ x−x2ex = OLPx→+∞
x
2 = +∞�

[çñè ÇçÜêÑâyä~âÇ à|Äå çéÜä� ôà~ ë~ çéåÑÄåöâÇä~ �é|êáåíä çéåì~ä{ Çì~éâåÄ{ êÇ ~áåàåí�

Ö|Çè� ôçåí ëå çÇÅ|å åéÜêâåö A Ç|ä~Ü ëå N âÇ êÑâÇ|å êíêêõéÇíêÑè ëå +∞�

_êá{êÇÜè�

������ Xêëñ a > 1� gÇé~éî{êëÇ ëÜè ax� aax
� aaax

á~ëy ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞�

gÇé~éî{êëÇ ëÜè ORJx� ORJ(ORJx)� ORJ(ORJ(ORJx)) á~ëy ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞�

������ _çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ åÜ x� ORJ(ex + x ORJx)� e(1+(1/x)) ORJ x zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ åÜ x�
x2+x3 ORJ x

VLQ x+x2 zîåíä |ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëåä 0�

������ Xêëñ åÜ x3ex−x5ex/2

xex+VLQ x � ex/5 + x3ex/6 − x� e3 ORJ(2+ORJ x)� h~ë~ëyãëÇ ëÜè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè ëåíè
êëå +∞ êÇ çåàíñäíâÜázè� ÇáÖÇëÜázè á~Ü àåÄ~éÜÖâÜázè á~Ü ÜÇé~éî{êëÇ ëÜè�

������ izâÇ ôëÜ âÜ~ êíäyéëÑêÑ zîÇÜ ~äë|êëéåìÑ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ ~ä zîÇÜ
|ÅÜ~ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ âÇ ëÑä xb ÄÜ~ áyçåÜåä b < 0� mâå|ñè� àzâÇ ôëÜ âÜ~ êíäyéëÑêÑ zîÇÜ
~äë|êëéåìÑ ÇáÖÇëÜá{ { ~äë|êëéåìÑ àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ ~ä zîÇÜ |ÅÜ~ ëyãÑ âÇ�

ÄzÖåíè êëå +∞ âÇ ëÑä ax ÄÜ~ áyçåÜåä a ∈ (0, 1) { âÇ ëÑä (ORJx)c ÄÜ~ áyçåÜåä c < 0� ~äëÜêëå|îñè�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ áyÖÇ êíäyéëÑêÑ âÇ ~äë|êëéåìÑ çåàíñäíâÜá{ { ~äë|êëéåìÑ ÇáÖÇëÜá{ { ~äë|êëéåìÑ
àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞ zîÇÜ ôéÜå 0 êëå +∞�

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ êëå +∞ áyÖÇ ~äë|êëéåìÑ ÇáÖÇëÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè Ç|ä~Ü âÜáéôëÇéÑ ~çô áyÖÇ ~äë|�
êëéåìÑ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè á~Ü ôëÜ áyÖÇ ~äë|êëéåìÑ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè Ç|ä~Ü
âÜáéôëÇéÑ ~çô áyÖÇ ~äë|êëéåìÑ àåÄ~éÜÖâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè�
gÇé~éî{êëÇ ëÜè ~äë|êëéåìÇè çåàíñäíâÜázè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè âÇë~ãö ëåíè á~Ü áyäëÇ ëå |ÅÜå ÄÜ~ ëÜè
~äë|êëéåìÇè ÇáÖÇëÜázè á~Ü ëÜè ~äë|êëéåìÇè àåÄ~éÜÖâÜázè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè�
_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ áyÖÇ éÑë{ êíäyéëÑêÑ a0+a1x+···+anxn

b0+b1x+···+bmxm � ôçåí an, bm 6= 0 á~Ü n < m� zîÇÜ ~äë|�
êëéåìÑ çåàíñäíâÜá{ ëyãÑ âÇÄzÖåíè êëå +∞�

Xêëñ åÜ êíä~éë{êÇÜè e−x+2e−x2
� 1

ORJ(x+ORJ x) � ORJ
(
e1/x+ 1

x2

)
� h~ë~ëyãëÇ ëÜè ëyãÇÜè âÇÄzÖåíè ëåíè

êëå +∞ êÇ ~äë|êëéåìÇè çåàíñäíâÜázè� ~äë|êëéåìÇè ÇáÖÇëÜázè á~Ü ~äë|êëéåìÇè àåÄ~éÜÖâÜázè�

������ Xêëñ f(x) − (a + bx + cx2 + dx3) = å(x3) êëåä 0� _çåÅÇ|ãëÇ ÅÜ~ÅåîÜáy ôëÜ f(x) − (a +
bx + cx2) = å(x2)� f(x) − (a + bx) = å(x) á~Ü f(x) − a = å(1) êëåä 0�

`éÇ|ëÇ a, b, c, d õêëÇ x
ex−1 − (a + bx + cx2 + dx3) = å(x3) êëåä 0�

���



������ l~ä~ÅÇ|ëÇ ëå ~çåëzàÇêâ~ ëÑè yêáÑêÑè ������>~@� Xêëñ a < ξ < b á~Ü zêëñ ôëÜ Ñ f :
(a, b) → R Ç|ä~Ü n − 1 ìåézè ç~é~ÄñÄ|êÜâÑ êëå (a, b)� _ä íçyéîÇÜ Ñ f (n)(ξ) á~Ü Ç|ä~Ü ~éÜÖâôè�
~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ

f(x) −
(
f(ξ) + f (1)(ξ)

1! (x − ξ)1 + · · · + f (n)(ξ)
n! (x − ξ)n)

= å
(
(x − ξ)n)

êëåä ξ.

_çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ�
(i) 1

1−x − (1 + x + · · · + xn) = å(xn) êëåä 0�

(ii) ex −
(
1 + 1

1!x + · · · + 1
n!x

n)
= å(xn) êëåä 0�

(iii) ORJ 1
1−x −

(
x + 1

2x
2 + · · · + 1

nx
n)

= å(xn) êëåä 0�

(iv) ORJ(1 + x) −
(
x − 1

2x
2 + · · · + (−1)n−1

n xn)
= å(xn) êëåä 0�

(v) FRVx −
(
1 − 1

2!x
2 + · · · + (−1)m

(2m)! x
2m)

= å(x2m) êëåä 0 ÄÜ~ m ≥ 0�

(vi) VLQx −
( 1

1!x − 1
3!x

3 + · · · + (−1)m−1

(2m−1)! x
2m−1)

= å(x2m−1) êëåä 0 ÄÜ~ m ≥ 1�

(vii) DUFWDQx −
(
x − 1

3x
3 + · · · + (−1)m−1

2m−1 x2m−1)
= å(x2m−1) êëåä 0 ÄÜ~ m ≥ 1�

������ nåÜå| Ç|ä~Ü åÜ áöéÜåÜ ôéåÜ ëñä e2x ORJx−x5ex� x ORJx− x2

ORJ x +x
√
x ORJ(ORJx)� x2 ORJx−

x2 + 3x VLQx êëå +∞�

nåÜå| Ç|ä~Ü åÜ áöéÜåÜ ôéåÜ ëñä 2
x + 1

x
√

x − 3√
x � 1 + 2x − x

√
x� 1

(VLQ x)2 + 3
x − 1

x
√

x êëåä 0�

������ `éÇ|ëÇ� ~ä íçyéîÇÜ� êíäyéëÑêÑ f : [1,+∞) → (0,+∞) õêëÇ� ÄÜ~ áyÖÇ a > 0 ä~ Ç|ä~Ü
f(x) = å(eax) á~Ü xa = å(f(x)) êëå +∞�

������ _ä f(x) = R
(
g(x)

)
áåäëy êëå ξ� ~çåÅÇ|ãëÇ ôëÜ f(x) = m

(
g(x)

)
êëå ξ� _íëô ëå ÄéyìåíâÇ

êíäåçëÜáy� å
(
g(x)

)
= m

(
g(x)

)
êëå ξ� néåêzãëÇ� ÅÇä ÜêîöÇÜ m

(
g(x)

)
= å

(
g(x)

)
�

c|Å~âÇ ôëÜ� ~ä f1(x) = å
(
g(x)

)
á~Ü f2(x) = å

(
g(x)

)
êëå ξ� ëôëÇ f1(x) +f2(x) = å

(
g(x)

)
êëå ξ�

_íëô ëå ÄéyìåíâÇ êíäåçëÜáy� å
(
g(x)

)
+ å

(
g(x)

)
= å

(
g(x)

)
êëå ξ� _çåÅÇ|ãëÇ á~Ü ë~ ~äyàåÄ~�

m
(
g(x)

)
+m

(
g(x)

)
= m

(
g(x)

)
� å

(
g1(x)

)
·m

(
g2(x)

)
= å

(
g1(x)g2(x)

)
á~Ü m

(
g1(x)

)
·m

(
g2(x)

)
=

m
(
g1(x)g2(x)

)
êëå ξ�

���
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$SRVWRO� 7� ������ 0DWKHPDWLFDO $QDO\VLV� &K �� $GGLVRQ�:HVOH\�

%DUWOH� 5� ������ 7KH (OHPHQWV RI 5HDO $QDO\VLV� &K 9� :LOH\�

`DUWOH� 5� 	 6KHUEHUW� '� ������ ,QWURGXFWLRQ WR 5HDO $QDO\VLV� &K �� :LOH\�

%HDOV� 5� ������ $QDO\VLV� DQ ,QWURGXFWLRQ� &K �� &DPEULGJH 8QLY� 3UHVV�

%HDUGRQ� $� ������ /LPLWV� D 1HZ $SSURDFK WR 5HDO $QDO\VLV� &K �� 6SULQJHU�

%HUEHULDQ� 6� ������ $ )LUVW &RXUVH LQ 5HDO $QDO\VLV� &K �� 6SULQJHU�

%UDQG� /� ������ $GYDQFHG &DOFXOXV� &K �� 'RYHU�

&RXUDQW� 5� ������ 'LIIHUHQWLDO DQG ,QWHJUDO &DOFXOXV� 9RO ,� &K ,,�,,,� 9�9,,� :LOH\�

&RXUDQW� 5� 	 -RKQ� )� ������ ,QWURGXFWLRQ WR &DOFXOXV DQG $QDO\VLV� 9RO ,� &K ���� 6SULQJHU�

'DYLGVRQ� .� 	 'RQVLJ� $� ������ 5HDO $QDO\VLV DQG $SSOLFDWLRQV� &K �� 6SULQJHU�

*KRUSDGH� 6� 	 /LPD\H� %� ������ $ &RXUVH LQ &DOFXOXV DQG 5HDO $QDO\VLV� &K ���� 6SULQJHU�

*ROGEHUJ� 5� ������ 0HWKRGV RI 5HDO $QDO\VLV� &K ���� :LOH\�

*UDXHUW� +� 	 /LHE� ,� ������ 'LIIHUHQWLDO� XQG ,QWHJUDOUHFKQXQJ� %DQG ,� .DS 9�9,� 6SULQJHU�

+DUG\� *� ������ $ &RXUVH RI 3XUH 0DWKHPDWLFV� &K 9,�9,,� &DPEULGJH 8QLY� 3UHVV�

.UDQW]� 6� ������ 5HDO $QDO\VLV DQG )RXQGDWLRQV� &K �� &KDSPDQ DQG +DOO�

/DQGDX� (� ������ 'LIIHUHQWLDO DQG ,QWHJUDO &DOFXOXV� &K ���� ����� $PHULFDQ 0DWK� 6RFLHW\ 	

&KHOVHD�

/DQJ� 6� ������ 8QGHUJUDGXDWH $QDO\VLV� &K ,,,�,9� 6SULQJHU�

1LNROVN\� 6� ������ $ &RXUVH RI 0DWKHPDWLFDO $QDO\VLV� 9RO �� &K �� 0LU 3XEOLVKHUV�

3URWWHU� 0� ������ %DVLF (OHPHQWV RI 5HDO $QDO\VLV� &K �� 6SULQJHU�

3XJK� &� ������ 5HDO 0DWKHPDWLFDO $QDO\VLV� &K �� 6SULQJHU�

5RVHQOLFKW� 0� ������ ,QWURGXFWLRQ WR $QDO\VLV� &K 9� 'RYHU�

5RVV� .� ������ (OHPHQWDU\ $QDO\VLV� &K �� 6SULQJHU�

5XGLQ� :� ������ 3ULQFLSOHV RI 0DWKHPDWLFDO $QDO\VLV� &K �� 0F*UDZ�+LOO�

6PLUQRY� 9� ������ $ &RXUVH RI +LJKHU 0DWKHPDWLFV� 9RO �� &K ,,� 3HUJDPPRQ 3UHVV�

6SLYDN� 0� ������ &DOFXOXV� &K ����� ��� &DPEULGJH 8QLY� 3UHVV�

6WROO� 0� ������ ,QWURGXFWLRQ WR 5HDO $QDO\VLV� &K �� 3HDUVRQ�

píâçàÑéñâ~ëÜá{ �Ü�àÜåÄé~ì|~�

%HDUGRQ� $� ������ /LPLWV� D 1HZ $SSURDFK WR 5HDO $QDO\VLV� &K ���� 6SULQJHU�

%HFNHQEDFK� (� 	 %HOOPDQ� 5� ������ ,QHTXDOLWLHV� &K �� 6SULQJHU�

%RDV� 5� ������ $ 3ULPHU RI 5HDO )XQFWLRQV� &K �� 0DWK� $VVRFLDWLRQ RI $PHULFD�

'LHXGRQQ©� -� ������ ,QILQLWHVLPDO &DOFXOXV� &K ,,,� +HUPDQQ�

*RIIPDQ� &� ������ ,QWURGXFWLRQ WR 5HDO $QDO\VLV� &K �� +DUSHU DQG 5RZ�

*RIIPDQ� &� ������ 5HDO )XQFWLRQV� &K �� 5LQHKDUW�

*UDYHV� /� ������ 7KH 7KHRU\ RI )XQFWLRQV RI 5HDO 9DULDEOHV� &K 9� 'RYHU�

+DUG\� *�� /LWWOHZRRG� -� 	 3RO\D� *� ������ ,QHTXDOLWLHV� &K ,�,9� &DPEULGJH 8QLY� 3UHVV�

0LWULQRYLÇ� '� ������ (OHPHQWDU\ ,QHTXDOLWLHV� 1RRUGKRII�

0LWULQRYLÇ� '�� 3HÍDULÇ� -� 	 )LQN� $� ������ &ODVVLFDO DQG 1HZ ,QHTXDOLWLHV LQ $QDO\VLV� 6SULQJHU�

7LNKRPLURY� 9� ������ 6WRULHV DERXW 0D[LPD DQG 0LQLPD� $PHULFDQ 0DWK� 6RFLHW\ 	 0DWK�

$VVRFLDWLRQ RI $PHULFD�
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