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			Στόχοι Συγγράμματος. Το προτεινόμενο σύγγραμμα καλύπτει τα βασικά θέματα Θεωρίας Γραφημάτων, καθώς και ειδικότερα θέματα Τέλειων Γραφημάτων με παρουσίαση εφαρμογών και παραδειγμάτων. Συγκεκριμένα, παρουσιάζονται οι θεμελιώδεις έννοιες της Θεωρίας Γραφημάτων και οι βασικές τεχνικές Σχεδίασης και Ανάλυσης Αλγορίθμων, μια κατηγορία βασικών θεμάτων Θεωρίας Γραφημάτων (δένδρα, συνεκτικότητα, αποστάσεις και διαδρομές, γραφήματα Euler και Hamilton), μια δεύτερη κατηγορία βασικών θεμάτων (επίπεδα γραφήματα, χρωματισμός), και αλγοριθμικά θέματα αναγνώρισης και βελτιστοποίησης, καθώς και εφαρμογές σε σημαντικές κατηγορίες Τέλειων Γραφημάτων (τριγωνικών, μεταβατικών, μεταθετικών, γραφημάτων διαστημάτων). Τα κεφάλαια περιλαμβάνουν κατασκευαστικές αποδείξεις, ανάλυση της πολυπλοκότητας των αλγορίθμων, παραδείγματα που βοηθούν στην κατανόηση των εννοιών και των αλγορίθμων, εφαρμογές σε τομείς, όπως η επιχειρησιακή έρευνα, η αρχαιολογία, η γενετική κ.λπ., και ασκήσεις για την κατανόηση και αφομοίωση της ύλης. Οι αλγόριθμοι είναι διατυπωμένοι με τρόπο ώστε να μπορούν εύκολα να αποδοθούν σε οποιαδήποτε γλώσσα προγραμματισμού. Η θεματολογία κάνει το σύγγραμμα χρήσιμο διδακτικό εργαλείο σε μαθήματα θεωρίας γραφημάτων, διακριτών μαθηματικών και αλγορίθμων. Το βιβλίο απευθύνεται σε προπτυχιακούς και μεταπτυχιακούς φοιτητές Πληροφορικής και Εφαρμοσμένων Μαθηματικών, ερευνητές αυτών των τομέων και επαγγελματίες που ενδιαφέρονται να κατανοήσουν αντίστοιχα θέματα. 

			Η μελέτη του βιβλίου παρέχει στον αναγνώστη το υπόβαθρο, ώστε: 

			
					•	να κατανοεί θέματα και τεχνικές θεωρίας γραφημάτων και να μοντελοποιεί μεγάλο φάσμα εφαρμογών, 

					•	να εφαρμόζει αλγοριθμικές τεχνικές θεωρίας γραφημάτων σε πρακτικά προβλήματα, 

					•	να χρησιμοποιεί αλγόριθμους γραφημάτων για την επίλυση σύνθετων προβλημάτων, και 

					•	να αναπτύσσει αποτελεσματικούς αλγορίθμους, καθώς και μεθοδολογίες και τεχνικές επίλυσης προβλημάτων.

			

			 

			Δομή Συγγράμματος. Το σύγγραμμα έχει δομηθεί και γραφεί για να καλύψει διδακτικές ανάγκες προπτυχιακών και μεταπτυχιακών μαθημάτων Πληροφορικής ή Μηχανικών Πληροφορικής ενός προγράμματος σπουδών Τεχνολογικής και Πανεπιστημιακής εκπαίδευσης. Το βιβλίο προσφέρει στους φοιτητές επαρκές υπόβαθρο για την αποτελεσματική χρήση των γραφημάτων και τη θεώρησή τους ως ενός αποτελεσματικού εργαλείου μοντελοποίησης ενός μεγάλου φάσματος προβλημάτων και εφαρμογών. Τα θέματα και η δομή του βιβλίου αναπτύσσουν στον φοιτητή το ενδιαφέρον για τη θεωρία γραφημάτων και αναδεικνύουν τις πολλαπλές εφαρμογές της. Ένας φοιτητής έχοντας κατανοήσει τα θέματα του βιβλίου θα είναι σε θέση: 

			
					a.	να εφαρμόζει τις έννοιες της θεωρίας γραφημάτων σε πρακτικά προβλήματα, 

					b.	να αναπτύσσει πλήθος αποτελεσματικών αλγορίθμων, μεθοδολογίες και τεχνικές επίλυσης προβλημάτων, και 

					c.	να χρησιμοποιεί αλγόριθμους γραφημάτων για την επίλυση σύνθετων προβλημάτων. 

			

			 

			Η ύλη του βιβλίου έχει διδαχθεί από τον συγγραφέα και τους συν-συγγραφείς της πρότασης για πολλά έτη σε προπτυχιακό και μεταπτυχιακό επίπεδο σε Πανεπιστήμια όπου αυτοί υπηρέτησαν. Τα πολλαπλά έτη διδασκαλίας της ύλης του βιβλίου συνετέλεσαν στο να διαμορφωθούν και να προσαρμοστούν τα θέματα των κεφαλαίων στις διδακτικές ανάγκες ενός προγράμματος σπουδών της Πληροφορικής και στις μαθησιακές ανάγκες των φοιτητών ενός τέτοιου προγράμματος. Η πολλαπλή διδασκαλία των θεμάτων του βιβλίου έχει δημιουργήσει μια «δεξαμενή» σημειώσεων, διαφανειών, παραδειγμάτων, ασκήσεων, προβλημάτων και εφαρμογών, διδακτικό υλικό το οποίο αποτέλεσε τη βάση ανάπτυξης και συγγραφής του βιβλίου. 

			Το σύγγραμμα αποτελείται από δεκατρία (13) κεφάλαια που θα μπορούσαν να χωριστούν σε τέσσερις (4) θεματικές ενότητας. 

			
					A.	Θεμελιώδεις Έννοιες Γραφημάτων και Αλγορίθμων

					B.	Γραφήματα και Αλγόριθμοι Ι

					C.	Γραφήματα και Αλγόριθμοι ΙΙ

					D.	Τέλεια Γραφήματα

			

			 

			Η κατάταξη των δεκατριών κεφαλαίων στις αντίστοιχες ενότητες έχει ως εξής:

			 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							ΕΝΟΤΗΤΑ Α

						
							
							Θεμελιώδεις Έννοιες

							Γραφημάτων και Αλγορίθμων

						
							
							1. Γραφήματα

							2. Αλγόριθμοι

						
					

					
							
							ΕΝΟΤΗΤΑ Β

						
							
							Γραφήματα και Αλγόριθμοι Ι

						
							
							3. Δενδρικά Γραφήματα

							4. Συνεκτικότητα Γραφημάτων

							5. Διαδρομές και Αποστάσεις

							6. Γραφήματα Euler και Hamilton

						
					

					
							
							ΕΝΟΤΗΤΑ Γ

						
							
							Γραφήματα και Αλγόριθμοι ΙΙ

						
							
							7. Επιπεδικότητα

							8. Χρωματισμός

						
					

					
							
							ΕΝΟΤΗΤΑ Δ

						
							
							Τέλεια Γραφήματα

						
							
							9. Τριγωνικά Γραφήματα

							10. Μεταβατικά Γραφήματα

							11. Γραφήματα Διαστημάτων

							12. Μεταθετικά Γραφήματα

							13. Εφαρμογές και Προβλήματα

						
					

				
			

			

			 

			Η Ενότητα Α περιλαμβάνει θεμελιώδεις έννοιες, ορισμούς, βασικές ιδιότητες και τύπους γραφημάτων, αναπαραστάσεις γραφημάτων, κάνει μια εισαγωγή στα γραφήματα τομής και στα τέλεια γραφήματα, περιγράφει θέματα πολυπλοκότητας αλγορίθμων, αλγόριθμους διερεύνησης γραφημάτων και βασικούς αλγόριθμους κατευθυνόμενων γραφημάτων.

			Η Ενότητα Β περιλαμβάνει τη βασική ύλη της θεωρίας γραφημάτων και παρουσιάζει θέματα δένδρων, συνεκτικότητας, διαδρομών και αποστάσεων και θέματα διαδρομών Euler και Hamilton, ενώ η Ενότητα Γ παρουσιάζει δύο πολύ σημαντικά θέματα με μεγάλο θεωρητικό και πρακτικό ενδιαφέρον, αυτά της επιπεδικότητας και του χρωματισμού γραφημάτων.

			Τέλος, η Ενότητα Δ παρουσιάζει θέματα τεσσάρων σημαντικών κατηγοριών Τέλειων Γραφημάτων (τριγωνικών, μεταβατικών, μεταθετικών, γραφημάτων διαστημάτων) και αλγορίθμους αναγνώρισης και βελτιστοποίησης τέτοιων γραφημάτων. Οι αλγόριθμοι της ενότητας βασίζονται σε δομικές ιδιότητες των τέλειων γραφημάτων χάρη στις οποίες πολλά δυσεπίλυτα προβλήματα επιδέχονται πολυωνυμικές αλγοριθμικές επιλύσεις.

			Χάρτης Μελέτης. Οι ενότητες του συγγράμματος και κατ’ επέκταση τα κεφάλαιά του, παρουσιάζουν κάποια σχετική ανεξαρτησία με την Ενότητα Α (Κεφάλαια 1 και 2) να συγκεντρώνει όλες τις  θεμελιώδεις έννοιες των γραφημάτων και των αλγορίθμων, οι οποίες είναι χρήσιμες για τη μελέτη των υπολοίπων ενοτήτων Β, Γ και Δ. Στο Σχήμα 1 περιγράφεται σχηματικά η ανεξαρτησία των κεφαλαίων και προτείνεται μια σειρά μελέτης αυτών. 
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			Σχήμα 1: Η ανεξαρτησία των κεφαλαίων του συγγράμματος.

			 

			Ο αναγνώστης προτρέπεται να μελετήσει τις τέσσερις ενότητες ακολουθιακά, αρχίζοντας από την Ενότητα Α και κατανοώντας αρχικά όλες τις έννοιες, τους ορισμούς, τις συντομογραφίες και την ορολογία του συγγράμματος. Ωστόσο, θα μπορούσε να μελετήσει τα Κεφάλαια 1 και 2 σχετικά γρήγορα και να επανέρχεται σε αυτά, όταν χρειάζεται.

			Οι ενότητες Β, Γ και Δ είναι σχετικά ανεξάρτητες με την έννοια ότι δεν απαιτείται η πλήρης κατανόηση και η εις βάθος μελέτη των θεμάτων μιας ενότητας, για να προχωρήσουμε στη μελέτη μιας άλλης. Όμως, όπως αναφέρθηκε, η ακολουθιακή μελέτη των ενοτήτων επιφέρει καλύτερα μαθητικά αποτελέσματα στο μέσο φοιτητή. Οι ενότητες Β και Γ παρουσιάζουν μεγαλύτερη συσχέτιση και η ύλη τους καλύπτει όλα σχεδόν τα βασικά θέματα της θεωρίας γραφημάτων. Παρατηρήστε ότι η μελέτη του Κεφαλαίου 5 (Διαδρομές και Αποστάσεις σε Γραφήματα) θα είναι καλό να προηγηθεί της μελέτης του Κεφαλαίου 6 (Διαδρομές Euler και Hamilton). 

			Τα κεφάλαια της Ενότητας Δ θα πρέπει να μελετηθούν, όπως προτείνεται στο Σχήμα 1. Αρχικά, τα Κεφάλαια 9 και 10 (Τριγωνικά και Μεταβατικά γραφήματα), στη συνέχεια τα Κεφάλαια 11 και 12 (Γραφήματα Διαστημάτων και Μεταθετικά Γραφήματα) και, τέλος, το Κεφάλαιο 13 που περιέχει εφαρμογές και προβλήματα τέλειων γραφημάτων. Ωστόσο, και εδώ ο αναγνώστης θα μπορούσε ολοκληρώνοντας τη μελέτη ενός κεφαλαίου από τα 9, 10, 11 και 12 να ανατρέχει στις αντίστοιχες εφαρμογές του Κεφαλαίου 13.

			Τέλος, ο αναγνώστης προτρέπεται να υλοποιήσει τα προβλήματα του Κεφαλαίου 13 σε μια γλώσσα προγραμματισμού και να τα εκτελέσει στο εργαστήριο της σχολής του ή στον προσωπικό του υπολογιστή.

			 

			Κύριος συγγραφέας

			ΣΤΑΥΡΟΣ  Δ.  ΝΙΚΟΛΟΠΟΥΛΟΣ

			Συν-συγγραφείς

			ΛΟΥΚΑΣ  ΓΕΩΡΓΙΑΔΗΣ

			ΛΕΩΝΙΔΑΣ  ΠΑΛΗΟΣ

			 

		

	
		
			ΠΙΝΑΚΑΣ ΣΥΝΤΟΜΕΥΣΕΩΝ-ΑΚΡΩΝΥΜΙΩΝ

			 

			
				
					
					
				
				
					
							
							BFS

						
							
							Kατά-πλάτος ή Οριζόντια Διερεύνηση (Breadth-first Search)

						
					

					
							
							CNP

						
							
							Πρόβλημα Χρωματικού Αριθμού (Chromatic Number Problem)

						
					

					
							
							DAG

						
							
							Κατευθυνόμενο Άκυκλο Γράφημα (Directed Acyclic Graph)

						
					

					
							
							DFS

						
							
							Kατά-βάθος ή Καθοδική Διερεύνηση (Depth-first Search)

						
					

					
							
							GI

						
							
							Ισομορφισμός Γραφημάτων (Graph Isomorphism)

						
					

					
							
							LexBFS

						
							
							Λεξικογραφική Κατά-πλάτος Αναζήτηση (Lexicographic Breadth-first Search)

						
					

					
							
							MCS

						
							
							Αναζήτηση Μέγιστου Πληθάριθμου (Maximum Cardinality Search)

						
					

					
							
							MST

						
							
							Ελάχιστο Γενετικό Δένδρο (Minimum Spanning Tree)

						
					

					
							
							ΜΤΤ

						
							
							Θεώρημα Πίνακα-Δέντρου (Matrix-tree Theorem)

						
					

					
							
							PEO

						
							
							Τέλειο Σχήμα Απαλοιφής (Perfect Elimination Ordering)

						
					

					
							
							PGT

						
							
							Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Perfect Graph Theorem)

						
					

					
							
							SPGC

						
							
							Ισχυρή Εικασία των Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Conjecture)

						
					

					
							
							SPGT

						
							
							Ισχυρό Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Theorem)

						
					

					
							
							TRO

						
							
							Μεταβατικός Προσανατολισμός (Transitive Orientation)

						
					

					
							
							TSP

						
							
							Προβλήματος Πλανόδιου Πωλητή (Travelling Salesman Problem)

						
					

				
			

			

			 

		

	
		
			ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ

			 

			
				
					
					
				
				
					
							ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ
							ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ 
					

					
							
							Αλγόριθμος 2.1: Sorted_Adj_List

						
							
							Ταξινόμηση των λιστών γειτνίασης ενός γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 2.2: Depth_first_search

						
							
							Κατά-βάθος διερεύνηση ενός γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 2.3: Breadth_first_search

						
							
							Κατά-πλάτος διερεύνηση ενός γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 2.4: TopSort_dfs 

						
							
							Δημιουργία διάταξης των κόμβων ενός άκυκλου κατευθυνόμενου γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 3.1: Compute_Center

						
							
							Υπολογισμός του κέντρου ενός δένδρου

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 3.2: MST_Kruskal 

						
							
							Υπολογισμός ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου ενός έμβαρου γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 3.3: MST_Prim 

						
							
							Υπολογισμός ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου ενός έμβαρου γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 4.1: Connected_Components

						
							
							Υπολογισμός των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών ενός γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 4.2: Strong_Cut 

						
							
							Υπολογισμός ισχυρών αθρώσεων

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 4.3: Ford_Fulkerson

						
							
							Υπολογισμός μέγιστης ροής σε δίκτυο

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 4.4: Edmonds_Karp

						
							
							Υπολογισμός μέγιστης ροής σε δίκτυο

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 4.5: Dinic

						
							
							Υπολογισμός μέγιστης ροής σε δίκτυο

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 4.6: Blocking_flow

						
							
							Υπολογισμός μέγιστης ροής σε δίκτυο

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 5.1: Distances_Moore

						
							
							Υπολογισμός απόστασης και μιας συντομότερης διαδρομής μεταξύ δύο κόμβων ενός γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 5.2: Distances_from_vertex

						
							
							Υπολογισμός αποστάσεων και συντομότερων διαδρομών σε γράφημα

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 5.3: Distances_Dijkstra

						
							
							Υπολογισμός αποστάσεων και συντομότερων διαδρομών σε γράφημα

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 5.4: Tree_Center

						
							
							Υπολογισμός του κέντρου ενός δένδρου

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 6.1: Euler_CIRCUIT_C

						
							
							Υπολογισμός Euler κυκλώματος 

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 6.2: Euler_CIRCUIT_Fleury

						
							
							Υπολογισμός Euler κυκλώματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 6.3: CHINESE_POSTMAN

						
							
							Επίλυση του προβλήματος του κινέζου ταχυδρόμου

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 6.4: HC_1

						
							
							Υπολογισμός ενός κύκλου Hamilton «χαμηλού» βάρους

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 6.5: HC_2

						
							
							Υπολογισμός ενός κύκλου Hamilton «χαμηλού» βάρους

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 7.1: stNumber

						
							
							Υπολογισμός μιας st-αρίθμησης των κόμβων ενός επίπεδου γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 8.1: Sequential_Coloring

						
							
							Χρωματισμός γραφήματος με τη σειριακή μέθοδο

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 8.2: Largest_Degree_First

						
							
							Χρωματισμός γραφήματος μετά από διάταξη των κόμβων κατά-μεγαλύτερο-βαθμό-πρώτα

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 8.3: Smallest_Degree_Last

						
							
							Χρωματισμός γραφήματος μετά από διάταξη των κόμβων κατά-μικρότερο-βαθμό-τελευταία 

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 8.4: Color_Degree

						
							
							Χρωματισμός γραφήματος μετά από διάταξη των κόμβων με βάση τον χρωματικό-βαθμό

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 9.1: LexBFS 

						
							
							Λεξικογραφική κατά-πλάτος διερεύνηση γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 9.2: MCS 

						
							
							Διερεύνηση γραφήματος με αναζήτηση κόμβου μέγιστου πληθάριθμου γειτόνων

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 9.3: Test_PEO

						
							
							Αναγνώριση ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 9.4: Cliques_and_Chromatic

						
							
							Υπολογισμός όλων τωνμεγιστικών κλικών και του χρωματικού αριθμού ενός τριγωνικού γραφήματος 

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 10.1: G_decomposition 

						
							
							Υπολογισμός μιας G-αποσύνθεσης ενός γραφήματος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 10.2: TRO

						
							
							Αναγνώριση μεταβατικών γραφημάτων και δημιουργία ενός μεταβατικού προσανατολισμού εφόσον το γράφημα είναι μεταβατικό

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 10.3: TRO_v.1

						
							
							Αναγνώριση μεταβατικών γραφημάτων και δημιουργία ενός μεταβατικού προσανατολισμού εφόσον το γράφημα είναι μεταβατικό

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 10.4: Max_Weight_Clique 

						
							
							Υπολογισμός μιας κλίκας γραφήματος με μέγιστο βάρος

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 11.1: IntervalRec_Square

						
							
							Αναγνώριση γραφημάτων διαστημάτων

						
					

					
							
							Αλγόριθμος 12.1: Q_Coloring

						
							
							Υπολογισμός ενός χρωματισμού των κόμβων γραφήματος και του χρωματικού αριθμού

						
					

				
			

			

			 

			 

		

		
			 

			 

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1

			 

			 

			ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή (περιήγησή στην αλγοριθμική θεωρία γραφημάτων θέτοντας απλά ερωτήματα, όπως: τι είναι ένα γράφημα; γιατί έχουμε τόσο μεγάλο ενδιαφέρον για τα γραφήματα; πότε και πώς ξεκίνησαν όλα), Σύντομη ιστορική αναδρομή, Βασικές Έννοιες Γραφημάτων και Ορισμοί (υπογραφήματα, ακολουθίες κόμβων και ακμών, αποστάσεις σε γραφήματα, ισομορφισμός γραφημάτων, επιγραφημένα γραφήματα, ονομασία και συμβολισμοί γραφημάτων), Θεμελιώδεις Αριθμοί και Ιδιότητες, Γραφήματα Τομής (γραφήματα διαστημάτων, γραφήματα κυκλικών τόξων, τριγωνικά γραφήματα, μεταθετικά γραφήματα), Τέλεια Γραφήματα (θεώρημα τέλειων γραφημάτων, p-κρίσιμα γραφήματα, ισχυρή εικασία τέλειων γραφημάτων, ισχυρό θεώρημα τέλειων γραφημάτων), Ιεραρχικός Χάρτης Τέλειων Γραφημάτων, Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών. Ο αναγνώστης προτρέπεται, παράλληλα με τη μελέτη του κεφαλαίου, να ανατρέξει σε κλασικά βιβλία θεωρίας γραφημάτων και να μελετήσει τα εισαγωγικά κεφάλαιά τους.

			 

			1.1  Εισαγωγή

			 

			Ας αρχίσουμε την περιήγησή μας στην αλγοριθμική θεωρία γραφημάτων θέτοντας απλά ερωτήματα, όπως:

			
					•	τι είναι ένα γράφημα; 

					•	γιατί έχουμε τόσο μεγάλο ενδιαφέρον για τα γραφήματα;

					•	πότε και πώς ξεκίνησαν όλα;

			

			 

			και προσπαθώντας μέσα από τις απαντήσεις στα ερωτήματα αυτά να προσδιορίσουμε σε ένα πρώτο επίπεδο το αντικείμενο και τη σημασία του πεδίου μελέτης μας. Επιπρόσθετα, η παρουσίαση εννοιών, όπως αναπαράσταση γραφήματος, μοντελοποίηση προβλήματος, αποτελεσματική επίλυση προβλήματος, καθώς μία πρώτη κατηγοριοποίηση των προβλημάτων μελέτης και μία σύντομη ιστορική αναδρομή της θεωρίας γραφημάτων, θα συνεισφέρουν θετικά στην κατανόηση του πεδίου μελέτης μας.

			Τι είναι γράφημα. Σε μία πρώτη προσέγγιση θα μπορούσαμε να πούμε ότι ένα γράφημα (graph) είναι ένα μαθηματικό ή συνδυαστικό αντικείμενο (mathematical or combinatorial object) που μπορεί απλά και εύκολα να αναπαρασταθεί με εικόνες ή, ισοδύναμα, που επιδέχεται μία απλή και εύκολη εικονογραφημένη αναπαράσταση (pictorial representation).

			Ένα γράφημα G είναι ένα ζεύγος συνόλων (V, E) όπου V είναι ένα πεπερασμένο μη-κενό σύνολο n στοιχείων και E ένα πεπερασμένο σύνολο m μη-διατεταγμένων ζευγών με στοιχεία του συνόλου V.

			Τα στοιχεία του συνόλου V ονομάζονται κόμβοι (vertices) και το V σύνολο κόμβων (vertex set), ενώ τα στοιχεία του συνόλου E ονομάζονται ακμές (edges) και το E σύνολο ακμών (edge set). Τις ακμές ενός γραφήματος G = (V, E) θα τις συμβολίζουμε ισοδύναμα {x, y}, (x, y) ή xy, όπου x, y είναι κόμβοι του γραφήματος G. Τα σύνολα V και E συχνά θα συμβολίζονται και ως V(G) και E(G), αντίστοιχα. 

			Επομένως, ένα γράφημα G = (V, E) είναι ένα μαθηματικό αντικείμενο που ορίζεται αυστηρά με δύο σύνολα: το σύνολο κόμβων V(G) και το σύνολο ακμών E(G). Για παράδειγμα, τα σύνολα: 

			

 
  
   
    V(
     G
    ) = { 
     x,y,z,u,v,w }
   
  
  
   
    E(
     G
    ) = { 
     xy, xz, zu, uv, uw }
   
  
 
 



			
			ορίζουν το γράφημα G αποτελούμενο από n = 6 κόμβους και 5 ακμές. Σημειώνουμε ότι, επειδή τα στοιχεία του E(G), δηλ. οι ακμές του γραφήματος, ορίστηκαν ως μη-διατεταγμένα ζεύγη κόμβων, ισχύει xy = yx, για κάθε x,y ∈ V(G). Στη συνέχεια της μελέτης μας, θα δούμε ότι ένα τέτοιο γράφημα ονομάζεται μη-κατευθυνόμενο (undirected graph).

			Εικονογραφημένη αναπαράσταση γραφήματος. Έστω G ένα γράφημα με σύνολο κόμβων V(G) και σύνολο ακμών E(G). Τα στοιχεία του συνόλου V(G) (κόμβοι του γραφήματος), τα αναπαριστούμε με σημεία (points) (σχηματικά, με μικρούς κύκλους), ενώ τα στοιχεία του συνόλου E(G) (ακμές του γραφήματος) τα αναπαριστούμε με ευθείες ή τεθλασμένες γραμμές (lines). 

			Έτσι, το γράφημα του προηγούμενου παραδείγματος με σύνολο κόμβων V(G) = {x, y, z, u, v, w} και σύνολο ακμών E(G) = {xy, xz, zu, uv, uw} μπορεί να αναπαρασταθεί εικονογραφημένα στο επίπεδο ως εξής:

			 

			[image: 1175.png] 

			 

			Σχήμα 1.1: Δύο διαφορετικές εικονογραφημένες αναπαραστάσεις του ίδιου γραφήματος G.

			 

			Παρατηρώντας κάποιος οπτικά τα δύο γραφήματα του Σχήματος 1.1, εύκολα μπορεί να παραπλανηθεί και να θεωρήσει ότι πρόκειται για δύο “διαφορετικά” γραφήματα. Παρατηρώντας όμως προσεκτικά μπορεί να δει ότι και τα δύο έχουν το ίδιο σύνολο κόμβων {x, y, z, u, v, w} και το ίδιο σύνολο ακμών {xy, xz, zu, uv, uw} και, επομένως, εξ ορισμού, τα δύο αυτά “διαφορετικά” γραφήματα είναι ένα και το αυτό μαθηματικό αντικείμενο, δηλαδή είναι το ίδιο γράφημα G. 

			Τα γραφήματα αυτά “φαίνεται” ότι είναι διαφορετικά μεταξύ τους διότι έχουν, από δικό μας σχεδιασμό, διαφορετική μεταξύ τους εικονογραφημένη αναπαράσταση. Με απλά λόγια, έχουμε τοποθετήσει τους κόμβους του καθενός από αυτά σε διαφορετικά σημεία στο επίπεδο και έχουμε επιλέξει διαφορετικό τύπο γραμμών, για να αναπαραστήσουμε τις ακμές τους.
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			Σχήμα 1.2: Δύο διαφορετικές εικονογραφημένες αναπαραστάσεις του ίδιου γραφήματος G.

			 

			Αυτό που πρέπει να γίνει κατανοητό είναι ότι ένα γράφημα G ορίζεται από το σύνολο V(G) των κόμβων του και το σύνολο E(G) των ακμών του και όχι από την εικονογράφησή του ή το σχεδιασμό του στο επίπεδο. Επομένως, εύκολα τώρα μπορούμε να πούμε ότι τα δύο γραφήματα του Σχήματος 1.1 αποτελούν διαφορετικές απεικονίσεις του ίδιου γραφήματος G. Στο Σχήμα 1.2 παρουσιάζουμε τις δύο απεικονίσεις του γραφήματος G του Σχήματος 1.1 έχοντας εδώ χρησιμοποιήσει διαφορετικό τρόπο απεικόνισης των κόμβων του γραφήματος και τη θέση του ονόματός τους (η απεικόνιση των κόμβων με αυτό τον τρόπο εμφανίζεται συχνά στη βιβλιογραφία, αλλά περισσότερο καθιερωμένος είναι ο τρόπος του Σχήματος 1.1).

			Πότε και πώς ξεκίνησαν όλα. H θεωρία γραφημάτων θεωρείται ότι ξεκίνησε τον 18ο αιώνα, όταν ο Ελβετός μαθηματικός Leonard Euler έλυσε το πρόβλημα των 7 γεφυρών του Konigsberg. Ο ποταμός Pregel περνούσε μέσα από την πόλη και τη διαχώριζε σε τέσσερα τμήματα (βλέπε τον επόμενο χάρτη που χρονολογείται τον 17ο αιώνα).
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			Σχήμα 1.3: Χάρτης των 7 γεφυρών του Konigsberg και το αντίστοιχο γράφημα Euler.

			 

			Για να διευκολυνθεί η διέλευση των πολιτών από τη μία πλευρά της πόλης στην άλλη, ο ποταμός Pregel συνδεόταν με 7 γέφυρες. Την εποχή εκείνη, οι πολίτες τις πόλης συνήθιζαν να ανταγωνίζονται ποιος θα βρει μία διαδρομή που να ξενικά από μία χερσαία περιοχή της πόλης, έστω Α, να επισκέπτεται τις περιοχές B, C και D, και να καταλήγει πάλι στην περιοχή Α, διασχίζοντας και τις 7 γέφυρες με τον περιορισμό ότι κάθε γέφυρα θα διασχιστεί ακριβώς μία φορά. 

			Ωστόσο, επειδή κάθε προσπάθεια απέβαινε άκαρπη, αρκετοί πίστευαν ότι δεν υπήρχε τέτοια διαδρομή. Έτσι, το πρόβλημα της εύρεσης μίας τέτοιας διαδρομή, γνωστό ως το Πρόβλημα των Γεφυρών του Konigsberg, δεν είχε λυθεί μέχρι που ο Euler απέδωσε μία μαθηματική λύση το 1736. 

			Έτσι ο Euler, ονομάζοντας τις χερσαίες περιοχές της πόλης A, B, C και D, μοντελοποίησε το πρόβλημα των γεφυρών του Konigsberg στο γράφημα G του Σχήματος 1.3, αντιστοιχίζοντας τους κόμβους του γραφήματος στις χερσαίες περιοχές και τις ακμές στις 7 γέφυρες. Με τη μοντελοποίηση αυτή, το πρόβλημα των γεφυρών του Konigsberg τώρα ανάγεται στη διαπίστωση εάν το γράφημα G περιέχει διαδρομή που να ξεκινά από έναν αρχικό κόμβο, να τερματίζει στον ίδιο κόμβο και να περιέχει όλες τις ακμές του G μία μόνο φορά.

			O Euler απέδειξε ότι στο γράφημα G δεν υπάρχει τέτοια διαδρομή και, επομένως, απέδειξε ότι το διάσημο πρόβλημα των 7 γεφυρών του Konigsberg δεν έχει λύση. Προφανώς, η απόδειξη του Euler δεν θα είχε μεγάλη αξία, εάν περιοριζόταν σε αυτό καθ’ αυτό το συγκεκριμένο πρόβλημα. Ωστόσο, ο Euler απέδειξε γενικότερα πότε γενικά ένα γράφημα G έχει μία τέτοια διαδρομή, η οποία ονομάζεται διαδρομή Euler, ενώ το G ονομάζεται γράφημα Euler (η μελέτη των γραφημάτων και διαδρομών Euler θα γίνει στο Κεφάλαιο 6).

			Γιατί τόσο ενδιαφέρον για τα γραφήματα. Με την έως τώρα μικρή εισαγωγή, γίνεται φανερό ότι ένα γράφημα αποτελεί έναν πολύ εύκολο και φυσικό τρόπο απεικόνισης των σχέσεων μεταξύ αντικειμένων. Πράγματι, συχνά απεικονίζουμε αντικείμενα με κόμβους και τις μεταξύ τους σχέσεις με ακμές. Σε πολλές εφαρμογές μία τέτοια εικονογραφική Αναπαράσταση Αντικειμένων και Σχέσεων είναι πολύ χρήσιμη στην ανάλυση και στην προσέγγιση της λύσης του προβλήματος. 

			Δύο παραδείγματα τέτοιων αναπαραστάσεων δίδονται στο Σχήμα 1.4, όπου βλέπουμε χημικές ενώσεις (μόρια και δεσμούς) και χάρτες (περιοχές και σύνορα) να αναπαρίστανται εύκολα και με φυσικό τρόπο με γραφήματα.
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			Σχήμα 1.4: Αναπαραστάσεις χημικών ενώσεων και χαρτών με γραφήματα.

			 

			Γενικά, θεωρούμε τα γραφήματα ως κατάλληλα μαθηματικά εργαλεία για τη Μοντελοποίηση Προβλημάτων και την αποτελεσματική επίλυσή τους. Θα μπορούσαμε να περιγράψουμε συνοπτικά τα στάδια που ακολουθούμε σε μία τέτοια διαδικασία ως εξής:

			
					I.	αρχικά, μελετούμε και αναλύουμε τα δεδομένα του φυσικού μας προβλήματος Π,

					II.	μοντελοποιούμε το πρόβλημα Π σε ένα γράφημα G και προσδιορίζουμε ένα κατάλληλο γραφοθεωρητικό πρόβλημα P,

					III.	επιλύουμε αποτελεσματικά το γραφοθεωρητικό πρόβλημα P και, στη συνέχεια,

					IV.	ερμηνεύουμε τη λύση του προβλήματος P σε σχέση με τη λύση του αρχικού μας φυσικού προβλήματος Π.

			

			 

			Τα στάδια (II) και (III) της προηγούμενης διαδικασίας είναι τα πλέον σημαντικά. Στο στάδιο (II) θα πρέπει σωστά να προσδιορίσουμε το κατάλληλο γράφημα και το κατάλληλο γραφοθεωρητικό πρόβλημα, ενώ στο στάδιο (III) θα πρέπει σωστά να σχεδιάσουμε και να υλοποιήσουμε έναν αποτελεσματικό αλγόριθμο (έναν αλγόριθμο γραμμικού ή πολυωνυμικού χρόνου και χώρου) για την επίλυση του γραφοθεωρητικού προβλήματος.

			Κατηγορίες προβλημάτων. Πολλά προβλήματα στη θεωρία γραφημάτων μπορούν να καταταγούν στις ακόλουθες τέσσερις κύριες κατηγορίες και να περιγραφούν με τους εξής όρους:

			
					•	Προβλήματα Ύπαρξης (Existence Problems)

					o	Υπάρχει . . . ;

					o	Είναι πιθανό να . . . ;

					•	Προβλήματα Απαρίθμησης (Enumeration Problems)

					o	Πόσο πολλά … υπάρχουν και μπορούμε να τα απαριθμήσουμε όλα;

					•	Προβλήματα Βελτιστοποίησης (Optimization Problems)

					o	Εάν υπάρχουν … αρκετά, ποιό από αυτά είναι το καλύτερο;

					•	Προβλήματα Κατασκευής (Construction Problems)

					o	Εάν . . . υπάρχει, πώς μπορούμε να το βρούμε αποτελεσματικά;

					o	Εάν . . . υπάρχουν πολλά, πώς μπορούμε να τα καταγράψουμε όλα αποτελεσματικά;

					o	Tο καλύτερο . . . από αρκετά, πώς μπορούμε να το υπολογίσουμε αποτελεσματικά;

			

			 

			Για παράδειγμα, οι ακόλουθες ερωτήσεις είναι από τις πλέον τυπικές που θα μπορούσε κάποιος να θέσει κατά τη μελέτη του γνωστού προβλήματος των 7 γεφυρών του Konigsberg:

			
					•	Υπάρχει διαδρομή που διασχίζει κάθε μία από τις 7 γέφυρες ακριβώς μία φορά; (πρόβλημα ύπαρξης).

					•	Πόσες διαφορετικές διαδρομές υπάρχουν και μπορούμε να τις απαριθμήσουμε όλες; (πρόβλημα απαρίθμησης).

					•	Ποια απ’ όλες τις διαδρομές είναι η συντομότερη? (πρόβλημα βελτιστοποίησης).

					•	Εάν υπάρχει τέτοια διαδρομή, πώς μπορούμε να βρούμε αποτελεσματικά μία; (πρόβλημα κατασκευής).

			

			 

			Μία σύντομη ιστορική αναδρομή. Η ιστορία της Θεωρίας Γραφημάτων θεωρείται ότι ξεκίνησε από την ενασχόληση του Euler με το πρόβλημα των γεφυρών του Konigsberg (Konigsberg Bridges Problem - 1735), το οποίο στη συνέχεια οδήγησε στην έννοια των γραφημάτων Euler (Eulerian graph), ενώ η μελέτη του προβλήματος των κύκλων σε πολύεδρα από τους Thomas P. Kirkman (1806-1895) και William R. Hamilton (1805-1865) οδήγησε στην έννοια των γραφημάτων Hamilton (Hamiltonian Graphs).

			Η ιδέα του δένδρου, δηλαδή ενός συνδεδεμένου γραφήματος χωρίς κύκλους, εμφανίστηκε στην εργασία του Gustav Kirchhoff (1824-1887), ο οποίος αξιοποίησε γνώσεις από τη θεωρία γραφημάτων, προκειμένου να υπολογίσει τα φορτία σε ηλεκτρικά δίκτυα ή κυκλώματα. Αργότερα, οι Arthur Cayley (1821-1895), James J. Sylvester (1806-1897), George Polya (1887-1985), καθώς και άλλοι επιστήμονες της εποχής, χρησιμοποίησαν τα δένδρα προκειμένου να απαριθμήσουν χημικά μόρια.

			Η μελέτη των επίπεδων γραφημάτων (planar graphs) πηγάζει από δύο προβλήματα που εμπλέκουν το πλήρες γράφημα K5 και το πλήρες διμερές γράφημα K3,3. Τα γραφήματα αυτά χρησιμοποιήθηκαν από τον Kuratowski για την απόδειξη επιπεδικότητας. Το πρώτο πρόβλημα παρουσιάστηκε από τον A.F. Mobius περί το 1840 ως ακολούθως:

			 

			Κάποτε υπήρξε ένας βασιλιάς με πέντε γιούς. Αποφάσισε, λοιπόν, πως, όταν πεθάνει, οι γιοί του θα πρέπει να μοιράσουν το βασίλειο σε πέντε επαρχίες, έτσι ώστε τα όρια της κάθε επαρχίας θα πρέπει να έχουν σύνορα με τις υπόλοιπες τέσσερις εξ αυτών.Το πρόβλημα λοιπόν ανάγεται στο εάν είναι δυνατόν να σχεδιάσουμε πέντε αμοιβαίως γειτονικές περιοχές στο επίπεδο. Επιπρόσθετα, όμως, ο βασιλιάς απαίτησε να κατασκευαστούν δρόμοι μεταξύ των επαρχιών, με τέτοιο τρόπο, ώστε αφενός μεν να ενώνονται οι επαρχίες μεταξύ τους, αφετέρου δε να μη διασταυρώνονται οποιοδήποτε δύο δρόμοι.

			 

			Έτσι, είναι εύκολο να δούμε ότι το πρόβλημα αυτό ανάγεται στο εάν το γράφημα Κ5 είναι επίπεδο (planar).

			Αν και η προέλευση του δεύτερου προβλήματος είναι άγνωστη, γνωρίζουμε, ωστόσο, ότι αναφέρθηκε πρώτη φορά στην παρούσα μορφή του από τον Η. Dudeney το 1913. Το δεύτερο πρόβλημα, λοιπόν, διατυπώνεται ως εξής:

			 

			Έστω ότι έχουμε τρία σπίτια και θέλουμε να τροφοδοτήσουμε με νερό, αέριο και ηλεκτρισμό κάθε ένα από τρία σπίτια, χωρίς, όμως, να διασταυρώνονται οι αγωγοί μεταφοράς του νερού, του αερίου και του ηλεκτρισμού. 

			 

			Επομένως, και εδώ είναι εύκολο να δούμε ότι το πρόβλημα αυτό ανάγεται στο εάν το γράφημα K3,3 είναι επίπεδο (planar).

			Τέλος, το πρόβλημα των τεσσάρων χρωμάτων (four-color problem) διατυπώθηκε πρώτη φορά από τον Francis Guthrie το 1852, ενώ μία “εσφαλμένη” απόδειξη παρουσιάστηκε το 1879 από τον Alfred B. Kempe. Η απόδειξη δόθηκε από του Kenneth Appel και Wolfgang Haken το 1976, ενώ μία απόδειξη απλούστερη και πιο συστηματική της προαναφερθείσας παρουσιάζεται από τους Neil Roberton, Daniel Sanders, Paul Symour και Robin Thomas το 1994.

			 

			1.2  Τύποι Γραφημάτων

			 

			Στην εισαγωγή μας ορίσαμε ένα γράφημα G ως ένα ζεύγος συνόλων (V, E), όπου V είναι ένα πεπερασμένο μη-κενό σύνολο με στοιχεία που ονομάζουμε κόμβους, και Ε ένα πεπερασμένο σύνολο μη-διατεταγμένων ζευγών στοιχείων του V, τα οποία ονομάζουμε ακμές.

			Mη-κατευθυνόμενα και Κατευθυνόμενα γραφήματα. Η θεώρηση του συνόλου Ε του ζεύγους (V, E) ως ενός συνόλου μη-διατεταγμένων ζευγών κόμβων ορίζει έναν τύπο γραφημάτων που ονομάζουμε μη-κατευθυνόμενα γραφήματα (undirected graphs). Εάν θεωρήσουμε το σύνολο ακμών Ε ως ένα σύνολο διατεταγμένων ζευγών κόμβων, τότε το ζεύγος συνόλων (V, E) ορίζει τον τύπο γραφημάτων που ονομάζουμε κατευθυνόμενα γραφήματα (directed graphs).

			Στα Σχήματα 1.1 και 1.2 παρουσιάσαμε διάφορες αναπαραστάσεις ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G. Η αναπαράσταση ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G, σε σχέση με αυτή ενός μη-κατευθυνόμενου, διαφοροποιείται μόνον ως προς τις ακμές, όπου τώρα χρησιμοποιούμε τόξα (arcs), αντί για γραμμές (lines), για να δείξουμε τη διάταξη των κόμβων μίας κατευθυνόμενης ακμής xy ή (x, y): το τόξο αρχίζει στον κόμβο x και τελειώνει στον κόμβο y. Στο Σχήμα 1.5 παρουσιάζουμε δύο διαφορετικές απεικονίσεις του ίδιου κατευθυνόμενου γραφήματος G. Θα συμβολίζουμε με V(G) και E(G) τα σύνολα κόμβων και ακμών, αντίστοιχα, ενός μη-κατευθυνόμενου ή κατευθυνόμενου γραφήματος G.

			Σημειώνουμε ότι, επειδή τα στοιχεία του E(G) ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G ορίστηκαν ως διατεταγμένα ζεύγη κόμβων, ισχύει xy ≠ yx για κάθε x,y ∈ V(G). Αντίθετα, σε ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G ισχύει xy = yx για κάθε x,y ∈ V(G).
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			Σχήμα 1.5: Δύο διαφορετικές αναπαραστάσεις του ίδιου κατευθυνόμενου γραφήματος G.

			 

			Τον πληθικό αριθμό των συνόλων V(G) και E(G) ενός γραφήματος G (δηλαδή το πλήθος των κόμβων και το πλήθος των ακμών του) το ονομάζουμε τάξη (order) και μέγεθος (size) του γραφήματος G. Θα συμβολίζουμε με n την τάξη ενός γραφήματος και με m το μέγεθός του, εκτός εάν δηλώνεται διαφορετικά. Για το μέγεθος ενός γραφήματος G τάξης n ισχύει: 0 ≤ m ≤ n(n - 1)/2. Εάν m = 0, τότε το γράφημα ονομάζεται ανεξάρτητο ή ευσταθές (independent or stable), ενώ, εάν m = n(n – 1)/2, ονομάζεται πλήρες (complete). Θα συμβολίζουμε In (αντίστοιχα, Kn) ένα ανεξάρτητο (αντίστοιχα, πλήρες) γράφημα τάξης n. Το γράφημα K1 με έναν κόμβο και χωρίς ακμές είναι γνωστό ως τετριμμένο (trivial).

			Έστω G = (V, E) ένα γράφημα τάξης n και μεγέθους m. Εάν xy ∈ E(G), θα λέμε ότι ο κόμβος y γειτνιάζει (is adjacent) με τον κόμβο x και ότι οι κόμβοι x και y προσπίπτουν (incident) στην ακμή xy ή ότι η ακμή xy είναι προσπίπτουσα (is incident) στους κόμβους x και y. Το σύνολο των κόμβων που γειτνιάζουν με τον κόμβο x (ή το σύνολο των γειτόνων του x) το συμβολίζουμε N(x) ή Adj(x) και το ονομάζουμε σύνολο γειτνίασης (adjacency set) του κόμβου x. Προφανώς, xy ∈ E(G), εάν-ν. y ∈ Adj(x). Στο γράφημα του Σχήματος 1.5, Adj(x) = {z,w}, ενώ Adj(w) = ∅. 

			Ο βαθμός-εξόδου (out-degree) ενός κόμβου x συμβολίζεται dout(x) και ορίζεται ως dout(x) = |Adj(x)|. Ο βαθμός-εισόδου (in-degree) din(x) του κόμβου x ορίζεται ανάλογα: 
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			Αν και γενικά ο βαθμός-εξόδου dout(x) και ο βαθμός-εισόδου din(x) ενός κόμβου x δεν είναι ίσοι, ωστόσο ισχύει:
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			επειδή κάθε κατευθυνόμενη ακμή προσθέτει 1 στο άθροισμα των βαθμών-εξόδου και 1 στο άθροισμα των βαθμών-εισόδου. Ένας κόμβος x με dout(x) = 0 ονομάζεται τερματικός (sink), ενώ ονομάζεται πηγαίος (source), εάν din(x) = 0. Εάν dout(x) = 0 και din(x) = 0, τότε ο κόμβος ονομάζεται μονήρης (isolated).

			Εάν το γράφημα G = (V, E) είναι μη-κατευθυνόμενο, τότε dout(x) = din(x) για κάθε κόμβο x ∈ V. Tον αριθμό αυτόν τον ονομάζουμε απλώς βαθμό (degree) του κόμβου x και τον συμβολίζουμε d(x) ή deg(x). Επομένως, για το βαθμό d(x) του κόμβου x ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G ισχύει d(x) = |Adj(x)|. Για το άθροισμα των βαθμών όλων των κόμβων του G ισχύει:
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			επειδή κάθε μη-κατευθυνόμενη ακμή προσθέτει 1 στο άθροισμα των βαθμών του G.

			Ας ορίσουμε ακολούθως μερικές κατηγορίες γραφημάτων, βασιζόμενοι κυρίως σε ιδιότητες του συνόλου E(G). 

			Η ακμή xx ∈ E(G) ονομάζεται βρόχος (loop). Δύο ή περισσότερες ακμές xy ∈ E(G) οι οποίες προσπίπτουν στο ίδιο ζεύγος κόμβων ονομάζονται παράλληλες ακμές (parallel edges). Ένα γράφημα με βρόχους ονομάζεται ψευδογράφημα (pseudograph) και ένα γράφημα με παράλληλες ακμές ονομάζεται πολυγράφημα (multigraph). Ένα γράφημα το ονομάζουμε απλό (simple), εάν δεν περιέχει βρόχους και παράλληλες ακμές. Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G ονομάζεται κανονικό (regular) βαθμού k, εάν κάθε κόμβος x του G έχει τον ίδιο βαθμό d(x) = k. Στο Σχήμα 1.6 παρουσιάζουμε αυτούς τους τύπους γραφημάτων.
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			Σχήμα 1.6: G1: πολυγράφημα, G2: ψευδογράφημα, G3: κανονικό γράφημα βαθμού 4, G4: κατευθυνόμενο γράφημα (τουρνουά), G6: το συμπληρωματικό γράφημα του G6, G8 το αντίστροφο γράφημα του G7.

			 

			Ορίζουμε το συμπληρωματικό (complement) γράφημα ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G ως το γράφημα Ḡ = (V, Ē), όπου

			
 
  
   E
   ¯
  
  ={xy∈V×V|x≠y και xy∉E},


			Συχνά θα αναφερόμαστε στο Ḡ ως συμπλήρωμα του γραφήματος G. Εάν G=(V, E) είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα, τότε το γράφημα G-1 = (V, E-1) το ονομάζουμε αντίστροφο (reversal or transpose) γράφημα του κατευθυνόμενου γραφήματος .G. και είναι τέτοιο ώστε:

			
 
  
   E
   
    −1
  
  ={ 
   xy|yx∈E },


			δηλαδή xy ∈ E-1, εάν-ν yx ∈ E (x, y ∈ V). Στο Σχήμα 1.6 το γράφημα G6 είναι το συμπληρωματικό γράφημα του G5 και το G8 το αντίστροφο γράφημα του G7.

			Εάν κάθε ακμή (τόξο) του γραφήματος G την αντικαταστήσουμε με μία μη-κατευθυνόμενη ακμή, το προκύπτον γράφημα G΄ = (V, E) ονομάζεται υποκείμενο (underlying) γράφημα του κατευθυνόμενου γραφήματος G. Αντίθετα, εάν κάθε μη-κατευθυνόμενη ακμή ενός απλού μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E) την αντικαταστήσουμε με μία κατευθυνόμενη ακμή (ή, ισοδύναμα, εάν αναθέσουμε φορές απλής κατεύθυνσης (one-way) στις ακμές του G), το προκύπτον γράφημα G΄ = (V, F) ονομάζεται προσανατολισμός (orientation) του απλού γραφήματος G. Κάθε προσανατολισμός ενός πλήρους (complete) γραφήματος ονομάζεται τουρνουά (tournament). Στο Σχήμα 1.6 το γράφημα G3 είναι υποκείμενο γράφημα του G4, ενώ το G5 δεν είναι υποκείμενο γράφημα του G7 και ούτε του G8. Το γράφημα G4 είναι ένας προσανατολισμός του G3. Επίσης το G4 είναι και τουρνουά, καθώς είναι πλήρες γράφημα είναι m = |S1|⋅|S2|.
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			Σχήμα 1.7: Δύο έμβαρα γραφήματα G1 (μη-κατευθυνόμενο) και G2 (κατευθυνόμενο).

			 

			Ένα γράφημα G = (V, E) ονομάζεται έμβαρο (weighted graph), εάν σε κάθε ακμή e ∈ E του G έχει ανατεθεί ένας πραγματικός αριθμός w(e), που ονομάζεται βάρος της ακμής e. Ένα έμβαρο γράφημα μπορεί να είναι μη-κατευθυνόμενο ή κατευθυνόμενο (βλέπε Σχήμα 1.7). Σε μία εφαρμογή τα βάρη ενός έμβαρου γραφήματος θα μπορούσαν να αντιπροσωπεύουν, για παράδειγμα, έξοδα, αποστάσεις, χρόνους, ικανότητες ή βαθμούς φιλίας σε κοινωνικά δίκτυα κ.λπ. Συχνά τα έμβαρα γραφήματα αναφέρονται και ως δίκτυα (networks).

			Ως βάρος w(G) ενός έμβαρου γραφήματος G = (V, E) ορίζεται το άθροισμα των βαρών των ακμών του, δηλαδή, w(G) = ∑e∈Ew(e). Στο Σχήμα 1.7, τα βάρη των έμβαρων γραφημάτων G1 και G1 είναι w(G1) = w(G2) = 65. Σημειώνουμε ότι, εάν ένα γράφημα G δεν είναι έμβαρο, τότε θεωρούμε το βάρος κάθε ακμής 1 και, επομένως, w(G) = |E|.

			Έχοντας δώσει στην αρχή της παραγράφου τον ορισμό του πλήρους, του ανεξάρτητου ή ευσταθούς και του τετριμμένου γραφήματος, θα ορίσουμε, στη συνέχεια, τα διμερή (bipartite), τα πλήρη διμερή (complete bipartite) και τα γραμμικά γραφήματα (line graphs).
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			Σχήμα 1.8: Ένα διμερές γράφημα G1, ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G2 και το L-γράφημα L(G2) του γραφήματος G2.

			 

			Διμερές γράφημα. Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) ονομάζεται διμερές, εάν το σύνολο των κόμβων του V μπορεί να διαμεριστεί σε δύο ευσταθή σύνολα V = S1 + S2 και, επομένως, κάθε ακμή του γραφήματος έχει το ένα άκρο στο S1 και το άλλο στο S2. Συχνά θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό G = (S1, S2, E), όταν θέλουμε να δώσουμε έμφαση στη διαμέριση. Θα λέμε ότι οι κόμβοι x ∈ Si και y ∈ Sj είναι ίδιας ισοτιμίας (same parity), εάν i = j και αντίθετης ισοτιμίας (opposite parity), εάν i ≠ j (βλέπε Σχήμα 1.8).

			Πλήρες διμερές γράφημα. Ένα διμερές γράφημα G = (S1, S2, E) ονομάζεται πλήρες, εάν για κάθε κόμβο x ∈ S1 και κάθε κόμβο y ∈ S2 ισχύει xy ∈ E. Προφανώς, το πλήθος m των ακμών ενός πλήρους διμερούς γραφήματος είναι

			Γραμμικό γράφημα ή L-γράφημα. Έστω G = (V, E) ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n και μεγέθους m. Το γραμμικό γράφημα L(G) (ή L-γράφημα) του G είναι ένα γράφημα τάξης m με κόμβους v1, v2, …, vm, οι οποίοι αντιστοιχούν στις m ακμές e1, e2, …, em, του G και ακμές vivj, για τις οποίες ισχύει: οι αντίστοιχες ακμές ei και ej των κόμβων vi και vj πρόσκεινται στο ίδιον κόμβο στο γράφημα G.

			Στο Σχήμα 1.8 το γράφημα G1 είναι ένα διμερές γράφημα αλλά όχι πλήρες, ενώ το γράφημα L(G2) είναι το L-γράφημα του γραφήματος G2.

			 

			1.3  Βασικές Έννοιες Γραφημάτων

			 

			Έστω G = (V, E) ένα γράφημα τάξης n (μη- ή κατευθυνόμενο). Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζουμε τυπικούς ορισμούς που αναφέρονται στο γράφημα G. Θυμίζουμε ότι συχνά χρησιμοποιούμε το συμβολισμό V(G) και E(G) για τα σύνολα V και E, αντίστοιχα.

			Υπογραφήματα. Έστω G = (V, E) ένα γράφημα τάξης n. Ένα υπογράφημα (subgraph) του γραφήματος G είναι ένα γράφημα H = (V΄, E΄), τέτοιο ώστε V΄ ⊆ V και E΄⊆ E. Δύο τύποι υπογραφημάτων παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον: τα υπογραφήματα που παράγονται από ένα υποσύνολο ακμών S του γραφήματος G (spanned subgraph) και τα υπογραφήματα που επάγονται από ένα υποσύνολο κόμβων A του G (induced subgraph). 
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			Σχήμα 1.9: Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G και τρία υπογραφήματά του H1 H2 και H3.

			 

			Παραγόμενα υπογραφήματα (spanned subgraphs). Έστω S ⊆ E ένα υποσύνολο ακμών του γραφήματος G. Το παραγόμενο υπογράφημα από το σύνολο ακμών S είναι το γράφημα H(Vs, S), όπου:

			
 
  
   V
   s
  
  ={ 
   x∈V|x  ειναι κομβος μιας ακμης του S },


			Επαγόμενα υπογραφήματα (induced subgraphs). Έστω A ⊆ V ένα υποσύνολο κόμβων του G. Το επαγόμενο υπογράφημα από το σύνολο κόμβων A είναι το γράφημα H(A, EA), όπου:

			
 
  
   E
   A
  
  ={ 
   xy|x∈A  και x∈A }.


			Συχνά θα συμβολίζουμε με G〈S〉 το παραγόμενο υπογράφημα από το σύνολο ακμών S και με G[A] το επαγόμενο υπογράφημα από το σύνολο κόμβων A του γραφήματος G.

			Προφανώς, δεν είναι όλα τα υπογραφήματα ενός γραφήματος G παραγόμενα ή επαγόμενα υπογράφηματά του. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 1.9 το γράφημα H1 είναι ένα υπογράφημα του γραφήματος G, το οποίο δεν είναι ούτε παραγόμενο ούτε επαγόμενο υπογράφημα του G. Το γράφημα H2 είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα από το σύνολο ακμών S = {vu, uz, zw}, αλλά δεν είναι επαγόμενο υπογράφημα του G. Το γράφημα H1 είναι ένα επαγόμενο υπογράφημα από το σύνολο κόμβων A = {x, v, u, z}.

			Ένα γράφημα G που δεν περιέχει το γράφημα H ως επαγόμενο υπογράφημά του, ονομάζεται H-ελεύθερο (H-free).

			Ακολουθίες κόμβων και ακμών. Ορίζουμε διαφόρους τύπους ακολουθιών κόμβων και ακμών ενός γραφήματος G = (V, E). Εάν δεν αναφέρεται ρητά, το γράφημα G θα θεωρείται απλό.

			Περίπατος (walk). Μία ακολουθία κόμβων W = (v0, v1, v2, …, vk) του γραφήματος G ονομάζεται περίπατος, εάν vi-1vi ∈ E για κάθε i = 1, 2, …, k.
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			Σχήμα 1.10: Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G1 και ένα κατευθυνόμενο γράφημα G2.

			 

			Συχνά χρησιμοποιούνται οι όροι αλυσίδα (chain) ή ακολουθία ακμών για την απόδοση της έννοιας του περιπάτου. Οι ακμές ei = vi-1vi ∈ E, 1 ≤ i ≤ k, ονομάζονται ακμές του περιπάτου W. Το μήκος l(W) του περιπάτου W ισούται με το πλήθος των ακμών του, δηλαδή l(W) = k. Στο Σχήμα 1.10 παρουσιάζουμε δύο γραφήματα: ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G1 και ένα κατευθυνόμενο γράφημα G2. Οι επόμενες τέσσερις ακολουθίες κόμβων A1, A2, A3, και A4 αποτελούν περιπάτους του μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G1 από τον κόμβο v3 στον κόμβο v1 με μήκος 8, 8, 7 και 6, αντίστοιχα.

			
					•	A1 = (v3, v4, v5, v7, v2, v4, v5, v2, v1)

					•	A2 = (v3, v4, v5, v6, v7, v5, v4, v2, v1)

					•	A3 = (v3, v4, v5, v6, v7, v5, v2, v1)

					•	A4 = (v3, v4, v5, v6, v7, v2, v1)

			

			 

			Ίχνος (trail). Μία ακολουθία κόμβων T = (v0, v1, v2, …, vk) του G ονομάζεται ίχνος, εάν vi-1vi ∈ E για κάθε i = 1, 2, …, k και δεν υπάρχει ζεύγος διαδοχικών κόμβων της T που να εμφανίζεται περισσότερες από μία φορές.

			Ισοδύναμα, το ίχνος μπορεί να ορισθεί ως ένας περίπατος του οποίου δεν επαναλαμβάνεται κάποια ακμή, δηλαδή δεν εμφανίζεται κάποια ακμή περισσότερες από μία φορές (μπορεί, όμως, να επαναλαμβάνονται κόμβοι του). Το μήκος l(T) ενός ίχνους T ισούται με το πλήθος των ακμών του. Η ακολουθία κόμβων A3 = (v3, v4, v5, v6, v7, v5, v2, v1) είναι ένα ίχνος του μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G1 του Σχήματος 1.10 από τον κόμβο v3 στον κόμβο v1 μήκους 7, ενώ οι ακολουθίες A1 και A2 δεν είναι ίχνη (γιατί;).

			Διαδρομή ή μονοπάτι (path). Μία ακολουθία κόμβων P = (v0, v1, v2, …, vk) του G ονομάζεται διαδρομή μήκους k, εάν vi-1vi ∈ E για κάθε i = 1,2, …,k και δεν υπάρχει κάποιος κόμβος της P που να εμφανίζεται περισσότερες από μία φορές.

			Ισοδύναμα, μία διαδρομή μπορεί να ορισθεί ως ένας περίπατος του οποίου δεν επαναλαμβάνεται κάποιος κόμβος. Το μήκος l(P) μίας διαδρομής P ισούται με το πλήθος των ακμών της. Η ακολουθία κόμβων A4 = (v3, v4, v5, v6, v7, v5, v2, v1) είναι μία διαδρομή του μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G1 του Σχήματος 1.10 από τον κόμβο v3 στον κόμβο v1 μήκους 6, ενώ οι ακολουθίες A1, A2 και A3 δεν είναι διαδρομές (γιατί;).

			Οι έννοιες του περιπάτου, του ίχνους και της διαδρομής ορίζονται ακριβώς με τον ίδιο τρόπο και σε κατευθυνόμενα γραφήματα. Έτσι, για παράδειγμα, οι επόμενες τέσσερις ακολουθίες κόμβων B1, B2, B3 και B4 αποτελούν περιπάτους του κατευθυνόμενου γραφήματος G2 του Σχήματος 1.10 με μήκος 6, 6, 6 και 4, αντίστοιχα.

			
					•	B1 = (v3, v2, v7, v5, v2, v7, v5)

					•	B2 = (v3, v2, v7, v5, v2, v4, v3)

					•	B3 = (v3, v2, v7, v5, v2, v1, v7)

					•	B4 = (v3, v2, v1, v7, v5)

			

			 

			Εύκολα μπορεί να δει κάποιος ότι η ακολουθία κόμβων B3 είναι ένα ίχνος του γραφήματος G2, αλλά δεν αποτελεί διαδρομή αυτού (γιατί;). Η ακολουθία κόμβων B4 αποτελεί μία διαδρομή του G2.

			Ένας περίπατος (αντίστοιχα, ίχνος ή διαδρομή) ονομάζεται τετριμμένος (trivial), εάν έχει μηδενικό μήκος, δηλαδή εάν αποτελείται από έναν κόμβο ή, ισοδύναμα, εάν δεν περιέχει ακμές.

			Όταν μελετάμε ή αναφερόμαστε σε πολυγραφήματα (γράφημα με παράλληλες ακμές), τότε στην ακολουθία κόμβων ενός περιπάτου ενσωματώνουμε και τις συμμετέχουσες σε αυτόν ακμές. Έτσι, ένας περίπατος (αντίστοιχα, ένα ίχνος ή μία διαδρομή) μήκους k ≥ 0 σε ένα πολυγράφημα G ορίζεται ως μία ακολουθία εναλλασσόμενων κόμβων και ακμών του (v0, e1, v1, e2, v2, …,ek, vk), έτσι ώστε κάθε ακμή ei είναι προσπίπτουσα στους κόμβους vi-1 και vi, 1 ≤ i ≤ k.

			Συνεκτικό γράφημα (connected graph). Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα ονομάζεται συνεκτικό, εάν μεταξύ οποιωνδήποτε δύο κόμβων του x, y υπάρχει μία διαδρομή (x, v1, v2, …, vp, y) από τον κόμβο x στον κόμβο y, p ≥ 0.

			Ισχυρά συνεκτικό γράφημα (strongly connected graph). Ένα κατευθυνόμενο γράφημα ονομάζεται ισχυρά συνεκτικό, εάν μεταξύ οποιωνδήποτε δύο κόμβων του x, y υπάρχει μία διαδρομή (x, v1, v2, …, vp, y) από τον κόμβο x στον κόμβο y, p ≥ 0, και μία διαδρομή (y, u1, u2, …, uq, x) από τον κόμβο y στον κόμβο x, q ≥ 0.

			Το μη-κατευθυνόμενο γράφημα G1 του Σχήματος 1.10 είναι ένα συνεκτικό γράφημα, ενώ το κατευθυνόμενο γράφημα G2 του ίδιου σχήματος είναι ένα ισχυρά συνεκτικό γράφημα.

			Συνεκτικές συνιστώσες (connected components). Έστω G = (V, E) ένα μη-συνεκτικό γράφημα και έστω V1, V2, …, Vk μία διαμέριση του συνόλου V του γραφήματος G σε k υποσύνολα.

			
					•	Εάν το γράφημα G είναι μη-κατευθυνόμενο και τα k υποσύνολα είναι τέτοια ώστε δύο κόμβοι x, y να συνδέονται με μία διαδρομή (x, v1, v2, …, vp, y) στο G, εάν-ν οι κόμβοι x, y ανήκουν στο ίδιο σύνολο κόμβων Vi, 1 ≤ i ≤ k, τότε τα επαγόμενα υπογραφήματα G[V1], G[V2], …, G[Vk] ονομάζονται συνεκτικές συνιστώσες (connected components) του γραφήματος G.

					•	Εάν το γράφημα G είναι κατευθυνόμενο και τα k υποσύνολα είναι τέτοια ώστε δύο κόμβοι x, y, που ανήκουν στο ίδιο σύνολο κόμβων Vi, 1 ≤ i ≤ k συνδέονται με μία διαδρομή (x, v1, v2, …, vp, y) και με μία διαδρομή (y, u1, u2, …,uq, x) στο G, τότε τα υπογραφήματα G[V1], G[V2], …, G[Vk] ονομάζονται ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες (strongly connected components) του γραφήματος G.

			

			 

			Ένα μη-συνεκτικό γράφημα G αποτελείται από k ≥ 2 συνεκτικές συνιστώσες. Τα γραφήματα του Σχήματος 1.11 είναι μη-συνεκτικά. Το γράφημα G1 είναι μη-κατευθυνόμενο και αποτελείται από δύο συνεκτικές συνιστώσες με σύνολα κόμβων {v1, v2, v3, v4, v5, v9} και {v6, v7, v8}, ενώ το γράφημα G2 είναι κατευθυνόμενο και αποτελείται από τρεις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες με σύνολα κόμβων {v1}, {v2, v3, v4} και {v5, v6, v7, v8}.
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			Σχήμα 1.11: Δύο μη-συνεκτικά γραφήματα G1 και G2.

			 

			Κύκλος (cycle). Μία ακολουθία κόμβων (v0, v1, v2, …, vk-1, v0) ονομάζεται (απλός) κύκλος μήκους k (ή κλειστή διαδρομή), εάν vi-1vi ∈ E για κάθε i = 1,2, …,k-1  και vk-1v0 ∈ E.

			Άχορδος κύκλος (chordless cycle). Ένας κύκλος C = (v0, v1, v2, …,vk-1, v0) ονομάζεται άχορδος, εάν vivj ∉ E για i και j που διαφέρουν περισσότερο από 1 στην αριθμητική modelo k (δηλαδή, δεν υπάρχει ακμή που ενώνει δύο μη-διαδοχικούς κόμβους του κύκλου C).

			Τον άχορδο κύκλο C = (v0, v1, v2, …, vp-1, v0) που αποτελείται από p κόμβους τον συμβολίζουμε Cp. Ανάλογα ορίζουμε την άχορδη διαδρομή P = (v0, v1, …, vp-1) που αποτελείται από q κόμβους και την συμβολίζουμε Pq.

			Αποστάσεις σε γραφήματα (distances in graphs). Σε πρακτικά προβλήματα αποφάσεων της αλγοριθμικής θεωρίας γραφημάτων συχνά τίθενται ερωτήματα με κριτήριο την απόσταση ή τον απαιτούμενο χρόνο για να διανυθούν κάποιες αποστάσεις. Στη συνέχεια ορίζονται έννοιες που αφορούν σε τέτοιου είδους κριτήρια. Οι όροι διαδρομή και μονοπάτι χρησιμοποιούνται ισοδύναμα.

			Απόστασεις (distances). Η απόσταση μεταξύ δύο κόμβων v και u ενός γραφήματος G συμβολίζεται dist(v, u) ή d(v, u) και ορίζεται ως το μήκος της ελάχιστης διαδρομής μεταξύ των κόμβων v και u στο γραφήματος G. Συχνά η διαδρομή αυτή ονομάζεται γεωδεσική (geodesic). Για την απόσταση dist(v, u) ισχύουν οι εξής βασικές ιδιότητες:

			 

			
				
					
					
				
				
					
							
							Μη αρνητικότητα : 

						
							
							dist(v, u) ≥ 0 και dist(v, u) εάν-ν v = u

						
					

					
							
							Συμμετρική : 

						
							
							dist(v, u) = dist(u, v)

						
					

					
							
							Ανισοϊσότητα τριγώνου : 

						
							
							dist(v, u) + dist(u, w) = dist(v, w)

						
					

				
			

			

			 

			Η απόσταση του κόμβου v στο γράφημα G συμβολίζεται dist(v, u) ή d(v, u) και ορίζεται ως το άθροισμα των αποστάσεων του κόμβου v από κάθε κόμβο u του γραφήματος, δηλαδή  dist(v) = ∑u∈V(G)wdist(v, u) (βλέπε Σχήμα 1.12).
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			Σχήμα 1.12: Οι εκκεντρικότητες E(v) και οι αποστάσεις dist(v) (έντονοι αριθμοί) των κόμβων v ενός έμβαρου γραφήματος G.

			 

			Εκκεντρικότητα (eccentricity). Η εκκεντρικότητα E(v) ενός κόμβου v του γραφήματος G ορίζεται ως η απόσταση του κόμβου v προς τον πλέον απομακρυσμένο κόμβο του γραφήματος G (βλέπε Σχήμα 1.12). Επομένως, για την εκκεντρικότητα E(v) του κόμβου v ισχύει:

			
 
  E(
   v
  )=max { 
   dist(
    
     v,u
   )|u∈V(
    G
   ) }.


			Κέντρο (center). Το κέντρο ενός συνεκτικού γραφήματος G ορίζεται ως το υπογράφημα που επάγεται από το σύνολο κόμβων του G με την ελάχιστη εκκεντρικότητα.

			Μέσο (median). Το μέσο ενός συνεκτικού γραφήματος G ορίζεται ως το υπογράφημα που επάγεται από το σύνολο κόμβων του G με την ελάχιστη απόσταση.

			Το γράφημα G του Σχήματος 1.12 έχει κέντρο το υπογράφημα G[{y}] (ο κόμβος y έχει τη μικρότερη εκκεντρικότητα) και μέσο το υπογράφημα G[{y, w}] (οι κόμβοι y και w έχουν τη μικρότερη απόσταση).

			Ακτίνα (radius). Η ακτίνα ενός συνεκτικού γραφήματος G συμβολίζεται rad(G) και ορίζεται ως η εκκεντρικότητα των κόμβων του κέντρου του γραφήματος G. Επομένως, για την ακτίνα rad(G) του γραφήματος G ισχύει:

			
 
  rad(
   G
  )=min{ 
   E(
    v
   )|v∈V(
    G
   ) }.


			Διάμετρος (diameter). Η διάμετρος ενός συνεκτικού γραφήματος G συμβολίζεται diam(G) και ορίζεται ως η μέγιστη απόσταση μεταξύ δύο οποιωνδήποτε κόμβων v και u του γραφήματος G. Για τη διάμετρο diam(G) του γραφήματος G ισχύει:

			
 
  diam(
   G
  )=max{ 
   E(
    v
   )|v∈V(
    G
   ) }.


			Το γράφημα G του Σχήματος 1.12 έχει ακτίνα rad(G) = 5 και διάμετρο diam(G) = 10. Εύκολα μπορεί να δει κάποιος ότι, εάν το γράφημα G του σχήματος δεν είναι έμβαρο, τότε έχει ακτίνα rad(G) = 2 και διάμετρο diam(G) = 4. Γενικά, για την ακτίνα και τη διάμετρο ενός γραφήματος ισχύει:

			
 
  rad(
   G
  )≤diam(
   G
  )≤rad(
   G
  ).


			Η απόδειξη της σχέσης αυτής είναι σχετικά απλή και δίδεται ως άσκηση στον αναγνώστη (Άσκηση 1 του κεφαλαίου).

			Ισομορφισμός γραφημάτων (graph isomorphism). Έχοντας ορίσει το γράφημα ως ένα ζεύγος δύο συνόλων (κόμβων και ακμών), προκύπτει ότι δύο γραφήματα G = (V, E) και G΄ = (V΄, E΄) είναι ίδια (identical), εάν V = V΄ και E = E΄. Είναι συχνά πιθανό δύο γραφήματα να έχουν την ίδια δομή, αν και δεν είναι ίδια, δηλαδή V ≠ V΄ ή E ≠ E΄. Για παράδειγμα, τα γραφήματα G και G΄ του Σχήματος 1.13 δεν διαφέρουν ως προς τη δομή τους, αν και V ≠ V΄, όπως και τα γραφήματα G και G΄΄ δεν διαφέρουν ως προς τη δομή τους, αν και E ≠ E΄. Αυτή η δομική ισοδυναμία μεταξύ δύο μη-ισοδυνάμων γραφημάτων οδηγεί στην έννοια του ισομορφισμού (isomorphism).
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			Σχήμα 1.13: Τρία ισόμορφα ή ισομορφικά γραφήματα.

			 

			Δύο γραφήματα G = (V, E) και G΄ = (V΄, E΄) ονομάζονται ισόμορφα ή ισομορφικά (isomorphic), εάν υπάρχει μία αμφιμονοσήμαντη (1-1 και επί) αντιστοιχία f: V → V΄, τέτοια ώστε:

			
 
  (
   
    x, y
  ) ∈E  ⇔  (
   
    f(
     x
    ), f(
     y
    )
  )
   Ε
   ′
  
      ∀x, y ∈V.


			Την αντιστοιχία f την ονομάζουμε ισομορφισμό και δύο ισόμορφα ή ισομορφικά γραφήματα G και G΄ τα συμβολίζουμε G ≅ G΄. Στο Σχήμα 1.13 παρουσιάζουμε τρία ισόμορφα ή ισομορφικά γραφήματα: 

			
					•	τα γραφήματα G και G΄ με ισομορφισμό f : (1, 2, 3, 4, 5, 6) → (x, z, v, y, w, u),

					•	τα γραφήματα G και G΄ με ισομορφισμό f : (1, 2, 3, 4, 5, 6) → (1, 5, 4, 3, 6, 2) και

					•	τα γραφήματα G και G΄ με ισομορφισμό f : (x, y, z, w, v, u) → (1, 3, 5, 6, 4, 2).

			

			 

			Επιγραφημένα γραφήματα (labeled graphs). Είναι δυνατόν οι κόμβοι ενός γραφήματος G να χαρακτηρίζονται από ένα μοναδικό όνομα που ονομάζεται επιγραφή ή ετικέτα (label). Συγκεκριμένα, σε κάθε κόμβο ενός γραφήματος G τάξης n αναθέτουμε συνήθως ως επιγραφή ένα μοναδικό θετικό ακέραιο μεταξύ 1 και n, έτσι ώστε να μην υπάρχουν στο G δύο κόμβοι με την ίδια επιγραφή. Ένα γράφημα με επιγραφές το ονομάζουμε επιγραφημένο γράφημα (labeled graph).

			Συχνά ταυτίζουμε το όνομα του κόμβου με την επιγραφή του και έτσι θα μπορούσαμε να χαρακτηρίσουμε τα γραφήματα του Σχήματος 1.13 ως επιγραφημένα. Δύο γραφήματα με την ίδια δομή αλλά διαφορετικές επιγραφές θεωρούνται διαφορετικά. Ένα ενδιαφέρον και χρήσιμο αποτέλεσμα είναι το εξής:

			
					•	Το συνολικό πλήθος των διαφορετικών απλών επιγραφημένων γραφημάτων με n κόμβους και m ακμές είναι 
 
  (
   
    
     
      
       
        n(
         
          n−1
        )/2
      
     
     
      
       
      
     
     
      
       m
      
     
     
    
  ).


			

			Από το αποτέλεσμα αυτό προκύπτει ότι: 

			
					•	το συνολικό πλήθος των διαφορετικών απλών επιγραφημένων γραφημάτων με n κόμβους είναι 2n(n-1)/2.

			

			 

			Πράγματι, από το προηγούμενο αποτέλεσμα και με δεδομένο ότι για το πλήθος των ακμών m ισχύει 0 ≤ m ≤ n(n-1)/2, το αποτέλεσμα προκύπτει εύκολα χρησιμοποιώντας την ταυτότητα 

			
 
  
   ∑
   
    i=0
   k
  
  (
   
    
     
      
       k
      
     
     
      
       i
      
     
     
    
  )=
   2
   k
  
  .


			Επομένως, από κάθε συνεκτικό γράφημα τάξης n και μεγέθους m μπορούν να παραχθούν 2m διαφορετικά υπογραφήματα.

			Ονομασία και συμβολισμοί γραφημάτων. Στο παρόν σύγγραμμα συγκεκριμένα γραφήματα εμφανίζονται πολύ συχνά. Σε μερικά τέτοια γραφήματα δίδουμε ονόματα, ώστε να διευκολύνεται η αναφορά σε αυτά (βλέπε Σχήμα 1.14). 

				

			
				
					
					
				
				
					
							
							Kn

						
							
							το πλήρες γράφημα τάξης n ή n-κλίκα.

						
					

					
							
							In 

						
							
							το ευσταθές γράφημα τάξης n.

						
					

					
							
							Cn 

						
							
							ο άχορδος κύκλος n κόμβων ή n-κύκλος.

						
					

					
							
							Pn 

						
							
							το άχορδο μονοπάτι n κόμβων ή n-μονοπάτι.

						
					

					
							
							Kp,q 

						
							
							το πλήρες διμερές γράφημα p + q κόμβων διαμεριζόμενων σε ένα p-ευσταθές σύνολο και σε ένα q-ευσταθές σύνολο.

						
					

					
							
							K1,n 

						
							
							το αστεροειδές γράφημα n + 1 κόμβων.

						
					

					
							
							pKn 

						
							
							p ξένες μεταξύ τους αντιγραφές του pKn.

						
					

					
							
							Wn 

						
							
							το τροχοειδές (wheel) γράφημα n κόμβων ή n-τροχός (ένας κόμβος που ενώνεται με ακμές με όλους του κόμβους ενός Cn-1, n ≥ 4.

						
					

				
			

			

			 

			Υπάρχουν προφανώς μερικές συμπτώσεις με αυτά τα ονόματα. Για παράδειγμα, K3 = C3 ονομάζεται τρίγωνο (triangle). Επίσης, 
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  =2
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  , 
   K
   
    n,n
  
  =
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     n
    
    
   ¯
  
  , και 
   I
   n
  
  =n
   K
   1
  
  .
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			Σχήμα 1.14: Μερικά γραφήματα με τις καθιερωμένες επιστημονικές ονομασίες τους.

			 

			Παρατήρηση. Το μήκος ενός μονοπατιού (ή διαδρομής) ορίζεται ως το πλήθος των ακμών που συμμετέχουν σε αυτό. Έτσι, Pn είναι ένα μονοπάτι n κόμβων και μήκους n - 1. Ο άχορδος κύκλος Cn έχει μήκος n. Συχνά χρησιμοποιούμε τον όρο μέγεθος (size) για το μήκος ενός κύκλου.

			 

			1.4  Θεμελιώδεις Αριθμοί και Ιδιότητες

			 

			Έστω G = (V, E) ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Παρουσιάζουμε σύνολα κόμβων και θεμελιώδεις αριθμούς του γραφήματος G με σημαντικό ρόλο στην αλγοριθμική θεωρία γραφημάτων.

			Κλίκα (clique). Ένα υποσύνολο r κόμβων A ⊆ V ονομάζεται r -κλίκα, εάν το γράφημα που επάγεται από το A είναι ένα πλήρες υπογράφημα του G, δηλαδή G[A] ≅ Kr. Ένας μονήρης κόμβος είναι μία 1-κλίκα. Μία κλίκα A είναι μεγιστική ή μεγιστοτική (maximal), εάν δεν υπάρχει κλίκα A΄ στο γράφημα G, τέτοια ώστε AA΄. Μία κλίκα A είναι μέγιστη (maximum), εάν δεν υπάρχει κλίκα A΄ στο G, τέτοια ώστε |A| ≤ |A΄|.

			
				
					
					
				
				
					
							
							ω(G)

						
							
							είναι το πλήθος των κόμβων της μέγιστης (maximum) κλίκας του γραφήματος G και ονομάζεται αριθμός κλίκας (clique number) του G.

						
					

				
			

			

			 

			Επικάλυψη κλικών (clique cover). Μία επικάλυψη κλικών (clique cover) μεγέθους k είναι μία διαμέριση του συνόλου των κόμβων V = A1 + A2 + … +Ak, τέτοια ώστε κάθε Ai να είναι κλίκα, 1 ≤ i ≤ k.

			
				
					
					
				
				
					
							
							κ(G)

						
							
							είναι το μέγεθος της μικρότερης δυνατής επικάλυψης κλικών (clique cover) του G και ονομάζεται αριθμός επικάλυψης κλικών (clique cover number) του G.

						
					

				
			

			

			 

			Ευσταθές σύνολο (stable set). Ένα ευσταθές σύνολο είναι ένα σύνολο κόμβων X ⊆ V, τέτοιο ώστε για κάθε ζεύγος κόμβων x, y ∈ X ισχύει (x, y) ∉ E. Συχνά χρησιμοποιείται και ο όρος ανεξάρτητο σύνολο (independent set) για το ευσταθές σύνολο.

			
				
					
					
				
				
					
							
							α(G)

						
							
							είναι το πλήθος των κόμβων μέγιστου (maximum) ευσταθούς συνόλου του γραφήματος G και ονομάζεται ευσταθής αριθμός (stable number) του G.

						
					

				
			

			

			 

			Χρωματισμός (coloring). Ένας κατάλληλος c-χρωματισμός (proper c-coloring) είναι μία διαμέριση του συνόλου των κόμβων V = X1 + X2 +…+ Xc, τέτοια ώστε κάθε Xi να είναι ευσταθές σύνολο, 1 ≤ i ≤ c. Εάν αναθέσουμε στους κόμβους του συνόλου Xi το χρώμα i (1 ≤ i ≤ c), τότε δύο γειτονικοί κόμβοι στο G έχουν διαφορετικά χρώματα. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το γράφημα είναι c-χρωματίσιμο (c-colorable). Στο εξής λέγοντας χρωματισμός πάντα θα αναφερόμαστε σε ένα κατάλληλο c-χρωματισμό.

			
				
					
					
				
				
					
							
							χ(G)

						
							
							είναι το μικρότερο δυνατό c για το οποίο υπάρχει ένας σωστός c-χρωματισμός (c-coloring) του γραφήματος G και ονομάζεται χρωματικός αριθμός (chromatic number) του G. 

						
					

				
			

			

			 

			Είναι εύκολο να δει κάποιος ότι για τους τέσσερις αριθμούς ω(G), κ(G), α(G) και χ(G) ενός γραφήματος G ισχύει:

			
 
  ω(
   G
  )≤χ(
   G
  ) και α(
   G
  )≤κ(
   G
  ),


			διότι κάθε κόμβος μίας μέγιστης κλίκας (μέγιστου ευσταθούς συνόλου) πρέπει να περιέχεται σε διαφορετικά σύνολα διαμέρισης ενός ελάχιστου χρωματισμού (ελάχιστης επικάλυψης κλικών). Οι επόμενες ισότητες: 

			
 
  ω(
   G
  )≤α(
   
    G
    ¯
   
   
  ) και χ(
   G
  )≤κ(
   
    G
    ¯
   
   
  )



			είναι προφανείς, όπου Ḡ είναι το συμπληρωματικό γράφημα του G.

			Κληρονομική ιδιότητα (hereditary property). Μία ιδιότητα P ενός γραφήματος G = (V, E) ονομάζεται κληρονομική (hereditary), εάν διατηρείται σε κάθε επαγόμενο υπογράφημα του G, δηλαδή εάν P ισχύει στο G, τότε P ισχύει στο G[A] για κάθε A ⊆ V.

			Οι κληρονομικές ιδιότητες βρίθουν στη θεωρία γραφημάτων. Μερικές πολύ γνωστές είναι η ιδιότητα της διμερικότητας (bipartiteness), διότι κάθε επαγόμενο υπογράφημα ενός διμερούς γραφήματος είναι διμερές γράφημα. Επίσης, η επιπεδικότητα (planarity) είναι κληρονομική ιδιότητα. Προφανώς δεν είναι όλες οι ιδιότητες κληρονομικές. Για παράδειγμα, η συνεκτικότητα (connectivity) δεν είναι κληρονομική ιδιότητα.

			Στη συνέχεια, παραθέτουμε δύο κληρονομικές ιδιότητες, την τριγωνική (triangulated) και τη μεταβατική (transitive orientation) ιδιότητα, οι οποίες είναι πολύ σημαντικές και χαρακτηρίζουν δύο μεγάλες κλάσεις γραφημάτων που μελετώνται στο παρόν σύγγραμμα. 

			Τριγωνική ιδιότητα (triangulated property). Κάθε απλός κύκλος C μήκους k μεγαλύτερου του 3 (k > 3) έχει μία χορδή, δηλαδή μία ακμή που ενώνει δύο μη-διαδοχικούς κόμβους του κύκλου C.

			Μεταβατική ιδιότητα (transitive orientation property). Κάθε ακμή ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E) μπορεί να πάρει μία φορά απλής κατεύθυνσης (one-way), έτσι ώστε το προκύπτον γράφημα G΄ = (V, F) να ικανοποιεί τη συνθήκη:

			
 
  xy ∈F και yz ∈F⇒xz ∈F (
   
    ∀ x, y, z ∈V
  ).


			Τα μη-κατευθυνόμενα γραφήματα που ικανοποιούν την τριγωνική ιδιότητα ονομάζονται τριγωνικά (triangulated) ή χορδικά (chordal), ενώ αυτά που ικανοποιούν τη μεταβατική ιδιότητα ονομάζονται μεταβατικά (comparability) ή γραφήματα μεταβατικού προσανατολισμού (transitive orientable). Στο Σχήμα 1.15, το γράφημα G1 δεν είναι τριγωνικό, διότι περιέχει τον κύκλο (x, y, z, w) μήκους 4, ο οποίος δεν έχει χοδρή, είναι όμως μεταβατικό (το γράφημα G2 είναι ένας μεταβατικός προσανατολισμός του). Αντίθετα, το γράφημα G3 είναι τριγωνικό (δεν περιέχει άχορδους κύκλους μήκους μεγαλύτερου του 4), όμως δεν είναι μεταβατικό, διότι δεν μπορεί να ανατεθούν φορές στις ακμές του έτσι ώστε να ικανοποιείται η μεταβατική ιδιότητα (βλέπε τις κατευθυνόμενες ακμές (v, x) και (x, z) στο γράφημα G4).
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			Σχήμα 1.15: Γραφήματα που ικανοποιούν είτε την τριγωνική είτε τη μεταβατική ιδιότητα.

			 

			Κοιτάζοντας πίσω στα γραφήματα του Σχήματος 1.14, εύκολα παρατηρούμε ότι τα γραφήματα C6, P5, K4, 2K2, K4,3 και K1,6 μπορούν να χρωματιστούν με 2 χρώματα και ότι η μέγιστη κλίκα τους έχει μέγεθος 2. Επομένως, ο χρωματικός αριθμός χ καθ’ ενός από τα γραφήματα αυτά ισούται με τον αριθμό κλίκας ω αυτού. Αυτό δεν είναι τυχαίο! Ο λόγος είναι ότι τα γραφήματα αυτά ικανοποιούν την τριγωνική ή τη μεταβατική ιδιότητα. Στα αντίστοιχα κεφάλαια του συγγράμματος θα δούμε ότι τα τριγωνικά και τα μεταβατικά γραφήματα ικανοποιούν επίσης τις εξής δύο πιο ισχυρές ιδιότητες:

			χ-τέλεια ιδιότητα. Για κάθε επαγόμενο υπογράφημα G[A] ενός γραφήματος G ισχύει:

			
 
  χ(
   
    G[ A ]
  )=ω(
   
    G[ A ]
  )



			α-τέλεια ιδιότητα. Κάθε επαγόμενο υπογράφημα G[A] ενός γραφήματος G ισχύει:

			
 
  α(
   
    G[ A ]
  )=κ(
   
    G[ A ]
  )



			Οι άχορδοι κύκλοι C5, C7, C9 και γενικά οι άχορδοι κύκλοι C2k+1 (k ≥ 1) δεν έχουν την χ-τέλεια ιδιότητα ή δεν είναι χ-τέλεια γραφήματα. Ένα ενδιαφέρον θεώρημα, το οποίο θα παρουσιάσουμε στην Παράγραφο 1.5, δείχνει ότι ένα γράφημα G είναι χ-τέλειο, εάν-ν το G είναι α-τέλειο. Αυτή η ισοδυναμία αρχικά τέθηκε ως εικασία από τον Claude Berge και αποδείχθηκε μετά από δέκα χρόνια από τον László Lovász.

			 

			1.5  Γραφήματα Τομής

			 

			Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, ένα γράφημα μας προσφέρει ένα πολύ εύκολο και φυσικό τρόπο απεικόνισης ενός συνόλου αντικειμένων και των μεταξύ τους σχέσεων. Είδαμε ότι σε μία τέτοια απεικόνιση αντιστοιχίζουμε τα αντικείμενα στους κόμβους του γραφήματος και τις μεταξύ τους σχέσεις στις ακμές του. 

			Είναι φανερό, λοιπόν, ότι ο τύπος και οι ιδιότητες των αντικειμένων και κυρίως η σχέση μεταξύ αυτών καθορίζουν άμεσα τον τύπο και τις ιδιότητες του γραφήματος που λαμβάνεται από μία τέτοια απεικόνιση. Γενικά μία σχέση μεταξύ αντικειμένων μπορεί να είναι σχέση απόστασης (distance), σχέση επικάλυψης ή τομής (intersection), σχέση ομοιότητας (similarity) και, γενικά, σχέση που προσδιορίζεται από τον τύπο και τις ιδιότητες των αντικειμένων.

			Μία σημαντική κατηγορία γραφημάτων με πολλές εφαρμογές είναι αυτή των γραφημάτων τομής (intersection graphs). Στην ενότητα αυτή εισάγουμε τα γραφήματα τομής και δείχνουμε την κατασκευή μερικών κλάσεων τέτοιων γραφημάτων.

			Έστω F μία οικογένεια (family) μη-κενών συνόλων S1, S2, … Sn. Το γράφημα τομής G της οικογένειας F (intersection graph) είναι ένα γράφημα τάξης n με σύνολο κόμβων V(G) = {v1, v2, …, vn}, και σύνολο ακμών E(G), το οποίο λαμβάνεται αντιστοιχώντας κάθε κόμβο vi του G σε ένα σύνολο Si της οικογένειας F και ενώνοντας δύο κόμβους vi και vj με ακμή, εάν-ν η τομή των αντίστοιχων συνόλων Si και Sj είναι μη-κενή, δηλαδή (vi, vj) ∈ E(G) ⇔ Si ∩ Sj ≠ ∅.

			Στο Σχήμα 1.16 δείχνουμε το γράφημα τομής G μίας οικογένειας 6 συνόλων S1, S2, … S6. Παρατηρούμε ότι το ζεύγος κόμβων (v1, v2) είναι ακμή του γραφήματος G, διότι S1 ∩ S2 = {7, 9}, ενώ το ζεύγος (v1, v4) δεν είναι ακμή του G, διότι  S1 ∩ S2  = ∅.
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			Σχήμα 1.16: Τα σύνολα S1, S2, … S6 μίας οικογένειες F και το αντίστοιχο γράφημα τομής της F.

			 

			Είναι εύκολο να δούμε ότι, εάν επιτρέψουμε στην οικογένεια F να είναι μία οποιαδήποτε (arbitrary) οικογένεια συνόλων, τότε η κλάση των γραφημάτων που λαμβάνονται από την F περιέχει όλα τα μη-κατευθυνόμενα γραφήματα.

			Γραφήματα διαστημάτων. Ένα πολύ ενδιαφέρον πρόβλημα είναι ο χαρακτηρισμός των γραφημάτων τομής για οικογένειες αντικειμένων με συγκεκριμένες ιδιότητες. Συχνά η κλάση των γραφημάτων που λαμβάνεται από μία τέτοια οικογένεια έχει σημαντικές ιδιότητες με πολλές και ποικίλες εφαρμογές. Για παράδειγμα, εάν θεωρήσουμε μία οικογένεια διαστημάτων I (intervals) επάνω στην ευθεία των πραγματικών αριθμών (real line), τότε το γράφημα που λαμβάνεται από την οικογένεια I έχει την ιδιότητα να μην περιέχει άχορδους κύκλους μήκους μεγαλύτερου του 3.

			Το γράφημα τομής μίας οικογένειας I είναι ένα γράφημα τάξης n με κόμβους v1, v2, …, vn, το οποίο λαμβάνεται αντιστοιχώντας κάθε κόμβο vi του γραφήματος σε ένα διάστημα Ii της οικογένειας I και ενώνοντας δύο κόμβους vi και vj με ακμή, εάν-ν τα αντίστοιχα διαστήματα Ii και Ij επικαλύπτονται (overlap). Στο Σχήμα 1.17 δείχνουμε την απεικόνιση μίας τέτοιας οικογένειας διαστημάτων I και το αντίστοιχο γράφημα τομής της I. Παρατηρούμε ότι το ζεύγος κόμβων (v1, v3) είναι ακμή του γραφήματος, διότι τα αντίστοιχα διαστήματα I1 και I3 επικαλύπτονται, ενώ το ζεύγος κόμβων (v1, v4) ή (v1, v7) δεν συνδέεται με ακμή, διότι τα αντίστοιχα διαστήματα δεν επικαλύπτονται.
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			Σχήμα 1.17: Τα διαστήματα I1, I2, …, I7  μίας οικογένειες διαστημάτων I και το αντίστοιχο γράφημα διαστημάτων της I.

			 

			Αναφέρουμε εδώ ότι ένα γράφημα που λαμβάνεται από μία οικογένεια διαστημάτων I ονομάζεται γράφημα διαστημάτων (interval graph). Επίσης, η κλάση των γραφημάτων διαστημάτων έχει ενδιαφέρουσες ιδιότητες με πολλές εφαρμογές στον πραγματικό κόσμο (αναλυτικά τα γραφήματα διαστημάτων παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 11, ενώ αρκετές εφαρμογές τους δίνονται στο Κεφάλαιο 13).

			Γραφήματα κυκλικών-τόξων. Συνεχίζοντας την παρουσίαση οικογενειών αντικειμένων με συγκεκριμένες ιδιότητες από τις οποίες λαμβάνουμε τα αντίστοιχα γραφήματα τομής, παρουσιάζουμε την οικογένεια τόξων Α (arcs) επάνω στον κύκλο (circle). Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η οικογένεια αυτή προκύπτει από την οικογένεια διαστημάτων Ι ως εξής: ενώνουμε τα δύο άκρα της ευθείας, ώστε να δημιουργηθεί κύκλος και έτσι τα διαστήματα μετατρέπονται σε κυκλικά-τόξα. Τώρα, το γράφημα τομής της οικογένειας Α είναι ένα γράφημα τάξης n, το οποίο παίρνεται αντιστοιχώντας κάθε κόμβο του γραφήματος σε ένα κυκλικό-τόξο της οικογένειας Α και ενώνοντας δύο κόμβους με ακμή, εάν-ν τα αντίστοιχα κυκλικά-τόξα επικαλύπτονται (βλέπε Σχήμα 1.18).

			 

			[image: 809.png] 

			 

			Σχήμα 1.18: Τα τόξα A1,A2, …,A7 μίας οικογένειες τόξων Α και το αντίστοιχο γράφημα κυκλικών-τόξων της Α.

			 

			Ένα γράφημα που παίρνεται από μία οικογένεια κυκλικών-τόξων ονομάζεται γράφημα κυκλικών-τόξων (circular-arc graph).

			Τριγωνικά γραφήματα. Έως τώρα δείξαμε ότι τα γραφήματα διαστημάτων και κυκλικών-τόξων χαρακτηρίζονται ως γραφήματα τομής ή, ισοδύναμα, δείξαμε ότι οι οικογένειες Ι και Α ορίζουν τις κλάσεις των γραφημάτων διαστημάτων και κυκλικών-τόξων, αντίστοιχα. Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι τα τριγωνικά γραφήματα (triangulated graphs), μία άλλη σημαντική κλάση γραφημάτων, χαρακτηρίζονται επίσης ως γραφήματα τομής.

			Έστω Τ μία οικογένεια υποδέντρων T1,T2, …,Tn ενός δέντρου Τ. Κατά τον ίδιο τρόπο, το γράφημα τομής της οικογένειας Τ είναι ένα γράφημα τάξης n, το οποίο παίρνεται αντιστοιχώντας κάθε κόμβο του γραφήματος σε ένα υποδένδρο Τi της οικογένειας Τ και ενώνοντας δύο κόμβους με ακμή, εάν-ν τα αντίστοιχα υποδένδρα Τi και Τj έχουν κοινά στοιχεία (ακμές). 
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			Σχήμα 1.19: Τα 8 υποδένδρα A, B, C, D, E, F, G, H μίας οικογένειας υποδένδρων του δένδρου T (μαύρο δένδρο) και το αντίστοιχο γράφημα τομής.

			 

			Στο Σχήμα 1.19 δείχνουμε μία οικογένεια 8 υποδένδρων A, B, C, D, E, F, G, H ενός δένδρου T (μαύρο δένδρο). Παρατηρούμε ότι το ζεύγος κόμβων (C, G) είναι ακμή του γραφήματος, διότι τα αντίστοιχα υποδένδρα έχουν μία κοινή ακμή, ενώ το ζεύγος κόμβων (A, H) ή (F, E) δεν συνδέονται με ακμή, διότι τα αντίστοιχα υποδένδρα είναι ξένα μεταξύ τους.

			Μεταθετικά γραφήματα. Ένα μεταθετικό διάγραμμα (permutation diagram) αποτελείται από n σημεία επάνω σε κάθε μία από δύο παράλληλες ευθείες και από n ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν ίδια σημεία (βλέπε Σχήμα 1.20). Το γράφημα τομής της οικογένειας τέτοιων ευθύγραμμων τμημάτων ονομάζεται μεταθετικό γράφημα (permutation graph). Στο ίδιο σχήμα βλέπουμε το μεταθετικό γράφημα τάξης 4 (δεξιά) που παίρνεται από το μεταθετικό διάγραμμα 4 σημείων (αριστερά).
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			Σχήμα 1.20: Ένα μεταθετικό διάγραμμα 4 σημείων και το αντίστοιχο γράφημα τομής που είναι ένα μεταθετικό γράφημα τάξης n.

			 

			Στο μεταθετικό γράφημα του Σχήματος 1.20 παρατηρούμε ότι τα ζεύγη κόμβων (1,4) και (2,4) συνδέονται με ακμή, διότι τα αντίστοιχα ευθύγραμμα τμήματα τέμνονται, ενώ αντιθέτως τα ζεύγη κόμβων (1,3) και (1,2) δεν συνδέονται με ακμή, διότι τα αντίστοιχα ευθύγραμμα τμήματα δεν τέμνονται. Τέλος, σημειώνουμε ότι το μεταθετικό διάγραμμα του σχήματος αντιστοιχεί στη μετάθεση π = (4, 1, 3, 2). 

			Εύκολα μπορεί να δείξει κάποιος ότι τα γραφήματα των Σχημάτων 1.17 (γράφημα διαστημάτων), 1.19 (τριγωνικό γράφημα) και 1.20 (μεταθετικό γράφημα) ικανοποιούν την χ-τέλεια ιδιότητα και την α-τέλεια ιδιότητα.

			 

			1.6  Τέλεια Γραφήματα

			 

			Στην Ενότητα 1.3 παρουσιάσαμε τους τέσσερις θεμελιώδεις αριθμούς ω(G), κ(G), α(G), και χ(G) ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E) και είδαμε σχέσεις μεταξύ αυτών σε διάφορους τύπους γραφημάτων (βλέπε Σχήμα 1.14). Θυμίζουμε ότι σε γενικά γραφήματα, γραφήματα που θεωρούμε ότι δεν ικανοποιούν κάποια συγκεκριμένη ιδιότητα, ισχύει: ω(G) ≤ χ(G) και α(G) ≤ κ(G). 

			Ένας από τους κύριους στόχους του συγγράμματος είναι η μελέτη γραφημάτων που ικανοποιούν την χ-τέλεια και α-τέλεια ιδιότητα:
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			Ένα τέτοιο γράφημα ονομάζεται τέλειο (perfect). Ο όρος “τέλειο γράφημα” δόθηκε από τον Claude Berge, που υπήρξε μελετητής τους από τις αρχές του 1960.

			Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Perfect Graph Theorem). Είναι προφανές ότι, εάν ένα γράφημα G ικανοποιεί την (P1), τότε το συμπληρωματικό του γράφημα Ḡ ικανοποιεί την (P2). Ο Berge (1961) ισχυρίστηκε ότι ισχύει κάτι ισχυρότερο: οι ιδιότητες (P1) και (P2) είναι ισοδύναμες. Η εικασία αυτή του Berge μελετήθηκε από τον Fulkerson (1969, 1971, 1972), και τελικά αποδείχθηκε από τον Lovász το 1972. Το αποτέλεσμα αυτό του Lovász έμεινε γνωστό ως Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Perfect Graph Theorem or PGT). Στη συνέχεια θα δώσουμε το Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων μαζί με την εξής ισοδύναμη ιδιότητα:
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			Θεώρημα 1.1 (Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων, Lovász 1972). Έστω G = (V, E) ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα. Οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες:
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			Η απόδειξη του θεωρήματος ξεφεύγει από τους στόχους του συγγράμματος και παραλείπεται. Ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει για την απόδειξη στο βιβλίο του Golumbic (βλέπε βιβλιογραφία).

			Πόρισμα 1.1 Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι τέλειο, εάν-ν το συμπλήρωμά του Ḡ είναι τέλειο.

			p-Κρίσιμα Γραφήματα (p-Critical Graphs). Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) ονομάζεται p-κρίσιμο (p-critical)εάν είναι κατ’ ελάχιστο μη-τέλειο, δηλαδή εάν το γράφημα G δεν είναι τέλειο, ενώ κάθε επαγόμενο υπογράφημα Η του G είναι ένα τέλειο γράφημα. Για ένα τέτοιο γράφημα ισχύει:
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			για κάθε κόμβο x του G, όπου G - x είναι το γράφημα που προκύπτει από το G αφαιρώντας τον κόμβο x (μαζί φυσικά με τις προσπίπτουσες σε αυτόν ακμές).

			Ισχυρή Εικασία Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Conjecture). Ένας κύκλος C2k+1 περιττού μήκους (k ≥ 2) δεν είναι τέλειο γράφημα, επειδή ω(C2k+1) = 2 και χ(C2k+1) = 3 (ή, ισοδύναμα, επειδή α(C2k+1) = k και κ(C2k+1) = k + 1). Όμως, κάθε επαγόμενο υπογράφημα του G είναι τέλειο. Επομένως, ο κύκλος C2k+1 είναι ένα p-κρίσιμο γράφημα και από το Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων το συμπλήρωμά του Ḡ 2k+1 είναι επίσης p-κρίσιμο.

			Ο Claude Berge το 1960 έθεσε το ερώτημα κατά πόσο υπάρχουν και άλλα p-κρίσιμα γραφήματα εντός των περιττών κύκλων C2k+1 και των συμπληρωμάτων τους Ḡ2k+1. Ο Berge ισχυρίστηκε ότι δεν υπάρχουν άλλα τέτοια γραφήματα και, επομένως, τα μόνα p-κρίσιμα γραφήματα είναι περιττοί κύκλοι C2k+1 και Ḡ2k+1 (k ≥ 2). Ο ισχυρισμός αυτός έμεινε γνωστός ως η Ισχυρή Εικασία των Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Conjecture or SPGC) (στην πραγματικότητα η λέξη “εικασία” εμφανίστηκε για πρώτη φορά σε μία εργασία του Berge το 1962).

			Η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων μπορεί να διατυπωθεί με αρκετές ισοδύναμες μορφές:

			
					•	SPGC1:  Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι τέλειο, εάν-ν το G δεν περιέχει επαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά των C2k+1 και Ḡ2k+1 (k ≥ 2).

					•	SPGC2: Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι τέλειο, εάν-ν στα γραφήματα G και Ḡ κάθε περιττός κύκλος μήκους ≥ 5 έχει χορδή (ακμή που ενώνει δύο μη-διαδοχικούς κόμβους του κύκλου).

					•	SPGC3: Τα μόνα p-κρίσιμα γραφήματα που υπάρχουν είναι περιττοί κύκλοι C2k+1 και Ḡ2k+1 (k ≥ 2).

			

			 

			Τα γραφήματα C2k+1 και Ḡ2k+1 (k ≥ 2) είναι κοινώς γνωστά ως περιττές οπές (odd holes) και περιττές αντιοπές (odd antiholes), αντίστοιχα.

			Οι επιστήμονες Chvátal και Sbihi το 1988 πρότειναν να ονομάζεται Berge ένα γράφημα που δεν περιέχει περιττές οπές και περιττές αντιοπές. Έτσι, η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων μπορεί να διατυπωθεί ισοδύναμα: ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι τέλειο, εάν-ν είναι γράφημα Berge.

			Το 1980 ο M.C. Golumbic στο βιβλίο του Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs (βλέπε βιβλιογραφία) έγραφε: “Η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων παραμένει μία τεράστια πρόκληση για εμάς. Η απάντησή της έχει ξεφύγει από τους ερευνητές για δύο δεκαετίες. Ίσως στην τρίτη δεκαετία ένας αναγνώστης αυτού του βιβλίου θα λύσει το πρόβλημα.” Πράγματι, το πρόβλημα λύθηκε, όχι σε μία δεκαετία από τότε αλλά σε περισσότερες από δύο, το 2002.

			Ισχυρό Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Theorem). Το Μάιο του 2002, οι Maria Chudnovsky και Paul Seymour ανακοίνωσαν ότι, βασιζόμενοι σε προηγούμενα αποτελέσματα κοινών εργασιών με τους Neil Robertson και Robin Thomas, απέδειξαν την Ισχυρή Εικασία των Τέλειων Γραφημάτων. Οι τέσσερις συγγραφείς, Chudnovsky, Robertson, Seymour και Thomas, παρουσίασαν αρχικά την απόδειξή τους σε επιστημονικό συνέδριο και, στη συνέχεια, τη δημοσίευσαν το 2006 σε μία εργασία 178 σελίδων στο επιστημονικό περιοδικό Annals of Mathematics.

			Με το αποτέλεσμα αυτό, η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων του Berge διατυπώνεται πλέον ως θεώρημα των Chudnovsky, Robertson, Seymour και Thomas, γνωστό με το όνομα Ισχυρό Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (SPGT):

			Θεώρημα SPGΤ (Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas, 2006). Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι τέλειο, εάν-ν το G δεν περιέχει επαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά των C2k+1 και Ḡ2k+1 (k ≥ 2).

			Η απόδειξη του θεωρήματος ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος συγγράμματος. Ωστόσο, στη συνέχεια δίδουμε τη βασική ιδέα στην προσέγγιση της απόδειξης του θεωρήματος αυτού.

			Κάθε γράφημα Berge (δηλαδή γράφημα που δεν περιέχει περιττές οπές και περιττές αντιοπές ως επαγόμενα υπογραφήματά του):

			
					•	είτε ανήκει σε μία από πέντε βασικές κλάσεις τέλειων γραφημάτων, ή

					•	επιδέχεται έναν από τέσσερις διαφορετικούς τύπους δομικής αποσύνθεσης (decomposition) σε μικρότερα γραφήματα.

			

			 

			Ένα ελάχιστο μη-τέλειο γράφημα (δηλαδή, με περιττές οπές και περιττές αντιοπές) δεν επιδέχεται κάποια από τις τέσσερις προτεινόμενες αποσυνθέσεις, κάτι που συνεπάγεται ότι δεν μπορεί να υπάρξει αντιπαράδειγμα στο θεώρημα. Αυτή η ιδέα βασίστηκε σε προηγούμενες δομικές αποσυνθέσεις που προτάθηκαν και εφαρμόστηκαν για την απόδειξη της εικασίας αλλά χωρίς αποτέλεσμα.

			Οι πέντε βασικές κλάσεις τέλειων γραφημάτων που αποτελούν τη βάση της δομικής αποσύνθεσης είναι τα εξής:

			
					1.	διμερή γραφήματα (bipartite graphs), 

					2.	συμπληρωματικά διμερών γραφημάτων (complements of bipartite graphs), 

					3.	l-γραφήματα διμερών γραφημάτων (line-graphs of bipartite graphs), 

					4.	συμπληρωματικά l-γραφήματα διμερών γραφημάτων (complements of line-graphs of bipartite graphs), 

					5.	διπλά διασπάσιμα γραφήματα (double split graphs),

			

			και οι τέσσερεις διαφορετικοί τύποι διασπάσεων της απόδειξης του θεωρήματος είναι οι εξής:

			
					1.	2-ένωση (2-join), 

					2.	συμπλήρωμα 2-ένωσης (2-join in the complement), 

					3.	Μ-ένωση (M-join), 

					4.	ισορροπημένη ασύμμετρη διαμέρηση (balanced skew partition).

			

			 

			Ιεραρχικός Χάρτης Τέλειων Γραφημάτων. Τα τέλεια γραφήματα εμπεριέχουν ένα μεγάλο πλήθος κλάσεων. Μερικές από αυτές ορίζουν τα τριγωνικά γραφήματα (triangulated or chordal), τα μεταβατικά γραφήματα (comparability), τα γραφήματα διαστημάτων (interval), τα μεταθετικά γραφήματα (permutation), τα διμερή γραφήματα (bipartite). Οι κλάσεις αυτές για λόγους οπτικοποίησης και καλύτερης κατανόησης συχνά αναπαρίστανται με μία δενδρική δομή, στην οποία όσο πιο πολύ απομακρύνεται το μονοπάτι από τη ρίζα τόσο πιο εξειδικευμένες κλάσεις συναντώνται (κλάσεις που φέρουν περισσότερες ιδιότητες). Αυτό συμβαίνει, καθώς τα παιδιά ενός κόμβου κληρονομούν όλες τις ιδιότητες του πατέρα (των πατέρων), με αποτέλεσμα, καθώς γίνεται η μετάβαση από έναν κόμβο πατέρα στο παιδί του, να βρίσκονται κλάσεις τέλειων γραφημάτων, οι οποίες χαρακτηρίζονται από όλο και περισσότερες ιδιότητες (βλέπε Σχήμα 1.21).
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			Σχήμα 1.21: Δενδρική δομή ενός συνόλου κλάσεων τέλειων γραφημάτων.

			 

			Ένα γνωστό γράφημα της θεωρίας γραφημάτων είναι το άκυκλο γράφημα δέντρο (tree). Το γράφημα αυτό είναι φύλλο στη δενδρική δομή των τέλειων γραφημάτων, πράγμα που σημαίνει ότι κληρονομεί όλες τις ιδιότητες των προγόνων του και επάνω σε αυτό μπορούν να λυθούν αποτελεσματικά πολλά και δύσκολα προβλήματα, προβλήματα που δεν επιδέχονται λύσεις σε τυχαία γραφήματα.

			Τα γραφήματα δένδρα θα μελετηθούν στο Κεφάλαιο 3. Τα τριγωνικά (triangulated), μεταβατικά (comparability), διαστημάτων (interval) και μεταθετικά (permutation) γραφήματα θα μελετηθούν στα Κεφάλαια 9, 10, 11 και 12, αντίστοιχα. Παρατηρήστε ότι στον ιεραρχικό χάρτη υπάρχει διαδρομή από την κλάση των τριγωνικών γραφημάτων στην κλάση των δένδρων. Αυτό σημαίνει ότι τα δένδρα είναι τριγωνικά γραφήματα.
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			Ασκησεις 1

			 

			Άσκηση 1

			Έστω G ένα γράφημα με σύνολο βαθμών D = {a, b} και τέτοιο ώστε να περιέχει α κόμβους με βαθμό α και b κόμβους με βαθμό b. Αποδείξτε ότι εάν το γράφημα G περιέχει ένα κόμβο περιττού βαθμού, τότε κάθε κόμβος του G είναι περιττού βαθμού.

			 

			Άσκηση 2 

			Έστω G ένα γράφημα με την ιδιότητα ότι κάθε ακμή του ενώνει ένα κόμβο αρτίου βαθμού και ένα κόμβο περιττού βαθμού. Αποδείξτε ότι το γράφημα G είναι διμερές (bipartite).

			 

			Άσκηση 3 

			Αποδείξτε ότι για κάθε συνεκτικό γράφημα G ισχύει: rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2rad(G).

			 

			Άσκηση 4 

			Δείξτε ποιά από τα γραφήματα G1, G2, G3 και G4 είναι γραφήματα τομής μίας οικογένειας ευθυγράμμων τμημάτων σε μία ευθεία και ποια από αυτά είναι γραφήματα μίας οικογένειας κυκλικών τόξων.
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			Άσκηση 5

			Έστω Ƒ μία οικογένεια ευθυγράμμων τμημάτων σε μία ευθεία, τέτοια ώστε να μην υπάρχει κάποιο διάστημά της που να περιέχει ή να περιέχεται σε κάποιο άλλο. Δείξτε ότι δεν υπάρχει κάποιο εκ των αριστερών σημείων των διαστημάτων (σημεία έναρξης) που να ταυτίζεται με κάποιο άλλο. Προτείνεται μία διαδικασία που να κατασκευάζει μία οικογένεια Ƒ από μοναδιαία (ίδιου μήκους) διαστήματα, τέτοια ώστε τα γραφήματα τομής των Ƒ και Ƒ να είναι ισομορφικά.

			 

			Άσκηση 6

			Έστω G = (V, E) ένα οποιοδήποτε μη-κατευθυνόμενο γράφημα. Δείξτε ότι υπάρχει οικογένεια Ƒ υποσυνόλων του V, τέτοια ώστε το G να είναι γράφημα τομής της Ƒ.

			 

			Άσκηση 7

			Έστω G το γράφημα τομής μίας οικογένειας μονοπατιών ενός δέντρου και έστω v ένας κόμβος του G. Δείξτε ότι το επαγόμενο υπογράφημα G[{v} + Adj(v)] είναι γράφημα διαστημάτων.

			 

			Άσκηση 8

			Αποδείξτε άμεσα (αξιοποιώντας μόνο τον ορισμό) ότι το γράφημα G3 της Άσκησης 1 δεν έχει αναπαράσταση διαστημάτων (interval representation) και, ως εκ τούτου, δεν είναι γράφημα διαστημάτων.

			 

			Άσκηση 9

			Δώστε μία αναπαράσταση διαστημάτων για τα γραφήματα H1 και H2 (εάν υπάρχει). Δείξτε ότι τα γραφήματα H1 και H2 δεν είναι μεταβατικό γράφημα.
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			Άσκηση 10

			Δείξτε ότι δεν είναι τέλεια όλα τα γραφήματα μίας οικογένειας κυκλικών τόξων.

			 

			Άσκηση 11

			Παραθέστε μία γραφοθεωρητική επίλυση στο εξής πρόβλημα: Μία ομάδα από βοηθούς μαθημάτων σε ένα Τμήμα Μηχανικών Η/Υ & Πληροφορικής παρέχει μία υποστήριξη δύο ωρών γραφείου εβδομαδιαίως σε φοιτητές που έχουν επιλέξει και προκαθορίσει εξ αρχής. Λόγω, όμως, ελλείψεως χώρων, οι βοηθοί καλούνται να μοιραστούν τα γραφεία τους. Δεδομένου ότι κάθε γραφείο διαθέτει μόνο έναν πίνακα, πως δύναται να ανατεθεί ο χώρος των γραφείων, έτσι ώστε σε οποιαδήποτε δεδομένη χρονική στιγμή το πολύ ένας βοηθός να συναντάται με φοιτητές;

			 

			Άσκηση 12

			Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G ονομάζεται αυτό-συμπληρωματικό (self-complementary), εάν είναι ισομορφικό με το συμπληρωματικό του γράφημα Ḡ. Δείξτε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο αυτό-συμπληρωματικά γραφήματα με πέντε κόμβους. Πόσα υπάρχουν με τέσσερις κόμβους; Με έξι κόμβους;

			 

			Άσκηση 13

			Έστω G ένα γράφημα τάξης n και μεγέθους m και έστω v ένας τυχαίος κόμβος του G. Θεωρούμε το BFS-δένδρο του γραφήματος G με ρίζα τον κόμβο v και έστω H0, H1, …, Hk τα σύνολα κόμβων των επιπέδων του BFS-δένδρου. Έστω x, y, z κόμβοι του συνόλου Hk, 2 ≤ i ≤ k, τέτοιοι ώστε xy ∈ E(G), yz ∈ E(G) και xz ∈ E(G). Δώστε αναγκαίες συνθήκες για τα σύνολα N(x) ∩ Hi-1 ∩ N(y) ∩ Hi-1 και N(z) ∩ Hi-1 ώστε το γράφημα G να έχει την τριγωνική ιδιότητα.

			 

			Άσκηση 14

			Έστω G ένα γράφημα με την ιδιότητα ότι κάθε ακμή του ενώνει ένα κόμβο αρτίου βαθμού και ένα κόμβο περιττού βαθμού. Αποδείξτε ότι το γράφημα G είναι διμερές.

			 

			Άσκηση 15 

			Έστω G = (V, E) ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα. Ένα υποσύνολο A ⊆ V καλείται κάλυμμα ακμών (edge cover) του G, εάν για κάθε ακμή xy ∈ E, είτε x ∈ A είτε y ∈ A, ή και τα δύο. Αποδείξτε ότι το A είναι το ελάχιστο κάλυμμα ακμών, εάν-ν V-A είναι ένα μέγιστο ευσταθές σύνολο.

			 

			Άσκηση 16 

			Έστω F = {Sx}(x ∈ V) μία οικογένεια υποσυνόλων ενός συνόλου. Δύο μέλη Sx και Sy της F επικαλύπτονται και συμβολίζονται 
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, εάν Sy ≠ ∅, Sx ⊆ S και Sy ⊄ Sx. To γράφημα επικάλυψης (overlap graph) της F είναι ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E), όπου 
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			(α) 	Δείξτε ότι, εάν x και y είναι ξεχωριστές συνεκτικές συνιστώσες  και  του γραφήματος , τότε ισχύει:

			 

			
 
  
   S
   x
  
  ⊆
   S
   y
  
  ⇒
   S
   a
  
  ⊆
   S
   y
  
   (
   
    a∈A
  )



			(β) 	Έστω Φ μία συλλογή από μεγιστικές συνδεδεμένες συνιστώσες του G. Δείξτε ότι η σχέση < , οριζόμενη για όλα τα GA, GB ∈ Φ ως
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			είναι μία αυστηρά μερική διάταξη της Φ. 

			 

			Άσκηση 17

			Η ιστορία του μυστηρίου του Berge έχει ως εξής: Έξι καθηγητές βρίσκονταν στη βιβλιοθήκη την ημέρα που εκλάπη ένα σπάνιο εγχειρίδιο. Ο καθένας τους είχε μπει στη βιβλιοθήκη μόνο μία φόρα, έμεινε για λίγη ώρα και μετά αποχώρησε. Οι αστυνομικοί ρώτησαν τους καθηγητές και τους φοιτητές και, έπειτα από μαρτυρίες, εξήγαγαν το ακόλουθο συμπέρασμα: ο Αλέξης είπε πως είδε τον Βαγγέλη και τον Ερμή στη βιβλιοθήκη, ο Βαγγέλης είπε πως είδε τον Αλέξη και την Ιοκάστη, η Γιώτα ισχυρίστηκε πως είδε τον Διονύση και την Ιοκάστη, ο Διονύσης είπε πως είδε τον Αλέξη και την Ιοκάστη, o Ερμής είπε πως είδε τον Βαγγέλη και την Γιώτα, και η Ιοκάστη είπε πως είδε την Γιώτα και τον Ερμή. Ένας απ’ τους καθηγητές είπε ψέματα! Ποιός;

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2

			 

			 

			ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ

			 

			Σύνοψη

			Πολυπλοκότητα Αλγορίθμων (υπολογιστική πολυπλοκότητα, προβλήματα απόφασης, άνω και κάτω φράγματα, NP-πλήρη προβλήματα), Δομές Δεδομένων (διαστήματα, λίστες, σύνολα, απεικονίσεις, πίνακες, συνδεδεμένες λίστες, πίνακες και λίστες γειτνίασης), Διερευνήσεις Γραφημάτων (χρόνος πρώτης και τελευταίας επίσκεψης κόμβου, κριτήρια διερεύνησης, κατά-βάθος διερεύνηση (dfs), κατά-πλάτος διερεύνηση (bfs), υλοποίηση και πολυπλοκότητα των κατά-βάθος και κατά-πλάτος διερευνήσεων), Τοπολογική Ταξινόμηση και Μεταβατικά Τουρνουά, Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Γνώσεις ενός τυπικού προπτυχιακού μαθήματος Δομών Δεδομένων και καλή γνώση βασικών θεμάτων Σχεδίασης και Ανάλυσης Αλγορίθμων.

			 

			2.1  Πολυπλοκότητα Αλγορίθμων

			 

			Ένας επιστημονικός τομέας με εντυπωσιακά γρήγορη ανάπτυξη τις τελευταίες δεκαετίες είναι αυτός της ανάλυσης της πολυπλοκότητας αλγορίθμων (complexity analysis of algorithms).

			Γενικά, σε κάθε επιστήμη, ο όρος αλγόριθμος (algorithm) χρησιμοποιείται για να περιγράψει μία βήμα-προς-βήμα διαδικασία για την επίλυση ενός προβλήματος Π. Ειδικότερα στην Πληροφορική, ο όρος χρησιμοποιείται για να περιγράψει μία βήμα-προς-βήμα, πεπερασμένη (finite), αποτελεσματική (affective) και κατάλληλη για υλοποίηση (implementation) μέθοδο επίλυσης του προβλήματος Π. Είναι ενδιαφέρον να σημειώσουμε ότι οι αλγόριθμοι προϋπάρχουν των Η/Υ, καθώς είναι γνωστό ότι έχουν διατυπωθεί αποτελεσματικοί αλγόριθμοι για πλήθος προβλημάτων εδώ και 2.300 χρόνια. Κλασικό παράδειγμα ο αλγόριθμος του Ευκλείδη για τον υπολογισμό του μέγιστου κοινού διαιρέτη (greater common divisor) δύο ακέραιων αριθμών.

			Περιγράφοντας την έννοια του αλγόριθμου ως μία βήμα-προς-βήμα διαδικασία για την επίλυση ενός προβλήματος Π, γεννιούνται άμεσα δύο εύλογα ερωτήματα στα οποία θα πρέπει να απαντήσουμε. Το πρώτο σχετίζεται με τη δυνατότητα να συγκρίνουμε τις σχετικές αποδόσεις διαφόρων αλγορίθμων που επιλύουν το ίδιο πρόβλημα Π, ενώ το δεύτερο σχετίζεται με τη δυνατότητα να γνωρίζουμε αν ένα πρόβλημα Π1 είναι εγγενώς δυσκολότερο να λυθεί από ένα άλλο πρόβλημα Π2.

			Επιπρόσθετα, θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι για κάθε (επιλύσιμο) πρόβλημα Π υπάρχει ένα σύνολο αλγορίθμων {A1, A2, …, Ak} που το επιλύουν, k ≥ 1. Με άλλα λόγια, για το πρόβλημα Π υπάρχει αλγόριθμος Ai, 1 ≤ i ≤ k, τέτοιος ώστε κάθε στιγμιότυπο Ι του Π ή, ισοδύναμα, για κάθε είσοδο Ι ο αλγόριθμος Ai δίδει σωστό αποτέλεσμα. Έχοντας αυτό ως δεδομένο, ας επεκτείνουμε τα δύο προηγούμενα ερωτήματα κάνοντας παρατηρήσεις όσον αφορά στην αλγοριθμική επίλυση ενός προβλήματος. Έστω ότι διαθέτουμε δύο αλγορίθμους Α και Β που επιλύουν το ίδιο πρόβλημα Π. Είναι φυσικό να δημιουργούνται ερωτήματα, όπως:

			
					•	Είναι ο αλγόριθμος Α αποτελεσματικότερος του αλγόριθμου Β; Με άλλα λόγια, επιλύει ο αλγόριθμος Α το πρόβλημα Π σε λιγότερο χρόνο από τον αλγόριθμο B;

					•	Πόσο θα αυξηθεί ο χρόνος εκτέλεσης του αλγόριθμου Α ή, ισοδύναμα, ο χρόνος επίλυσης του προβλήματος Π, εάν διπλασιάσουμε τα δεδομένα εισόδου του Π;

					•	Μπορώ να χρησιμοποιήσω τον αλγόριθμο Α, όταν τα δεδομένα εισόδου του προβλήματος Π είναι πολύ μεγάλα;

					•	Υπάρχει αλγόριθμος (ή μπορώ να σχεδιάσω κάποιον) που επιλύει το πρόβλημα Π σε δεδομένο χρόνο t;

			

			 

			Στα ερωτήματα αυτά μπορούμε να έχουμε απαντήσεις. Μπορούμε ακόμη να αποδείξουμε ότι είναι πάρα πολύ δύσκολο για έναν υπολογιστή να λύσει κάποιο πρόβλημα Π μέσα σε εύλογο χρονικό διάστημα. Επίσης, μπορούμε να έχουμε μία εκτίμηση του κόστους (κυρίως σε χρόνο και χώρο) που προκύπτει από την εφαρμογή των διαφόρων αλγορίθμων {A1, A2, …, Ak}, η οποία στον τομέα των αλγορίθμων χαρακτηρίζεται αναγκαία, μεγάλης σημασίας και με πολλές και ποικίλες ερευνητικές προεκτάσεις.

			Στη συνέχεια, ας εστιάσουμε την προσοχή μας στις διαφορές μεταξύ των όρων υπολογισιμότητα (computability) και υπολογιστική πολυπλοκότητα (computational complexity), οι οποίοι προσδιορίζουν μαζί με τις κανονικές γλώσσες (formal languages) δύο τομείς που αποτελούν τους βασικούς πυλώνες της θεωρίας υπολογισμού.

			Υπολογισιμότητα. Η υπολογισιμότητα απαντά κυρίως σε ερωτήματα ύπαρξης: Υπάρχει αλγόριθμος που επιλύει το πρόβλημα Π; Αποτελεί έκπληξη για πολλούς φοιτητές των μαθηματικών και της πληροφορικής το γεγονός ότι κάποιος μπορεί να αποδείξει μαθηματικά ότι ένας υπολογιστής δεν μπορεί να κάνει τα πάντα. Ένα παράδειγμα αποτελεί η μη-επιλυσιμότητα του προβλήματος του τερματισμού (halting problem). Γενικά μιλώντας, το πρόβλημα του τερματισμού μας λέει ότι:

			 

			είναι αδύνατον κάποιος, για παράδειγμα ένας καθηγητής να γράψει ένα πρόγραμμα που να δέχεται ως δεδομένα εισόδου οποιαδήποτε προγραμματιστική εργασία ενός φοιτητή του και να απαντά “Ναι, το πρόγραμμα αυτού του φοιτητή θα τερματίσει σε πεπερασμένο χρόνο” ή, αντίστοιχα, “Όχι, το πρόγραμμα αυτού του φοιτητή (έχει ένα ατέρμονο βρόγχο και) θα εκτελείται για πάντα”.

			 

			Η απόδειξη ότι ένα πρόβλημα είναι υπολογίσιμο (computable) επιτυγχάνεται συνήθως, αλλά όχι πάντα, με τη διατύπωση ενός αλγορίθμου που τερματίζει δίνοντας σωστή απάντηση για οποιαδήποτε είσοδο. Η ποσότητες των πόρων (χρόνος και χώρος) που χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό, αν και πεπερασμένες, θεωρούνται απεριόριστες. Επομένως, η υπολογισιμότητα βοηθά στην κατανόηση των δυνατοτήτων και των περιορισμών των υπολογιστικών μηχανών που μπορεί να κατασκευάσει ο άνθρωπος, χωρίς να λαμβάνονται υπόψη οι περιορισμοί των διαθέσιμων πόρων.

			Υπολογιστική Πολυπλοκότητα. Από την άλλη πλευρά, η υπολογιστική πολυπλοκότητα αναφέρεται κυρίως σε ποσοτικά ζητήματα της επίλυσης προβλημάτων. Πιο συγκεκριμένα, η υπολογιστική πολυπλοκότητα ασχολείται με το τι μπορεί να υπολογιστεί μέσα σε μία πρακτική (ή λογική) ποσότητα χρόνου και χώρου, υπολογίζοντας τις ποσότητες του χρόνου και του χώρου είτε με ακρίβεια είτε μέσω του ορισμού άνω και κάτω φραγμάτων. Η πολυπλοκότητα καθορίζεται σε τρία επίπεδα: του προβλήματος, του αλγόριθμου και της υλοποίησης. Ιδανικά, επιθυμούμε να έχουμε τον καλύτερο αλγόριθμο που επιλύει το πρόβλημά μας, καθώς και την καλύτερη υλοποίηση του.

			Για τη μελέτη της αποτελεσματικότητας (efficiency) των αλγόριθμων χρειαζόμαστε ένα μοντέλο υπολογισμού (model of computation). Ιστορικά, το πρώτο μοντέλο που προτάθηκε ήταν η μηχανή Turing (Turing machine). Η απλότητα των μηχανών Turing τις κάνει πολύ χρήσιμες για μία υψηλού-επιπέδου μελέτη της υπολογιστικής πολυπλοκότητας, αλλά δεν είναι αρκετά ρεαλιστικές, ώστε να επιτρέπουν μία ακριβή ανάλυση πρακτικών αλγορίθμων. Για ένα τέτοιο σκοπό, ένα αποτελεσματικότερο μοντέλο είναι η μηχανή τυχαίας-προσπέλασης (random-access machine or RAM). Και τα δύο αυτά μοντέλα, μηχανή Turing και μηχανή τυχαίας-προσπέλασης, μοιράζονται δύο ίδιες ιδιότητες:

			
					1.	είναι ακολουθιακά (sequential), δηλαδή εκτελούν ένα μόνο υπολογιστικό βήμα στη μονάδα του χρόνου, και

					2.	είναι αιτιοκρατικά (deterministic), δηλαδή η μελλοντική συμπεριφορά τους σε χρόνο t + 1 (future behavior) καθορίζεται μοναδικά από την κατάσταση τους στο χρόνο t (present configuration).

			

			 

			Ένα ερώτημα που τίθεται είναι εάν μία μηχανή τυχαίας-προσπέλασης μπορεί να χειρίζεται αριθμούς οποιουδήποτε μεγέθους σε σταθερό χρόνο εκτελώντας ή να εκτελεί παράλληλους υπολογισμούς κωδικοποιώντας αρκετούς αριθμούς σε ένα. Θα θεωρήσουμε ότι μία μηχανή τυχαίας-προσπέλασης χειρίζεται ακέραιους αριθμούς μεγέθους το πολύ nc, όπου c μία μικρή σταθερά, και επιτρέπει συγκρίσεις, προσθέσεις και μερικές φορές πολλαπλασιασμούς επί των τιμών εισόδου ως λειτουργίες επάνω σε πραγματικούς αριθμούς χωρίς ιδιαίτερες και έξυπνες κωδικοποιήσεις. Επομένως, όλες οι λειτουργίες μίας μηχανής τυχαίας-προσπέλασης θεωρούμε ότι εκτελούντα σε σταθερό χρόνο. Μερικές φορές αναφερόμαστε στις λειτουργίες αυτές ως βασικές πράξεις (elementary operations).

			Επομένως, επιλέγουμε τη μηχανή τυχαίας-προσπέλασης ως μοντέλο υπολογισμού και την βασική πράξη ως τη μονάδα μέτρησης της αποτελεσματικότητας (πολυπλοκότητα) ενός αλγόριθμου.

			Ένας αλγόριθμος θα λέγεται αποτελεσματικός, εάν ελαχιστοποιεί παραμέτρους, όπως: χρόνος εκτέλεσης, απαιτούμενη μνήμη, βαθμός δυσκολίας υλοποίησης, επικοινωνία (σε κατανεμημένα συστήματα). Θα εστιάσουμε κυρίως στην παράμετρο που αφορά στο χρόνο εκτέλεσης ενός αλγόριθμου (οι περισσότεροι αλγόριθμοι που θα μελετήσουμε απαιτούν μνήμη που φράσσεται από συνάρτηση γραμμική ως προς το μέγεθος της εισόδου του αλγόριθμου).

			Γενικά, ένας αλγόριθμος με μικρό χρόνο εκτέλεσης - θα λέμε ότι - έχει χαμηλού-επιπέδου πολυπλοκότητα (low-lever complexity) ή μικρή πολυπλοκότητα χρόνου, ενώ αντίθετα ένας με μεγάλο χρόνο εκτέλεσης - θα λέμε ότι - έχει υψηλού-επιπέδου πολυπλοκότητα (high-lever complexity) ή μεγάλη πολυπλοκότητα.

			Για τον υπολογισμό ή, ισοδύναμα, την εκτίμηση της πολυπλοκότητας ενός αλγόριθμου, υπάρχουν δύο κυρίως προσεγγίσεις: η εμπειρική (posteriori) και η θεωρητική (priori).

			Εμπειρική Πολυπλοκότητα. Η εμπειρική πολυπλοκότητα ενός αλγόριθμου υπολογίζεται μετρώντας το χρόνο εκτέλεσης του αλγόριθμου σε συγκεκριμένη μηχανή. Για τον υπολογισμό της εμπειρικής πολυπλοκότητας ενός αλγόριθμου εκείνο που συνήθως κάνουμε είναι: κωδικοποιούμε τον αλγόριθμο σε μία γλώσσα προγραμματισμού, τον εκτελούμε σε μία υπολογιστική μηχανή με πολλά και διάφορα μεγέθη εισόδων και μετρούμε το χρόνο εκτέλεσης του αλγόριθμου στη συγκεκριμένη μηχανή (χρόνος μηχανής).

			Θεωρητική Πολυπλοκότητα. Αντίθετα, η θεωρητική πολυπλοκότητα καθορίζει μαθηματικά το χρόνο που απαιτεί ο αλγόριθμος για την εκτέλεσή του, ως συνάρτηση του μεγέθους των εξεταζόμενων εισόδων του. Το πλεονέκτημα της θεωρητικής προσέγγισης του υπολογισμού της πολυπλοκότητας ενός αλγόριθμου είναι ότι:

			
					•	δεν εξαρτάται από τη μηχανή,

					•	δεν εξαρτάται από τη γλώσσα προγραμματισμού, και

					•	δεν εξαρτάται από τις ικανότητες του προγραμματιστή.

			

			 

			Ως μονάδα έκφρασης της θεωρητικής πολυπλοκότητας χρόνου ενός αλγόριθμου θα χρησιμοποιήσουμε τη βασική πράξη. Για την εκτίμηση της πολυπλοκότητας θα χρειαστούμε μόνο το πλήθος των βασικών πράξεων που εκτελούνται από έναν αλγόριθμο και όχι τον ακριβή χρόνο που απαιτούν κάθε μία από τις πράξεις αυτές. 

			Για παράδειγμα, ο υπολογισμός του εσωτερικού γινομένου δίδεται από τον επόμενο τύπο (αλγόριθμο) και πρόγραμμα σε ψευδοκώδικα: 
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			Είναι πολύ εύκολο να υπολογίσουμε το χρόνο εκτέλεσης T(n) του αλγόριθμου, μετρώντας το πλήθος των βασικών πράξεων του αντίστοιχου προγράμματος. Θεωρώντας ως βασική πράξη την ανάθεση τιμής σε μεταβλητή (assignment), έχουμε: T(n) = 1 + n + n + n. Εάν c1, c2, c3  και c4 είναι ο (σταθερός) χρόνος εκτέλεσης των τεσσάρων αυτών εντολών ανάθεσης σε μία μηχανή, τότε η πολυπλοκότητα χρόνου του αλγόριθμου είναι: T(n) = c1 + c2n + c3n + c4n, η οποία γράφεται T(n) = c0n + c1, όπου c0 = c2 + c3 + c4.

			Είναι προφανές ότι το πλήθος των βασικών πράξεων ενός αλγόριθμου εξαρτάται άμεσα από το μέγεθος της εισόδου του. Θα συμβολίζουμε με n το μέγεθος της εισόδου Ι ενός αλγόριθμου, δηλαδή n = |Ι|.

			Είδαμε ότι όλες οι βασικές πράξεις εκτελούνται σε σταθερό χρόνο. Από την αρχή της σταθερότητας ισχύει ότι: Δύο διαφορετικές εφαρμογές (implementations) του ίδιου αλγόριθμου, δηλαδή, όταν εκτελούνται σε διαφορετικές μηχανές, όταν γράφονται σε διαφορετικές γλώσσες προγραμματισμού, όταν κωδικοποιούνται από διαφορετικούς προγραμματιστές κ.λπ., δεν διαφέρουν στην αποτελεσματικότητά τους περισσότερο από ένα σταθερό πολλαπλάσιο. Αυτό σημαίνει ότι, εάν E1 είναι η αποτελεσματικότητα μίας εφαρμογής του αλγόριθμου και E2 η αποτελεσματικότητα μίας άλλης εφαρμογής του ίδιου αλγόριθμου, τότε ισχύει E1 = cE2, όπου c μία σταθερά.

			Εστιάζοντας στην πολυπλοκότητα χρόνου ενός αλγόριθμου Α, ισχύει ότι, εάν Τ1(n) και Τ2(n) είναι οι χρόνοι εκτέλεσης δύο διαφορετικών εφαρμογών του αλγόριθμου Α, όπου  είναι το μέγεθος της εισόδου, τότε υπάρχει πάντα μία σταθερά c, τέτοια ώστε Τ1(n) = cΤ2(n), με n αρκετά μεγάλο. Επιπρόσθετα, ισχύει ότι η πολυπλοκότητα χρόνου T(n) ενός αλγόριθμου είναι συνάρτηση του μεγέθους της εισόδου του, δηλαδή T(n) = f(|Ι|), όπου |Ι| το μέγεθος της εισόδου.

			Αναλύοντας την πολυπλοκότητα χρόνου ενός αλγόριθμου, διακρίνουμε τις εξής δύο περιπτώσεις: Ανάλυση Χειρίστης-περίπτωσης (worst-case analysis) και Ανάλυση Μέσης-περίπτωσης (average-case analysis).

			Χειρίστη-περίπτωση. Έστω Dn είναι το σύνολο όλων των εισόδων μεγέθους n. Για κάθε είσοδο Ι ∈ Dn, ας είναι t(I) το πλήθος των βασικών πράξεων που εκτελεί ο αλγόριθμος με είσοδο Ι, δηλαδή t(I): Dn → N. Ορίζουμε την πολυπλοκότητα χρόνου T(n) χειρίστης-περίπτωσης του αλγόριθμου, συνήθως τη συμβολίζουμε W(n), ως εξής:
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			Μέση-περίπτωση. Έστω ότι μπορούμε να αντιστοιχίσουμε μία πιθανότητα p(I) σε κάθε είσοδο Ι ∈ Dn, έτσι ώστε p(I) να μας δίνει την πιθανότητα εμφάνισης της εισόδου Ι. Ορίζουμε την πολυπλοκότητα χρόνου T(n) μέσης-περίπτωσης του αλγόριθμου, συνήθως τη συμβολίζουμε Α(n), ως εξής:
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			Γενικά, η ανάλυση χειρίστης περίπτωσης δεν απαιτεί κάποια γνώση για τη μορφή της εισόδου και ισχύει για κάθε είσοδο. Αυτή η ανάλυση, αν και μας δίδει μία απαισιόδοξη εκτίμηση της πολυπλοκότητας των αλγορίθμων μας, ιδίως εάν η είσοδος χειρίστης περίπτωσης εμφανίζεται σπάνια, ωστόσο μας παρέχει μία ισχυρή εγγύηση για την αποτελεσματικότητα (πολυπλοκότητα) ενός αλγορίθμου και, όπως θα δούμε στη συνέχεια, ένα άνω φράγμα επίλυσης των προβλημάτων μας. Αντίθετα, η ανάλυση μέσης (ή αναμενόμενης) περίπτωσης εκτιμά τη μέση πολυπλοκότητα για όλες τις δυνατές εισόδους του αλγόριθμου. Η ανάλυση αυτή απαιτεί γνώση της κατανομής της εισόδου. Όταν η κατανομή δεν είναι γνωστή (κάτι που συμβαίνει συχνά), συνήθως υποθέτουμε ομοιόμορφη κατανομή.

			Έστω ότι έχουμε δύο αλγορίθμους Α και Β με τις ακόλουθες πολυπλοκότητες χειρίστης-περίπτωσης WA(n) και WB(n), αντίστοιχα:
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			Εύκολα μπορεί κάποιος να δει ότι ισχύει n2/4 < 10n2, για n < 40. Τότε, ο αλγόριθμος Α είναι αποτελεσματικότερος του αλγορίθμου Β. Όμως, χωρίς δυσκολία παρατηρούμε ότι για μεγάλες τιμές του n (μέγεθος εισόδου), στο παράδειγμά μας για n ≥ 40, ο αλγόριθμος Β είναι πολύ πιο αποτελεσματικός από τον αλγόριθμο Α.

			Από το προηγούμενο παράδειγμα γίνεται σαφές ότι χρειαζόμαστε ένα τρόπο να εξασφαλίσουμε μερικές κατηγορίες συναρτήσεων οι οποίες εξαλείφουν μη-σημαντικούς παράγοντες, όπως σταθερές, μικρού μεγέθους εισόδους κ.λπ.

			Ορίσουμε τρεις κατηγορίες τέτοιων συναρτήσεων και χρησιμοποιούμε τη συντομογραφία O, Ω και Θ, που συχνά ονομάζουμε ασυμπτωτικό συμβολισμό (asymptotic notation), για να εκφράσουμε την ασυμπτωτική πολυπλοκότητα (asymptotic complexity) ενός αλγόριθμου: Εάν f και g είναι δύο συναρτήσεις μη-αρνητικών μεταβλητών p, r, …, q, τότε γράφουμε:

			
					•	f = O(g) εάν υπάρχει θετική σταθερά , τέτοια ώστε f(p, r, …, q) ≤ cg(p, r, …, q), για όλες τις τιμές των μεταβλητών p, r, …, q,

					•	f = Ω(g) εάν g = O(f), και

					•	f = Θ(g), εάν f = O(g) και f = Ω(g).

			

			 

			Εύκολα μπορεί να αποδειχθεί ότι ισχύουν οι εξής ιδιότητες:

			
					1.	Μεταβατικότητα: f = Θ(g) και g = Θ(h) ⇒ f = Θ(h), 

					2.	Αυτοπάθεια: f = Θ(f), και 

					3.	Συμμετρία: f = Θ(g) ⇔ g = Θ(f).

			

			 

			Σύμφωνα με την αρχή της σταθερότητας, εάν μία εφαρμογή ενός αλγόριθμου εκτελείται σε χρόνο Τ(n), τότε οποιαδήποτε άλλη εφαρμογή του ίδιου αλγόριθμου εκτελείται σε χρόνο τάξεως Τ(n), όπου n είναι το μέγεθος της εισόδου Ι ή, ισοδύναμα, το μέγεθος του προβλήματος. Θα λέμε ότι ένα τέτοιος αλγόριθμος εκτελείται σε χρόνο τάξης f(n), εάν η συνάρτηση f είναι τέτοια ώστε: Τ(n) = Ο(f(n)) για n αρκετά μεγάλο. Γενικά, εκφράζουμε την τάξη του χρόνου εκτέλεσης ενός αλγόριθμου με την απλούστερη δυνατή συνάρτηση f για την οποία ισχύει Τ(n) = Ο(f(n)).

			Ορίζουμε δύο βασικές κατηγορίες αλγορίθμων σε σχέση με το χρόνο εκτέλεσής τους: την κατηγορία των πολυωνυμικών (polynomial) και αυτή των εκθετικών (exponential) αλγορίθμων.

			
					•	Πολυωνυμικοί Αλγόριθμοι. Ένας αλγόριθμος λέγεται πολυωνυμικός, εάν έχει χρόνο εκτέλεσης T(n) = O(nk), όπου k είναι μία θετική σταθερά.

					•	Εκθετικοί Αλγόριθμοι. Ένας αλγόριθμος λέγεται εκθετικός, εάν έχει χρόνο εκτέλεσης T(n) = O(cn), όπου c > 1.

			

			Εάν k = 1, τότε T(n) = O(n) και ο αλγόριθμος ονομάζεται γραμμικός (linear). Επίσης, εάν T(n) = O(logk n), όπου k είναι μία θετική σταθερά, τότε ο αλγόριθμος ονομάζεται λογαριθμικός. Σε όλο το σύγγραμμα, εκτός εάν προσδιορίζεται διαφορετικά, ισχύει log n = log2 n.

			Με τον όρο αποτελεσματικός αλγόριθμος (efficient algorithm) εννοούμε τον αλγόριθμο του οποίου ο χρόνος εκτέλεσης στη χειρίστη περίπτωση φράσσεται άνω από μία πολυωνυμική συνάρτηση (πολυωνυμικός αλγόριθμος). Για κάθε άλλο αλγόριθμο χρησιμοποιούμε τον όρο μη-αποτελεσματικός αλγόριθμος (inefficient algorithm).

			Στο Σχήμα 2.1 η τιμή της συνάρτησης εκφράζει το χρόνο εκτέλεσης (πολυπλοκότητα) ενός αλγόριθμου. Εδώ γίνεται εμφανές ότι ένας μη-αποτελεσματικός αλγόριθμος, για παράδειγμα ένας αλγόριθμος εκθετικής πολυπλοκότητας Ο(n!), είναι “απαγορευτικός” για πρακτικές εφαρμογές, καθώς ο χρόνος για την επίλυση ενός προβλήματος μεγέθους n = 64 θα μπορούσε να είναι μεγαλύτερος από 1079 αιώνες.
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			Σχήμα 2.1: Εκτίμηση χρόνου εκτέλεσης αλγορίθμων διαφόρων πολυπλοκοτήτων με διάφορες τιμές εισόδου. Κάθε υπολογιστικό βήμα απαιτεί ένα μικροδευτερόλεπτο (microsecond).

			 

			Ένα πρόβλημα Π το ονομάζουμε ευχείριστο (tractable), εάν υπάρχει αποτελεσματικός (πολυωνυμικός) αλγόριθμος που το επιλύει, ενώ ονομάζουμε δυσχείριστο ή δυσεπίλυτο (intractable) το Π, εάν δεν υπάρχει τέτοιος αλγόριθμος. Αναφέρουμε ότι η κλάση P (Polynomial) περιλαμβάνει τα προβλήματα που επιδέχονται λύση πολυωνυμικού χρόνου (δηλαδή υπάρχουν πολυωνυμικοί αλγόριθμοι που τα επιλύουν).
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			Σχήμα 2.2: Το φάσμα της υπολογιστικής πολυπλοκότητας.

			 

			Το Σχήμα 2.2 αποτυπώνει αυτό που ονομάζουμε “φάσμα υπολογιστικής πολυπλοκότητας” σε μία γραφική παράσταση διαφόρων προβλημάτων σε σχέση με την πολυπλοκότητα του καλύτερου γνωστού αλγόριθμου που τα επιλύει. Υπάρχουν δύο διακριτές περιοχές που περιέχουν τα ευχείριστα και τα δυσχείριστα ή δυσεπίλυτα προβλήματα. Στη κορυφή της γραφικής παράστασης βρίσκονται τα μη-επιλύσιμα (undecidable) προβλήματα, για τα οποία δεν υπάρχει κάποιος αλγόριθμος που τα επιλύει. Πιο κάτω βρίσκονται τα προβλήματα για τα οποία υπάρχουν αλγόριθμοι που τα επιλύουν, αλλά είναι μη-αποτελεσματικοί, με χρόνους εκτέλεσης εκθετικούς (exponential) ή υπερεκθετικούς (superexponential). Όλα αυτά τα προβλήματα ορίζουν την περιοχή των προβλημάτων με υψηλού-επιπέδου πολυπλοκότητα. Στην περιοχή αυτή ανήκει μία σημαντική κατηγορία προβλημάτων, που είναι γνωστά ως NP-πλήρη (NP-complete) προβλήματα.

			Αναφέρουμε εδώ, κυρίως για μία αρχική εισαγωγή στην NP-πληρότητα, ότι στην περιοχή των προβλημάτων με υψηλού-επιπέδου πολυπλοκότητα η έμφαση εστιάζεται στην απόδειξη μη-πολυωνυμικών κάτω φραγμάτων (non-polynomial lower bounds), που αφορούν στο χρόνο και χώρο διαφόρων προβλημάτων της (το υπολογιστικό μοντέλο που συνήθως χρησιμοποιούμε είναι η μηχανή Turing). Μεταξύ των προβλημάτων για τα οποία έχουμε αποδείξει εκθετικά κάτω φράγματα, υπάρχουν πολλά προβλήματα βελτιστοποίησης, που είναι πολύ ευκολότερα από τα υπόλοιπα, και είναι αυτά που ανήκουν στην κλάση NP (περιλαμβάνει όλα τα προβλήματα που επιλύονται πολυωνυμικά σε μία μη-αιτιοκρατική μηχανή Turing). Τώρα, μεταξύ των προβλημάτων της κλάσης NP υπάρχουν αυτά που είναι τα δυσκολότερα, με την έννοια ότι, εάν ένα από αυτά έχει αλγόριθμο πολυωνυμικού χρόνου, τότε κάθε πρόβλημα στην κλάση NP θα έχει τέτοιο αλγόριθμο. Τα προβλήματα αυτά είναι τα γνωστά NP-πλήρη προβλήματα.

			Τα προβλήματα που θα εξετάσουμε στο πλαίσιο αυτού του συγγράμματος, έχουν όλα αποτελεσματικούς αλγορίθμους και, επομένως, ανήκουν στην περιοχή των προβλημάτων με χαμηλού-επιπέδου πολυπλοκότητα (η περιοχή αυτή αποτυπώνεται στο κάτω ήμισυ της γραφικής παράστασης του Σχήματος 2.2). Για πολλά από αυτά τα προβλήματα δεν υπάρχουν κάτω φράγματα και η έμφαση δίδεται στη συνεχή επινόηση και διατύπωση νέων και ολοένα ταχύτερων αλγορίθμων με την εκμετάλλευση κατάλληλων δομών δεδομένων, έξυπνες αλγοριθμικές τεχνικές και ιδιότητες δομής αυτών καθ’ αυτών των προβλημάτων (π.χ. τέλεια γραφήματα, επίπεδα γραφήματα κ.λπ.).
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			Σχήμα 2.3: Εξέλιξη της πολυπλοκότητας του προβλήματος της επιπεδικότητας.

			 

			Στο Σχήμα 2.3 δείχνουμε την εξέλιξη της πολυπλοκότητας του προβλήματος της επιπεδικότητας (planarity) διαχρονικά από το 1930 έως το 1976. Οι πολυπλοκότητες αναφέρονται σε αλγορίθμους για την αναγνώριση ενός επιπέδου γραφήματος τάξης  (από το 1976 έως σήμερα η πολυπλοκότητα του προβλήματος δεν επιδέχεται περαιτέρω βελτίωση, γιατί;). Το πρόβλημα αυτό θα μελετηθεί διεξοδικά στο Κεφάλαιο 7 του συγγράμματος.

			Προβλήματα Απόφασης. Ένα πρόβλημα απόφασης (decision problem) είναι το πρόβλημα εκείνο το οποίο απαιτεί απλώς ένα ναι ή ένα όχι, προκειμένου να απαντηθεί. Ένα στιγμιότυπο (instance) ενός προβλήματος Π είναι ένας καθορισμός συγκεκριμένων τιμών για τις παραμέτρους του. Ένας αλγόριθμος για το πρόβλημα Π, όπως αναφέραμε και πριν, είναι μία βήμα-προς-βήμα διαδικασία που, όταν εφαρμοστεί σε οποιοδήποτε στιγμιότυπο (instance) του προβλήματος Π, παράγει μία λύση.

			Συνήθως μπορούμε να αναδιατυπώσουμε ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης Π ως ένα πρόβλημα απόφασης Π*, το οποίο Π* αρχικά φαίνεται να μπορεί να επιλυθεί ευκολότερα σε σχέση με το αρχικό Π, ωστόσο αποδεικνύεται τελικά ότι η λύση του είναι το ίδιο δύσκολη με αυτή του Π. Ας δούμε τις εξής δύο εκδοχές του προβλήματος χρωματισμού γραφήματος.

			(Α)	Χρωματισμός 	Γραφήματος (Πρόβλημα Βελτιστοποίησης)

			Στιγμιότυπο: 	Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G.

			Ερώτηση: 		Ποιός είναι ο μικρότερος αριθμός χρωμάτων που απαιτείται για τον κατάλληλο χρωματισμό (proper coloring) του G;

			(Β)	Χρωματισμός	 Γραφήματος (Πρόβλημα Απόφασης)

			Στιγμιότυπο: 	Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G και ένας ακέραιος k > 0.

			Ερώτηση: 	Υπάρχει ένας k-χρωματισμός (k-coloring) του G;

			 

			Για ένα γράφημα n κόμβων το πρόβλημα βελτιστοποίησης μπορεί να επιλυθεί εφαρμόζοντας n φορές έναν αλγόριθμο για το πρόβλημα απόφασης. Εάν τα n προβλήματα απόφασης επιλυθούν ακολουθιακά, τότε ο απαιτούμενος χρόνος για την επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης είναι μεγαλύτερος αυτού για την επίλυση του προβλήματος απόφασης κατά το πολύ ένα παράγοντα n. Ωστόσο, εάν τα n προβλήματα απόφασης επιλυθούν ταυτόχρονα (παράλληλα), τότε ο χρόνος που απαιτείται και για τις δύο εκδοχές των προβλημάτων (βελτιστοποίησης και απόφασης) είναι σχεδόν ίδιος.

			Άνω και Κάτω Φράγματα. Είναι σύνηθες να εκφράζουμε την πολυπλοκότητα ενός αλγόριθμου ως συνάρτηση του μεγέθους της εισόδου. Λέμε, λοιπόν, ότι ένας αλγόριθμος A για το Π εκτελείται σε χρόνο O(f(n)), αν για κάποια σταθερά c > 0 υπάρχει μία υλοποίηση του αλγόριθμου Α, η οποία ολοκληρώνεται κάνοντας το πολύ cf(n) υπολογιστικά βήματα ή, ισοδύναμα, εκτελώντας το πολύ cf(n)  βασικές πράξεις για όλα τα στιγμιότυπα μεγέθους n. Η πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου A είναι η μικρότερη συνάρτηση f, τέτοια ώστε ο αλγόριθμος A να εκτελείται σε χρόνο O(f(n)). Η πολυπλοκότητα ενός προβλήματος Π είναι η μικρότερη συνάρτηση f για την οποία υπάρχει αλγόριθμος O(f(n))-χρόνου για το Π, δηλαδή η ελάχιστη πολυπλοκότητα ανάμεσα σε όλους τους δυνατούς (possible) αλγορίθμους που επιλύουν το πρόβλημα Π.

			Επομένως, ο υπολογισμός της πολυπλοκότητας ενός συγκεκριμένου αλγορίθμου για το πρόβλημα Π μας παρέχει ένα άνω φράγμα στην πολυπλοκότητα του Π. Για τον υπολογισμό της πολυπλοκότητας ενός προβλήματος Π χρειαζόμαστε δύο φράγματα:

			
					1.	Το άνω φράγμα (upper bound) – η μικρότερη πολυπλοκότητα μεταξύ όλων των γνωστών (known) αλγορίθμων για το πρόβλημα Π.

					2.	Το κάτω φράγμα (lower bound) – η μεγαλύτερη συνάρτηση f για την οποία έχει αποδειχθεί (μαθηματικά) ότι όλοι οι πιθανοί αλγόριθμοι για το πρόβλημα Π με είσοδο n απαιτούν τουλάχιστον cf(n) υπολογιστικά βήματα για κάποια σταθερά c > 0 ή, ισοδύναμα, απαιτούν να έχουν πολυπλοκότητα χρόνου Ω(f(n)).

			

			 

			Εάν αυτά τα δύο όρια συμπίπτουν, τότε έχουμε μία ακριβή γνώση για την πολυπλοκότητα του προβλήματος Π. Αυτό, εκτός από την ακριβή πολυπλοκότητα του προβλήματος, επιπλέον μας δίδει δύο πολύ σημαντικές πληροφορίες για το πρόβλημα Π:

			
					•	δεν μπορεί ποτέ στο μέλλον να επινοηθεί κάποιος νέος αλγόριθμος με πολυπλοκότητα μικρότερη από αυτή του ήδη γνωστού αλγόριθμου που ορίζει το άνω φράγμα f του προβλήματος Π, και 

					•	δεν μπορεί ποτέ στο μέλλον να αποδειχθεί (μαθηματικά) ότι υπάρχει ένα κάτω φράγμα του προβλήματος Π μεγαλύτερο από f.

			

			 

			Εάν το άνω και το κάτω φράγμα ενός προβλήματος Π δεν συμπίπτουν, τότε μπορούμε πιθανώς να μειώσουμε το άνω φράγμα του Π (επινοώντας ένα νέο αλγόριθμο για το Π με πολυπλοκότητα μικρότερη από αυτή του ήδη γνωστού αλγόριθμου που ορίζει το άνω φράγμα του προβλήματος) ή να αυξήσουμε το κάτω φράγμα του Π (αποδεικνύοντας ότι υπάρχει ένα κάτω φράγμα του προβλήματος Π μεγαλύτερο από το ήδη υπάρχον) ή να βελτιώσουμε και τα δύο. Επιπλέον, το κενό (gap) μεταξύ αυτών των δύο ορίων δίδει μία ένδειξη της ερευνητικής προσπάθειας που πρέπει να καταβληθεί για τη βελτίωση του άνω ή/και κάτω φράγματος του προβλήματος Π.

			Έως σήμερα, για πολλά προβλήματα το κενό μεταξύ του άνω και του κάτω φράγματός τους παραμένει “πεισματικά” μεγάλο. Ένα παράδειγμα τέτοιων προβλημάτων είναι και αυτό του πολλαπλασιασμού πινάκων (matrix multiplication).

			Για το πρόβλημα του πολλαπλασιασμού δύο n × n πινάκων υπάρχει ο απλός και γνωστός μας αλγόριθμος πολυπλοκότητας O(n3). Ο Strassen το 1969 πρότεινε έναν αλγόριθμο που επιλύει το ίδιο πρόβλημα σε χρόνo O(nlog7) ≈ O(n2.81), βελτιώνοντας έτσι το άνω φράγμα του προβλήματος του πολλαπλασιασμού πινάκων. Από τότε έχουν προταθεί αρκετοί αλγόριθμοι για το πρόβλημα με μικρότερες πολυπλοκότητες, όπως για παράδειγμα οι αλγόριθμοι του Pan με πολυπλοκότητες O(n2.78) και O(n2.6054) για πολύ μεγάλα n, βελτιώνοντας έτσι και αυτοί με τη σειρά τους το άνω φράγμα του προβλήματος. Όμως, το κάτω φράγμα του προβλήματος, που είναι γνωστό μέχρι σήμερα, είναι μόνο Ω(n2) (για πληρέστερη μελέτη του θέματος, ο αναγνώστης παραπέμπεται στο βιβλίο των Aho, Hopcroft, και Ullman (βλέπε βιβλιογραφία).

			Ας εξετάσουμε τώρα το κενό μεταξύ του άνω και του κάτω φράγματος του προβλήματος του πολλαπλασιασμού δύο n × n πινάκων. Παρατηρούμε, ότι τα δύο φράγματα του προβλήματος ορίζονται από δύο πολυωνυμικές συναρτήσεις: f για το άνω φράγμα με f = O(nk), k > 0, και f΄ για το κάτω φράγμα με f΄ = Ω(n2). Όμως, αυτό δεν ισχύει πάντα! Για παράδειγμα, υπάρχουν προβλήματα με άνω φράγμα που ορίζεται από μία εκθετική συνάρτηση f = O(cn), c > 1, ενώ το κάτω φράγμα από μία πολυωνυμική συνάρτηση. Τέτοια προβλήματα συμπεριλαμβάνονται στην κλάση των NP-πλήρων προβλημάτων (NP-complete problems).

			NP-πλήρη Προβλήματα. Το μεγαλύτερο ανοικτό ερώτημα της Πληροφορικής αφορά στα λεγόμενα NP-πλήρη προβλήματα και σχετίζεται με το κενό μεταξύ των άνω και κάτω φραγμάτων τους. Τα NP-πλήρη προβλήματα αποτελούν μία πολυπληθή και σημαντική κλάση προβλημάτων.

			Η κλάση των NP-πλήρων προβλημάτων χαρακτηρίζεται από δύο θεμελιώδεις ιδιότητες:

			
					•	για κάθε NP-πλήρες πρόβλημα έως τώρα υπάρχουν γνωστοί μόνο εκθετικοί αλγόριθμοι, δηλαδή αλγόριθμοι πολυπλοκότητας O(cn), c > 1, ενώ το καλύτερο έως τώρα κάτω φράγμα των προβλημάτων αυτών ορίζεται από πολυωνυμικές συνάρτησεις Ω(nk), k > 0.

					•	εάν υπάρξει ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος, δηλαδή αλγόριθμος πολυπλοκότητας O(nk), k > 0, για ένα πρόβλημα της κλάσης, τότε θα υπάρξουν πολυωνυμικοί αλγόριθμοι για όλα τα NP-πλήρη προβλήματα.

			

			 

			Προσοχή! Οι προηγούμενες ιδιότητες δεν αποτελούν ορισμό της κλάσης των NP-πλήρων προβλημάτων. Στη συνέχεια, θα δώσουμε συνοπτικά τη βάση της θεωρίας των προβλημάτων αυτών.

			Ακολούθως, μελετάμε δύο κλάσεις προβλημάτων, γνωστές ως P και NP. Γενικά, η κλάση των προβλημάτων για τα οποία υπάρχει κάποιος αλγόριθμος που μπορεί να τα επιλύσει σε πολυωνυμικό χρόνο ονομάζεται κλάση P ή απλώς P. Για ορισμένα προβλήματα δεν υπάρχει κάποιος γνωστός αλγόριθμος που να τα επιλύει σε πολυωνυμικό χρόνο, αλλά αν κάποιος ισχυριστεί ότι διαθέτει μία λύση, είναι δυνατόν να εξακριβωθεί γρήγορα εάν πράγματι είναι λύση του προβλήματος. Η κλάση των προβλημάτων για τα οποία η λύση τους μπορεί να επαληθευτεί σε πολυωνυμικό χρόνο ονομάζεται NP.

			Ας έρθουμε τώρα να δώσουμε ένα τυπικότερο ορισμό των κλάσεων P και NP. Έστω Π ένα πρόβλημα. Τότε:

			
					•	Π ∈ P, εάν υπάρχει ένας αιτιοκρατικός (deterministic) πολυωνυμικού χρόνου αλγόριθμος που επιλύει το πρόβλημα Π, και 

					•	Π ∈ ΝP, εάν υπάρχει ένας μη-αιτιοκρατικός (nondeterministic) πολυωνυμικού χρόνου αλγόριθμος που επιλύει το πρόβλημα Π. 

			

			 

			Υπενθυμίζουμε ότι ένας αλγόριθμος ονομάζεται αιτιοκρατικός, εάν κάθε στάδιο (stage) εκτέλεσης εντολών καθορίζει μοναδικά το πολύ ένα επόμενο στάδιο, ενώ μη-αιτιοκρατικός, εάν ένα στάδιο (stage) μπορεί να καθορίζει πολλά επόμενα στάδια και να μεταβαίνει σε κάθε ένα από αυτά ταυτόχρονα (simultaneously).

			Προφανώς, P ⊆ ΝP, διότι ένα πρόβλημα Π που επιλύεται με ένα αιτιοκρατικό αλγόριθμο μπορεί να επιλυθεί και με ένα μη-αιτιοκρατικό. Ένα από τα σημαντικότερα ανοικτά ερωτήματα στη θεωρία υπολογισμού είναι αν ισχύει P ≠ ΝP ή, ισοδύναμα, αν ισχύει P = ΝP, δηλαδή κατά πόσο ισχύει ότι τα NP-πλήρη προβλήματα έχουν πολυωνυμική λύση (βλέπε, Σχήμα 2.4).

			Το ερώτημα αυτό έθεσε πρώτος ο Stephen Cook το 1971 στην εργασία του με τίτλο: The Complexity of Theorem Proving Procedures (για πληροφοριακούς λόγους σημειώνεται πως το πρόβλημα αυτό ανήκει σε ένα από τα επτά Millennium Prize Problems, τα οποία είναι επιλεγμένα από το Clay Mathematics Institute που προσφέρει US$ 1.000.000 στην πρώτη σωστή λύση).
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			Σχήμα 2.4: Γραφική απεικόνιση κλάσεων προβλημάτων P, NP, NP-πλήρη και NP-δύσκολα, στις περιπτώσεις όπου P ≠ ΝP και P = ΝP.

			 

			Στη θεωρία υπολογισιμότητας και στη θεωρία πολυπλοκότητας, η αναγωγή (reduction) είναι ένας αλγόριθμος για τη μετατροπή ενός προβλήματος Π1 σε ένα άλλο πρόβλημα Π2. Μία αναγωγή από ένα πρόβλημα Π1 στο Π2 συνήθως χρησιμοποιείται για να δείξουμε ότι το δεύτερο πρόβλημα Π2 είναι τουλάχιστον τόσο δύσκολο όσο το πρώτο Π1. Η μαθηματική δομή που δημιουργείται σε ένα σύνολο προβλημάτων από αναγωγές συγκεκριμένου τύπου, γενικά δημιουργεί μία προ-διάταξη (preorder) αυτών, οι κλάσεις ισοδυναμίας των οποίων μπορεί να χρησιμοποιηθούν για να καθορίσουμε βαθμούς μη-επιλυσιμότητας (degrees of unsolvability) και τάξεις πολυπλοκότητας (complexity classes).

			Διαισθητικά, το πρόβλημα Π1 ανάγεται στο πρόβλημα Π2, εάνν ένας αλγόριθμος για την αποτελεσματική επίλυση του προβλήματος Π2 (αν υπήρχε), θα μπορούσε, επίσης, να χρησιμοποιηθεί σαν υποπρόγραμμα (subroutine) για την αποτελεσματική επίλυση του προβλήματος Π1. Εάν αυτό ισχύει, τότε η επίλυση του προβλήματος Π1 δεν μπορεί να είναι δυσκολότερη από την επίλυση του Π2. Γράφουμε Π1 ≪α Π2, συνήθως με ένα δείκτη α στο σύμβολο ≪ της αναγωγής, για να δείξουμε το είδος της αναγωγής που χρησιμοποιούμε. Για παράδειγμα, γράφουμε ≪m για αναγωγή απεικόνισης (mapping reduction), ενώ γράφουμε ≪p για πολυωνυμική αναγωγή (polynomial reduction).

			Αναλυτικότερα, ένα πρόβλημα Π1 που είναι πολυωνυμικά αναγώγιμο (polynomially transformable) σε ένα άλλο πρόβλημα Π2, το συμβολίσουμε Π1 ≪p Π2, εάν υπάρχει συνάρτηση f που αντιστοιχίζει τα στιγμιότυπα του Π1 στα στιγμιότυπα του Π2, έτσι ώστε:

			
					•	f να είναι αιτιοκρατικά υπολογίσιμη (computable deterministically) σε πολυωνυμικό χρόνο, και

					•	μία λύση του προβλήματος Π2 για το στιγμιότυπο f(Ι) δίδει μία λύση του προβλήματος Π1 για το στιγμιότυπου Ι, για κάθε Ι.

			

			 

			Διαισθητικά, αυτό σημαίνει ότι το πρόβλημα Π1 έχει ίδιας δυσκολίας λύση με το Π2, γιατί μπορούμε να πάρουμε μία λύση του προβλήματος Π1 συνδυάζοντας το μετασχηματισμό f με τον καλύτερο αλγόριθμο για την επίλυση του Π2. Επομένως, εάν Π1 ≪p Π2, τότε:

			Πολυπλοκότητα(Π1) ≤ Πολυπλοκότητα(Π2) + O(nk),

			όπου k > 0.

			Εάν για το πρόβλημα Π2 υπάρχει ένας αιτιοκρατικός πολυωνυμικού χρόνου αλγόριθμος, τότε υπάρχει ένας τέτοιος αλγόριθμος και για το πρόβλημα Π1. Αντίθετα, εάν κάθε αιτιοκρατικός αλγόριθμος που επιλύει το πρόβλημα Π1 απαιτεί εκθετικό χρόνο, τότε το ίδιο ισχύει και για το πρόβλημα Π2.

			Ένα πρόβλημα Π είναι NP-δύσκολο (NP-hard), εάν ισχύει μία από τις εξής ισοδύναμες προτάσεις:

			
					1.	Π΄ ≪p Π,  για όλα τα προβλήματα Π΄ ∈ NP.

					2.	Π ∈ P ⇒ P = ΝP.

					3.	(ύπαρξη πολυωνυμικού αλγόριθμου για το Π) ⇒ (ύπαρξη πολυωνυμικού αλγόριθμου για κάθε πρόβλημα στην κλάση ΝP).

			

			 

			Ένα πρόβλημα είναι NP-πλήρες, εάν ανήκει στην κλάση NP και είναι NP-δύσκολο (βλέπε Σχήμα 2.4)

			Η έννοια της NP-πληρότητας (NP-completeness) εισήχθη το 1971 από τον Stephen Cook που απέδειξε ότι το πρόβλημα SATISFIABILITY (SAT) της μαθηματικής λογικής είναι NP-πλήρες (Θεώρημα Cook) και, ταυτόχρονα, πρότεινε μία σειρά προβλημάτων που πιθανώς να είναι NP-πλήρη. Ο Karp το 1972 παρουσίασε μία μεγάλη συλλογή NP-πλήρων προβλημάτων από τις περιοχές της συνδυαστικής, λογικής, θεωρίας συνόλων, και άλλων περιοχών των διακριτών μαθηματικών. Στο Σχήμα 2.5 δίδουμε μία ιεράρχηση μερικών NP-πλήρων προβλημάτων.
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			Σχήμα 2.5: Μερικά NP-πλήρη προβλήματα από διάφορες περιοχές των διακριτών μαθηματικών.

			 

			Μία τυπική τεχνική που εφαρμόζεται για την απόδειξη της NP-πληρότητας ενός προβλήματος και, παράλληλα, σκιαγραφεί τη διαδικασία δημιουργίας και διατήρησης ενός αποθετηρίου (repository) NP-προβλημάτων, είναι η εξής:

			
					•	Αρχικά, τοποθέτησε το πρόβλημα SAT στο αποθετήριο των NP-πλήρων προβλημάτων (από το θεώρημα του Cook).

					•	Στη συνέχεια, επανάλαβε τα παρακάτω τέσσερα βήμάτα:

			

			
					1.	Βρες ένα υποψήφιο πρόβλημα Π που θεωρείς ότι πιθανώς να είναι NP-πλήρες. 

					2.	Επίλεξε ένα κατάλληλο πρόβλημα Π από το αποθετήριο των NP-προβλημάτων.

					3.	Απόδειξε ότι Π ∈ NP και Π ≪p Π.

					4.	Πρόσθεσε το Π στο αποθετήριο των NP-προβλημάτων.

			

			 

			Τονίζουμε ότι η σωστή επιλογή του προβλήματος Π΄ και η εύρεση μίας πολυωνυμικής αναγωγής Π΄ ≪p Π απαιτούν γνώση, πείρα και, πολλές φορές, ιδιαίτερη ευφυΐα!

			 

			2.2  Δομές Δεδομένων

			 

			Επιπροσθέτως των ακεραίων και πραγματικών αριθμών, καθώς και των bits (ένα bit έχει τιμή 0 (false) ή 1 (true)), θα ασχοληθούμε και με πιο πολύπλοκα αντικείμενα, που θεωρούνται βασικά στην περιοχή μελέτης μας. Αυτά είναι τα διαστήματα (intervals), οι λίστες (lists), τα σύνολα (sets) και οι απεικονίσεις (maps). Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουμε τρόπους εσωτερικής αναπαράστασης των αντικειμένων αυτών με πίνακες (arrays) και συνδεδεμένες λίστες (linked lists), καθώς και βασικές αναπαραστάσεις γραφημάτων με πίνακες και συνδεδεμένες λίστες.

			Διαστήματα. Ένα διάστημα [i, j] είναι μία ακολουθία ακεραίων i, i+1, …, j. Επεκτείνουμε την έννοια αυτή, για να ορίσουμε αριθμητικές προόδους (arithmetic progressions): [i, j..k] συμβολίζουμε την ακολουθία i, I + Δ, i + 2Δ, …, i + pΔ, όπου Δ = j - i και 
 
  p=⌊ 
   (
    
     k−1
   )/Δ ⌋

 (εάν το x είναι ένας πραγματικός αριθμός, με 
 
  ⌊ x ⌋

 συμβολίζουμε το μεγαλύτερο ακέραιο με τιμή μικρότερη ή ίση του x, ενώ με 
 
  ⌈ 
   
    d
    2
   
    ⌉
 συμβολίζουμε το μικρότερο ακέραιο με τιμή μεγαλύτερη ή ίση του ). Εάν p < 0, η αριθμητική πρόοδος είναι κενή, ενώ, εάν i = j, η αριθμητική πρόοδος δεν ορίζεται. Όταν γράφουμε k ∈ [i, j] ή, ισοδύναμα, k ∈ [i..j], εννοούμε ότι k είναι ακέραιος τέτοιος ώστε i ≤ k ≤ j.

			Λίστες. Μία λίστα l = (x1, x2, …, xn) είναι μία ακολουθία από οποιαδήποτε στοιχεία, μερικά από τα οποία μπορεί να επαναλαμβάνονται. Το στοιχείο x1 ονομάζεται κεφαλή (head) της λίστας και το στοιχείο xn ουρά (tail) της λίστας. Τα στοιχεία x1 και xn είναι η αρχή και το τέλος της λίστας, αντίστοιχα. Θα συμβολίζουμε το μέγεθος (size) n της λίστας με |l|. Ένα διατεταγμένο ζεύγος (x1, x2) είναι μία λίστα δύο στοιχείων. Την κενή λίστα, που δεν περιλαμβάνει κάποιο στοιχείο, τη συμβολίζουμε (). Υπάρχουν τρεις βασικές λειτουργίες σε λίστες:

			
					1.	πρόσβαση (access). Δεδομένης μίας λίστας l = (x1, x2, …, xn) και ενός ακεραίου i, επιστρέφει το i-οστό στοιχείο l(i) = xi της λίστας. Εάν i ∉ [1..n], τότε l(i) έχει την ειδική τιμή null.

					2.	υπολίστα (sublist). Δεδομένης μίας λίστας l = (x1, x2, …, xn) και ενός ζεύγους ακεραίων i και j, επιστρέφει τη λίστα l(i..j) = (xi, x(i+1), …, xj). Με l(i..) θα συμβολίζουμε τη λίστα (xi, xi+1, …, xn), ενώ με l(..i) θα συμβολίζουμε τη λίστα (x1, x2, …, xi).

					3.	συνένωση (concatenation). Δεδομένων δύο λιστών l = (x1, x2, …, xn) και r = (y1, y2, …, ym), επιστρέφει τη λίστα l||r = (x1, x2, …, xn, y1, y2, …, ym ).

			

			 

			Μπορούμε να αναπαραστήσουμε τις λειτουργίες της εισαγωγής και της διαγραφής σε λίστες με κατάλληλο συνδυασμό των διαδικασιών της υπολίστας και της συνένωσης. Ιδιαίτερης σημασίας είναι οι ακόλουθες ειδικές περιπτώσεις των διαδικασιών πρόσβασης, υπολίστας και συνένωσης που χειρίζονται τα άκρα μίας λίστας:

			
					•	πρόσβαση-στην-αρχή (access head). Δεδομένης μίας λίστας l, επιστρέφει το στοιχείο l(1).

					•	εισαγωγή-στην-αρχή (push). Δεδομένης μίας λίστας l και ενός στοιχείου x, επιστρέφει τη λίστα l = (x) || l.

					•	διαγραφή-από-αρχή (pop). Δεδομένης μίας λίστας l, επιστρέφει τη λίστα l = l(2..).

					•	πρόσβαση-στο-τέλος (access tail). Δεδομένης μίας λίστας l, επιστρέφει το στοιχείο l(|l|).

					•	εισαγωγή-στο-τέλος (inject). Δεδομένης μίας λίστας l και ενός στοιχείου x, επιστρέφει τη λίστα l = l || (x).

					•	διαγραφή-από-τέλος (eject). Δεδομένης μίας λίστας l, επιστρέφει τη λίστα l = l(..|l|-1).

			

			 

			Μία λίστα όπου επιτρέπονται οι διαδικασίες πρόσβαση-στην-αρχή, εισαγωγή-στην-αρχή και διαγραφή-από-αρχή ονομάζεται στοίβα (stack). Σε σχέση με τις διαδικασίες εισαγωγής και διαγραφής οι στοίβες λειτουργούν κατά τρόπο LIFO (last-in, first-out). Από την άλλη, μία λίστα όπου επιτρέπονται οι διαδικασίες πρόσβαση-στην-αρχή, εισαγωγή-στην-αρχή και διαγραφή-από-τέλος ονομάζεται ουρά (queue). Η ουρά λειτουργεί κατά τρόπο FIFO (first-in, first-out).

			Σύνολα. Ένα σύνολο s = {x1, x2, …, xn} είναι μία συλλογή από διαφορετικά μεταξύ τους στοιχεία. Σε αντίθεση με τη λίστα, το σύνολο δεν απαιτεί διάταξη των στοιχείων του. Επεκτείνουμε την έννοια του μεγέθους (size) και στα σύνολα και έτσι |s| = n. Θα συμβολίζουμε { } ή ø το κενό σύνολο. Οι σημαντικότερες πράξεις σε σύνολα είναι η ένωση (union U) , η τομή (intersection ∩) και η αφαίρεση (difference -): εάν s και t είναι δύο σύνολα, τότε s - t είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του s που δεν είναι στοιχεία του t.

			Επεκτείνουμε την πράξη της αφαίρεσης συνόλων στις λίστες ως εξής: εάν l είναι μία λίστα και s ένα σύνολο, τότε l-s είναι η λίστα που λαμβάνεται από την l αφαιρώντας από αυτή κάθε στοιχείο που ανήκει στο σύνολο s. 

			Απεικονίσεις. Μία απεικόνιση f = {(x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn)} είναι ένα σύνολο από διατεταγμένα ζεύγη, όλα με διαφορετικές τις πρώτες συντεταγμένες (κεφαλές). Το πεδίο ορισμού (domain) της f είναι το σύνολο των πρώτων συντεταγμένων των ζευγών της, domain(f) = {x1, x2, …, xn}. Το πεδίο τιμών (range) της f είναι το σύνολο των δεύτερων συντεταγμένων των ζευγών της, range(f) = {y1, y2, …, yn}. Θεωρούμε την απεικόνιση f ως μία συνάρτηση από το πεδίο ορισμού στο πεδίο τιμών και, έτσι, η τιμή f(xi ) της f στο στοιχείο  του πεδίου ορισμού είναι η αντίστοιχη δεύτερη συντεταγμένη . Εάν x ∉ domain(f), τότε f(x) = null. Το μέγεθος (size) της απεικόνισης f είναι το μέγεθος του πεδίου ορισμού της. Σημαντικές λειτουργίες σε συναρτήσεις είναι η πρόσβαση (accessing) και επανακαθορισμός (redefining) τιμών. Η ανάθεση f(x) ← y διαγράφει το ζεύγος [x, f(x)] (εάν υπάρχει) από την f και προσθέτει το ζεύγος [x, y]. Η ανάθεση f(x) ← null απλώς διαγράφει το ζεύγος [x, f(x)] (εάν υπάρχει) από την f. Μπορούμε να θεωρήσουμε μία λίστα l ως μία απεικόνιση με πεδίο ορισμού [1..|l|].

			Υπάρχουν αρκετοί καλοί τρόποι για να αναπαραστήσουμε (represent) τα σύνολα, τις λίστες και τις απεικονίσεις χρησιμοποιώντας βασικές δομές δεδομένων, όπως

			
					•	παρατάξεις ή πίνακες (arrays): συλλογή κόμβων σε διαδοχικές θέσεις μνήμης, και 

					•	συνδεδεμένες λίστες (linked lists): συλλογή κόμβων διασυνδεδεμένων με δείκτες. 

			

			 

			Αναφέρουμε ότι οι δομές δεδομένων παρέχουν ένα συστηματικό τρόπο οργάνωσης των υπό επεξεργασία δεδομένων (μεταβλητών εισόδου και εσωτερικών μεταβλητών ενός αλγόριθμου ή προγράμματος). 

			Πίνακες. Στην περιοχή των αλγορίθμων και του προγραμματισμού αναφερόμαστε συνήθως στις παρατάξεις, λόγω της διαδοχικής αποθήκευσής τους στη μνήμη μίας μηχανής, με τον όρο πίνακες. Έτσι, ένας 0-διάστασης πίνακας (0-dimensional array) είναι μία απλή μεταβλητή ή, ισοδύναμα, ένας απλός χώρος αποθήκευσης. Ένας δ-διάστασης πίνακας μπορεί να οριστεί αναδρομικά ως μία πεπερασμένη ακολουθία από (δ-1)-διάστασης πίνακες ίδιου μεγέθους (size). Ένα διάνυσμα (vector) υποθηκεύεται συνήθως σε ένα 1-διάστασης πίνακα και ένας n × m πίνακας (matrix) σε ένα 2-διάστασης πίνακα. 

			Οι καταχωρίσεις σε ένα πίνακα είναι ομογενείς, δηλαδή όλες έχουν τον ίδιο τύπο και όλες απαιτούν τον ίδιο χώρο. Οι θέσεις των καταχωρίσεων ή, ισοδύναμα, οι θέσεις των στοιχείων του πίνακα, προσδιορίζονται με τη χρήση ακεραίων δεικτών. Για παράδειγμα, εάν Α είναι ένας μονοδιάστατος (1-διάστασης) πίνακας μήκους n, τότε Ai ή Α(i) είναι η i-οστή καταχώριση ή i-οστό στοιχείο του πίνακα, ενώ, εάν Β είναι ένας δισδιάστατος (2-διάστασης) πίνακας μεγέθους n × m, τότε Βi,j ή Β(i, j) είναι η καταχώριση ή το στοιχείο στην i-οστή γραμμή και στην j-οστή στήλη του πίνακα, όπου 1 ≤ i ≤ n και 1 ≤ j ≤ m. Επίσης, με τη χρήση ακεραίων δεικτών αναθέτουμε τιμές στους πίνακες (π.χ. με την εντολή Α(2) ← t αναθέτουμε την τιμή t στο 2ο στοιχείο του πίνακα Α. 

			Στο Σχήμα 2.6 παρουσιάζουμε δύο πίνακες, ένα μονοδιάστατο πίνακα A μήκους 10 και ένα δισδιάστατο πίνακα Β μεγέθους 2 × 4, ίδιου τύπου: και οι δύο πίνακες είναι τύπου ακέραιος. Παρατηρούμε ότι το 2ο στοιχείο του πίνακα Α είναι το 8, δηλαδή Α(2) = 8, ενώ το στοιχείο του πίνακα Β στη 1η γραμμή και στην 3η στήλη είναι το 12, δηλαδή Α(1, 3) = 9.
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			Σχήμα 2.6: Ένας μονοδιάστατος πίνακας A μήκους 10 και ένα δισδιάστατος πίνακας Β μεγέθους 2 × 4. Οι δύο πίνακες είναι τύπου ακέραιος.

			 

			Η κύρια ιδιότητα ενός πίνακα είναι η δυνατότητα ευρετηρίασης (indexing). Αυτό σημαίνει ότι οι πίνακες παρέχουν τη δυνατότητα άμεσου εντοπισμού της θέσης αποθήκευσης ενός στοιχείου. Οι καταχωρίσεις ενός πίνακα αποθηκεύονται σε διαδοχικές θέσεις μνήμης και μπορούμε να έχουμε άμεση πρόσβαση στο περιεχόμενο μίας καταχώρησης ή, ισοδύναμα, στο περιεχόμενο μίας θέσης μνήμης του πίνακα σε σταθερό χρόνο ανεξάρτητα από το μέγεθος του πίνακα. Έτσι, μία ερώτηση τύπου “έχει το στοιχείο Α(2, 5) θετική τιμή;” μπορεί να απαντηθεί σε σταθερό χρόνο, σε ένα οποιοδήποτε δισδιάστατο πίνακα μεγέθους n × m. Αυτό επιτυγχάνεται από ένα σύστημα διευθυνσιοδότησης με τη χρήση πολλαπλασιαστών (multipliers).

			Στη συνέχεια, θα σκιαγραφήσουμε την τεχνική της διευθυνσιοδότησης με πολλαπλασιαστές σε ένα δισδιάστατο πίνακα μεγέθους n × m. Θα θεωρήσουμε ότι οι καταχωρίσεις του πίνακα A αποθηκεύονται σε διαδοχικές θέσεις μνήμης μεγέθους size με την εξής σειρά (γραμμή-προς-γραμμή):
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			O χώρος (μνήμη) που απαιτείται για κάθε γραμμή του πίνακα A είναι m × size. Τώρα, η άμεση πρόσβαση στην καταχώριση A(i,j) μπορεί να επιτευχθεί αρχίζοντας από την πρώτη καταχώριση A1,1, παραβλέποντας τις i-1 πρώτες γραμμές του πίνακα και, στη συνέχεια, μετακινούμενοι στην i γραμμή παραβλέποντας j-1 στήλες. Έτσι, εάν Δ = address(A1,1) είναι η διεύθυνση της πρώτης καταχώρισης του πίνακα A, τότε η διεύθυνση της καταχώρισης A(i,j) δίδεται από τον τύπο:
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			Ένας ανάλογος τύπος μπορεί να δοθεί στην περίπτωση που οι καταχωρίσεις του πίνακα A αποθηκεύονται σε διαδοχικές θέσεις μνήμης στήλη-προς-στήλη. Η τεχνική αυτή της διευθυνσιοδότησης μπορεί εύκολα να επεκταθεί, δίνοντας ανάλογους τύπους και για οποιουσδήποτε πίνακες δ-διάστασης, δ > 2 (η επέκταση αυτή αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη).

			Σε όλο το σύγγραμμα, με το συμβολισμό Α(1..n) ή Α(n) θα αναφερόμαστε σε ένα μονοδιάστατο πίνακα Α μήκους n, ενώ με το συμβολισμό A(1..n, 1..m) ή A(n, m) σε ένα δισδιάστατο πίνακα A μεγέθους n × m. 

			Αποθήκευση Δισδιάστατου Πίνακα ως Μονοδιάστατου. Σε πολλές εφαρμογές προκύπτουν πίνακες με ειδική μορφή, όπως συμμετρικοί, άνω ή κάτω τριγωνικοί, αραιοί πίνακες. Σε τέτοιες περιπτώσεις μπορούμε να αποθηκεύσουμε τα στοιχεία ενός ειδικής μορφής πίνακα σε ένα μονοδιάστατο πίνακα για εξοικονόμηση χώρου. Υπό μορφή παραδειγμάτων θα δώσουμε έναν τρόπο συμπίεσης ενός τέτοιου πίνακα μεγέθους n × m σε ένα μονοδιάστατο πίνακα.

			Εάν A(n, n) είναι ένας συμμετρικός (symmetric) πίνακας, τότε A(i, j) = A(j,i), 1 ≤ i, j ≤ n, ενώ εάν A(n, n) είναι ένας άνω τριγωνικός (upper triangular) πίνακας, τότε A(i, j) = 0 για κάθε i > j. Στο Σχήμα 2.7 δίδουμε δύο τέτοιους πίνακες μαζί με τον πίνακα συμπίεσης ανά γραμμές.
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			Σχήμα 2.7: Ένας συμμετρικός και ένας άνω τριγωνικός πίνακας διαστάσεων 6 × 6 μαζί με τον πίνακα συμπίεσής τους ανά γραμμές (οι δύο πίνακες έχουν τον ίδιο πίνακα συμπίεσης). 

			 

			Αναφέρουμε ότι στη γενική περίπτωση, το πλήθος των στοιχείων του μονοδιάστατου πίνακα συμπίεσης είναι n(n + 1)/2 , ενώ των αρχικών πινάκων είναι n2. Εάν A(n, n) είναι ένας αραιός (sparse) πίνακας, τότε το πλήθος των μη-μηδενικών στοιχείων του A είναι Ν ≪ n2, δηλαδή πολύ μικρότερο από n2 (συχνά χρησιμοποιούμε τη συντομογραφία Ν = o(n2), για να εκφράσουμε ότι Ν ≪ n2). Ακολουθώντας μία παρόμοια προσέγγιση, αποθηκεύουμε τα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα A διαδοχικά ανά γραμμές σε ένα μονοδιάστατο πίνακα. Στο Σχήμα 2.8 παρουσιάζουμε έναν αραιό πίνακα A(6, 6) και τον πίνακα συμπίεσης του V.
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			Σχήμα 2.8: Ένας αραιός πίνακας διαστάσεων 6 × 6 μαζί με τον πίνακα συμπίεσής του ανά γραμμές. 

			 

			Επιπλέον, στην τεχνική συμπίεσης ενός αραιού πίνακα A(n, n), για λόγους ανάκτησης διατηρούμε δύο μονοδιάστατους πίνακες στους οποίους αποθηκεύουμε τη στήλη και γραμμή που αντιστοιχεί σε κάθε μη μηδενικό στοιχείο του πίνακα A, τους οποίους ονομάζουμε row και col, αντίστοιχα. Για τον πίνακα του Σχήματος 2.8, οι δύο αυτοί πίνακες είναι οι εξής:
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			Έτσι, τα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα A του Σχήματος 2.8 είναι τα A(row(i), col(i)), 1 ≤ i ≤ N. Σημειώσουμε ότι στην τεχνική αυτή o απαιτούμενος χώρος είναι 3n και όχι n2, που απαιτεί η αποθήκευση του αρχικού πίνακα.

			Συνδεδεμένες Λίστες. Μία συνδεδεμένη λίστα είναι μία δυναμική (dynamic) δομή δεδομένων αποτελούμενη από μία συλλογή από κόμβους που συνδέονται μεταξύ τους, με καθορισμένο τρόπο, με δείκτες (pointers). Κάθε κόμβος μίας λίστας έχει την ίδια δομή αποτελούμενη από ένα ή περισσότερα πεδία για δεδομένα (data) και από ένα ή περισσότερα πεδία για δείκτες (pointers). Το μέγεθος (size) μίας λίστας ή, ισοδύναμα, το μήκος (length) μίας λίστας, ισούται με το πλήθος των κόμβων της. Θα συμβολίζουμε length(L) ή |L| το μήκος μία λίστα L.
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			Σχήμα 2.9: Δύο απλά συνδεδεμένες λίστες.

			 

			Στο Σχήμα 2.9 παρουσιάζουμε δύο απλά συνδεδεμένες λίστες L και Q, μήκους 3 και 4, αντίστοιχα, κάθε κόμβος των οποίων περιέχει ένα πεδίο  για τα δεδομένα του, τύπου ακέραιος, και ένα πεδίο  για το δείκτη του. Στις λίστες έχουμε πρόσβαση μόνο από το δείκτη κεφαλή (head), ο οποίος συνήθως προσδιορίζει και το όνομα της λίστας. Έτσι, οι δύο λίστες του σχήματος ονομάζονται L και Q και η πρόσβαση σε αυτές γίνεται από τους δύο αυτούς δείκτες. Ο δείκτης του τελευταίου κόμβου μίας λίστας έχει απροσδιόριστη τιμή. Θα λέμε ότι είναι null και θα τη συμβολίσουμε με Λ.

			Αντίθετα από τον πίνακα, όπου τα δεδομένα αποθηκεύονται ακολουθιακά σε διαδοχικές θέσεις μνήμης, στη λίστα τα δεδομένα (οι κόμβοι της) αποθηκεύονται σε οποιοδήποτε μέρος της μνήμης και οι δείκτες μεριμνούν, ώστε να διατηρείται η δομή και η συνοχή της λίστας. Αυτό επιτρέπει την εισαγωγή ενός στοιχείου στη λίστα ή τη διαγραφή οποιουδήποτε στοιχείου από αυτή να γίνεται αποτελεσματικά με την αλλαγή μόνον ορισμένων δεικτών και όχι όπως στον πίνακα, όπου οι πράξεις της εισαγωγής και διαγραφής απαιτούν συνήθως τη μετατόπιση εντός του πίνακα ενός μεγάλου μέρους δεδομένων.

			Η διάσχιση μίας λίστας και η εκτύπωση των δεδομένων της μπορεί να γίνει εύκολα και σε χρόνο ανάλογο του μήκους της. Για παράδειγμα, η εκτύπωση όλων των δεδομένων της λίστας L του Σχήματος 2.9 μπορεί να γίνει με τον επόμενο απλό αλγόριθμο:

			
					1.	P ← L;

					2.	while P ≠ Λ do print data(P); P ← next(P);

			

			 

			Οι συνδεδεμένες λίστες μπορούν να υλοποιηθούν αποτελεσματικά με τη χρήση πινάκων (στατική υλοποίηση). Συνήθως, σε μία τέτοια υλοποίηση, χρησιμοποιούμε κυρίως δύο μονοδιάστατους πίνακες μήκους μεγαλύτερου ή ίσου με το μήκος της λίστας. Στον ένα πίνακα αποθηκεύουμε τα δεδομένα της λίστας (περιεχόμενο πεδίου ), ενώ στον άλλο τους δείκτες (περιεχόμενο πεδίου ). Επίσης, μπορούμε να υλοποιήσουμε περισσότερες από μία λίστες στον ίδιο πίνακα. Μία τέτοια υλοποίηση δίνεται στο Σχήμα 2.10 για τις δύο λίστες L και Q του Σχήματος 2.9. Χρησιμοποιούμε δύο πίνακες με όνομα  και  μήκους l(data) = l(next) = 9 (≥ |L| + |Q|) και δύο μεταβλητές L και Q. Η μεταβλητή L (αντίστοιχα Q) έχει τη θέση του πίνακα data, όπου είναι αποθηκευμένα τα δεδομένα του πρώτου κόμβου της λίστας L (αντίστοιχα Q). Έτσι, data(L) = data(2) = 16 και data(Q) = data(8) = 18 που είναι τα δεδομένα των πρώτων κόμβων των λιστών L και Q. Χρησιμοποιώντας κατάλληλα τις τιμές του πίνακα next μπορούμε να πάρουμε όλα τα δεδομένα των L και Q.
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			Σχήμα 2.10: Μία υλοποίηση των δύο λιστών L και Q του Σχήματος 2.9 με τη χρήση πινάκων.

			 

			Εύκολα μπορεί να δει κάποιος ότι οι εισαγωγές και οι διαγραφές στοιχείων σε μία τέτοια υλοποίηση μπορεί να γίνουν αποτελεσματικά (σε σταθερό χρόνο), αλλάζοντας μερικές τιμές των πινάκων L και Q, χωρίς να απαιτηθεί μετατόπιση δεδομένων εντός του πίνακα data. Η υλοποίηση αυτή ονομάζεται στατική απεικόνιση (static representation) μίας συνδεδεμένης λίστας.

			Είδαμε ότι οι στοίβες (stacks) και οι ουρές (queues) αποτελούν ειδικούς τύπους λιστών: σε μία στοίβα επιτρέπονται οι διαδικασίες πρόσβαση-στην-αρχή, εισαγωγή-στην-αρχή και διαγραφή-από-αρχή, ενώ σε μία ουρά οι διαδικασίες πρόσβαση-στην-αρχή, εισαγωγή-στην-αρχή και διαγραφή-από-τέλος. Μπορούμε να υλοποιήσουμε τις στοίβες και τις ουρές με απλά συνδεδεμένες λίστες (δυναμικά ή με τη στατική αναπαράστασή τους). Για να εξασφαλίσουμε την αποτελεσματική εκτέλεση (σταθερό χρόνο) των προηγούμενων διαδικασιών, κυρίως της διαδικασίας διαγραφή-από-τέλος, εισάγουμε επιπρόσθετους δείκτες σε μία απλά συνδεδεμένη λίστα προκύπτοντας έτσι διάφοροι τύποι συνδεδεμένων λιστών, όπως διπλά συνδεδεμένες λίστες (doubly linked list) και συνδεδεμένες κυκλικές λίστες (circular linked list) (για μία εις βάθος μελέτη των δομών αυτών προτείνονται τα βιβλία Δομών Δεδομένων και Αλγορίθμων της βιβλιογραφίας του συγγράμματος).

			Πίνακας Γειτνίασης ενός Γραφήματος. Έστω G = (V, E) ένα γράφημα τάξης n με σύνολο κόμβων V = {v1, v2, …, vn}. Ο πίνακας γειτνίασης Α = (αi,j) του γραφήματος G είναι ένας n × n πίνακας, τέτοιος ώστε:
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			Εξ ορισμού, τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου του πίνακα Α είναι μηδέν και ο πίνακας Α είναι συμμετρικός (symmetric) ως προς την κύρια διαγώνιο, εάν το γράφημα είναι μη-κατευθυνόμενο. 

			Εάν ο πίνακας Α αναπαρασταθεί εσωτερικά σε έναν υπολογιστή με ένα 2-διάστασης πίνακα Α(n, n) (βλέπε Σχήμα 2.11), τότε πολλές ερωτήσεις ή εντολές που αφορούν στο γράφημα G, όπως “είναι το ζεύγος κόμβων (vi, vj) ακμή του γραφήματος;” ή “διάγραψε την ακμή (vi, vj)”, μπορούν να απαντηθούν ή να εκτελεστούν σε Ο(1) χρόνο (σταθερό χρόνο). Ωστόσο, σε μία τέτοια αναπαράσταση, υπάρχουν ερωτήσεις και εντολές που απαιτούν Ο(n) ή Ο(n2) χρόνο. Για παράδειγμα η εντολή “βρες όλους τους κόμβους που γειτνιάζουν με τον κόμβο vi στο G” απαιτεί Ο(n) χρόνο, ενώ η εντολή “βρες όλες τις ακμές του γραφήματος G” απαιτεί Ο(n2) χρόνο.

			Ένα έμβαρο γράφημα G = (V, E, w) μπορεί επίσης να αναπαρασταθεί εσωτερικά με έναν ίδιο τρόπο χρησιμοποιώντας τον πίνακα Α(n, n): εάν (vi, vj) είναι ακμή του G με βάρος wij, τότε Α(i,j) = wij, 1 ≤ i, j ≤ n. Σημειώνουμε ότι, εάν (vi, vj) δεν είναι ακμή του G, τότε ανάλογα με την εφαρμογή, Α(i,j) = 0 ή Α(i, j) = ∞.
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			Σχήμα 2.11: (α) Ένα κατευθυνόμενο γράφημα G τάξης 6 και (β) ο πίνακας γειτνίασης του G.

			 

			Είναι σημαντικό να αναφέρουμε ότι ο χρόνος εκτέλεσης πολλών εντολών (ή ερωτήσεων) που αφορούν στο γράφημα G = (V, E) μπορεί να βελτιωθεί, εάν ο n × n πίνακας Α και, επομένως, ο πίνακας εσωτερικής αναπαράστασης Α(n, n) είναι αραιός (sparse), δηλαδή εάν |E| ≪ n2 (το πλήθος των ακμών του G είναι πολύ μικρότερο το n2). Μία σημαντική κατηγορία τέτοιων γραφημάτων αποτελούν τα επίπεδα (planar) γραφήματα, για τα οποία ο Euler απέδειξε ότι |E| ≤ 2n-6. 

			Λίστα Γειτνίασης ενός Γραφήματος. Για κάθε κόμβο vi του γραφήματος G δημιουργούμε μία λίστα Li που περιέχει όλους τους κόμβους vj του G που γειτνιάζουν με τον κόμβο vi, 1 ≤  i ≤ n. Τη λίστα Li κάθε κόμβου vi μπορούμε να την αναπαραστήσουμε εσωτερικά σε έναν υπολογιστή με μία συνδεδεμένη λίστα Ν(vi) μήκους d(vi) ή dout(vi), όπου d(vi) ο βαθμός του κόμβου vi, εάν το γράφημα G είναι μη-κατευθυνόμενο και dout(vi) ο βαθμός εξόδου του κόμβου vi, εάν το G είναι κατευθυνόμενο (βλέπε Σχήμα 2.12). Τη λίστα Ν(vi) την ονομάζουμε λίστα γειτνίασης του κόμβου vi και τη δομή που αποτελείται από τις n συνδεδεμένες λίστες Ν(vi) των κόμβων του G την ονομάζουμε λίστα γειτνίασης (adjacency list) του γραφήματος G και τη συμβολίζουμε Adj(G). Μερικές φορές θα χρησιμοποιούμε το συμβολισμό Νi ή το συμβολισμό Adj(vi) για τη λίστα γειτνίασης Ν(vi) του κόμβου vi, 1 ≤ i ≤ n.
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			Σχήμα 2.12: (α) Ένα κατευθυνόμενο γράφημα G τάξης 6 και (β) λίστα γειτνίασης του G.

			 

			Ο χώρος που απαιτείται για την αποθήκευση στη μνήμη του υπολογιστή της λίστας γειτνίασης ενός γραφήματος G τάξης n (πλήθος κόμβων) και μεγέθους m (πλήθος ακμών), είναι:
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			όπου deg(vi) = d(vi) ή deg(vi) = dout(vi), 1 ≤ i ≤ n. 

			Γίνεται, επομένως, προφανές ότι για την εσωτερική αναπαράσταση ενός αραιού γραφήματος G είναι προτιμότερο, όσον αφορά στο χώρο αποθήκευσης, να χρησιμοποιούμε τη λίστα γειτνίασης του G αντί του πίνακα γειτνίασής του. Συχνά, η λίστα γειτνίασης είναι, επίσης, προτιμότερη όσον αφορά ακόμα και στο χρόνο εκτέλεσης ορισμένων ερωτήσεων ή εντολών σχετικά με το γράφημα G. Πράγματι, η εντολή “βρες όλους τους κόμβους που γειτνιάζουν με τον κόμβο vi στο G ” απαιτεί τη διερεύνηση της λίστας Ν(vi) και, επομένως, εκτελείται σε Ο(deg(vi)) χρόνο. Όμοια, η εντολή “βρες όλες τις ακμές του γραφήματος G” απαιτεί Ο(m) χρόνο. Αντίθετα, η διαγραφή μίας ακμής απαιτεί πιο πολύπλοκη και χρονοβόρα διαδικασία στη λίστα γειτνίασης από ό,τι στον πίνακα γειτνίασης. 

			Επομένως, μπορούμε με βεβαιότητα να πούμε ότι δεν υπάρχει αναπαράσταση γραφήματος η οποία να είναι ιδανική, ή καλύτερη σε σχέση με το χρόνο και το χώρο για όλες τις λειτουργίες και διαδικασίες.

			Στατική Υλοποίηση Λίστας Γειτνίασης. Είδαμε ότι οι συνδεδεμένες λίστες μπορούν να υλοποιηθούν αποτελεσματικά με τη χρήση πινάκων (στατική υλοποίηση). Μία τέτοια υλοποίηση δύο λιστών L και Q παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.13. Επειδή η λίστα γειτνίασης Adj(G) ενός γραφήματος G τάξης n αποτελείται από τις n λίστες γειτνίασης Ν(vi) των κόμβων του G, μπορούμε να την υλοποιήσουμε το ίδιο αποτελεσματικά με τη χρήση πινάκων. Στο Σχήμα 2.13α παρουσιάζουμε τη στατική υλοποίηση της λίστας γειτνίασης του Σχήματος 2.12. Εδώ τώρα χρησιμοποιούμε δύο πίνακες με όνομα data και next μήκους: l(data) = l(next) = 12 (≥ ∑|N(vi)|) και έναν πίνακα Ν μήκους n. Η τιμή Ν(i) του πίνακα Ν ισούται με τη θέση του πίνακα data, όπου είναι αποθηκευμένα τα δεδομένα του πρώτου κόμβου της λίστας γειτνίασης Ν(vi) του κόμβου vi, 1 ≤ i ≤ n. Αναφέρουμε ότι η υλοποίηση αυτή χρησιμοποιεί μη-διαδοχικές θέσεις αποθήκευσης των δεδομένων της λίστας γειτνίασης Adj(G) εντός του πίνακα data. 
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			Σχήμα 2.13: Δύο υλοποιήσεις της λίστας γειτνίασης του Σχήματος 2.12 με τη χρήση πινάκων. (α) Υλοποίηση σε μη-διαδοχικές θέσεις σε πίνακα. (β) Υλοποίηση σε διαδοχικές θέσεις σε πίνακα.

			 

			Μία διαφορετική υλοποίηση, αλλά ίδιας προσέγγισης και τεχνικής με αυτήν που μόλις περιγράψαμε, παρουσιάζουμε στο Σχήμα 2.13β, όπου τώρα τα δεδομένα της λίστας γειτνίασης Adj(G) αποθηκεύονται σε διαδοχικές θέσεις στον πίνακα data. Αυτή η προσέγγιση απαιτεί τη γνώση των βαθμών των κόμβων του γραφήματος, τους οποίους αποθηκεύουμε στον πίνακα deg μήκους n, και καταργεί τη χρήση των δεικτών του πίνακα next, τον οποίο και αγνοούμε στην υλοποίηση αυτή.

			Ταξινόμηση Λίστας Γειτνίασης. Ένας αλγόριθμος, για κάποιο πρόβλημα Π επάνω σε ένα γράφημα G τάξης n και μεγέθους m, θα λέμε ότι είναι γραμμικός ως προς το μέγεθος (linear in the size) του γραφήματος, ή απλώς γραμμικός (linear), εάν εκτελείται σε O(n + m) χρόνο. Ισοδύναμα, θα λέμε ότι το Π επιλύεται γραμμικά, ή έχει γραμμική λύση, εάν υπάρχει ένας γραμμικός αλγόριθμος για το πρόβλημα Π.

			Ένας γραμμικός αλγόριθμος είναι ο καλύτερος δυνατός που μπορεί να σχεδιαστεί για το πρόβλημα Π, δεδομένου ότι οποιοσδήποτε αλγόριθμος για το Π χρειάζεται O(n + m) χρόνο, μόνο και μόνο για να “διαβάσει” την είσοδό του (το γράφημα G και όποια άλλα δεδομένα του προβλήματος Π). Θα δούμε ότι με μία καλή επινόηση ενός αλγόριθμου και με μία προσεκτική επιλογή κατάλληλων δομών δεδομένων πολλά προβλήματα γραφημάτων μπορούν να επιλυθούν σε γραμμικό χρόνο. Αναφέρουμε ενδεικτικά τα προβλήματα του ελέγχου της επιπεδικότητας, τηςσυνεκτικότητας ή της δισυνεκτικότητας (biconnectivity) ενός γραφήματος. 

			Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουμε το πρόβλημα της ταξινόμησης μίας λίστας γειτνίασης, δηλαδή το πρόβλημα της μετατροπής μίας μη-ταξινομημένης λίστας γειτνίασης ενός γραφήματος σε ταξινομημένη (sorted adjacency list). Παρουσιάζουμε το πρόβλημα αυτό για δύο λόγους:

			
					•	ο πρώτος είναι για να δείξουμε ότι μία καλή επινόηση ενός αλγόριθμου μπορεί να επιφέρει γραμμική επίλυση ενός προβλήματος, και 

					•	ο δεύτερος λόγος, και πιο σημαντικός, είναι ότι η ταξινομημένη λίστα γειτνίασης πολλές φορές μας διευκολύνει στη διατύπωση αποτελεσματικότερων αλγορίθμων.

			

			 

			Έστω G ένα γράφημα τάξης n και μεγέθους m με σύνολο κόμβων V = {v1, v2, …, vn}, τέτοιο ώστε v1 ≤ v2 ≤ … ≤ vn. Η λίστα γειτνίασης Ν(vi) του κόμβου vi θα λέμε ότι είναι ταξινομημένη (κατ’ αύξουσα τάξη), εάν η ακολουθία των κόμβων vi1, vi2, …, vik που λαμβάνεται από μία διάσχιση της Ν(vi) είναι ταξινομημένη (κατ’ αύξουσα τάξη): vi1 ≤ vi2 ≤… ≤ vik, όπου k = deg(vi). Η λίστα γειτνίασης Adj(G) του γραφήματος G θα λέμε ότι είναι ταξινομημένη εάν η λίστα γειτνίασης Ν(vi) κάθε κόμβου vi του G είναι ταξινομημένη, 1 ≤ i ≤ n. Εύκολα παρατηρούμε ότι, εξ ορισμού, η λίστα γειτνίασης του Σχήματος 2.12 δεν είναι ταξινομημένη.

			Είναι γνωστό ότι οποιοσδήποτε αλγόριθμος ταξινόμησης που χρησιμοποιεί συγκρίσεις απαιτεί τουλάχιστον nlog n συγκρίσεις, για να ταξινομήσει σωστά n αριθμούς (και στην χειρίστη και στη μέση περίπτωση). Ενδεικτικά αναφέρουμε τους αλγορίθμους Merge-sort και Heap-sort ως δύο γνωστούς αλγόριθμους ταξινόμησης, βασιζόμενοι σε συγκρίσεις, πολυπλοκότητας χρόνου Ο(n log n). Ένας τέτοιος αλγόριθμος για την ταξινόμηση της λίστας γειτνίασης Ν(vi) του κόμβου vi θα απαιτούσε di log di συγκρίσεις, όπου di = deg(vi) και, επομένως, η ταξινόμηση όλων των λιστών γειτνίασης της Adj(G) θα απαιτούσε συνολικά∑ni=1 di logdi συγκρίσεις, που είναι περισσότερες από Ο(n + m). Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε τους αλγορίθμους Radix-sort και Bucked-sort, αλλά και τότε θα απαιτούνταν Ο(n + di) συγκρίσεις για την ταξινόμηση της λίστας Ν(vi), 1 ≤ i ≤ n. Εύκολα υπολογίζει κάποιος ότι, και σε αυτή την περίπτωση, για όλες τις λίστες της Adj(G) οι συνολικές συγκρίσεις που απαιτούνται είναι περισσότερες από Ο(n + m). 

			Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε ένα γραμμικό αλγόριθμο ταξινόμησης της λίστας Adj(G) ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m, ο οποίος είναι πολύ απλός και διαφορετικής προσέγγισης από τους προηγούμενους. Ο αλγόριθμος, τον οποίο ονομάζουμε Sorted_Adj_List και εμφανίζεται ως Αλγόριθμος 2.1, δέχεται ως είσοδο τη λίστα γειτνίασης Adj(G) και επιστρέφει ως έξοδο n ταξινομημένες λίστες
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			οι οποίες αποτελούν:

			
					•	την ταξινομημένη λίστα γειτνίασης SortedAdj(G) του γραφήματος G, εάν το G είναι μη-κατευθυνόμενο, ή

					•	την ταξινομημένη λίστα γειτνίασης SortedAdj(GΤ) του αντίστροφου γραφήματος GΤ του G, εάν το γράφημα G είναι κατευθυνόμενο. 

			

			 

			Στον αλγόριθμο Sorted_Adj_List θα συμβολίζουμε (vi) μία λίστα μήκους 1 (δηλαδή λίστα αποτελούμενη από έναν κόμβο), ίδιου τύπου με τη λίστα γειτνίασης Adj(G), όπου στο πεδίο data του κόμβου της έχει καταχωρισθεί η τιμή vi και στο πεδίο next η τιμή Λ. Έτσι, η εντολή συνένωσης Sorted Ν(vj) || (vi) εισάγει στο τέλος της λίστας SortedΝ(vj) τον κόμβο (vi).
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			Ο αλγόριθμος Sorted_Adj_List εκτελείται σε Ο(n + m) χρόνο. Πράγματι, το βήμα 1 απαιτεί Ο(n) χρόνο, ενώ οι εντολές της δημιουργίας ενός κόμβου (vi) στο βήμα 4 και της συνένωσης των δύο λιστών στο βήμα 5 εκτελούνται σε Ο(1) χρόνο, δεδομένου ότι διατηρούμε έναν επιπρόσθετο δείκτη στο τέλος της λίστας SortedΝ(vj). Έτσι, η επανάληψη των βημάτων 3-5 απαιτεί συνολικά Ο(di) χρόνο. Επομένως, η επανάληψη των βημάτων 2-5 απαιτεί συνολικά 
 ∑ni=1 O(di)  = O(m) χρόνο, κάτι το οποίο αποδεικνύει τη γραμμική πολυπλοκότητα χρόνου του αλγόριθμου.

			Ο τομέας των δομών δεδομένων, μαζί με αυτόν της σχεδίασης και ανάλυσης αλγορίθμων, θεωρούνται από τους πλέον σημαντικούς και θεμελιώδεις τομείς της πληροφορικής με πληθώρα βιβλιογραφικών αναφορών και συγγραμμάτων. Ο αναγνώστης με ενδιαφέρον στους τομείς αυτούς προτρέπεται να ανατρέξει για περαιτέρω και εις βάθος μελέτη σε κλασικά και σύγχρονα σχετικά συγγράμματα.

			 

			2.3  Διερευνήσεις Γραφημάτων

			 

			Κατά το σχεδιασμό αλγορίθμων για προβλήματα θεωρίας γραφημάτων, γενικά, ενδιαφερόμαστε για αποτελεσματικούς μηχανισμούς και τεχνικές διερεύνησης των δομών δεδομένων που χρησιμοποιούμε, αλλά πρωτίστως ενδιαφερόμαστε για μηχανισμούς διερεύνησης των κόμβων και των ακμών του γραφήματος ή των γραφημάτων εισόδου. 

			Έχοντας μία οποιαδήποτε αναπαράσταση ενός γραφήματος G, για παράδειγμα τη λίστα γειτνίασης Adj(G), μπορούμε εύκολα να μεταβούμε από έναν οποιοδήποτε κόμβο v σε ένα γειτονικό του κόμβο u ακολουθώντας την ακμή (v, u) και, έτσι, με μία επαναληπτική διαδικασία διερεύνησης (searching) μπορούμε να επισκεφτούμε (visit) όλους τους κόμβους του γραφήματος και να εξετάσουμε (examine) όλες τις ακμές του. Θα συμβολίζουμε με visit(v) και exam(vu) τις λειτουργίες της επίσκεψης και εξέτασης του κόμβου v και της ακμής vu, αντίστοιχα.

			Σε ένα ενδιάμεσο βήμα μίας διαδικασίας διερεύνησης ενός γραφήματος υπάρχουν κόμβοι τους οποίους έχουμε επισκεφτεί (visited) και κόμβοι τους οποίους δεν έχουμε επισκεφτεί ακόμα (unvisited). Συχνά θα λέμε ότι οι κόμβοι που δεν έχουμε επισκεφτεί ακόμα είναι τύπου 0 (ή ότι είναι “unvisited”), ενώ οι κόμβοι που έχουμε ήδη επισκεφτεί είναι τύπου 1 (ή ότι είναι “visited”). Αρχικά, ξεκινώντας τη διαδικασία διερεύνησης, όλοι οι κόμβοι του γραφήματος είναι τύπου 0, ενώ ολοκληρώνοντας τη διαδικασία όλοι είναι τύπου 1. Σε αλγοριθμικό επίπεδο, εάν ένας κόμβος v είναι τύπου 1 (αντίστοιχα, 0), τότε visit(v) = 1 (αντίστοιχα, visit(v) = 0). Ανάλογα, για την ακμή vu θα έχουμε exam(vu) = 1 (εξετασμένη) ή exam(vu) = 0 (ανεξέταστη).

			Χρόνος Πρώτης και Τελευταίας Επίσκεψης Κόμβου. Επειδή σε μία διαδικασία διερεύνησης ενός γραφήματος μπορούμε να επισκεφτούμε έναν κόμβο περισσότερες από μία φορές, συχνά μας ενδιαφέρει να γνωρίζουμε το χρόνο της πρώτης και της τελευταίας επίσκεψής του. Έναν κόμβο v τον επισκεπτόμαστε:

			
					•	πρώτη φορά, όταν μεταβαίνοντας σε αυτόν ισχύει visit(v) = 0, ενώ 

					•	τελευταία φορά, όταν μεταβαίνοντας σε αυτόν ισχύει visit(v) = 1 και visit(u) = 1 για όλους τους γείτονες u του κόμβου v (δηλαδή δεν υπάρχει γείτονας u του κόμβου v που να μην τον έχουμε επισκεφτεί).

			

			 

			Θα θεωρήσουμε ότι η πρώτη και η τελευταία επίσκεψη των κόμβων πραγματοποιούνται σε διακριτούς χρόνους t1, t2, …, tn και t΄1, t΄2, …, t΄n, αντίστοιχα, και ότι οι χρόνοι αυτοί αντιστοιχούν στους ακεραίους 1, 2, …, n. Θα συμβολίζουμε με d[v] το χρόνο πρώτης επίσκεψης και με f[v] το χρόνο τελευταίας επίσκεψης του κόμβου v. Οι τιμές των d[]και f[] δείχνουν τη σειρά θεώρησης των κόμβων σε σχέση με την πρώτη και την τελευταία επίσκεψη των κόμβων. Στα σχήματα, όταν απαιτείται, θα εμφανίζουμε ταυτόχρονα τις τιμές της πρώτης και τελευταίας επίσκεψης του κόμβου v με τη μορφή d[v] / f[v] (βλέπε Σχήμα 2.14α). 

			Υπάρχουν περιπτώσεις όπου έναν κόμβο v τον επισκεπτόμαστε για πρώτη και τελευταία φορά σε μία επίσκεψη (για παράδειγμα έναν εκκρεμή κόμβο, όπως ο κόμβος v7 του Σχήματος 2.14), οπότε τότε: θέτουμε d[v] ← ti, στη συνέχεια visit(v) ← 1 και, τέλος, πριν τον εγκαταλείψουμε f[v] ← tj (ισχύει visit(v) = 1 και visit(u) = 1 για όλους τους γείτονες u του κόμβου v).
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			Σχήμα 2.14:  (α) Οι χρόνοι πρώτης και τελευταίας επίσκεψης d[]/f[] των κόμβων ενός γραφήματος G. (β)-(γ) Δύο σκελετικά δένδρα του γραφήματος G. Οι ακέραιοι δείχνουν τη σειρά με την οποία επιλέγονται οι κόμβοι για επίσκεψη ή, ισοδύναμα, οι ακμές για εξέταση στο ΒΗΜΑ ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗΣ.

			 

			Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι, κατά τη διάρκεια μίας διαδικασίας διερεύνησης, όταν εγκαταλείπουμε έναν κόμβο v μετά από μία επίσκεψη σε αυτόν, επιστρέφουμε πάντα στον κόμβο από τον οποίο μεταβήκαμε στον κόμβο v.

			Βασική Ιδέα μίας Διερεύνησης. Η βασική ιδέα της λειτουργίας μίας διαδικασίες διερεύνησης ενός γραφήματος G έχει ως εξής: 

			
					•	θέτουμε αρχικά όλους τους κόμβους του γραφήματος να είναι τύπου 0 (θεωρούμε ότι αρχικά δεν έχουμε επισκεφτεί κάποιον κόμβο), 

					•	επιλέγουμε έναν τυχαίο κόμβο s, τον οποίο ονομάζουμε κόμβο εκκίνησης (start vertex), τον επισκεπτόμαστε (χαρακτηρίζοντάς τον τύπου 1) και, στη συνέχεια,

					•	διεξάγουμε τη διερεύνηση του G επαναλαμβάνουμε το εξής βήμα διερεύνησης:

					•	ΒΗΜΑ ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗΣ: επίλεξε έναν κόμβο w τύπου 0 ο οποίος να γειτνιάζει με ένα κόμβο v τύπου 1, και επισκέψου τον κόμβο w

			

			ή, ισοδύναμα, επίλεξε μία ανεξέταστη ακμή (v, w), τέτοια ώστε ο κόμβος v να είναι τύπου 1, εξέτασε την ακμή (v, w) και επισκέψου τον κόμβο w, εάν είναι τύπου 0,

			έως ότου όλοι οι κόμβοι του γραφήματος γίνουν τύπου 1 (να έχουμε επισκεφτεί όλους τους κόμβους του γραφήματος) ή, ισοδύναμα, όλες οι ακμές του γραφήματος να έχουν εξεταστεί.

			 

			Σημειώνουμε ότι κάθε φορά που επισκεπτόμαστε έναν κόμβο τον χαρακτηρίζουμε τύπου 1. 

			Σε αλγοριθμικό επίπεδο, η επίσκεψη του κόμβου w και η εξέταση της ακμής (v, w) γίνεται θέτοντας visit(w) ← 1 και exam(vw) ← 1, αντίστοιχα.

			Είναι φανερό ότι, εφαρμόζοντας την προηγούμενη διαδικασία διερεύνησης σε ένα γράφημα τάξης n με οποιαδήποτε από τις δύο εκδοχές του βήματος διερεύνησης, παίρνουμε n - 1 ακμές (v, w), τέτοιες ώστε: v είναι τύπου 1 και w τύπου 0. Οι ακμές αυτές, όπως θα δούμε στη συνέχεια, είναι πολύ σημαντικές και ορίζουν ένα σκελετικό δένδρο (spanning tree) του γραφήματος G, εάν το G είναι συνεκτικό. Στο Σχήμα 2.14 παρουσιάζουμε δύο τέτοια σκελετικά δένδρα του γραφήματος του ίδιου σχήματος. 

			Θα θεωρήσουμε την πρώτη εκδοχή του βήματος διερεύνησης της προηγούμενης διαδικασίας, όποτε σε αυτή την περίπτωση η σημαντικότερη απόφαση είναι η επιλογή του επόμενου κάθε φορά κόμβου τύπου 0 για επίσκεψη, εάν έχουμε περισσότερες από μία επιλογές. Γενικά, επειδή κάθε φορά υπάρχουν αρκετοί επιλέξιμοι υποψήφιοι κόμβοι, θα θέλαμε να καθορίσουμε μία προτεραιότητα μεταξύ αυτών ορίζοντας σαφείς κανόνες και κριτήρια επιλογής.

			Κριτήρια Διερεύνησης. στιάσουμε την προσοχή μας σε δύο βασικά κριτήρια επιλογής που αποδεικνύονται ιδιαίτερα χρήσιμα και καθορίζουν τις δύο διαδικασίες διερεύνησης, την κατά-βάθος ή καθοδική διερεύνηση (depth-first search - dfs) και την κατά-πλάτος ή οριζόντια διερεύνηση (breadth-first search - bfs), που θα παρουσιάσουμε στη συνέχεια:

			
					•	dfs-κριτήριο: επίλεξε τον κόμβο w τύπου 0 (κόμβο που δεν έχουμε επισκεφτεί), ο οποίος γειτνιάζει με ένα κόμβο v τύπου 1 με το μεγαλύτερο χρόνο πρώτης επίσκεψης d[v] (τον οποίο έχουμε επισκεφθεί πιο πρόσφατα). 

					•	bfs-κριτήριο: επίλεξε τον κόμβο w τύπου 0 ο οποίος γειτνιάζει με έναν κόμβο v τύπου 1 με το μικρότερο χρόνο πρώτης επίσκεψης d[v] (τον οποίο έχουμε επισκεφθεί λιγότερο πρόσφατα).

			

			 

			Σημαντικό είναι ότι και στις δύο μεθόδους διερεύνησης, κατά-βάθος και κατά-πλάτος, κάθε ακμή vu την εξετάζουμε ακριβώς μία φορά (vu και uv εάν το γράφημα είναι μη-κατευθυνόμενο) και κάθε κόμβο v τον επισκεπτόμαστε (visit) τουλάχιστο μία φορά. 

			Είδαμε ότι εφαρμόζοντας τη βασική ιδέα μίας διαδικασίας διερεύνησης ενός γραφήματος τάξης n, παίρνουμε n - 1 ακμές (v, w) οι οποίες ορίζουν ένα σκελετικό δένδρο του G (Σχήμα 2.14). Εκεί, οι ακμές αυτές επιλέγονται με μόνο κριτήριο τον τύπο των κόμβων τους: ο κόμβος v να είναι τύπου 1 και ο κόμβος w τύπου 0. Ωστόσο, μπορούμε να επιλέξουμε n - 1 τέτοιες ακμές (v, w) προσθέτοντας επιπλέον απαιτήσεις: ο κόμβος v τύπου 1 να έχει το μεγαλύτερο χρόνο πρώτης επίσκεψης d[v] (dfs-κριτήριο) ή να έχει το μικρότερο χρόνο πρώτης επίσκεψης d[v] (dfs-κριτήριο). Τα δένδρα που προκύπτουν έχουν σημαντικές και χρήσιμες ιδιότητες και ονομάζονται dfs και bfs δένδρα του γραφήματος G. Στο Σχήμα 2.14 τα δένδρα (β) και (γ) είναι, αντίστοιχα, το dfs-δένδρο και το bfs-δένδρο του γραφήματος (α) του ίδιου σχήματος.

			Στη συνέχεια, περιγράφουμε την κατά-βάθος διερεύνηση (dfs) και την κατά-πλάτος διερεύνηση (bfs) ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m και δείχνουμε ότι οι δύο διαδικασίες είναι γραμμικές ως προς το μέγεθος του γραφήματος εισόδου G, δηλαδή και οι δύο εκτελούνται σε O(n + m) χρόνο. Επισημαίνουμε ότι η κατά-βάθος διερεύνηση υλοποιείται αποτελεσματικά με τη χρήση στοίβας (stack), ενώ η κατά-πλάτος διερεύνηση με τη χρήση ουράς (queue).

			Κατά-βάθος Διερεύνηση (dfs) 

			Στην κατά-βάθος διερεύνηση ενός γραφήματος επιλέγουμε τους κόμβους με το dfs-κριτήριο και έτσι επισκεπτόμαστε αρχικά τον κόμβο εκκίνησης s, μετά έναν κόμβο v γείτονα του s, στη συνέχεια έναν κόμβο u γείτονα του v (αλλά διαφορετικό από τον s), κατόπιν έναν κόμβο w τύπου 0 γείτονα του u και συνεχίζουμε με αυτόν τον τρόπο. Καθώς προχωράμε όλο και βαθύτερα στο γράφημα, λογικά θα επισκεφτούμε έναν κόμβο x με όλους τους γείτονες του τύπου 1 (όλους θα τους έχουμε επισκεφτεί). Τότε επιστρέφουμε στον κόμβο y, από τον οποίο μεταβήκαμε στον κόμβο x.

			Σημειώνουμε ότι, εάν το γράφημα G είναι μη-κατευθυνόμενο και συνεκτικό, τότε κάθε ακμή vu την εξετάζουμε ακριβώς μία φορά και στις δύο κατευθύνσεις και κάθε κόμβος v τον επισκεπτόμαστε τουλάχιστον μία φορά. Εάν το γράφημα δεν είναι συνεκτικό, τότε η διερεύνηση πραγματοποιείται σε κάθε μία συνεκτική συνιστώσα του G.

			Όπως είδαμε και στη γενική περίπτωση μίας διαδικασίας διερεύνησης, έτσι και στην κατά-βάθος διερεύνηση ενός γραφήματος G = (V, E) το σύνολο των ακμών του γραφήματος διαμερίζεται σε δύο σύνολα, έστω T και B, όπου το T ορίζει ένα σκελετικό δάσος (spanning forest) του G, το οποίο περιέχει ένα δένδρο για κάθε συνεκτική συνιστώσα του. Η ακμή (v, u) προστίθεται στο T, όταν επιλέγεται ο κόμβος u για επίσκεψη πρώτη φορά (είναι τύπου 0) και ο κόμβος v είναι τύπου 1. Σε αυτήν την περίπτωση ονομάζουμε τον κόμβο v πατέρα (father) του u και γράφουμε p(u) = v, και τον κόμβο u παιδί (child) του v. Οι ακμές του συνόλου T ονομάζονται δενδρικές-ακμές (tree-edges), ενώ οι υπόλοιπες του συνόλου B χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες, τις οπισθο-ακμές ή ανιούσες-ακμές (back-edges), τις εμπρόσθιες-ακμές ή κατιούσες-ακμές (forward-edges) και τις διασχίζουσες-ακμές ή εγκάρσιες-ακμές (cross-edges). Για παράδειγμα, στο Σχήμα 2.15β η ακμή (v3,v2) είναι δενδρική, η (v2,v1) είναι οπισθο-ακμή, η (v7,v6) είναι εμπρόσθια-ακμή, ενώ η ακμή (v7,v2) είναι διασχίζουσα. Σημειώστε ότι σε ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα δεν υπάρχουν διασχίζουσες-ακμές. Εάν το γράφημα G είναι συνεκτικό, τότε το γράφημα (V, T) ονομάζεται dfs-δένδρο του G (depth-first search tree). Κάθε dfs-δένδρο Ti ενός dfs δάσους είναι ένριζο (rooted) με ρίζα τον κόμβο εκκίνησης si της κατά-βάθος διερεύνησης της συνεκτικής συνιστώσας του δένδρου Ti, i ≥ 1.

			Ονομάζουμε Depth_first_search τον αλγόριθμο της κατά-βάθος διερεύνησης και τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 2.2. Ο αλγόριθμος δέχεται ως είσοδο τη λίστα γειτνίασης Adj(G) ενός συνεκτικού γραφήματος G και επιστρέφει το dfs - δένδρο του G μαζί με την αρίθμηση των κόμβων από 1 έως n σύμφωνα με την σειρά πρώτης επίσκεψής τους. Στο Σχήμα 2.15 δίνουμε μια κατά-βάθος και μια κατά-πλάτος διερεύνηση ενός γραφήματος G με κόμβο εκκίνησης s = v3.

			 

			[image: Sxhma2.15.png] 

			 

			Σχήμα 2.15:  (α) Ένα γράφημα G τάξης 8. (β) Κατά-βάθος διερεύνηση του G με κόμβο εκκίνησης s = v3. Οι ακμές του dfs-δένδρου είναι συμπαγείς, ενώ όλες οι άλλες διακεκομμένες. Οι χρόνοι πρώτης και τελευταίας επίσκεψης των κόμβων στη μορφή d[]/f[]. (γ) Κατά-πλάτος διερεύνηση του G.
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			Γενικά, ένα γράφημα μπορεί να έχει περισσότερα από ένα διαφορετικά dfs-δένδρα ή dfs-δάση. Πράγματι, αυτό συμβαίνει διότι έχουμε ελευθερία (δεν υπάρχει περιορισμός) στην επιλογή του κόμβου w τύπου 0 (visit(w) = 0) για πρώτη επίσκεψη, εάν έχουμε περισσότερους από έναν (βλέπε βήματα 2 και 7). Ωστόσο, ένα dfs-δένδρο T έχει μερικές σημαντικές και χρήσιμες ιδιότητες, όπως οι εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							(D1)

						
							
							Εάν ο κόμβος v είναι πρόγονος του κόμβου w.  στο dfs-δένδρο T, τότε d[v] < d[w].

						
					

					
							
							(D2)

						
							
							Εάν το γράφημα G είναι μη-κατευθυνόμενο, τότε για κάθε ακμή (v, u) του G, είτε αυτή είναι δενδρική-ακμή (tree-edge) είτε οπισθο-ακμή (back-edge), ισχύει ότι ένας από τους κόμβους της ακμής είναι πρόγονος του άλλου, δηλαδή δεν υπάρχουν διασχίζουσες-ακμές (cross-edges).

						
					

				
			

			

			 

			Η διαδικασία dfs(v) του αλγόριθμου Depth_first_search είναι αναδρομική (recursive), δηλαδή καλεί τον εαυτό της και, όπως είναι γνωστό, μία τέτοια διαδικασία υλοποιείται με τη χρήση μίας στοίβας (stack). Όταν εκτελείται μία κλήση στον εαυτόν της, οι τρέχουσες τιμές όλων των τοπικών μεταβλητών και η “γραμμή” της διαδικασίας που πραγματοποιείται η κλήση αποθηκεύονται στην κορυφή της στοίβας. Με αυτόν τον τρόπο, όταν ο έλεγχος επιστρέψει, ο υπολογισμός συνεχίζ από εκεί που ξεκίνησε.

			Κατά-πλάτος Διερεύνηση (dfs) 

			Αντίθετα με την κατά-βάθος διερεύνηση (dfs), που, όπως είδαμε, υλοποιείται αποτελεσματικά με τη χρήση στοίβας (stack), η κατά-πλάτος διερεύνηση (bfs) υλοποιείται αποτελεσματικά με τη χρήση ουράς (queue). Πράγματι, στην κατά-πλάτος διερεύνηση επιλέγουμε έναν κόμβο που δεν έχουμε επισκεφτεί (κόμβο τύπου 0), τον επισκεπτόμαστε και τον εισάγουμε σε μία ουρά Q, αρχικά κενή. Επαναληπτικά διαγράφουμε τον κόμβο v από την κεφαλή της ουράς Q και επιλέγουμε όλους τους γείτονες του v που δεν έχουμε ακόμα επισκεφθεί (κόμβοι τύπου 0), τους επισκεπτόμαστε και τους εισάγουμε στην Q. Η διαδικασία τερματίζεται, όταν όλοι οι κόμβοι γίνουν τύπου 1 ή, ισοδύναμα, όταν η ουρά Q αδειάσει. 

			Όπως η κατά-βάθος διερεύνηση, έτσι και η κατά-πλάτος εκτελείται μία φορά για κάθε συνεκτική συνιστώσα του γραφήματος εισόδου. Ωστόσο, στην κατά-πλάτος διερεύνηση κάθε κόμβος εκτελείται μόνο μία φορά (μία φορά εισάγεται στην ουρά Q και μία φορά διαγράφεται από αυτή).

			Η κατά-πλάτος διερεύνηση ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E) επίσης διαμερίζει τις ακμές του γραφήματος σε δύο σύνολα: τις δενδρικές-ακμές (tree-edges) στο T και τις οπίσθο-ακμές (back-edges) στο B. Μία ακμή (v, w) προστίθεται στο δένδρο T, όταν ο κόμβος w εισάγεται στην ουρά Q. Εάν το γράφημα G είναι συνεκτικό, τότε το γράφημα (V, T) ονομάζεται bfs-δένδρο του G (depth-first search tree), άλλως το T ορίζει ένα σκελετικό δάσος (spanning forest) του G, το οποίο περιέχει ένα bfs-δένδρο για κάθε συνεκτική συνιστώσα του.

			Τον Αλγόριθμο 2.3 που περιγράφει την κατά-πλάτος διερεύνηση ενός γραφήματος τον ονομάζουμε Breadth_first_search. Ο αλγόριθμος δέχεται ως είσοδο τη λίστα γειτνίασης Adj(G) ενός συνεκτικού γραφήματος G και υπολογίζει το σύνολο των δενδρικών-ακμών T του bfs-δένδρο του G. Επίσης, υπολογίζει την αρίθμηση των κόμβων από 1 έως n σύμφωνα με την σειρά πρώτης επίσκεψής τους και εισαγωγής τους στην ουρά Q. Στο Σχήμα 2.15 δίνουμε την κατά-πλάτος διερεύνηση ενός γραφήματος G τάξης 8.
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			Όπως και στην περίπτωση της κατά-βάθος διερεύνησης, ένα γράφημα μπορεί να έχει περισσότερα από ένα διαφορετικά bfs-δένδρα ή bfs-δάση. Το επίπεδο (level) ενός κόμβου v στο bfs-δένδρο T, στο οποίο ανήκει, ορίζεται αναδρομικά ως εξής:
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			όπου p(v) είναι ο πατέρας του κόμβου v στο bfs-δένδρο T.

			Το bfs-δένδρο T ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G έχει τις εξής σημαντικές και χρήσιμες ιδιότητες. 

			
				
					
					
				
				
					
							
							(Β1)

						
							
							Εάν ο κόμβος v είναι πρόγονος του κόμβου w στο bfs-δένδρο T, τότε d[v] < d[w].

						
					

					
							
							(Β2)

						
							
							Εάν το γράφημα G είναι μη-κατευθυνόμενο, τότε για κάθε ακμή (v, u) του G, είτε είναι δενδρική (tree) είτε οπίσθια (back), ισχύει ότι τα επίπεδα των κόμβων v και u διαφέρουν το πολύ 1.

						
					

					
							
							(Β3)

						
							
							Εάν ο κόμβος v ανήκει σε μία συνεκτική συνιστώσα Gi του γραφήματος G με αντίστοιχο dfs-δένδρο Ti με ρίζα r, τότε το επίπεδο του κόμβου v ισούται με το μήκος της ελάχιστης διαδρομής από τον κόμβο r στον v στο γράφημα G.

						
					

				
			

			

			 

			Στο Κεφάλαιο 9 θα μελετήσουμε τα τριγωνικά γραφήματα και εκεί θα παρουσιάσουμε μία παραλλαγή της κατά-πλάτος διερεύνησης, τη λεξικογραφική-κατά-πλάτος διερεύνηση (lexicographic bfs), στην οποία οι κόμβοι ενός επιπέδου επιλέγονται με ένα κριτήριο που εξαρτάται από τους προγόνους τους.

			Υλοποίηση και Πολυπλοκότητα. Στη συνέχεια δείχνουμε ότι και ο αλγόριθμος της κατά-βάθος διερεύνησης (dfs) και αυτός της κατά-πλάτος διερεύνησης (bfs) ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m (Αλγόριθμοι 2.2 και 2.3, αντίστοιχα) απαιτούν O(n + m) χρόνο και χώρο. Μία τέτοια υλοποίηση λέμε ότι είναι γραμμική ως προς το μέγεθος του γραφήματος και είναι η καλύτερη δυνατή που μπορούμε να επιτύχουμε, μίας και πρέπει να εξετάσουμε όλους τους κόμβους και όλες τις ακμές του γραφήματος εισόδου.

			Θα εξετάσουμε με λεπτομέρεια τη γραμμική υλοποίηση του Αλγόριθμου 2.2 της κατά-βάθος διερεύνησης (dfs) και θα αφήσουμε αυτήν του Αλγόριθμου 2.3 της κατά-πλάτος διερεύνησης (bfs) ως άσκηση στον αναγνώστη.

			Θεωρούμε ότι το γράφημα εισόδου G δίδεται με τη λίστα γειτνίασης Adj(G) (είτε δυναμικά με συνδεδεμένες λίστες, είτε στατικά με πίνακες) και, επομένως, η είσοδος απαιτεί O(n + m) χρόνο και χώρο, για να εισαχθεί σε μία μηχανή. Ο μονοδιάστατος πίνακας visit μήκους n θα χρησιμοποιηθεί, για να επισημάνουμε ότι έναν κόμβο v τον έχουμε επισπευθεί (visit(v) = 1) ή όχι (visit(v)). Επομένως, το Βήμα 6 του αλγόριθμου εκτελείται σε O(n) χρόνο. Για τις ακμές του δένδρου T θα χρησιμοποιήσουμε μία συνδεδεμένη λίστα, ενώ για τον πατέρα και το χρόνο πρώτης επίσκεψης ενός κόμβου v τους μονοδιάστατους πίνακες p και d μήκους n ο καθένας. Έτσι, οι εντολές των Βημάτων 1, 3 και 5 εκτελούνται σε σταθερό χρόνο. Ας εξετάσουμε τώρα τα δύο πιο κρίσιμα βήματα του αλγόριθμου σχετικά με την πολυπλοκότητά του, που είναι το Βήμα 2 και το Βήμα 7.

			Βήμα 2: Η συνδεδεμένη λίστα Adj(v) περιέχει τους γείτονες του κόμβου v. Χρησιμοποιούμε μία μεταβλητή δείκτη current(v) που μας εξασφαλίζει ότι θα εξετάσουμε τους κόμβους της λίστας Adj(v) ακριβώς μία φορά (βλέπε Σχήμα 2.16). Ο δείκτης current(v) σε κάθε εκτέλεση του βήματος δείχνει τον κόμβο w της λίστας Adj(v), που θα εξετάσουμε (αρχικά δείχνει τον πρώτο κόμβο της λίστας). Με τη βοήθεια του πίνακα visit μπορούμε σε σταθερό χρόνο να ελέγξουμε εάν έχουμε ήδη επισκεφτεί ή όχι τον κόμβο w. Εάν όχι (δηλαδή visit(v) = 0), τότε τον επισκεπτόμαστε θέτοντας visit(v) = 1 και μεταβιβάζουμε το δείκτη current(v) στον αμέσως επόμενο κόμβο του w στη λίστα. Εάν ναι (δηλαδή visit(v) = 1), τότε προχωράμε το δείκτη current(v) στον επόμενο κόμβο της λίστας και στον επόμενο, έως ότου βρούμε ένα κόμβο που δεν έχουμε επισκεφτεί ή έχουμε φθάσει στο τέλος της λίστας Adj(v). Έτσι, εξετάζουμε κάθε κόμβο της λίστας ακριβώς μία φορά και, επομένως, το Βήμα 2 για τον κόμβο v εκτελείται σε O(|Adj(v)|) χρόνο.
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			Σχήμα 2.16: Οι δομές δεδομένων που χρησιμοποιούνται για την υλοποίηση των Βημάτων 2 και 7 του Αλγόριθμου 2.2 της κατά-βάθος διερεύνησης (dfs). 

			 

			Βήμα 7: Στο βήμα αυτό ελέγχουμε εάν υπάρχει στο γράφημα κόμβος v, τέτοιος ώστε visit(v) = 0 (κόμβος που δεν έχουμε επισκεφτεί). Ο έλεγχος αυτός μπορεί να γίνει σε σταθερό χρόνο έχοντας τη δομή δεδομένων του Σχήματος 2.16 και τον πίνακα visit. Η δομή αποτελείται από μία διπλά συνδεδεμένη λίστα L, στην οποία αποθηκεύουμε αρχικά όλους τους κόμβους του γραφήματος v1, v2, …, vn (αρχικά, για κάθε κόμβο vi ισχύει visit(vi) = 0) και από ένα μονοδιάστατο πίνακα δεικτών vertices μήκους n, με στοιχεία που δείχνουν τους αντίστοιχους κόμβους της λίστας L. Όταν επισκεπτόμαστε έναν κόμβο vi = v, τον εντοπίζουμε στον πίνακα vertices σε σταθερό χρόνο και διαγράφουμε τον αντίστοιχο κόμβο στη λίστα L, επίσης σε σταθερό χρόνο. Επομένως, το βήμα 7 εκτελείται σε σταθερό χρόνο παίρνοντας τον πρώτο κόμβο της L ή διαπιστώνοντας ότι η L είναι κενή, κάτι που σημαίνει ότι έχουμε επισκεφτεί όλους τους κόμβους του γραφήματος. Το βήμα 7 μπορεί να εκτελεστεί O(n) φορές. 

			Επομένως, συνολική πολυπλοκότητα χρόνου (και χώρου) που απαιτεί η υλοποίηση των βημάτων 2 και 7 του αλγόριθμου είναι:
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			Άρα, ο αλγόριθμος της κατά-βάθος διερεύνησης (dfs) μπορεί να υλοποιηθεί, ώστε να απαιτεί O(n + m) χρόνο και χώρο.

			Διερευνήσεις dfs και bfs - Προβλήματα. Όπως είδαμε και στην εισαγωγή της παραγράφου, κάθε τεχνική διερεύνησης έχει τα δικά της κριτήρια επιλογής κόμβων και, επομένως, μία τεχνική μπορεί να είναι προτιμότερη κάποιας άλλης όσον αφορά στην αποτελεσματικότητα της εφαρμογής της. Στη συνέχεια παραθέτουμε μερικά προβλήματα για τα οποία η κατά-βάθος διερεύνηση (dfs) είναι πιο αποτελεσματική από την κατά-πλάτος διερεύνηση (bfs) και μερικά για τα οποία ισχύει το αντίθετο.

			
					•	Κατά-βάθος Διερεύνηση (dfs): έλεγχος επιπεδικότητας (planarity testing), προβλήματα συνεκτικότητας (δισυνεκτικότητα (biconnectivity), τρισυνεκτικότητα (triconnectivity)), τοπολογική ταξινόμηση (topological sorting), έλεγχος για ύπαρξη κύκλων σε προσανατολισμένα γραφήματα.

					•	Κατά-πλάτος Διερεύνηση (bfs): προβλήματα ελάχιστων διαδρομών (shortest-path problems), έλεγχος για ύπαρξη άχορδων κύκλων (recognizing chordless cycles), προβλήματα ροών σε δίκτυα (network flow problems).

			

			 

			Στη συνέχεια, θα μελετήσουμε το πρόβλημα της τοπολογικής ταξινόμησης και θα παρουσιάσουμε μερικές χρήσιμες ιδιότητες των μεταβατικών προσανατολιζόμενων γραφημάτων.

			 

			2.4  Τοπολογική Ταξινόμηση και Μεταβατικά Τουρνουά

			 

			Έστω G = (V, E) ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n (ή ένας άκυκλος προσανατολισμός F ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος τάξης n). Ενδιαφερόμαστε να υπολογίσουμε μία γραμμική διάταξη TS (linear ordering) των κόμβων του γραφήματος, έστω TS = (v1, v2, …,vn), τέτοια ώστε:

			(vi, vj) ∈ E ⇒ ο κόμβος vi προηγείται του κόμβου vj στην TS    (1)

			για κάθε ζεύγος κόμβων vi, vj (1 ≤ i, j ≤ n).

			Μία διάταξη των κόμβων ενός γραφήματος G που ικανοποιεί την (1) ονομάζεται τοπολογική ταξινόμηση (topological sorting) του G. Εάν ένα κατευθυνόμενο γράφημα G έχει κύκλο, τότε είναι αδύνατον να υπολογίσουμε μία τοπολογική ταξινόμηση αυτού (γιατί;). Αντίθετα, εάν το G είναι άκυκλο, τότε πάντα μπορούμε να υπολογίσουμε μία τέτοια διάταξη των κόμβων του. Στο Σχήμα 2.17 παρουσιάζουμε ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα G και μία τοπολογική του ταξινόμηση TS.
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			Σχήμα 2.17: (α) Άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα G. (β) Oι χρόνοι πρώτης και τελευταίας επίσκεψης των κόμβων του G στη μορφή d[] / f[]. (γ) Mία τοπολογική ταξινόμηση TS του γραφήματος G.

			 

			Ένας απλός αλγόριθμος για τον υπολογισμό μίας τοπολογικής ταξινόμησης ενός γραφήματος G στηρίζεται στην εξής ιδιότητα: 

			
					•	ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα G έχει τουλάχιστον έναν κόμβο v με βαθμό εξόδου 0, δηλαδή dout(v) = 0 

			

			 

			(η απόδειξή της αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη). Επομένως, μπορούμε να βρούμε έναν τέτοιον κόμβο v και με ασφάλεια να τον θέσουμε τελευταίο κόμβο της διάταξης TS. Διαγράφουμε τον κόμβο v από το γράφημα, το προκύπτον γράφημα είναι άκυκλο κατευθυνόμενο, βρίσκουμε έναν κόμβο u, τέτοιον ώστε dout(v) = 0  (πάντα υπάρχει) και τον τοποθετούμε προτελευταίο κόμβο της TS. Διαγράφουμε τον κόμβο u και συνεχίζουμε τη διαδικασία, έως ότου διαγράψουμε όλους τους κόμβους από το γράφημα G και τους τοποθετήσουμε στη διάταξη TS. Εκ κατασκευής, η προκύπτουσα διάταξη TS ικανοποιεί την προηγούμενη ιδιότητα. Τον προηγούμενο αλγόριθμο ονομάζουμε TopSort_deg και τον περιγράφουμε σε μία τυπικότερη μορφή ως εξής: 

			
					1.	για I ← n έως 1 με βήμα -1 επανέλαβε 

					2.	βρες έναν κόμβο v στο G, τέτοιον ώστε dout(v) = 0 και θέσε TS(i) ← v; 

					3.	διάγραψε τον v μαζί με τις προσπίπτουσες σε αυτόν ακμές και θέσε G ← G - v;

			

			 

			Η τοπολογική ταξινόμηση TS = (v3, v4, v8, v1, v2, v5, v7, v6) του γραφήματος G του Σχήματος 2.17 μπορεί να είναι έξοδος του αλγόριθμου TS_degree.

			Έχοντας κατανοήσει τη λειτουργία της κατά-βάθος διερεύνησης (dfs), δεν είναι δύσκολο να δούμε ότι τα βήματα 2 και 3 του αλγόριθμου TopSort_deg μπορούν να υλοποιηθούν χωρίς να διαγράφουμε κόμβους από το γράφημα G και να βρίσκουμε κάθε φορά στο προκύπτον γράφημα κόμβους με βαθμό εξόδου ίσο με 0, εκμεταλλευόμενοι απλώς το χρόνο τελευταίας επίσκεψης f[] των κόμβων του G. Πράγματι, η εφαρμογή μίας κατά-βάθος διερεύνησης (dfs) σε ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα δεν δημιουργεί οπισθο-ακμές (back-edges) και, επομένως, όταν επισκεπτόμαστε έναν κόμβο v για τελευταία φορά, τότε dout(v) = 0. Ας είναι v ο κόμβος που επισκεπτόμαστε πρώτο για τελευταία φορά, δηλαδή f[v] = 1. Τότε μπορούμε με ασφάλεια να θέσουμε τον κόμβο v τελευταίο στη διάταξη TS. Εάν u είναι ο κόμβος για τον οποίο ισχύει f[u] = 2, τότε αυτός έχει μία εξερχόμενη ακμή μόνο προς τον κόμβο v (εάν ο v δεν είναι μονήρης). Γενικά, ένας κόμβος u με χρόνο τελευταίας επίσκεψης f[u] = i έχει εξερχόμενες ακμές μόνο προς κόμβους v με χρόνους τελευταίας επίσκεψης f[v] < f[u]. Θυμίζουμε ότι, εάν f[u] = i, τότε f-1[i] = u (1 ≤ i ≤ n).

			Επομένως, εάν σχεδιάσουμε έναν αλγόριθμο που δημιουργεί μία διάταξη TS των κόμβων v1, v2, …, vn ενός άκυκλου κατευθυνόμενου γραφήματος G συμφώνα με τον κανόνα:

			
					•	τοποθέτησε τους κόμβους του G στη διάταξη TS κατά φθίνουσα ως προς τους χρόνους τελευταίας επίσκεψής τους f-1[n], f-1[n - 1], …, f-1[1] σε μία κατά-βάθος διερεύνηση (dfs) του γραφήματος G,

			

			 

			τότε η διάταξη TS = (f-1[n], f-1[n - 1], …, f-1[1] ) είναι μία τοπολογική ταξινόμηση του γραφήματος G. 

			Ονομάζουμε TopSort_dfs τον αλγόριθμο που βασίζεται στον προηγούμενο κανόνα και τον περιγράφουμε σε τυπική αλγοριθμική μορφή στον Αλγόριθμο 2.4. Στο Σχήμα 2.17 η διάταξη TS στη θέση (c) είναι η τοπολογική ταξινόμηση του γραφήματος G της θέσης (a) που παράγεται από τον Αλγόριθμο 2.4 σύμφωνα με τους χρόνους τελευταίας επίσκεψης της κατά-βάθος διερεύνησης (dfs) του G που παρουσιάζεται στη θέση (b).
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			Σημειώνουμε ότι ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα μπορεί να έχει περισσότερες από μία διαφορετικές τοπολογικές διερευνήσεις TS (γιατί;). Μία διαφορετική τοπολογική ταξινόμηση του γραφήματος G του Σχήματος 2.17α είναι η διάταξη 
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			Ένα λιγότερο γενικό πρόβλημα από αυτό της τοπολογικής ταξινόμησης είναι το πρόβλημα της αναγνώρισης μεταβατικών τουρνουά (recognizing transitive tournaments). Το πρόβλημα αυτό παρουσιάζουμε στη συνέχεια και δείχνουμε ένα γραμμικό αλγόριθμο αναγνώρισης.

			Έστω F ένας προσανατολισμός του πλήρους γραφήματος Kn. Θεωρούμε την κάθε ακμή (vi, vj) ∈ F ως το αποτέλεσμα ενός διαγωνισμού μεταξύ των κόμβων vi και vj, όπου ο κόμβος vj είναι ο ηττημένος (looser) και ο κόμβος vj ο νικητής (winner). Ονομάζουμε τον προσανατολισμό F μεταβατικό τουρνουά (transitive tournament) εάν για κάθε τριάδα κόμβων vi , vj , vk  του γραφήματος Kn ισχύει:
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			Η συνθήκη (2) απλώς μας λέει ότι ένα μεταβατικό τουρνουά F δεν έχει 3-κύκλους (3-cycles) (βλέπε Σχήμα 2.18). Στη συνέχεια, δίνουμε ισχυρότερες συνθήκες για έναν προσανατολισμό του γραφήματος Kn.
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			Σχήμα 2.18: Ένα μεταβατικό τουρνουά του γραφήματος K6. 

			 

			Θεώρημα 2.1 Έστω F ένας προσανατολισμός του πλήρους γραφήματος Kn. Οι επόμενες προτάσεις είναι ισοδύναμες:

			
					i.	F είναι ένα μεταβατικό τουρνουά.

					ii.	F είναι ένας άκυκλος προσανατολισμός.

					iii.	Επιπλέον, οι κόμβοι του Kn μπορούν να διαταχθούν γραμμικά (v1, v2, …,vn), έτσι ώστε:

					iv.	ο κόμβος vi έχει βαθμό εισόδου (in-degree) i - 1, για κάθε κόμβο vi (1 ≤ i ≤ n).

					v.	(vi, vj) ∈ F, εάν-ν i < j.

			

			 

			Απόδειξη. (i) ⇒ (ii) Επειδή F είναι ένα μεταβατικό τουρνουά, συνεπάγεται ότι δεν έχει 3-κύκλους (3-cycles). Υποθέτουμε ότι προσανατολισμός F έχει έναν κύκλο C μεγέθους l > 3 (l-κύκλο) και ότι ο F είναι ο μικρότερος δυνατός ως προς το μέγεθος. Όμως, τότε, επειδή ο προσανατολισμός F είναι μεταβατικός, ο κύκλος F έχει μία χορδή (μία ακμή που ενώνει δύο μη-διαδοχικούς κόμβους του κύκλου), η οποία δημιουργεί έναν κύκλο C΄ μικρότερου μεγέθους, κάτι το οποίο είναι άτοπο. Άρα, ο προσανατολισμός F είναι άκυκλος.

			(ii) ⇒ (iii) Επειδή F είναι άκυκλος προσανατολισμός, συνεπάγεται ότι έχει έναν κόμβο v με βαθμό εξόδου 0, δηλαδή dout(v) = 0. Ονομάζουμε τον κόμβο αυτό vn. Προφανώς, ο κόμβος vn έχει βαθμό εισόδου n - 1. Διαγράφουμε τον κόμβο vn, οπότε προκύπτει ένας άκυκλος προσανατολισμός μικρότερου μεγέθους (n - 1 κόμβων). Η απόδειξη προκύπτει άμεσα με επαγωγή. 

			(iii) ⇒ (iv) Με επαγωγή, ενώ η ισχύς (iv) ⇒ (i) είναι προφανής. ∎

			 

			Βασιζόμενοι στα αποτελέσματα του προηγούμενου θεωρήματος, μπορούμε εύκολα να σχεδιάσουμε ένα γραμμικό αλγόριθμο αναγνώρισης μεταβατικών τουρνουά. Πράγματι, δεδομένου ενός γραφήματος Kn, μπορούμε πρώτα να υπολογίσουμε τo βαθμό εισόδου κάθε κόμβου του Kn και, στη συνέχεια, με τη χρήση ενός μονοδιάστατου Boolean πίνακα μεγέθους n να ελέγξουμε ότι δεν υπάρχουν κόμβοι με τον ίδιο βαθμό εισόδου. Το γράφημα Kn του Σχήματος 2.18 είναι μεταβατικό τουρνουά, διότι κάθε κόμβος του έχει διαφορετικό βαθμό εισόδου.
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			Ασκησεις 2

			 

			Άσκηση 1

			Έστω K4 και K5 τα πλήρη γραφήματα τάξεων 4 και 5, αντίστοιχα.

			
					•	Δείξτε ότι ένα σκελετικό δένδρο του γραφήματος K4 είναι είτε ένα κατά-βάθος δένδρο είτε ένα κατά-πλάτος δένδρο του K4.

					•	Δείξτε ότι ένα σκελετικό δένδρο του γραφήματος K5 δεν είναι ούτε κατά-βάθος δένδρο ούτε κατά-πλάτος δένδρο του K5.

			

			 

			Άσκηση 2

			Τροποποιήστε τους αλγορίθμους της κατά-βάθος και κατά-πλάτος διερεύνησης ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G (Αλγόριθμοι 2.2 και 2.3), ώστε να υπολογίζουν το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του G.

			 

			Άσκηση 3

			Αποδείξτε ότι οι ιδιότητες (D1) και (D2) ισχύουν για κάθε dfs-δάσος T ενός γραφήματος G.

			 

			Άσκηση 4

			O κόμβος x είναι κόμβος τομής ή άρθρωσης (cut or articulation vertex) ενός γραφήματος G, εάν διαγράφοντάς τον, μαζί με τις προσκείμενες σε αυτόν ακμές, αυξάνεται το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών του. Έστω G ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα και έστω T ένα dfs-δένδρο του G. Αποδείξτε ότι ο κόμβος x είναι ένας κόμβος τομής του G, εάν ισχύει ένα από τα ακόλουθα:

			
					•	Ο κόμβος x είναι ρίζα του T και έχει περισσότερα από ένα παιδιά. 

					•	Ο κόμβος x δεν είναι ρίζα του T και για κάποιο παιδί s του x δεν υπάρχει οπισθοακμή από οποιοδήποτε απόγονο του s (συμπεριλαμβανομένου του s) προς κάποιο πρόγονο του x.

			

			Σημείωση: Ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι δισυνεκτικό (biconnected), εάν-ν το G δεν περιέχει κόμβους τομής ή, ισοδύναμα, για οποιοδήποτε ζεύγος κόμβων υπάρχουν δύο μονοπάτια στο G από διακριτούς κόμβους (vertex disjoint paths).

			 

			Άσκηση 5

			(Δισυνεκτικότητα - Biconnectivity) Έστω T ένα dfs-δένδρο ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m. Υποθέστε ότι οι κόμβοι είναι αριθμημένοι ακολουθιακά με τη σειρά πρώτης επίσκεψης και έστω d(v) o χρόνος πρώτης επίσκεψης του κόμβου v. Για κάθε κόμβο x ορίζουμε:

			
 
  Low(
   x
  )= min{ 
   d(
    x
   ), d(
    w
   ) }



			όπου w αναφέρεται σε όλους τους προγόνους του x, οι οποίοι είναι προσβάσιμοι (μπορούμε να φθάσουμε σε αυτούς) από ένα παιδί του x, μεταβαίνοντας προς τα κάτω με κάποιες ακμές του δένδρου και κατόπιν προς τα επάνω με μία οπισθοακμή.

			
					•	Σχεδιάστε έναν αλγόριθμο κατά-βάθος αναζήτησης ο οποίος να αναθέτει τις τιμές d(x) και να υπολογίζει το Low(x) για όλους τους κόμβους x.

					•	Αποδείξτε ότι ο αλγόριθμός σας μπορεί να τρέξει σε χρόνο O(n + m) για ένα τυχαίο γράφημα G.

					•	Δείξτε ότι ο αλγόριθμός σας μπορεί να αναγνωρίσει κόμβους τομής χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση Low.

			

			 

			Άσκηση 6

			Περιγράψτε μία αποδοτική υλοποίηση του αλγορίθμου 2.3 (Breadth_first_search) και αποδείξτε ότι είναι γραμμική ως προς το μέγεθος του γραφήματος.

			 

			Άσκηση 7

			Έστω S και T υποσύνολα των ακεραίων 1, 2, …, n, και έστω A ένας μονοδιάστατος πίνακας μεγέθους n του οποίου οι τιμές έχουν αρχικοποιηθεί σε A(1) = A(2) = … = A(n) = 0. Σχεδιάστε αλγορίθμους που να υπολογίζουν τα σύνολα S U T και S ∩ T σε χρόνο O(|S| + |T|). Υποθέστε ότι τα σύνολα S και T είναι αποθηκευμένα ως μη διατεταγμένες συνδεδεμένες λίστες.

			 

			Άσκηση 8

			Έστω G = (V, E) ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n και μεγέθους m. Μία συνάρτηση ύψους h ορίζεται στους κόμβους επαγωγικά:

			
 
  h(
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			Βασιζόμενοι στον αλγόριθμο της κατά-βάθος αναζήτησης, σχεδιάστε έναν αλγόριθμο ο οποίος υπολογίζει τις τιμές της συνάρτησης ύψους h για κάθε κόμβο του γραφήματος. Αποδείξτε ότι ο αλγόριθμός σας μπορεί να εκτελεστεί σε O(n + m) χρόνο.

			 

			Άσκηση 9

			Οι αλγόριθμοι Α και Β εκτελούνται σε n2 και 2n βήματα, αντίστοιχα, για μία είσοδο μεγέθους n.

			
					•	Εάν οι σύγχρονοι υπολογιστές μπορούν να εκτελέσουν 1012  βήματα/sec, τι μέγεθος εισόδου μπορεί να επεξεργαστεί καθένας από τους αλγορίθμους σε 1 sec;

					•	Υποθέστε ότι, από τη στιγμή που το τρέχον σύγγραμμα θα φτάσει στη βιβλιοθήκη του πανεπιστημίου σας, η βιομηχανία υπολογιστών έχει κάνει τεράστια τεχνολογική πρόοδο, η οποία αυξάνει την ταχύτητα εκτέλεσης επί 100 φορές. Ποια θα είναι η αντίστοιχη αύξηση της δυνατότητας των αλγορίθμων Α και Β;

			

			 

			Άσκηση 10

			Αποδείξτε ότι ο υπολογισμός ενός ελάχιστου χρωματισμού ενός διμερούς γραφήματος έχει πολυπλοκότητα που είναι γραμμική ως προς το μέγεθος του γραφήματος.

			 

			Άσκηση 11

			Αποδείξτε ότι ο υπολογισμός ενός μέγιστου ευσταθούς συνόλου ενός διμερούς γραφήματος έχει πολυπλοκότητα που είναι πολυωνυμική ως προς το μέγεθος του γραφήματος.

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3

			 

			 

			ΔΕΝΔΡΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή, Βασικές Ιδιότητες Δένδρων, Απαρίθμηση Δένδρων (επιγραφημένα δένδρα, υπολογισμός πλήθους γενετικών δένδρων), Γενετικά Δένδρα (κατασκευή γενετικών δένδρων, αποστάσεις γενετικών δένδρων), Ελάχιστα Γενετικά Δένδρα (πρόβλημα ελάχιστης σύνδεσης, ελάχιστα γενετικά δένδρα, αλγόριθμος Kruskal, αλγόριθμος Prim, πολυπλοκότητα αλγορίθμων Kruskal και Prim), Ασκήσεις.

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων των κεφαλαίων 1 και 2 του συγγράμματος. Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών και πιθανοτήτων. Καλή κατανόηση και χρήση δομών δεδομένων και αλγοριθμικών τεχνικών για ταξινόμηση, εύρεση και επιλογή και για διερεύνηση γραφημάτων. 

			 

			3.1  Εισαγωγή

			 

			Στη θεωρία γραφημάτων υπάρχει ένας απλός και πολύ σημαντικός τύπος γραφημάτων, στον οποίο έχει αποδοθεί διαχρονικά το ίδιο όνομα από όλους τους επιστήμονες, και είναι αυτός των δενδρικών γραφημάτων ή δένδρων (trees). Τα δένδρα είναι σημαντικά όχι μόνο για τις πολλαπλές εφαρμογές τους σε πλήθος πεδίων, αλλά και για αυτή καθ’ αυτήν τη θεωρία γραφημάτων. 

			Ένας λόγος για τη σημασία των δένδρων στη θεωρία είναι η απλότητα της δομής τους, η οποία, για παράδειγμα, καθιστά δυνατή τη διερεύνηση εικασιών διατυπωμένων για γενικά γραφήματα μελετώντας αρχικά αυτές σε δένδρα. Μία τέτοια εικασία, που μελετήθηκε αρχικά σε δένδρα, είναι και αυτή του Ulam, την οποία παραθέτουμε στη συνέχεια απλώς για χάρη της πληρότητας.

			
				
					
					
				
				
					
							
							Εικασία Ulam

						
							
							Έστω G ένα γράφημα  κόμβων vi και H ένα γράφημα, επίσης, n κόμβων ui με n ≥ 3 (1 ≤ i ≤ n). Εάν για κάθε i τα υπογραφήματα Gi = G - vi και Hi = H - ui είναι ισομορφικά, τότε και τα γραφήματα G και H είναι ισομορφικά.

						
					

				
			

			

			 

			Τα δένδρα, ως ο απλούστερος τύπος συνεκτικών γραφημάτων, έχουν πολλαπλές εφαρμογές σε προβλήματα διερεύνησης, ταξινόμησης, ελάχιστων συνδέσεων, και σε πλήθος άλλων. Ένα τυπικό πρόβλημα που δείχνει με απλό και εύκολο τρόπο τη χρήση της έννοιας του δένδρου είναι αυτό της αποκατάστασης οδικών δικτύων. Ας διατυπώσουμε μία απλή εκδοχή ενός τέτοιου προβλήματος.

			Αποκατάσταση Οδικού Δικτύου: Υποθέτουμε ότι το οδικό δίκτυο μιας χώρας υπέστη ολική καταστροφή από κάποιο ισχυρό ακραίο φυσικό φαινόμενο, όπως, για παράδειγμα, από έναν ισχυρό σεισμό και, επομένως, δεν υπάρχει πλέον οδική επικοινωνία μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους πόλεών της. Επειδή το κόστος της άμεσης ανακατασκευής όλων των κατεστραμμένων αυτοκινητόδρομων του οδικού δικτύου της είναι απαγορευτικό για τη χώρα, θα θέλαμε να ανακατασκευάσουμε αρχικά το ελάχιστο πλήθος αυτοκινητόδρομων, έτσι ώστε να αποκατασταθεί η επικοινωνία μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους πόλεων.

			Το αρχικό οδικό δίκτυο της χώρας θα μπορούσε να μοντελοποιηθεί με ένα γράφημα G του οποίου οι κόμβοι αντιστοιχούν στις πόλεις, ενώ δύο κόμβοι του G συνδέονται με ακμή, εάν οι αντίστοιχες πόλεις συνδέονται με αυτοκινητόδρομο που δεν περνά από κάποια άλλη πόλη. Προφανώς, σε μία τέτοια μοντελοποίηση οι ακμές του συνόλου E(G) του γραφήματος G αντιστοιχούν στους κατεστραμμένους αυτοκινητόδρομους. Το γράφημα G΄ = G - E(G) είναι μη-συνεκτικό και αντιστοιχεί στην κατάσταση της χώρας αμέσως μετά το σεισμό, δηλαδή το γράφημα G΄ έχει μόνο κόμβους και καμία ακμή, όπως ακριβώς και η χώρα έχει μόνο πόλεις χωρίς κάποιον αυτοκινητόδρομο. Το ελάχιστο πλήθος αυτοκινητόδρομων που πρέπει να ανακατασκευαστεί, έτσι ώστε να υπάρχει οδική επικοινωνία μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους πόλεων ισούται με το ελάχιστο πλήθος ακμών που πρέπει να προστεθούν στο G΄, προκειμένου αυτό να γίνει συνεκτικό και, επομένως, να υπάρχει διαδρομή μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους κόμβων του. Το προκύπτον γράφημα δεν περιέχει κύκλους, διότι, εάν περιείχε, θα μπορούσαμε να αφαιρέσουμε μία ακμή του κύκλου και πάλι να υπάρχει διαδρομή μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους κόμβων του.

			Επομένως, το πρόβλημα της αποκατάστασης του οδικού δικτύου ανάγεται στον υπολογισμό του ελάχιστου πλήθους ακμών που πρέπει να προστεθούν στο G΄, ώστε αυτό να γίνει συνεκτικό υπογράφημα του G, ή, ισοδύναμα, στον υπολογισμό ενός γενετικού δένδρου του αρχικού γραφήματος G.

			Στο πλαίσιο αυτής της ενότητας ορίζουμε ένα δένδρο (tree) T ως ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα που είναι συνεκτικό και άκυκλο. Εύκολα μπορεί να παρατηρήσει κάποιος ότι υπάρχει μόνο ένα δένδρο τάξης 1, ένα δένδρο τάξης 2 και ένα δένδρο τάξης 3, ενώ υπάρχουν δύο δένδρα τάξης 4. Στο Σχήμα 3.1 παρουσιάζουμε τα έξι (μη-ισομορφικά) δένδρα τάξης 6. Γενικά, ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα (συνεκτικό ή μη) χωρίς κύκλους είναι ένα δάσος (forest). Έτσι, κάθε συνιστώσα T1, T2, …, Tk (k ≥ 1) ενός δάσους είναι δένδρο. Ένα γενετικό δένδρο (spanning tree) ενός γραφήματος G είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα του G, το οποίο είναι δένδρο.
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			Σχήμα 3.1: Τα έξι (μη-ισομορφικά) δένδρα τάξης.

			 

			Ένα ένριζο δένδρο (rooted tree) είναι ένα δένδρο T με ένα διακριτό κόμβο r, που ονομάζεται ρίζα (root) του δένδρου. Εάν x και y είναι δύο κόμβοι ενός ένριζου δένδρου T, τέτοιοι ώστε ο κόμβος y να βρίσκεται στη μοναδική διαδρομή από τη ρίζα r στον κόμβο x, τότε ο κόμβος y είναι πρόγονος (ancestor) του κόμβου x και ο κόμβος x είναι απόγονος (descendant) του κόμβου y. Εάν ο κόμβος y είναι πρόγονος του x στο ένριζο δένδρο T και ισχύει x ≠ y και xy ∈ E(T), τότε ο κόμβος y είναι πατέρας (parent) του x και ο κόμβος x είναι παιδί (child) του y. Κάθε κόμβος x ενός ένριζου δένδρου T, εντός της ρίζας r, έχει ένα μοναδικό πατέρα και k ≥ 0 παιδιά. Συμβολίζουμε τον πατέρα του κόμβου με x p(x), ενώ το σύνολο των παιδιών του με ch(x). Η ρίζα r δεν έχει πατέρα, ενώ μπορεί να έχει k ≥ 0 παιδιά. Ένας κόμβος του T χωρίς παιδιά ονομάζεται φύλλο (leaf).

			Συχνά θεωρούμε τις ακμές xy ενός ένριζου δένδρου T κατευθυνόμενες είτε x → y (από το παιδί προς τον πατέρα) είτε y → x (από τον πατέρα προς το παιδί) (βλέπε Σχήμα 3.2). Απεικονίζουμε ένα ένριζο δένδρο T ορίζοντας για κάθε κόμβο x τον πατέρα του p(x) ή το σύνολο των παιδιών του ch(x).
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			Σχήμα 3.2: (α) Ένα δένδρο T τάξης 10. (β)-(γ) Δύο ένριζα δένδρα του T: το πρώτο με κατευθυνόμενες ακμές από το παιδί προς τον πατέρα και το δεύτερο από τον πατέρα προς το παιδί.

			 

			Έστω T ένα ένριζο δένδρο τάξης n. Ορίζουμε το βάθος (depth) ενός κόμβου x του δένδρου T αναδρομικά ως εξής:
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			Ακολούθως, με ανάλογο τρόπο ορίζουμε το ύψος (height) ενός κόμβου  του ένριζου δένδρου T: height(x) = 0, εάν ο κόμβος x είναι φύλο του δένδρου T και height(x) = max{height(y) | y είναι παιδί του x} + 1. Στο δένδρο του Σχήματος 3.2 το βάθος του κόμβου x είναι 2, ενώ ύψος του είναι 1.

			Ένα ένριζο υποδένδρο (rooted subtree) Tx του ένριζου δένδρου T είναι ένα ένριζο δένδρο, με ρίζα τον κόμβο x, που αποτελείται από το υπογράφημα που επάγεται από τους απογόνους του κόμβου x. Ο ελάχιστος κοινός πρόγονος (nearest common ancestor) δύο κόμβων x και y είναι ο κοινός πρόγονός τους με το μεγαλύτερο βάθος.

			 

			3.2  Βασικές Ιδιότητες Δένδρων

			 

			Στην εισαγωγή του κεφαλαίου ορίσαμε το δένδρο (tree) ως ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα το οποίο είναι συνεκτικό και άκυκλο. Στο επόμενο θεώρημα συνοψίζονται βασικές ιδιότητες των δένδρων, οι οποίες αφορούν στην τάξη τους, το μέγεθός τους και στοιχεία της συνεκτικότητάς τους.

			Θεώρημα 3.1 Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.

			
					1.	Το γράφημα G είναι δένδρο.

					2.	Υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του G.

					3.	Το γράφημα G είναι συνεκτικό και κάθε ακμή του είναι γέφυρα.

					4.	Το γράφημα G είναι συνεκτικό και έχει n - 1 ακμές.

					5.	Το γράφημα G είναι άκυκλο και έχει n - 1 ακμές.

					6.	Το γράφημα G είναι άκυκλο και οποτεδήποτε δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι του G ενωθούν με ακμή, το προκύπτον γράφημα G΄ έχει ένα μοναδικό κύκλο.

					7.	Το γράφημα G είναι συνεκτικό και οποτεδήποτε δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι του G ενωθούν με ακμή, το προκύπτον γράφημα G΄ έχει ένα μοναδικό κύκλο.

			

			 

			Η αλήθεια του Θεωρήματος 3.1 προκύπτει άμεσα από τις προτάσεις που διατυπώνονται και αποδεικνύονται στα επόμενα Λήμματα 3.1-3.6.

			Λήμμα 3.1 Ένα γράφημα G είναι δένδρο, εάν-ν υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι δένδρο. Θα δείξουμε ότι υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του. Έστω v και u δύο τυχαίοι κόμβοι του G. Επειδή το γράφημα G είναι συνεκτικό, υπάρχει μία διαδρομή P μεταξύ των κόμβων v και u. Έστω ότι υπάρχει και μία άλλη διαδρομή Q μεταξύ των κόμβων v και u, και έστω e = (vi, vi+1) είναι η πρώτη ακμή της διαδρομής P που δεν ανήκει στην Q, καθώς πηγαίνουμε από τον κόμβο v στον u (ο κόμβος vi είναι κοινός των P και Q). Έστω W και W΄ τα σύνολα των ενδιάμεσων κόμβων μεταξύ του κόμβου vi και του κόμβου u (δεν περιλαμβάνουν τους κόμβους vi και u) στις διαδρομές P και Q, αντίστοιχα. Εάν οι διαδρομές W και W΄ δεν έχουν κάποιο κοινό κόμβο, τότε στο γράφημα G έχουμε κύκλο, γεγονός που αντιβαίνει στην υπόθεσή μας ότι το G είναι άκυκλο. Έστω ότι η τομή των W και W΄ δεν είναι το κενό σύνολο και έστω w είναι ο πρώτος κοινός κόμβος, καθώς πηγαίνουμε από τον κόμβο vi στον u είτε ακολουθώντας τη διαδρομή P είτε την Q. Σε αυτήν την περίπτωση, επίσης υπάρχει κύκλος στο γράφημα G. Επομένως, υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του.

			Αντίστροφα, έστω G ένα γράφημα στο οποίο υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του. Αυτό σημαίνει ότι το G είναι συνεκτικό. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G δεν είναι δένδρο. Τότε υπάρχει ένας τουλάχιστον κύκλος C στο γράφημα G και, επομένως, υπάρχουν δύο διαδρομές μεταξύ οποιουδήποτε ζεύγους κόμβων του κύκλου C. Αυτό αντιβαίνει στην υπόθεση ότι στο γράφημα G υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του. ∎

			 

			Λήμμα 3.2 Ένα γράφημα G είναι δένδρο, εάν-ν το G είναι συνεκτικό και κάθε ακμή του είναι γέφυρα. 

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι δένδρο. Επομένως, το G είναι συνεκτικό. Από το Λήμμα 3.1 παίρνουμε ότι υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων του. Έστω P μία τέτοια διαδρομή μεταξύ δύο κόμβων v και u και έστω e μία ακμή που ενώνει δύο κόμβους της P. Εάν διαγράψουμε την ακμή e, τότε δεν υπάρχει διαδρομή μεταξύ των κόμβων v και u. Επομένως, κάθε ακμή στο δένδρο είναι γέφυρα.

			Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το συνεκτικό γράφημα G, του οποίου κάθε ακμή είναι γέφυρα, δεν είναι δένδρο. Τότε το γράφημα G έχει τουλάχιστον έναν κύκλο. Έστω G΄ είναι το υπογράφημα του G που δημιουργείται, εάν διαγράψουμε μία ακμή e = (x, y) κάποιου κύκλου C του G. Το γράφημα G΄ δεν είναι συνεκτικό, καθώς η ακμή e είναι γέφυρα. Έστω p και q δύο τυχαίοι κόμβοι του G. Επειδή το γράφημα G είναι συνεκτικό, υπάρχει διαδρομή μεταξύ των p και q στο G. Εάν η ακμή e δεν ανήκει σε αυτήν τη διαδρομή P, τότε η P είναι μία διαδρομή στο G΄ μεταξύ των κόμβων p και q. Υποθέτουμε ότι η e ανήκει στη διαδρομή P. Έστω P1 είναι μία υποδιαδρομή της P μεταξύ των κόμβων p και x, και έστω P2 μία υποδιαδρομή της P μεταξύ των κόμβων y και q. Επιπλέον, έστω P΄ είναι η μοναδική διαδρομή μεταξύ x και y στον κύκλο C που δεν περιέχει την e. Εάν θεωρήσουμε την ένωση Q των τριών αυτών διαδρομών, τότε η Q είναι μία διαδρομή στο γράφημα G΄ μεταξύ των κόμβων p και q. Επομένως, υπάρχει διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων στο γράφημα G΄. Αυτό είναι άτοπο, διότι το γράφημα G΄ δεν είναι συνεκτικό. ∎

			 

			Λήμμα 3.3 Ένα γράφημα G τάξης n είναι δένδρο, εάν-ν το G είναι συνεκτικό και έχει n - 1 ακμές.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι δένδρο τάξης n. Επομένως το G είναι συνεκτικό. Θα αποδείξουμε ότι το G έχει m = n - 1 ακμές με επαγωγή στο πλήθος n των κόμβων του. Εάν n = 1, προφανώς η πρόταση ισχύει, διότι m = 0. Υποθέτουμε ότι η πρόταση είναι αληθής για όλα τα γραφήματα τάξης n - 1. 

			Επειδή κάθε ακμή του δένδρου G είναι γέφυρα (βλέπε Λήμμα 3.2), το υπογράφημα G΄ που δημιουργείται από το G, εάν διαγράψουμε μία ακμή του έχει δύο συνεκτικές συνιστώσες G1 και G2 τάξης n1 και n2, αντίστοιχα, όπου n1 + n2 = n (το δένδρο G είναι τάξης n). Από την υπόθεση της επαγωγής το πλήθος των ακμών στα δένδρα G1 και G2 είναι (n1 - 1) + (n2 - 1) = n - 2. Επομένως, το πλήθος των ακμών του G είναι n - 1.

			Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το συνεκτικό γράφημα G τάξης n έχει n - 1 ακμές αλλά δεν είναι δένδρο. Τότε το G έχει μία ακμή e που δεν είναι γέφυρα. Εάν διαγράψουμε την ακμή e από το G, το προκύπτον υπογράφημα είναι ένα συνεκτικό γράφημα τάξης n με n - 2 ακμές. Συνεχίζουμε τη διαδικασία εύρεσης ακμών που δεν είναι γέφυρες και διαγραφής τους από το G, έως ότου λάβουμε ένα συνεκτικό γράφημα G΄ τάξης n με n - k ακμές (όπου k > 1), του οποίου κάθε ακμή είναι γέφυρα. Όμως, το γράφημα G΄ τάξης n είναι δένδρο (βλέπε Λήμμα 3.2) και, επομένως, έχει n - 1 ακμές (ορθή φορά του λήμματος). Άρα, n – 1 = n - k, όπου k > 1. Αυτό είναι άτοπο και, άρα, το G είναι δένδρο. ∎

			 

			Λήμμα 3.4 Ένα γράφημα G τάξης n είναι δένδρο, εάν-ν το G είναι άκυκλο και έχει n - 1 ακμές.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι δένδρο τάξης n. Επομένως, το G είναι άκυκλο και έχει n - 1 ακμές, όπως αποδείχθηκε στο Λήμμα 3.3. Αντίστροφα, θεωρούμε ένα άκυκλο γράφημα G με n - 1 ακμές. Υποθέτουμε ότι το G δεν είναι συνεκτικό. Έστω Gi (i = 1, 2, …, k) οι συνεκτικές συνιστώσες του G και έστω ni η τάξη της συνιστώσας Gi, όπου n1 + n2 + … + nk = n. Σημειώστε ότι κάθε συνιστώσα Gi είναι δένδρο με ni - 1 ακμές. Επομένως, το συνολικό πλήθος ακμών του G είναι n - k, όπου k > 1. Αυτό είναι άτοπο και, άρα, το G είναι συνεκτικό. Το G είναι συνεκτικό και έχει n - 1 ακμές. Επομένως, με βάση το Λήμμα 3.2 το G είναι δένδρο. ∎

			 

			Λήμμα 3.5 Ένα γράφημα G είναι δένδρο, εάν-ν το G είναι άκυκλο και οποτεδήποτε δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι του G ενωθούν με μία ακμή e το προκύπτον γράφημα G΄ = G + e έχει ακριβώς έναν κύκλο.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι δένδρο και, επομένως, το G είναι συνεκτικό και άκυκλο. Έστω v και u είναι δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι του G. Μεταξύ των κόμβων αυτών υπάρχει μοναδική διαδρομή P. Εάν ενώσουμε τους κόμβους v και u με μία ακμή e, τότε η ακμή e και η διαδρομή P δημιουργούν έναν κύκλο στο γράφημα G΄= G + e. Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το G είναι ένα άκυκλο γράφημα στο οποίο v και u είναι δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι, τέτοιοι ώστε η ένωσή τους με μία νέα ακμή δημιουργεί ακριβώς έναν κύκλο στο γράφημα G΄= G + e. Επομένως, υπάρχει διαδρομή στο G μεταξύ των τυχαίων κόμβων v και u. Άρα, το γράφημα G είναι συνεκτικό. Επειδή το G είναι συνεκτικό και άκυκλο, συνεπάγεται ότι το G είναι δένδρο. ∎

			 

			Λήμμα 3.6 Ένα γράφημα G είναι δένδρο, εάν-ν το G είναι συνεκτικό και οποτεδήποτε δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι του G ενωθούν με ακμή, το προκύπτον γράφημα G΄ έχει ακριβώς έναν κύκλο.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι δένδρο και, επομένως, το G είναι συνεκτικό και άκυκλο. Εάν δύο τυχαίοι μη-γειτονικοί κόμβοι v και u του G ενωθούν με μία ακμή e, τότε η μοναδική διαδρομή P μεταξύ των κόμβων v και u μαζί με την ακμή e δημιουργούν έναν κύκλο στο γράφημα G΄ = G + e. Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι συνεκτικό. Στο γράφημα G δεν μπορεί να υπάρχει κύκλος, επειδή το γράφημα G΄ που δημιουργείται από το G με την ένωση δύο τυχαίων μη-γειτονικών κόμβων του έχει ακριβώς έναν κύκλο. Επομένως, το γράφημα G είναι δένδρο. ∎

			 

			Πόρισμα 3.1 Ένα δάσος τάξης n με k δένδρα έχει n - k ακμές.

			Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το Λήμμα 3.3 για κάθε δένδρο (συνιστώσα) του δάσους. ∎

			 

			Πόρισμα 3.2 Σε κάθε δένδρο T τάξης n υπάρχουν τουλάχιστον δύο τερματικοί κόμβοι v και u, δηλαδή deg(v) = deg(u) = 1.

			Απόδειξη. Έστω T ένα δένδρο τάξης n και μεγέθους m και έστω deg(v1) ≤ deg(v2) ≤ deg(vn) οι βαθμοί των κόμβων του. Επειδή το T είναι συνεκτικό και μη-τετριμμένο, ισχύει deg(vi ) ≥ 1 για κάθε i (1 ≤ i ≤ n). 

			Υποθέτουμε ότι το δένδρο T δεν έχει δύο τερματικούς κόμβους. Τότε deg(v1) = 1 και deg(vi) ≥ 2 για κάθε i (1 ≤ i ≤ n) και, επομένως,
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			Για κάθε γράφημα G τάξης n και μεγέθους m ισχύει 
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 (βλέπε Ενότητα 1.2). Επειδή το T είναι δένδρο, έχει n - 1 ακμές (Λήμμα 3.3). Επομένως, ισχύει 
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 κάτι το οποίο αντιβαίνει στην ανισότητα (1). Άρα, για τουλάχιστον δύο κόμβους v και u του δένδρου T θα ισχύει deg(v) = deg(u) = 1. 

			Το επόμενο αποτέλεσμα συνδέει τον ελάχιστο βαθμό δ(G) ενός γραφήματος G με την τάξη των υπογραφημάτων του G που είναι δένδρα.

			Θεώρημα 3.2 Έστω G ένα συνεκτικό γράφημα, τέτοιο ώστε δ(G) ≥ k και έστω T ένα δένδρο τάξης k + 1. Το δένδρο T είναι ισομορφικό κάποιου υπογραφήματος του G.

			Απόδειξη. Με επαγωγή στο k. Εάν k = 0, τότε η αλήθεια του θεωρήματος είναι προφανής, διότι το T = K1 είναι υπογράφημα κάθε γραφήματος. Εάν k = 1, τότε και πάλι η αλήθεια του θεωρήματος είναι προφανής, διότι το T = K2 είναι υπογράφημα κάθε μη-τετριμμένου γραφήματος. Υποθέτουμε ότι για κάθε γράφημα G1 με κόμβους ελάχιστου βαθμού k - 1, δηλαδή δ(G1) ≥ k - 1, και για κάθε δένδρο T1 με k κόμβους το T1 είναι ισομορφικό κάποιου υπογραφήματος του G1. 

			Έστω G ένα γράφημα με κόμβους ελάχιστου βαθμού k, δηλαδή δ(G) ≥ k, και T ένα δένδρο με k + 1 κόμβους. Έστω v ένα φύλλο του δένδρου T και έστω w ∈ T ο μοναδικός γείτονας του κόμβου v στο T. Εφόσον οι κόμβοι του γραφήματος G - v έχουν ελάχιστο βαθμό δ(G - v) ≥ k - 1 και το δένδρο T - v έχει k κόμβους, από την υπόθεση της επαγωγής έπεται ότι T - v ⊆ G - v ⊆ G, δηλαδή το T - v είναι ισομορφικό κάποιου υπογραφήματος T΄ του G. Επειδή ο βαθμός του κόμβου w στο γράφημα G είναι τουλάχιστον k και το δένδρο T - v έχει k κόμβους, ο κόμβος w μπορεί να έχει το πολύ k - 1 γείτονες στο δένδρο T - v (ο κόμβος w ανήκει στο T - v). Επομένως, ο κόμβος w έχει ένα γείτονα w΄ στο γράφημα G που δεν ανήκει στο δένδρο T - v. Τότε το υπογράφημα T – v + ww΄ του G είναι ένα δένδρο ισομορφικό του δένδρου T (το δένδρο T - v + ww΄ γράφεται ισοδύναμα T - wv + ww΄). Άρα, το δένδρο T είναι ισομορφικό κάποιου υπογραφήματος του G. ∎

			 

			Στην Ενότητα 1.3 παρουσιάσαμε βασικές έννοιες γενικών γραφημάτων μεταξύ των οποίων τις έννοιες της απόστασης, της εκκεντρικότητας, της ακτίνας, της διαμέτρου και του κέντρου ενός γραφήματος G. Υπενθυμίζεται ότι η εκκεντρικότητα ενός κόμβου v ∈ V(G) είναι η απόσταση του κόμβου v από τον πλέον απομακρυσμένο κόμβο u του γραφήματος, ενώ κέντρο είναι το υπογράφημα που επάγεται από το σύνολο κόμβων του G με την ελάχιστη εκκεντρικότητα. Προφανώς οι έννοιες αυτές ισχύουν και για τα δένδρα (τα δένδρα είναι γραφήματα), μόνο που εδώ η αλγοριθμική μελέτη των εννοιών αυτών είναι ευκολότερη, καθώς τα δένδρα είναι άκυκλα γραφήματα και υπάρχει μοναδική διαδρομή μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων τους.
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			Σχήμα 3.3: (α) Ένα δένδρο με κέντρο αποτελούμενο από έναν κόμβο v. (β) Ένα δένδρο με κέντρο αποτελούμενο από δύο κόμβους v και u.

			 

			Στη συνέχεια, δείχνουμε ότι το κέντρο ενός δένδρου T αποτελείται είτε από 1 κόμβο ή από 2 γειτονικούς κόμβους. Εάν το κέντρο του T αποτελείται από 2 κόμβους, τότε οι κόμβοι αυτοί ονομάζονται δίκεντρα (bicenters). Στο Σχήμα 3.3 παρουσιάζουμε δύο δένδρα με κέντρα που αποτελούνται από 1 κόμβο και 2 κόμβους (αριστερό και δεξιό δένδρο αντίστοιχα).

			Θεώρημα 3.3 (Θεώρημα Jordan, 1869). Ένα δένδρο T έχει κέντρο που αποτελείται είτε από 1 κόμβο ή από 2 γειτονικούς κόμβους.

			Απόδειξη. Εάν το δένδρο T έχει δύο κόμβους, τότε το κέντρο του είναι αυτοί οι δύο κόμβοι. Εάν το δένδρο T έχει τρεις κόμβους, τότε το κέντρο του είναι το μονοσύνολο που αποτελείται από τον ένα μη-τερματικό κόμβο του T. Ένα δένδρο με τέσσερις κόμβους είναι είτε το K1,3 ή το P4. Στην περίπτωση του K1,3 το κέντρο αποτελείται από έναν κόμβο, ενώ στην περίπτωση του P4 αποτελείται από τους δύο γειτονικούς μη-τερματικούς κόμβους του. Γενικά, έστω T είναι ένα δένδρο με πέντε ή περισσότερους κόμβους με σύνολο τερματικών κόμβων S και έστω T΄ είναι το δένδρο που προκύπτει από το T διαγράφοντας όλους τους τερματικούς του κόμβους, δηλαδή τους κόμβους του συνόλου S. Τότε, η εκκεντρικότητα ενός κόμβου v στο δένδρο T΄ είναι κατά ένα μικρότερη από την εκκεντρικότητα του  στο δένδρο T. Επομένως, το κέντρο του δένδρου T ισούται με το κέντρο του δένδρου T΄. Εάν εξακολουθήσουμε να εφαρμόζουμε διαδοχικά τη διαδικασία διαγραφής τερματικών κόμβων στα προκύπτοντα δένδρα, στο τέλος θα προκύψει ένα δένδρο με τέσσερις ή λιγότερους κόμβους. Αυτό αποδεικνύει την αλήθεια του θεωρήματος. ∎

			 

			Το θεώρημα του Jordan μας παρέχει μία αποτελεσματική μέθοδο για τον υπολογισμό του κέντρου ενός δένδρου. Ο αλγόριθμος υπολογισμού του κέντρου ενός δένδρου T τάξης n μπορεί να υλοποιηθεί κατάλληλα, ώστε να εκτελείται σε O(n) χρόνο. 

			Στον Αλγόριθμο 3.1 περιγράφουμε μία τέτοια υλοποίηση του αλγόριθμου υπολογισμού του κέντρου ενός δένδρου T, τον οποίο ονομάζουμε Compute_Center.
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			Θεώρημα 3.4 Το κέντρο ενός δένδρου T τάξης n μπορεί να υπολογιστεί σε O(n) χρόνο και χώρο.

			 

			3.3  Απαρίθμηση Δένδρων

			 

			Ας ξεκινήσουμε με κάτι ιστορικό. Το 1857 ο Arthur Cayley διερεύνησε τη δομή των δένδρων, καθώς προσπαθούσε να υπολογίσει το πλήθος των ισομερών των κεκορεσμένων υδρογονανθράκων CkH2k+2. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποίησε ένα γράφημα, όπου τα άτομα του άνθρακα και του υδρογόνου παριστάνονται με κόμβους βαθμού 4 και 1, αντίστοιχα. Στο γράφημα αυτό το πλήθος των κόμβων ήταν n = k + 2k + 2, ενώ το πλήθος των ακμών m = 3k + 1 (από τη σχέση 4k + 2k + 2 = 2m ή από τη σχέση m = n - 1).

			Με την προσέγγιση αυτή του Cayley το πρόβλημα του υπολογισμού των ισομερών πήρε πιο αφηρημένη μορφή με τη βοήθεια των επιγραφημένων (labeled) δένδρων.

			Επιγραφημένα Δένδρα. Ένα δένδρο T τάξης n ονομάζεται επιγραφημένο, εάν σε κάθε κόμβο του έχει ανατεθεί ένας μοναδικός θετικός ακέραιος μεταξύ 1 και n, τους οποίους ονομάζουμε επιγραφές (labels), έτσι ώστε να μην υπάρχουν στο T δύο κόμβοι με την ίδια επιγραφή.

			Δύο επιγραφημένα δένδρα T = (V, E) και T΄ = (V, E΄) είναι διαφορετικά (distinct), εάν τα σύνολα των ακμών τους δεν είναι ίδια. Για παράδειγμα, το επιγραφημένο δένδρο T με σύνολο ακμών {(1, 2), (2, 3)} και το επιγραφημένο δένδρο T΄ με σύνολο ακμών {(1,3), (2,3)} είναι διαφορετικά, αν και τα δύο αυτά δένδρα είναι ισόμορφα (isomorphic). Επιπροσθέτως, στο Σχήμα 3.4 παρουσιάζουμε δεκαέξι διαφορετικά επιγραφημένα δένδρα τάξης 4 (θα δούμε ότι τα δένδρα αυτής της τάξης είναι ακριβώς 16). Παρατηρούμε ότι τα τέσσερα δένδρα με βαθμούς 1 και 3 είναι ισόμορφα, όπως και τα υπόλοιπα δώδεκα δένδρα με βαθμούς 1 και 2.
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			Σχήμα 3.4: Τα δεκαέξι διαφορετικά επιγραφημένα δένδρα τάξης 4. Τα 4 πρώτα δένδρα με βαθμούς 1 και 3 είναι ισόμορφα, όπως επίσης και τα υπόλοιπα 12 δένδρα με βαθμούς 1 και 2.

			 

			O Cayley απέδειξε ότι το πλήθος των διαφορετικών επιγραφημένων δένδρων τάξης n είναι nn-2 (Θεώρημα Cayley). Πριν δείξουμε την αλήθεια του θεωρήματος, θα παρουσιάσουμε δύο ενδιαφέρουσες προτάσεις.

			Πρόταση 3.1 Κάθε επιγραφημένο δένδρο T τάξης n αντιστοιχεί σε μία μοναδική ακολουθία b = (b1, b2, …, bn-2), όπου bi ∈ N = {1, 2, …, n}, 1 ≤ i ≤ n.

			Απόδειξη. Έστω T ένα επιγραφημένο δένδρο τάξης n, και έστω A το σύνολο των τερματικών κόμβων του. Ταξινομούμε τους κόμβους του συνόλου Α κατά αύξουσα τάξη σύμφωνα με τις επιγραφές τους. Εάν v1 είναι ο πρώτος κόμβος του A, τότε παίρνουμε την επιγραφή b1 του μοναδικού γείτονα του κόμβου v1. Κατόπιν διαγράφουμε τον v1 από το δένδρο T παίρνοντας, έτσι, το δένδρο T΄ = T - v1.

			Έστω Α΄ είναι το σύνολο των τερματικών κόμβων του δένδρου T΄. Ταξινομούμε τώρα τους κόμβους του συνόλου Α΄ κατά αύξουσα τάξη σύμφωνα με τις επιγραφές τους. Εάν v΄1 είναι ο πρώτος κόμβος του A΄, τότε παίρνουμε την επιγραφή b2 του μοναδικού γείτονα του κόμβου v΄1 στο δένδρο T΄ και διαγράφουμε τον κόμβο v΄1 από το δένδρο T΄ παίρνοντας έτσι το δένδρο T΄ = T΄ - v1. Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία αυτή έως ότου πάρουμε την επιγραφή bn-2 αφήνοντας ένα δένδρο με ακριβώς δύο κόμβους με επιγραφές p και q. Επομένως, κάθε επιγραφημένο δένδρο T τάξης n ορίζει μία μοναδική ακολουθία b = (b1, b2, …, bn-2), με στοιχεία ακεραίους από το σύνολο N = {1, 2, …, n}. ∎

			 

			[image: Image709.PNG] 

			 

			Σχήμα 3.5: Ένα επιγραφημένο δένδρο τάξης 10.

			 

			Παράδειγμα Πρότασης 3.1. Ας δώσουμε ένα παράδειγμα για την κατασκευή της ακολουθίας b, όπως αυτή περιγράφεται στην προηγούμενη πρόταση, δηλαδή ενός επιγραφημένου δένδρου T τάξης n. Έστω το δένδρο του Σχήματος 3.5 τάξης 10. Επειδή το T έχει 10 κόμβους, η ακολουθία  θα πρέπει να έχει 8 στοιχεία από το σύνολο N = {1, 2, …, 10}. 

			
					1.	Αρχικά, το σύνολο των τερματικών κόμβων του T είναι A = {1, 4, 5, 6, 7, 9}. Το μικρότερο στοιχείο του A είναι το 1 και, επομένως, b1 = 8, διότι ο μοναδικός γείτονας του 1 είναι ο κόμβος 8. Διαγράφουμε τον κόμβο 1 από το T και παίρνουμε το δένδρο T΄ = T - {1}. 

					2.	Στο δένδρο T΄ το σύνολο των τερματικών κόμβων είναι A΄ = {4, 5, 6, 7, 9}. Επομένως, b2 = 8 διότι ο μοναδικός γείτονας του 4 είναι ο κόμβος 8. Διαγράφουμε τον κόμβο 4 από το T΄ και παίρνουμε το δένδρο T΄΄ = T΄ - {4} = Τ - {1, 4}. 

					3.	Τώρα A΄΄ = {5, 6, 7, 9} και, επομένως, b3 = 10. Διαγράφουμε τον κόμβο 5 από το T΄΄ και παίρνουμε το δένδρο T΄΄΄ = Τ - {1, 4, 5}. 

			

			 

			Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία έχουμε: 

			
					4.	σύνολο κόμβων {6, 7, 9} και b4 = 10, (5) σύνολο κόμβων {7, 9, 10} και b5 = 3, (6) σύνολο κόμβων {3, 9, 10} και b6 = 8, (7) σύνολο κόμβων {8, 9, 10} και b7 = 2, και, τέλος, 

					5.	σύνολο κόμβων {9, 10} και b8 = 2. Διαγράφουμε τον κόμβο 9 από το σύνολο {9,10} και, επομένως, οι δύο κόμβοι του εναπομείναντος δένδρου είναι οι p = 9 και q = 10. Τελικά, η ακολουθία b για το δένδρο T τάξης 10 του Σχήματος 3.5 είναι b = (8, 8, 10, 10, 3, 8, 2, 2).

			

			 

			Πρόταση 3.2 Κάθε ακολουθία b = (b1, b2, …, bn-2) με n - 2 στοιχεία, τέτοια ώστε bi ∈ N = {1, 2, …, n}, 1 ≤ i ≤ n, αντιστοιχεί σε ένα μοναδικό επιγραφημένο δένδρο T τάξης n.

			Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι στην ακολουθία b = (b1, b2, …, bn - 2) ενός επιγραφημένου δένδρου T που κατασκευάζεται με τη διαδικασία της Πρότασης 3.1 ο κόμβος vi του δένδρου T με βαθμό d(vi) εμφανίζεται d(vi) - 1 φορές στην b. Επίσης, οι τερματικοί κόμβοι του T δεν εμφανίζονται στην ακολουθία b.

			Κατασκευάζουμε μία ακολουθία α = (α1, α2, …,αn-2) με στοιχεία ακεραίους από το σύνολο N = {1, 2, …, n}, τέτοια ώστε: α1 είναι ο μικρότερος ακέραιος του συνόλου N = {1, 2, …, n}, που δεν ανήκει στην ακολουθία b, α2 είναι ο μικρότερος ακέραιος του συνόλου N - { α1}, που δεν ανήκει στην ακολουθία b΄ = b - (b1), όπου η b΄ προκύπτει από την b διαγράφοντας το πρώτο στοιχείο της b1, v3 είναι ο μικρότερος ακέραιος του συνόλου N - {v1, v2}, που δεν ανήκει στην ακολουθία b΄΄ = b΄ - (b2), κοκ. Έστω x και y είναι τα δύο στοιχεία του συνόλου N - {v1, v2, …, vn - 2}. 

			Από τις ακολουθίες α και b και τα στοιχεία x και y κατασκευάζουμε ένα γράφημα T, τέτοιο ώστε: 

			
					•	V(T) = {1, 2, …, n} είναι το σύνολο των κόμβων του, και

					•	Ε(Τ) = {(α1, b1), (α2, b2), …, (αn - 2, b n - 2), (x, y)} το σύνολο των ακμών του.

			

			 

			Το γράφημα T έχει n κόμβους, n - 1 ακμές και είναι άκυκλο. Επομένως, το T είναι ένα δένδρο που είναι μοναδικό (δημιουργείται με μοναδικό τρόπο από τις ακολουθίες α και b και τα στοιχεία x και y). ∎

			 

			Παράδειγμα Πρότασης 3.2. Ας δώσουμε ένα παράδειγμα για την κατασκευή του επιγραφημένου δένδρου T τάξης n μιας ακολουθίας b = (b1, b2, …, bn - 2) με στοιχεία από το σύνολο {1, 2, …, n}. Παίρνουμε την ακολουθία b = (8, 8, 10, 10, 3, 8, 2, 2) του προηγούμενου παραδείγματος. Θα κατασκευάσουμε το δένδρο T του Σχήματος 3.5. Επειδή η ακολουθία b έχει 8 στοιχεία, το παραγόμενο επιγραφημένο δένδρο T θα πρέπει να έχει 10 κόμβους. Επομένως, N = {1, 2, …, 10}. 

			
					1.	Ο μικρότερος ακέραιος του συνόλου N = {1, 2, …, 10}, που δεν ανήκει στην ακολουθία b = (8, 8, 10, 10, 3, 8, 2, 2) είναι ο 1 και, επομένως, α1 = 1 και b1 = 8. 

					2.	Τώρα ο μικρότερος ακέραιος του συνόλου N - {1} = {2, 3, …, 10}, που δεν ανήκει στην ακολουθία b - (8) = (8, 10, 10, 3, 8, 2, 2) είναι ο 4 και, επομένως, α2 = 4 και b2 = 8.

					3.	Στην επανάληψη αυτή, ο μικρότερος ακέραιος του N - {1,4} = {2, 3, 5, …, 10}, που δεν ανήκει στην ακολουθία b - (8, 8) = (10, 10, 3, 8, 2, 2) είναι ο 5 και, επομένως, α3 = 5 και b3 = 10.

					4.	Εδώ ο μικρότερος ακέραιος του συνόλου N - {1,4,5} = {2, 3, 6, …, 10} που δεν ανήκει στην ακολουθία b - (8, 8,10) = (10, 3, 8, 2, 2) είναι ο 6 και, επομένως, α4 = 6 και b4 = 10.

			

			 

			Συνεχίζοντας την ίδια διαδικασία έχουμε: Επανάληψη (5): σύνολο κόμβων {2, 3, 7, 8, 9, 10}, ακολουθία b (3, 8, 2, 2) και, επομένως, α5 = 7 και b5 = 3. Επανάληψη (6): σύνολο κόμβων {2, 3, 8, 9, 10}, ακολουθία b (8, 2, 2) και, επομένως, α6 = 3 και b6 = 8. Επανάληψη (7): σύνολο κόμβων {2, 8, 9, 10}, ακολουθία b (2, 2) και, επομένως, α7 = 8 και b7 = 2 Επανάληψη (8): σύνολο κόμβων {2, 9, 10}, ακολουθία b (2) και, επομένως, α8 = 9 και b8 = 2. Τα στοιχεία 2 και 10 είναι τα δύο στοιχεία που απέμειναν στο N. Επομένως, έχουμε α = (1, 4, 5, 6, 7, 3, 8, 9), b = (8, 8, 10, 10, 3, 8, 2, 2), x = 2, και y = 10. Από τις ακολουθίες α και b και τα στοιχεία x και y κατασκευάζουμε ένα δένδρο T, τέτοιο ώστε: 

			
					•	V(T) = {1, 2, …, n}, και

					•	Ε(T) = {(1, 8), (4, 8), (5, 10), (6, 10), (7, 3), (3, 8), (8, 2), (9, 2), (2,10)}.

			

			 

			Εύκολα μπορεί να παρατηρήσει κάποιος ότι το δένδρο T είναι το δένδρο του Σχήματος 3.5.

			Θεώρημα 3.4 (Θεώρημα Cayley). Το πλήθος των διαφορετικών επιγραφημένων δένδρων τάξης n > 1 είναι nn-2.

			Απόδειξη. Μία ακολουθία b = (b1, b2, …, bn-2) με n - 2 στοιχεία, τέτοια ώστε bi ∈ N = {1, 2, …, n}, 1 ≤ i ≤ n, μπορεί να παραχθεί με nn-2 τρόπους. Από τις Προτάσεις 3.1 και 3.2 έχουμε ότι υπάρχει μία αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ του συνόλου όλων των διαφορετικών επιγραφημένων δένδρων τάξης n και του συνόλου όλων των διαφορετικών ακολουθιών b. Επομένως, προκύπτει η αλήθεια του θεωρήματος. ∎

			 

			Πόρισμα 3.3 Το πλήθος των διαφορετικών επιγραφημένων ένριζων δένδρων τάξης n > 1 είναι nn-1.

			Απόδειξη. Σε ένα ένριζο (rooted) επιγραφημένο δένδρο T ένας κόμβος ορίζεται ως η ρίζα. Για κάθε ένα, λοιπόν, από τα nn-2 διαφορετικά επιγραφημένα δένδρα τάξης n παράγονται  διαφορετικά ένριζα δένδρα, επειδή οποιοσδήποτε κόμβος του T μπορεί να είναι ρίζα. Επομένως, το πλήθος τους είναι nn-1. ∎

			 

			Υπολογισμός Πλήθους Γενετικών Δένδρων. Το πλήθος των γενετικών δέντρων ενός γραφήματος G συχνά καλείται πολυπλοκότητα (complexity) του γραφήματος G και συμβολίζεται με τ(G) (βλέπε βιβλίο N. Biggs). Η εύρεση της πολυπλοκότητας τ(G) ενός γραφήματος G είναι ένα σημαντικό και ευρέως μελετημένο πρόβλημα στη θεωρία γραφημάτων.

			Πριν παρουσιάσουμε το Θεώρημα Πίνακα-Δέντρου (matrix-tree theorem), το οποίο μας δίδει έναν αλγεβρικό τρόπο υπολογισμού της πολυπλοκότητας τ(G) ενός γραφήματος G, θα διατυπώσουμε πρώτα έναν αναδρομικό αλγόριθμο για τον υπολογισμό του αριθμού τ(G). Ο τρόπος αυτός συνίσταται στην ξεχωριστή μέτρηση των γενετικών δέντρων που περιέχουν μία συγκεκριμένη ακμή e ∈ E(G) του γραφήματος και των γενετικών δέντρων που δεν περιέχουν τη συγκεκριμένη ακμή e. Χρειαζόμαστε πρώτα τον εξής ορισμό.

			Έστω ένα γράφημα G και e = uv ∈ E(G). Η συστολή G e είναι το γράφημα που προκύπτει από το G, εάν διαγράψουμε την ακμή e και αντικαταστήσουμε τους κόμβους u και v με ένα νέο κόμβο w με προσπίπτουσες σε αυτόν ακμές όλες τις ακμές του G που προσπίπτουν στους κόμβους u και v.

			Θεώρημα 3.5 Έστω ένα γράφημα G και μία αυθαίρετη ακμή e ∈ E(G). Για το πλήθος των γενετικών δένδρων τ(G) του γραφήματος G ισχύει:

			
 
  τ(
   G
  )=τ(
   
    G−e
  )+τ(
   
    G⋅e
  ).



			Το θεώρημα αυτό μπορεί να αποτελέσει τη βάση ενός αναδρομικού αλγορίθμου για τον υπολογισμό του πλήθους των γενετικών δέντρων ενός γραφήματος. Επειδή σε κάθε βήμα ο αλγόριθμος θα εκτελεί δύο αναδρομικές κλήσεις του εαυτού του, μέχρι ότου δεν θα υπάρχουν πλέον ακμές στο γράφημα, ο αριθμός των αναδρομικών κλήσεων είναι 2m, όπου m το πλήθος των ακμών του γραφήματος G. Αντίθετα, όπως θα δούμε στη συνέχεια, το Θεώρημα Πίνακα-Δέντρου υπαγορεύει έναν αντίστοιχο αλγόριθμο που βασίζεται στον υπολογισμό της ορίζουσας ενός πίνακα. Είναι γνωστό πως η ορίζουσα ενός n × n πίνακα μπορεί να υπολογιστεί σε λιγότερο από n3 βήματα (για μεγάλο n). Έτσι, όπως θα δούμε στη συνέχεια, ο αλγόριθμος που βασίζεται στον υπολογισμό της ορίζουσας ενός πίνακα είναι σημαντικά ταχύτερος από τον αναδρομικό αλγόριθμο που βασίζεται στο Θεώρημα 3.5.

			Έστω M ένας n × n πίνακα. Ορίζουμε ως ij-ελάσσονα μij του πίνακα M (minor) την ορίζουσα του (n - 1) × (n - 1) πίνακα που αποκτάται από τον πίνακα M διαγράφοντας την i-οστή γραμμή και την j-οστη στήλη του. Ως i-συμπαράγοντα του πίνακα M (cofactor) ορίζουμε την τιμή της ορίζουσας του πίνακα μii, 1 ≤ i ≤ n. Γενικά, ο ij-συμπαράγοντας του πίνακα M ισούται με (-1)i+j|μij|.

			Για ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G με n κόμβους, έστω A ο πίνακας γειτνίασής του (adjacency matrix) και D ο πίνακας βαθμών του (degree matrix), δηλαδή ο διαγώνιος πίνακας με τους βαθμούς των κόμβων του γραφήματος G να βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο. Ο Πίνακας Kirchhoff ενός γραφήματος G είναι ο πίνακας K = D - A. Το Θεώρημα Πίνακα-Δέντρου (matrix-tree theorem), επίσης γνωστό ως Θεώρημα Kirchhoff, είναι ένα από τα γνωστότερα αποτελέσματα στη θεωρία γραφημάτων. Παρέχει έναν τύπο για το πλήθος των γενετικών δέντρων ενός γραφήματος G σε σχέση με τους i-συμπαράγοντες (cofactors) του Πίνακα Kirchhoff, 1 ≤ i ≤ n.

			Θεώρημα 3.6 (Θεώρημα Πίνακα-Δέντρου ή Kirchhoff). Για ένα οποιοδήποτε γράφημα G τάξης n, οι i-συμπαράγοντες του πίνακα K = D - A έχουν την ίδια τιμή τ(G), 1 ≤ i ≤ n, όπου τ(G) το πλήθος των γενετικών δέντρων του γραφήματος G.

			Το Θεώρημα Πίνακα-Δέντρου παρέχει ένα δυνατό εργαλείο για τον υπολογισμό του πλήθους τ(G) των γενετικών δέντρων ενός γραφήματος G. Για αυτόν τον υπολογισμό, πρώτα σχηματίζουμε τον Πίνακα Kirchhoff K = D - A του γραφήματος G και παίρνουμε τον (n - 1) × (n - 1) πίνακα Ki από τον K διαγράφοντας την i-στή γραμμή και i-στή στήλη (επιλέγοντας το i τυχαία) και, στη συνέχεια, υπολογίζουμε την ορίζουσα του πίνακα Ki. Η πράξη της διαγραφής μιας γραμμής και μιας στήλης από τον πίνακα K μπορεί να φαίνεται κατά κάποιο τρόπο “τυχαία”. Παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο βιβλίο του Biggs για περισσότερες λεπτομέρειες και για την απόδειξη του θεωρήματος.
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			Σχήμα 3.6: Ένα γράφημα G τάξης 5, ο πίνακας γειτνίασης Α του G, πίνακας βαθμών D του G, o πίνακας Kirchhoff K = D - A και ο 11-ελάσσων μ11 του πίνακα K.

			 

			Στο Σχήμα 3.6 παρουσιάζουμε ένα παράδειγμα υπολογισμού του πλήθους των γενετικών δέντρων του γραφήματος G τάξης 5 χρησιμοποιώντας το θεώρημα του Kirchhoff. Δίπλα στο γράφημα δίδεται ο πίνακας γειτνίασης του A, ενώ στο κάτω μέρος του σχήματος δίδονται ο πίνακας βαθμών D του G, o πίνακας Kirchhoff K = D - A και ο 11-ελάσσων μ11 του πίνακα K. Από το θεώρημα του Kirchhoff ο 1-συμπαράγοντας του πίνακα K = D - A, δηλαδή η ορίζουσα του 11-ελάσσονος πίνακα μ11 του K ισούται με το πλήθος τ(G) των γενετικών δέντρων του γραφήματος G. Η ορίζουσα του πίνακα μ11 είναι 21 και, επομένως, τ(G) = 21.

			Σημειώνουμε ότι το πλήθος των γενετικών δέντρων ενός γραφήματος G μπορεί να υπολογιστεί άμεσα (χωρίς τη διαγραφή οποιασδήποτε γραμμής ή στήλης) ορίζοντας έναν πίνακα K΄ παρόμοιο με τον πίνακα του Kirchhoff K, που σχετίζεται με το γράφημα G ή, εναλλακτικά, μπορεί να υπολογιστεί ορίζοντας ένα χαρακτηριστικό πολυώνυμο det(K - x∙I) επάνω στον πίνακα K. Η τελευταία περίπτωση λαμβάνει υπόψη τον υπολογισμό των ιδιοτιμών του πίνακα K (οι προσεγγίσεις αυτές ξεφεύγουν από το πλαίσιο των θεμάτων του συγγράμματος και, επομένως, παραλείπονται).

			 

			3.4 Γενετικά Δένδρα

			 

			Είδαμε ότι από κάθε συνεκτικό γράφημα τάξης n και μεγέθους m μπορούν να παραχθούν 2m διαφορετικά υπογραφήματα (βλέπε Ενότητα 1.3). Πολλά από αυτά τα υπογραφήματα είναι δένδρα. Ένα δένδρο T, τέτοιο ώστε: 

			
					•	T είναι υπογράφημα ενός συνεκτικού γραφήματος G, και 

					•	V(T) = V(G), 

			

			 

			ονομάζεται γενετικό δένδρο (spanning tree) του γραφήματος G. Για προφανείς λόγους, συχνά το γενετικό δένδρο ονομάζεται και σκελετικό (skeleton) ή μέγιστο δένδρο (maximal tree) του γραφήματος G.

			Ένα μη-συνεκτικό γράφημα G με k συνεκτικές συνιστώσες G1, G2, …, Gk, έχει ένα γενετικό δάσος (spanning forest) που αποτελείται από k δένδρα T1, T2, …, Tk, k ≥ 2, τα οποία είναι τα γενετικά δένδρα των υπογραφημάτων G[V1], G[V2], …, G[Vk] του G.

			Έστω G ένα συνεκτικό γράφημα τάξης n και μεγέθους m και έστω T ένα γενετικό δένδρο του G. Οι n - 1 ακμές του γραφήματος που συμμετέχουν στο δένδρο T ονομάζονται δενδρικές ακμές ή κλαδιά (branches), ενώ οι m - n + 1 ακμές του G που δεν συμμετέχουν στο T ονομάζονται χορδές (chords).

			Θεώρημα 3.7 Κάθε συνεκτικό γράφημα G έχει τουλάχιστο ένα γενετικό δένδρο T.

			Απόδειξη. Εάν το συνεκτικό γράφημα είναι δένδρο, τότε το γενετικό δένδρο  είναι το ίδιο το γράφημα. Εάν το γράφημα G δεν είναι δένδρο, τότε ένα γενετικό δένδρο μπορεί να παραχθεί διαγράφοντας διαδοχικά ακμές από το G που συμμετέχουν σε κύκλους, έως ότου απομείνουν μόνο γέφυρες. ∎

			 

			Εύκολα μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα γενετικό δένδρο ενός συνεκτικού γραφήματος G, εκτελώντας απλώς μία κατά-βάθος διερεύνηση του G και κρατώντας τις δενδρικές-ακμές (tree-edges) ή, ισοδύναμα, κατασκευάζοντας ένα dfs-δένδρο του γραφήματος G (βλέπε Ενότητα 2.3). Είδαμε ότι ένα dfs-δένδρο ενός γραφήματος δεν είναι μοναδικό. Επομένως, εύλογα προκύπτει το ερώτημα: πόσα διαφορετικά γενετικά δένδρα μπορούν να προκύψουν από ένα γράφημα G τάξης n; Στη συνέχεια, δίδουμε μερικά θεωρήματα που απαντούν στο ερώτημα αυτό για κάποιες κατηγορίες γραφημάτων.

			Απαρίθμηση Γενετικών Δένδρων.Θυμίζουμε ότι συμβολίζουμε με τ(G) το πλήθος των γενετικών δένδρων του γραφήματος G και συχνά το ονομάζουμε πολυπλοκότητα του G. Βασιζόμενοι στο Θεώρημα του Cayley, μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε το πλήθος των γενετικών δένδρων τ(Kn) του πλήρους γραφήματος Kn, n > 1.

			Θεώρημα 3.8 Το πλήθος των διαφορετικών γενετικών δένδρων του πλήρους γραφήματος Kn είναι τ(Kn) = nn - 2.

			Απόδειξη. Κάθε επιγραφημένο δένδρο τάξης n αντιστοιχεί σε ένα μοναδικό γενετικό δένδρο του γραφήματος Kn. Από την άλλη πλευρά, κάθε γενετικό δένδρο του Kn είναι ένα μοναδικό επιγραφημένο δένδρο. Επομένως, το συνολικό πλήθος των διαφορετικών γενετικών δένδρων του γραφήματος Kn είναι nn - 2. ∎

			Θεώρημα 3.9 Το πλήθος των διαφορετικών γενετικών δένδρων του πλήρους διμερούς γραφήματος Kp,q είναι τ(Kp, q) = pq-1qp-1.

			Η απόδειξη του θεωρήματος για το γενικό πλήρες διμερές γράφημα Kp,q ξεφεύγει από τους στόχους του συγγράμματος. Ωστόσο, αποδεικνύουμε το θεώρημα για τις περιπτώσεις p = 2 και p = 3.
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			Σχήμα 3.7: Παραδείγματα των Θεωρημάτων 3.10 και 3.11.

			 

			Θεώρημα 3.10 Το πλήθος των διαφορετικών γενετικών δένδρων του πλήρους διμερούς γραφήματος K2, q είναι τ(K2,q) = q 2q-1.

			Απόδειξη. Έστω V1 = {x1, x2} και V2 = {y1, y2, …, yq} η διαμέριση του συνόλου V(K2, q) σε δύο ευσταθή σύνολα. Οι δύο κόμβοι x1 και x2 ενώνονται σε ένα δένδρο με τον κόμβο yi, ο οποίος μπορεί να επιλεγεί με q διαφορετικούς τρόπους (βλέπε Σχήμα 3.7α). Οι υπόλοιποι q - 1 κόμβοι μπορούν να συνδεθούν είτε με τον κόμβο x1 είτε με τον κόμβο x2 με 2q - 1 διαφορετικούς τρόπους. Επομένως, τ(K2,q) = q 2q-1. ∎

			 

			Θεώρημα 3.11 Το πλήθος των διαφορετικών γενετικών δένδρων του πλήρους διμερούς γραφήματος K3,q είναι τ(K3,q) = q2 3q-1.

			Απόδειξη. Έστω V1 = {x1, x2, x3} και V2 = {y1, y2, …, yq} η διαμέριση του συνόλου V(K3,q) σε δύο ευσταθή σύνολα. Οι κόμβοι x1, x2 και x3 ενώνονται σε ένα δένδρο με ένα κόμβο yi του συνόλου V2 (βλέπε Σχήμα 3.7β) ή με δύο κόμβους yi και yj του συνόλου V2 (βλέπε Σχήμα 3.7γ).

			Ας εστιάσουμε την προσοχή μας στην πρώτη περίπτωση. Ο κόμβος yi μπορεί να επιλεγεί με q διαφορετικούς τρόπους. Οι υπόλοιποι q - 1 κόμβοι μπορούν να συνδεθούν είτε με τον κόμβο x1 είτε με τον κόμβο x2 είτε με τον κόμβο x3, με q 3q-1διαφορετικούς τρόπους.

			Στη δεύτερη περίπτωση θεωρούμε τους κόμβους x1, x2, x3 και τους κόμβους yi, yj και βλέπουμε ότι υπάρχουν 6 διαφορετικοί τρόποι, για να ενωθούν οι κόμβοι αυτοί σε ένα δένδρο λαμβάνοντας τον έναν κόμβο από τους x1, x2, x3 ως ενδιάμεσο και εναλλάσσοντας τους yi, yj . Οι κόμβοι yi και yj μπορούν να επιλεγούν κατά (q2) = q(q -1)/2 διαφορετικούς τρόπους, ενώ οι υπόλοιποι q - 2 κόμβοι μπορούν να συνδεθούν με οποιονδήποτε από τους κόμβους x1, x2, ή x3 . Έτσι, στην περίπτωση αυτή, το συνολικό πλήθος γενετικών δένδρων είναι 6⋅q(q - 1)/2⋅3q-2 = q(q - 1)/2⋅3q-1. Αθροίζοντας τα επιμέρους αποτελέσματα προκύπτει ότι τ(K3,q) = q2 3q-1. ∎

			 

			Είναι προφανές ότι, εάν ένα γράφημα G είναι δένδρο, τότε τ(G) = 1. Επίσης, εάν G είναι ένας άχονδρος κύκλος Cn, n ≥ 4, τότε τ(G) = n.

			Κατασκευή Γενετικών Δένδρων. Είδαμε ότι μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε ένα γενετικό δένδρο ενός συνεκτικού γραφήματος G εκτελώντας απλώς μία κατά-βάθος διερεύνηση του G και κατασκευάζοντας ένα dfs-δένδρο του γραφήματος G. Δοθέντος ενός γενετικού δένδρου T κάποιου γραφήματος G μπορούμε να κατασκευάσουμε όλα τα γενετικά δένδρα του G με τη μέθοδο του στοιχειώδους δενδρικού μετασχηματισμού (elementary tree transformation) ή των κυκλικών ανταλλαγών (cyclic interchange). 
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			Σχήμα 3.8: Παραδείγματα κατασκευής γενετικών δένδρων του γραφήματος G με τη μέθοδο του στοιχειώδους δενδρικού μετασχηματισμού.

			 

			Έστω G ένα συνεκτικό γράφημα τάξης n και μεγέθους m και έστω T ένα γενετικό δένδρο του G. Θυμίζουμε ότι οι n - 1 ακμές του G που συμμετέχουν στο δένδρο T ονομάζονται δενδρικές ακμές, ενώ οι m – n + 1 ακμές που δεν συμμετέχουν στο T ονομάζονται χορδές. Η βασική ιδέα της μεθόδου του στοιχειώδους δενδρικού μετασχηματισμού έχει ως εξής: Εάν στο γενετικό δένδρο T προσθέσουμε μία χορδή vu, τότε στο T δημιουργείται ένας κύκλος C μήκους k ≥ 3. Είναι προφανές ότι, εάν αφαιρέσουμε από το T μία δενδρική ακμή που συμμετέχει στον κύκλο C, τότε το προκύπτον δένδρο T΄ είναι ένα νέο γενετικό δένδρο του γραφήματος G. Επομένως, διαγράφοντας κάθε φορά μία διαφορετική δενδρική ακμή του κύκλου C παράγεται ένα διαφορετικό γενετικό δένδρο του G. Επομένως, από τον κύκλο C μπορούμε να πάρουμε k - 1 διαφορετικά γενετικά δένδρα (δεν αφαιρούμε τη χορδή vu). Εάν επαναλάβουμε αυτή τη διαδικασία για όλες τις m – n + 1 χορδές του γραφήματος G, τότε μπορούμε να πάρουμε όλα τα γενετικά δένδρα του G.

			Στο Σχήμα 3.8 παρουσιάζουμε ένα παράδειγμα κατασκευής γενετικών δένδρων ενός γραφήματος G τάξης 6 με τη μέθοδο του στοιχειώδους δενδρικού μετασχηματισμού. Το δένδρο T είναι ένα γενετικό δένδρο του γραφήματος G. Προσθέτουμε την ακμή vu στο T, οπότε δημιουργείται ένας κύκλος C μήκους k = 4 (βλέπε Σχήμα 3.8α). Τα δένδρα T΄, T΄΄ και T΄΄΄ είναι τρία διαφορετικά γενετικά δένδρα του G που προκύπτουν διαγράφοντας κάθε φορά μία χορδή του κύκλου C.

			Αποστάσεις Γενετικών Δένδρων. Έστω T1 και T2 δύο γενετικά δένδρα ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m. Ως απόσταση (distance) των δύο γενετικών δένδρων T1 και T2 ορίζεται το πλήθος των ακμών που ανήκουν στο ένα δένδρο, αλλά δεν ανήκουν στο άλλο και συμβολίζεται dist(T1, T2). Εξ ορισμού ισχύει:
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			δηλαδή η απόσταση ισούται με το μισό της συμμετρικής διαφοράς (symmetric difference) μεταξύ E(T1) και E(T2). 

			Θεώρημα 3.12 Η απόσταση δύο γενετικών δένδρων Ti και Tj ενός γραφήματος G ικανοποιεί τις σχέσεις:

			
					1.	dist(Ti, Tj) ≥ 0 και dist(Ti, Tj) = 0, εάν-ν Ti = Tj.

					2.	dist(Ti, Tj) = dist(Tj, Ti).

					3.	dist(Ti, Tj) ≤ dist(Ti, Tk) + dist(Tk, Tj).

			

			 

			Η απόδειξη του θεωρήματος αυτού αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

			Δύο γενετικά δένδρα Ti και Tj ενός γραφήματος G έχουν τη μέγιστη απόσταση μεταξύ τους εάν dist(Ti, Tj) ≥ dist(Ti΄, Tj΄) για οποιαδήποτε γενετικά δένδρα Ti΄ και Tj΄ του G.

			Θεώρημα 3.13 Η μέγιστη απόσταση δύο γενετικών δένδρων Ti και Tj ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m είναι:
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			Απόδειξη. Από τη σχέση (2) έχουμε ότι max(dist(T1, T2) )= 1/2 max(|(E(T1) U E(T2)) - (E(T1) ∩ E(T2))|) = n - 1. Επίσης, δεδομένου ενός γενετικού δένδρου T του γραφήματος G, δεν μπορεί να παραχθεί ένα άλλο γενετικό δένδρο T΄ με διαδοχικές εισαγωγές και διαγραφές ακμών, το πλήθος των οποίων να είναι μεγαλύτερο από το πλήθος των χορδών του γραφήματος G, οι οποίες χορδές είναι m – n + 1. ∎

			 

			Για ένα δεδομένο γενετικό δένδρο T ενός γραφήματος G, υπάρχει πολυωνυμικός αλγόριθμος για τον υπολογισμό ενός γενετικού δένδρου T΄ του G, τέτοιου ώστε η απόσταση dist(T, T΄) να είναι μέγιστη. Πράγματι, εάν αναθέσουμε βάρη στις ακμές του G έτσι ώστε οι ακμές που συμμετέχουν στο T να έχουν βάρος 1 και όλες οι άλλες βάρος 0, και εφαρμόσουμε έναν αλγόριθμο υπολογισμού ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου T΄ του G (για παράδειγμα, τον αλγόριθμο του Kruskal ή του Prim, βλέπε Ενότητα 3.4), τότε το δένδρο T΄ έχει τη μέγιστη απόσταση σε σχέση με το T.

			Για τον υπολογισμό ενός ζεύγους γενετικών δένδρων T1 και T2 ενός γραφήματος G με τη μέγιστη μεταξύ τους απόσταση (maximally distant trees), έχει προταθεί πολυωνυμικός αλγόριθμος από τους Kishi και Kajitani το 1969, ο οποίος απαιτεί πολυωνυμικά πολύ μεγαλύτερο πλήθος βημάτων σε σχέση με το πλήθος των κόμβων του γραφήματος. Ένα γενετικό δένδρο T που συμμετέχει σε ένα ζεύγος γενετικών δένδρων του G με τη μέγιστη μεταξύ τους απόσταση ονομάζεται ακραίο (extremal). Τα ακραία δένδρα χρησιμοποιούνται στην ανάλυση ηλεκτρικών κυκλωμάτων.

			Ένα ενδιαφέρον πρόβλημα είναι ο υπολογισμός του κεντρικού γενετικού δένδρου T0 ενός γραφήματος G. Ένα γενετικό δένδρο T0 ονομάζεται κεντρικό (central) εάν η ποσότητα maxT΄(dist(T0, T΄)) ελαχιστοποιείται ή, ισοδύναμα, εάν ισχύει η σχέση:
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			για κάθε γενετικό δένδρο T΄, Ti του G. Έτσι, ένα γράφημα μπορεί να έχει περισσότερα από ένα κεντρικά γενετικά δένδρα. Η έννοια του κεντρικού δένδρου εισήχθηκε από τον Deo το 1966. Τέτοια δένδρα έχουν εφαρμογές στην ανάλυση κυκλωμάτων και χρησιμοποιούνται στη μεταφορά μηνυμάτων σε τηλεπικοινωνιακά δίκτυα.

			Δεδομένου ενός γραφήματος G και ενός κόμβου v ∈ V(G), μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα γενετικό δένδρο T, έτσι ώστε η απόσταση του κόμβου v προς κάθε κόμβο u στο δένδρο T να είναι ίση με την ελάχιστη απόσταση του κόμβου v προς τον αντίστοιχο κόμβο u στο γράφημα G. Ένα τέτοιο γενετικό δένδρο T λέμε ότι έχει την ιδιότητα της διατήρησης της απόστασης (distance preserving property) κάθε κόμβου από τον κόμβο v ∈ V(G).

			Θεώρημα 3.14 Για κάθε κόμβο ενός συνεκτικού γραφήματος G, υπάρχει ένα γενετικό δένδρο T του G που διατηρεί την απόσταση από τον κόμβο v.

			Απόδειξη. Κατασκευάζουμε το γενετικό δένδρο T να είναι το bfs-δένδρο μιας κατά-πλάτος διερεύνησης του γραφήματος G με κόμβο εκκίνησης τον v (βλέπε Ενότητα 2.3). ∎

			 

			3.5  Ελάχιστα Γενετικά Δένδρα

			 

			Θα εισαγάγουμε την έννοια του ελάχιστου γενετικού δένδρου (minimum spanning tree) ενός συνεκτικού μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G μέσω του προβλήματος της ελάχιστης σύνδεσης (minimal connector problem). Αρχικά, παρουσιάζουμε το πρόβλημα της ελάχιστης σύνδεσης ενός δικτύου και δείχνουμε ότι μία λύση αυτού ισοδυναμεί με την εύρεση ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου ενός έμβαρου γραφήματος G. Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε δύο πολυωνυμικούς αλγορίθμους, τον αλγόριθμο του J.B. Kruskal (1956) και αυτόν του R.C. Prim (1957), για τα δύο αυτά ισοδύναμα προβλήματα. 

			Πρόβλημα Ελάχιστης Σύνδεσης. Έστω ένα σύνολο n πόλεων π1, π2, …, πn και ζητείται να ενώσουμε τις πόλεις μέσω ενός σιδηροδρομικού δικτύου. Έστω, επίσης, ότι δίνεται το κόστος κij κατασκευής της σιδηροδρομικής ένωσης μεταξύ κάθε ζεύγους πόλεων πi και πj, i ≠ j. Πώς μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα σιδηροδρομικό δίκτυο Ν με το ελάχιστο κόστος;

			Πριν προσπαθήσουμε να κατασκευάσουμε ένα τέτοιο δίκτυο Ν, ας κάνουμε μερικές παρατηρήσεις:

			
					•	Η λύση που θα προτείνουμε πρέπει να συνδέει όλες τις πόλεις μεταξύ τους, δηλαδή για κάθε ζεύγος πόλεων να μπορεί κάποιος να μεταβεί από τη μία στην άλλη με τραίνο.

					•	Η λύση πρέπει να μην έχει κύκλους, γιατί, εάν έχει οποιονδήποτε κύκλο θα μπορούμε να αφαιρέσουμε μία σύνδεση που αντιστοιχεί σε μία ακμή του κύκλου και να πάρουμε ένα δίκτυο μικρότερου κόστους.

			

			 

			Είναι εύκολο να παρατηρήσει κάποιος ότι η λύση στο προηγούμενο πρόβλημα αντιστοιχεί σε ένα δένδρο T τάξης n: οι κόμβοι v1, v2, …, vn  του δένδρου T αντιστοιχούν στις πόλεις π1, π2, …, πn  του δικτύου Ν και οι ακμές e = (vi, vj) του T στις σιδηροδρομικές ενώσεις των πόλεων πi και πj, i ≠ j.

			Ας κατασκευάσουμε το δένδρο T, που αποτελεί και λύση του προβλήματος της ελάχιστης σύνδεσης.

			
					•	Για πρώτη ακμή e1 = (vi, vj) του δένδρου T επιλέγουμε αυτήν που αντιστοιχεί στις πόλεις πi και πj με το μικρότερο κόστος κij κατασκευής της σιδηροδρομικής ένωσης μεταξύ τους.

					•	Για δεύτερη ακμή e2 του δένδρου T επιλέγουμε αυτήν που αντιστοιχεί σε δύο πόλεις με το δεύτερο μικρότερο κόστος κατασκευής.

					•	Για τρίτη ακμή e3 του T επιλέγουμε αυτήν που αντιστοιχεί σε δύο πόλεις που έχουν (α) το μικρότερο κόστος κατασκευής, και (β) η ακμή e3 δεν δημιουργεί κύκλο στο T με τις προηγούμενες επιλεγμένες ακμές.

					•	Συνεχίζουμε αυτή τη διαδικασία, έως ότου δημιουργήσουμε το δένδρο T.
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			Σχήμα 3.9: Παράδειγμα του προβλήματος της ελάχιστης σύνδεσης: ένα δίκτυο Ν πέντε πόλεων και το οικονομικό δένδρο T του δικτύου με συνολικό κόστος 14.

			 

			Ένα δένδρο που δημιουργείται με τη διαδικασία αυτή ονομάζεται οικονομικό δένδρο (economy tree) και αποτελεί λύση του προβλήματός μας. Στο Σχήμα 3.9 παρουσιάζουμε ένα δίκτυο Ν πέντε πόλεων με το κόστος κατασκευής (ακέραιοι αριθμοί δίπλα στις ακμές) της σιδηροδρομικής ένωσης μεταξύ επιλεγμένων πόλεων και το οικονομικό δένδρο T του δικτύου με συνολικό κόστος 14.

			Ελάχιστα γενετικά δένδρα. Έστω G ένα έμβαρο συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n και μεγέθους  και έστω w(e) το βάρος ή κόστος της ακμής e ∈ E(G). Ως βάρος w(G΄) (ή κόστος) ενός υπογραφήματος G΄ του γραφήματος G ορίζουμε το άθροισμα των βαρών των ακμών του, δηλαδή:
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			Ένα γενετικό δένδρο T του έμβαρου γραφήματος G ονομάζεται ελάχιστο γενετικό δένδρο (minimum spanning tree) του G, εάν w(T) ≤ w(T΄) για κάθε γενετικό δένδρο T΄ του έμβαρου γραφήματος G.

			Γίνεται προφανές στο σημείο αυτό ότι η εύρεση μίας λύσης στο πρόβλημα της ελάχιστης σύνδεσης ενός δικτύου N ισοδυναμεί με την εύρεση ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου κάποιου έμβαρου γραφήματος G. Το δένδρο T του Σχήματος 3.9 είναι ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του έμβαρου γραφήματος του ιδίου σχήματος.

			Τα δύο αυτά ισοδύναμα προβλήματα έχουν επιλυθεί με αρκετούς τρόπους. Οι πλέον γνωστοί είναι οι αλγόριθμοι του J.B. Kruskal (1956) και του R.C. Prim (1957). Για ιστορικούς λόγους αναφέρουμε ότι ο Τσέχος μαθηματικός Boruvka ήταν ο πρώτος που ασχολήθηκε με το πρόβλημα αυτό προσπαθώντας να σχεδιάσει την ηλεκτροδότηση της Μοραβίας και πρότεινε έναν αλγόριθμο το 1926.

			Οι αλγόριθμοι του Kruskal και του Prim υπολογίζουν, με κατάλληλες υλοποιήσεις, ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο (MST) ενός έμβαρου γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m σε O(m log n) χρόνο. Επίσης, και οι δύο αλγόριθμοι είναι “άπληστοι” υπό την έννοια ότι σε κάθε στάδιο λειτουργίας τους παίρνουν μία απόφαση που οδηγεί στην επιλογή της καλύτερης δυνατής ακμής και στην εισαγωγή της στο ελάχιστο γενετικό δένδρο T του γραφήματος G.

			Αλγόριθμος Kruskal. Η βασική ιδέα του αλγόριθμου είναι η εξής: Ταξινομεί τις m ακμές του G σε αύξουσα (μη-φθίνουσα) τάξη ως προς τα βάρη τους w(e1) ≤ w(e2 ) ≤ … ≤ w(em). Στη συνέχεια, παίρνει με τη σειρά της ταξινόμησης μια-μία τις ακμές ei, ξεκινώντας από αυτή με το μικρότερο βάρος ei και εισάγει την ei σε ένα δένδρο T, εάν δεν δημιουργεί κύκλο στο T. Το δένδρο T που υπολογίζει είναι ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο T του G.

			Ονομάζουμε MST_Kruskal τον αλγόριθμο για τον υπολογισμό ενός MST και τον περιγράφουμε αναλυτικά στον Αλγόριθμο 3.2.
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			Θεώρημα 3.15 Έστω G ένα συνεκτικό έμβαρο μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Ο αλγόριθμος του Kruskal υπολογίζει ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του γραφήματος G.

			Απόδειξη. Επειδή το γράφημα εισόδου G είναι τάξης n, ο αλγόριθμος υπολογίζει ένα γενετικό δένδρο T με n - 1 ακμές. Έστω E(T) = {e1, e2, …, en-1}, όπου w(e1) ≤ w(e2 ) ≤ … ≤ w(en-1) και 
 
  W(
   T
  )=
   
    ∑
    
     i=1
    
     n−1
   
   
    w(
     
      
       e
       i
      
      
    )
  .


			Υποθέτουμε ότι το γενετικό δένδρο T που επέστρεψε ο αλγόριθμος δεν έχει το ελάχιστο βάρος. Έστω Tmin είναι το ελάχιστο γενετικό δένδρο που έχει το μέγιστο πλήθος κοινών ακμών με το δένδρο T. Προφανώς, τότε, τα δένδρα T και Tmin δεν είναι ίδια και έστω ei είναι η πρώτη από αριστερά ακμή του T στη διάταξη (e1, e2, …, en-1) που δεν ανήκει στο Tmin, δηλαδή ei ∈ T και ei ∉ Tmin.

			Εισάγουμε την ακμή ei στο δένδρο Tmin. Τότε δημιουργείται ένα γράφημα H, που περιέχει έναν κύκλο C(ei) στον οποίο συμμετέχει η ακμή ei. Επειδή το δένδρο T δεν έχει κύκλο και ei ∈ T, στον κύκλο C(ei) υπάρχει μία ακμή e ∉ T. Το γράφημα H - e είναι, επίσης, ένα γενετικό δένδρο του γραφήματος G και ισχύει w(H - e) = w(Tmin) + w(ei) - w(e).

			Επειδή w(Tmin) ≤ w(H - e), συνεπάγεται ότι w(e) ≤ w(ei). Από τον αλγόριθμο παίρνουμε ότι η ακμή ei είναι μία ακμή ελάχιστου βάρους για την οποία το υπογράφημα που παράγεται από το σύνολο ακμών {e1, e2, ..., ei-1, ei} είναι άκυκλο. Επειδή οι ακμές e1, e2, ..., ei-1 ανήκουν στο δένδρο Tmin (η ακμή ei είναι η πρώτη ακμή του T που δεν ανήκει στο Tmin), συνεπάγεται ότι το υπογράφημα που παράγεται από το σύνολο ακμών {e1, e2, ..., ei-1, e} είναι άκυκλο, καθώς όλες αυτές οι ακμές είναι ακμές του Tmin (σημειώστε ότι e ≠ ek, 1 ≤ k ≤ i - 1, καθώς ek ∈ Τ ενώ e ∉ Τ). Επομένως, η ακμή e δεν μπορεί να έχει μικρότερο βάρος από την ei, διότι τότε ο αλγόριθμος θα είχε επιλέξει την e αντί της ei. Έτσι, προκύπτει ότι w(e) = w(ei) και, επομένως, w(H - e) = w(Tmin). Αυτό σημαίνει ότι το γενετικό δένδρο H - e είναι, επίσης, ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του G, αλλά έχει μία επιπλέον κοινή ακμή με το δένδρο T, την ακμή ei, απ’ ό,τι έχει το T με το δένδρο Tmin. Αυτό είναι άτοπο, διότι το δένδρο Tmin είναι το ελάχιστο γενετικό δένδρο του G με το μέγιστο πλήθος κοινών ακμών με το δένδρο T. Άρα, το δένδρο T έχει το ελάχιστο βάρος και, επομένως, είναι ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του γραφήματος G. ∎

			 

			Πολυπλοκότητα αλγόριθμου MST_Kruskal. Ο αλγόριθμος κατασκευάζει αρχικά ένα δάσος και συνενώνει τα δένδρα του, ώστε να δημιουργήσει το ελάχιστο γενετικό δένδρο. Ο αλγόριθμος υλοποιεί τις εξής δύο βασικές λειτουργίες: 

			
					1.	Την ταξινόμηση των m ακμών e1, e2, …, em του γραφήματος.

					2.	Τη συνένωση (union) n ξένων μεταξύ των συνόλων T1, T2, …, Tn και την αναζήτηση (find), εάν οι δύο κόμβοι μιας ακμής ei ανήκουν στο ίδιο σύνολο ή σε διαφορετικά.

			

			 

			Είναι γνωστό ότι  στοιχεία μπορούν να ταξινομηθούν σε O(m log m) χρόνο και O(m) χώρο (για παράδειγμα με τη χρήση του αλγόριθμου merge-sort).

			Ας εστιάσουμε τώρα την προσοχή μας στις λειτουργίες (2): Καταρχάς, τα  σύνολα T1, T2, …, Tn είναι μονοσύνολα και το καθένα περιέχει έναν κόμβο του γραφήματος και, επομένως, μπορούν να θεωρηθούν δένδρα του G. Θεωρούμε, αρχικά ότι το T είναι δάσος και αποτελείται από τα δένδρα T1, T2, …, Tn. Κάθε εισαγωγή στο Τ (βήματα 2-3 του αλγόριθμου) ισοδυναμεί με την ένωση (union) δύο δένδρων σε ένα. Επομένως, μετά από n - 1 επιλογές τα n δένδρα T1, T2, …, Tn ενώνονται σε ένα (στον αλγόριθμο το δένδρο αυτό είναι το T). Πότε, όμως, ο αλγόριθμος επιλέγει μία ακμή ei και την εισάγει στο δένδρο που κατασκευάζει; Την επιλέγει, όταν η ακμή ei δεν δημιουργεί κύκλο στο δένδρο. Ισοδύναμα, αυτό σημαίνει ότι η ακμή ei επιλέγεται, όταν βρεθεί (find) ότι ο ένας κόμβος της ανήκει σε ένα δένδρο Ti και ο άλλος κόμβος της σε ένα άλλο Tj, i ≠ j. Εάν χρησιμοποιήσουμε λίστες με δείκτη σε αντιπρόσωπο για την εσωτερική αναπαράσταση των n συνόλων, τότε κάθε εύρεση (find) απαιτεί O(1) χρόνο και όλες οι ενώσεις (union) των n ξένων μεταξύ των συνόλων απαιτούν O(n log n) χρόνο. Επομένως, ο συνολικός χρόνος για τις λειτουργίες (2) είναι O(n log n) + O(f), όπου f το πλήθος των ευρέσεων (σε ένα γράφημα μεγέθους m ισχύει f = m).

			Από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει ότι η συνολική πολυπλοκότητα χρόνου των λειτουργιών (1) και (2) είναι O(m log m) + Ο(n log n + m) και, επομένως, ο αλγόριθμος MST_Kruskal εκτελείται σε O(m log m) = O(m log n) χρόνο.

			Θεώρημα 3.16 Ο αλγόριθμος του Kruskal υπολογίζει ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m σε O(m log n) χρόνο.

			Αλγόριθμος Prim. Αρχικά, δίνουμε τη βασική ιδέα λειτουργίας του αλγόριθμου, που είναι η εξής: Επιλέγει ένα τυχαίο κόμβο  του γραφήματος G και τον εισάγει σε ένα σύνολο κόμβων S. Στη συνέχεια, παίρνει μία ακμή e = (x, y), με το μικρότερο βάρος από το σύνολο των ακμών με την ιδιότητα x ∈ S και y ∈ V(G) - S, την εισάγει σε ένα δένδρο T και θέτει S ← S U {y}. Επαναλαμβάνει τη διαδικασία, έως ότου το T αποκτήσει n - 1 ακμές. Το δένδρο T που υπολογίζει είναι ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο T του G.

			Τον αλγόριθμο για τον υπολογισμό ενός MST τον ονομάζουμε MST_Prim και τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 3.3.
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			Θεώρημα 3.17 Έστω G ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Ο αλγόριθμος του Prim υπολογίζει ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του γραφήματος G.

			Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει με επαγωγή στο πλήθος |S| των κόμβων του δένδρου T που δημιουργεί ο αλγόριθμος. Στο πρώτο βήμα |S| = 2 και T = {(x, y)} και, επομένως, η αλήθεια του θεωρήματος είναι προφανής (το T είναι ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του γραφήματος G[x, y]). Έστω ότι η πρόταση ισχύει για |S| = k και έστω T είναι το ελάχιστο γενετικό δένδρο του γραφήματος G[S] πριν από την εισαγωγή της ακμής e = (x, y). Θα δείξουμε ότι T + e είναι ελάχιστο γενετικό δένδρο του G[S + y].

			Το γράφημα T + e είναι δένδρο (και όχι δάσος), διότι ακριβώς ένας κόμβος της ακμής e ανήκει στο T. Θα δείξουμε ότι το δένδρο T + e είναι υποδένδρο ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου Tmin του γραφήματος G, δηλαδή ισχύει T + e ⊂ Tmin.

			Από την υπόθεση της επαγωγής έπεται ότι T ⊂ Tmin. Έστω ότι η ακμή e δεν ανήκει στο δένδρο Tmin, δηλαδή e ∉ Tmin. Επομένως, το γράφημα Tmin + e περιέχει έναν κύκλο C(e) στον οποίο συμμετέχει η ακμή e. Η ακμή e συνδέει έναν κόμβο του συνόλου S και έναν κόμβο του V(G) - S (το ζεύγος (S, V(G) - S) είναι μία τομή (cut) του γραφήματος και η ακμή e είναι μία διασχίζουσα (cross) ακμή της τομής). Υπάρχει και άλλη μία ακμή e΄ του κύκλου C(e) που είναι διασχίζουσα της τομής (S, V(G) - S), γιατί διαφορετικά η ακμή e θα ήταν γέφυρα στο γράφημα και θα έπρεπε e ∈ Tmin. Παίρνουμε το δένδρο Τ΄ = Tmin + e - e΄. Επειδή e΄ ∉ Τ, είναι προφανές ότι T + e ⊂ T΄. Όμως, για το δένδρο Τ΄ και τις ακμές e και e΄ ισχύει w(Τ΄) = w(Tmin) + w(e) - w(e΄) και w(e) ≤ w(e΄) και, επομένως, w(Τ΄) ≤ w(Tmin). Άρα, w(Τ΄) = w(Tmin) και, συνεπώς, το Τ΄ είναι ένα γενετικό δένδρο του G με ελάχιστο βάρος. Επομένως, όταν εισάγεται η ακμή e στο T, το προκύπτον δένδρο T + e είναι υποδένδρο ενός ελάχιστου γενετικού δένδρου Τ΄ του G. Όταν ο αλγόριθμος τερματίζει, ισχύει S = V(G) και, έτσι, το δένδρο T είναι ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο του γραφήματος G. ∎

			 

			Πολυπλοκότητα αλγόριθμου MST_Prim. Η κύρια λειτουργία του αλγόριθμου που επηρεάζει το χρόνο εκτέλεσής του είναι η επιλογή μιας ακμής e = (x, y), τέτοιας ώστε:

			
					•	να είναι διασχίζουσα ακμή της τομής (S, V(G) - S), δηλαδή x ∈ S και y ∈ V(G) - S, και

					•	να έχει το μικρότερο βάρος από όλες τις διασχίζουσες ακμές της τομής (S, V(G) - S).

			

			 

			Υλοποιούμε το σύνολο S της τομής με ένα μονοδιάστατο πίνακα S μήκους n τύπου Boolean (για ευκολία θα χρησιμοποιήσουμε το ίδιο όνομα S για τον πίνακα και το σύνολο της τομής). Στην υλοποίησή μας θεωρούμε ότι οι κόμβοι του γραφήματος G είναι ακέραιοι από το 1 έως το n, δηλαδή V(G) = {1, 2, …, n}. 

			Κάθε φορά που εισάγουμε μία ακμή e = (x, y) στο δένδρο Τ, θέτουμε S(y) = 1, εάν x ∈ S, ή S(x) = 1, εάν y ∈ S. Αρχικά, S(v) = 1 και S(y) = 0 για κάθε y ∈ V(G) - {v}. Επομένως, σε κάθε επανάληψη του βήματος 2 του αλγόριθμου μπορούμε με τη βοήθεια του πίνακα S να ελέγξουμε σε O(1) χρόνο εάν μία ακμή είναι διασχίζουσα της τομής (S, V(G) - S) ή όχι. Συνολικά θα ελεγχθούν m ακμές, και, έτσι, ο συνολικός χρόνος θα είναι O(m) για τον έλεγχο των ακμών.

			Ας έρθουμε τώρα να υλοποιήσουμε την εύρεση της διασχίζουσας ακμής της τομής (S, V(G) - S) που έχει το μικρότερο βάρος. Για τη διαδικασία αυτή χρησιμοποιούμε ένα σωρό ελαχίστων H (min heap), όπου σε κάθε επανάληψη του βήματος 2 του αλγόριθμου εισάγουμε στο σωρό Η τις προσπίπτουσες ακμές στον κόμβο y. Συγκεκριμένα, εάν σε κάποια επανάληψη του βήματος 2 επιλέξουμε την ακμή e = (x, y), x ∈ S και y ∈ V(G) - S, και θέσουμε Τ ← Τ U {e} και S ← S U {y}, τότε εισάγουμε στο σωρό Η όλες τις ακμές τις προσπίπτουσες στον κόμβο y, δηλαδή τις ακμές (y, z) για κάθε z ∈ V(G). Στην επόμενη επανάληψη του βήματος 2 αρκεί να επιλέξουμε την ακμή e = (x, y), που βρίσκεται στη ρίζα του H, καθώς αυτή έχει το μικρότερο βάρος από όλες τις ακμές του H, και να ελέγξουμε με τη βοήθεια του πίνακα S εάν η e είναι διασχίζουσα της τρέχουσας τομής (S, V(G) - S). Εάν είναι διασχίζουσα, την εισάγουμε στο T, άλλως την αγνοούμε και παίρνουμε την επόμενη ακμή e΄ που βρίσκεται στη ρίζα του H, ελέγχουμε εάν είναι διασχίζουσα και συνεχίζουμε να παίρνουμε ακμές από τη ρίζα του H, έως ότου βρούμε μία διασχίζουσα ακμή της τρέχουσας τομής (S, V(G) - S)). Συνολικά στο σωρό  θα εισαχθούν 2m ακμές, καθώς η ακμή (x, y) εισάγεται ως (x, y) και (y, x). Ωστόσο, είναι δυνατό με τη χρήση ενός δισδιάστατου πίνακα 2 × n, ας τον ονομάσουμε mark, να εισάγεται μόνον η (x, y) ή μόνον η (y, x). 
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			Σχήμα 3.10: Παράδειγμα υλοποίησης του αλγόριθμου του Prim με χρήση ενός Boolean πίνακα S και ενός σωρού ελαχίστων H.

			 

			Στο παράδειγμα του Σχήματος 3.10 δείχνουμε τις ακμές, μαζί με τα βάρη τους, του σωρού H και τις τιμές του πίνακα S στο τέλος της 2ης επανάληψης του βήματος 2 του αλγόριθμου. Στο δένδρο T έχουν καταχωρισθεί οι ακμές (v1, v5) και (v5, v2). Οι κόμβοι του δένδρου T είναι οι v1, v2 και v5, οι οποίοι απεικονίζονται στον πίνακα S με την τιμή 1 στις αντίστοιχες θέσεις. Στην επόμενη επανάληψη του βήματος 2 θα επιλεγεί η ακμή (v1,v2) της ρίζας του H, θα διαγραφεί από τον H, θα διαπιστωθεί ότι και τα δύο άκρα της ανήκουν στο T ελέγχοντας σε O(1) χρόνο ότι S(v1) = S(v2) = 1 και θα αγνοηθεί, διότι δημιουργεί κύκλο στο T ή, ισοδύναμα, δεν είναι διασχίζουσα ακμή της τομής ({v1, v2, v5}, {v2, v4}). Τώρα ο σωρός έχει στη ρίζα την ακμή (v2, v3) με βάρος 4. Θα επιλεγεί και, επειδή S(v2) = 1 και S(v3) = 0, θα εισαχθεί στο δένδρο T. Η τιμή S(v3) θα γίνει 1 και στο σωρό H θα εισαχθούν οι ακμές (v3, v5) και (v3, v4). Σημειώστε ότι η ακμή (v3, v5) υπάρχει ήδη στον H ως (v5, v3) και είναι δυνατό με τη χρήση του πίνακα mark να αποφύγουμε τη δεύτερη εισαγωγή της.

			Κάθε ακμή θα εισαχθεί μία μόνο φορά στο σωρό H και, επομένως, θα διαγραφεί μία μόνο φορά από αυτόν. Συνεπώς, η συνολική πολυπλοκότητα διαχείρισης του σωρού H είναι O(m log m).

			Από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει ότι ο αλγόριθμος MST_Prim μπορεί να υλοποιηθεί, ώστε να εκτελείται σε O(m log m) = O(m log n) χρόνο.

			Θεώρημα 3.18 Ο αλγόριθμος του Prim υπολογίζει ένα ελάχιστο γενετικό δένδρο ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m σε O(m log n) χρόνο.
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			Ασκησεις 3

			 

			Άσκηση 1

			Έστω F είναι ένα δάσος τάξης n, μεγέθους m και k δένδρων. Δείξτε ότι n = m + k.

			 

			Άσκηση 2

			Έστω T ένα δένδρο τάξης n, το οποίο περιέχει κόμβους μόνο βαθμού 1 και 3. Δείξτε ότι το πλήθος των κόμβων βαθμού 3 του δένδρου T είναι (n-2)/2.

			 

			Άσκηση 3

			Έστω T ένα δένδρο τάξης n και μεγέθους m, το οποίο περιέχει ni κόμβους βαθμού i (i = 1, 2, …). Δείξτε ότι n1 = n3 + 2n4 + 3n5 + 4n6 + … + 2.

			 

			Άσκηση 4

			Σχεδιάστε και αναλύστε αλγόριθμο ο οποίος θα υπολογίζει έναν κόμβο ενός δένδρου T τάξης n με την εξής ιδιότητα: η διαγραφή του κόμβου v από το δένδρο T δεν δημιουργεί υποδένδρα με περισσότερους από n/2 κόμβους.

			 

			Άσκηση 5

			Αποδείξτε ότι ένα γράφημα με διαφορετικά ακμικά βάρη έχει μοναδικό Ελάχιστο Σκελετικό Δένδρο (MST).

			 

			Άσκηση 6

			Έστω G ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n > 2. Δείξτε ότι το γράφημα G έχει τουλάχιστον 2 κόμβους που δεν είναι κόμβοι τομής.

			 

			Άσκηση 7

			Σχεδιάστε ένα αλγόριθμο ο οποίος θα βρίσκει εάν ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα G τάξης n και μεγέθους m περιέχει άχορδο κύκλο Ck μεγέθους k ≥ 4.

			 

			Άσκηση 8

			Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n και μεγέθους m με ακμικά βάρη διαφορετικά μεταξύ τους. Σχεδιάστε έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας χρόνου O(n + m) ο οποίος θα δέχεται ως είσοδο το γράφημα G και μία τυχαία ακμή του xy, και θα υπολογίζει εάν η ακμή xy ανήκει στο μοναδικό Ελάχιστο Σκελετικό Δένδρο του γραφήματος G που υπολογίζεται από τον αλγόριθμο του Kruskal. 

			Σημείωση: Είναι γνωστό ότι οι συνεκτικές συνιστώσες ενός γραφήματος τάξης n και μεγέθους m υπολογίζονται σε O(n + m) χρόνο.

			 

			Άσκηση 9

			Δείξτε ότι ένα δένδρο T τάξης n είναι ισόμορφο με ένα υπογράφημα του γραφήματος (το συμπλήρωμα του άχορδου κύκλου Cn + 2).

			 

			Άσκηση 10

			Διατυπώστε έναν κατά-βάθος αλγόριθμο διερεύνησης (dfs-algorithm), ο οποίος θα υπολογίζει το συμπληρωματικό ενός γραφήματος.

			 

			Άσκηση 11

			Αποδείξτε ότι ένα γράφημα είναι συνεκτικό, εάν-ν έχει ένα γενετικό δένδρο.

			 

			Άσκηση 12

			Έστω G ένα απλό γράφημα τάξης n. Εάν ένα παραγόμενο υπογράφημα H του G έχει οποιεσδήποτε δύο από τις εξής τρεις ιδιότητες: (i) το H είναι συνεκτικό, (ii) το H έχει n - 1 ακμές, (iii) το H είναι άκυκλο, τότε το υπογράφημα H έχει, επίσης, και την τρίτη ιδιότητα.

			 

			Άσκηση 13

			Δείξτε ότι, εάν ένα γράφημα είναι μη-συνεκτικό, τότε το συμπληρωματικό του είναι συνεκτικό γράφημα.

			 

			Άσκηση 14

			Το διάνυσμα βαθμών d(G) ενός απλού γραφήματος G είναι η ακολουθία των βαθμών των κόμβων του σε μη-αύξουσα τάξη. Δείξτε ότι ένα διάνυσμα d = (d1, d2, …, dn) θετικών ακεραίων, όπου d1 ≤ d2 ≤ … ≤ dn, είναι διάνυσμα βαθμών ενός δένδρου τάξης n, εάν και μόνο εάν d1 + d2 + … + dn = 2(n - 1).

			 

			Άσκηση 15

			(Γενίκευση από τον Palmer του θεωρήματος του Cayley) Ένα δένδρο T τάξης n είναι ένα ακμικά-επιγραφημένο (edge-labeled) δένδρο, εάν σε κάθε ακμή του έχει ανατεθεί ένας μοναδικός θετικός ακέραιος μεταξύ 1 και n - 1. Δείξτε ότι το πλήθος των διαφορετικών ακμικά-επιγραφημένων δένδρων με n - 1 επιγραφημένες ακμές και n μη-επιγραφημένους κόμβους είναι nn-3.

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4

			 

			 

			ΣΥΝΕΚΤΙΚΟΤΗΤΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ

			 

			Σύνοψη 

			Τοπική και Ολική Συνεκτικότητα Γραφημάτων, Συνεκτικότητα Μη-κατευθυνόμενων Γραφημάτων (γέφυρες και σημεία άρθρωσης), Συνεκτικότητα Κατευθυνόμενων Γραφημάτων (ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες, ισχυρές αρθρώσεις και ισχυρές γέφυρες), Ροές και Τομές Δικτύων (αυξητικές διαδρομές και υπολειπόμενο δίκτυο, αλγόριθμος των Ford-Fulkerson, αλγόριθμος των Edmonds-Karp, αλγόριθμος τoυ Dinic), Υπολογισμός Συνεκτικότητας μέσω Ροών (υπολογισμός συνεκτικότητας σε κατευθυνόμενα γραφήματα, υπολογισμός συνεκτικότητας σε μη-κατευθυνόμενα γραφήματα, θεώρημα του Menger), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων των κεφαλαίων 1 και 2 του συγγράμματος. Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών. Καλή γνώση δομών δεδομένων και αλγοριθμικών τεχνικών. 

			 

			4.1  Τοπική και Ολική Συνεκτικότητα Γραφημάτων

			 

			Η συνεκτικότητα ενός γραφήματος ορίζεται ως ο ελάχιστος αριθμός ξένων μεταξύ τους μονοπατιών που συνδέουν οποιοδήποτε ζεύγος κόμβων του γραφήματος. Τα μονοπάτια είναι ξένα μεταξύ τους ως προς τις ακμές ή ως προς τους κόμβους, ανάλογα με τον τύπο συνεκτικότητας που μας ενδιαφέρει. Η συνεκτικότητα είναι μία από τις βασικότερες παραμέτρους ενός γραφήματος και, ως εκ τούτου, ο υπολογισμός της αποτελεί ένα σημαντικό πρόβλημα, το οποίο έχει μελετηθεί εκτενώς στη σχετική βιβλιογραφία. Για παράδειγμα, η συνεκτικότητα ενός οδικού ή τηλεπικοινωνιακού δικτύου παρέχει πληροφορίες για την αντοχή του δικτύου σε βλάβες των κόμβων ή των συνδέσεων του δικτύου. 

			Έστω ένα γράφημα G = (V, E) (κατευθυνόμενο ή μη) και δύο κόμβοι του u και v. Δύο μονοπάτια P1 και P2 από τον u στον v είναι ακμικά ξένα μεταξύ τους, εάν δεν περιέχουν κάποια κοινή ακμή. Τα μονοπάτια P1 και  είναι κομβικά ξένα μεταξύ τους, εάν δεν περιέχουν κάποιο κοινό ενδιάμεσο κόμβο (βλέπε Σχήμα 4.1). Προφανώς, δύο κομβικά ξένα μεταξύ τους μονοπάτια είναι και ακμικά ξένα μεταξύ τους. Οι προηγούμενοι ορισμοί μπορούν να γενικευθούν για περισσότερα μονοπάτια. Έστω ένα σύνολο k μονοπατιών P1, P2, …, Pk από τον u στον v. Τα μονοπάτια αυτά είναι ακμικά ξένα μεταξύ τους, εάν δεν περιέχουν κάποια κοινή ακμή, ενώ είναι κομβικά ξένα μεταξύ τους, εάν δεν περιέχουν κάποιο κοινό ενδιάμεσο κόμβο.
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			Σχήμα 4.1: Ξένα μεταξύ τους μονοπάτια σε μη κατευθυνόμενο γράφημα. Τα δύο μονοπάτια που συνδέουν τον κόμβο α με τον κόμβο κ είναι ακμικά ξένα μεταξύ τους, ενώ τα δύο μονοπάτια που συνδέουν τον κόμβο λ με τον κόμβο ο είναι κομβικά ξένα μεταξύ τους.

			 

			Έστω δύο κόμβοι u και v. Η τοπική ακμική συνεκτικότητα των  και , την οποία συμβολίζουμε με λ(u, v), ορίζεται ως το μέγιστο πλήθος ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον u στον v. Τότε, η (ολική) ακμική συνεκτικότητα του γραφήματος, λ(G), είναι ίση με την ελάχιστη τοπική ακμική συνεκτικότητα οποιουδήποτε ζεύγους κόμβων, δηλαδή:

			
 
  λ(
   G
  )=min{ 
   λ(
    
     u,v
   ):u,v ∈V }.


			Αντίστοιχα, η τοπική κομβική συνεκτικότητα των u και v, την οποία συμβολίζουμε με κ(u, v), ορίζεται ως το μέγιστο πλήθος κομβικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον u στον v. Στον ορισμό αυτό υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει η ακμή (u, v). Διαφορετικά, εάν το γράφημα περιέχει την ακμή (u, v), θεωρούμε ότι η τοπική κομβική συνεκτικότητα είναι άπειρη. Εάν το G δεν είναι πλήρες γράφημα, τότε η (ολική) κομβική συνεκτικότητά του κ(G) είναι ίση με την ελάχιστη τοπική κομβική συνεκτικότητα οποιουδήποτε ζεύγους κόμβων, δηλαδή:

			
 
  κ(
   G
  )=min{ 
   κ(
    
     u,v
   ):  u,v ∈V }.


			Σε ένα πλήρες γράφημα G με n κόμβους έχουμε κ(G) = n - 1. Προφανώς σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα ισχύει λ(u, v) = λ(v, u) και κ(u, v) = κ(v, u) για κάθε ζεύγος κόμβων u και v. Οι ισότητες αυτές μπορεί να μην ισχύουν σε ένα κατευθυνόμενο γράφημα, το οποίο σημαίνει ότι στους ορισμούς της ολικής συνεκτικότητας λαμβάνουμε υπόψη όλα τα διατεταγμένα ζεύγη κόμβων.

			Έστω τώρα ένα υποσύνολο S των ακμών του G (S ⊆ Ε). Λέμε ότι το S αποσυνδέει τον κόμβο u από τον κόμβο v, εάν με τη διαγραφή των ακμών του S καταστρέφονται όλα τα μονοπάτια από τον u στον v. Ομοίως, έστω ένα υποσύνολο Χ των κόμβων του G το οποίο δεν περιέχει τους u και v (X ⊆ V -{u, v}). Εάν με τη διαγραφή των κόμβων του Χ καταστρέφονται όλα τα μονοπάτια από τον u στον v, τότε λέμε ότι το Χ αποσυνδέει τον u από τον v. Η τοπική ακμική ή κομβική συνεκτικότητα δύο κόμβων μπορεί να χαρακτηρισθεί από το πλήθος των ακμών ή των κόμβων η διαγραφή των οποίων αποσυνδέει τους δύο κόμβους. Η σχέση αυτή δίνεται από το Θεώρημα του Menger, το οποίο έχει δύο εκδοχές, μία για την ακμική και μία για την κομβική συνεκτικότητα, και ισχύει τόσο σε κατευθυνόμενα όσο και σε μη κατευθυνόμενα γραφήματα.

			Θεώρημα του Menger ακμικής συνεκτικότητας. Έστω s και t δύο κόμβοι ενός γραφήματος G = (V, E). Το μέγιστο πλήθος ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον s και t είναι ίσο με το ελάχιστο πλήθος ακμών η διαγραφή των οποίων αποσυνδέει τον s από τον t.

			Θεώρημα του Menger κομβικής συνεκτικότητας. Έστω s και t δύο κόμβοι ενός γραφήματος G = (V, E) για τους οποίους δεν υπάρχει η ακμή (s, t). Το μέγιστο πλήθος κομβικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον s στον t είναι ίσο με το ελάχιστο πλήθος κόμβων του V -{s, t} η διαγραφή των οποίων αποσυνδέει τον s από τον t.

			Θα δώσουμε μία απόδειξη και των δύο εκδοχών του Θεωρήματος του Menger στην Ενότητα 4.5, αφού ορίσουμε δύο χρήσιμα εργαλεία, τις ροές και τις τομές ενός δικτύου. Αρχικά όμως, θα αναφερθούμε σε κάποια ακόμα βασικά θέματα συνεκτικότητας σε μη κατευθυνόμενα και σε κατευθυνόμενα γραφήματα. 

			 

			4.2  Συνεκτικότητα Μη-κατευθυνόμενων Γραφημάτων

			 

			Ένα γράφημα G = (V, E)  είναι συνεκτικό, εάν κάθε ζεύγος κόμβων u, v ∈ V συνδέεται με κάποιο μονοπάτι. Οι συνεκτικές συνιστώσες του G είναι τα μείζονα συνεκτικά υπογραφήματα του G, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.2.
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			Σχήμα 4.2: Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα και οι συνεκτικές του συνιστώσες.

			 

			Χρησιμοποιώντας την κατά-πλάτος (bfs) ή την κατά-βάθος διερεύνηση (dfs) που είδαμε στο Κεφάλαιο 2, μπορούμε να υπολογίσουμε εύκολα τις συνεκτικές συνιστώσες ενός γραφήματος σε γραμμικό χρόνο Ο(m + n), όπου m το πλήθος των ακμών και n το πλήθος των κόμβων.

			Από το θεώρημα του Menger προκύπτει ότι η ακμική συνεκτικότητα λ(G) του G μπορεί να ορισθεί ως το ελάχιστο πλήθος ακμών που, εάν αφαιρεθούν από το G, δίνουν μη συνεκτικό γράφημα. Για παράδειγμα, λ(G) = 1, εάν το G είναι δένδρο, και λ(G) = 2, εάν το G είναι ένας απλός κύκλος. Όμοια, η συνεκτικότητα κόμβων κ(G) του G είναι ίση με το ελάχιστο πλήθος κόμβων που, εάν αφαιρεθούν από το G, δίνουν μη συνεκτικό γράφημα.

			 

			4.2.1  Κόμβοι άρθρωσης και γέφυρες

			 

			Έστω G = (V, E) ένα συνεκτικό, μη κατευθυνόμενο γράφημα. Ένας κόμβος x ∈ V αποτελεί άρθρωση (ή κόμβο τομής) του G, εάν η διαγραφή του αποσυνδέει το γράφημα. Ομοίως, μία ακμή e ∈ E αποτελεί γέφυρα (ή ακμή τομής) του G, εάν η διαγραφή της αποσυνδέει το γράφημα. Ένα γράφημα χωρίς αρθρώσεις ονομάζεται δισυνεκτικό. Ένα μείζον δισυνεκτικό υπογράφημα του G αποτελεί μία δισυνεκτική συνιστώσα (βλέπε Σχήμα 4.3).

			Ένας αποδοτικός αλγόριθμος που να ανακαλύπτει τις αρθρώσεις, τις γέφυρες και τις δισυνεκτικές συνιστώσες ενός γραφήματος G βασίζεται στην κατά-βάθος διερεύνηση. Έστω T ένα δένδρο κατά-βάθος διερεύνησης του G με ριζικό κόμβο r.
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			Σχήμα 4.3: Ένα συνεκτικό μη κατευθυνόμενο γράφημα και οι δισυνεκτικές του συνιστώσες. Οι κόμβοι γ, ζ, η, κ, λ και ξ είναι αρθρώσεις, ενώ οι ακμές (ζ,η) και (κ,λ) είναι γέφυρες.

			 

			Ιδιότητα 4.1 Ο κόμβος r είναι άρθρωση, εάν και μόνο εάν έχει δύο ή περισσότερα παιδιά στο Τ. Ένας κόμβος x ≠ r είναι άρθρωση, εάν και μόνο εάν έχει παιδί z στο Τ, έτσι ώστε να μην υπάρχει ανιούσα ακμή από το z ή από απόγονο του z προς γνήσιο πρόγονο του x.

			Έστω s[x] ο χρόνος εντοπισμού του κόμβου x κατά την κατά-βάθος διερεύνηση. Ορίζουμε τη συνάρτηση low[x] ως εξής:

			
 
  low[ x ]=min{ 
   
    
     s[ x ],
    
   
   
    
     s[ w ],  (
      
       y,w
     ) ανιουσα ακμη και y απογονος του x
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			Σχήμα 4.4: Ένα δένδρο μιας κατά-βάθους διερεύνησης του γραφήματος του Σχήματος 4.3 (μαύρες ακμές) και οι ανιούσες ακμές σε σχέση με αυτό το δένδρο (μπλε ακμές). Δίπλα σε κάθε κόμβο x σημειώνουμε σε    μορφή ζεύγους [s[x], low[x]] το χρόνο εντοπισμού s[x] και την τιμή low[x].

			 

			Η προηγούμενη συνάρτηση μπορεί να υπολογισθεί για όλους τους κόμβους του γραφήματος σε χρόνο Ο(n + m), κατά τη διάρκεια της κατά-βάθος διερεύνησης (βλέπε Άσκηση 4.1). Με τη βοήθεια της συνάρτησης low[x] μπορούμε να υπολογίσουμε όλες τις αρθρώσεις επίσης σε χρόνο Ο(n + m). Πράγματι, από την Ιδιότητα 4.1 συνεπάγεται άμεσα το εξής πόρισμα.

			Ιδιότητα 4.2 Ένας κόμβος x ≠ r είναι άρθρωση, εάν και μόνο εάν έχει κάποιο παιδί z στο T, τέτοιο ώστε low[z] ≥ s[x].

			Ο προηγούμενος αλγόριθμος μπορεί επεκταθεί, έτσι ώστε να υπολογίζει και τις γέφυρες και τις δισυνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος σε συνολικό χρόνο Ο(n + m). Αυτό αποτελεί αντικείμενο της Άσκησης 4.2.

			 

			4.3  Συνεκτικότητα Κατευθυνόμενων Γραφημάτων

			 

			Σε αυτήν την ενότητα εξετάζουμε τη συνεκτικότητα κατευθυνόμενων γραφημάτων. Θα ορίσουμε αντίστοιχες έννοιες συνεκτικότητας, όπως αυτές που εξετάσαμε στην Ενότητα 4.2 για τα μη κατευθυνόμενα γραφήματα.

			 

			4.3.1  Ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες

			 

			Έστω G = (V, E) ένα κατευθυνόμενο γράφημα. Δύο κόμβοι v και u είναι ισχυρά συνδεδεμένοι, εάν υπάρχει μονοπάτι από τον v προς τον u και μονοπάτι από τον u προς τον v. Το γράφημα G είναι ισχυρά συνεκτικό, εάν για κάθε κόμβο v ∈ V υπάρχει μονοπάτι από τον v προς κάθε άλλο κόμβο, δηλαδή όταν οποιοιδήποτε δύο κόμβοι του είναι ισχυρά συνδεδεμένοι. Οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες του G είναι τα μείζονα ισχυρά συνεκτικά υπογραφήματα του G. Όμοια με τις συνεκτικές συνιστώσες ενός μη κατευθυνόμενου γραφήματος, οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2), …, Gk = (Vk, Ek) ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G δεν έχουν κοινούς κόμβους, δηλαδή Vi ∩ Vj = ∅ για i ≠ j (βλέπε Άσκηση 3). Αυτό μας επιτρέπει να ορίσουμε το γράφημα GSCC = (VSCC, ESCC) των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών του G, το οποίο λαμβάνουμε από το G με τη συρρίκνωση κάθε συνιστώσας Gi σε ένα κόμβο vi. Με άλλα λόγια, το GSCC περιέχει ένα κόμβο vi ∈ VSCC για κάθε συνιστώσα Gi. Επιπλέον, το GSCC περιλαμβάνει την ακμή (vi, vj), εάν υπάρχει ακμή (u, w) στο G, όπου u ∈ Vi και w ∈ Vj. Οι προηγούμενες έννοιες απεικονίζονται στο Σχήμα 4.5. Μία απλή αλλά και χρήσιμη ιδιότητα του GSCC είναι ότι δεν περιέχει (κατευθυνόμενους) κύκλους. Πράγματι, εάν υπήρχε κύκλος C στο GSCC που να περιλαμβάνει δύο κόμβους vi και vj, οι οποίοι αντιστοιχούν σε δύο διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες Gi και Gj, τότε οι κόμβοι των συνόλων Vi και Vj είναι ισχυρά συνδεδεμένοι, κάτι το οποίο είναι άτοπο. 
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			Σχήμα 4.5: Ένα κατευθυνόμενο γράφημα, οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες του και το γράφημα των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών.

			 

			Για να ανακαλύψουμε τις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες, θα χρησιμοποιήσουμε ξανά την κατά-βάθος διερεύνηση ενός γραφήματος, αλλά με κάπως πιο περίτεχνο τρόπο. Για αρχή, ας στραφούμε στο απλούστερο πρόβλημα του υπολογισμού της ισχυρά συνεκτικής συνιστώσας Gi, η οποία περιέχει ένα δεδομένο κόμβο v. Εάν εκτελέσουμε μία κατά-πλάτος ή κατά-βάθος διερεύνηση με αφετηρία τον v θα ανακαλύψουμε ένα σύνολο κόμβων ΑΠΟ(v) για τους οποίους υπάρχει μονοπάτι από τον v. Οι κόμβοι της συνιστώσας Gi είναι ακριβώς οι κόμβοι του συνόλου ΑΠΟ(v) για τους οποίους υπάρχει μονοπάτι προς τον v. Η εύρεση αυτών των κόμβων μπορεί να γίνει αποδοτικά με την εκτέλεση μίας κατά-πλάτος ή κατά-βάθος διερεύνησης με αφετηρία τον κόμβο v στο ανάστροφο γράφημα GR = (V, ER), όπου ER = {(w, u) : (u, w) ∈ E}. Δηλαδή, το ανάστροφο γράφημα GR προκύπτει από το G αντιστρέφοντας την κατεύθυνση κάθε ακμής. Οι κόμβοι που επισκεπτόμαστε κατά την εκτέλεση αυτής της διερεύνησης ανήκουν στο σύνολο των κόμβων ΠΡΟΣ(v) για τους οποίους υπάρχει μονοπάτι προς τον v στο αρχικό γράφημα G. Επομένως, η ζητούμενη ισχυρά συνεκτική συνιστώσα Gi = (Vi, Ei) ορίζεται από τους κόμβους του συνόλου Vi = ΑΠΟ(v) ∩ ΠΡΟΣ(v). 

			Η προηγούμενη μέθοδος δίνει έναν αλγόριθμο γραμμικού χρόνου για τον υπολογισμό της ισχυρά συνεκτικής συνιστώσας, η οποία περιέχει ένα δεδομένο κόμβο v. Επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία για κάθε κόμβο v ∈ V, μπορούμε να υπολογίσουμε όλες τις ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες σε συνολικό χρόνο O(n(m + n)) = Ο(nm + n2) για ένα γράφημα με n κόμβους και m ακμές. Με λίγη περισσότερη προσπάθεια, όμως, μπορούμε να σχεδιάσουμε έναν αλγόριθμο γραμμικού χρόνου. Η βασική παρατήρηση είναι ότι μία κατά-βάθος διεύρυνση στο γράφημα G και στο ανάστροφο γράφημα GR παρέχουν αρκετές πληροφορίες για τον καθορισμό όλων των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών. Για το σκοπό αυτό, είναι χρήσιμο να μελετήσουμε κάποιες ιδιότητες του γραφήματος των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών GSCC. Έστω v1, v2, …, vk οι κόμβοι του GSCC σε τοπολογική διάταξη, όπου ο κόμβος vi αντιστοιχεί στην ισχυρά συνεκτική συνιστώσα Gi = (Vi, Ei) του G. Αυτό σημαίνει ότι ο κόμβος  είναι τερματικός, δηλαδή δεν έχει εξερχόμενες ακμές στο GSCC και, επομένως, στο G όλες οι ακμές που εξέρχονται από τους κόμβους του Vk καταλήγουν επίσης στο Vk. Το ίδιο ισχύει και για κάθε άλλο τερματικό κόμβο  στο GSCC. Συνεπώς, εάν εκτελέσουμε μία κατά-πλάτος ή κατά-βάθος διεύρυνση στο G με αφετηρία ένα κόμβο v ∈ Vk, θα επισκεφθούμε μόνο τους κόμβους της συνιστώσας Gk. Στη συνέχεια, μπορούμε να επαναλάβουμε την ίδια διαδικασία για κάθε συνιστώσα σε αντίστροφη σειρά ως προς την τοπολογική διάταξη του GSCC. Το πρόβλημα με αυτή τη στρατηγική είναι ότι δεν γνωρίζουμε πώς μπορούμε να επιλέξουμε έναν κόμβο που να ανήκει σε μία τερματική ισχυρά συνεκτική συνιστώσα Gi, δηλαδή σε συνιστώσα που να αντιστοιχεί σε τερματικό κόμβο του GSCC. Μπορούμε, όμως, να εκμεταλλευτούμε το γεγονός ότι είναι εύκολο να βρούμε μέσω μίας κατά-βάθος διερεύνησης του G έναν κόμβο v που να ανήκει σε μία αφετηριακή ισχυρά συνεκτική συνιστώσα. Πράγματι, ένας κατάλληλος κόμβος  είναι αυτός που έχει τη μέγιστη σειρά στη μεταδιάταξη που δίνει η κατά-βάθος διερεύνηση. Η επόμενη σημαντική παρατήρηση είναι ότι το ανάστροφο γράφημα GR έχει τις ίδιες ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες με το G αλλά με αντίστροφη τοπολογική διάταξη. Έτσι, εάν εκτελέσουμε μία κατά-πλάτος ή κατά-βάθος διερεύνηση στο GR με αφετηρία τον v, θα ανακαλύψουμε ακριβώς τους κόμβους της ισχυρά συνεκτικής συνιστώσας Gi, η οποία περιέχει τον v. Μπορούμε να επαναλάβουμε την ίδια διαδικασία, επιλέγοντας ως αφετηρία τον επόμενο κόμβο του γραφήματος G - Gi με τη μέγιστη σειρά στη μεταδιάταξη. Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, καταλήγουμε στον αλγόριθμο 4.1 που ονομάζουμε Connected_Components. 
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			Ένα παράδειγμα της εκτέλεσης αυτού του αλγόριθμου δίνεται στο Σχήμα 4.6. Αρχικά εκτελούμε κατά-βάθος διερεύνηση στο γράφημα G με αφετηρία τους κόμβους ζ και β και σημειώνουμε τη σειρά μεταδιάταξης των κόμβων. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε το ανάστροφο γράφημα GR και εκτελούμε κατά-βάθος διερεύνηση με αφετηρία τον κόμβο β που είναι ο τελευταίος ως προς τη μεταδιάταξη του G. Έτσι, ανακαλύπτουμε την πρώτη ισχυρά συνεκτική συνιστώσα που περιλαμβάνει τους κόμβους α, β, γ, δ και ε. Στη συνέχεια, επιλέγουμε ως αφετηρία τον κόμβο ζ με τη μέγιστη τιμή μεταδιάταξης μεταξύ των υπόλοιπων κόμβων και ανακαλύπτουμε τη δεύτερη ισχυρά συνεκτική συνιστώσα, που σχηματίζεται από τους κόμβους ζ, η, θ και κ. Η τελευταία ισχυρά συνεκτική συνιστώσα περιλαμβάνει το μοναδικό κόμβο που απομένει, δηλαδή τον κόμβο ι.

			Τα πρώτα τρία βήματα του αλγόριθμου εκτελούνται σε O(n + m) χρόνο, ενώ το τελευταίο βήμα σε O(n) χρόνο. Έτσι, συνολικά, ο αλγόριθμος έχει γραμμικό χρόνο εκτέλεσης.
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			Σχήμα 4.6: Υπολογισμός των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών του γραφήματος του Σχήματος 4.5.

			 

			3.2  Ισχυρές αρθρώσεις και ισχυρές γέφυρες

			 

			Ένας κόμβος x ∈ V αποτελεί ισχυρή άρθρωση του G, εάν η διαγραφή του αυξάνει το πλήθος των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών του. Ομοίως, μία ακμή e ∈ E αποτελεί ισχυρή γέφυρα του G, εάν η διαγραφή της αυξάνει το πλήθος των ισχυρά συνεκτικών συνιστωσών του. Οι έννοιες αυτές απεικονίζονται στο Σχήμα 4.7. Ένα γράφημα χωρίς αρθρώσεις ονομάζεται δισυνεκτικό. Ένα μείζον δισυνεκτικό υπογράφημα του G αποτελεί μία δισυνεκτική συνιστώσα.

			Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε ότι, για να βρούμε όλες τις ισχυρές αρθρώσεις και ισχυρές γέφυρες ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G, αρκεί να θεωρήσουμε κάθε ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του G ξεχωριστά. Έτσι, στο υπόλοιπο της ενότητας θα υποθέσουμε ότι το G είναι ισχυρά συνεκτικό. 
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			Σχήμα 4.7: Ένα ισχυρά συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα. Οι κόμβοι β,γ, ε, θ και ι είναι ισχυρές αρθρώσεις, ενώ οι ακμές (β,ε), (ι,κ) και (κ,θ) είναι ισχυρές γέφυρες.

			 

			Ένας απλός τρόπος προσδιοριμού εάν ένας κόμβος v αποτελεί ισχυρή άρθρωση ενός ισχυρά συνεκτικού γραφήματος G είναι να υπολογίσουμε εάν το γράφημα παραμένει ισχυρά συνεκτικό μετά τη διαγραφή του v ή όχι. Ομοίως, για να ελέγξουμε εάν μία ακμή e αποτελεί ισχυρή γέφυρα του G, μπορούμε να υπολογίσουμε εάν το γράφημα παραμένει ισχυρά συνεκτικό μετά τη διαγραφή της e. Αυτή η ιδέα δίνει έναν αλγόριθμο υπολογισμού των ισχυρών αρθρώσεων σε Ο(mn) χρόνο σε ένα ισχυρά συνεκτικό γράφημα με n κορυφές και m ακμές. (Παρατηρήστε ότι m ≥ n, αφού το γράφημα είναι ισχυρά συνεκτικό.) Αντίστοιχα, ο εντοπισμός των ισχυρών γεφυρών γίνεται σε Ο(m2) χρόνο. Μπορούμε να βελτιώσουμε το χρόνο για τις ισχυρές γέφυρες σε Ο(mn) με την εξής παρατήρηση. Έστω ότι επιλέγουμε έναν αυθαίρετο κόμβο s του γραφήματος G ως αφετηρία και υπολογίζουμε ένα γεννητικό δένδρο T με αφετηρία τον s. Κάνουμε το ίδιο στο ανάστροφο γράφημα GR και υπολογίζουμε ένα γεννητικό δένδρο ΤR με αφετηρία τον s. Αφού το G είναι ισχυρά συνεκτικό, για κάθε κόμβο v υπάρχει κάποιο μονοπάτι από τον s στον v και κάποιο μονοπάτι από τον v στον s. Αυτό σημαίνει ότι τα δένδρα Τ και ΤR υπάρχουν και μπορούν να υπολογισθούν σε Ο(m) χρόνο, π.χ. με κατά-βάθος διερεύνηση από τον s. Παρατηρούμε τώρα ότι το γράφημα που προκύπτει από την ένωση των δύο δένδρων είναι ένα ισχυρά συνεκτικό υπογράφημα του G. Πράγματι, για κάθε ζεύγος κόμβων u και v υπάρχει ένα μονοπάτι από τον u στον v, μέσω του μονοπατιού από τον u στον s από τις ακμές του ΤR και του μονοπατιού από τον s στον v από τις ακμές του T. Αυτό σημαίνει ότι μόνο οι ακμές των δύο δένδρων μπορεί να είναι ισχυρές γέφυρες. Έτσι, αφού ένα δένδρο με  κόμβους έχει n - 1 ακμές, μπορούμε να εφαρμόσουμε τον προηγούμενο απλοϊκό αλγόριθμο μόνο για 2(n - 1) ακμές αντί για όλες τις m ακμές. Στη συνέχεια, θα περιγράψουμε έναν αποτελεσματικότερο αλγόριθμο που βασίζεται σε δύο έννοιες που έχουν και ανεξάρτητο ενδιαφέρον: τα γραφήματα ροής και τους κυρίαρχους κόμβους.

			Ένα γράφημα ροής Gs = (V, E, s) είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα με αφετηριακό κόμβο s. Ένας κόμβος w είναι κυρίαρχος ενός κόμβου v, όταν κάθε διαδρομή από τον s στον v περιλαμβάνει τον w. Ο υπολογισμός των κυρίαρχων κόμβων αποτελεί ένα βασικό εργαλείο που χρησιμοποιούν οι μεταγλωττιστές για τη βελτιστοποίηση προγραμμάτων και την παραγωγή κώδικα. Επιπλέον, έχει εφαρμογές σε διάφορες περιοχές, όπως ο έλεγχος κυκλωμάτων, η ανάλυση δικτύων, η βιολογία κ.α. Δεν είναι δύσκολο να δείξουμε ότι αυτή η σχέση κυριαρχίας είναι αυτοπαθής (κάθε κόμβος είναι κυρίαρχος του εαυτού του), αντισυμμετρική (αν ο w είναι κυρίαρχος ενός κόμβου v, τότε ο v δεν είναι κυρίαρχος του w) και μεταβατική (αν ο u είναι κυρίαρχος του w και ο w είναι κυρίαρχος του v, τότε και ο u είναι κυρίαρχος του v). Επιπλέον, προκύπτει ότι η σχέση κυριαρχίας μπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα δένδρο με ρίζα τον αφετηριακό κόμβο s, το οποίο ονομάζουμε δένδρο κυριαρχίας. Το δένδρο κυριαρχίας έχει την ακόλουθη ιδιότητα για κάθε δύο κόμβους u και ν: O u είναι κυρίαρχος του v, εάν και μόνο εάν ο u είναι πρόγονος του v στο δένδρο κυριαρχίας (βλέπε Σχήμα 4.8). Η απόδειξη της προηγούμενης πρόταση αποτελεί αντικείμενο της Άσκησης 5. 
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			Σχήμα 4.8: Το δένδρο κυριαρχίας του γραφήματος ροής Gγ, με αφετηρία τον κόμβο γ, που αντιστοιχεί στο ισχυρά συνεκτικό γράφημα G του Σχήματος 4.7, καθώς και το δένδρο κυριαρχίας του ανάστροφου γραφήματος ροής GRγ.

			 

			Το δένδρο κυριαρχίας ενός γραφήματος ροής με  ακμές και  κόμβους μπορεί να υπολογισθεί σε O(m) χρόνο. Εδώ θα αρκεστούμε να περιγράψουμε πως τα δένδρα κυριαρχίας μάς επιτρέπουν να ανακαλύψουμε τις ισχυρές αρθρώσεις και τις ισχυρές γέφυρες ενός ισχυρά συνεκτικού γραφήματος.

			Ιδιότητα 4.3 Ένας κόμβος x ≠ s είναι ισχυρή άρθρωση, εάν-ν δεν είναι φύλλο στο δένδρο κυριαρχίας D του γραφήματος ροής Gs = (V, E, s) ή στο δένδρο κυριαρχίας DR του ανάστροφου γραφήματος ροής GRs = (V, ER, s).

			Θα δείξουμε πρώτα ότι, εάν ο κόμβος x δεν είναι φύλλο στο δένδρο κυριαρχίας D του γραφήματος ροής Gs = (V, E, s), τότε είναι ισχυρή άρθρωση. Έστω y ένα παιδί του x στο D. Από τον ορισμό της κυριαρχίας έχουμε ότι ο κόμβος x βρίσκεται σε όλα τα μονοπάτια από τον s στον y. Άρα, η διαγραφή του x καταστρέφει όλα αυτά τα μονοπάτια, με αποτέλεσμα ο s και ο y να βρίσκονται σε διαφορετικές ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες στο G - x. Άρα, ο κόμβος x είναι ισχυρή άρθρωση. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουμε ότι, εάν ο x δεν είναι φύλλο στο δένδρο κυριαρχίας DR του αντίστροφου γραφήματος ροής GRs = (V, ER, s), τότε είναι ισχυρή άρθρωση. 

			Για να δείξουμε το αντίστροφο, υποθέτουμε τώρα ότι ο κόμβος x είναι ισχυρή άρθρωση. Εξ ορισμού προκύπτει ότι το γράφημα G - x δεν είναι ισχυρά συνεκτικό. Άρα, υπάρχει κάποιος κόμβος v που δεν βρίσκεται στην ίδια ισχυρά συνεκτική συνιστώσα με τον s στο G - x. Αυτό σημαίνει ότι το γράφημα G - x δεν περιέχει μονοπάτι από τον s στον u ή από τον u στον s. Ισοδύναμα έχουμε ότι στο γράφημα G όλα τα μονοπάτια από τον s στον u περιλαμβάνουν τον x ή όλα τα μονοπάτια από τον u στον s περιλαμβάνουν τον x. Στην πρώτη περίπτωση ο x είναι κυρίαρχος του u στο Gs, ενώ στη δεύτερη ο x είναι κυρίαρχος του u στο .

			Από την Ιδιότητα 4.3 λαμβάνουμε άμεσα τον Αλγόριθμο 4.2 που ονομάζουμε Strong_Cut.
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			Με τη βοήθεια των δένδρων κυριαρχίας μπορούμε να υπολογίσουμε και τις ισχυρές γέφυρες. Λέμε ότι μία ακμή (u, v) είναι  του γραφήματος ροής Gs = (V, E, s), εάν περιλαμβάνεται σε όλα τα μονοπάτια από τον s στον v. Παραθέτουμε την επόμενη ιδιότητα χωρίς απόδειξη, η οποία είναι το ζητούμενο της Άσκησης 4.6.

			Ιδιότητα 4.4 Μία ακμή (x, y) ∈ E είναι ισχυρή γέφυρα ενός ισχυρά συνεκτικού γραφήματος G = (V, E), εάν-ν είναι γέφυρα του αντίστοιχου γραφήματος ροής Gs ή του ανάστροφου του GsR, όπου s ένας αυθαίρετος αφετηριακός κόμβος.

			 

			4.4  Ροές και Τομές Δικτύων

			 

			Ένα δίκτυο είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E), με αφετηριακό κόμβο s ∈ V και τερματικό κόμβο t ∈ V, όπου κάθε ακμή έχει χωρητικότητα που δίνεται από τη συνάρτηση c : (u, v) ∈ E → R. Μία ροή του δικτύου G είναι μία συνάρτηση f : (u, v) ∈ E → R , η οποία ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:

			
					•	Περιορισμός χωρητικότητας: f(u, v) ≤ c(u, v), για κάθε ακμή (u, v) ∈ E. 

					•	Διατήρηση ροής: ∑(u,v)∈E f(u, v) = ∑(u,w)∈E f(u, w), για κάθε κόμβο v ∈ V  - {s, t}.

			

			 

			Ο περιορισμός χωρητικότητας σημαίνει ότι η ροή μίας ακμής δεν μπορεί να ξεπερνά τη χωρητικότητα της, ενώ η διατήρηση ροής σημαίνει ότι για κάθε ενδιάμεσο κόμβο v (≠ s, t) η συνολική ροή που εισέρχεται στον v είναι ίση με τη συνολική ροή που εξέρχεται από τον v. Άρα, οι ενδιάμεσοι κόμβοι δεν παράγουν, αλλά ούτε και καταναλώνουν ροή. Στο Σχήμα 4.9 δίνεται ένα παράδειγμα αυτών των εννοιών.

			Μία τομή (S, T) του δικτύου G είναι μία διαμέριση του συνόλου των κόμβων V σε σύνολα S και T με s ∈ S και t ∈ T. Η χωρητικότητα της τομής (S, T), την οποία συμβολίζουμε με c(S, T), ορίζεται ως το άθροισμα της χωρητικότητας των ακμών που κατευθύνονται από το S προς το Τ, δηλαδη ∑(u,w)∈E (S,T) c(v, w) όπου Ε(S, T) = {(v, w) ∈ E : v ∈ S, w ∈ T}. Μία τομή (S, T) είναι μία ελάχιστη τομή του δικτύου G, εάν έχει ελάχιστη χωρητικότητα c(S, T) μεταξύ όλων των τομών του δικτύου.

			 

			[image: eikona4.9.png] 

			 

			Σχήμα 4.9: Ένα δίκτυο G και μία ροή του f με τιμή 2. Η ετικέτα f(u, v) / c(u, v) δίπλα  σε κάθε ακμή (u, v) δίνει τη ροή f(u, v) και τη χωρητικότητα c(u, v) της ακμής.

			 

			Ιδιότητα Τομής. Για οποιαδήποτε ροή f και τομή (S, T) ισχύει |f| ≤ c(S, T).

			Θεώρημα Μέγιστης Ροής-Ελάχιστης Τομής. Έστω f* μία μέγιστη ροή και (S*, T* ) μία ελάχιστη τομή του δικτύου. Τότε |f*| = c(S*, T*).

			 

			4.4.1  Αυξητικές διαδρομές και υπολειπόμενο δίκτυο

			 

			Μία πρώτη απόπειρα υπολογισμού της μέγιστης ροής ενός δικτύου είναι μέσω ενός επαναληπτικού αλγόριθμου εύρεσης αυξητικών διαδρομών. Μία αυξητική διαδρομή είναι ένα μονοπάτι από τον s στον t, το οποίο μπορεί να δεχθεί επιπλέον ροή (βλέπε Σχήμα 4.10). Σε κάθε επανάληψη του αλγόριθμου, βρίσκουμε μία αυξητική διαδρομή P και αυξάνουμε την τρέχουσα ροή f κατά δ μονάδες κατά μήκος της P, όπου δ η μέγιστη δυνατή αύξηση της ροής κατά μήκος της P. Οι επαναλήψεις συνεχίζονται, μέχρι να μην υπάρχει άλλη αυξητική διαδρομή στο δίκτυο.

			Αν η αναζήτηση των αυξητικών διαδρομών γίνεται στο δίκτυο G, τότε είναι δυνατό ο αλγόριθμος να τερματίσει χωρίς να έχει υπολογίσει τη μέγιστη ροή, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.10.
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			Σχήμα 4.10: Η αύξηση της ροής κατά μία μονάδα κατά μήκος του μονοπατιού s, a, b, c έχει ως αποτέλεσμα να μην υπάρχει άλλη αυξητική διαδρομή στο δίκτυο.

			 

			Για να εξασφαλίσουμε ότι η προηγούμενη μέθοδος θα υπολογίσει τη μέγιστη ροή, πρέπει να έχουμε τη δυνατότητα να ανακαλέσουμε μέρος της ροής που έχουμε διοχετεύσει μέσω κάποιων ακμών. Αυτό μπορούμε να το επιτύχουμε εάν η αναζήτηση των αυξητικών διαδρομών γίνει σε ένα βοηθητικό δίκτυο, που ονομάζουμε υπολειπόμενο δίκτυο Gf και εξαρτάται από την τρέχουσα ροή f.

			Το υπολειπόμενο δίκτυο Gf = (V, Ef) έχει τους ίδιους κόμβους με το αρχικό δίκτυο G, ενώ οι ακμές του και η χωρητικότητά τους καθορίζονται από τη ροή f ως εξής. Μία ακμή (u, v) ανήκει στο Gf και έχει χωρητικότητα cf(u, v), όταν συμβαίνει ένα από τα εξής:

			
					•	Η (u, v) είναι ακμή του G και έχει ροή f(u, v) > c(u, v). Τότε cf(u, v) = c(u, v) - f(u, v). 

					•	Η (v, u) είναι ακμή του G και έχει ροή f(u, v) > 0. Τότε cf(u, v) = f(v, u).

			

			 

			Δείτε το Σχήμα 4.11. Στην πρώτη περίπτωση καλούμε την ακμή (u, v) του Gf ευθύδρομη (γιατί η ίδια είναι ακμή του δικτύου G), ενώ στη δεύτερη περίπτωση την καλούμε ανάδρομη (γιατί η αντίστροφη της είναι ακμή του δικτύου G).

			Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι το υπολειπόμενο δίκτυο έχει το πολύ τις διπλάσιες ακμές από το αρχικό δίκτυο. Όπως θα φανεί στη συνέχεια, εάν η αναζήτηση των αυξητικών διαδρομών γίνεται στο υπολειπόμενο δίκτυο, τότε η μέθοδος αυτή θα υπολογίσει τη μέγιστη ροή.
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			Σχήμα 4.11: Το δίκτυο G του Σχήματος 4.9 και η τρέχουσα ροή του f με τιμή 1. Το αντίστοιχο υπολειπόμενο δίκτυο Gf.

			 

			4.4.2  Αλγόριθμος των Ford-Fulkerson

			 

			Ο αλγόριθμος Ford-Fulkerson βασίζεται στον επαναληπτικό υπολογισμό αυξητικών διαδρομών στο υπολειπόμενο δίκτυο Gf (βλέπε Αλγόριθμο 4.3).
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			Η διαδικασία του αλγορίθμου των Ford-Fulkerson απεικονίζεται στα Σχήματα 4.12 και 4.13.
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			Σχήμα 4.12: Παράδειγμα εκτέλεσης του αλγόριθμου Ford-Fulkerson. Η αυξητική διαδρομή που επιλέγουμε κάθε φορά στο υπολειπόμενο δίκτυο είναι αυτή που προηγείται λεξικογραφικά με βάση τα ονόματα των κόμβων.
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			Σχήμα 4.13: Συνέχεια του παραδείγματος εκτέλεσης του αλγόριθμου Ford-Fulkerson του Σχήματος 4.12.
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			Σχήμα 4.14: Μία ελάχιστη τομή του δικτύου του Σχήματος 4.9.

			 

			Για την ανάλυση του αλγόριθμου αυτού, συμβολίζουμε με f την τρέχουσα ροή στο G και με f΄ τη ροή που λαμβάνουμε μετά από το βήμα επαύξησης κατά μήκος ενός μονοπατιού P από τον s στον t στο Gf. Η αύξηση της ροής κατά μήκος του P γίνεται ως εξής. Για κάθε ακμή (u, v) του μονοπατιού P, θέτουμε f΄(u, v) = f(u, v) + δ, εάν η (u, v) είναι ευθύδρομη (δηλαδή ακμή του αρχικού δικτύου G), και f΄ (v, u) = f(v, u) - δ, εάν η (u, v) είναι ανάδρομη (δηλαδή ακμή του υπολειπόμενου δικτύου Gf με αντίστοιχη ακμή (v, u) στο G).

			Ιδιότητα 4.5 Η f΄ είναι έγκυρη ροή του G με τιμή |f΄| > |f |.

			Δείχνουμε ότι η f΄ ικανοποιεί τις συνθήκες περιορισμού χωρητικότητας και διατήρησης της ροής. Καθώς η ροή των ακμών που δεν ανήκουν στο αυξητικό μονοπάτι δεν μεταβάλλεται, αρκεί να εξετάσουμε τις ακμές και τους κόμβους του P. Έστω (u, v) μία ακμή του P. Εάν η ακμή αυτή είναι ευθύδρομη, τότε η ροή της αυξάνεται σε f΄(u, v) = f(u, v) + δ ≤ f(u, v) + cf (u, v) = c(u, v). Στην αντίθετη περίπτωση, όπου η (u, v) είναι ανάδρομη, η ακμή (v, u) ανήκει στο αρχικό δίκτυο G και η ροή της μειώνεται σε f΄(v, u) = f(v, u) – δ ≥ f(v, u) - cf (u, v) ≥ 0. Άρα, και στις δύο περιπτώσεις ικανοποιείται ο περιορισμός χωρητικότητας. Απομένει να δείξουμε ότι ισχύει η συνθήκη διατήρησης της ροής για κάθε κόμβο του P - {s, t}. Θεωρούμε έναν τέτοιο κόμβο u. Έστω (w, u) η ακμή του P η οποία εισέρχεται στον u και (u, v) η ακμή του P η οποία εξέρχεται από τον u. Εξετάζουμε τέσσερις περιπτώσεις, ανάλογα με το ποιές από τις δύο αυτές ακμές ανήκουν στο αρχικό δίκτυο: 

			
					1.	Και οι δύο ακμές, (w, u) και (u, v), ανήκουν στο G. Τόσο η ολική εισερχόμενη ροή στο u, όσο και η ολική εξερχόμενη ροή από τον u αυξάνονται κατά δ μονάδες.

					2.	Μόνο η ακμή (w, u) ανήκει στο G. Η ολική εισερχόμενη ροή στον u δεν μεταβάλλεται.

					3.	Μόνο η ακμή (u, v) ανήκει στο G. Συμμετρική περίπτωση της (β). Η ολική εξερχόμενη ροή στον u δεν μεταβάλλεται.

					4.	Οι ακμές (w, u) και (u, v) δεν ανήκουν στο G. Τόσο η ολική εισερχόμενη ροή στο u, όσο και η ολική εξερχόμενη ροή από τον u μειώνονται κατά δ μονάδες.

			

			 

			Άρα, σε κάθε περίπτωση η συνθήκη διατήρησης της ροής ικανοποιείται στον u. 

			Τώρα, μπορούμε να επαληθεύσουμε άμεσα τo δεύτερο μέρος της ιδιότητας, δηλαδή ότι η νέα ροή f΄ έχει μεγαλύτερη τιμή από την f. Η πρώτη ακμή του αυξητικού μονοπατιού P ανήκει στο G, αφού ο αφετηριακός κόμβος δεν έχει εισερχόμενες ακμές. Άρα, η συνολική ροή που εξέρχεται από τον s αυξάνεται κατά δ μονάδες, δηλαδή |f΄| = |f| + δ >|f|, αφού δ > 0.

			Ιδιότητα 4.6 Ο αλγόριθμος Ford-Fulkerson επιστρέφει μία μέγιστη ροή του G.

			Θα δείξουμε ότι η συνθήκη τερματισμού του αλγόριθμου ορίζει μία τομή (S, T) χωρητικότητας c(S, T) = |f|. Τότε, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η ροή f είναι μέγιστη, γιατί διαφορετικά θα υπήρχε ροή f΄ με τιμή |f΄| > |f| = c(S, T), κάτι που είναι αδύνατο, καθώς παραβιάζει την Ιδιότητα Τομής.

			Θέτουμε ως S το σύνολο των κόμβων προς τους οποίους υπάρχει μονοπάτι από τον s στο Gf. Επίσης, θέτουμε Τ = V - S. Τα σύνολα S και Τ ορίζουν μία διαμέριση των κόμβων του δικτύου, ενώ από τη συνθήκη τερματισμού του αλγόριθμου έχουμε s ∈ S και t ∈ T. Επομένως, λαμβάνουμε μία τομή του δικτύου G. Θεωρούμε τώρα μία ακμή (u, v), που ενώνει κόμβους σε διαφορετικά σύνολα της τομής. Ισχυριζόμαστε, πρώτα, ότι, εάν u ∈ S και v ∈ T, τότε f(u, v) = c(u, v). Πράγματι, εάν f(u, v) < c(u, v), τότε η ακμή (u, v) εμφανίζεται στο υπολειπόμενο δίκτυο Gf. Αυτό, όμως, σημαίνει ότι στο Gf υπάρχει μονοπάτι από τον s στον v μέσω του u, κάτι το οποίο είναι αδύνατο, αφού αντιβαίνει το γεγονός ότι ο  ανήκει στο Τ. Ας υποθέσουμε τώρα ότι u ∈ T και v ∈ S. Σε αυτήν την περίπτωση, ισχυριζόμαστε ότι f(u, v) = 0. Όμοια με πριν, εάν έχουμε f(u, v) > 0, τότε η ακμή (v, u) εμφανίζεται στο υπολειπόμενο δίκτυο Gf, γεγονός το οποίο αντιβαίνει το γεγονός ότι ο u ανήκει στο Τ. 

			Συνοψίζοντας, από την προηγούμενη ανάλυση προκύπτει ότι κάθε ακμή από το S στο T είναι κορεσμένη, ενώ κάθε ακμή από το T στο S φέρει μηδενική ροή. Έτσι, έχουμε |f| = f(S, T) = c(S, T).

			Ιδιότητα 4.7 Έστω ότι οι χωρητικότητες των ακμών του δικτύου είναι ακέραιοι αριθμοί. Τότε η ροή κάθε ακμής είναι ακέραιος αριθμός σε όλη τη διάρκεια εκτέλεσης του αλγόριθμου.

			Η ιδιότητα αυτή αποδεικνύεται εύκολα με επαγωγή στο πλήθος των επαναλήψεων του αλγόριθμου. Αρχικά, f(u, v) = 0 για κάθε ακμή (u, v) του G. Κάθε επανάληψη αυξάνει τη ροή κατά δ μονάδες κατά μήκος ενός μονοπατιού στο υπολειπόμενο γράφημα, όπου δ είναι η υπολειπόμενη χωρητικότητα του μονοπατιού. Από την επαγωγική υπόθεση, η ροή κάθε ακμής είναι ακέραιος αριθμός και, επομένως, και η υπολειπόμενη χωρητικότητα δ είναι ακέραια.

			Ιδιότητα 4.8 Έστω ότι οι χωρητικότητες των ακμών του δικτύου είναι ακέραιοι αριθμοί. Τότε ο αλγόριθμος Ford-Fulkerson τερματίζει σε O(|f*|) επαναλήψεις και συνολικά σε O(m|f*|) χρόνο.

			Αυτό το φράγμα στο χρόνο εκτέλεσης ίσως να φαντάζει απαισιόδοξο, εντούτοις μπορεί να συμβεί σε παθολογικές περιπτώσεις.

			 

			4.4.3  Αλγόριθμος των Edmonds-Karp

			 

			Μπορούμε να λάβουμε πολυωνυμικό χρόνο εκτέλεσης, εάν ακολουθήσουμε κάποιες συγκεκριμένες τακτικές επιλογής των αυξητικών μονοπατιών. Μία από αυτές είναι η επιλογή ενός συντομότερου μονοπατιού (βλέπε Αλγόριθμο 4.4 των Edmonds-Karp).
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			Για οποιουσδήποτε κόμβους u και v, συμβολίζουμε με d(u, v) την απόσταση του u από τον v στο Gf, δηλαδή το μήκος του συντομότερου μονοπατιού στο Gf από τον u στον v. Όπως θα δείξουμε στη συνέχεια, η επιλογή του συντομότερου αυξητικού μονοπατιού έχει ως αποτέλεσμα οι αποστάσεις των κόμβων από τον κόμβο s να είναι μονότονα αύξουσες. Από το γεγονός αυτό μπορούμε να λάβουμε ένα πολυωνυμικό άνω φράγμα για το πλήθος των αυξητικών διαδρομών. 

			Ιδιότητα 4.9 Σε κάθε επανάληψη του αλγόριθμου Edmonds-Karp, η απόσταση d(s, v) αυξάνεται μονότονα για κάθε κόμβο v ∈ V -{s, t}.

			Θα αποδείξουμε την ιδιότητα αυτή με απαγωγή σε άτοπο. Θεωρούμε μία επανάληψη του αλγόριθμου. Έστω f η ροή στην αρχή της επανάληψης και f΄ η ροή μετά την επαύξηση κατά μήκος του αυξητικού μονοπατιού P. Επίσης, συμβολίζουμε με d και d΄ τις αποστάσεις στο υπολειπόμενο δίκτυο πριν και μετά την επαύξηση. (Δηλαδή η συνάρτηση d δίνει τις αποστάσεις των κόμβων στο Gf και η d΄ δίνει τις αποστάσεις των κόμβων στο Gf΄).

			Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει κάποιος κόμβος v ∈ V - {s, t} για τον οποίο η απόσταση του s από τον v στο υπολειπόμενο δίκτυο μειώθηκε. Επιλέγουμε τον v να είναι ο κόμβος με την ελάχιστη απόσταση d΄(s, v), για τον οποίο να ισχύει d΄(s, v) < d(s, v). Θεωρούμε το συντομότερο μονοπάτι στο G (f΄) από τον  στον v. Έστω u ο κόμβος πριν τον v στο μονοπάτι αυτό. Τότε d΄(s, v) = d΄(s, u) + 1. Επίσης, από την επιλογή του v συνεπάγεται ότι d΄(s, v) < d(s, v). Αυτό, όμως, σημαίνει ότι η ακμή (u, v) δεν υπάρχει στο Gf, γιατί διαφορετικά θα είχαμε d(s, v) ≤ d(s, u) + 1 ≤ d΄(s, u) + 1 = d΄(s, v), το οποίο αντιβαίνει την υπόθεση ότι d΄(s, v) < d(s, v). Άρα, η ακμή (u, v) δεν υπάρχει στο υπολειπόμενο δίκτυο στην αρχή της επανάληψης και εμφανίζεται μετά την επαύξηση. Ο μόνος τρόπος, για να συμβεί αυτό, είναι να έχουμε μία από τις δύο περιπτώσεις:

			
					1.	Η (u, v) να υπάρχει στο αρχικό δίκτυο G, f(u, v) = c(u, v) και f΄(u, v) < c(u, v). 

					2.	Η (u, v) να μην υπάρχει στο αρχικό δίκτυο G, f(v, u) = 0 και f΄(v, u) < 0.

			

			 

			Και στις δύο περιπτώσεις πρέπει η ακμή (v, u) να ανήκει στο αυξητικό μονοπάτι P του γραφήματος Gf. Αφού, όμως, το P είναι συντομότερο μονοπάτι, έχουμε d(s, u) = d(s, v) + 1. Άρα d(s, v) = d(s, u) – 1 = (d΄(s, v) - 1) – 1 = d΄(s, v) - 2, κάτι το οποίο είναι αδύνατο, αφού υποθέσαμε ότι d΄(s, v) < d(s, v).

			Με βάση την ιδιότητα αυτή, μπορούμε να δώσουμε ένα άνω φράγμα για το πλήθος των επαναλήψεων του αλγόριθμου. Η αύξηση της ροής κατά μήκος του αυξητικού μονοπατιού P έχει ως αποτέλεσμα την απαλοιφή των ακμών (u, v) του P με υπολειπόμενη χωρητικότητα cf(u, v) = δ. Καλούμε μία τέτοια ακμή κρίσιμη. Κάθε κρίσιμη ακμή δεν περιλαμβάνεται στο νέο υπολειπόμενο γράφημα G(f΄).

			Ιδιότητα 4.10 Μία ακμή (u, v) μπορεί να καταστεί κρίσιμη το πολύ n/2 φορές.

			Όταν η ακμή (u, v) γίνει κρίσιμη, τότε d(s, v) = d(s, u) + 1. Για να εμφανισθεί ξανά στο υπολειπόμενο δίκτυο, θα πρέπει προηγουμένως η αντίστροφη ακμή (v, u) να περιληφθεί σε ένα αυξητικό μονοπάτι. Έστω η τρέχουσα ροή, όταν συμβεί αυτό. Τότε d΄(s, u) = d΄(s, v) + 1 ≥ d(s, v) + 1 = d(s, u) + 2.

			Ιδιότητα 4.11 Έστω ότι οι χωρητικότητες των ακμών του δικτύου είναι ακέραιοι αριθμοί. Τότε ο αλγόριθμος Edmonds-Karp τερματίζει σε O(mn) επαναλήψεις και συνολικά σε O(m2 n) χρόνο.

			 

			4.4.4  Αλγόριθμος τoυ Dinic

			 

			Έστω f μία ροή ενός δικτύου G. Αποκαλούμε την f ροή φραγής, εάν κάθε μονοπάτι από τον αφετηριακό κόμβο s στον τερματικό κόμβο t περιέχει τουλάχιστον μία κορεσμένη ακμή (βλέπε Σχήμα 4.15).
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			Σχήμα 4.15: Ένα δίκτυο ροής G και μία ροή φραγής του f. Οι κόκκινες ακμές είναι κορεσμένες και κάθε μονοπάτι από τον s στον t περιλαμβάνει τουλάχιστον μία τέτοια ακμή.

			 

			Ο αλγόριθμος του Dinic βασίζεται σε μία αποδοτική μέθοδο υπολογισμού ροής φραγής σε ένα υπογράφημα του υπολειπόμενου δικτύου το οποίο ονομάζουμε δίκτυο επιπέδων. Το επίπεδο l(v) ενός κόμβου v στο υπολειπόμενο δίκτυο Gf ορίζεται ως το μήκος της συντομότερης διαδρομής (δηλαδή το ελάχιστο πλήθος των ακμών σε μία διαδρομή) από τον s στον v στο Gf. Το δίκτυο επιπέδων L του Gf είναι το γεννητικό υπογράφημα του Gf, το οποίο περιέχει τις ακμές (u, v), για τις οποίες ισχύει l(v) = l(u) + 1, δηλαδή κάθε ακμή του L κατευθύνεται από ένα επίπεδο στο αμέσως επόμενο. Επομένως, το L είναι ένα άκυκλο γράφημα που περιέχει τις συντομότερες διαδρομές από τον s (δείτε στο Σχήμα 4.16).
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			Σχήμα 4.16: Ένα δίκτυο ροής και το αντίστοιχο δίκτυο επιπέδων, όπου οι αριθμοί στις παρενθέσεις δίνουν το επίπεδο του κάθε κόμβου.

			 

			Παρότι ο υπολογισμός μίας ροής φραγής σε ένα γενικό δίκτυο φαίνεται δύσκολη, μπορεί να γίνει πολύ αποδοτικά στο δίκτυο επιπέδων L, όπως θα δούμε στη συνέχεια. Το Σχήμα 4.17 δίνει ένα παράδειγμα μίας τέτοιας ροής φραγής fL στο δίκτυο επιπέδων του Σχήματος 4.16. 
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			Σχήμα 4.17: Μία ροή φραγής του δικτύου επιπέδων του Σχήματος 4.16.

			 

			Το επόμενο βήμα μετά τον υπολογισμό της fL είναι αυξήσουμε την τρέχουσα ροή f του G προσθέτοντας σε αυτή τη ροή fL, όπως κάναμε και στον αλγόριθμο Ford-Fulkerson με τη ροή του αυξητικού μονοπατιού. Αυτή η πράξη αύξησης της ροής, την οποία συμβολίζουμε f + fL, πραγματοποιείται ως εξής. Εξετάζουμε κάθε ακμή (u, v) του L με fL(u, v) > 0. Εάν η (u, v) είναι ευθύδρομη, τότε θέτουμε f(u, v) = f(u, v) + fL(u, v). Διαφορετικά, εάν η (u, v) είναι ανάδρομη, τότε θέτουμε f(v, u) = f(v, u) - fL(u, v). 

			Ο αλγόριθμος Dinic, τον οποίο περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 4.5, επαναλαμβάνει το βήμα υπολογισμού μίας ροής φραγής στο δίκτυο επιπέδων του τρέχοντος υπολειπόμενου δικτύου Gf, μέχρι να παύσουν να υπάρχουν αυξητικές διαδρομές από τον s στον t. 
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			Τα Σχήματα 4.18 και 4.19 δίνουν ένα παράδειγμα εκτέλεσης του αλγόριθμου.
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			Σχήμα 4.18: Παράδειγμα εκτέλεσης του αλγόριθμου Dinic. Στην πρώτη στήλη φαίνεται το δίκτυο G με την τρέχουσα ροή του f. Στη δεύτερη στήλη έχουμε το εκάστοτε υπολειπόμενο δίκτυο Gf, ενώ στην τελευταία στήλη το αντίστοιχο δίκτυο επιπέδων L και μία ροή φραγής του fL.

			 

			Ιδιότητα 4.12 Ο αλγόριθμος Dinic τερματίζει σε n - 1 το πολύ επαναλήψεις.

			Θα δείξουμε ότι μετά από κάθε επανάληψη το επίπεδο του t αυξάνει τουλάχιστον κατά ένα. Τότε η ζητούμενη ιδιότητα συνεπάγεται άμεσα από το γεγονός ότι για κάθε κόμβο v ∈ V -{s} για τον οποίο υπάρχει μονοπάτι στο Gf ισχύει 1 ≤ l(v) ≤ n - 1. 

			Ας θεωρήσουμε μία επανάληψη του αλγόριθμου, η οποία υπολογίζει μία ροή φραγής fL και αυξάνει τη ροή στο G από f σε f΄= f + fL. Έστω Gf΄ υπολειπόμενο δίκτυο του G για τη ροή f΄. Συμβολίζουμε με l΄(v) το επίπεδο ενός κόμβου στο Gf΄. Για μία ακμή (u, v) του Gf ισχύει l(v) ≤ l(u) + 1. Μία ακμή (x, y) του Gf΄ είτε υπήρχε ήδη στο Gf είτε δημιουργήθηκε μετά την αύξηση της ροής. Στην πρώτη περίπτωση ισχύει l(y) ≤ l(x) + 1. Στη δεύτερη περίπτωση η ακμή (y, x) θα πρέπει να βρίσκεται στο δίκτυο επιπέδων L του Gf, επομένως l(y) = l(x) – 1 ≤ l(x) + 1. Αυτό σημαίνει ότι οι αποστάσεις στο Gf΄ δεν μπορούν να έχουν μειωθεί και, επομένως, l΄(t) ≥ l(t). Έστω P ένα συντομότερο μονοπάτι του Gf από τον s στον t. Το L περιλαμβάνει κάθε ακμή (u, v) του P, αφού l(v) = l(u) + 1. Όμως, μετά τον υπολογισμό μίας ροής φραγής τουλάχιστον μία από τις ακμές του P θα έχει κορεστεί, με αποτέλεσμα να μην εμφανίζεται στο Gf΄. Αυτό ισχύει για κάθε συντομότερο μονοπάτι από τον s στον t στο Gf, άρα l΄(t) > l(t).
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			Σχήμα 4.19: Συνέχεια του παραδείγματος εκτέλεσης του αλγόριθμου Dinic του Σχήματος 4.18.

			 

			Στη σημαντική ειδική περίπτωση όπου όλες οι χωρητικότητες είναι ίσες με ένα, έχει αποδειχθεί ότι ο αλγόριθμος Dinic τερματίζει σε λιγότερες επαναλήψεις, συγκεκριμένα σε Ο(min{n2/3, m1/2}). Όπως θα δούμε στη συνέχεια, την περίπτωση αυτή τη συναντάμε στον υπολογισμό της συνεκτικότητας ενός γραφήματος.

			Για να ολοκληρώσουμε την περιγραφή του αλγόριθμου του Dinic, απομένει να περιγράψουμε τη ρουτίνα Blocking_flow υπολογισμού μίας ροής φραγής στο L. Η περιγραφή δίδεται στον Αλγόριθμο 4.6.
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			Μία αποδοτική υλοποίηση της ρουτίνας αυτής μπορεί να γίνει μέσω της κατά-βάθος διερεύνησης. Συγκεκριμένα, υλοποιούμε τις ακόλουθες μεθόδους που χειρίζονται το τρέχον μονοπάτι P, που ξεκινά από τον αφετηριακό κόμβο s και καταλήγει σε έναν κόμβο v:

			αρχικοποίηση: 	Θέτουμε P = 〈s〉 και v = s. Εκτελούμε τη μέθοδο .

			προώθηση: 	Aν δεν υπάρχει εξερχόμενη ακμή (v, w) στο L, τότε εκτελούμε τη μέθοδο . Διαφορετικά προσθέτουμε τον κόμβο w στο τέλος του μονοπατιού P και θέτουμε v = w. Εάν w = t, τότε εκτελούμε τη μέθοδο . Διαφορετικά, εάν w ≠ t, επαναλαμβάνουμε τη μέθοδο .

			επαύξηση: 	Έστω δ η ελάχιστη υπολειπόμενη χωρητικότητα των ακμών του P, δηλαδή δ = min{c(u, v) - f(u, v) : (u, v) ∈ P}. Προσθέτουμε δ μονάδες ροής σε κάθε ακμή του P και αφαιρούμε τις κορεσμένες ακμές του. Εκτελούμε τη μέθοδο αρχικοποίηση .

			υποχώρηση: 	Αν v = s, τερμάτισε. Διαφορετικά, έστω (u, v) η τελευταία ακμή του P. Αφαιρούμε την ακμή (u, v) από το L και τον κόμβο v από το P. Θέτουμε v = u και εκτελούμε τη μέθοδο .

			 

			Ιδιότητα 4.13 Ο αλγόριθμος αυτός υπολογίζει μία ροή φραγής στο δίκτυο επιπέδων L.

			Παρατηρούμε ποιες είναι οι περιπτώσεις στις οποίες ο αλγόριθμος αφαιρεί μία ακμή (u, v) από το L. Αυτό συμβαίνει, είτε όταν η (u, v) κορεστεί, είτε όταν όλα τα μονοπάτια από τον w στον t περιέχουν κορεσμένες ακμές και, επομένως, καλείται η μέθοδος . Συνεπάγεται ότι με τον τερματισμό του αλγόριθμου, κάθε μονοπάτι από τον s στον t περιέχει κάποια κορεσμένη ακμή. Άρα, η ροή στον L είναι ροή φραγής.

			Ιδιότητα 4.14 Ο αλγόριθμος υπολογισμού μίας ροής φραγής στο δίκτυο επιπέδων L τερματίζει σε χρόνο Ο(mn). Επομένως, ο αλγόριθμος του Dinic εκτελείται σε χρόνο O(mn2).

			Υπολογίζουμε το συνολικό χρόνο εκτέλεσης κάθε μίας από τις μεθόδους που καλεί ο αλγόριθμος. Κάθε κλήση των μεθόδων ,  και  εκτελείται σε σταθερό χρόνο. Επιπλέον, κάθε κλήση των μεθόδων  και  διαγράφει μία ακμή, επομένως μπορούμε να έχουμε Ο(m) τέτοιες κλήσεις. Αυτό σημαίνει ότι και η μέθοδος  εκτελείται το πολύ Ο(m) φορές. Αυτό συμβαίνει γιατί, εκτός από την αρχική κλήση της μεθόδου , κάθε άλλη κλήση αυτής της μεθόδου πραγματοποιείται μέσω της μεθόδου . Τέλος, πριν από την κάθε εκτέλεση των μεθόδων  και  μπορούμε να έχουμε το πολύ n - 1 κλήσεις της μεθόδου . Δηλαδή η μέθοδος  εκτελείται συνολικά O(mn) φορές, ενώ οι Ο(m) κλήσεις της μεθόδου  απαιτούν O(mn) χρόνο. Καταλήγουμε, έτσι, στο συμπέρασμα ότι ο υπολογισμός της ροής φραγής γίνεται σε χρόνο Ο(mn). Από την Ιδιότητα 4.12 γνωρίζουμε ότι ο αλγόριθμος Dinic χρειάζεται το πολύ n - 1 επαναλήψεις, άρα εκτελείται σε χρόνο O(mn2).

			 

			4.5  Υπολογισμός Συνεκτικότητας μέσω Ροών

			 

			Σε αυτήν την ενότητα περιγράφουμε πώς μπορούμε να υπολογίσουμε την ακμική και κομβική συνεκτικότητα ενός (κατευθυνόμενου ή μη) γραφήματος G. Για να υπολογίσουμε την ολική συνεκτικότητα, αρκεί να γνωρίζουμε την τοπική συνεκτικότητα για κάθε ζεύγος κόμβων (βλέπε Άσκηση 10). Όπως θα δούμε στη συνέχεια, ο υπολογισμός της τοπικής συνεκτικότητας μπορεί να γίνει μέσω του υπολογισμού της μέγιστης ροής ενός κατάλληλου δικτύου. 

			 

			4.5.1  Υπολογισμός συνεκτικότητας σε κατευθυνόμενα γραφήματα 

			 

			Στη συνέχεια, θα περιγράψουμε πώς μπορεί να υπολογισθεί η τοπική ακμική και κομβική συνεκτικότητα μέσω της μέγιστης ροής. Καθώς διατυπώσαμε το πρόβλημα της μέγιστης ροής σε κατευθυνόμενα γραφήματα, θα ξεκινήσουμε με τον υπολογισμό της τοπικής ακμικής συνεκτικότητας λ(u, v) ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G. Μετατρέπουμε το G σε δίκτυο ροής, επιλέγοντας s = u για αφετηριακό κόμβο και t = v για καταληκτικό κόμβο, ενώ διαγράφουμε τις ακμές οι οποίες εισέρχονται στον s, καθώς και τις ακμές οι οποίες εξέρχονται από τον t. Θέτουμε τώρα τη χωρητικότητα της κάθε ακμής (x, y) του δικτύου να είναι c(x, y) = 1. Ο σκοπός μας είναι δείξουμε την εξής πρόταση.

			Ιδιότητα 4.15 Στο γράφημα G ισχύει ότι λ(s, t) = k, δηλαδή το μέγιστο πλήθος ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον s στον t είναι k, εάν-ν η τιμή της μέγιστης ροής f του αντίστοιχου δικτύου είναι |f| = k.

			Θα δείξουμε πρώτα ότι, εάν σε ένα δίκτυο G υπάρχουν k ακμικά μη τεμνόμενα μονοπάτια P1, P2, …, Pk από τον s στον t, τότε η ροή έχει τιμή τουλάχιστον k. Ας υποθέσουμε ότι στέλνουμε μία μονάδα ροής κατά μήκος του κάθε μονοπατιού Pi. Το γεγονός ότι τα μονοπάτια δεν έχουν κάποια κοινή ακμή σημαίνει ότι για κάθε ακμή (x, y) του δικτύου έχουμε f(x, y) = 1, εάν η ακμή βρίσκεται σε κάποιο μονοπάτι Pi, ενώ στην αντίθετη περίπτωση f(x, y) = 0. Συνεπώς, η f είναι μία έγκυρη ροή, αφού ικανοποιεί τις συνθήκες χωρητικότητας και διατήρησης της ροής και, επιπλέον, έχει τιμή |f| = k.

			Τώρα θα δείξουμε ότι ισχύει και το αντίστροφο. Δηλαδή, εάν η τιμή της μέγιστης ροής f ενός δικτύου είναι τουλάχιστον k, τότε υπάρχουν k ακμικά μη τεμνόμενα μονοπάτια. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε υπολογίσει τη μέγιστη ροή f στο δίκτυο G, π.χ. χρησιμοποιώντας έναν από τους αλγόριθμους που αναφέραμε προηγουμένως. Από την Ιδιότητα Ακεραιότητας της Ροής συνεπάγεται ότι η ροή της κάθε ακμής (x, y) του δικτύου μπορεί να λάβει μόνο δύο τιμές, μηδέν ή ένα. Σκοπός μας είναι να δείξουμε ότι με τις ακμές που δέχονται μη μηδενική ροή μπορούμε να σχηματίσουμε k ακμικά μη τεμνόμενα μονοπάτια P1, P2, …, Pk.

			Η απόδειξη μπορεί να γίνει με επαγωγή ως προς το k. Ως βάση της επαγωγής λαμβάνουμε την περίπτωση k = 0, στην οποία η πρόταση μας τετριμμένα ισχύει. Η επαγωγική μας υπόθεση είναι ότι σε ένα δίκτυο με ροή τουλάχιστον k υπάρχουν k ακμικά μη τεμνόμενα μονοπάτια. Το επαγωγικό βήμα είναι να δείξουμε ότι η προηγούμενη πρόταση ισχύει και σε ένα δίκτυο με ροή k + 1. Για το σκοπό αυτό, ας θεωρήσουμε το υπογράφημα F του G, το οποίο αποτελείται από τις ακμές που έχουν ροή ένα. Ας υποθέσουμε ότι εκτελούμε μία κατά-βάθος διερεύνηση στο F από τον s, προκειμένου να βρούμε ένα μονοπάτι P προς τον t. Ας μηδενίσουμε τώρα τη ροή των ακμών του μονοπατιού. Η πράξη αυτή δίνει μία νέα ροή f΄ στο F, άρα και στο G, με τιμή |f΄| = |f| - 1 = k. Έστω G΄ το δίκτυο που προκύπτει από το G διαγράφοντας τις ακμές του P. Μπορούμε τώρα να εφαρμόσουμε την επαγωγική υπόθεση στο G΄ με ροή f΄, από την οποία λαμβάνουμε k ακμικά μη τεμνόμενα μονοπάτια P1, P2, …, Pk. Από τα μονοπάτια αυτά δεν υπάρχει κάποιο με κοινή ακμή με το P, αφού είχαμε διαγράψει τις ακμές του P. Άρα, έχουμε βρει k + 1 ακμικά μη τεμνόμενα μονοπάτια από τον s στον t.

			Προχωράμε τώρα στον υπολογισμό της τοπικής κομβικής συνεκτικότητας κ(u, v). Αυτό μπορεί να γίνει με μία αναγωγή στον υπολογισμό της τοπικής ακμικής συνεκτικότητας σε ένα νέο δίκτυο H, που λαμβάνουμε από το G εφαρμόζοντας μία τεχνική που καλείται διάσπαση κόμβων. Όπως και πριν, μετατρέπουμε το κατευθυνόμενο γράφημα G σε δίκτυο ροής, επιλέγοντας s = u για αφετηριακό κόμβο και t = v για καταληκτικό κόμβο και διαγράφουμε τις ακμές που εισέρχονται στον s, καθώς και τις ακμές που εξέρχονται από τον t. Στη συνέχεια, αντικαθιστούμε κάθε κόμβο x, όπου x ≠ s και x ≠ t, με δύο κόμβους x- και x+, τους οποίους συνδέουμε με την ακμή (x-, x+). Ο κόμβος x- συγκεντρώνει τις ακμές του G οι οποίες εισέρχονται στον x, ενώ ο x+ συγκεντρώνει αυτές που εξέρχονται από τον x. Δηλαδή για κάθε ακμή (w, z) του G, όπου w ≠ s και z ≠ t, εισαγάγουμε στο H την ακμή (w+, z-) (βλέπε Σχήμα 4.20). Χειριζόμαστε τις ακμές (w, z) οι οποίες εξέρχονται από τον s ή εισέρχονται στον t ως εξής. Εάν w ≠ s και z ≠ t, τότε εισάγουμε την ακμή (w+, t), ενώ εάν w = s και z ≠ t, τότε εισάγουμε την ακμή (s, z-). Τέλος, εάν w = s και z = t, τότε εισάγουμε την ακμή (s, t). Μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε ότι δύο μονοπάτια του G από τον s στον t είναι κομβικά μη τεμνόμενα, εάν και μόνο εάν τα αντίστοιχα μονοπάτια στο H είναι ακμικά μη τεμνόμενα. Έτσι, λαμβάνουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα (βλέπε Άσκηση 4.11.).
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			Σχήμα 4.20: Διάσπαση ενός κόμβου.

			 

			Ιδιότητα 4.16. Έστω s και t δύο κόμβοι ενός γραφήματος G για τους οποίους δεν υπάρχει η ακμή (s, t). Στο G ισχύει ότι κ(s, t) = k, δηλαδή το μέγιστο πλήθος κομβικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον s στον t είναι k, εάν-ν η τιμή της μέγιστης ροής f στο δίκτυο H είναι |f| = k.

			 

			4.5.2  Υπολογισμός συνεκτικότητας σε μη κατευθυνόμενα γραφήματα 

			 

			Θα δώσουμε έναν τρόπο υπολογισμού της τοπικής συνεκτικότητας σε μη κατευθυνόμενα γραφήματα μέσω αναγωγής στον αντίστοιχο υπολογισμό σε κατευθυνόμενα γραφήματα. Η αναγωγή είναι πολύ απλή, καθώς μετατρέπει ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G σε αντίστοιχο κατευθυνόμενο γράφημα G΄, αντικαθιστώντας κάθε μη κατευθυνόμενη ακμή {x, y} με δύο αντίθετα κατευθυνόμενες ακμές (x, y) και (y, x). Έστω λ και λ΄ η τοπική ακμική συνεκτικότητα στο G και το G΄ αντίστοιχα. Όπως αναφέραμε στην αρχή του κεφαλαίου, για οποιουσδήποτε κόμβους s και t του G ισχύει ότι λ(s, t) = λ(t, s). Άρα, λόγω της συμμετρίας στην κατασκευή του G΄ έχουμε, επίσης, λ΄(s, t) = λ΄(t, s). Είναι εύλογο να ισχυριστούμε ότι η τοπική ακμική συνεκτικότητα στο G είναι ίδια με αυτή στο G΄, δηλαδή ότι το G και το G΄ έχουν το ίδιο μέγιστο πλήθος ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον s στον t. 

			Για να δικαιολογήσουμε αυτόν τον ισχυρισμό, θα πρέπει να προσέξουμε ότι στο G΄ οι ακμές (x, y) και (y, x) είναι διαφορετικές. Έτσι, μπορεί να έχουμε δύο ακμικά ξένα μεταξύ τους μονοπάτια στο G΄, όπου το ένα περιέχει την ακμή (x, y) και το άλλο την (y, x). Ευτυχώς, μπορούμε να ξεπεράσουμε αυτή τη δυσκολία, εάν παρατηρήσουμε τον τρόπο κατασκευής των ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών μέσω της ροής f του αντίστοιχου δικτύου. Από τις ακμές που συμμετέχουν σε αυτά τα μονοπάτια διέρχεται μία μονάδα ροής. Έτσι, εάν δύο αντίθετες ακμές (x, y) και (y, x) επιλεγούν σε κάποια μονοπάτια, τότε f(x, y) = f(y, x) = 1. Μηδενίζοντας τη ροή στις δύο αυτές ακμές εξακολουθούμε να έχουμε μία έγκυρη ροή με την ίδια τιμή.
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			Σχήμα 4.21: Υπολογισμός δύο ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον κόμβο s στον κόμβο t χωρίς αντίθετες ακμές.

			 

			Μπορούμε να επαναλάβουμε αυτό το βήμα για κάθε ζεύγος αντίθετων ακμών από τις οποίες διέρχεται μία μονάδα ροής. Με τον τρόπο αυτόν λαμβάνουμε μία μέγιστη ροή που δεν χρησιμοποιεί αντίθετες ακμές. Τώρα, ο υπολογισμός των ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών με τη νέα ροή στο G΄ δίνει πράγματι μονοπάτια που αντιστοιχούν και σε ακμικά ξένα μεταξύ τους μονοπάτια στο G. Στο Σχήμα 4.21 παρατηρούμε ότι αρχικά έχουμε δύο κατευθυνόμενα μονοπάτια από τον s στον t, το κόκκινο και το μπλε, τα οποία δεν έχουν κοινές ακμές, αλλά χρησιμοποιούν δύο αντίθετες ακμές, τις (a, b) και (b, α). Μπορούμε να υπολογίσουμε δύο νέα ακμικά ξένα μεταξύ τους μονοπάτια που δεν χρησιμοποιούν αυτές τις αντίθετες ακμές.

			Ιδιότητα 4.17  Σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G ισχύει ότι λ(s, t) = k, εάν-ν η τιμή της μέγιστης ροής f του αντίστοιχου κατευθυνόμενου γραφήματος είναι |f| = k.

			Όμοια, σε συνδυασμό με τη μέθοδο διάσπασης κόμβων, μπορούμε να υπολογίσουμε την τοπική κομβική συνεκτικότητα σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα (βλέπε Άσκηση 4.12). 

			 

			4.5.3  Θεώρημα του Menger 

			 

			Στην αρχή του κεφαλαίου αναφέραμε το Θεώρημα του Menger, το οποίο συνδέει το μέγιστο πλήθος ακμικά ή κομβικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από έναν κόμβο  προς έναν κόμβο t με το ελάχιστο πλήθος ακμών ή κορυφών η διαγραφή των οποίων καταστρέφει όλα τα μονοπάτια από τον s στον t. Το θεώρημα αυτό έχει αποδειχθεί από τον Menger το 1927, αρκετά χρόνια πριν αναπτυχθεί η θεωρία της ροής δικτύων. Εδώ θα δείξουμε ότι το Θεώρημα του Menger αποτελεί ειδική περίπτωση του Θεωρήματος Μέγιστης Ροής-Ελάχιστης Τομής. Ας θεωρήσουμε ένα γράφημα G, κατευθυνόμενο ή μη, και δύο κορυφές του s και t. Έστω f η μέγιστη ροή του αντίστοιχου δικτύου με αφετηριακό κόμβο τον  και τερματικό κόμβο τον t και με την κάθε ακμή να έχει χωρητικότητα ένα. Από το Θεώρημα Μέγιστης Ροής-Ελάχιστης Τομής γνωρίζουμε ότι το ελάχιστο πλήθος ακμών σε μία τομή (S, T) είναι ίσο με |f|. Όμως, από την Ιδιότητα 4.15, |f| είναι και το μέγιστο πλήθος ακμικά ξένων μεταξύ τους μονοπατιών από τον s στον t. Με παρόμοιο τρόπο μπορούμε να καταλήξουμε στην εκδοχή της κομβικής συνεκτικότητας του Θεωρήματος του Menger (βλέπε Άσκηση 11).
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			Ασκησεις 4

			 

			Άσκηση 1

			Δείξτε πώς μπορεί να υπολογισθεί η συνάρτηση low[x] της Ενότητας 4.2.1 σε γραμμικό χρόνο, κατά τη διάρκεια μίας κατά-βάθος διερεύνησης.

			 

			Άσκηση 2

			Προτείνετε μία επέκταση του αλγόριθμου της Ενότητας 4.2.1, που να υπολογίζει μαζί με τις αρθρώσεις ενός γραφήματος, τις γέφυρες του, καθώς και τις δισυνεκτικές συνιστώσες.

			 

			Άσκηση 3

			Δείξτε ότι οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E) ορίζουν μία διαμέριση των κόμβων του, δηλαδή ότι οποιεσδήποτε δύο ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες του G δεν έχουν κοινούς κόμβους. 

			 

			Άσκηση 4

			Για κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) θέλουμε να βρούμε εάν υπάρχει κόμβος v ∈ V, από όπου είναι προσβάσιμοι όλοι οι κόμβοι του G. (Δηλαδή για κάθε κόμβο v ∈ V, πρέπει να υπάρχει μονοπάτι από τον s στον v.) Δώστε έναν αποδοτικό αλγόριθμο που να επιστρέφει ένα τέτοιο s, εάν υπάρχει. Ποιός είναι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου σας;

			 

			Άσκηση 5

			Έστω ένα γράφημα ροής G(s) = (V, E, s) και έστω D(s) το γράφημα που αναπαριστά τη σχέση κυριαρχίας στο G(s). Το D(s) έχει τους ίδιους κόμβους με το G(s) και περιλαμβάνει τις ακμές (d(v), v), για όλους τους κόμβους v ∈ V - {s}, όπου d(v) ο άμεσος κυρίαρχος του v. Δείξτε ότι το D(s) είναι δένδρο με ρίζα τον s. 

			 

			Άσκηση 6

			Έστω Gs = (V, E, s) ένα γράφημα ροής. Δείξτε ότι μία ακμή (u, v) είναι γέφυρα του Gs, εάν και μόνο o u είναι ο γονέας του v στο δένδρο κυριαρχίας D του Gs και για κάθε άλλη ακμή (w, v) ∈ E ισχύει ότι ο  είναι κυρίαρχος του w στο Gs. Με βάση αυτό, αποδείξτε την Ιδιότητα.

			 

			Άσκηση 7

			Έστω G = (V, E) ένα δίκτυο ροής με αφετηριακό κόμβο s και τερματικό κόμβο t. Μία ακμή του G είναι κρίσιμη, εάν η ελάττωση της χωρητικότητας της έχει ως αποτέλεσμα την ελάττωση της μέγιστης ροής. Δώστε έναν αποδοτικό αλγόριθμο που να βρίσκει μία κρίσιμη ακμή του δικτύου. Ποιός είναι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου σας;

			 

			Άσκηση 8

			Έστω G = (V, E) ένα δίκτυο ροής με αφετηριακό κόμβο s και τερματικό κόμβο t, όπου οι χωρητικότητες των ακμών είναι ακέραιες. Μας δίνεται μία μέγιστη ροή f στο G και ζητούμε έναν αποδοτικό τρόπο να την ανανεώσουμε στις εξής δύο περιπτώσεις:

			
					•	όταν η χωρητικότητα μίας ακμής (x, y) αυξάνεται κατά 1 μονάδα, και

					•	όταν η χωρητικότητα μίας ακμής (x, y) μειώνεται κατά 1 μονάδα.

			

			Δώστε αποδοτικούς αλγορίθμους που να ενημερώνουν τη μέγιστη ροή του δικτύου για κάθε μία από τις προηγούμενες περιπτώσεις. Και στις δύο περιπτώσεις η ενημέρωση της μέγιστης ροής είναι εφικτή σε γραμμικό χρόνο.

			 

			Άσκηση 9

			Θεωρήστε την ακόλουθη μέθοδο υπολογισμού μίας ροής f δικτύου G = (V, E) με αφετηριακό κόμβο s, τερματικό κόμβο t και συνάρτηση χωρητικότητας ακμών c. Ξεκινάμε με μηδενική ροή |f| = 0 και βρίσκουμε σε κάθε επανάληψη μία αυξητική διαδρομή από τον s στον t χρησιμοποιώντας μόνο τις ακμές του αρχικού δικτύου G. Δηλαδή, ο αλγόριθμος δεν λαμβάνει υπόψη το υπολειπόμενο δίκτυο και εξετάζει μόνο τις ακμές (u, v) ∈ E, για τις οποίες f(u, v) < c(u, v). Έχουμε εξετάσει στο μάθημα ότι αυτή η μέθοδος δεν βρίσκει πάντα τη μέγιστη ροή f* ενός δικτύου. Δείξτε με ένα κατάλληλο παράδειγμα ότι ο λόγος |f*| ⁄ |f| μπορεί να είναι αυθαίρετα μεγάλος, δηλαδή συνάρτηση του αριθμού των κόμβων του δικτύου.  

			 

			Άσκηση 10

			Θεωρούμε ένα συνεκτικό, μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E). Θέλουμε να υπολογίσουμε τη συνεκτικότητα ακμών λ(G) του G. Δείξτε πώς μπορεί να υπολογισθεί η λ(G) χρησιμοποιώντας έναν αλγόριθμο εύρεσης μέγιστης ροής. Σχεδιάστε έναν αλγόριθμο που κάνει όσο το δυνατό λιγότερες κλήσεις στον αλγόριθμο μέγιστης ροής (n = |V| κλήσεις είναι αρκετές). 

			 

			Άσκηση 11

			Αποδείξτε την Ιδιότητα 4.16. Στη συνέχεια, δείξτε ότι το Θεώρημα του Menger για την κομβική συνεκτικότητα αποτελεί συνέπεια αυτής της ιδιότητας. 

			 

			Άσκηση 12

			Διατυπώστε και αποδείξτε μία ιδιότητα αντίστοιχη της Ιδιότητας 4.17 για την τοπική κομβική συνεκτικότητα σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα.

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

			 

			 

			AΠΟΣΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΔΙΑΔΡΟΜΕΣ ΣΕ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

			 

			Σύνοψη

			Αποστάσεις σε Γραφήματα (απόσταση, κατευθυνόμενη απόσταση, αλγόριθμος του Moore), Αποστάσεις σε Έμβαρα Γραφήματα (απόσταση, αλγόριθμος του Dijkstra), Το Κέντρο και το Μέσο ενός Γραφήματος (εκκεντρικότητα κόμβου, ακτίνα και διάμετρος γραφήματος, κέντρο δενδρικού γραφήματος), Κώδικες Ανθεκτικοί σε Σφάλματα (αποστάσεις λέξεων, (n,b)-κωδικοποίηση, ανθεκτικότητα σε k σφάλματα), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη Γνώση

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων των κεφαλαίων 1 και 2 του συγγράμματος. Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών. Καλή γνώση δομών δεδομένων και αλγοριθμικών τεχνικών για ταξινόμηση, εύρεση και επιλογή και για διερεύνηση γραφημάτων.

			 

			5.1  Αποστάσεις σε Γραφήματα

			 

			Για ένα μη εκφυλισμένο γράφημα G και ένα ζεύγος κόμβων u, v του G, η απόσταση (distance) dG(u, v) (ή d(u, v), εάν το γράφημα είναι σαφές από τα συμφραζόμενα) των u, v είναι το μήκος της συντομότερης διαδρομής στο γράφημα G, εάν μία τέτοια διαδρομή υπάρχει. Εάν στο G δεν υπάρχει διαδρομή μεταξύ των u, v, ορίζουμε dG(u, v) = ∞. Για παράδειγμα, στο γράφημα G του Σχήματος 5.1, dG(u, v) = 3 και dG(u, x) = ∞.
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			Σχήμα 5.1: Ένα μη συνεκτικό γράφημα G.

			 

			Η συνάρτηση απόστασης σε ένα γράφημα είναι μία μετρική, δηλαδή απεικονίζει το καρτεσιανό γινόμενο V(G) × V(G) στους μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς και ικανοποιεί τις ακόλουθες θεμελιώδεις ιδιότητες.

			 

			Θεώρημα 5.1 Έστω γράφημα G. Για οποιουσδήποτε τρεις κόμβους u, v, w του G:

			
					i.		dG(u, v) ≥ 0 και dG(u, v) = 0, εάν-ν u = v.

					ii.		dG(u, v) = dG(v, u).

					iii.		dG(u, v) ≤ dG(u, w) + dG(w, v).

			

			 

			Η ιδιότητα (iii) στο Θεώρημα 5.1 είναι γνωστή ως τριγωνική ανισότητα (triangle inequality). Για την απόδειξή της, θεωρούμε τρεις κόμβους u, v, w του G. Έστω P μία συντομότερη διαδρομή μεταξύ των u, v και έστω Q μία συντομότερη διαδρομή μεταξύ των v, w. Τότε η διαδρομή P ακολουθούμενη από την G αποτελεί μία διαδρομή μεταξύ των κόμβων u,v συνολικού μήκους dG(u, w) + dG(w, v). Από τον ορισμό της απόστασης, η διαδρομή αυτή έχει μήκος τουλάχιστον όσο η απόσταση των v, w και, άρα, dG(u, v) ≤ dG(u, w) + dG(w, v).

			Για ένα κατευθυνόμενο γράφημα D, η κατευθυνόμενη απόσταση (directed distance) dD(u, v) από τον κόμβο u στον κόμβο v στο D είναι το μήκος της συντομότερης κατευθυνόμενης διαδρομής από τον u στον v, εάν μία τέτοια διαδρομή υπάρχει, αλλιώς είναι ∞. Έτσι, εάν το D είναι το γράφημα του Σχήματος 5.2, τότε dD(v2, v5) = 3 (λόγω της διαδρομής v2, v4, v6, v5) και dD(v3, v5) = ∞.
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			Σχήμα 5.2: Απόσταση σε ένα κατευθυνόμενο γράφημα .

			 

			Η έννοια της απόστασης είναι ιδιαίτερα χρήσιμη, καθώς συχνά μας ενδιαφέρει να βρίσκουμε συντομότερες διαδρομές σε γραφήματα. Για παράδειγμα, ένα δίκτυο υπολογιστών μπορεί να μοντελοποιηθεί ως ένα γράφημα όπου κάθε κόμβος αντιστοιχεί σε έναν υπολογιστή, ενώ δύο κόμβοι συνδέονται με μία ακμή, εάν οι αντίστοιχοι υπολογιστές μπορούν να επικοινωνήσουν άμεσα (το Σχήμα 5.3 παρουσιάζει ένα τέτοιο δίκτυο). Εάν σε αυτό το δίκτυο μας ενδιαφέρει να δρομολογήσουμε ένα μήνυμα από έναν υπολογιστή C1 σε έναν άλλον υπολογιστή C2, ώστε να φθάσει όσο γίνεται συντομότερα, τότε αρκεί να βρούμε μία συντομότερη διαδρομή μεταξύ των C1 και C2 στο γράφημα (θεωρούμε ότι ο χρόνος μεταφοράς του μηνύματος μεταξύ δύο γειτονικών υπολογιστών είναι ίδιος). Στο Σχήμα 5.3, οι διαδρομές C1, C5, C8, C9, C2 και C1, C4, C11, C7, C2 είναι δύο συντομότερες διαδρομές από τον C1 στον C2.
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			Σχήμα 5.3: Μία αναπαράσταση ενός δικτύου υπολογιστών ως ένα γράφημα.

			 

			Πειραματικά, μπορούμε να βρούμε συντομότερες διαδρομές και αποστάσεις σε κατευθυνόμενα και μη γραφήματα μικρής τάξης και μεγέθους. Ωστόσο, σε γραφήματα μεγάλης τάξης ή μεγέθους, ο πειραματισμός δεν είναι αποδοτικός. Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε τον αλγόριθμο του Moore (1959) για τον υπολογισμό συντομότερων διαδρομών και αποστάσεων, τον οποίο ονομάζουμε Distances_Moore και περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 5.1. Ο αλγόριθμος του Moore είναι μία επέκταση του Αλγορίθμου Breadth_first_search (βλέπε Αλγόριθμο 2.3 στην Ενότητα 2.3) για την κατά-πλάτος διερεύνηση γραφήματος: ο αλγόριθμος του Moore επισκέπτεται τους κόμβους με την ίδια σειρά όπως και ο Αλγόριθμος Breadth_first_search, ωστόσο χρησιμοποιεί διαφορετικές επιγραφές.

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την απόσταση μεταξύ δύο κόμβων u, v σε ένα γράφημα (που ενδέχεται να είναι κατευθυνόμενο). Αρχικά, ο κόμβος u έχει επιγραφή 0, ενώ όλοι οι άλλοι κόμβοι έχουν επιγραφή ∞ (η επιγραφή ενός κόμβου δηλώνει την τρέχουσα απόσταση του κόμβου από τον u). Κατόπιν, ενημερώνουμε την επιγραφή κάθε κόμβου που είναι γειτονικός στον u δίδοντάς της την τιμή 1. Ακολούθως, σε κάθε κόμβο με επιγραφή ∞ που είναι γειτονικός σε κόμβο με επιγραφή 1 δίδουμε τιμή επιγραφής 2. Συνεχίζουμε με παρόμοιο τρόπο, έως ότου ο κόμβος v αποκτήσει επιγραφή με πεπερασμένη τιμή ή έως ότου δεν υπάρχει κάποιος κόμβος με επιγραφή ίση με ∞ γειτονικός σε κάποιον κόμβο με επιγραφή πεπερασμένης τιμής. Όταν ο αλγόριθμος ολοκληρωθεί, όλοι οι κόμβοι που απέχουν από τον u το πολύ όσο ο v έχουν επιγραφή με πεπερασμένη τιμή, η οποία είναι ακριβώς η απόσταση του κόμβου από τον u. Αλλά ας δούμε τον αλγόριθμο του Moore (Αλγόριθμος 5.1) πιο αναλυτικά.
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			Μπορούμε να τροποποιήσουμε λίγο τον Αλγόριθμο 5.1, ώστε να υπολογίζει την απόσταση κάθε κόμβου ενός γραφήματος από κάποιον κόμβο u.
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			Όταν ο Αλγόριθμος 5.2 ολοκληρωθεί, η επιγραφή κάθε κόμβου είναι η απόστασή του από τον u. Συνεπώς, εάν κάποιος κόμβος έχει επιγραφή ίση με ∞, τότε αυτός δεν ανήκει στη συνεκτική συνιστώσα στην οποία ανήκει ο κόμβος u .

			Εάν εφαρμόσουμε τον Αλγόριθμο 5.2 στο γράφημα G του Σχήματος 5.4α, για να υπολογίσουμε τις αποστάσεις όλων των κόμβων από τον κόμβο v3, τότε προκύπτει το γράφημα του Σχήματος 5.4β, όπου εμφανίζονται και οι επιγραφές των κόμβων. Το γράφημα αυτό έχει σχεδιασθεί με τον κόμβο v3 στο ψηλότερο σημείο και τους υπόλοιπους κόμβους χαμηλότερα σε επίπεδα ανάλογα με την απόστασή τους από τον v3. Οι αναθέσεις επιγραφών μπορούν να παρασταθούν σε έναν πίνακα από επάνω προς τα κάτω, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.4γ.

			Ας θεωρήσουμε ότι χρησιμοποιούμε τον Αλγόριθμο 5.1, για να βρούμε μία συντομότερη διαδρομή από τον κόμβο v3 στον κόμβο v5 στο γράφημα G του Σχήματος 5.4α. Ο αλγόριθμος σταματά, αφού έχει επεξεργασθεί όλους τους κόμβους σε απόσταση 1 από τον v3 και έχει δώσει τιμή 2 στις επιγραφές κάποιων κόμβων (πιθανώς και όλων των κόμβων) σε απόσταση 2, συμπεριλαμβανομένου και του v5. Στο τελευταίο βήμα εμφανίζει είτε τη διαδρομή v3, v6, v5 είτε την v3, v4, v5 ως συντομότερη διαδρομή από τον v3 στον v5, ανάλογα εάν ο v6 ή ο v4 συναντάται πρώτος στη λίστα γειτνίασης του κόμβου v3. 

			Μπορούμε να τροποποιήσουμε τον Αλγόριθμο 5.1, ώστε να εφαρμόζεται σε κατευθυνόμενα γραφήματα. Αρκεί στο Βήμα 2 να αντικαταστήσουμε το βρόχο ‘‘Για κάθε γείτονα y του x με επιγραφή l(y) = ∞’’ με το βρόχο ‘‘Για κάθε ακμή (x, y) προς κόμβο y με επιγραφή l(y) = ∞’’. Αυτός ο τροποποιημένος αλγόριθμος υπολογίζει την απόσταση και μία συντομότερη κατευθυνόμενη διαδρομή από τον κόμβο u στον v, εφόσον μία τέτοια διαδρομή υπάρχει. Είναι εύκολο να παρατηρήσει κανείς ότι και ο Αλγόριθμος 5.2 μπορεί, επίσης, να τροποποιηθεί, ώστε να εφαρμόζεται σε κατευθυνόμενα γραφήματα.
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			Σχήμα 5.4: Μία εφαρμογή του Αλγορίθμου 5.2.

			 

			Ολοκληρώνουμε αυτήν την ενότητα εξετάζοντας την πολυπλοκότητα του Αλγορίθμου 5.1 για ένα γράφημα G με n κόμβους και m ακμές. Προφανώς, το Βήμα 1 απαιτεί O(n) χρόνο. Στο Βήμα 2, για κάθε κόμβο που διαγράφουμε από την ουρά Q δαπανάμε χρόνο ανάλογο του βαθμού του. Συνεπώς, το βήμα αυτό απαιτεί O(m) χρόνο στη χειρότερη περίπτωση. Τέλος, δεδομένου ότι μία διαδρομή στο γράφημα G έχει μήκος min{n-1, m}, το Βήμα 3 απαιτεί Ο(min{n, m}) χρόνο. Τελικά, η πολυπλοκότητα χρόνου του Αλγορίθμου 5.1 είναι Ο(n + m).

			 

			5.2  Αποστάσεις σε Έμβαρα Γραφήματα

			 

			Σε αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε έναν αποτελεσματικό αλγόριθμο για υπολογισμό συντομότερων διαδρομών σε έμβαρα γραφήματα. Τέτοιες διαδρομές είναι συχνά πιο ενδιαφέρουσες από ό,τι σε γραφήματα χωρίς βάρη, καθώς η γειτνίαση δύο κόμβων συχνά χαρακτηρίζεται από τη χιλιομετρική απόστασή τους ή από τον απαιτούμενο χρόνο μετάβασης από τον έναν στον άλλο.

			Έστω G ένα έμβαρο γράφημα, δηλαδή θεωρούμε ότι κάθε ακμή e του G έχει βάρος w(e). Η απόσταση d(u, v) ενός ζεύγους κόμβων u, v του G είναι το ελάχιστο από τα βάρη των διαδρομών στο G από τον u στον v, εάν υπάρχει τουλάχιστον μία τέτοια διαδρομή. Εάν δεν υπάρχει τέτοια διαδρομή, τότε d(u, v) = ∞. Για παράδειγμα, για το έμβαρο γράφημα του Σχήματος 5.5, έχουμε d(v1, v3) = 14 λόγω της διαδρομής v1, v2, v6, v3, ενώ υπάρχουν και άλλες διαδρομές με βάρη 15, 20, 22, 38 κλπ.
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			Σχήμα 5.5: Ένα έμβαρο γράφημα.

			 

			Ένας αποτελεσματικός αλγόριθμος για τον υπολογισμό των αποστάσεων και των συντομότερων διαδρομών των κόμβων ενός έμβαρου γραφήματος από ένα δοθέντα κόμβο του, έστω v0, προτάθηκε από τον Dijkstra (1959). Όπως και ο αλγόριθμος του Moore που είδαμε, ο αλγόριθμος του Dijkstra δίδει σε κάθε κόμβο μία επιγραφή, η οποία με την ολοκλήρωση του αλγορίθμου ισούται με την απόσταση του κόμβου από τον v0. Όμως, αντίθετα προς τον πρώτο, ο δεύτερος αλγόριθμος ενδέχεται να αλλάξει την επιγραφή ενός κόμβου κατά τη διάρκεια της εκτέλεσής του αρκετές φορές. Αυτό συμβαίνει, όταν βρεθεί μία συντομότερη διαδρομή από τον v0 σε αυτόν τον κόμβο, οπότε η επιγραφή κάθε φορά μειώνεται. Αρχικά, η επιγραφή l(v0) του v0 είναι ίση με 0, ενώ η επιγραφή κάθε άλλου κόμβου είναι ∞.

			Θεωρούμε ότι μας ενδιαφέρουν αποστάσεις και συντομότερες διαδρομές σε ένα έμβαρο γράφημα G από έναν κόμβο του v0. Γενικεύουμε την έννοια της απόστασης ορίζοντας την απόσταση ενός γνησίου υποσυνόλου  του συνόλου κόμβων V(G) του G που περιέχει τον v0 από το σύνολο των υπόλοιπων κόμβων ως εξής:
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			Προφανώς, εάν δεν υπάρχει ακμή που να συνδέει έναν κόμβο στο σύνολο A με κάποιον κόμβο που δεν ανήκει στο , τότε d(v0, V(G) - A) = ∞. Αντίθετα, εάν υπάρχει έστω και μία τέτοια ακμή, τότε μία συντομότερη (έως αυτή τη στιγμή) διαδρομή από τον v0 σε έναν κόμβο v ∈ V(G) - A είναι της μορφής v0, v1, …, vk, v, όπου v0, v1, …, vk ∈ A.

			Στον Αλγόριθμο 5.3 περιγράφουμε αναλυτικά τον αλγόριθμο του Dijkstra, τον οποίο ονομάζουμε Distances_Dijkstra, για τον υπολογισμό των αποστάσεων των κόμβων ενός έμβαρου γραφήματος G από έναν κόμβο του v0 (με p(v) συμβολίζουμε τον κόμβο πριν τον  σε μία συντομότερη (έως αυτή τη στιγμή) διαδρομή από τον v0 στον v).

			Για παράδειγμα, ας εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra στο γράφημα του Σχήματος 5.5, για να υπολογίσουμε αποστάσεις και συντομότερες διαδρομές από τον κόμβο v1. Τα αποτελέσματα φαίνονται στο Σχήμα 5.6, όπου για κάθε κόμβο v σημειώνουμε την τρέχουσα τιμή των l(v) και p(v). Για κάθε τιμή του i (δηλαδή σε κάθε γραμμή), οι κόμβοι που ανήκουν στο σύνολο A εμφανίζονται σκιασμένοι. Παραδείγματος χάριν, για i = 3, δηλαδή, αφού έχει επιλεγεί ο κόμβος v5, το σύνολο A είναι A = {v1, v2, v5}.
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			Με βάση το Σχήμα 5.6, βρίσκουμε τις ακόλουθες συντομότερες διαδρομές από τον κόμβο v1 σε καθέναν από τους υπόλοιπους κόμβους v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, αντίστοιχα: v1, v2 - v1, v2, v6, v3 - v1,v4 - v1, v2, v5 - v1, v2, v6 - v1, v7 - v1, v4, v8 με αντίστοιχα βάρη (αποστάσεις) 6, 14, 10, 8, 12, 10 και 20.

			Σημειώνεται ότι ο αλγόριθμος του Dijkstra (Αλγόριθμος 5.3) μπορεί να εφαρμοσθεί και σε γραφήματα χωρίς βάρη στις ακμές θεωρώντας ότι το βάρος κάθε ακμής είναι 1. Στη συνέχεια, ας αποδείξουμε την ορθότητα του αλγορίθμου.
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			Σχήμα 5.6: Μία ενδεικτική εφαρμογή του Αλγορίθμου του Dijkstra (Aλγόριθμος 5.3).

			 

			Θεώρημα 5.2 Έστω έμβαρο γράφημα G και έστω  κόμβος του G. Ο Αλγόριθμος του Dijkstra υπολογίζει την απόσταση και μία συντομότερη διαδρομή κάθε κόμβου του G από τον v0. Ειδικότερα, όταν ο αλγόριθμος ολοκληρωθεί, για κάθε κόμβο v του G, l(v) = d(v0, v) και εάν v ≠ v0 και l(v) ≠ ∞, τότε η διαδρομή w1, w2, …, wk, όπου w1 = v0, wk = v και για κάθε i = 2, 3, …, k, wi-1 = p(wi), είναι μία συντομότερη διαδρομή από τον v0 στον v στο G.

			Απόδειξη. Αρκεί να αποδείξουμε το θεώρημα μόνο για συνεκτικά γραφήματα, καθώς, αφού ο αλγόριθμος έχει ολοκληρωθεί, οι κόμβοι που δεν ανήκουν στην ίδια συνεκτική συνιστώσα με τον v0 έχουν επιγραφές ίσες με ∞, που δηλώνει σωστά ότι δεν υπάρχει διαδρομή από τον v0 προς αυτούς τους κόμβους.

			Αρχικά, θα δείξουμε ότι ισχύει η ακόλουθη Πρόταση Π:
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			Θα χρησιμοποιήσουμε επαγωγή στην τιμή του i. Για i = 1, η Πρόταση Π προφανώς ισχύει καθώς  και στο Βήμα 1 του Αλγορίθμου του Dijkstra θέτουμε την τιμή 0 = d(v0, v0) στην επιγραφή l(v0). Για την επαγωγική υπόθεση, υποθέτουμε ότι η Πρόταση Π ισχύει για κάποια τιμή i = i΄ - 1 όπου 1 ≤ i΄ ≤ |V(G)|. Για το επαγωγικό βήμα, θα δείξουμε ότι η Πρόταση Π ισχύει για i = i΄. Αρκεί να αποδείξουμε ότι l(u(i΄)) = d(v0, u(i΄)). Σύμφωνα με το Βήμα 2 του Αλγορίθμου του Dijkstra, ο κόμβος u(i΄) επιλέγεται έτσι ώστε l(u(i΄)) = min{l(v) | v ∈ V(G) - Ai΄-1}. Συνεπώς,
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			και σύμφωνα με την επαγωγική υπόθεση,
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			Το ελάχιστο στο δεξιό μέλος επιτυγχάνεται για τον κόμβο ui΄, οπότε έχουμε l(ui΄) = d(v0, ui΄), δηλαδή, η Πρόταση Π ισχύει για i = i΄.

			Για να αποδείξουμε την ισχύ του θεωρήματος για μία συντομότερη διαδρομή από τον v0 σε κάθε κόμβο του γραφήματος G, ας θεωρήσουμε κόμβο τέτοιον ώστε v ≠ v0 και l(v) ≠ ∞. Αφού ο αλγόριθμος έχει ολοκληρωθεί, η επιγραφή του κόμβου v είναι l(v) = l(v΄) + w(v΄, v) όπου v΄ = p(v). Η ισότητα l(v) = l(v΄) + w(v΄, v) συνεπάγεται ότι d(v0, v) = d(v0, v΄) + w(v΄, v) και άρα ο κόμβος v΄ = p(v) είναι ο προτελευταίος κόμβος σε μία συντομότερη διαδρομή από τον v0 στον v. Με παρόμοιο τρόπο εργαζόμαστε και για τον κόμβο v΄ και ούτω καθεξής, αποδεικνύοντας την ιδιότητα για μία συντομότερη διαδρομή από τον v0 σε κάθε κόμβο του γραφήματος G. ∎

			 

			Τέλος, ας αναλύσουμε την πολυπλοκότητα χρόνου του αλγορίθμου του Dijkstra. Έστω ότι το γράφημα G έχει τάξη n. Προφανώς το Βήμα 1 απαιτεί O(n) χρόνο. Στο Βήμα 2, ο εξωτερικός βρόχος εκτελείται n - 1 φορές. Σε κάθε επανάληψη, δαπανούμε χρόνο ανάλογο του βαθμού του κόμβου ui, για να ενημερώσουμε, εάν χρειάζεται, τις επιγραφές των γειτόνων του και O(n) χρόνο, για να βρούμε τον κόμβο vj με ελάχιστη επιγραφή. Συνολικά, ο αλγόριθμος απαιτεί O(n2) χρόνο.

			 

			5.3  Το Κέντρο και το Μέσο ενός Γραφήματος

			 

			Σε ένα γράφημα, συχνά μας ενδιαφέρει να επιλέξουμε έναν κόμβο για τον οποίο η μέγιστη απόστασή του από οποιονδήποτε άλλο κόμβο ελαχιστοποιείται. Για παράδειγμα, εάν το γράφημα είναι το οδικό δίκτυο μίας πόλης, ενδέχεται να μας ενδιαφέρει η επιλογή της θέσης του κτηρίου της πυροσβεστικής υπηρεσίας ή ενός αστυνομικού τμήματος, ώστε να ελαχιστοποιείται ο μέγιστος χρόνος ανταπόκρισής της σε κλήση από οποιοδήποτε σημείο της περιοχής δικαιοδοσίας της. Σε άλλες, πάλι, περιπτώσεις ενδέχεται να μας ενδιαφέρει η επιλογή ενός κόμβου για τον οποίο η μέση απόστασή του από τους υπόλοιπους κόμβους ελαχιστοποιείται. Κάτι τέτοιο είναι χρήσιμο για την εύρεση της θέσης μίας υπηρεσίας που συχνά επισκέπτεται όλα τα σημεία της περιοχής δικαιοδοσίας της, όπως, για παράδειγμα, στην περίπτωση της διανομής αλληλογραφίας, ημερήσιου ή εβδομαδιαίου τύπου, διαφημιστικών εντύπων κλπ.

			Για να περιγράψουμε λύσεις για τα προηγούμενα προβλήματα, ορίζουμε κάποιες χρήσιμες έννοιες. Η εκκεντρικότητα (eccentricity) e(v) ενός κόμβου v σε ένα (ενδεχομένως έμβαρο) γράφημα G είναι η μέγιστη απόσταση του v από κάποιον άλλον κόμβο του G, δηλαδή
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			Ο πίνακας του Σχήματος 5.7 συνοψίζει τις αποστάσεις κάθε κόμβου του γραφήματος στο Σχήμα 5.8α από τους υπόλοιπους κόμβους του γραφήματος, το άθροισμά τους και την τιμή της εκκεντρικότητας κάθε κόμβου.
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			Σχήμα 5.7: Οι αποστάσεις και η εκκεντρικότητα κάθε κόμβου του γραφήματος του Σχήματος 5.8α.

			 

			Η ακτίνα (radius), radius(G), ενός συνεκτικού (ενδεχομένως έμβαρου) γραφήματος G ορίζεται ως:
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			ενώ η διάμετρος (diameter), diameter(G), ορίζεται ως:
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			Για παράδειγμα, η ακτίνα του γραφήματος του Σχήματος 5.8α είναι 2 και η διάμετρός του είναι 3, ενώ για το γράφημα του Σχήματος 5.8β η ακτίνα είναι 2 και η διάμετρος 4.
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			Σχήμα 5.8: Δύο γραφήματα.

			 

			Αποδεικνύεται ότι οι τιμές της ακτίνας και της διαμέτρου ενός γραφήματος σχετίζονται, όπως φαίνεται στο Θεώρημα 5.3.

			Θεώρημα 5.3 Σε κάθε (ενδεχομένως έμβαρο) γράφημα G ισχύει ότι:
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			Απόδειξη. Η ανισότητα radius(G) ≤ diameter(G) προκύπτει κατευθείαν από τον ορισμό της ακτίνας και της διαμέτρου ενός γραφήματος. Για να αποδείξουμε την ανισότητα diameter(G) ≤ 2 radius(G), θεωρούμε δύο κόμβους u, v του G, τέτοιους ώστε d(u, v) = diameter(G) και έναν κόμβο w, τέτοιον ώστε e(w) = radius(G). Τότε από την τριγωνική ανισότητα που ισχύει για την απόσταση σε ένα γράφημα (Θεώρημα 5.1) έχουμε:
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			Η διάμετρος ενός γραφήματος δεν είναι παρά η μέγιστη απόσταση μεταξύ δύο κόμβων του. Το κέντρο (center), center(G), ενός συνεκτικού (ενδεχομένως έμβαρου) γραφήματος G ορίζεται ως το υπογράφημα του G που επάγεται από τους κομβους με την ελάχιστη εκκεντρικότητα. Για παράδειγμα, το κέντρο του γραφήματος του Σχήματος 5.8α είναι το γράφημα που επάγεται από τους τέσσερις κόμβους v2, v3, v5, v6 (με εκκεντρικότητα ίση με 2), ενώ για το γράφημα του Σχήματος 5.8β το κέντρο αποτελείται από τον κόμβο 2 (με εκκεντρικότητα 2).

			Είναι σημαντική η παρατήρηση ότι οι κόμβοι του κέντρου ενός γραφήματος είναι ακριβώς οι κόμβοι για τους οποίους ελαχιστοποιείται η μέγιστη απόστασή τους από οποιονδήποτε άλλον κόμβο στο γράφημα. Συνεπώς, οι κόμβοι του κέντρου είναι οι θέσεις για την εγκατάσταση υπηρεσιών για τις οποίες θέλουμε να ελαχιστοποιείται ο μέγιστος χρόνος ανταπόκρισης.

			Το γράφημα του Σχήματος 5.8α δείχνει ότι το κέντρο ενός γραφήματος δεν είναι απαραίτητα ένας μόνον κόμβος. Μάλιστα, όπως αποδεικνύεται στο επόμενο θεώρημα, κάθε γράφημα μπορεί να είναι το κέντρο ενός γραφήματος. ∎

			 

			Θεώρημα 5.4 Κάθε γράφημα είναι το κέντρο κάποιου συνεκτικού γραφήματος.

			Απόδειξη. Η απόδειξη είναι κατασκευαστική. Για δοθέν γράφημα H, κατασκευάζουμε γράφημα G που έχει το H ως κέντρο.
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			Σχήμα 5.9: Ένα γράφημα G με κέντρο το γράφημα H.

			 

			Αρκεί να προσθέσουμε 4 επιπλέον κόμβους v1, v2, u1, u2 και να συνδέσουμε τους v1, v2 με κάθε κόμβο του H, τον u1 μόνον με τον v1 και τον u2 μόνον με τον v2, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.9. Λόγω της κατασκευής, κάθε κόμβος του υπογραφήματος H έχει εκκεντρικότητα 2, ενώ τα v1, v2 έχουν εκκεντρικότητα 3 και τα u1, u2 έχουν εκκεντρικότητα 4. Συνεπώς, το H είναι το κέντρο του γραφήματος G. ∎

			 

			Είδαμε ότι κάθε γράφημα είναι το κέντρο κάποιου κατάλληλου γραφήματος. Όμως, η πρόταση αυτή δεν ισχύει για δένδρα, δηλαδή δεν ισχύει ότι κάθε δένδρο είναι το κέντρο κάποιου κατάλληλου δένδρου. Μάλιστα, δεν είναι δύσκολο να αποδειχθεί ότι το κέντρο ενός δένδρου είναι είτε 1 κόμβος είτε 2 γειτονικοί κόμβοι.

			Θεώρημα 5.5 Σε κάθε δένδρο, το κέντρο είναι είτε ένα γράφημα Κ1 είτε ένα γράφημα Κ2.

			Με βάση το Θεώρημα 5.5, μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε το κέντρο ενός δένδρου T, όπως φαίνεται στην περιγραφή του Αλγορίθμου 5.4.
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			Ο αλγόριθμος αυτός υπολογίζει το κέντρο ενός δένδρου σε χρόνο ανάλογο του μεγέθους του.

			Εάν πάλι μας ενδιαφέρει να βρούμε έναν κόμβο του οποίου η μέση απόσταση (ή το άθροισμα των αποστάσεων) από τους υπόλοιπους κόμβους ελαχιστοποιείται, τότε είναι χρήσιμη η έννοια του μέσου. Το μέσο (median), median(G), ενός γραφήματος G είναι το υπογράφημα του G, το οποίο επάγεται από τους κόμβους με την ελάχιστη συνολική απόσταση, όπου η συνολική απόσταση ενός κόμβου είναι το άθροισμα των αποστάσεων από όλους τους υπόλοιπους κόμβους. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 5.8α, το μέσο του γραφήματος είναι το υπογράφημα που επάγεται από τον κόμβο v2 (βλέπε Σχήμα 5.7).

			Συνεπώς, οι κόμβοι του μέσου είναι οι θέσεις για την εγκατάσταση υπηρεσιών για τις οποίες θέλουμε να ελαχιστοποιείται ο συνολικός χρόνος μετακίνησης εμπρός-πίσω προς όλα τα υπόλοιπα σημεία της περιοχής δικαιοδοσίας τους.

			Αξίζει να σημειωθεί ότι το κέντρο και το μέσο ενός γραφήματος δεν ταυτίζονται απαραίτητα. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 5.8α, το κέντρο του γραφήματος περιλαμβάνει τους κόμβους v2, v3, v5, v6 και, συνεπώς, περιέχει το μέσο του γραφήματος. Ωστόσο, υπάρχουν γραφήματα στα οποία το κέντρο και το μέσο δεν έχουν κοινούς κόμβους. Κάτι τέτοιο ισχύει στο γράφημα του Σχήματος 5.8β, όπου το κέντρο είναι ο κόμβος 2, ενώ το μέσο είναι ο κόμβος 8.

			 

			5.4  Κωδικοποιήσεις Ανθεκτικές σε Σφάλματα

			 

			Κατά τη μετάδοσή του, ένα ραδιοφωνικό μήνυμα ενδέχεται να αλλοιωθεί λόγω παρεμβολών. Η αλλαγή έστω και ενός χαρακτήρα μπορεί να οδηγήσει σε εσφαλμένη μετάδοση. Για παράδειγμα, εάν λάβουμε το μήνυμα «Η ΡΑΣΗ ΕΧΕΙ ΑΝΕΒΕΙ», αντιλαμβανόμαστε ότι υπάρχει κάποιο λάθος. Ίσως το σωστό μήνυμα να είναι «Η ΒΑΣΗ ΕΧΕΙ ΑΝΕΒΕΙ» ή «Η ΤΑΣΗ ΕΧΕΙ ΑΝΕΒΕΙ» ή, ίσως, «Η ΦΑΣΗ ΕΧΕΙ ΑΝΕΒΕΙ» ή κάτι άλλο. Είναι σαφές ότι είναι σημαντικό τα μηνύματα να λαμβάνονται, όπως έχουν αποσταλεί. Για να εξασφαλίσουμε την ορθή μετάδοση ενός μηνύματος, συνήθως κωδικοποιούμε το μήνυμα, δηλαδή το περιγράφουμε σε μία κατάλληλη γλώσσα, στην οποία δεν θα είναι εύκολο να παρερμηνεύσουμε μία λέξη για μία άλλη.

			Για ακέραιο b ≥ 2, το σύνολο Α = {0, 1, …, b - 1}, που αποτελείται από b σύμβολα, είναι ένα αλφάβητο. Μία διατεταγμένη ακολουθία k συμβόλων από το σύνολο Α σχηματίζει μία λέξη μήκους k.

			Για δύο λέξεις w1 και w2 του ιδίου μήκους, η απόσταση d(w1, w2) (που συχνά αναφέρεται ως απόσταση Hamming) των w1 και w2 είναι το πλήθος αντίστοιχων στοιχείων των w1 και w2 στα οποία αυτές διαφέρουν. Για παράδειγμα, εάν b = 5, τότε Α = {0, 1, 2, 3, 4}. Η απόσταση μεταξύ των λέξεων w1 = 4 1 1 2 0 και w2 = 4 0 1 3 2 (μήκους 5) είναι d(w1, w2) = 3 (οι λέξεις w1 και w2 διαφέρουν στο 2ο, 4ο και 5ο τους στοιχείο).

			Μία κωδικοποίηση C για ένα θετικό ακέραιο  και ένα αλφάβητο Α με b σύμβολα είναι ένα σύνολο λέξεων από το αλφάβητο Α, οι οποίες έχουν μήκος n. Μία τέτοια κωδικοποίηση, επίσης, δηλώνεται ως μία (n, b)-κωδικοποίηση. Εάν b = 2, τότε η C είναι δυαδική κωδικοποίηση. Κάθε στοιχείο της κωδικοποίησης C λέγεται κωδική λέξη. Η απόσταση d(C) της κωδικοποίησης C οριζεται ως εξής:
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			δηλαδή το ελάχιστο υπολογίζεται για κάθε ζεύγος διαφορετικών κωδικών λέξεων w1, w2 της C. Η πρόκληση στη θεωρία κωδικοποίησης είναι να κατασκευάσουμε κωδικοποιήσεις οι οποίες: (α) χρησιμοποιούν μικρά αλφάβητα, και (β) χρησιμοποιούν λέξεις καταλλήλου μήκους n, που είναι επαρκώς μεγάλο, ώστε να μπορούν να χρησιμοποιηθούν πολλές λέξεις με αρκετά μεγάλη απόσταση και είναι επαρκώς μικρό, ώστε να απλοποιεί τη μετάδοση των μηνυμάτων.

			Η κατασκευή μίας (n, b)-κωδικοποίησης έχει γραφοθεωρητική απόδοση. Θεωρήστε το γράφημα:
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			όπου το δεξιό μέλος είναι το γινόμενο n γραφημάτων Kb. Συνεπώς, κάθε κόμβος v του G χαρακτηρίζεται από μία διατεταγμένη ακολουθία n συμβόλων, καθένα από τα οποία ανήκει στο αλφάβητο Α = {0, 1, …, b - 1} και το γράφημα G έχει τάξη bn. Εάν b = 2, τότε το G είναι ο n-διάστατος υπερκύβος. Δύο κόμβοι u = (u1, u2, …, un) και v = (v1, v2, …, vn) του G είναι γειτονικοί, εάν-ν διαφέρουν σε ακριβώς μία συντεταγμένη. Μία (n, b)-κωδικοποίηση C συνίσταται σε ένα υποσύνολο των κόμβων του G. Ο στόχος είναι να επιλέξουμε το απαιτούμενο πλήθος κόμβων (που αντιστοιχούν στις κωδικές λέξεις της C), ώστε η απόσταση οποιωνδήποτε δύο από αυτούς στο G να είναι όσο το δυνατόν μεγαλύτερη (παρατηρήστε ότι η απόσταση δύο κόμβων στο G ισούται με την απόσταση Hamming των αντιστοίχων κωδικών λέξεων).

			Ας ασχοληθούμε τώρα με το πρόβλημα κατασκευής μίας κωδικοποίησης. Ιδανικά, η κωδικοποίηση θα πρέπει να είναι έτσι, ώστε, ακόμη και εάν υπάρξει ένα μικρό πλήθος σφαλμάτων, το μήνυμα να μπορεί να γίνει κατανοητό. Μία κωδικοποίηση C είναι ανθεκτική σε k σφάλματα (k-error correcting), εάν για κάθε κωδική λέξη w της C η w είναι η μοναδική κωδική λέξη πιο κοντά σε οποιαδήποτε αλλοίωσή της σε το πολύ k σύμβολά της. Έτσι, εάν κάποια τέτοια λέξη μεταδοθεί, θα μπορούμε να εντοπίσουμε τη σωστή λέξη, ακόμη κι εάν σημειωθούν k σφάλματα.

			Ας θεωρήσουμε μία (n, b)- κωδικοποίηση C που είναι ανθεκτική σε 1 σφάλμα. Τότε για κάθε ζεύγος κωδικών λέξεων, η απόστασή τους πρέπει να είναι μεγαλύτερη από 1, καθώς, εάν η απόσταση κάποιου ζεύγους κωδικών λέξεων είναι 1, τότε εξ αιτίας ενός και μόνον σφάλματος η μία κωδική λέξη μπορεί να μετατραπεί στην άλλη, αλλοιώνοντας το μήνυμα. Για την ακρίβεια, η απόσταση δύο κωδικών λέξεων δεν μπορεί να είναι ούτε 2, καθώς, εάν υπάρχουν 2 κωδικές λέξεις με απόσταση 2 και υπάρξει 1 σφάλμα, και πάλι δεν μπορούμε να βρούμε τη σωστή λέξη με μοναδικό τρόπο. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε τις κωδικές λέξεις που αντιστοιχούν σε 2 κόμβους, u = (u1, u2, …, un) και v = (v1, v2, …, vn), του γραφήματος G που διαφέρουν ακριβώς στην i και j συντεταγμένη τους. Εάν λόγω 1 σφάλματος προκύψει η λέξη που αντιστοιχεί στον κόμβο (u1, u2, …, ui, …, vj, …, un), δεν μπορούμε να είμαστε σίγουροι εάν η κωδική λέξη του μηνύματος ήταν αυτή που αντιστοιχεί στον κόμβο u ή αυτή που αντιστοιχεί στον κόμβο v. Συνεπώς, για μία κωδικοποίηση C η οποία είναι ανθεκτική σε 1 σφάλμα απαιτείται d(C) ≥ 3.

			Γενικότερα, αποδεικνύεται ότι ισχύει το ακόλουθο θεώρημα.

			Θεώρημα 5.6 Μία κωδικοποίηση C είναι ανθεκτική σε k σφάλματα, εάν-ν d(C) ≥ 2k + 1.

			Απόδειξη. Αρχικά, θα δείξουμε ότι, εάν για μία κωδικοποίηση C ισχύει ότι d(C) ≥ 2k + 1, τότε αυτή είναι ανθεκτική σε k σφάλματα. Ας θεωρήσουμε μία τέτοια κωδικοποίηση και έστω ότι σημειώνονται το πολύ k σφάλματα κατά τη μετάδοση κάθε κωδικής λέξης. Έστω  μία κωδική λέξη που αποστέλλεται και έστω w΄ η λέξη που λαμβάνεται. Εφόσον κατά τη μετάδοση της w σημειώνονται το πολύ k σφάλματα, συμπεραίνουμε ότι d(w, w΄) ≤ k. Έστω z μία οποιαδήποτε κωδική λέξη στην κωδικοποίηση C διαφορετική από την w. Τότε d(w, z) ≥ 2k + 1 και από την τριγωνική ανισότητα d(w, z) ≤ d(w, w΄) + d(w΄, z) έχουμε ότι d(w΄, z) ≥ d(w, z) - d(w, w΄) ≥ 2k + 1 – k = k + 1. Άρα, η w είναι η μόνη κωδική λέξη με μικρότερη απόσταση από τη λέξη w΄, η οποία, συνεπώς, ορθά ερμηνεύεται ως w.

			Για το ανάστροφο, ας υποθέσουμε ότι η κωδικοποίηση C είναι ανθεκτική σε k σφάλματα. Θα δείξουμε ότι d(C) ≥ 2k + 1. Χρησιμοποιούμε απαγωγή σε άτοπο, δηλαδή υποθέτουμε ότι d(C) < 2k + 1. Άρα, υπάρχουν δύο κωδικές λέξεις w και z, τέτοιες ώστε d(w, z) = d ≤ 2k, δηλαδή οι w και z διαφέρουν σε ακριβώς d στοιχεία. Έστω w΄ η λέξη που προκύπτει από τη λέξη w, στην οποία 
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 στοιχεία από τα d στα οποία διαφέρει από την z έχουν αντικατασταθεί από τις τιμές στην z. Καθώς 
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, είναι πιθανό κατά τη μετάδοση της λέξης w να ληφθεί η w΄. Αλλά τότε d(w΄, z) = d - d/2 - d/2 ≤ d/2  - d(w, w΄), κάτι το οποίο συνεπάγεται ότι η κωδική λέξη z έχει μικρότερη απόσταση από την w΄ από ότι η w και, άρα, η w΄ δεν θα ερμηνευθεί ως w. Όμως, αυτό έρχεται σε αντίφαση με την υπόθεσή μας ότι η κωδικοποίηση C είναι ανθεκτική σε k σφάλματα. Άτοπο. Άρα, d(C) ≥ 2k + 1. ∎

			 

			Εάν μία (n, b)-κωδικοποίηση C είναι ανθεκτική σε k σφάλματα, υπάρχει ένα άνω φράγμα στο πλήθος των κωδικών λέξεων της C, όπως φαίνεται στο επόμενο θεώρημα.

			Θεώρημα 5.7 Εάν C είναι μία (n, b)-κωδικοποίηση ανθεκτική σε k σφάλματα τότε

			
 
  | C |≤ 
   
    
     b
     n
    
    
   s
  
   όπου s=
   ∑
   
    i=0
   k
  
  (
   
    
     
      
       n
      
     
     
      
       i
      
     
     
    
  )
   
    (
     
      b−1
    )
   i
  
  .


			Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε μία οποιαδήποτε κωδική λέξη w (μήκους n) της κωδικοποίησης C και έστω S(w) το σύνολο όλων των λέξεων που διαφέρουν από την w σε το πολύ k από τα n σύμβολά της. Θα υπολογίσουμε τον πληθάριθμο του συνόλου S(w). Πρώτα-πρώτα, μόνον η λέξη w δεν διαφέρει από την w, άρα μόνο μία λέξη διαφέρει από την w σε 0 σύμβολα. Ας υπολογίσουμε τώρα πόσες λέξεις διαφέρουν από την  σε ακριβώς  από τα n σύμβολά της, όπου 1 ≤ i ≤ k. Υπάρχουν 
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 συνδυασμοί i συμβόλων από τα n σύμβολα της w. Για καθέναν από αυτούς τους συνδυασμούς και για καθένα από τα i σύμβολα του συνδυασμού, υπάρχουν b - 1 πιθανά διαφορετικά σύμβολα. Συνεπώς, για καθέναν από τους 
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 συνδυασμούς i συμβόλων, υπάρχουν (b - 1)i λέξεις που διαφέρουν από την w σε ακριβώς αυτά τα i σύμβολα, οπότε το πλήθος λέξεων που διαφέρουν από την w σε ακριβώς i από τα n σύμβολά της είναι 
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 Έτσι, το συνολικό πλήθος λέξεων που διαφέρουν από την w σε το πολύ k από τα n σύμβολά της είναι:
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			(Σημειώστε ότι:
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			Επειδή η κωδικοποίηση C είναι ανθεκτική σε k σφάλματα, μόνον η w από αυτές τις λέξεις μπορεί να ανήκει στις κωδικές λέξεις της C. Επιπλέον, για δύο διαφορετικές κωδικές λέξεις w και w΄ της C, ισχύει ότι S(w) ∩ S(w΄) = ∅. Εάν υπήρχε λέξη y ∈ S(w) ∩ S(w΄), τότε λόγω της τριγωνικής ανισότητας της απόστασης:
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			Όμως, αυτό έρχεται σε αντίφαση με το γεγονός ότι d(C) ≥ 2k + 1. Συνεπώς, το πλήθος κωδικών λέξεων της κωδικοποίησης C είναι το πολύ bn / s λαμβάνοντας υπόψη ότι το πλήθος λέξεων μήκους n από αλφάβητο b συμβόλων είναι bn. ∎
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			Σχήμα 5.10: Οι κωδικές λέξεις 0 0 1 και 1 1 0, που ορίζονται από τους δύο σημειωμένους κόμβους (μαύροι κόμβοι), ορίζουν μία (3, 2)-κωδικοποίηση ανθεκτική σε 1 σφάλμα. 

			 

			Μία (n, b)-κωδικοποίηση C η οποία είναι ανθεκτική σε k σφάλματα είναι τέλεια (perfect) εάν |C| = bn / s. Για παράδειγμα, μία (3, 2)-κωδικοποίηση C που είναι ανθεκτική σε 1 σφάλμα είναι τέλεια εάν 
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. Μία τέτοια κωδικοποίηση μπορεί να προκύψει επιλέγοντας 2 οποιουσδήποτε κόμβους σε απόσταση 3 στον τρισδιάστατο υπερκύβο (βλέπε Σχήμα 5.10). Για παράδειγμα, μπορούν να επιλεγούν οι κόμβοι (0,0,1) και (1,1,0) ή (1,0,1) και (0,1,0) κ.λπ. 
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			Ασκησεις 5

			 

			Άσκηση 1

			Διατυπώστε ένα γραμμικό αλγόριθμο βασισμένο στην κατά-πλάτος διερεύνηση, ο οποίος θα υπολογίζει το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος. 

			Διατυπώστε ένα γραμμικό αλγόριθμο βασισμένο στην κατά-πλάτος διερεύνηση, ο οποίος θα αναγνωρίζει εάν ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα είναι διμερές. Δείξτε την ορθότητα του αλγορίθμου σας.

			 

			Άσκηση 2

			Έστω G ένα έμβαρο γράφημα και P μία διαδρομή του G μήκους k, όπου το βάρος κάθε ακμής είναι ένας ακέραιος διάφορος του μηδενός (το βάρος μίας τετριμμένης διαδρομής είναι μηδέν). Διατυπώστε έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας O(k3), ο οποίος θα υπολογίζει μία υποδιαδρομή (subpath) της P μέγιστου βάρους. Μπορείτε να διατυπώσετε έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας O(k) για το ίδιο πρόβλημα;

			 

			Άσκηση 3

			Έστω G ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα με ακμικά βάρη και έστω s ένας κόμβος του γραφήματος με βαθμό εισόδου 0, δηλαδή indeg(s) = 0. Δείξτε ότι ο αλγόριθμος του Dijkstra για τον υπολογισμό των ελάχιστων διαδρομών του γραφήματος G από τον κόμβο s δεν είναι ορθός (δεν δίδει πάντα σωστό αποτέλεσμα) όταν το γράφημα G έχει αρνητικά ακμικά βάρη.

			 

			Άσκηση 4

			Έστω G ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n και μεγέθους n - 1.  Σχεδιάστε και αναλύστε αλγόριθμο για τον υπολογισμό της εκκεντρικότητας των κόμβων του G.

			 

			Άσκηση 5

			Δίδονται τα επόμενα δύο γραφήματα G1 (μη-κατευθυνόμενο) και G2 (έμβαρο μη-κατευθυνόμενο). 
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			Για κάθε ένα γράφημα, υπολογίστε: (α) την εκκεντρικότητα κάθε κόμβου του, (β) την απόσταση κάθε κόμβου του, (γ) το κέντρο του γραφήματος και (δ) το μέσο του γραφήματος.

			 

			Άσκηση 6

			Δείξτε ότι κάθε έμβαρο γράφημα H είναι κέντρο ενός έμβαρου γραφήματος G.

			 

			Άσκηση 7

			Έστω G ένα γράφημα. Δείξτε ότι, εάν uv ∈ E(G), τότε για τις εκκεντρικότητες e(u) και e(v) των κόμβων u και v, αντίστοιχα, ισχύει |e(u) - e(v)| ≤ 1.

			 

			Άσκηση 8

			Έστω A = {0, 1, 2} και έστω S1 το σύνολο όλων των λέξεων μήκους 3 από το A. Εάν w ∈ S1, τότε υπολογίστε το πλήθος των λέξεων του S1 που είναι σε απόσταση 3 από τη λέξη w.

			 

			Άσκηση 9

			Έστω ότι η απόσταση μεταξύ κάθε ζεύγους διαφορετικών λέξεων μίας κωδικοποίησης C είναι 5, 6 ή 7. Ποιά είναι η μεγαλύτερη τιμή t, τέτοια ώστε η C να είναι ανθεκτική σε t σφάλματα;

			 

			Άσκηση 10

			Δώστε ένα παράδειγμα δυαδικής κωδικοποίησης C που είναι ανθεκτική σε 2 σφάλματα όπου |C| = 3.

			 

			Άσκηση 11

			Πόσες (6,3)-κωδικοποιήσεις C = {(0, 0, 0, 0, 0, 0), x} υπάρχουν που είναι ανθεκτικές σε 2 σφάλματα; (Δηλαδή προσδιορίστε το πλήθος των επιλογών του x).

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

			 

			 

			ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ EULER KAI HAMILTON

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή, Γραφήματα Euler (διαδρομές και κυκλώματα Euler, ιδιότητες γραφημάτων Euler, αλγόριθμοι αναγνώρισης γραφημάτων Euler), Κατευθυνόμενα Γραφήματα Euler (ιδιότητες και χαρακτηρισμοί), Το Πρόβλημα του Κινέζου Ταχυδρόμου (μοντελοποίηση, μέθοδος επίλυσης, αλγόριθμος επίλυσης του προβλήματος), Διαδρομές και Κύκλοι Hamilton, Γραφήματα Hamilton, Το Πρόβλημα του Πλανόδιου Πωλητή, Τουρνουά, Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων του κεφαλαίου 5. Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών. Καλή γνώση δομών δεδομένων και αλγοριθμικών τεχνικών. 

			 

			6.1  Εισαγωγή

			 

			H θεωρία γραφημάτων θεωρείται ότι ξεκίνησε τον 18ο αιώνα, όταν ο Ελβετός μαθηματικός Leonard Euler έλυσε το πρόβλημα των 7 γεφυρών του Konigsberg. Ένα μοντέλο του προβλήματος του Konigsberg, όπως εμφανίσθηκε τον 17ο αιώνα, εμφανίζεται στο Σχήμα 6.1. Ο ποταμός Pregel, ο οποίος περνούσε μέσα από την πόλη, περιέκλειε τη νήσο Kneiphof και στα δεξιά του χάρτη του Σχήματος 6.1 τη διαχώριζε σε δύο τμήματα. Για να διευκολυνθεί η διέλευση των πολιτών από τη μία πλευρά της πόλης στην άλλη, το ποτάμι συνδεόταν με 7 γέφυρες. Από την άλλη πλευρά, οι πολίτες τις πόλης συνήθιζαν να συναγωνίζονται για το ποιός θα βρει μία διαδρομή που να ξεκινά από μία περιοχή της πόλης, έστω Α, να διασχίζει και τις 7 γέφυρες, με τον περιορισμό ότι κάθε γέφυρα θα διασχισθεί ακριβώς μία φορά, και να καταλήγει πάλι στην περιοχή Α. Ωστόσο, επειδή κάθε προσπάθεια απέβαινε άκαρπη, αρκετοί πίστευαν ότι δεν υπήρχε τέτοια διαδρομή. Έτσι, το πρόβλημα της εύρεσης τέτοιας διαδρομή, γνωστό ως το Πρόβλημα των Γεφυρών του Konigsberg, δεν είχε λυθεί, μέχρι που ο Euler έδωσε μία μαθηματική λύση το 1736.

			Έτσι, ο Euler, ονομάζοντας τις χερσαίες περιοχές της πόλης A, B, C, και D, μοντελοποίησε το πρόβλημα των γεφυρών του Konigsberg στο πολυγράφημα G του Σχήματος 6.1, αντιστοιχίζοντας τους κόμβους του γραφήματος στις χερσαίες περιοχές και τις ακμές στις 7 γέφυρες. Με τη μοντελοποίηση αυτή, το πρόβλημα των γεφυρών του Konigsberg τώρα ανάγεται στην εύρεση του εάν το πολυγράφημα G περιέχει διαδρομή που να περιέχει όλες τις ακμές του G μία μόνο φορά.

			O Euler απέδειξε ότι στο πολυγράφημα G δεν υπάρχει τέτοια διαδρομή, και επομένως απέδειξε ότι το διάσημο πρόβλημα των 7 γεφυρών του Konigsberg δεν έχει λύση. Προφανώς, η απόδειξή του Euler δεν θα είχε μεγάλη αξία, εάν περιοριζόταν σε αυτό καθ’ αυτό το συγκεκριμένο πρόβλημα. Πράγματι, ο Euler απέδειξε ιδιότητες για το πότε γενικά ένα (πολυ) γράφημα G έχει μία τέτοια διαδρομή, δηλαδή μία διαδρομή με αρχικό και τελικό κόμβο τον ίδιο και να περιέχει όλες τις ακμές του γραφήματος μία μόνο φορά. Μία τέτοια διαδρομή ενός γραφήματος G ονομάζεται διαδρομή Euler και το G γράφημα Euler.
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			Σχήμα 6.1: Το πρόβλημα των 7 γεφυρών του Konigsberg.

			 

			6.2  Γραφήματα Euler

			 

			Ένα ίχνος (trail) σε ένα γράφημα G είναι μία ακολουθία εναλλασσόμενων κόμβων και ακμών Τ = (v0, e1, v1, e2, v2, …, ek, vk), k ≥ 0, τέτοια ώστε το πρώτο και το τελευταίο στοιχείο της είναι κόμβος, ενώ δεν επαναλαμβάνεται κάποια ακμή της (δηλαδή δεν εμφανίζεται στην ακολουθία T περισσότερες από μία φορές). Εάν το πρώτο και το τελευταίο στοιχείο του ίχνους T ταυτίζονται (δηλαδή v0 = vk), τότε ονομάζεται κύκλωμα (circuit). Μερικές φορές, θα χρησιμοποιούμε μόνο τις ακμές Τ = (e1, e2, …, ek) ή μόνο τους κόμβους Τ = (v0, v1, v2, …, vk), για να ορίσουμε ένα ίχνος (ή κύκλωμα). 

			Ένα ίχνος μεταξύ δύο διαφορετικών κόμβων u και v ενός γραφήματος G ονομάζεται διαδρομή Euler (εναλλακτικά, ίχνος Euler), εάν περιέχει όλες τις ακμές του γραφήματος G. Ένα κύκλωμα που περιέχει όλες τις ακμές του G ονομάζεται κύκλωμα Euler.

			Ορισμός 6.1 Ένα γράφημα (πολυγράφημα) G ονομάζεται γράφημα Euler (Eulerian graph), εάν το G έχει ένα κύκλωμα Euler. Το γράφημα G ονομάζεται ημι-Euler (semi-Euler), εάν έχει μία διαδρομή Euler. 

			Στο γράφημα της θέσης (α) του Σχήματος 6.2 είναι ένα ημι-Euler γράφημα, διότι η ακολουθία Τ = (e1, e2, …, e11) είναι μία διαδρομή Euler μεταξύ των κόμβων 1 και 4. Αντίθετα, το γράφημα της θέσης (β) του ίδιου σχήματος είναι γράφημα Euler με κύκλωμα Euler το C = (e1, e2, …, e10).
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			Σχήμα 6.2: (α) Ένα πολυγράφημα ημι- Euler τάξης 6. (β) Ένα πολυγράφημα Euler τάξης 5. 

			 

			Στο εξής θα χρησιμοποιούμε τον όρο γράφημα για ένα πολυγράφημα, και θα διευκρινίζουμε όταν απαιτείται.

			 

			Θεώρημα 6.1 Έστω G ένα συνεκτικό γράφημα τάξης n. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες:

			
					i.	G είναι γράφημα Euler.

					ii.	Κάθε κόμβος του G έχει άρτιο βαθμό, δηλαδή deg(v) = 2k (k ≥ 1), για κάθε v ∈ V(G).

					iii.	Υπάρχει μία διαμέριση του συνόλου των ακμών του E(G) = Ε1 + Ε2 + … + Εp, τέτοια ώστε οι ακμές κάθε συνόλου Ei δημιουργούν κύκλο Ci στο G, 1 ≤ i ≤ p.

			

			 

			Απόδειξη. Θα δείξουμε την ισοδυναμία των προτάσεων (i) και (ii). Οι υπόλοιπες αφήνονται ως άσκηση στον αναγνώστη.

			(i) ⇒ (ii) Έστω C = (v, e1, v1, e2, v2, …, ek, v) ένα κύκλωμα Euler C με αρχικό και τελικό κόμβο τον v. Για να αποδείξουμε ότι κάθε κόμβος του G είναι άρτιου βαθμού, θεωρούμε αρχικά έναν κόμβο u ≠ v. Δεδομένου ότι ο κόμβος u δεν είναι ούτε ο πρώτος ούτε ο τελευταίος κόμβος του κυκλώματος C, όποια φορά εμφανίζεται στο C (ένας κόμβος μπορεί να εμφανισθεί περισσότερες από μία φορές) θα υπάρχει μία ακμή ei πριν από τον u και μία ακμή ej μετά τον u στο κύκλωμα C. Επομένως, κάθε εμφάνιση του u στο κύκλωμα C συνεισφέρει κατά δύο στο βαθμό του και έτσι ο u έχει άρτιο βαθμό. Ομοίως, κάθε εμφάνιση του κόμβου v (εκτός της πρώτης και της τελευταίας) προσθέτει 2 στο βαθμό του, ενώ η αρχική και τελική εμφάνιση του v στο C συνεισφέρει κατά 1 στο βαθμό του και, κατά συνέπεια, και ο κόμβος v θα έχει άρτιο βαθμό.

			(ii) ⇒ (i) Αντιστρόφως, έστω ότι κάθε κόμβος του G έχει άρτιο βαθμό. Τότε δείχνουμε ότι το G είναι γράφημα Euler κατασκευάζοντας ένα κύκλωμα Euler C στο G. Επιλέγουμε ένα κόμβο v του G και ξεκινάμε ένα ίχνος T από το v. Επεκτείνουμε το ίχνος T όσο μπορούμε, μέχρι να φθάσουμε σε ένα κόμβο  του οποίου όλες οι προσκείμενες ακμές του ανήκουν ήδη στο ίχνος T. Ισχυριζόμαστε ότι w = v. Υποθέτουμε το αντίθετο, δηλαδή w ≠ v. Κάθε φορά που ο κόμβος w εμφανίζεται στο ίχνος T, πριν από την τελευταία εμφάνιση του, χρησιμοποιείται μία ακμή για είσοδο σε αυτόν και μία για έξοδο από αυτόν. Έτσι λοιπόν, οι εμφανίσεις του κόμβου w στο T, εκτός της τελευταίας φοράς, αθροίζουν σε άρτιο πλήθος ακμών προσκείμενων στον κόμβο w. Ωστόσο, την τελευταία φορά που ο κόμβος w εμφανίζεται στο ίχνος T χρησιμοποιείται μόνο μία ακμή προσκείμενη σε αυτόν. Επομένως, στο T ο αριθμός των ακμών προσκείμενων στο w είναι περιττός αριθμός. Όμως, εφόσον το w έχει άρτιο βαθμό, θα πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον μία ακμή προσκείμενη στο w, η οποία να μην ανήκει στο ίχνος T. Ωστόσο, το γεγονός αυτό έρχεται σε αντίφαση με το ότι όλες οι προσκείμενες ακμές στον κόμβο w ανήκουν στο ίσχος T. Άρα, όπως ισχυρισθήκαμε, w = v, και το ίχνος T είναι πράγματι κύκλωμα. Εάν το κύκλωμα T περιέχει όλες τις ακμές του G, τότε το T είναι κύκλωμα Euler και κατ’ επέκταση το G είναι ένα γράφημα Euler.

			Ας υποθέσουμε, ωστόσο, ότι το κύκλωμα T δεν περιέχει όλες τις ακμές του G. Επειδή το γράφημα G είναι συνεκτικό, υπάρχει κόμβος u στο T με προσκείμενες ακμές εκτός του T. Έστω το γράφημα Η, που κατασκευάζεται διαγράφοντας τις ακμές του T από το G και το οποίο δεν είναι κενό αφού το T δεν περιέχει όλες τις ακμές του G. Επιπρόσθετα, κάθε κόμβος του T έχει άρτιο πλήθος προσκείμενων ακμών στο T και, κατά συνέπεια κάθε κόμβος στο Η θα πρέπει να έχει άρτιο βαθμό. Επιλέγουμε τον κόμβο u και ξεκινάμε ένα ίχνος T΄ από το u εκτείνοντάς την όσο μπορούμε. Τότε, όπως και πριν, το ίχνος T΄ θα πρέπει να τελειώνει στον κόμβο u και έτσι το T΄ να αποτελεί κύκλωμα. Εάν τώρα εισαγάγουμε το κύκλωμα T΄ στο σημείο του Τ, όπου εμφανίζεται ο κόμβος u, δημιουργούμε ένα κύκλωμα Τ1, το οποίο θα ξεκινά και θα τελειώνει στον κόμβο v και το οποίο θα περιέχει περισσότερες ακμές από το T. Έτσι, εάν το Τ1 περιέχει όλες τις ακμές του G τότε το Τ1 είναι κύκλωμα Euler και το G είναι ένα γράφημα Euler. Άλλως, εάν το Τ1 δεν περιέχει όλες τις ακμές του G, τότε συνεχίζουμε την προηγούμενη διαδικασία, μέχρι να φτάσουμε σε ένα κύκλωμα Euler στο γράφημα G. ∎

			 

			Οι προτάσεις (i)-(ii) του Θεωρήματος 6.1 μας παρέχουν μία απλή μέθοδο, για να αποφανθού-με εάν ένα συνδεδεμένο γράφημα G είναι γράφημα Euler. Μπορούμε εύκολα να σχεδιάσουμε έναν αλγόριθμο για την αναγνώριση γραφημάτων Euler με πολυπλοκότητα χρόνου O(n + m), όπου n η τάξη και m το μέγεθος του γραφήματος εισόδου G. Επίσης, η απόδειξη της ισοδυναμίας των προτάσεων (i) και (ii) του ανωτέρω θεωρήματος προτείνει έναν αλγόριθμο ο οποίος, δεδομένου ενός γραφήματος Euler G, κατασκευάζει ένα κύκλωμα Euler C του G. 

			Από την απόδειξη παρατηρούμε ότι ένα κύκλωμα Euler μπορεί να ξεκινήσει από οποιοδήποτε κόμβο ενός γραφήματος παράλληλων ακμών. Επιπρόσθετα, από το ίδιο Θεώρημα 6.1 μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα κύκλωμα Euler του γραφήματος Euler G βασιζόμενοι στην ιδιότητα ότι οι ακμές ενός γραφήματος Euler αποτελούν ένωση κύκλων ξένων ως προς τις ακμές (edge-disjoint cycles). Ονομάζουμε Euler_CIRCUIT_C τον προηγούμενο αλγόριθμο για τον υπολογισμό ενός Euler κυκλώματος C και τον περιγράφουμε αναλυτικά στον Αλγόριθμο 6.1.
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			Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε έναν άλλο αλγόριθμο (γνωστός ως αλγόριθμος του Fleury) για την κατασκευή ενός Euler κυκλώματος C ενός γραφήματος Euler G, ξεκινώντας από έναν τυχαίο v0 κόμβο του G. Τον αλγόριθμο του Fleury τον ονομάζουμε Euler_CIRCUIT_Fleury και τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 6.2.
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			Θεώρημα 6.2 Ένα συνεκτικό γράφημα G έχει μία διαδρομή Euler (G είναι γράφημα ήμι-Euler) εάν-ν το G έχει ακριβώς δύο κόμβους περιττού βαθμού. Επιπρόσθετα, η διαδρομή Euler ξεκινά από τον ένα κόμβο περιττού βαθμού και τελειώνει στον άλλο.

			Στο ημι-Euler γράφημα του Σχήματος 6.2α, οι κόμβοι 1 και 4 έχουν περιττό βαθμό, ενώ όλοι οι άλλοι έχουν άρτιο. Κάθε διαδρομή Euler στο γράφημα αυτό είναι ένα ίχνος μεταξύ των κόμβων 1 και 4.

			 

			6.3  Κατευθυνόμενα Γραφήματα Euler

			 

			Στη συνέχεια, εξετάζουμε μία άμεση επέκταση των διαδρομών και κυκλωμάτων Euler σε κατευθυνόμενα γραφήματα.

			Έστω G ένα συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα (weakly connected digraph). Μία κατευθυνόμενη διαδρομή Euler μεταξύ δύο διαφορετικών κόμβων u και v του γραφήματος G είναι ένα κατευθυνόμενο ίχνος που περιέχει όλες τις ακμές του G, ενώ ένα κατευθυνόμενο κύκλωμα Euler είναι ένα κατευθυνόμενο κύκλωμα που περιέχει όλες τις ακμές του G.

			Ορισμός 6.2 Ένα συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα G ονομάζεται ημι-Euler (semi-Euler), εάν το G έχει μία κατευθυνόμενη διαδρομή Euler. Το γράφημα G ονομάζεται γράφημα Euler (Eulerian graph), εάν έχει ένα κατευθυνόμενο κύκλωμα Euler.
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			Σχήμα 6.3: Κατευθυνόμενα γράφημα ημι-Euler και Euler.

			 

			Στο κατευθυνόμενο γράφημα (α) του Σχήματος 6.3 υπάρχει η κατευθυνόμενη διαδρομή EulerΤ = (1, 5, 1, 4, 5, 4, 3, 2, 5, 2) από τον κόμβο 1 στον κόμβο 2 και, επομένως, το γράφημα είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα ημι-Euler. Αντίθετα, το γράφημα (β) του ίδιου σχήματος έχει το κατευθυνόμενο κύκλωμα Euler C = (1, 2, 3, 2, 5, 3, 4, 1, 4, 5, 1) και, επομένως, είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα Euler.

			Το επόμενο θεώρημα χαρακτηρίζει τα κατευθυνόμενα γραφήματα ημι-Euler και Euler.

			Θεώρημα 6.3 Έστω G ένα συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα (weakly connected digraph) τάξης n. 

			
					i.	Το G είναι γράφημα Euler εάν-ν ο βαθμός εισόδου κάθε κόμβου v είναι ίσος με το βαθμό εξόδο του, δηλαδή din(v) = dout(v), για κάθε κόμβο v ∈ V(G).

					ii.	Το G είναι γράφημα ημι-Euler εάν-ν υπάρχουν δύο κόμβοι v και u τέτοιοι ώστε:

			

			(ii.a) dout(v) = din(v) + 1,

			(ii.b) dout(u) = din(u) – 1, και 

			(ii.c) dout(w) = din(w), για κάθε κόμβο w ∈ V(G) – {v, u}.

			 

			Παρατηρούμε ότι στο γράφημα (α) του Σχήματος 6.3 ισχύει dout(1) = din(1) + 1 και dout(2) = din(2) – 1 και για κάθε άλλο κόμβο w ∈ {3, 4, 5} ισχύει dout(w) = din(w). Στο γράφημα αυτό κάθε κατευθυνόμενη διαδρομή Euler Τ αρχίζει από τον κόμβο 1 και τελειώνει στον κόμβο 2. Στο γράφημα (β) του Σχήματος 6.3 παρατηρούμε ότι κάθε κόμβος του έχει βαθμό εισόδου ίσο με το βαθμό εξόδου του και πράγματι έχει ένα κατευθυνόμενο κύκλωμα Euler. 

			 

			6.4  Το Πρόβλημα του Κινέζου Ταχυδρόμου

			 

			Υποθέστε ότι ένας ταχυδρόμος πρέπει να παραδώσει την αλληλογραφία σε κάθε σπίτι σε μία μικρή πόλη. Ο ταχυδρόμος, λοιπόν, θα ήθελε να καλύψει την αντίστοιχη διαδρομή με τον αποδοτικότερο τρόπο και να επιστρέψει εν τέλει στο ταχυδρομείο. Επομένως, ο ταχυδρόμος θα πρέπει να βρει μία διαδρομή που να περνά από κάθε δρόμο τουλάχιστον μία φορά, αλλά να ελαχιστοποιεί το συνολικό αριθμό των φορών που είναι απαραίτητο να περπατήσει σε ένα συγκεκριμένο δρόμο. Το πρόβλημα εύρεσης τέτοιας διαδρομής καλείται Το Πρόβλημα του Κινέζου Ταχυδρόμου και το όνομά του δόθηκε από τον M.K. Kwan το 1962, ο οποίος πρώτος καθόρισε το πρόβλημα.

			Μοντελοποίηση. Μπορούμε να μοντελοποιήσουμε το πρόβλημα αυτό μέσω ενός γραφήματος όπου τα σταυροδρόμία της πόλης αντιστοιχούν σε κόμβους του γραφήματος και δύο κόμβοι είναι γειτονικοί, εάν ο δρόμος που ενώνει τα αντίστοιχα σταυροδρόμια δεν ενώνεται με τρίτο σταυροδρόμι. Εάν κάνουμε κάτι τέτοιο, τότε το πρόβλημα του κινέζου ταχυδρόμου ανάγεται στο εξής γραφο-θεωρητικό πρόβλημα: Σε ένα συνεκτικό γράφημα G, βρες έναν ελάχιστο κλειστό περίπατο (closed walk) που να περιέχει όλες τις ακμές του G. Μία τέτοια διαδρομή την ονομάζουμε περίπατο Euler (Eulerian walk) του γραφήματος G. 

			Μέθοδος Επίλυσης. Εάν το συνεκτικό γράφημα G που μοντελοποιεί το πρόβλημα του κινέζου ταχυδρόμου είναι γράφημα Euler, τότε έχουμε άμεσα έναν αλγόριθμο επίλυσης. Πράγματι, αρκεί να βρούμε ένα κύκλωμα Euler του G και από αυτό να κατασκευάσουμε το περίπατο Euler με αρχή και τέλος τον κόμβο αφετηρίας και προορισμού w (ο κόμβος  αντιστοιχεί στο σταυροδρόμι που βρίσκεται το ταχυδρομείο). Εάν το G δεν είναι γράφημα Euler, τότε προσφεύγουμε σε μία εναλλακτική μέθοδο επίλυσης που περιγράφουμε στη συνέχεια.

			Πριν από την περιγραφή της προτεινόμενης μεθόδου, διατυπώνουμε κάποιες παρατηρήσεις και δίδουμε μερικές χρήσιμες ιδιότητες των περιπάτων Euler ενός γραφήματος G.

			
					1.	Εύκολα παρατηρούμε ότι, εάν διπλασιάσουμε κάθε ακμή ενός γραφήματος G, δηλαδή αντικαταστήσουμε κάθε ακμή του με ένα ζεύγος παράλληλων ακμών, τότε προκύπτει ένα πολυγράφημα Euler Η (Eulerian multi-graph). Πράγματι, το Η είναι γράφημα Euler, διότι είναι συνδεδεμένο και ισχύει deg(v) = 2k, k ≥ 1, για όλους τους κόμβους v ∈ V(G) = V(Η) (στην πραγματικότητα, ο βαθμός κάθε κόμβου του Η είναι διπλάσιος του βαθμού του αντίστοιχου κόμβου του G). Επιπρόσθετα, ισχύει ότι το G είναι υποκείμενο γράφημα του Η. Επομένως, ένα κύκλωμα Euler του H παράγει ένα κλειστό περίπατο (closed walk) του G, ο οποίος περιέχει κάθε ακμή του G.

					2.	Από την παρατήρηση αυτή είναι εύκολο να δούμε ότι κάθε γράφημα (και, επομένως, και το G, που μοντελοποιεί το πρόβλημα του κινέζου ταχυδρόμου) έχει ένα περίπατο Euler (Eulerian walk) με μήκος τουλάχιστο m, αλλά όχι περισσότερο του 2m, όπου m το πλήθος των ακμών του γραφήματος G. Εάν το G είναι γράφημα Euler μεγέθους m, τότε το μήκος ενός περιπάτου Euler στο G είναι m, ενώ, εάν το G είναι δένδρο, το μέγεθος ενός περιπάτου Euler είναι μεγέθους 2m.

					3.	Εάν το G δεν είναι γράφημα Euler, τότε το G περιέχει άρτιο αριθμό κόμβων περιττού βαθμού. Έστω Vodd(G) = {u1, u2, …, u2k}, k ≥ 1, το σύνολο των κόμβων περιττού βαθμού του G. To γράφημα G του Σχήματος 6.4α δεν είναι Euler και ισχύει Vodd(G) = {1, 2, 6, 8}.

			

			 

			Μία διμελής διαμέριση του συνόλου Vodd(G) είναι μία διαμέριση του σε k υποσύνολα των δύο στοιχείων. Για μία διμελή διαμέριση:
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			ορίζουμε την απόσταση d(π) της π ως το άθροισμα των αποστάσεων των μελών της στο γράφημα G, δηλαδή:
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			Σχήμα 6.4: Παράδειγμα για τη λύση του προβλήματος του κινέζου ταχυδρόμου.

			 

			Έστω μ(G) = min{d(π)}, για κάθε π του G (το ελάχιστο υπολογίζεται επάνω σε όλες τις διμελείς διαμερίσεις π του συνόλου Vodd(G). Είναι προφανές ότι, εάν G είναι ένα γράφημα Euler, ισχύει Vodd(G) = ∅ και τότε ορίζουμε m(G) = 0.

			To γράφημα G του Σχήματος 6.4α, με Vodd(G) = {1, 2, 6, 8}, έχει τρεις διμελείς διαμερίσεις: την π1 = {(v1, v2), (v6, v8)}, την π2 = {(v1, v8), (v2, v6)}, και την διαμέριση π3 = {(v1, v6), (v2, v8)}, με αποστάσεις d(π1) = 6, d(π2) = 4, d(π3) = 6. Πράγματι, d(π1) = d(v1, v2) + d(v6, v8) = 6, γιατί μία ελάχιστη διαδρομή μεταξύ v1 και v2 στο γράφημα G είναι η Δ(v1, v8, v4, v3, v2) με μήκος 4 και, επομένως, d(v1, v2) = 4, ενώ μία ελάχιστη διαδρομή μεταξύ v6 και v8 είναι η Δ(v6, v7, v8) με μήκος 2 και, επομένως, d(v6, v8) = 2. Στο Σχήμα 6.4β δείχνουμε το μήκος των ελάχιστων διαδρομών μεταξύ όλων των ζευγών των κόμβων του Vodd(G), θεωρώντας το βάρος κάθε ακμής 1. Για το γράφημα G του παραδείγματός μας ισχύει μ(G) = d(π2).

			Το ακόλουθο θεώρημα που παρατίθεται δίχως απόδειξη, διατυπώθηκε από τους Goodman και Hedetniemi το 1973 και δίδει το μήκος ενός περιπάτου Euler για κάθε συνδεδεμένο γράφημα G μεγέθους m. 

			Θεώρημα 6.4 (Goodman και Hedetniemi, 1973). Εάν G είναι ένα συνεκτικό γράφημα μεγέθους m, τότε ένας περίπατος Euler (Eulerian walk) στο G θα έχει μήκος m + μ(G).

			
					1.	Έστω ότι έχουμε υπολογίσει μία διμελή διαμέριση π = {(xi, yi) | 1 ≤ i ≤ k} του συνόλου Vodd (G) τέτοια ώστε μ(G) = d(π). Για κάθε ζεύγος κόμβων (xi, yi) της π υπολογίζουμε την ελάχιστη διαδρομή Δi = (xi, z1, z2, …, zp, yi) μεταξύ αυτών, p ≥ 0. Εάν αντικαταστήσουμε την κάθε ακμή της διαδρομής Δi, 1 ≤ i ≤ k, με ένα ζεύγος παράλληλων ακμών, τότε προκύπτει ένα πολυγράφημα Η τέτοιο ώστε το Η είναι γράφημα Euler και το G είναι υποκείμενο γράφημα του H.

			

			 

			Στο γράφημα G του Σχήματος 6.4α έχουμε ότι μ(G) = d(π2), όπου π2 = {(v1, v8), (v2, v6)}. Οι ελάχιστες διαδρομές των δύο ζευγών είναι Δ1 = (v1, v8) και Δ2 = (v2, v3, v4, v6). Επομένως, για την κατασκευή του πολυγραφήματος Η αρκεί να αντικαταστήσουμε κάθε μία από τις ακμές (v1, v8), (v2, v3), (v3, v4), και (v4, v6) με ένα ζεύγος παράλληλων ακμών (βλέπε το γράφημα του Σχήματος 6.4γ).

			Βασιζόμενοι στις παρατηρήσεις αυτές και στο αποτέλεσμα του Θεωρήματος 6.1, δίνουμε έναν αλγόριθμο επίλυσης του προβλήματος του κινέζου ταχυδρόμου, τον οποίο ονομάζουμε CHINESE_POSTMAN και τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 6.3.
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			Έστω ότι ο Αλγόριθμος CHINESE_POSTMAN πάρει ως είσοδο το γράφημα G του Σχήματος 6.4(α) με κόμβο αφετηρίας w = v1. Τότε, στο Βήμα 6 υπολογίζει ένα κύκλωμα Euler στο γράφημα Η του Σχήματος 6.4γ, έστω C = (v1, v8, v7, v6, v5, v4, v3, v2, v3, v4, v6, v4, v8, v1), ο περίπατος Euler που επιστρέφει στο Βήμα 7 έχει μήκος M + μ(G) = 13, όπου m = 9 και μ(G) = 4.

			Η προτεινόμενη λύση απαιτεί τον καθορισμό όλων των διμελών διαμερίσεων π του Vodd(G), καθώς επίσης και τον υπολογισμό μ(G) = min{d(π)}. Η διαδικασία αυτή δεν είναι αποδοτική δεδομένου ότι ο αριθμός των διμελών διαμερίσεων του Vodd(G) είναι Ο(kk), όπου 2k είναι το πλήθος των κόμβων του G που είναι περιττού βαθμού. Ωστόσο, υπάρχει μία αποδοτική μέθοδος για τον υπολογισμό της διμελoύς διαμέρισης π του Vodd(G), για την οποία ισχύει m(G) = min{d(π)} (βλέπε Βιβλιογραφία).

			 

			6.5  Διαδρομές και Κύκλοι Hamilton

			 

			Στην θεωρία γραφημάτων το πρόβλημα της διαδρομής Hamilton (Hamiltonian path problem ή HP) και το πρόβλημα του κύκλου Hamilton (Hamiltonian cycle problem ή HC) ορίζονται ως τα προβλήματα καθορισμού, εάν ένα γράφημα G έχει ή όχι μία διαδρομή ή έναν κύκλο Hamilton. 

			Μία διαδρομή P = (u, x1, x2, …, xp, v) μεταξύ δύο κόμβων u και v ενός γραφήματος G ονομάζεται διαδρομή Hamilton, εάν περιέχει όλους τους κόμβους του G ακριβώς μία φορά (άρα, p = n - 2 εάν P είναι διαδρομή Hamilton). Μία διαδρομή Hamilton (u, x1, x2, …, xn-2, v) ονομάζεται κύκλος Hamilton, εάν οι τερματικοί κόμβοι u και v της διαδρομής είναι γειτονικοί (δηλαδή συνδέονται με ακμή).

			Το γράφημα (α) του Σχήματος 6.5 έχει μία διαδρομή Hamilton (κόκκινη διαδρομή), ενώ το γράφημα (β) έχει κύκλο Hamilton. Το γράφημα (γ) του ίδιου σχήματος, γράφημα Herschel, είναι το μικρότερο δυνατό πολυεδρικό γράφημα που δεν έχει κύκλο Hamilton. 
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			Σχήμα 6.5: Γραφήματα με διαδρομές και κύκλους Hamilton.

			 

			Ορισμός 6.3 Ένα γράφημα G ονομάζεται γράφημα Hamilton (Hamiltonian graph), εάν το G έχει ένα κύκλο Hamilton. Το γράφημα G ονομάζεται ανιχνεύσιμο (traceable), εάν έχει μία διαδρομή Hamilton.

			Τα γραφήματα Hamilton είναι ανιχνεύσιμα, αλλά το αντίθετο δεν είναι πάντα αληθές. Για παράδειγμα, το γράφημα (γ) του Σχήματος 6.5, το γνωστό γράφημα Peterson, είναι ανιχνεύσιμο, αλλά δεν είναι Hamiltonian (όπως και το γράφημα (α) του ίδιου σχήματος).

			Κάθε αυτό-συμπληρωματικό γράφημα (self-complementary) είναι ανιχνεύσιμο (βλέπε Clapham 1974; Camion 1975; Farrugia 1999, σελίδα 52). Σημειώνουμε ότι ένα γράφημα G είναι αυτο-συμπληρωματικό, εάν είναι ισόμορφο με το συμπληρωματικό του, δηλαδή όταν τα γραφήματα G και  είναι ισόμορφα. Στο Σχήμα 6.6 δείχνουμε τα αυτο-συμπληρωματικά γραφήματα τάξης n ≤ 5 (τα γραφήματα με 2 και 3 κόμβους δεν είναι αυτο-συμπληρωματικά). 
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			Σχήμα 6.6: Τα αυτο-συμπληρωματικά γραφήματα τάξης n = 1, 4 και 5.

			 

			Υπάρχει μία απλή σχέση μεταξύ των προβλημάτων της εύρεσης μίας διαδρομής Hamilton και ενός κύκλου Hamilton. Πράγματι, το πρόβλημα εύρεσης μίας διαδρομής Hamilton σε ένα γράφημα G είναι ισοδύναμο με το πρόβλημα εύρεσης ενός κύκλου Hamilton σε ένα γράφημα H που λαμβάνεται από το G, με την προσθήκη ενός νέου κόμβου και τη σύνδεση αυτού με όλες τις κορυφές του G. Έτσι, η εύρεση μίας διαδρομής Hamilton δεν μπορεί να είναι σημαντικά πιο αργή (στη χειρότερη περίπτωση, ως συνάρτηση του αριθμού των κορυφών) από την εύρεση ενός κύκλου Hamiltonian. Από την άλλη πλευρά, ένα γράφημα G έχει ένα κύκλο Hamilton που χρησιμοποιεί την ακμή uv εάν-ν το γράφημα H που λαμβάνεται (ή, ισοδύναμα, κατασκευάζεται) από το G με την αντικατάσταση της ακμής uv από ένα ζεύγος κόμβων βαθμού 1, με τον ένα να συνδέεται στον κόμβο u και τον άλλον να συνδέεται στον κόμβο v, έχει Hamiltonian μονοπάτι. Επομένως, αντικαθιστώντας όλες τις ακμές που προσπίπτουν σε ένα επιλεγμένο κόμβο του G, το πρόβλημα εύρεσης ενός κύκλου Hamilton μπορεί να επιλυθεί με τον υπολογισμό το πολύ n διαδρομών Hamilton, όπου n είναι το πλήθος των κόμβων του γραφήματος. Το πρόβλημα του κύκλου Hamilton είναι, επίσης, μία ειδική περίπτωση του προβλήματος του πλανόδιου πωλητή (travelling salesman problem), που λαμβάνεται θέτοντας την απόσταση μεταξύ δύο πόλεων ίσον με 1, εάν είναι γειτονικές (συνδέονται άμεσα), και 2 διαφορετικά, και επαληθεύοντας ότι η συνολική διανυθείσα απόσταση είναι ίση με n (αν ναι, τότε η διαδρομή είναι ένας κύκλος Hamilton, ενώ, εάν δεν υπάρχει κύκλος Hamilton, τότε η συντομότερη διαδρομή θα είναι μεγαλύτερη του n).

			Γενικά, το πρόβλημα της εύρεσης μίας διαδρομής Hamilton είναι NP-πλήρες (βλέπε βιβλίο των Garey and Johnson, σελίδες 199-200) και, επομένως, η επίλυσή του σε δεδομένο γράφημα απαιτεί μία εξαντλητική αναζήτηση του γραφήματος.

			 

			6.6  Γραφήματα Hamilton

			 

			Θεώρημα 6.5 (Ore’s Theorem). Έστω G ένα γράφημα με n ≥ 3 κόμβους. Εάν για κάθε ζεύγος κόμβων u, v ∈ V(G) ισχύει deg(u) + deg(v) ≥ n ή uv ∈ Ε(G), τότε το γράφημα G έχει Hamiltonian κύκλο.

			Απόδειξη (σκιαγράφηση): Υποθέτουμε ότι υπάρχει γράφημα που ικανοποιεί την ιδιότητα του θεωρήματος, αλλά δεν έχει κύκλο Hamilton. Έστω G ένα τέτοιο γράφημα με το μεγαλύτερο πλήθος ακμών. Το γράφημα G έχει μία διαδρομή Hamilton, διότι, διαφορετικά, θα μπορούσαμε να προσθέσουμε όσο γίνεται περισσότερες ακμές στο G, χωρίς να δημιουργήσουμε κύκλο Hamilton.

			Βάσει της αρχής του περιστερώνα (pigeonhole principle) θα πρέπει να υπάρχουν κόμβοι που γειτνιάζουν με τα άκρα της διαδρομής (τον αρχικό και τον τελικό κόμβο της διαδρομής) με τρόπο που μπορούμε να δημιουργήσουμε ένα κύκλο Hamilton. ∎

			 

			Θεώρημα 6.6 (Dirac’s Theorem). Έστω G ένα γράφημα με n ≥ 3 κόμβους. Εάν για κάθε κόμβο v ∈ V(G) ισχύει deg(v) ≥ n / 2, τότε το γράφημα G έχει Hamiltonian κύκλο.

			Η ισχύς του θεωρήματος του Dirac προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 6.5 (Ore’s Theorem). Πράγματι, εάν ισχύει deg(v) ≥ n / 2 για κάθε κόμβο v του γραφήματος G, τότε ισχύουν οι συνθήκες του θεωρήματος του Ore και, επομένως, το G έχει Hamiltonian κύκλο. 

			Ωστόσο, θα δώσουμε μία απόδειξη του θεωρήματος του Dirac ανεξάρτητη από αυτή του θεωρήματος του Ore.

			Απόδειξη. Εάν n = 3, τότε η συνθήκη στο γράφημα G = K3 ισχύει και, συνεπώς, το G είναι (τετριμμένα) Hamiltonian. Υποθέτουμε, επομένως, ότι n ≥ 4.

			Έστω P = (v1, v2, …, vp) είναι η μεγαλύτερη διαδρομή στο γράφημα G (βλέπε Σχήμα 6.7). Τότε κάθε γείτονας του κόμβου v1 και κάθε γείτονας του κόμβου vp ανήκουν στη διαδρομή P, άλλως θα υπήρχε μία μεγαλύτερη διαδρομή από την P. Συνεπώς, p ≥ 1 + n/2.
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			Σχήμα 6.7: Μία μέγιστη διαδρομή στο γράφημα G.

			 

			Υπάρχει κόμβος vi, όπου 2 ≤ i ≤ p, τέτοιος ώστε ο κόμβος v1 να γειτνιάζει με τον vi, και ο κόμβος vp να γειτνιάζει με τον vi -1. Εάν δεν ισχύει, τότε, οποτεδήποτε ο κόμβος v1 θα γειτνιάζει με τον vi, ο κόμβος vp δεν θα γειτνιάζει με τον vi-1. Επειδή, τουλάχιστο n / 2 κόμβοι vi γειτνιάζουν με τον v1, τουλάχιστο n / 2 από τους n - 1 διαφορετικούς κόμβους από τον vp δεν γειτνιάζουν με τον vp. Επομένως, deg(vp) ≤ (n - 1) - n / 2 < n / 2 το οποίο αντιβαίνει στο γεγονός ότι deg(vp) ≥ n / 2. Άρα, όπως ισχυρισθήκαμε, πρέπει να υπάρχει κόμβος vi γειτονικός του v1 και κόμβος vi-1 γειτονικός του vp (βλέπε Σχήμα 6.8).
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			Σχήμα 6.8: Ένα υπογράφημα του γραφήματος G.

			 

			Βλέπουμε τώρα ότι το γράφημα G έχει ένα κύκλο C = (v1, vi, vi + 1, …, vp - 1, vp, vi - 1, vi - 2, …, v2, v1) περιέχει όλους τους κόμβους της διαδρομής P. Εάν ο κύκλος C περιέχει όλους τους κόμβους του G (δηλαδή εάν p = n), τότε ο κύκλος C είναι Hamiltonian και η απόδειξη ολοκληρώνεται. Άλλως, υπάρχει κόμβος u του G, ο οποίος δεν ανήκει στον κύκλο C. Από υπόθεση, deg(u) ≥ n / 2. Επειδή, η διαδρομή P περιέχει τουλάχιστο 1 + n / 2 κόμβους, υπάρχουν λιγότεροι από n / 2 κόμβοι που δεν ανήκουν στο C, και έτσι ο  πρέπει να γειτνιάζει με ένα κόμβο v, ο οποίος ανήκει στον C. Όμως, η ακμή συν ο κύκλος C περιέχει μία διαδρομή με μήκος είναι μεγαλύτερο από της P, που είναι αδύνατο. Άρα, o κύκλος C περιέχει όλους τους κόμβους του γραφήματος G και, συνεπώς, είναι Hamiltonian. ∎

			Σημειώστε ότι η συνθήκη του θεωρήματος του Dirac είναι ικανή (sufficient) αλλά όχι αναγκαία (necessary): υπάρχουν γραφήματα που έχουν κύκλους Hamilton, αλλά δεν πληρούν τη συνθήκη του πορίσματος. Για παράδειγμα, το γράφημα C6 (άχορδος κύκλος 6 κόμβων): κάθε κόμβος έχει βαθμό 2 και ισχύει 2 < 6 / 2, όμως το γράφημα C6 έχει Hamiltonian κύκλο. Γενικά, δεν υπάρχουν καλές ικανές-και-αναγκαίες συνθήκες για το πότε ένα γράφημα έχει κύκλο Hamilton.

			Πόρισμα 6.1 Έστω G ένα γράφημα με n ≥ 1 κόμβους. Εάν για κάθε κόμβο v ∈ V(G) ισχύει deg(v) ≥ (n-1) / 2, τότε το γράφημα G έχει διαδρομή Hamilton.

			Απόδειξη. Εάν n = 1, τότε G = K1, επομένως το G έχει (τετριμμένα) διαδρομή Hamilton. Υποθέτουμε ότι n ≥ 2 και ορίζουμε το γράφημα H = G + K1. Έστω v είναι ο κόμβος του Η, που δεν ανήκει στο G. Επειδή το γράφημα Η είναι τάξης n + 1, συνεπάγεται ότι deg(v) ≥ n. Επιπλέον, για κάθε κόμβο u του G, ισχύει
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			Από το Θεώρημα 6.6 (Dirac’s Theorem) έχουμε ότι το Η περιέχει ένα κύκλο Hamilton C. Αφαιρώντας τον κόμβο v από τον κύκλο C, παίρνουμε μία διαδρομή Hamilton στο G. ∎

			 

			6.7  Το Πρόβλημα του Πλανόδιου Πωλητή

			 

			Υποθέτουμε ότι ένας πλανόδιος πωλητής σε μία περιοδεία του θέλει να επισκεφθεί n ≥ 3 πόλεις. Το ερώτημα που τίθεται είναι ποιά διαδρομή θα πρέπει να ακολουθήσει, ώστε να ελαχιστοποιήσει τη συνολική απόσταση που θα πρέπει να διανύσει; Το ερώτημα αυτό ορίζει το γνωστό πρόβλημα του πλανόδιου πωλητή (travelling salesman problem), το οποίο ως γνωστό έχει μία φυσική γραφοθεωρητική ερμηνεία.

			Έστω G ένα συνεκτικό έμβαρο γράφημα, του οποίου οι κόμβοι vi (1 ≤ i ≤ n) αντιστοιχούν στις πόλεις που ο πωλητής πρέπει να επισκεφθεί και το βάρος w(vi vj) της ακμής vi vj αντιστοιχεί στην απόσταση της άμεση σύνδεσης μεταξύ της πόλης vi και της πόλης vj (1 ≤ i, j ≤ n). Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι πλήρες, γιατί στην περίπτωση που δεν υπάρχει άμεση σύνδεση μεταξύ της πόλης vi και της πόλης vj θα μπορούμε πάντα να θεωρήσουμε ότι υπάρχει η ακμή vi vj στο G και να θέσουμε w(vi vj) = δ(vi vj), όπου δ(vi vj) είναι το κόστος της ελάχιστης διαδρομής από την πόλη vi στην πόλη vj. Το πρόβλημα του πλανόδιου πωλητή ανάγεται στην εύρεση ενός Hamiltonian κύκλου ελάχιστου βάρους στο (πλήρες) γράφημα G. Στο εξής, θα ονομάζουμε τον κύκλο αυτό ελάχιστο κύκλο Hamilton του G.

			Ένας προφανής αλγόριθμος για την επίλυση του προβλήματος απαιτεί τον υπολογισμό του βάρους των (n - 1)!/2 κύκλων Hamilton του γραφήματος G. Η πολυπλοκότητα χρόνου ενός τέτοιου αλγόριθμου είναι εκθετικής τάξης και, επομένως, ο αλγόριθμος μη-αποτελεσματικός. Δυστυχώς, δεν έχει βρεθεί έως τώρα κάποιος αποτελεσματικός αλγόριθμος για την επίλυση του προβλήματος του πλανόδιου πωλητή. Πράγματι, το επόμενο σχετικό πρόβλημα απόφασης είναι NP-πλήρες.

			 

			TSP: Δεδομένου ενός έμβαρου πλήρους γραφήματος G και μίας θετικής σταθεράς Β, υπάρχει κύκλος Hamilton C στο G τέτοιος ώστε w(C) ≤ B;

			 

			Για να δούμε εάν ισχύει, αρχικά αποδεικνύουμε ότι το πρόβλημα TSP είναι NP (βλέπε Άσκηση 1). Στη συνέχεια δείχνουμε ότι το πρόβλημα HC (εύρεση ενός Hamiltonian κύκλου) μπορεί να μετασχηματισθεί πολυωνυμικά στο πρόβλημα TSP.

			Έστω G΄ ένα έμβαρο πλήρες γράφημα με V(G΄) = V(G) τέτοιο ώστε:
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			Έστω, Β = n. Τότε, το γράφημα G΄ μπορεί να κατασκευασθεί από το G ελέγχοντας όλα τα 
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[image: 5646.png] ζεύγη κόμβων. Επομένως, ο μετασχηματισμός του G στο G΄ μπορεί να πραγματοποιηθεί σε Ο(n2) χρόνο. Απομένει να δείξουμε ότι το γράφημα G περιέχει ένα Hamiltonian κύκλο C εάν-ν το G΄ περιέχει ένα Hamiltonian κύκλο C΄ με βάρος w(C΄) ≤ B = n.

			Υποθέτουμε ότι το γράφημα G περιέχει ένα Hamiltonian κύκλο C = (vi1, vi2, …, vin, vi1). Τότε, vij vij + 1 (1 ≤ j ≤ n) και vin vi1 είναι ακμές του γραφήματος G΄ βάρους 1. Επομένως, C΄ = (vi1, vi2, …, vin, vi1) είναι ένας Hamiltonian κύκλος βάρους n στο G΄. Αντίθετα, υποθέτουμε ότι το γράφημα G΄ περιέχει ένα Hamiltonian κύκλο C΄ = (vi1, vi2, …, vin, vi1) βάρους το πολύ B = n. Επειδή C΄ περιέχει n ακμές βάρους τουλάχιστο 1, κάθε ακμή του C΄ πρέπει να έχει βάρος ακριβώς 1. Αυτό συνεπάγει ότι vij vij + 1 (1 ≤ j ≤ n) και vin vi1 είναι ακμές του G. Επομένως, C = (vi1, vi2, …, vin, vi1) είναι ένας κύκλος Hamilton στο G. Άρα, HC ∞ TSP, και επομένως το πρόβλημα TSP είναι NP-πλήρες. ∎

			 

			Το προηγούμενο αποτέλεσμα μας αποτρέπει, τουλάχιστο σε πρώτο στάδιο, να προσπαθήσουμε να σχεδιάσουμε έναν αποτελεσματικό αλγόριθμο για το πρόβλημα TSP, δηλαδή έναν αλγόριθμο που υπολογίζει ένα κύκλο Hamilton ελάχιστου βάρους. Αντίθετα, μας κατευθύνει να προσπαθήσουμε να σχεδιάσουμε έναν αλγόριθμο που θα υπολογίζει κύκλους Hamilton «χαμηλού» αλλά όχι ελάχιστου βάρους.

			Στη συνέχεια, περιγράφουμε δύο τέτοιους αλγορίθμους. Υποθέτουμε ότι τα γραφήματα εισόδου και των δύο αλγορίθμων ικανοποιούν την τριγωνική ανισότητα w(vi vj ) ≤ w(vi vk ) + w(vk vj). Την υπόθεση αυτή μπορούμε να κάνουμε με ασφάλεια, διότι η απόσταση δύο πόλεων με άμεση σύνδεση είναι συνήθως μικρότερη ή ίση από την απόσταση μίας έμμεσης σύνδεσης μεταξύ αυτών (θυμίζουμε, έμμεση σύνδεση μεταξύ δύο πόλεων είναι αυτή που περνά μέσω μίας άλλης πόλης ή άλλων πόλεων). Επίσης, θα μας διευκολύνει στην παρουσίαση των θεμάτων μας να θεωρούμε ότι ένας μονήρης κόμβος αποτελεί ένα 1-κύκλο C1 και ότι μία ακμή αποτελεί ένα 2-κύκλο C2.

			Ο πρώτος αλγόριθμος, που ονομάζουμε HC_1, παίρνει ως είσοδο ένα έμβαρο πλήρες γράφημα G και επιστρέφει ένα κύκλο Hamilton «χαμηλού» βάρους. Ο αλγόριθμος βασίζεται στην άπληστη τεχνική και εργάζεται ως εξής: 

			
					•	Επιλέγει αρχικά ένα τυχαίο κόμβο και θεωρεί αυτό ότι αποτελεί ένα 1-κύκλο C1.

					•	Έστω ότι έχει ήδη κατασκευάσει ένα κύκλο Cp. Εάν Cp περιέχει όλους τους κόμβους του G, τότε ο αλγόριθμος επιστρέφει τον κύκλο Cp και τερματίζει. 

					•	Άλλως, υπολογίζει το βάρος m(v) = min{w(vu) | u ∈ V(Cp)} για κάθε κόμβο v του G που δεν ανήκει στον κύκλο Cp. Έστω, 

			

			
 
  m = min{ 
   m(
    v
   )|v }



			
					•	και έστω vp είναι ο κόμβος του συνόλου V(G) - V(Cp) για τον οποίο παίρνουμε το min, δηλαδή m = m(vp). Έστω, up είναι o κόμβος του Cp τέτοιος ώστε m(v΄) = w(v΄u΄).

					•	Εισάγει τον κόμβο v΄ πριν από τον κόμβο u΄ στον κύκλο Cp και παίρνει τον κύκλο Cp + 1. 

			

			 

			Τον προηγούμενο αλγόριθμο για τον υπολογισμό ενός κύκλου Hamilton «χαμηλού» βάρους τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 6.4.
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			Όπως σχολιάσαμε στην αρχή του κεφαλαίου, εάν το γράφημα G είναι ένα συνεκτικό έμβαρο γράφημα αλλά όχι πλήρες, τότε μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα έμβαρο πλήρες γράφημα G΄ με V(G΄) = V(G) τέτοιο ώστε:
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			όπου, δG(vu) είναι το βάρος της ελάχιστης v - u διαδρομής στο γράφημα G. Είναι προφανές ότι, εάν το γράφημα G ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, τότε την ικανοποιεί και το G΄. Επομένως, εάν το G ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, μπορούμε να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο HC_1 στο γράφημα G΄ και να υπολογίσει έναν κύκλο Hamilton Cn. Τότε, μπορούμε να πάρουμε έναν κλειστό περίπατο «χαμηλού» βάρους στο G, αντικαθιστώντας τις ακμές  του κύκλου Cn που δεν είναι ακμές του G με την ελάχιστη v - u διαδρομής στο γράφημα G.

			Στη συνέχεια δείχνουμε τη λειτουργία του αλγόριθμου HC_1 σε ένα έμβαρο πλήρες γράφημα G τάξης 6 με σύνολο κόμβων V(G) = {v1, v2, …, v6}. Το γράφημα G, που ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, δίδεται στο Σχήμα 6.9.

			 

			[image: eikona6.9.png] 

			 

			Σχήμα 6.9: Ένα έμβαρο πλήρες γράφημα  τάξης 6.

			 

			Έστω ότι ο αλγόριθμος HC_1 επιλέγει αρχικά στο Βήμα 2 τον κόμβο v1 και, επομένως, C1 = (v1). Στη συνέχεια, επιλέγει την ακμή v1 vi (2 ≤ i ≤ 6) με το ελάχιστο βάρος, που είναι η v1 v4 με βάρος 4, εισάγει τον κόμβο v4 στο κύκλο C1 πριν από τον κόμβο v1 και δημιουργεί τον κύκλο C2 = (v1, v4, v1 ). Κατόπιν, υπολογίζει την ακμή vi vj με το ελάχιστο βάρος που έχει τον κόμβο vi στο σύνολο V(G) - C2 = {v2, v3, v5, v6 } και τον κόμβο vj στο σύνολο C2 = {v1, v4}, και εισάγει τον κόμβο vi στο C2 παίρνοντας, έτσι, τον κύκλο C3. Στο σχήμα μας η ακμή αυτή είναι η v3 v4 με βάρος 6 και, επομένως, εισάγει τον κόμβο v3 στον κύκλο C2 πριν από τον κόμβο v4 και δημιουργεί τον κύκλο C3 = (v1, v3, v4, v1). Με την ίδια διαδικασία δημιουργεί τους κύκλους C4, C5 και C6, που είναι οι εξής: 

			
					•	C4 = (v1, v3, v4, v2, v1)

					•	C5 = (v1, v3, v4, v2, v6 , v1)

					•	C6 = (v1, v5, v3, v4, v2, v6 , v1)

			

			 

			Το βάρος του Hamiltonian κύκλου C6 είναι 43, ενώ το βάρος του ελάχιστου Hamiltonian κύκλου C είναι 39, όπου C = (v1, v4, v3, v2, v5, v6, v1). 

			Είναι προφανές ότι, εάν επιλέξουμε αρχικά στο Βήμα 2 έναν κόμβο διαφορετικό από τον v1 για τη δημιουργία του πρώτου κύκλου C1, τότε είναι πιθανόν να πάρουμε ένα Hamiltonian κύκλο C6 με βάρος διαφορετικό του 43. Όμως, αποδεικνύεται ότι οποιαδήποτε και εάν είναι η επιλογή του αρχικού κόμβου, ο αλγόριθμος HC_1 δεν θα δώσει Hamiltonian κύκλο με βάρος μεγαλύτερο από το διπλάσιο του ελάχιστου (στο παράδειγμά μας, ο κύκλος C6 δεν θα έχει βάρος μεγαλύτερο του 2w(C6) = 78. Η απόδειξη του ισχυρισμού δίδεται στο εξής θεώρημα.

			Θεώρημα 6.8 Έστω G ένα έμβαρο πλήρες γράφημα τάξης n ≥ 3. Ο κύκλος Hamilton Cn, που υπολογίζεται από τον αλγόριθμο HC_1 έχει βάρος w(Cn) μικρότερο του διπλασίου του βάρους w(C) του ελάχιστου κύκλου Hamilton C του γραφήματος G, δηλαδή w(Cn) ≤ 2w(C).

			Απόδειξη. Έστω C ένας ελάχιστος κύκλος Hamilton του γραφήματος G και έστω w(C) το βάρος του. Έστω e1 είναι μία ακμή του κύκλου C με το μεγαλύτερο βάρος και έστω Ε1 το σύνολο των ακμών του κύκλου C εκτός της ακμής e1, δηλαδή E1 = E(C) – {e1}. Επομένως, το γράφημα G[E1], που επάγεται από τις ακμές του G οι οποίες ανήκουν στο Ε1, είναι μία διαδρομή P μήκους n - 1 (βλέπε Σχήμα 6.10, όπου η διαδρομή P έχει άκρα τους κόμβους x και y). Στη συνέχεια, έστω v1 o αρχικός κόμβος που επιλέγεται από τον αλγόριθμο HC_1 για την δημιουργία του 1-κύκλου C1 = (v1) και έστω u1 ο αντίστοιχος κόμβος που επιλέγεται στο Βήμα 3 και δημιουργείται ο 2-κύκλος C2 = (v1, u1, v1). Η ακμή e2 είναι η πρώτη στην υπο-διαδρομή από τον κόμβο v1 στον κόμβο u1 της διαδρομής P (βλέπε Σχήμα 6.10). Ορίζουμε το σύνολο ακμών E2 = E1 – {e2} και παίρνουμε το γράφημα G[E2], που επάγεται από τις ακμές του G που ανήκουν στο Ε2. Είναι προφανές ότι το G[E2] αποτελείται από δύο διαδρομές με συνολικό πλήθος ακμών n - 2.
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			Σχήμα 6.10: Το αρχικό βήμα στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.8.

			 

			Γενικά, για 1 ≤ p < n, έστω vp up η ακμή ελάχιστου βάρους που επιλέγεται στο Βήμα 3 του αλγόριθμου, έστω ep + 1 είναι η πρώτη ακμή στην υπο-διαδρομή από τον κόμβο vp στον κόμβο up μίας διαδρομής του γραφήματος G[Ep] και έστω Ep + 1 = Ep – {ep + 1}. Επομένως, για 1 ≤ p < n , το γράφημα G[Ep] αποτελείται από p συνιστώσες (διαδρομές) με συνολικό πλήθος ακμών n - p. Επιπρόσθετα, κάθε κόμβος του κύκλου Cp ανήκει ακριβώς σε μία συνιστώσα (διαδρομή) του G[Ep]. Στο Σχήμα 6.11 δείχνουμε μία πιθανή μορφή του κύκλου Cp και του επαγόμενου γραφήματος G[Ep] ενός γραφήματος G τάξης n = 17, όπου p = 5. Οι ακμές του κύκλου C5 είναι με διακεκομμένες γραμμές, ενώ αυτές του γραφήματος G[E5] με συνεχείς (θυμίζουμε ότι οι ακμές του G[Ep] ανήκουν στον ελάχιστο κύκλο Hamilton C του γραφήματος G). Παρατηρούμε ότι το γράφημα G[E5] αποτελείται από 5 συνιστώσες (διαδρομές) με συνολικό πλήθος ακμών 11 (οι 5 διαδρομές του G[E5] έχουν μήκη 0, 1, 3, 3 και 5).
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			Σχήμα 6.11: Ένα ενδιάμεσο βήμα στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.8.

			 

			Ο αλγόριθμος HC_1 υπολογίζει τον κύκλο Cp + 1 εισάγοντας τον κόμβο vp ακριβώς πριν από τον κόμβο up στον κύκλο Cp (Βήμα 4). Έστω z είναι ο κόμβος ακριβώς πριν από τον κόμβο up στο κύκλο Cp (βλέπε Σχήμα 6.12). Τότε, η διαδρομή (z, vp, up ) είναι μία υποδιαδρομή του κύκλου Cp+1. Επομένως, το βάρος w(vp up) της ακμής vp up είναι το ελάχιστο μεταξύ όλων των ακμών που έχουν τον έναν κόμβο τους στον κύκλο Cp και τον άλλο εντός Cp. Άρα, w(vp up) ≤ w(ep + 1) (βλέπε Σχήμα 6.12). 
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			Σχήμα 6.12: Ένα ενδιάμεσο βήμα στην απόδειξη του Θεωρήματος 6.8.

			 

			Παρατηρούμε ότι
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			Επειδή το γράφημα G ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, ισχύει ότι w(zvp) ≤ w(zup) + w(vp up), ή, ισοδύναμα:

			
 
  w(
   
    z
     v
     p
    
    
  ) - w(
   
    z
     u
     p
    
    
  ) w(
   
    
     v
     p
    
    
     u
     p
    
    
  ).

  (2)

			Επομένως, από (1) και (2) και την ανισότητα w(vp up) ≤ w(ep + 1) παίρνουμε ότι η αύξηση του βάρους του κύκλου Cp + 1 σε σχέση με τον κύκλο Cp είναι:
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			Επομένως,
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			Το δεύτερο αλγόριθμο που παρουσιάζουμε για τον υπολογισμό ενός κύκλου Hamilton «χαμηλού» βάρους τον ονομάζουμε HC_2, παίρνει ως είσοδο (όπως και ο αλγόριθμος HC_1) ένα έμβαρο πλήρες γράφημα G που ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα. Ο αλγόριθμος βασίζεται στον υπολογισμό ενός ελάχιστου σκελετικού δένδρου Τ του γραφήματος G και στις εξής ιδιότητες: 

			
					•	Η διαγραφή μίας οποιοσδήποτε ακμής από έναν ελάχιστο Hamiltonian κύκλο C του γραφήματος G δημιουργεί ένα σκελετικό δένδρο του G. Επομένως, w(T) ≤ w(C).

					•	Έστω H ένα Eulerian πολυγράφημα (multigraph) που λαμβάνεται από το δένδρο Τ διπλασιάζοντας κάθε ακμή του. Τότε, υπάρχει ένα Eulerian κύκλωμα (circuit) στο δένδρο Τ με βάρος 2w(T). Για παράδειγμα, έστω Τ ένα ελάχιστο σκελετικό δένδρο του γραφήματος G του Σχήματος 6.9 (βλέπε Σχήμα 6.13α). Τότε, (v1, v2, v1, v4, v3, v5, v3, v4, v1, v6, v1) είναι ένα Eulerian κύκλωμα στο δένδρο Τ με βάρος 60. 

					•	Έστω ότι εφαρμόζουμε DFS διέλευση στο δένδρο Τ, αρχίζοντας από ένα τυχαίο κόμβο u, και έστω u = vi1, vi2, …, vin είναι η σειρά επίσκεψης για πρώτη φορά των κόμβων του δένδρου Τ από την DFS. Τότε, από την τριγωνική ανισότητα, έχουμε ότι ο κύκλος C΄ = (vi1, vi2, …, vin, vi1) έχει βάρος το πολύ w(Η), όπου Η το Eulerian πολυγράφημα του Τ. Επομένως, w(C΄) ≤ 2w(T) < 2w(C). Το Σχήμα 6.13β δείχνει τη σειρά πρώτης επίσκεψης της DFS στο δένδρο του Σχήματος 6.13α (ακέραιοι αριθμοί σε τετράγωνα πλαίσια), ενώ το Σχήμα 6.14 δείχνει ένα Hamiltonian κύκλο βάρους 42 του έμβαρου πλήρους γραφήματος G του Σχήματος 6.9. 
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			Σχήμα 6.13: (α) Ένα ελάχιστο σκελετικό δένδρο του γραφήματος G του Σχήματος 6.9. (β) Η σειρά πρώτης επίσκεψης των κόμβων του G εφαρμόζοντας DFS με αρχικό κόμβο τον v1.
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			Σχήμα 6.14: Ένας Hamiltonian κύκλος του γραφήματος  του Σχήματος 6.9.

			 

			Είναι προφανές ότι ο Hamiltonian κύκλος που επιστρέφει ο αλγόριθμος HC_2 δεν είναι κατ’ ανάγκη ίδιου «χαμηλού» βάρους με αυτόν που υπολογίζει ο αλγόριθμος HC_1. 

			Τον προηγούμενο αλγόριθμο HC_2 για τον υπολογισμό ενός κύκλου Hamilton «χαμηλού» βάρους τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 6.5.
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			Η πολυπλοκότητα του Βήματος 1 είναι O(n3) και των Βημάτων 2, 3 και 4 είναι O(n). Άρα, η συνολική πολυπλοκότητα του Αλγόριθμου HC_2 είναι O(n3).

			 

			6.8  Τουρνουά

			 

			Ένα κατευθυνόμενο γράφημα G που προκύπτει από το πλήρες γράφημα Kn μετατρέποντας κάθε μη-κατευθυνόμενη ακμή του Kn σε κατευθυνόμενη ονομάζεται γράφημα τουρνουά (tournament) τάξης n. Με άλλα λόγια, ένα γράφημα τουρνουά είναι ένας προσανατολισμός (orientation) ενός πλήρους γραφήματος.

			Θεώρημα 6.9 (Redei’s Theorem). Κάθε τουρνουά έχει μία κατευθυνόμενη διαδρομή Hamilton. 

			Θεώρημα 6.10 Ένα τουρνουά είναι μεταβατικό, εάν-ν είναι άκυκλο. 

			Θεώρημα 6.11 Ένα τουρνουά έχει μοναδική διαδρομή Hamilton, εάν-ν είναι μεταβατικό τουρνουά.

			Θεώρημα 6.12 (Camion’s Theorem). Ένα τουρνουά είναι Hamiltonian, εάν-ν είναι ισχυρά συνεκτικό (strongly connected).
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			Ασκησεις 6

			 

			Άσκηση 1

			Δείξτε ότι ένα πλήρες γράφημα τάξης n ≥ 3 περιέχει (n - 1)!/2 Hamiltonian κύκλους.

			 

			Άσκηση 2

			Δείξτε ότι το πρόβλημα TSP είναι NP.

			 

			Άσκηση 3

			Έστω G ένα γράφημα με n ≥ 3 κόμβους τέτοιο ώστε για κάθε ζεύγος κόμβων u, v ∈ V(G) ισχύει deg(u) + deg(v) ≥ n. Δείξτε ότι, εάν το γράφημα G + uv είναι Hamiltonian, τότε G είναι Hamiltonian.

			 

			Άσκηση 4

			Αποδείξτε ότι ένα μονοπάτι Euler για ένα δένδρο μεγέθους m είναι 2m.

			 

			Άσκηση 5

			Αποδείξτε την ορθότητα ή μη των παρακάτω προτάσεων:

			
					a.	Ένα συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα G είναι γράφημα Euler εάν-ν κάθε ακμή του συμμετέχει σε περιττό πλήθος κύκλων.

					b.	Ένα συνεκτικό κατευθυνόμενο γράφημα G είναι γράφημα Euler εάν-ν το σύνολο των ακμών του μπορεί να διαμεριστεί σε κύκλους.

			

			 

			Άσκηση 6

			Δείξτε ότι ο αριθμός p(n) των “διαμερίσεων ζεύγους” ενός συνόλου με 2n (n ≥ 1) στοιχεία είναι:
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			Άσκηση 7

			Έστω G ένα συνδεδεμένο γράφημα. Δείξτε ότι, εάν το Η είναι ένα Euler γράφημα παράλληλων ακμών ελάχιστου μεγέθους το οποίο εμπεριέχει το G, τότε δεν υπάρχουν δύο κόμβοι του Η ενωμένοι με περισσότερες από δύο ακμές.

			 

			Άσκηση 8

			Για ποιούς θετικούς ακεραίους n τα ακόλουθα γραφήματα είναι γραφήματα Euler; (α) Cn, (b) Kn, (c) Kn,n, (d) Qn.

			 

			Άσκηση 9

			Δείξτε ότι ένα συνδεδεμένο γράφημα παράλληλων ακμών G είναι γράφημα Euler, εάν-ν το σύνολο ακμών του G μπορεί να χωρισθεί σε υποσύνολα, κάθε ένα εκ των οποίων επάγει έναν κύκλο (όπου οι 2-κύκλοι επιτρέπονται).

			Υπόδειξη: Χρησιμοποιήστε την επαγωγή στο πλήθος των κόμβων.

			 

			Άσκηση 10

			Δείξτε ότι, εάν το G είναι ένα συνδεδεμένο γράφημα με 2n κόμβους περιττού βαθμού, n ≥ 1, τότε το σύνολο ακμών του G μπορεί να χωρισθεί το πολύ σε n διαδρομές με ανεξάρτητες ακμές.

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7

			 

			 

			ΕΠΙΠΕΔΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

			 

			Σύνοψη 

			Εισαγωγή (επίπεδα γραφήματα, βασικές έννοιες και ορισμοί), Τύπος του Euler (μετασχηματισμοί που δεν επηρεάζουν την «επιπεδότητα»), Αναπαράσταση Επίπεδου Γραφήματος, Δυϊκό Γράφημα Επίπεδου Γραφήματος (ιδιότητες δυϊκού γραφήματος), Εξωεπίπεδο Γράφημα, Έλεγχος Επιπεδότητας (αλγόριθμος των Lempel-Even-Cederbaum, st-αρίθμηση, υπολογισμός μίας st-αρίθμησης σε Ο(m) χρόνο, PQ-δένδρα, αλγόριθμος κατασκευής PQ-δένδρων), Τομές σε Επίπεδα Γραφήματα (αλγόριθμοι για τη μέγιστη τομή επίπεδων γραφημάτων, ταιριάσματα, υπολογισμός μέγιστης τομής επίπεδων γραφημάτων), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων των κεφαλαίων 1 και 2 του συγγράμματος. Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών και υπολογιστικής γεωμετρίας. Καλή γνώση δομών δεδομένων και τεχνικών σχεδίασης και ανάλυσης αλγορίθμων. 

			 

			7.1  Εισαγωγή

			 

			Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με τα επίπεδα γραφήματα, μία πολύ ενδιαφέρουσα κατηγορία γραφημάτων. Θα δώσουμε βασικές έννοιες και ορισμούς για τα επίπεδα γραφήματα και θα παρουσιάσουμε ένα γραμμικού-χρόνου αλγόριθμο για τον έλεγχο εάν ένα γράφημα είναι επίπεδο.

			Ένα γράφημα λέγεται επίπεδο (planar), εάν μπορεί να σχεδιασθεί στο επίπεδο χωρίς τεμνόμενες ακμές. Για παράδειγμα, το γράφημα στα αριστερά του Σχήματος 7.1 είναι επίπεδο, καθώς μπορεί να σχεδιασθεί, όπως φαίνεται στα δεξιά του ίδιου σχήματος, όπου οι ακμές του δεν τέμνονται. Αντίθετα, το γράφημα του Σχήματος 7.2, δηλαδή το πλήρες γράφημα με 5 κόμβους (στο σχήμα εμφανίζεται σχεδιασμένο στο επίπεδο με δύο διαφορετικούς τρόπους) δεν είναι επίπεδο, όπως θα δούμε στη συνέχεια.
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			Σχήμα 7.1: Ένα επίπεδο γράφημα.

			 

			Τα επίπεδα γραφήματα είναι πολύ χρήσιμα, καθώς γραφήματα που είναι επίπεδα ή σχεδόν επίπεδα (δηλαδή έχουν λίγες τομές ακμών, όταν σχεδιασθούν στο επίπεδο) προκύπτουν σε πολλές πρακτικές εφαρμογές, όπως κατά τη μοντελοποίηση επίγειων δικτύων (οδικό δίκτυο, δίκτυο ύδρευσης κλπ). Επιπλέον, η δομή των επίπεδων γραφημάτων επιτρέπει την αποδοτικότερη επίλυση ορισμένων προβλημάτων σε αυτά.
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			Σχήμα 7.2: Ένα γράφημα που δεν είναι επίπεδο.

			 

			Τα επίπεδα γραφήματα έχουν κόμβους και ακμές. Σε αυτά, επίσης, ορίζονται οι όψεις. Κάθε περιοχή του επιπέδου που φράσσεται από ακμές ενός επίπεδου γραφήματος είναι μία όψη (face) του γραφήματος. Αυτές οι όψεις είναι φραγμένες (bounded), δηλαδή δεν εκτείνονται στο άπειρο. Επιπλέον αυτών, όψη θεωρείται και η περιοχή του επιπέδου γύρω από το σχεδιασμένο γράφημα. Αυτή αναφέρεται ως εξωτερική όψη (exterior face) του επίπεδου γραφήματος. Στο Σχήμα 7.3 φαίνεται ένα επίπεδο γράφημα και οι φραγμένες όψεις του.
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			Σχήμα 7.3: Ένα επίπεδο γράφημα και οι φραγμένες όψεις του.

			 

			7.2  Τύπος του Euler

			 

			Ο περίφημος τύπος του Euler, που φέρει το όνομα του εμπνευστή του Leonard Euler, συνδέει το πλήθος κόμβων n, ακμών m και όψεων φ ενός συνεκτικού επίπεδου γραφήματος με τη σχέση n – m + φ = 2. Για παράδειγμα, το γράφημα του Σχήματος 7.3 έχει n = 7, m = 12, φ = 7 (συμπεριλαμβανομένης και της εξωτερικής όψης), για τα οποία εύκολα επαληθεύεται η προηγούμενη σχέση.

			Θεώρημα 7.1 Για κάθε συνεκτικό επίπεδο γράφημα με n κόμβους, m ακμές και φ όψεις ισχύει: n – m + φ = 2.

			Απόδειξη. Η απόδειξη χρησιμοποιεί επαγωγή στο πλήθος των ακμών του γραφήματος.

			Βάση: Θεωρούμε m = 1. Τότε, είτε n = m = 1 (η ακμή είναι βρόχος) και φ = 2 είτε n = 2 και m = φ = 1 (βλέπε Σχήμα 7.4).
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			Σχήμα 7.4: Οι δύο περιπτώσεις για ένα γράφημα με 1 ακμή.

			 

			Και στις δύο περιπτώσεις ισχύει ο τύπος του Euler. Άρα ισχύει η βάση της επαγωγής.

			Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουμε ότι ο τύπος του Euler ισχύει για κάθε συνεκτικό επίπεδο γράφημα με m = k – 1 ακμές.

			Επαγωγικό Βήμα: Θα δείξουμε ότι ισχύει και για m = k ακμές. Αν υπάρχει κόμβος με βαθμό 1 (βλέπε Σχήμα 7.5), τότε η ακμή, έστω e, που προσπίπτει σε αυτόν είναι γειτονική σε μία μόνο όψη και, άρα, η αφαίρεση αυτού του κόμβου και της ακμής e δίνει συνεκτικό επίπεδο γράφημα με n - 1 κόμβους, m - 1 ακμές και φ όψεις. Τότε η επαγωγική υπόθεση μπορεί να εφαρμοσθεί και συνεπάγεται ότι (n - 1) – (m - 1) + φ = 2. Αλλά αυτό με τη σειρά του συνεπάγεται ότι n – m + φ = 2, δηλαδή ο τύπος του Euler ισχύει για το γράφημα των m = k ακμών σε αυτήν την περίπτωση.
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			Σχήμα 7.5: Ένα επίπεδο γράφημα με έναν κόμβο με βαθμό 1.

			 

			Αν, αντίθετα, δεν υπάρχει κόμβος με βαθμό 1, τότε η αφαίρεση οποιασδήποτε ακμής ενώνει τις δύο γειτονικές της όψεις σε μία και διατηρεί το γράφημα συνεκτικό, με αποτέλεσμα η αφαίρεσή της να δίνει συνεκτικό επίπεδο γράφημα με  κόμβους, m - 1 ακμές και φ - 1 όψεις (βλέπε Σχήμα 7.6). Λόγω της επαγωγικής υπόθεσης ισχύει ότι n - (m - 1) + (φ - 1) = 2. Αλλά και σε αυτήν την περίπτωση, αυτό συνεπάγεται ότι n – m + φ = 2, δηλαδή ο τύπος του Euler ισχύει για το γράφημα των m = k ακμών. ∎
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			Σχήμα 7.6

			 

			Το Θεώρημα 7.1 συνεπάγεται τα ακόλουθα τρία πορίσματα.

			Πόρισμα 7.1 Εάν m ≥ 2 και δεν υπάρχουν βρόχοι και παράλληλες ακμές, τότε m ≤ 3n – 6.

			Απόδειξη. Είναι σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι κάθε φραγμένη περιοχή έχει τουλάχιστον 3 ακμές στο σύνορο της και κάθε ακμή βρίσκεται στο σύνορο το πολύ 2 όψεων (βλέπε Σχήμα 7.7). ∎
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			Σχήμα 7.7

			 

			Επομένως, εάν σε κάθε όψη δώσουμε τόσες μονάδες όσες είναι και οι ακμές της (άρα δίνουμε τουλάχιστον 3 μονάδες σε κάθε όψη), ώστε αυτές να μεταφερθούν από μία σε κάθε μία από τις ακμές της. Τότε, όμως, κάθε ακμή θα καταλήξει να έχει 2 μονάδες, καθώς λαμβάνει 1 μονάδα από καθεμία από τις 2 γειτονικές όψεις. Συνεπώς, 2m ≥ 3φ ⇒ φ ≤ 2m/3. Τότε, όμως, από τον τύπο του Euler έχουμε: n – m + φ = 2 ⇒ n – m + 2m/3 ≥ 2 ⇒ n - m/3 ≥ 2 ⇒ m ≤ 3 n - 6. ∎

			 

			Πόρισμα 7.2 Για κάθε συνεκτικό διμερές επίπεδο γράφημα ισχύει ότι m ≤ 2n – 4.

			Απόδειξη. Επειδή το γράφημα είναι διμερές, κάθε πεπερασμένη περιοχή του περικλείεται από τουλάχιστον 4 ακμές. Επομένως, 2m ≥ 4 φ ⇒ φ ≤ m / 2. Τότε από τον τύπο του Euler, έχουμε: n – m + φ = 2 ⇒ n – m + m/2 ≥ 2 ⇒ n - m/2 ≥ 2 ⇒ m ≤ 2n - 4. ∎

			 

			Πόρισμα 7.3 Τα επόμενα γραφήματα δεν είναι επίπεδα.

			 

			[image: Image622.PNG] 

			 

			Απόδειξη. Πρώτα-πρώτα, και τα δύο γραφήματα είναι συνεκτικά. Το ότι το Γράφημα Κ5 δεν είναι επίπεδο προκύπτει από το γεγονός ότι n = 5 και m = 10, οπότε m > 3n – 6 = 9, σε αντίφαση με το Πόρισμα 7.1. Για το Γράφημα Κ3,3 έχουμε ότι είναι διμερές με n = 6 και m = 9 οπότε m > 2n – 4 = 8, σε αντίφαση με το Πόρισμα 7.2. ∎

			 

			7.2.1  Μετασχηματισμοί που δεν Επηρεάζουν την Επιπεδότητα 

			 

			Ας θεωρήσουμε τους εξής δύο μετασχηματισμούς: (α) Διαίρεση ακμής, κατά τον οποίο μία ακμή υποδιαιρείται σε δύο ακμές με την εισαγωγή ενός κόμβου στο εσωτερικό της (Σχήμα 7.8, αριστερά), (β) Σύμπτυξη ακμών, κατά τον οποίο ένας κόμβος με βαθμό 2 διαγράφεται με ταυτόχρονη συνένωση των δύο γειτονικών ακμών της σε μία (Σχήμα 7.8, δεξιά).
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			Σχήμα 7.8: Διαίρεση ακμής και Σύμπτυξη ακμών.

			 

			Δύο γραφήματα λέγονται ισόμορφα αγνοώντας κόμβους βαθμού 2, εάν το ένα μπορεί να μετασχηματισθεί στο άλλο μετά από μία ακολουθία διαιρέσεων και συμπτύξεων ακμών. Για παράδειγμα, τα δύο γραφήματα του Σχήματος 7.9 είναι ισόμορφα αγνοώντας κόμβους βαθμού 2, καθώς αρκεί μία διαίρεση ακμής και μία σύμπτυξη ακμών, για να μεταβούμε από το ένα στο άλλο.
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			Σχήμα 7.9: Δύο ισόμορφα γραφήματα αγνοώντας κόμβους βαθμού 2.

			 

			Το ακόλουθο θεώρημα, διατυπωμένο από τον Kazimierz Kuratowski, χρησιμοποιεί την έννοια των ισόμορφων γραφημάτων αγνοώντας κόμβους βαθμού 2, για να δώσει μία αναγκαία και ικανή συνθήκη ένα γράφημα να μην είναι επίπεδο συναρτήσει των γραφημάτων Κ5 και Κ3,3.

			Θεώρημα 7.2 Ένα γράφημα είναι επίπεδο, εάν-ν δεν περιέχει υπογράφημα που να είναι ισόμορφο αγνοώντας κόμβους βαθμού 2 με το Κ5 ή το Κ3,3.

			Όπως θα δούμε, ο έλεγχος εάν ένα γράφημα είναι επίπεδο μπορεί να γίνει σε χρόνο γραμμικό ως προς το συνολικό πλήθος κόμβων και ακμών, αν και δεν χρησιμοποιείται το προηγούμενο θεώρημα.

			 

			7.3  Αναπαράσταση Επίπεδου Γραφήματος

			 

			Η έννοια ενός επίπεδου γραφήματος είναι συνυφασμένη με την αναπαράστασή του στο επίπεδο. Συνήθως αναφερόμαστε σε δύο τρόπους αναπαράστασης. Πρώτον, την αναπαράσταση με ευθείες γραμμές, κατά την οποία αναθέτουμε σε κάθε κόμβο συντεταγμένες στο επίπεδο, έτσι ώστε οι ακμές να αντιστοιχούν σε ευθύγραμμα τμήματα που δεν τέμνονται (βλέπε Σχήμα 7.10). Τέτοιες αναπαραστάσεις είναι ιδιαίτερα χρήσιμες για τη γραφική απόδοση επίπεδων γραφημάτων και την οπτική επιβεβαίωση ότι είναι επίπεδα.
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			Σχήμα 7.10: Αναπαράσταση επίπεδου γραφήματος με ευθείες γραμμές.

			 

			Ο δεύτερος τρόπος αναπαράστασης είναι ιδιαίτερα χρήσιμος για την αναπαράσταση επίπεδων γραφημάτων σε προγράμματα. Πρόκειται για τη συνδυαστική αναπαράσταση, στην οποία για κάθε κόμβο δίνουμε μία κυκλική διάταξη των γειτονικών της ακμών, π.χ. δεξιόστροφα (δηλαδή κατά τη φορά των δεικτών του ρολογιού). Για παράδειγμα, για το γράφημα του Σχήματος 7.10 (βλέπε επίσης Σχήμα 7.11), η συνδυαστική αναπαράσταση περιλαμβάνει: 

			α : (α,β), (α,ε), (α,ζ)

			β : (β,α), (β,γ), (β,θ), (β,η)

			γ : (γ,β), (γ,θ)

			ε : (ε,α), (ε,η), (ε,ζ)

			ζ : (ζ,α), (ζ,ε), (ζ,η)

			η : (η,ζ), (η,ε), (η,β), (η,θ)

			θ : (θ,η), (θ,β), (θ,γ), (θ,ζ) 
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			Σχήμα 7.11: Κυκλική διάταξη των γειτονικών ακμών γύρω από κάθε κόμβο.

			 

			Η συνδυαστική αναπαράσταση παρέχει το πλεονέκτημα να μπορούμε εύκολα να βρούμε τις ακμές μίας όψης με τη σειρά που εμφανίζονται κατά μήκος του συνόρου της όψης. Αρκεί να ξεκινήσουμε από μία ακμή (u, v) της όψης και να ακολουθούμε κάθε φορά την επόμενη ακμή (v, w) στην κυκλική διάταξη του κόμβου w, κ.ο.κ. Η επίσκεψη των ακμών της όψης γίνεται αριστερόστροφα, δηλαδή αντιωρολογιακή. Για παράδειγμα, θεωρήστε την ακμή (β, η) στη λίστα γειτονικών ακμών του κόμβου β στην προηγούμενη συνδυαστική αναπαράσταση. Βρίσκουμε την ακμή (η, β) στη λίστα του κόμβου η, πηγαίνουμε (κυκλικά) στην επόμενη που είναι η (η, θ). Ακολούθως, πηγαίνουμε στη λίστα του κόμβου θ, βρίσκουμε την ακμή (θ, η) και πηγαίνουμε στην επόμενή της (θ, β), η οποία μας οδηγεί πίσω στη λίστα του κόμβου β, και στην οποία η ακμή (β, η) είναι η επόμενη της ακμής (β, θ).

			Γενικά, όταν δίδεται ένα επίπεδο γράφημα, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι έχουμε ένα σχέδιο του στο επίπεδο μαζί με την αντίστοιχη συνδυαστική αναπαράσταση (βλέπε Σχήμα 7.12).
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			Σχήμα 7.12: Ένα σχέδιο ενός επίπεδου γραφήματος και η συνδυαστική αναπαράστασή του.

			 

			Είναι ενδιαφέρον να αναφερθεί ότι μπορούμε να σχεδιάσουμε ένα επίπεδο γράφημα έχοντας οποιαδήποτε όψη ως εξωτερική όψη. Αρκεί να αλλάξουμε την κυκλική διάταξη ορισμένων ακμών.

			Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε την αναπαράσταση του γραφήματος που φαίνεται στο Σχήμα 7.13. Εάν θέλουμε να έχουμε ως εξωτερική όψη την όψη f = β, η, θ, θεωρούμε ένα σημείο, έστω p, μέσα στην όψη f. Έστω r μία ακτίνα με αφετηρία το p που δεν τέμνει κάποιο κόμβο (στο Σχήμα 7.14 η ακτίνα r φαίνεται να εκτείνεται οριζόντια προς τα δεξιά). 
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			Σχήμα 7.13: Μία αναπαράσταση ενός επίπεδου γραφήματος και η όψη β, η, θ.

			 

			[image: Image695.PNG] 

			 

			Σχήμα 7.14

			 

			Για να κάνουμε την f εξωτερική όψη, θα πρέπει να μετακινήσουμε τις ακμές που τέμνονται από την ακτίνα r. Πρώτα-πρώτα, αλλάζουμε το σχέδιο της ακμής της τρέχουσας εξωτερικής όψης που τέμνεται από την r (Σχήμα 7.15 αριστερά) και επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία για τη νέα εξωτερική όψη που προκύπτει μετά την τελευταία αλλαγή σχεδίου ακμής (Σχήμα 7.15 δεξιά). Ουσιαστικά, «μετακινούμε» τις ακμές που τέμνονται από την ακτίνα r ξεκινώντας από αυτήν που έχει το πιο απομακρυσμένο (από το σημείο p) σημείο τομής και κινούμενοι προς το p.
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			Σχήμα 7.15

			 

			7.4  Δυϊκό Γράφημα ενός Επίπεδου Γραφήματος

			 

			Έστω συνεκτικό επίπεδο γράφημα G με δεδομένο σχέδιο στο επίπεδο. Το δυϊκό γράφημα (dual graph) G* του G έχει έναν κόμβο vf για κάθε όψη f του G και μία ακμή e* = {vf, vf΄} για κάθε ακμή e του G που είναι γειτονική στις όψεις f και f΄ του G. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 7.16 (αριστερά) φαίνονται δύο κόμβοι του δυϊκού γραφήματος ενός συνεκτικού επίπεδου γραφήματος G και η ακμή που τους συνδέει, ενώ το συνολικό δυϊκό γράφημα του G φαίνεται στο Σχήμα 7.16 (δεξιά) (ο υψηλότερος κόμβος του δυϊκού γραφήματος αντιστοιχεί στην εξωτερική όψη του G).
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			Σχήμα 7.17: Ένα συνεκτικό επίπεδο γράφημα G και το δυϊκό του γράφημα G*.

			 

			Προσοχή. Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι το G* μπορεί να μην είναι απλό γράφημα (δηλαδή, μπορεί να έχει βρόχους και παράλληλες ακμές), ακόμα και εάν το G είναι απλό (το γράφημα G στο Σχήμα 7.17 είναι απλό, ενώ το δυϊκό του δεν είναι, καθώς έχει ένα βρόχο και δύο ζεύγη παραλλήλων ακμών).
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			Σχήμα 7.16: Ένα απλό επίπεδο γράφημα G με δυϊκό γράφημα G* που δεν είναι απλό.

			 

			Ιδιότητες δυϊκού γραφήματος

			
					1.	To δυϊκό γράφημα είναι επίπεδο.

					2.	Οι ακμές e1, e2, …, ek που προσπίπτουν σε έναν κόμβο v του G αντιστοιχούν στις ακμές e1*, e2*, …, ek* της όψης fv (που αντιστοιχεί στον κόμβο v) του G*.

					3.	Αν το δυϊκό γράφημα G* είναι συνεκτικό, τότε το πλήθος κόμβων n*, ακμών m* και όψεων φ* του G* ικανοποιεί τον τύπο του Euler: n* - m* + φ* = 2. Αυτό προκύπτει αμέσως από τον τύπο του Euler στο γράφημα G παρατηρώντας ότι n* = φ, m* = m και φ* = n.

					4.	Αν το γράφημα G είναι συνεκτικό, τότε το δυϊκό γράφημά του G* είναι το G: (G*)* = G.

			

			Για μη συνεκτικά γραφήματα έχουμε διαφορετικούς ορισμούς του δυϊκού γραφήματος, καθένας από τους οποίους, όμως, έχει μειονεκτήματα.

			α) Ως δυϊκό γράφημα θεωρείται η ένωση των δυϊκών γραφημάτων κάθε συνεκτικής συνιστώσας. Σε αυτήν την περίπτωση, στην εξωτερική όψη αντιστοιχούν τόσοι κόμβοι όσες και οι συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος (βλέπε Σχήμα 7.17α).
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			Σχήμα 7.18α

			 

			β) Ως δυϊκό γράφημα θεωρείται η ένωση των δυϊκών γραφημάτων κάθε συνεκτικής συνιστώσας, συγχωνεύοντας σε έναν όλους τους κόμβους που αντιστοιχούν στην εξωτερική όψη (βλέπε Σχήμα 7.18β). Όμως, τότε (G*)* ≠ G.
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			Σχήμα 7.18β

			 

			
					5.	Έστω T ένα συνδετικό δένδρο ενός συνεκτικού επίπεδου γραφήματος G. Κάθε κύκλος του δυϊκού γραφήματος G* περιέχει μία ακμή e* τέτοια ώστε η αντίστοιχη ακμή e του G ανήκει στο T (βλέπε Σχήμα 7.19).
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			Σχήμα 7.19

			 

			Το Σχήμα 7.19 απεικονίζει ένα γράφημα και το δυϊκό του, ενώ με κόκκινο χρώμα έχουν σημειωθεί οι ακμές ενός συνδετικού δένδρου Τ του G. Η ιδιότητα βασίζεται στο γεγονός ότι κάθε κύκλος στο δυϊκό γράφημα περιέχει στο εσωτερικό του τουλάχιστον έναν κόμβο του γραφήματος G. Συνεπώς, εάν δεν υπάρχει κάποια ακμή του κύκλου η οποία να αντιστοιχεί σε ακμή του δένδρου Τ, τότε στο Τ οι κόμβοι στο εσωτερικό του κύκλου δεν συνδέονται με τους κόμβους στο εξωτερικό του κύκλου, κάτι που έρχεται σε αντίφαση με το γεγονός ότι το Τ είναι ένα συνδετικό δένδρο του γραφήματος G.

			
					6.	Έστω Τ ένα συνδετικό δένδρο ενός συνεκτικού επίπεδου γραφήματος G. Οι δυϊκές των ακμών του γραφήματος που δεν ανήκουν στο Τ σχηματίζουν ένα συνδετικό δένδρο του G*.

			

			Όπως με το Σχήμα 7.19, το Σχήμα 7.20 απεικονίζει ένα γράφημα και το δυϊκό του, με κόκκινο χρώμα έχουν σημειωθεί οι ακμές ενός συνδετικού δένδρου Τ του G και με γαλάζιο οι δυϊκές των ακμών του γραφήματος οι οποίες δεν ανήκουν στο Τ. Είναι εύκολο να επιβεβαιωθεί ότι οι γαλάζιες ακμές σχηματίζουν ένα συνδετικό δένδρο του δυϊκού γραφήματος.
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			Σχήμα 7.20

			 

			Η ιδιότητα βασίζεται στο γεγονός ότι το συνδετικό δένδρο Τ ορίζει μόνο μία όψη στην οποία ανήκουν όλες οι ακμές του γραφήματος G που δεν ανήκουν στο T, οι οποίες, κατά συνέπεια, ορίζουν ένα συνεκτικό γράφημα που συνδέει όλους τους κόμβους του δυϊκού γραφήματος G*. Επιπλέον, το γράφημα αυτών των ακμών δεν έχει κύκλους λόγω της Ιδιότητας 5. Συνεπώς, οι ακμές του G που δεν ανήκουν στο T ορίζουν ένα συνδετικό δένδρο του G*.

			 

			7.5  Εξωεπίπεδο Γράφημα

			 

			Ένα γράφημα είναι εξωεπίπεδο (outerplanar), εάν μπορεί να σχεδιασθεί στο επίπεδο, έτσι ώστε όλοι οι κόμβοι του να βρίσκονται στην εξωτερική όψη. Το Σχήμα 7.21 δείχνει ένα εξωεπίπεδο γράφημα με 11 κόμβους. Τα εξωεπίπεδα γραφήματα, λόγω της ιδιότητας ορισμού τους, επιδέχονται αλγορίθμους που είναι πολύ αποδοτικότεροι από ό,τι στα γενικά επίπεδα γραφήματα.
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			Σχήμα 7.21

			 

			7.6  Έλεγχος Επιπεδότητας

			 

			Το πρόβλημα του ελέγχου της επιπεδότητας ενός γραφήματος απασχόλησε πολλούς ερευνητές ήδη από τη δεκαετία του 60. Οι Auslander και Parter το 1961, ο Goldstein το 1963 και οι Demoucron, Malgrange και Petruiset τo 1964 πρότειναν αλγορίθμους επίλυσης αυτού του προβλήματος. Το 1967 οι Lempel, Even και Cederbaum επίσης πρότειναν έναν αλγόριθμο ο οποίος, όπως θα δούμε, μπορεί να υλοποιηθεί σε χρόνο γραμμικό στο συνολικό πλήθος κόμβων και ακμών του γραφήματος το οποίο ελέγχεται. Ο πρώτος γραμμικού-χρόνου αλγόριθμος περιγράφηκε από τους Hopcroft και Tarjan το 1974 που βασίζεται στους αλγορίθμους των Auslander και Parter, και του Goldstein. Πιο πρόσφατα, αλγορίθμους για το ίδιο πρόβλημα περιέγραψαν οι Shih και Hsu το 1993, και οι Boyer και Myrvold το 1999. Και οι δύο αυτοί αλγόριθμοι βασίζονται στον αλγόριθμο των Lempel, Even και Cederbaum.

			Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουμε αναλυτικά έναν αλγόριθμο ελέγχου της επιπεδότητας ενός γραφήματος, συγκεκριμένα τον αλγόριθμο των Lempel, Even και Cederbaum, και θα δούμε μία γραμμικού-χρόνου εκδοχή του. Για να το πετύχουμε το τελευταίο, θα χρησιμοποιήσουμε:

			
					•	το γραμμικού-χρόνου αλγόριθμο του Tarjan (1972) για τον υπολογισμό δισυνεκτικών συνιστωσών,

					•	το γραμμικού-χρόνου αλγόριθμο των Even και Tarjan (1975) για τον υπολογισμό μίας st-αρίθμησης, και

					•	τη δομή των PQ-δένδρων που περιγράφηκαν από τους Booth και Lueker (1975).

			

			 

			7.6.1  Απαιτήσεις του αλγορίθμου των Lempel-Even-Cederbaum

			 

			Ο αλγόριθμος των Lempel, Even και Cederbaum υποθέτει ότι μας δίδεται ένα γράφημα εισόδου G με n κόμβους, το οποίο έχει τις εξής ιδιότητες: 

			
					1.	Είναι απλό (δεν έχει βρόχους και παράλληλες ακμές).

					2.	Έχει τουλάχιστον 5 κόμβους.

					3.	Έχει το πολύ 3n - 6 ακμές.

					4.	Είναι συνεκτικό.

					5.	Είναι δισυνεκτικό.

			

			 

			Οι προηγούμενες απαιτήσεις δεν είναι περιοριστικές, καθώς: 

			
					1.	Χρειάζεται να ασχοληθούμε μόνο με απλά γραφήματα, καθώς, εάν το γράφημα περιέχει ένα βρόχο (v, v), αυτός μπορεί να σχεδιασθεί πολύ κοντά στον κόμβο v, χωρίς έτσι να επηρεάσει το σχέδιο στο επίπεδο του υπόλοιπου γραφήματος. Παρόμοια, εάν το γράφημα έχει παράλληλες ακμές, αυτές μπορούν να σχεδιασθούν πολύ κοντά μεταξύ τους.

					2.	Επίσης, αρκεί να ασχοληθούμε με γραφήματα με τουλάχιστον 5 κόμβους, καθώς κάθε γράφημα με έως 4 κόμβους και οσεσδήποτε ακμές είναι επίπεδο. Παρατηρήστε ότι το πλήρες γράφημα με 4 κόμβους είναι επίπεδο (βλέπε Σχήμα 7.22). 
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			Σχήμα 7.22: Το γράφημα K4 είναι επίπεδο.

			 

			
					3.	Αρκεί το γράφημα να έχει το πολύ 3n - 6 ακμές, καθώς, εάν m ≥ 2 και δεν υπάρχουν βρόχοι και παράλληλες ακμές, τότε θα πρέπει m ≤ 3n – 6 (Πόρισμα 7.1).

					4.	Αρκεί το γράφημα να είναι συνεκτικό καθώς ισχύει ότι για να είναι ένα γράφημα επίπεδο, αρκεί κάθε συνεκτική συνιστώσα να ορίζει επίπεδο γράφημα. Συνεπώς, αρκεί να ελέγξουμε τις συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος.

					5.	Αρκεί το γράφημα να είναι δισυνεκτικό. Αυτό είναι συνέπεια της ακόλουθης πρότασης.

			

			 

			Πρόταση 7.1 Έστω απλό γράφημα G. Το G είναι επίπεδο, εάν-ν οι δισυνεκτικές του συνιστώσες είναι επίπεδα γραφήματα.

			Απόδειξη. Εάν το G είναι επίπεδο, τότε προφανώς και οι δισυνεκτικές του συνιστώσες είναι επίπεδα γραφήματα. Αρκεί, λοιπόν, να αποδείξουμε το αντίστροφο: Aν οι δισυνεκτικές συνιστώσες του G είναι επίπεδα γραφήματα, τότε και το G είναι επίπεδο. Η απόδειξη είναι με επαγωγή ως προς το πλήθος α των αρθρώσεων του G. 

			Βάση: Θεωρούμε α = 0. Η πρόταση προφανώς ισχύει, αφού το G είναι δισυνεκτικό.

			Επαγωγική Υπόθεση: Υποθέτουμε ότι η πρόταση ισχύει για κάθε γράφημα με το πολύ α αρθρώσεις.

			Επαγωγικό Βήμα: Θεωρούμε ότι το G έχει α + 1 αρθρώσεις. Έστω v μία άρθρωση του G και έστω G1, G2, …, Gk οι συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος G - v, δηλαδή του γραφήματος που προκύπτει από το G, αφού αφαιρεθεί ο κόμβος v και οι προσπίπτουσες σε αυτόν ακμές.

			Αφού το συνολικό γράφημα G είχε α + 1 αρθρώσεις, κάθε συνεκτική συνιστώσα Gi έχει το πολύ  αρθρώσεις. Συνεπώς, η επαγωγική υπόθεση μπορεί να εφαρμοσθεί και άρα κάθε Gi είναι επίπεδο γράφημα. Ας θεωρήσουμε τώρα ένα αυθαίρετο σχέδιο της συνιστώσας Gi στο επίπεδο. Επιλέγουμε μία όψη που περιέχει τον κόμβο v και την κάνουμε εξωτερική, όπως περιγράφηκε στην Ενότητα 7.3 (βλέπε Σχήμα 7.23). Με αυτόν τον τρόπο αποκτούμε σχέδια των G1, G2, …, Gk όπου ο κόμβος v είναι στην εξωτερική όψη όλων των συνιστωσών. 
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			Σχήμα 7.23: Μετατροπή του σχεδίου μίας συνεκτικής συνιστώσας ώστε να έχει τον κόμβο  στην εξωτερική όψη.

			 

			Με αυτόν τον τρόπο λαμβάνουμε σχέδια των G1, G2, …, Gk όπου ο κόμβος v είναι στην εξωτερική όψη όλων των συνιστωσών. Μπορούμε να συγχωνεύσουμε όλα αυτά τα σχέδια μέσω του v και να λάβουμε ένα σχέδιο στο επίπεδο του αρχικού γραφήματος G (βλέπε Σχήμα 7.24). 
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			Σχήμα 7.24: Σύνθεση των σχεδίων των συνεκτικών συνιστωσών γύρω από τον κόμβο .

			 

			Από τα προηγούμενα καταλήγουμε ότι το γράφημα G είναι επίπεδο. ∎

			 

			7.6.2 st-αρίθμηση 

			 

			Έστω δισυνεκτικό γράφημα G = (V, E) με n = |V| κόμβους και m = |E| ακμές και έστω ακμή (s, t) ∈ E. Μία -αρίθμηση του G είναι μία αρίθμηση των κόμβων π : V → {1, 2, …, n}, τέτοια ώστε π(s) = 1, π(t) = n, και κάθε κόμβος v ∈ V - {s, t} έχει ένα γειτονικό κόμβο με μικρότερη αρίθμηση και ένα γειτονικό κόμβο με μεγαλύτερη αρίθμηση, δηλαδή υπάρχουν ακμές (u, v) ∈ E και (w, v) ∈ E τέτοιες ώστε π(u) < π(v) < π(w). Στο Σχήμα 7.25 φαίνεται ένα δισυνεκτικό γράφημα και μία st-αρίθμησή του (μπορεί να επιβεβαιωθεί ότι όλες οι ακμές του γραφήματος έχουν σχεδιασθεί στα δεξιά και ότι όντως πληρούται η συνθήκη της st-αρίθμησης). Η st-αρίθμηση ορίζει μία γραμμική διάταξη των κόμβων, με πρώτο τον s και τελευταίο τον t. Θα δείξουμε ότι μία st-αρίθμηση του G μπορεί να υπολογισθεί σε Ο(m + n) = Ο(m) χρόνο (για συνεκτικά γραφήματα ισχύει ότι m ≥ n - 1).
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			Σχήμα 7.25: Ένα δισυνεκτικό γράφημα με s = 1 και  και μία st-αρίθμησή του.

			 

			Θα αποδείξουμε πρώτα την ύπαρξη μίας st-αρίθμησης χρησιμοποιώντας έναν απλό αλγόριθμο. Στη συνέχεια, θα δώσουμε ένα γραμμικό αλγόριθμο με χρήση της κατά-βάθος (ή καθοδικής) διερεύνησης. 

			Ιδέα: Ξεκινάμε με μία διάταξη που περιλαμβάνει μόνο τους s και t, την οποία επεκτείνουμε σε μία ακολουθία βημάτων. Σε κάθε βήμα βρίσκουμε ένα μονοπάτι που συνδέει δύο κόμβους που βρίσκονται ήδη σε διάταξη και τοποθετούμε στη διάταξη τους κόμβους του μονοπατιού.
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			Σχήμα 7.26

			 

			Ας θεωρήσουμε ότι αρχικά ξεκινάμε με τη διάταξη του Σχήματος 7.26. Έστω ένας κόμβος v που ανήκει στην τρέχουσα διάταξη, αλλά έχει γειτονικό κόμβο  εκτός της διάταξης. Βρίσκουμε ένα μονοπάτι P από το w προς κάποιο κόμβο u ≠ v που ανήκει στην τρέχουσα διάταξη (το P υπάρχει γιατί το G - v είναι συνεκτικό). Εάν ο κόμβος v προηγείται του u στη διάταξη, τότε εισάγουμε τους κόμβους του P αμέσως μετά τον v (βλέπε Σχήμα 7.27). Διαφορετικά εισάγουμε τους κόμβους του P αμέσως πριν τον κόμβο v. 
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			Σχήμα 7.27: Επέκταση της διάταξης με τους κόμβους εντός της έλλειψης οι οποίοι είναι εκτός της τρέχουσας διάταξης.

			 

			Η διαδικασία συνεχίζεται με την εισαγωγή όλο και περισσότερων κόμβων έως ότου όλοι οι κόμβοι του γραφήματος G εισάγονται στη διάταξη. Η τελική διάταξη αποτελεί μία st-αρίθμηση του G.

			 

			7.6.3  Υπολογισμός μίας st-αρίθμησης σε O(m) χρόνο

			 

			Θεωρούμε ότι δίδεται ένα δισυνεκτικό γράφημα G αναπαριστάμενο με τη συνδυαστική του αναπαράσταση. Ας θεωρήσουμε την αναπαράσταση του γραφήματος στο Σχήμα 7.28.
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			Σχήμα 7.28

			 

			Ξεκινώντας από τον κόμβο t και ακολουθώντας την ακμή (t, s), εφαρμόζουμε κατά-βάθος διερεύνηση (depth-first search). Η εκκίνηση της κατά-βάθος διερεύνησης για το γράφημα του Σχήματος 7.28 φαίνεται στο Σχήμα 7.29 (στα δεξιά φαίνεται το δένδρο κατά-βάθος διερεύνησης T, στο οποίο με συνεχείς γραμμές θα σημειώνουμε τις ακμές του δένδρου, ενώ με διακεκομμένες τις ανιούσες ή οπισθοακμές ακμές (back-edges)). Κατά την κατά-βάθος διερεύνηση αποθηκεύουμε τρεις αριθμούς για κάθε κόμβο v: 

			
					•	s(v) = σειρά (χρόνος) ανακάλυψης του κόμβου v 

					•	L(v) = ελάχιστο s(u) τέτοιο ώστε υπάρχει ανιούσα ακμή (w, u) για κάποιο απόγονο w του v (αν δεν υπάρχει τέτοιος απόγονος w του v, τότε L(v) = s(v))

					•	p(v) = γονέας του v στο Τ. 
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			Σχήμα 7.29: Εκκίνηση της κατά-βάθος διερεύνησης για τον υπολογισμό μίας st-αρίθμησης.

			 

			Είναι σημαντικό να αναφέρουμε ότι για την επέκταση της διερεύνησης, κάθε φορά ακολουθούμε την αμέσως επόμενη ακμή στη συνδυαστική αναπαράσταση του γραφήματος. Για παράδειγμα, από τον κόμβο s προχωράμε στον κόμβο γ, διότι η ακμή (s, γ) ακολουθεί (κυκλικά) την ακμή (s, t) στη λίστα του κόμβου s στη συνδυαστική αναπαράσταση του γραφήματος (βλέπε Σχήμα 7.30 το γράφημα αριστερά, δίπλα στους κόμβους t, s και γ σημειώνεται η αντίστοιχη τιμή s()).
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			Σχήμα 7.30: Κατά-βάθος διερεύνηση για τον υπολογισμό μίας st-αρίθμησης.

			 

			Από τον κόμβο γ δεν επισκεπτόμαστε άλλο κόμβο (απλώς προσθέτουμε την ανιούσα ακμή (γ, s)) και επιστρέφουμε στον κόμβο s. Μετά την ακμή (s, γ), συνεχίζουμε στην ακμή (s, α) που είναι η επόμενη ακμή μετά την (s, γ) στη λίστα του κόμβου s (βλέπε Σχήμα 7.31).
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			Σχήμα 7.31

			 

			Με παρόμοιο τρόπο συνεχίζουμε την κατά-βάθος διερεύνηση, έως ότου επισκεφθούμε όλους τους κόμβους και τις ακμές του γραφήματος. Τα Σχήματα 7.32–7.35 δείχνουν τη συνέχεια και ολοκλήρωση της κατά-βάθος διερεύνησης για το γράφημα του Σχήματος 7.28.
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			Σχήμα 7.32
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			Σχήμα 7.33
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			Σχήμα 7.34
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			Σχήμα 7.35

			 

			Στο Σχήμα 7.36 παραθέτουμε το συνολικό δένδρο κατά-βάθος διερεύνησης του, στο οποίο έχουμε σημειώσει για κάθε κόμβο v την αντίστοιχη τιμή του s(v). Με βάση αυτό, είναι εύκολο να παρατηρήσουμε ότι L(α) = 1 και L(ε) = 4.

			 

			[image: Image1013.PNG] 

			 

			Σχήμα 7.36

			 

			Η δισυνεκτικότητα του γραφήματος συνεπάγεται την ακόλουθη ιδιότητα.

			Ιδιότητα 7.1 Εάν το γράφημα G είναι δισυνεκτικό, τότε L(v) < s(p(v)) για κάθε κόμβο v τέτοιον ώστε s(p(v)) ≠ 1. Εάν s(p(v)) = 1, τότε L(v) = s(p(v)) = 1.

			Μετά την ολοκλήρωση της κατά-βάθος διερεύνησης και τον υπολογισμό των p(v), s(v) και L(v), ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί μία βοηθητική διαδικασία PathFinder, η οποία ανακαλύπτει μονοπάτια και σημειώνει τους κόμβους και τις ακμές τους ως εξής:

			
					•	Αρχικά, μόνο οι κόμβοι s, t και η ακμή (s, t) είναι σημειωμένοι.

					•	 Η πρώτη κλήση PathFinder(s) βρίσκει ένα απλό μονοπάτι από τον s στον t, το οποίο δεν περιέχει την ακμή (s, t). Σημειώνει τους κόμβους και τις ακμές του μονοπατιού. 

					•	Κάθε επόμενη κλήση PathFinder(v) βρίσκει ένα απλό μονοπάτι με νέες (μη σημειωμένες) ακμές, από σημειωμένο κόμβο v σε σημειωμένο κόμβο w ≠ v. Σημειώνει τους κόμβους και τις ακμές του μονοπατιού. 

			

			 

			Η διαδικασία έχει ως εξής:
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			Σχήμα 7.37: Για τη διαδικασία PathFinder: (α) Περίπτωση 1, (β) Περίπτωση 2 και (γ) Περίπτωση 3.

			 

			Παρατήρηση 7.1. Στην Περίπτωση 3 όλα τα παιδιά του κόμβου v είναι σημειωμένα. Επομένως, το P τερματίζει σε απόγονο w του v όπου w ≠ v. 

			Μία st-αρίθμηση μπορεί να υπολογισθεί χρησιμοποιώντας τη βοηθητική διαδικασία PathFinder μαζί με μία στοίβα Σ, η οποία περιέχει σημειωμένους κόμβους και την οποία χειριζόμαστε ως εξής:

			
					•	Αρχικά, τοποθετούνται στη στοίβα Σ οι κόμβοι t και s, με τον s στην κορυφή. 

					•	Κάθε φορά διαγράφεται ο κόμβος v στην κορυφή της Σ και καλείται η PathFinder(v) που επιστρέφει ένα μονοπάτι P.

					•	Αν P = ∅, τότε ο κόμβος v λαμβάνει τον επόμενο διαθέσιμο αριθμό και δεν τοποθετείται ξανά στη στοίβα.

					•	Αν P = (v1, v2) (v2, v3) ⋯ (vk - 1, vk), όπου v1 = v, τότε οι κόμβοι vk - 1, vk - 2, …, v2 και v1 τοποθετούνται στην κορυφή της στοίβας.

			

			 

			Τότε η θέση καθενός από τους κόμβους σε μία st-αρίθμηση προσδιορίζεται από τον ακόλουθο αλγόριθμο stNumber, τον οποίο περιγράφουμε στην Αλγόριθμο 7.1.
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			Ας δούμε την εφαρμογή του Αλγορίθμου 7.1 στο δένδρο κατά-βάθος διερεύνησης του Σχήματος 7.36. Μετά το Βήμα 2, έχουμε την κατάσταση του Σχήματος 7.38.

			 

			[image: Image1065.PNG] 

			 

			Σχήμα 7.38

			 

			Στη συνέχεια, τα διαδοχικά βήματα του Αλγορίθμου stNumber φαίνονται στα Σχήματα 7.39 έως 7.48.
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			Σχήμα 7.39
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			Σχήμα 7.40
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			Σχήμα 7.41
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			Σχήμα 7.42
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			Σχήμα 7.43
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			Σχήμα 7.44
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			Σχήμα 7.45
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			Σχήμα 7.46
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			Σχήμα 7.47

			 

			Τελικά, έχουμε:
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			Σχήμα 7.48

			 

			Συνεπώς, το δοθέν γράφημα με σημειωμένη την st-αρίθμηση που υπολογίσθηκε, είναι:
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			Σχήμα 7.49

			 

			Η ορθότητα του αλγορίθμου βασίζεται στις ιδιότητες που περιγράφονται στην ακόλουθη παρατήρηση.

			Παρατήρηση 7.2

			
					1.	Από τη στιγμή που ένας κόμβος v τοποθετείται στη στοίβα Σ, ουδείς κόμβος που βρίσκεται κάτω από τον v στη Σ λαμβάνει αρίθμηση πριν τον v. 

					2.	Ένας κόμβος διαγράφεται μόνιμα από την Σ, μόνο εφόσον όλες οι ακμές που προσπίπτουν σε αυτόν έχουν σημειωθεί. 

					3.	Κάθε κόμβος u ≠ s, t τοποθετείται στην Σ προτού διαγραφεί ο t. 

			

			 

			Απόδειξη. Τα 1 και 2 είναι εύκολο να δούμε ότι ισχύουν. Για το 3, λαμβάνουμε υπόψη ότι, αφού το G είναι δισυνεκτικό, υπάρχει μονοπάτι s = w1, ...,wk =  u, το οποίο δεν περιέχει τον t. Έστω wj ο κόμβος του μονοπατιού με μέγιστο δείκτη j που τοποθετείται στην Σ, πριν διαγραφεί ο t. Θα δείξουμε ότι η υπόθεση wj ≠ wk οδηγεί σε άτοπο. Έστω ότι wj ≠ wk. Τότε ο κόμβος wj διαγράφεται μόνιμα, πριν διαγραφεί ο κόμβος t. Για να συμβεί αυτό, πρέπει όλες οι ακμές που προσπίπτουν σε αυτόν τον κόμβο – και, άρα, και η ακμή (wj, wj + 1 – να έχουν σημειωθεί, δηλαδή στη συγκεκριμένη περίπτωση να τοποθετηθεί ο wj+1 στην Σ, το οποίο όμως αντιβαίνει τον ορισμό του wj. ∎

			 

			Η ορθότητα του αλγορίθμου αποδεικνύεται στο ακόλουθο λήμμα.

			Λήμμα 7.1 Ο αλγόριθμος stNumber παράγει έγκυρη st-αρίθμηση.

			Απόδειξη. Από την Παρατήρηση 7.2 προκύπτει ότι όλοι κόμβοι λαμβάνουν αρίθμηση και επιπλέον αρίθμηση (s) = 1 και αρίθμηση (t) = n. Έστω αυθαίρετος κόμβος u ≠ s, t. Για να τοποθετηθεί ο κόμβος u στη στοίβα Σ για πρώτη φορά, πρέπει μία κλήση PathFinder(v) να επιστρέψει ένα απλό μονοπάτι P που περιέχει τον u.

			Έστω x ό κόμβος που προηγείται του u στο P και έστω y ο κόμβος που έπεται του u στο P. Τότε ο κόμβος u τοποθετείται επάνω από τον y και κάτω από τον x στην Σ. Άρα, θα έχουμε αρίθμηση(x) < αρίθμηση(u) < αρίθμηση(y). ∎

			 

			7.6.4 PQ-δένδρα

			 

			Τα PQ-δένδρα είναι μία δομή δεδομένων που μας επιτρέπει να αναπαριστούμε τις μεταθέσεις ενός συνόλου U, στις οποίες συγκεκριμένα υποσύνολα του U εμφανίζονται ως συνεχόμενες υποακολουθίες.

			Παράδειγμα. Έστω σύνολο U = {α, β, γ, δ} και υποσύνολα S1 = {α, β, γ}, S2 = {α, δ} όπου τα στοιχεία καθενός από τα S1 και S2 θα πρέπει να σχηματίζουν συνεχόμενες υποακολουθίες.

			Τότε οι έγκυρες μεταθέσεις του U με τους περιορισμούς που τίθενται από τα σύνολα S1 και S2 είναι οι ακόλουθες:

			
					•	β, γ, α, δ 

					•	γ, β, α, δ 

					•	δ, α, β, γ 

					•	δ, α, γ, β 

			

			 

			Αν είχαμε επιπλέον το υποσύνολο S3 = {β, δ}, τότε δεν υπάρχει κάποια έγκυρη μετάθεση του συνόλου U.

			Ορισμός 7.1 Ένα PQ-δένδρο για ένα σύνολο U με τους περιορισμούς που τίθενται από τα υποσύνολα S1, S2, … είναι ένα διατεταγμένο δένδρο, όπου: 

			
					•	Τα στοιχεία του U βρίσκονται στα φύλλα του δένδρου.

					•	Οι εσωτερικοί κόμβοι διακρίνονται σε δύο κατηγορίες: στους P-κόμβους και στους Q-κόμβους. 

			

			 

			Ένα PQ-δένδρο ορίζεται αναδρομικά ως εξής: 

			
					1.	Ένα φύλλο v που περιέχει ένα στοιχείο του U είναι ένα PQ-δένδρο με ρίζα το v.

					2.	Έστω PQ-δένδρα T1, T2, ..., Tk. Ένας P-κόμβος v με παιδιά τα Τi είναι ένα PQ-δένδρο με ρίζα τον v. Αναπαριστά όλες τις μεταθέσεις των T1, T2, ..., Tk.
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			Σχήμα 7.50: Ένας P-κόμβος.

			 

			
					3.	Έστω PQ-δένδρα T1, T2, ..., Tk. Ένας Q-κόμβος v με παιδιά τα Τi είναι ένα PQ-δένδρο με ρίζα τον v. Αναπαριστά τη διάταξη T1, T2, ..., Tk ή τη διάταξη Tk, Tk - 1, ..., T1.
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			Σχήμα 7.51: Ένας Q-κόμβος.

			 

			Ένα PQ-δένδρο είναι έγκυρο όταν: 

			
					•	Κάθε στοιχείο του U εμφανίζεται σε ακριβώς ένα φύλλο.

					•	Κάθε P-κόμβος έχει τουλάχιστον 2 παιδιά.

					•	Κάθε Q-κόμβος έχει τουλάχιστον 3 παιδιά. 

			

			 

			Παράδειγμα. Ας επιστρέψουμε στο προηγούμενο παράδειγμα όπου U = {α, β, γ, δ} και S1 = {α, β, γ}, S2 = {α, δ}. Υπενθυμίζεται ότι οι έγκυρες μεταθέσεις του U είναι οι εξής: (β, γ, α, δ), (γ, β, α, δ), (δ, α, β, γ) και (δ, α, γ, β). Το PQ-δένδρο που περιγράφει ακριβώς αυτές τις μεταθέσεις είναι το ακόλουθο:
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			Σχήμα 7.52

			 

			Σημείωση. Είναι σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι οι Q-κόμβοι είναι απαραίτητοι. Για παράδειγμα, οι μεταθέσεις του συνόλου U = {α, β, γ} με υποσύνολα S1 = {α, β} και S2 = {β, γ} δεν μπορούν να αναπαρασταθούν από δένδρο με μόνο φύλλα και P-κόμβους. Στην προκειμένη περίπτωση, οι έγκυρες μεταθέσεις του U είναι μόνον οι (α, β, γ) και (γ, β, α), οι οποίες περιγράφονται μόνον από το ακόλουθο PQ-δένδρο.
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			Σχήμα 7.53

			 

			Για συγκεκριμένο σύνολο U και υποσύνολα περιορισμού, δεν έχουμε μοναδικό PQ-δένδρο. Μάλιστα, δύο PQ-δένδρα είναι ισοδύναμα, όταν το ένα μπορεί να μετατραπεί στο άλλο με τη χρήση 0 ή περισσότερων μετασχηματισμών ισοδυναμίας από τους εξής δύο.

			
					1.	Αυθαίρετη μετάθεση των παιδιών ενός P-κόμβου.
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			Σχήμα 7.54

			 

			
					2.	Αντιστροφή των παιδιών ενός Q-κόμβου 
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			Σχήμα 7.55

			 

			Παράδειγμα. Το PQ-δένδρο του Σχήματος 7.56 είναι ισοδύναμο με αυτό του Σχήματος 7.57.
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			Σχήμα 7.56
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			Σχήμα 7.57

			 

			Αλγόριθμος Κατασκευής PQ-δένδρου. Έστω σύνολο U = {α1, α2, ..., αm} και σύνολο υποσυνόλων S = {S1, S2, ..., Sn}. Ξεκινάμε με ένα αρχικό PQ-δένδρο με ρίζα ένα P-κόμβο, που έχει ως παιδιά m φύλλα με τα στοιχεία του συνόλου U. 
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			Σχήμα 7.58

			 

			Επεξεργαζόμαστε ένα-ένα τα υποσύνολα Sj ∈ S. Για κάθε τέτοιο υποσύνολο Sj τροποποιούμε κατάλληλα το PQ-δένδρο, ώστε τα στοιχεία του Sj να εμφανίζονται συνεχόμενα. Η επεξεργασία του PQ-δένδρου για το υποσύνολο Sj γίνεται από κάτω προς τα επάνω και επηρεάζει τους κόμβους οι οποίοι είναι πρόγονοι φύλλων που αντιστοιχούν στα στοιχεία του Sj.

			Παράδειγμα. Έστω σύνολο U = {α, β, γ, δ} και υποσύνολα S1 = {α, β, γ}, S2 = {α, δ}. Τότε το αρχικό PQ-δένδρο είναι
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			Σχήμα 7.59

			 

			Η προσθήκη του συνόλου S1 = {α, β, γ} οδηγεί στο εξής PQ-δένδρο.
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			Σχήμα 7.60

			 

			Ακολούθως, η προσθήκη του συνόλου S2 = {α, δ} οδηγεί στο εξής τελικό PQ-δένδρο.
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			Σχήμα 7.61

			 

			Έστω U(v) το σύνολο των στοιχείων του U που είναι αποθηκευμένα στα φύλλα του υποδένδρου με ρίζα v. Ο κόμβος v είναι:

			
					•	 Πλήρης (για το Sj), όταν U(v) ⊆ Sj.

					•	 Κενός (για το Sj), όταν U(v) ∩ Sj = ∅.

					•	 Μερικός (για το Sj), όταν U(v) ∩ Sj ≠ ∅.

			

			 

			Ένας πλήρης ή μερικός κόμβος v λέμε ότι είναι σχετικός (για το Sj).

			Σε κάθε κόμβο v που επεξεργαζόμαστε εφαρμόζουμε έναν κατάλληλο μετασχηματισμό ανάλογα με την κατάσταση των παιδιών του.

			
					•	Εάν ο κόμβος v είναι πλήρης ή κενός, τότε δεν πραγματοποιείται κάποια αλλαγή. 

					•	Εάν ο κόμβος v είναι μερικός P-κόμβος, τότε διακρίνουμε περιπτώσεις ανάλογα με το εάν ο v

			

			
					1.	είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων (βλέπε Σχήμα 7.62 για το υποσύνολο Sj = {β, ι}), και

					2.	έχει (1 ή 2) παιδιά που είναι μερικά. 

			

			
					•	Εάν δεν μπορεί να εφαρμοσθεί κάποιος μετασχηματισμός για τον κόμβο v, τότε δεν υπάρχει μετάθεση του U που να ικανοποιεί τους περιορισμούς του S. 
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			Σχήμα 7.62

			 

			Ειδικότερα, έχουμε τις εξής περιπτώσεις:

			
					1.	Ο κόμβος v είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων και δεν έχει μερικά παιδιά.
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			Σχήμα 7.63

			 

			
					2.	Ο κόμβος  δεν είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων και δεν έχει μερικά παιδιά. 
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			Σχήμα 7.64

			 

			
					3.	Ο κόμβος v είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων και έχει ακριβώς ένα μερικό παιδί.
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			Σχήμα 7.65

			 

			
					4.	Ο κόμβος v δεν είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων και έχει ακριβώς ένα μερικό παιδί.
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			Σχήμα 7.66

			 

			
					5.	Ο κόμβος v είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων και έχει ακριβώς δύο μερικά παιδιά.
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			Σχήμα 7.67

			 

			Ανάλογοι μετασχηματισμοί ορίζονται και για τους Q-κόμβους.

			 

			
					6.	Ο κόμβος v έχει ακριβώς ένα μερικό παιδί.
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			Σχήμα 7.68

			 

			
					7.	Ο κόμβος v είναι ο κοντινότερος κοινός πρόγονος όλων των σχετικών φύλλων και έχει ακριβώς δύο μερικά παιδιά.
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			Σχήμα 7.69

			 

			Παράδειγμα. Έστω ότι προσθέτουμε τον περιορισμό (υποσύνολο) S = {ε, ι, κ, λ} στο εξής PQ-δένδρο.
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			Σχήμα 7.70

			 

			Προσπαθούμε να φέρουμε τα φύλλα που αντιστοιχούν στα στοιχεία του S σε διπλανές θέσεις. Για τον Ρ-κόμβο με παιδιά ε και ζ, παρατηρούμε ότι τα φύλλα που αντιστοιχούν στα ι, κ, λ  είναι πιο δεξιά, ενώ το φύλλο που αντιστοιχεί στο ε είναι αριστερό παιδί του. Αρκεί να αλλάξουμε τη σειρά των φύλλων αυτού του Ρ-κόμβου κάνοντας το φύλλο που αντιστοιχεί στο ε δεξί παιδί του. Παρόμοια, αλλάζουμε τη διάταξη των παιδιών του Q-κόμβου, που είναι πατέρας του φύλλου που αντιστοιχεί στο ι, ώστε να φέρουμε τα φύλλα που αντιστοιχούν στα ι, κ, λ στα αριστερά. Έτσι, προκύπτει το εξής ΡQ-δένδρο.

			 

			[image: 6753.png] 

			 

			Σχήμα 7.71

			 

			Πλέον αρκεί να επικεντρωθούμε στον Q-κόμβο, που είναι το δεξιότερο παιδί της ρίζας του PQ-δένδρου. Τώρα εφαρμόζεται ο μετασχηματισμός δ΄ (βλέπε Σχήμα 7.69), οπότε τελικά έχουμε:
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			Σχήμα 7.72

			 

			Η αποδοτική υλοποίηση των μετασχηματισμών του PQ-δένδρου απαιτεί προσοχή! Αποδεικνύεται ότι ένα PQ-δένδρο μπορεί να υπολογίσει τις μεταθέσεις ενός συνόλου U με m στοιχεία, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι περιορισμοί n υποσυνόλων S1, S2, ..., Sn σε συνολικό χρόνο O(m + n + ∑nj=1 |Sj|).

			 

			7.6.5  Γραμμικός Αλγόριθμος βασισμένος στους Lempel-Even-Cederbaum 

			 

			Έστω G ένα απλό δισυνεκτικό γράφημα με n ≥ 5 κόμβους και m ≤ 3n - 6 ακμές. Ο αλγόριθμος ξεκινά υπολογίζοντας μία st-αρίθμηση του G. Κατόπιν, επεξεργαζόμαστε τους κόμβους του G σε αύξουσα st-αρίθμηση ως εξής: 

			Για i = 2, 3, …, n - 1, έχουμε μία (έμμεση) αναπαράσταση στο επίπεδο του υπογραφήματος Gi που περιλαμβάνει τους κόμβους 1, 2, …, i και τις μεταξύ τους ακμές, την οποία επεκτείνουμε με την προσθήκη του κόμβου i + 1. Θεωρούμε ένα σχέδιο του G στο επίπεδο όπου η ακμή (1, n) βρίσκεται στην εξωτερική όψη. Στο αντίστοιχο σχέδιο του Gi, ο κόμβος n βρίσκεται στην εξωτερική όψη (βλέπε Σχήμα 7.73). 
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			Επιπλέον, για κάθε κόμβο j < i, υπάρχει μονοπάτι από τον j στον n το οποίο δεν περιέχει κόμβους του Gi (αυτό είναι άμεση συνέπεια της st-αρίθμησης) (βλέπε Σχήμα 7.74). Άρα, όλοι οι κόμβοι j > i πρέπει να βρίσκονται στην εξωτερική όψη του Gi. Αρκεί, λοιπόν, να ελέγξουμε εάν το Gi μπορεί να σχεδιασθεί έτσι ώστε οι κόμβοι i + 1, …, n να βρίσκονται στην εξωτερική του όψη.

			Ορίζουμε ένα βοηθητικό γράφημα Bi που προκύπτει από το Gi με την προσθήκη κόμβων και ακμών ως εξής: Για κάθε ακμή (k, j) του G με k ≤ i και j > i προσθέτουμε ένα νέο αντίγραφο του κόμβου j μαζί με την ακμή (k, j). Τώρα πρέπει να ελέγξουμε εάν οι νέοι κόμβοι μπορούν να τοποθετηθούν στην εξωτερική όψη: 

			
					•	Για το γράφημα B1 (που συνίσταται σε έναν κόμβο και τις γειτονικές του ακμές) προφανώς ισχύει.

					•	Έστω ότι ισχύει για το γράφημα Bi - 1. 

					•	Αρκεί να εξετάσουμε εάν υπάρχει αναπαράσταση του γραφήματος Bi, όπου οι νέοι γειτονικοί κόμβοι του i μπορούν να τοποθετηθούν σε συνεχόμενες θέσεις. Για παράδειγμα, εάν το Bi είναι το τρίγωνο του Σχήματος 7.75 (αριστερά) με τις εμφανιζόμενες γειτονικές στον κόμβο i ακμές, τότε μετακινούμε τους γειτονικούς στον i κόμβους, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.75 (δεξιά).
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			Σχήμα 7.75

			 

			Οι έγκυρες αναπαραστάσεις κάθε Bi μπορούν να διατηρηθούν με ένα PQ-δένδρο, όπου U είναι το υποσύνολο των ακμών στο σύνολο Bi που συνδέουν κόμβους 1, 2, …, i με κόμβους i + 1, i + 2, …,  n.

			 

			Παράδειγμα. Ας θεωρήσουμε το γράφημα του Σχήματος 7.76.
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			Σχήμα 7.76

			 

			Τότε το βοηθητικό γράφημα B1 είναι αυτό του Σχήματος 7.77 και το αντίστοιχο PQ-δένδρο είναι (εισάγουμε P-κόμβο για τις ακμές (1, j) με j > 1) αυτό του Σχήματος 7.78.
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			Ομαδοποιούμε τις ακμές που προσπίπτουν στον κόμβο 2. Υπάρχει μόνο η (1, 2), οπότε δεν αλλάζει κάτι. Το B2 είναι το γράφημα του Σχήματος 7.79 και το αντίστοιχο PQ-δένδρο (εισάγουμε στη θέση της ακμής (1, 2) ένα P-κόμβο για τις ακμές (2, j) με j > 2) αυτό του Σχήματος 7.80.
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			Ομαδοποιούμε τις ακμές που προσπίπτουν στον 3,
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			Σχήμα 7.81

			 

			οπότε προκύπτει το ακόλουθο PQ-δένδρο:
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			Σχήμα 7.82

			 

			Συνεχίζουμε με το γράφημα B3 του Σχήματος 7.83. Εισάγουμε στη θέση των ακμών (1,3) και (2,3) του PQ-δένδρου του Σχήματος 7.82 έναν P-κόμβο για τις ακμές (3, j) με j > 3.
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			Στη συνέχεια, ομαδοποιούμε τις ακμές που προσπίπτουν στον κόμβο 4,
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			Σχήμα 7.85

			 

			οπότε προκύπτει το PQ-δένδρο:
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			Σχήμα 7.86

			 

			Τέλος, στο γράφημα B4 του Σχήματος 7.87 εισάγουμε στη θέση των ακμών (2, 4) και (3, 4) ένα φύλλο για την ακμή (4, 5) (βλέπε δένδρο Σχήματος 7.88).
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			Θα πρέπει, στη συνέχεια, να ομαδοποιήσουμε τις ακμές που προσπίπτουν στον κόμβο 5. Όμως, δεν χρειάζεται να κάνουμε κάτι, καθώς είναι ήδη σε συνεχόμενη διάταξη.

			Καθώς υπάρχει ένα τελικό PQ-δένδρο για το γράφημα, συμπεραίνουμε ότι το γράφημα είναι επίπεδο, ενώ τα ενδιάμεσα και το τελικό PQ-δένδρο δίνουν έναν τρόπο αναπαράστασης του γραφήματος στο επίπεδο.

			 

			7.7  Τομές σε Επίπεδα Γραφήματα

			 

			Στην ενότητα αυτή θα μελετήσουμε το πρόβλημα του υπολογισμού της μέγιστης τομής σε επίπεδα γραφήματα. Σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) με συνάρτηση βάρους ακμών w: E → R, όπου w(u, v) ≥ 0, μία τομή (cut) είναι μία διαμέριση του συνόλου V των κόμβων του G σε δύο μη κενά σύνολα A και B (επειδή τα σύνολα A και B διαμερίζουν το V ισχύει ότι A U B = V και A ∩ B= ø). Για μία τομή σε σύνολα A και B, ορίζουμε το σύνολο ακμών της ως E(A, B) = {(u, v) ∈ E | u ∈ A, v ∈ B} και το βάρος της w(A, B) ως το άθροισμα των βαρών των ακμών στο σύνολο ακμών της. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε το γράφημα που φαίνεται στα αριστερά στο Σχήμα 7.89, όπου ο αριθμός δίπλα σε κάθε ακμή δηλώνει το βάρος της ακμής. Το βάρος της τομής του γραφήματος που φαίνεται στα δεξιά στο Σχήμα 7.89 (όπου A = {a, b, c} και B = {d, e, f }) είναι w(A, B) = w(a, f) + w(b, f) + w(c, f) + w(c, e) + w(c, d) = 63. Το ίδιο βάρος τομής έχει και η τομή που φαίνεται στα αριστερά στο Σχήμα 7.90 (όπου A = {a, b, d} και B = {c, e, f}) είναι w(A, B) = w(a, f) + w(b, f) + w(b, c) + w(c, d) + w(e, d) = 63, ενώ η τομή στα δεξιά στο Σχήμα 7.90 (όπου A = {a, b, f} και B = {c, e, d}) είναι w(A, B) = w(b, c) + w(c, f) + w(f, e) = 35.
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			Σχήμα 7.89: Ένα γράφημα G με ακμικά βάρη (αριστερά) και μία τομή του (δεξιά).
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			Σχήμα 7.90: Δύο τομές του γραφήματος G του Σχήματος 7.89.

			 

			Καθώς για κάποιο δοθέν γράφημα ενδέχεται να έχουμε τομές με διαφορετικά βάρη, μας ενδιαφέρουν τα εξής προβλήματα:

			
					•	Το πρόβλημα της ελάχιστης τομής: θέλουμε να υπολογίσουμε μία τομή με ελάχιστο βάρος.

					•	Το πρόβλημα της μέγιστης τομής: θέλουμε να υπολογίσουμε μία τομή με μέγιστο βάρος.

			

			 

			Το πρόβλημα της ελάχιστης τομής επιλύεται σε πολυωνυμικό χρόνο σε οποιοδήποτε γράφημα. Αντίθετα το πρόβλημα της μέγιστης τομής είναι ΝΡ-πλήρες σε γενικά γραφήματα. Ωστόσο, όπως θα δούμε στη συνέχεια, αυτό επιλύεται σε πολυωνυμικό χρόνο σε επίπεδα γραφήματα.

			 

			7.7.1  Αλγόριθμοι για τη Μέγιστη Τομή Επίπεδων Γραφημάτων

			 

			Ο πρώτος αλγόριθμος για το πρόβλημα της μέγιστης τομής σε επίπεδα γραφήματα παρουσιάσθηκε από τον Hadlock το 1975. Ο αλγόριθμός του απαιτούσε O(n3) χρόνο. Ένας βελτιωμένος αλγόριθμος διατυπώθηκε από τους Shih, Wu και Kuo το 1990, οι οποίοι περιέγραψαν έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας χρόνου O(n1.5 log n). Και οι δύο αλγόριθμοι βασίζονται σε αναγωγή του προβλήματος σε πρόβλημα υπολογισμού ενός μεγίστου (ως προς τις ακμές) ταιριάσματος ελαχίστου βάρους στο δυϊκό γράφημα του δοθέντος επίπεδου γραφήματος, το οποίο είναι επίσης επίπεδο.

			 

			7.7.2  Ταιριάσματα 

			 

			Ένα ταίριασμα (matching) Μ σε ένα γράφημα G = (V, E) είναι ένα σύνολο ακμών Μ ⊆ Ε, τέτοιο ώστε κάθε κόμβος του G να είναι γειτονικός το πολύ σε μία ακμή στο Μ. Ένα ταίριασμα είναι μέγιστο (maximum) εάν έχει το μέγιστο πλήθος ακμών ενώ είναι τέλειο (perfect) εάν κάθε κόμβος του G είναι γειτονικός σε μία ακμή στο Μ. Για παράδειγμα, οι κόκκινες ακμές στο γράφημα του Σχήματος 7.91 αποτελούν ένα τέλειο ταίριασμα.
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			Σχήμα 7.91: Ένα τέλειο ταίριασμα (κόκκινες ακμές) σε ένα γράφημα με 12 κόμβους.

			 

			Ας θεωρήσουμε τώρα ότι οι ακμές του γραφήματός μας έχουν κάποιο βάρος μέσω μίας συνάρτησης w: E → R και για κάθε ακμή e, w(e) ≥ 0. Τότε το βάρος ενός ταιριάσματος είναι ίσο με το συνολικό βάρος των ακμών του ταιριάσματος. Στο Σχήμα 7.92, φαίνονται δύο τέλεια ταιριάσματα ενός γραφήματος με βάρη στις ακμές, με το αριστερό να έχει βάρος 12 και το δεξί 9.
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			Σχήμα 7.92: Δύο τέλεια ταιριάσματα (κόκκινες ακμές) του ιδίου γραφήματος 8 κόμβων.

			 

			Στην επόμενη υποενότητα θα δούμε πώς για τον υπολογισμό της μέγιστης τομής χρειάζεται να υπολογίσουμε ένα μέγιστο ταίριασμα ελαχίστου βάρους.

			 

			7.7.3  Υπολογισμός Μέγιστης Τομής Επίπεδων Γραφημάτων

			 

			Σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) με συνάρτηση βάρους ακμών w, ας θεωρήσουμε μία τομή του συνόλου V των κόμβων του G σε δύο (μη κενά) σύνολα A και B και έστω E(A, B) το σύνολο ακμών της τομής. Είναι σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι:

			Πρόταση 7.2 Εάν από το γράφημα G αφαιρέσουμε τις ακμές E΄ = E - E(A, B) τότε το γράφημα που απομένει είναι διμερές.

			Για την ορθότητα της πρότασης, αρκεί να παρατηρήσουμε ότι το γράφημα που απομένει μετά την αφαίρεση των ακμών του συνόλου E΄ έχει σύνολο ακμών τις ακμές του συνόλου E(A, B). Οι ακμές αυτές συνδέουν τα σύνολα τομής A και B, και άρα το γράφημα που επάγουν είναι διμερές με σύνολα διαμέρισης τα A και B.
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			Σχήμα 7.93: Στα αριστερά, με κόκκινο χρώμα, οι ακμές μίας τομής του γραφήματος G του Σχήματος 7.89 και στα δεξιά, με μπλε, οι υπόλοιπες ακμές.

			 

			Για παράδειγμα, στα αριστερά στο Σχήμα 7.93 σημειώνουμε (με κόκκινο χρώμα) τις ακμές της τομής του Σχήματος 7.89, ενώ στα δεξιά με μπλε χρώμα φαίνονται οι ακμές του συνόλου E΄, δηλαδή, οι υπόλοιπες ακμές του γραφήματος. Εάν αφαιρέσουμε τις μπλε ακμές, απομένουν οι κόκκινες ακμές της τομής, οι οποίες επάγουν ένα διμερές γράφημα με σύνολα διαμέρισης τα σύνολα τομής A και B.

			Η Πρόταση 7.1 συνεπάγεται ότι για να βρούμε ένα ταίριασμα ελαχίστου βάρους αρκεί να βρούμε ένα σύνολο ακμών E΄ ελαχίστου βάρους, τέτοιο ώστε το γράφημα G = (V, E - E΄) να είναι διμερές.

			Πρόταση 7.2 Ένα γράφημα G είναι διμερές εάν-ν στο δυϊκό του γράφημα G* κάθε κόμβος έχει άρτιο βαθμό.

			Πριν παρουσιάσουμε την απόδειξη της πρότασης, παραθέτουμε το Σχήμα 7.94 στο οποίο φαίνεται ένα διμερές γράφημα (οι κόμβοι του φέρουν κόκκινο ή μπλε χρώμα το οποίο δηλώνει το σύνολο διαμέρισης στο οποίο ανήκει) και το δυϊκό του γράφημα (λευκοί κόμβοι) όλοι οι κόμβοι του οποίου είναι αρτίου βαθμού.
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			Σχήμα 7.94: Ένα διμερές γράφημα (κόκκινοι και μπλε κόμβοι) και το δυϊκό του (λευκοί κόμβοι).

			 

			Απόδειξη της Πρότασης 7.2. Για το ευθύ, αφού το γράφημα G είναι διμερές, δεν έχει κύκλους περιττού μήκους. Συνεπώς κάθε όψη του G έχει άρτιο πλήθος ακμών, το οποίο συνεπάγεται ότι κάθε κόμβος του δυϊκού γραφήματος έχει άρτιο βαθμό.

			Για το ανάστροφο, θεωρούμε ότι κάθε κόμβος του δυϊκού γραφήματος έχει άρτιο βαθμό. Έστω K τυχαίος κύκλος του γραφήματος G. Θα δείξυμε ότι ο κύκλος K έχει άρτιο μήκος. Έστω f1, f2, …, fk οι όψεις που βρίσκονται στο εσωτερικό του K, EK το σύνολο ακμών στο εσωτερικό του K (όχι επάνω στον K) και di ο βαθμός του κόμβου στο δυϊκό γράφημα του G που αντιστοιχεί στην όψη fi του G. Τότε ισχύει ότι:
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			Καθώς οι κόμβοι του δυϊκού γραφήματος είναι αρτίου βαθμού, το άθροισμα βαθμών στο αριστερό μέλος της ισότητας αυτής είναι άρτιος αριθμός. Αυτό συνεπάγεται ότι το μήκος |K| του κύκλου K είναι άρτιο. Συνεπώς, κάθε κύκλος στο γράφημα G είναι αρτίου μήκος και άρα το G είναι διμερές. ∎

			 

			Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουμε το εξής:

			Παρατήρηση 7.3 Η διαγραφή μίας ακμής e ενός επιπέδου γραφήματος  G που δεν είναι γέφυρα αντιστοιχεί στη συρρίκνωση της αντίστοιχης ακμής e* στο δυϊκό γράφημα του G. 

			Στο Σχήμα 7.95 φαίνεται ένα παράδειγμα διαγραφής μίας ακμής ενός επίπεδου γραφήματος και η συνεπαγόμενη συρρίκνωση της αντίστοιχης δυϊκής ακμής, όπως αναφέρεται στην Παρατήρηση 7.3.
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			Σχήμα 7.95: Η διαγραφή της ακμής  αντιστοιχεί στη συρρίκνωση της αντίστοιχης δυϊκής ακμής .

			 

			Οι Προτάσεις 7.1 και 7.2 και η Παρατήρηση 7.3 συνεπάγονται ότι για να βρούμε μία μέγιστη τομή σε ένα επίπεδο γράφημα G αρκεί να αφαιρέσουμε από το G ένα σύνολο ακμών ελαχίστου βάρους ώστε στο δυϊκό γράφημα όλοι οι κόμβοι να είναι αρτίου βαθμού. Άρα θέλουμε να υπολογίσουμε στο δυϊκό γράφημα ένα σύνολο ακμών ΕC*  ελαχίστου βάρους η συρρίκνωση των οποίων οδηγεί σε (δυϊκό) γράφημα με κόμβους αρτίου βαθμού. Θα αναφερόμαστε σε ένα τέτοιο σύνολο ακμών ΕC* ως ένα κάλυμμα κόμβων περιττού βαθμού.

			Ένα κάλυμμα κόμβων περιττού βαθμού έχει την ακόλουθη ιδιότητα.

			Ιδιότητα 7.2 Έστω ένα γράφημα H και έστω E ένα κάλυμμα κόμβων περιττού βαθμού του H. Το E αποτελείται από διαδρομές P1, P2, …, Pl που είναι μη τεμνόμενες ως προς τις ακμές τους και όλοι οι αφετηριακοί και τερματικοί κόμβοι που συνδέουν είναι διαφορετικοί μεταξύ τους.

			Λαμβάνοντας υπόψη αυτήν την ιδιότητα, πρέπει να βρούμε ζεύγη κόμβων {v1, w1}, {v2, w2}, …,{vl, wl} στο δυϊκό γράφημα G* του G τέτοια ώστε για κάθε i = 1, 2, …, l, οι κόμβοι vi, wi είναι περιττού βαθμού, υπάρχει διαδρομή Pi στο G* που συνδέει τους κόμβους vi και wi ενώ οι διαδρομές Pi είναι ελαχίστου βάρους. (Στο Σχήμα 7.96 φαίνονται δύο κόκκινες διαδρομές που συνδέουν τους τέσσερις κόμβους περιττού βαθμού του γραφήματος. Η συρρίκνωσή τους δημιουργεί ένα γράφημα με κόμβους αρτίου βαθμού.) Ένα τέτοιο σύνολο από ζεύγη κόμβων {v1, w1}, {v2, w2}, …,{vl, wl}  ονομάζεται ελάχιστο ζευγάρωμα περιττών κόμβων.
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			Σχήμα 7.96: Συρρίκνωση των διαδρομών που συνδέουν τους κόμβους περιττού μήκους.

			 

			Είναι ενδιαφέρον ότι εάν επιλέξουμε διαδρομές ελαχίστου βάρους μεταξύ των κόμβων ενός ελαχίστου ζευγαρώματος περιττών κόμβων εξασφαλίζεται ότι αυτές δεν έχουν κοινές ακμές όπως αποδεικνύεται στην ακόλουθη ιδιότητα.

			Ιδιότητα 7.3 Έστω {v1, w1}, {v2, w2}, …,{vl, wl}  ένα ελάχιστο ζευγάρωμα περιττών κόμβων. Έστω Pi μία διαδρομή ελαχίστου βάρους από τον κόμβο vi στον κόμβο wi. Τότε οι διαδρομές P1, P2, …, Pl δεν έχουν κοινές ακμές.

			Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι οι διαδρομές P1 και P2 έχουν μία κοινή ακμή xy, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.97.
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			Σχήμα 7.97: Οι διαδρομές P1 και P2 έχουν μία κοινή ακμή xy.

			 

			Τότε υπάρχουν διαδρομές P και P΄ που συνδέουν τα ζεύγη {v1, v2} και {w1, w2} ή τα ζεύγη {v1, v2} και {v2, w1}, οι οποίες έχουν συνολικό βάρος μικρότερο από το βάρος των P1 και P2. Αυτό όμως είναι άτοπο λόγω του γεγονότος ότι το ζευγάρωμα περιττών κόμβων είναι ελάχιστο. ∎

			 

			Η εύρεση ενός ελαχίστου ζευγαρώματος περιττών κόμβων ενός γραφήματος H με 2l περιττούς κόμβους μπορεί να γίνει μέσω υπολογισμού ενός τέλειου ταιριάσματος ελαχίστου βάρους ως εξής:

			
					1.	Υπολογίζουμε τις διαδρομές ελαχίστου βάρους για κάθε ζεύγος περιττών κόμβων του H και έστω d(x, y) το βάρος μίας διαδρομής ελαχίστου βάρους από τον κόμβο x στον κόμβο y.

					2.	Δημιουργούμε το πλήρες γράφημα K2l με 2l κόμβους που αντιστοιχούν στους περιττούς κόμβους του H. Σε κάθε ακμή xy του K2l αναθέτουμε βάρος d(x, y).

					3.	Υπολογίζουμε ένα τέλειο ταίριασμα ελαχίστου βάρους στο K2l.
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			Ασκησεις 7

			 

			Άσκηση 1

			Έστω G ένα επίπεδο γράφημα n κόμβων και m ακμών και έστω ότι το γράφημα G αποτελείται από k συνεκτικές συνιστώσες. Δείξτε ότι ισχύει: n + r = m + k + 1, όπου r είναι το πλήθος των περιοχών του γραφήματος G.

			 

			Άσκηση 2

			Έστω G ένα μέγιστο επίπεδο γράφημα n ≥ 3 κόμβων και m ακμών. Δείξτε ότι το γράφημα G έχει m = 3n - 6 ακμές.

			 

			Άσκηση 3

			Αποδείξτε ότι το γράφημα K3,3 δεν είναι επίπεδο.

			 

			Άσκηση 4

			Αποδείξτε ότι κάθε επίπεδο γράφημα έχει ένα κόμβο v βαθμού d(v) ≤ 5.

			 

			Άσκηση 5

			Γνωρίζουμε ότι σε ένα επίπεδο συνεκτικό γράφημα με n κόμβους, m ακμές και φ όψεις ισχύει ο τύπος του Euler n - m + φ = 2.  Πώς τροποποιείται ο τύπος αυτός όταν το γράφημα δεν είναι συνεκτικό αλλά έχει k συνεκτικές συνιστώσες;

			 

			Άσκηση 6

			Αποδείξτε ότι εάν G είναι μέγιστο επίπεδο γράφημα (κάθε όψη είναι τρίγωνο), τότε ισχύει: m = 2n - 6, όπου n και m το πλήθος των κόμβων και των ακμών του γραφήματος G.

			 

			Άσκηση 7

			Αποδείξτε ότι εάν G είναι μέγιστο επίπεδο γράφημα, τότε κάθε κόμβος v έχει βαθμό deg(v) ≥ 3.

			 

			Άσκηση 8

			Έστω G ένα μέγιστο επίπεδο γράφημα τάξης n και μεγέθους m το οποίο έχει ni κόμβους βαθμού i (i = 3, 4, …, k). Αποδείξτε ότι:
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			Άσκηση 9

			Αποδείξτε την ορθότητα ή την μη-ορθότητα της παρακάτω πρότασης: Εάν G είναι ένα συνεκτικό διμερές γράφημα τάξης n και μεγέθους m, τότε m ≤ 2n - 4.

			 

			Άσκηση 10

			Έστω G = (V, E) ένα απλό επίπεδο συνεκτικό γράφημα και G* = (V*, E*) το δυϊκό του. Έστω ότι επιλέγουμε ένα υποσύνολο ακμών C ⊆ E του G τέτοιο ώστε οι ακμές του C να σχηματίζουν κύκλο. Δείξτε ότι το υπογράφημα H* = (V*, E - C*) του G* δεν είναι συνεκτικό.

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8

			 

			 

			ΧΡΩΜΑΤΙΣΜΟΣ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ 

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή (χρωματισμός, χρωματικές κλάσεις), Χρωματισμός Κόμβων (k-χρωματίσιμα, k-χρωματικά και k-κρίσιμα γραφήματα, χρωματικός αριθμός), Χρωματισμός Ακμών (k-ακμικά-χρωματίσιμα και k-ακμικά-χρωματικά γραφήματα, χρωματικός δείκτης), Χρωματισμός Επιπέδων Γραφημάτων και Χαρτών (κυβικοί χάρτες), Χρωματικά Πολυώνυμα, Σειριακός και άλλοι Αλγόριθμοι Χρωματισμού (Σειριακός αλγόριθμος, αλγόριθμος Κατά-μεγαλύτερο-βαθμό-πρώτα, αλγόριθμος Κατά-μικρότερο-βαθμό-τελευταία, αλγόριθμος Χρωματικού-βαθμού), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων των κεφαλαίων 1 και 2 του συγγράμματος. Βασικές γνώσεις διακριτών μαθηματικών. Καλή γνώση θεμάτων σχεδίασης και ανάλυσης αλγορίθμων. 

			 

			8.1  Εισαγωγή

			 

			Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε ένα από τα πλέoν διάσημα, ιστορικά και ευρέως μελετημένα προβλήματα της θεωρίας γραφημάτων, με πάμπολλες πρακτικές εφαρμογές σε διάφορα πεδία, γνωστό ως το πρόβλημα του χρωματισμού (coloring problem).

			Στο Κεφάλαιο 1 του παρόντος συγγράμματος ορίσαμε έναν c-χρωματισμό (c-coloring) ενός γραφήματος G ως μία διαμέριση του συνόλου των κόμβων του V(G) = X1 + X2 + … + Xc τέτοια ώστε Xi να είναι ευσταθές σύνολο (1 ≤ i ≤ c), και το χρωματικό αριθμό (chromatic number) του γραφήματος G, που συμβολίζουμε με χ(G), ως το μικρότερο δυνατό c για το οποίο υπάρχει ένας c-χρωματισμός του G.

			Εάν διαθέτουμε ένα σύνολο με c διαφορετικά μεταξύ τους χρώματα {1, 2, …, c} (θεωρούμε ότι τα διαθέσιμα χρώματα είναι ακέραιοι αριθμοί από το 1 έως το c), τότε αναθέτοντας στους κόμβους του συνόλου Xi το χρώμα i (1 ≤ i ≤ c) δύο γειτονικοί κόμβοι στο G έχουν διαφορετικό χρώμα. Θα ονομάζουμε χρωματισμό (coloring) ενός γραφήματος G την ανάθεση του ελάχιστου πλήθους χρωμάτων c = χ(G) στους κόμβους του G έτσι ώστε δύο γειτονικοί κόμβοι του να έχουν διαφορετικό χρώμα.

			Σε ένα c-χρωματισμό, τα σύνολα κόμβων X1, X2, …, Xc αποτελούν τις χρωματικές κλάσεις (chromatic classes) του γραφήματος. Με άλλα λόγια, το σύνολο των κόμβων ενός γραφήματος G που έχουν το ίδιο χρώμα αποτελούν μία χρωματική κλάση του G. Για παράδειγμα, οι χρωματικές κλάσεις του αριστερού γραφήματος G1 του Σχήματος 8.1 είναι οι εξής: {v1, v4}, {v3, v5}, {v2}.
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			Σχήμα 8.1: Χρωματισμένα γραφήματα με 3 χρώματα από το σύνολο {1, 2, 3}.

			 

			Γενικά, δεδομένου ενός αριθμού k > χ(G), ένα γράφημα G μπορεί να χρωματισθεί κατά πολλούς διαφορετικούς τρόπους χρησιμοποιώντας k χρώματα. Αυτό σημαίνει ότι δύο κόμβοι μπορεί να βρίσκονται στην ίδια χρωματική κλάση σε ένα χρωματισμό και σε διαφορετικές χρωματικές κλάσεις σε έναν άλλο. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 8.1 παρουσιάζουμε το γράφημα G1 με δύο διαφορετικούς χρωματισμούς χρησιμοποιώντας k = 3 χρώματα. Οι χρωματικές κλάσεις του αριστερού γραφήματος G1 είναι οι κλάσεις {v1,v4}, {v3, v5}, {v2}, ενώ του δεξιού G1 είναι οι κλάσεις {v1, v3}, {v2, v5}, {v4}. Παρατηρούμε ότι οι κόμβοι v1 και v4 στον πρώτο χρωματισμό ανήκουν στην ίδια κλάση, ενώ στο δεύτερο όχι. Ωστόσο, υπάρχουν γραφήματα με χρωματικές κλάσεις που παραμένουν σταθερές και, επομένως, τα σύνολα των κόμβων τους (οι κόμβοι μίας κλάσης) χρωματίζονται πάντα με το ίδιο χρώμα. Ένα τέτοιο παράδειγμα είναι το γράφημα G2 του Σχήματος 8.1 με χρωματικές κλάσεις {v1}, {v3, v5}, {v2, v4}. Τέτοια γραφήματα ονομάζονται μοναδικά χρωματίσιμα (uniquely colorable).

			Γενικά, δεν είναι εύκολο να υπολογίσουμε το χρωματικό αριθμό χ(G) ενός γραφήματος G. Πράγματι, το επόμενο πρόβλημα απόφασης, το οποίο ονομάζουμε Πρόβλημα Χρωματικού Αριθμού (chromatic number problem) και το συμβολίζουμε CNP, είναι γνωστό ότι είναι NP-πλήρες.

			CNP: 	Για ένα δεδομένο γράφημα G τάξης n και ενός ακεραίου k, με 2 < k ≤ n, ισχύει χ(G) ≤ k;

			Το Πρόβλημα του Χρωματικού Αριθμού CNP ανήκει στην κλάση των NP προβλημάτων (βλέπε Άσκηση 7). Μπορεί να δειχθεί ότι το πρόβλημα CNP είναι NP-πλήρες δείχνοντας ότι 3SAT ≪p CNP. Είναι γνωστό, επομένως, ότι δεν υπάρχει αποτελεσματικός αλγόριθμος για το πρόβλημα του χρωματισμού ενός γραφήματος G (εντός εάν P = NP). Σε τέτοιες περιπτώσεις προσφεύγουμε σε δύο κυρίως μεθοδολογίες επίλυσης του προβλήματος: 

			
					1.	Μελέτη ιδιοτήτων δομής του γραφήματος: Μελετάμε το γράφημα G και αποδεικνύουμε ιδιότητες που μας επιτρέπουν να σχεδιάσουμε πολυωνυμικούς αλγορίθμους για τον ακριβή υπολογισμό του χ(G). Τέτοιες ιδιότητες, για παράδειγμα, είναι η τριγωνική ιδιότητα, η μεταβατική, η ιδιότητα της επιπεδικότητας, και πολλές άλλες.

					2.	Προσέγγιση της τιμής της λύσης: Σχεδιάζουμε αλγορίθμους που δεν υπολογίζουν την ακριβή τιμή της λύσης (optimal) αλλά μία προσεγγιστική λύση (sub-optimal solution) σε πολυωνυμικό χρόνο με ένα παράγοντα προσέγγισης a > 0.

			

			 

			Βασιζόμενοι σε ιδιότητες δομής, έχουμε αποδείξει ότι σε πολλές κλάσεις γραφημάτων πολλά προβλήματα που στην γενική περίπτωση είναι NP-πλήρη, μεταξύ αυτών και το πρόβλημα του χρωματισμού, στις κλάσεις αυτές έχουν πολυωνυμική λύση. Για παράδειγμα, σε κλάσεις τέλειων γραφημάτων, όπως αυτές των τριγωνικών, μεταβατικών, γραφημάτων διαστημάτων και μεταθετικών γραφημάτων, που μελετάμε στο παρόν σύγγραμμα, το πρόβλημα του χρωματισμού λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο.

			Όσον αφορά την προσέγγιση της λύσης ενός NP-πλήρους προβλήματος, παραθέτουμε ένα ενδιαφέρον αποτέλεσμα των Lund και Yannakakis, που αναφέρεται σε προσεγγιστικούς αλγορίθμους.

			Θεώρημα 8.1 (Lund and Yannakakis, 1993). Υπάρχει μία θετική σταθερά c τέτοια ώστε εάν υπάρχει ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος χρωματισμού ο οποίος χρησιμοποιεί, για κάθε γράφημα G τάξης n, το πολύ χ(G)∙nc χρώματα, τότε υπάρχει ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος για τον υπολογισμό του χ(G) για όλα τα γραφήματα G.

			Στο παραπάνω θεώρημα, το εάν μέρος φαίνεται να μην είναι και τόσο σημαντικό, όμως το τότε μέρος δείχνει πράγματι πολλά, δηλαδή ότι NP = P και, επομένως, όλα τα NP-πλήρη προβλήματα μπορούν να επιλυθούν σε πολυωνυμικό χρόνο.

			Πριν προχωρήσουμε στην περαιτέρω μελέτη και παρουσίαση θεμάτων και εννοιών που αφορούν στο χρωματισμό γραφημάτων, σημειώνουμε ότι οι μέχρι τώρα έννοιες και ορισμοί που παρουσιάσαμε αναφέρονται στο χρωματισμό των κόμβων (vertex coloring) ενός γραφήματος. Ωστόσο, έχουν αναπτυχθεί ανάλογες έννοιες για το χρωματισμό των ακμών (edge coloring) ενός γραφήματος και, επίσης, για το χρωματισμό των περιοχών ενός επίπεδου γραφήματος, που είναι γνωστός και ως χρωματισμός χαρτών (map coloring).

			Κρίνεται σκόπιμο, για λόγους καλύτερης παρουσίασης και κατανόησης των θεμάτων μελέτης μας, να αναπτύξουμε ξεχωριστά έννοιες ανάλογες, που αφορούν, όμως, σε διαφορετικούς τύπους χρωματισμού. Έτσι, στις επόμενες παραγράφους παραθέτουμε τις κυριότερες θεωρητικές θεμελιώσεις σχετικά με τους τρεις τύπους χρωματισμού, που όπως αναφέραμε προηγουμένως, είναι οι εξής:

			
					•	χρωματισμός κόμβων (vertex coloring), 

					•	χρωματισμός ακμών (edge coloring), και 

					•	χρωματισμός περιοχών ενός επίπεδου γραφήματος (map coloring).

			

			 

			Στη συνέχεια, δίδουμε συναρτήσεις για τον υπολογισμό του πλήθους των διαφορετικών τρόπων χρωματισμού ενός γραφήματος με k χρώματα και, τέλος, παρουσιάζουμε διάφορους προσεγγιστικούς αλγόριθμους χρωματισμού των κόμβων ενός γραφήματος.

			 

			8.2  Χρωματισμός Κόμβων

			 

			Ένα γράφημα χωρίς βρόχους G ονομάζεται k-κομβικά-χρωματίσιμο (k-vertex-colorable) ή, ισοδύναμα, k-χρωματίσιμο (k-colorable), εάν οι κόμβοι του μπορούν να χρωματισθούν με k χρώματα, έτσι ώστε δύο κόμβοι που συνδέονται με ακμή να μην έχουν το ίδιο χρώμα. Εάν ένα γράφημα είναι k-χρωματίσιμο αλλά δεν είναι (k - 1)-χρωματίσιμο, τότε ονομάζεται k-χρωματικό (k-chromatic) και το k ισούται με το χρωματικό αριθμό χ(G) του γραφήματος. Επομένως, ο χρωματικός αριθμός χ(G) είναι ο ελάχιστος αριθμός k για τον οποίο το G είναι k-χρωματίσιμο. Με απλά λόγια, για ένα k-χρωματίσιμο γράφημα G ισχύει k ≥ χ(G), ενώ για ένα k-χρωματικό ισχύει k = χ(G). Εάν ένα γράφημα G μπορεί να χρωματισθεί με p > χ(G) χρώματα, τότε μπορεί να χρωματισθεί και με r χρώματα, όπου χ(G) < r < p.

			Προφανώς, ο χρωματικός αριθμός χ(G) ενός γραφήματος G είναι 1 εάν-ν το γράφημα είναι τετριμμένο (trivial), και χ(G) = 2 εάν-ν το G είναι διμερές (bipartite) με μέγεθος m > 0. Αν και υπάρχουν πολλά παραδείγματα γραφημάτων με χ(G) = 3, δεν είναι γνωστό κάτω από ποιές συνθήκες ο χρωματικός αριθμός χ(G) ενός γραφήματος ισούται με 3. Για μερικά ειδικά γραφήματα G είναι σχετικά εύκολο να υπολογισθεί ο χρωματικός αριθμός τους χ(G). Για παράδειγμα, είναι εύκολο να διαπιστωθεί η αλήθεια των εξής προτάσεων:

			
					•	χ(Kn) = n.

					•	χ(In) = 1.

					•	χ(Kp,q) = 2, για p, q ≥ 1.

					•	χ(C2l) = 2 και χ(C2l + 1) = 3, για l ≥ 2.

					•	χ(W2l) = 4 και χ(W2l + 1) = 3, για l ≥ 2.

			

			 

			Ο αναγνώστης καλό θα ήταν να προσπαθήσει να αποδείξει τις προτάσεις αυτές ή έστω να διαπιστώσει την αλήθεια τους.
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			Σχήμα 8.2: Ένα 3-κρίσιμο γράφημα: ο άχορδος περιττός κύκλος C5, και δύο 4-κρίσιμα γραφήματα: το τροχοειδές W6 και το γράφημα Grötzsch.

			 

			Ένα γράφημα G λέγεται κρίσιμο (critical), εάν χ(H) < χ(G) για κάθε επαγόμενο υπογράφημα H του G και k-κρίσιμο (k-critical), εάν είναι κρίσιμο και k-χρωματικό. Για παράδειγμα, ο άχορδος περιττός κύκλος C5 με χ(C5) = 3 και το τροχοειδές γράφημα W6 του Σχήματος 8.2 με χ(W6) = 4 είναι κρίσιμα γραφήματα. Στο ίδιο σχήμα παρουσιάζεται ένα ιστορικό 4-κρίσιμο γράφημα, που δεν περιλαμβάνει K3 και ονομάζεται γράφημα Grötzsch. Επομένως, εάν από το γράφημα αυτό διαγραφεί ένας κόμβος (ή μία ακμή), τότε το γράφημα που θα προκύψει θα μπορεί να χρωματισθεί με τρία χρώματα. Θυμίζουμε ότι ο ελάχιστος (min) και ο μέγιστος (max) βαθμός ενός γραφήματος G συμβολίζονται δ(G) και Δ(G), αντίστοιχα.

			Θεώρημα 8.2 Εάν G είναι ένα k-κρίσιμο γράφημα τάξης n, τότε ισχύει δ(G) ≥ k - 1.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε το αντίθετο, δηλαδή ότι το γράφημα G είναι k-κρίσιμο και ισχύει δ(G) < k - 1. Θα δείξουμε ότι το G μπορεί να χρωματισθεί με λιγότερα από k χρώματα. Για το σκοπό αυτό επιλέγουμε έναν κόμβο v για τον οποίο δ(v) = δ(G). Εφόσον το γράφημα G είναι k-κρίσιμο, έπεται ότι το γράφημα G - v είναι (k - 1)-χρωματίσιμο. Χρωματίζουμε, λοιπόν, το γράφημα G - v με k - 1 χρώματα. Έστω X1 + X2 + … + X(k - 1) είναι οι χρωματικές κλάσεις του G - v. Επειδή, δ(G) < k - 1 υπάρχει μία χρωματική κλάση, έστω, Xi, τέτοια ώστε ο κόμβος v δεν γειτνιάζει με οποιοδήποτε κόμβο της. Έτσι, ο κόμβος v μπορεί να χρωματισθεί με το χρώμα i και, επομένως, το γράφημα G χρωματίζεται με k - 1 χρώματα, πράγμα άτοπο. ∎

			 

			Ένα θεμελιώδες ερώτημα σχετικά με το χρωματισμό γραφημάτων είναι το εξής: ποιός είναι ο χρωματικός αριθμός χ(G) ενός τυχαίου γραφήματος G; Είναι εύκολο να δει κάποιος ότι, εάν το γράφημα είναι τάξης n, τότε χ(G) ≤ n, ενώ, εάν περιέχει ως υπογράφημα μία κλίκα Kr, τότε χ(G) ≥ r. Αυτά, όμως, τα όρια διαφέρουν κατά πολύ και, επομένως, δεν προσφέρουν σημαντική βοήθεια. Τονίζουμε τη δυσκολία υπολογισμού του χρωματικού αριθμού χ(G) σημειώνοντας στο σημείο αυτό ότι και η ερώτηση “είναι δυνατόν να χρωματισθεί ένα τυχαίο γράφημα με k χρώματα;” είναι ένα δυσεπίλυτο πρόβλημα. Για το λόγο αυτό, εκείνο που συνήθως κάνουμε είναι να προσπαθήσουμε να αποδείξουμε κάποιες δομικές ιδιότητες του προς χρωματισμό γραφήματος, οι οποίες θα μας βοηθήσουν να υπολογίσουμε ή να προσεγγίσουμε τη λύση του προβλήματος. Στη συνέχεια ακολουθούν μερικά θεωρήματα που αποδεικνύουν τέτοιες ιδιότητες και φράγματα για το χρωματικό αριθμό ενός τυχαίου γραφήματος.

			Θεώρημα 8.3 Για ένα τυχαίο γράφημα ισχύει: χ(G) ≤ Δ(G) + 1. (Σημειώνουμε ότι η σχέση ισχύει ως ισότητα όταν το γράφημα είναι πλήρες ή περιττός άχορδος κύκλος.)

			Απόδειξη. Έστω n είναι η τάξη του γραφήματος G. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή στο n. Έστω G΄ είναι το γράφημα που προκύπτει διαγράφοντας ένα τυχαίο κόμβο v από το G, δηλαδή G΄ = G - v. Τότε Δ(G΄)  Δ(G). Από την υπόθεση της επαγωγής, χ(G΄) ≤ Δ(G΄) + 1 ≤ Δ(G) + 1. Χρωματίζουμε τους κόμβους του G΄ = G - v με το πολύ Δ(G) + 1 χρώματα. Επειδή, το πλήθος των κόμβων που γειτνιάζουν με τον v  είναι το πολύ Δ(G) μπορούμε να αναθέσουμε ένα χρώμα στον κόμβο v, το οποίο είναι διαφορετικό από τα χρώματα που έχουν ανατεθεί στους γείτονές του. Επομένως, χ(G) ≤ Δ(G) + 1. ∎

			 

			Θεώρημα 8.4 (Brooks, 1941). Για ένα απλό συνεκτικό γράφημα G, που δεν είναι πλήρες ή περιττός άχορδος κύκλος, ισχύει: χ(G) ≤ Δ(G).

			Απόδειξη. Έστω ότι η τάξη του G είναι n με χρωματικό αριθμό χ(G) και Δ(G) = Δ. Εάν Δ = 1, τότε το G είναι ένα πλήρες γράφημα, δηλαδή G = Κ2. Εάν Δ = 2, τότε είτε το G είναι διμερές (και, επομένως, είναι ένας άρτιος κύκλος), οπότε ισχύει χ(G) = Δ, ή το G είναι ένας περιττός κύκλος. Επομένως, υποθέτουμε ότι Δ ≥ 3.

			Περίπτωση (Ι): Το γράφημα G δεν είναι Δ-κανονικό (Δ-regular). Επομένως, υπάρχει ένας κόμβος v με βαθμό d(v) < Δ. Κατασκευάζουμε ένα γενετικό δένδρο T του G με αρχικό κόμβο τον v και, στη συνέχεια, μετατρέπουμε το γενετικό δένδρο T σε ένριζο δένδρο με ρίζα τον κόμβο v. Επειδή υπάρχουν n κόμβοι, επιγράφουμε τη ρίζα με επιγραφή vn και τους υπόλοιπους κόμβους με τη σειρά που προστίθενται στο δένδρο T με τις επιγραφές vn-1, vn-2, …,v1 σε φθίνουσα τάξη. Έτσι, δημιουργούμε μία ακολουθία (v1, v2, v3, …,vn) από επιγραφές που αντιστοιχούν στους n κόμβους του G. Παρατηρούμε ότι κάθε κόμβος vi, εκτός της ρίζας, έχει ένα γείτονα με μεγαλύτερη επιγραφή (higher-indexed neighbor) στο μοναδικό μονοπάτι στο T από αυτόν τον κόμβο προς τη ρίζα vn. Επομένως, επειδή ο μέγιστος βαθμός του G είναι Δ, το πλήθος των γειτόνων του vi με μικρότερη επιγραφή (lower-indexed neighbor) είναι το πολύ Δ - 1. Έτσι εάν χρησιμοποιήσουμε τη σειριακή μέθοδο (βλέπε Ενότητα 8.6) για το χρωματισμό του G, τότε θα απαιτηθούν το πολύ Δ χρώματα. Επομένως, χ(G) ≤ Δ(G).

			Περίπτωση (ΙI): Το γράφημα G είναι Δ-κανονικό και w είναι ένας κόμβος τομής (cut-vertex). Έστω G΄ είναι μία από τις συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος G - w και έστω H το υπογράφημα που δημιουργείται προσθέτοντας τον κόμβο w στο G΄ και ενώνοντας τον w με κάθε κόμβο του G΄. Τότε ο βαθμός του κόμβου w στο γράφημα H είναι d(w) < Δ. Επομένως, από την περίπτωση (Ι) ισχύει ότι το H είναι Δ-χρωματίσιμο. Είναι φανερό ότι μπορούμε να αναδιατάξουμε τα χρώματα των κόμβων του γραφήματος G, έτσι ώστε το G να είναι επίσης Δ-χρωματίσιμο. Το επιχείρημα αυτό ισχύει για κάθε κόμβο τομής του G και, επομένως, χ(G) ≤ Δ(G).

			Περίπτωση (IIΙ): Το γράφημα G είναι Δ-κανονικό και 2-συνεκτικό. Επειδή το γράφημα G δεν είναι πλήρες, υπάρχουν δύο κόμβοι v και u, και ένας τρίτος κόμβος w, που γειτνιάζει και με τους δύο αυτούς κόμβους v και u. Εάν το G είναι 3-συνεκτικό, τότε το γράφημα G - {v, u} είναι συνεκτικό. Εάν το G δεν είναι 3-συνεκτικό, τότε υπάρχει ένας κόμβος w τέτοιος ώστε το γράφημα G - w έχει ένα κόμβο τομής. Κάθε τεμάχιο (block) του G - w έχει ένα κόμβο που γειτνιάζει με τον w. Τότε μπορούμε να επιλέξουμε τους κόμβους v και u από δύο διαφορετικά τεμάχια. Επομένως σε κάθε περίπτωση, υπάρχουν δύο μη-γειτονικοί κόμβοι v και u και ένας κόμβος w που γειτνιάζει και με τους δύο αυτούς κόμβους v και u τέτοιους ώστε το γράφημα G - {v, u} είναι συνεκτικό. Για ευκολία, μετονομάζουμε τους κόμβους v και u ως v1 και v2, αντίστοιχα, και τον κοινό τους γείτονα w ως vn. Τώρα, κατασκευάζουμε ένα γενετικό δένδρο T του γραφήματος G - {v1, v2} με αρχικό κόμβο τον vn και, στη συνέχεια, μετατρέπουμε το T σε ένριζο δένδρο με ρίζα τον κόμβο vn. Όπως στην περίπτωση (Ι) επιγράφουμε σε φθίνουσα τάξη τους κόμβους αρχίζοντας από τη ρίζα vn και τελειώνοντας στον κόμβο v3. Τώρα εφαρμόζουμε τη σειριακή μέθοδο χρωματισμού (βλέπε Ενότητα 8.6). Αρχικά, χρωματίζουμε τους n - 3 κόμβους {v3, v4, …,vn-1)} που συμμετέχουν στο δένδρο. Κάθε κόμβος vi αυτού του συνόλου έχει το πολύ Δ - 1 γείτονες με μικρότερη επιγραφή (lower-indexed neighbor). Επειδή οι κόμβοι v1 και v2 δεν είναι γείτονες μπορούν να πάρουν το ίδιο χρώμα. Επιπρόσθετα των δύο αυτών κόμβων, η ρίζα vn έχει Δ - 2 γείτονες στο σύνολo {v3, v4, …, vn-1)} με μικρότερη επιγραφή. Επομένως, ο σειριακός αλγόριθμος χρωματισμού απαιτεί το πολύ Δ χρώματα για το χρωματισμό του G. Άρα, και σε αυτή την περίπτωση ισχύει χ(G) ≤ Δ(G). ∎

			 

			Τα δύο προηγούμενα θεωρήματα είναι πολύ χρήσιμα για το χρωματικό αριθμό χ(G) ενός γραφήματος G, εάν οι βαθμοί των κόμβων του G είναι περίπου ίσοι. Εάν, όμως, ένα γράφημα έχει κόμβους που οι βαθμοί τους διαφέρουν σημαντικά, τότε τα θεωρήματα αυτά δεν βοηθούν ιδιαίτερα. Για παράδειγμα, σύμφωνα με το Θεώρημα του Brooks το αστεροϊδές γράφημα K1,n είναι n-χρωματίσιμο, όμως για το γράφημα αυτό ισχύει χ(K1,n) = 2.

			Στη συνέχεια θα εξετάσουμε κάποια κάτω φράγματα (lower bounds) για το χρωματικό αριθμό χ(G) ενός γραφήματος G τάξης n. Γνωρίζουμε ότι ο αριθμός κλίκας ω(G) ενός γραφήματος G είναι το πλήθος των κόμβων της μεγαλύτερης κλίκας του G, ενώ ο ευσταθής αριθμός α(G) είναι το πλήθος κόμβων του μεγαλύτερου ευσταθούς (ή, ανεξαρτήτου) συνόλου του γραφήματος G. Προφανώς, οι αριθμοί ω(G) και n/α(G) αποτελούν κάτω φράγματα για το χρωματικό αριθμό χ(G).

			Εάν ένα συνεκτικό γράφημα G δεν περιέχει επαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά του K3 (K3-ελεύθερο γράφημα), τότε το κάτω φράγμα ω(G) είναι μόνο 2, ενώ ο χρωματικός αριθμός μπορεί να είναι μεγαλύτερος. Σε αυτή την περίπτωση η εκτίμηση αυτού του κάτω φράγματος δεν είναι βοηθητική. Για παράδειγμα, το γράφημα Grötzsch είναι ένα K3-ελεύθερο γράφημα με ω(G) = 2, ενώ χ(G) = 4 (βλέπε Σχήμα 8.2).

			 

			8.3  Χρωματισμός Ακμών

			 

			Ανάλογες έννοιες με αυτές για το χρωματισμό των κόμβων ενός γραφήματος έχουν αναπτυχθεί για το χρωματισμό των ακμών (edge coloring). Έτσι, ένα γράφημα G ονομάζεται k-ακμικά-χρωματίσιμο (k-edge-colorable), εάν οι ακμές του μπορούν να χρωματισθούν με k χρώματα, έτσι ώστε δύο ακμές προσπίπτουσες στον ίδιο κόμβο να μην έχουν το ίδιο χρώμα. Εάν ένα γράφημα είναι k-ακμικά-χρωματίσιμο, αλλά δεν είναι (k-1)-ακμικά-χρωματίσιμο, τότε ονομάζεται k-ακμικά-χρωματικό (k-chromatic), ενώ το k λέγεται ακμικός χρωματικός αριθμός (edge chromatic munmer) ή χρωματικός δείκτης (chromatic index) του γραφήματος και συμβολίζεται χ΄(G). Επομένως, ο χρωματικός δείκτης χ΄(G) είναι ο ελάχιστος αριθμός k για τον οποίο το G είναι k-ακμικά-χρωματίσιμο. Με άλλα λόγια, ένα γράφημα είναι k-ακμικά-χρωματικό, εάν k = χ΄(G).

			Προφανώς, ο μέγιστος βαθμός Δ(G) ενός γραφήματος G είναι ένα αναγκαίο κάτω φράγμα για το χρωματικό δείκτη χ΄(G) του G, ενώ από το θεώρημα του Brooks παίρνουμε ότι Δ(G) είναι ένα άνω φράγμα (upper bound) για το χρωματικό αριθμό χ(G) ενός οποιουδήποτε γραφήματος που δεν είναι πλήρες ή περιττός κύκλος. To εκπληκτικό είναι (βλέπε Θεώρημα 8.5) ότι Δ(G) + 1, που είναι ο χρωματικός αριθμός του G, όταν είναι πλήρες ή περιττός κύκλος, είναι ένα άνω φράγμα για το χρωματικό δείκτη οποιουδήποτε απλού γραφήματος.

			Σημειώνεται ότι οι ακμές ενός ακμικού χρωματισμού ενός γραφήματος G, οι οποίες έχουν το ίδιο χρώμα συνιστούν ένα ταίριασμα (matching) στο G. Επιπλέον, ο χρωματικός δείκτης χ΄(G) του G ισούται με το ελάχιστο πλήθος ταιριασμάτων που μπορεί να διαμερισθεί το σύνολο των ακμών του G. Σημειώνουμε, επίσης, ότι ο χρωματικός δείκτης χ΄(G) ενός απλού γραφήματος G ισούται με το χρωματικό αριθμό χ΄(L(G)) του γραμμικού του γραφήματος L(G), και αυτό διότι δύο ακμές του G προσπίπτουν στον ίδιο κόμβο, εάν-ν οι κόμβοι που αντιστοιχούν σε αυτές τις δύο ακμές είναι γειτονικοί στο L(G). Ειδικότερα, χ΄(G) = χ(G) για οπουδήποτε άκυκλο γράφημα G.

			Θεώρημα 8.5 (Vizing, 1964). Ο χρωματικός δείκτης χ΄(G) ενός απλού γραφήματος G είναι είτε Δ(G) ή Δ(G) + 1, δηλαδή ισχύει:
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			Απόδειξη. Είδαμε ότι ο μέγιστος βαθμός Δ(G) ενός γραφήματος G είναι ένα κάτω φράγμα για το χρωματικό δείκτη χ΄(G) του G και, επομένως, Δ(G) ≤ χ΄(G). Η απόδειξη της δεξιάς ανισοϊσότητας στηρίζεται στην επαγωγική μέθοδο με βάση το πλήθος των ακμών του G και είναι ιδιαίτερα μακροσκελής. Ο αναγνώστης παραπέμπεται στο βιβλίο των Bondy και Murty (σελίδες 93-95), στο βιβλίο των Chartrand και Oellermann (σελίδες 302-304) ή στο βιβλίο του Gould (σελίδες 236-238). ∎

			 

			Από το θεώρημα του Vizing προκύπτει ότι όλα τα απλά γραφήματα κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες: στην πρώτη ανήκουν τα γραφήματα για τα οποία ισχύει χ΄(G) = Δ(G), ενώ στην δεύτερη ανήκουν αυτά για τα οποία χ΄(G) = Δ(G) + 1. Η εύρεση της κατηγορίας στην οποία ανήκει ένα γράφημα G είναι άλυτο πρόβλημα. Ωστόσο, οι P. Erdos και R. J. Wilson απέδειξαν ότι όσο μεγαλύτερη η τάξη του γραφήματος, τόσο πιθανότερο να ανήκει στην πρώτη κατηγορία.

			Όπως και στην περίπτωση του χρωματικού αριθμού, έτσι και εδώ είναι σχετικά εύκολο να βρεθεί ο χρωματικός δείκτης χ΄(G) σε ειδικές κλάσεις γραφημάτων, όπως για παράδειγμα:

			
					•	χ(C2l) = 2 και χ(C2l + 1) = 3, για l ≥ 2.

					•	χ(W2l) = n - 1, για l ≥ 4.

			

			 

			Ειδικά για το χρωματικό δείκτη χ΄(G) των διμερών και πλήρων γραφημάτων ισχύουν ενδιαφέρουσες ιδιότητες που αποδεικνύονται στα εξής δύο θεωρήματα.

			Θεώρημα 8.6 Ο χρωματικός δείκτης χ΄(Kp,q) ενός διμερούς γραφήματος Kp,q είναι Δ(Kp,q). Ειδικότερα, για το χρωματικό δείκτη ενός πλήρους διμερούς γραφήματος Kp,q ισχύει:
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			Απόδειξη. Θεωρούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι p ≤ q. Έστω ότι το γράφημα Kp,q παρίσταται γραφικά, όπως το γράφημα G1 του Σχήματος 8.3, δηλαδή οι p κόμβοι βρίσκονται σε μία ευθεία γραμμή και οι q κόμβοι τοποθετούνται χαμηλότερα σε μία άλλη ευθεία γραμμή. Ο χρωματισμός του γραφήματος γίνεται ως εξής: παίρνουμε τους q κόμβους της χαμηλότερης γραμμής από αριστερά προς τα δεξιά και χρωματίζουμε τις ακμές που πρόσκεινται σε αυτούς κατά ωρολογιακή φορά χρησιμοποιώντας τα χρώματα {1, 2, …, p}, {2, 3, …, p, 1}, …, {q, …, p, 1, …, q - 1}. Επομένως, το γράφημα Kp, q είναι ένα p-ακμικό-χρωματικό γράφημα, όπου θεωρήσαμε ότι p ≥ q. Στο σημείο αυτό και χωρίς απόδειξη αναφέρεται ότι το θεώρημα ισχύει και για πλήρη διμερή γραφήματα. ∎
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			Σχήμα 8.3: Παραδείγματα γραφημάτων των Θεωρημάτων 8.6 κα 8.7.

			 

			Θεώρημα 8.7 Για το χρωματικό δείκτη χ΄(Kn) ενός πλήρους γραφήματος Kn ισχύει: 
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			Απόδειξη. Περίπτωση (Ι): Ο αριθμός n είναι περιττός. Το γράφημα χρωματίζεται με n χρώματα τοποθετώντας τους κόμβους του G σε σχήμα κανονικού n-γώνου και χρησιμοποιώντας ωρολογιακά τις ακμές της παραμέτρου, όπως φαίνεται στο γράφημα G2 του Σχήματος 8.3. Στη συνέχεια, οι υπόλοιπες ακμές χρωματίζονται με το ίδιο χρώμα με το οποίο έχουν χρωματισθεί οι αντίστοιχες παράλληλες ακμές της περιμέτρου. Το γράφημα Kn είναι n-ακμικά-χρωματικός, επειδή το μέγιστο πλήθος ακμών με ίδιο χρώμα είναι (n - 1)/2.

			Περίπτωση (ΙΙ): Ο αριθμός n είναι άρτιος. Το γράφημα Kn μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από το γράφημα Kn-1 και έναν κόμβο v που ενώνεται με ακμές με όλους τους κόμβους του Kn-1, όπως φαίνεται στο γράφημα G3 του Σχήματος 8.3. Εάν οι ακμές του Kn-1 έχουν χρωματισθεί σύμφωνα με την προηγούμενη παράγραφο, τότε από κάθε κόμβο λείπει ένα χρώμα. Επίσης, από κάθε κόμβο θα λείπει διαφορετικό χρώμα. Άρα, οι ακμές που προσπίπτουν στον κόμβο v θα χρωματισθούν με αυτά τα χρώματα. ∎

			 

			Τα θεωρήματα που αποδείξαμε έως τώρα για το χρωματικό δείκτη ισχύουν για απλά γραφήματα. Τι συμβαίνει, όμως, στην περίπτωση που το γράφημα έχει παράλληλες ακμές (όχι βρόχους); Ορίζουμε ως μέγιστη πολλαπλότητα (maximum multiplicity) ενός πολυγραφήματος G, τη συμβολίζουμε m(G), το μέγιστο πλήθος ακμών που ενώνουν ένα ζεύγος κόμβων. Ο Vizing απέδειξε το επόμενο θεώρημα για το χρωματικό δείκτη ενός πολυγραφήματος, που είναι γενίκευση του Θεωρήματος 8.5.

			Θεώρημα 8.8 (Vizing, 1965). Ο χρωματικός δείκτης χ΄(G) ενός πολυγραφήματος G είναι είτε Δ(G) ή Δ(G) + m(G), δηλαδή ισχύει:
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			Απόδειξη. Η απόδειξη στηρίζεται στην απόδειξη του Θεωρήματος 8.5, αλλά είναι τεχνικά πολύ πιο σύνθετη και παραβλέπεται. ∎

			 

			8.4  Χρωματισμός Επιπέδων Γραφημάτων και Χαρτών

			 

			Στο Κεφάλαιο 7 είδαμε ότι ένα γράφημα G λέγεται επίπεδο, εάν μπορεί να σχεδιασθεί στο επίπεδο έτσι ώστε οι ακμές του να μην τέμνονται. Τη σχεδίαση ή ενσωμάτωση ενός γραφήματος G σε μία δισδιάστατη επιφάνεια (επίπεδο) χωρίς τεμνόμενες ακμές θα την ονομάζουμε ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα (ο αγγλικός όρος για ένα σχεδιασμένο γράφημα στο επίπεδο χωρίς τεμνόμενες ακμές είναι plane graph). 

			Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε αποτελέσματα για το χρωματισμό επιπέδων γραφημάτων και χαρτών, όπου ως χάρτη (map) ορίζουμε την ενσωμάτωση στο επίπεδο ενός επιπέδου γραφήματος G, που δεν έχει βρόχους και γέφυρες. 

			Θεώρημα 8.9 Κάθε επίπεδο γράφημα είναι 6-χρωματίσιμο. 

			Απόδειξη. Επαγωγικά στο πλήθος των κόμβων n. Εάν το γράφημα G έχει n < 7 κόμβους, τότε η αλήθεια της πρότασης είναι προφανής. Έστω ότι η πρόταση ισχύει για n = k - 1. Θα αποδείξουμε την πρόταση, όταν το γράφημα G έχει k κόμβους. Υποθέτουμε ότι το γράφημα G είναι απλό, οπότε, επειδή κάθε επίπεδο γράφημα έχει έναν τουλάχιστο κόμβο βαθμού το πολύ 5, ας είναι v ο κόμβος του G για τον οποίο ισχύει d(v) ≤ 5. Εάν διαγράψουμε τον κόμβο v από το G, τότε το προκύπτον υπογράφημα G - v έχει n - 1 κόμβους και είναι 6-χρωματίσιμο σύμφωνα με την υπόθεση της επαγωγής. Με βάση το υπογράφημα G - v μπορεί να γίνει χρωματισμός του G δίνοντας στον κόμβο v ένα χρώμα διαφορετικό από το χρώμα των 5 γειτονικών κόμβων του v και, επομένως, το G είναι 6-χρωματίσιμο. ∎

			 

			Θεώρημα 8.10 Κάθε επίπεδο γράφημα είναι 5-χρωματίσιμο. 

			Απόδειξη. Επαγωγικά με βάση τον αριθμό των κόμβων. Εάν n < 6, τότε η αλήθεια της πρότασης είναι προφανής. Έστω ότι η πρόταση ισχύει για n = k - 1. Θα αποδειχθεί ότι ισχύει για n = k κόμβους. Έστω ότι το επίπεδο γράφημα είναι απλό, οπότε έχει τουλάχιστον έναν κόμβο v βαθμού το πολύ 5, δηλαδή d(v) ≤ 5. Εάν διαγράψουμε τον κόμβο v από το G, τότε το προκύπτον υπογράφημα G - v έχει n - 1 κόμβους και είναι 5-χρωματίσιμο σύμφωνα με την υπόθεση της επαγωγής. Έτσι, σκοπός είναι να χρωματισθεί ο κόμβος v με ένα από τα 5 χρώματα. Εάν d(v) < 5, τότε η απόδειξη ολοκληρώθηκε. Έστω ότι d(v) = 5 και έστω v1, v2, …, v5 οι γειτονικοί κόμβοι του v, όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.4α. Εάν δύο από αυτούς τους κόμβους έχουν ίδιο χρώμα, και πάλι η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
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			Σχήμα 8.4: Παραδείγματα γραφημάτων του Θεωρήματος 8.10.

			 

			Επομένως, θεωρούμε ότι οι 5 κόμβοι vi είναι χρωματισμένοι με 5 διαφορετικά χρώματα ci, 1 ≤ i ≤ 5. Ορίζεται ένα υπογράφημα Hi, j του G αποτελούμενο από τους κόμβους του G που είναι χρωματισμένοι με τα χρώματα ci και cj και από τις ακμές του G που ενώνουν έναν κόμβο χρώματος ci με έναν κόμβο χρώματος ci. Έτσι, έχουμε δύο ενδεχόμενα: 

			
					1.	Οι κόμβοι vi και vj δεν ανήκουν στην ίδια συνιστώσα του Hi, j, όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.4β, όπου vi = v1 και vj = v3. Άρα, μπορεί να γίνει αμοιβαία ανταλλαγή των χρωμάτων των κόμβων που περιέχονται στη μία συνιστώσα, έστω στη συνιστώσα όπου ανήκει ο κόμβος vi = v1 . Έτσι, ο κόμβος vi = v1 χρωματίζεται με το χρώμα cj = c3 αντί του χρώματος ci = c1, οπότε ο κόμβος v μπορεί να χρωματισθεί με το ci = c1.

					2.	Οι κόμβοι vi και vj δεν ανήκουν στην ίδια συνιστώσα του Hi, j, όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.4γ, όπου και πάλι vi = v1 και vj = v3. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει ένας κύκλος C = (v, vi, …, vj, v). Έτσι, όμως, ο κόμβος vi+1 = v2 (αντίστοιχα, ο vj+1 = v4) ανήκει στο εσωτερικό (αντίστοιχα, εξωτερικό) του κύκλου C, οπότε δεν υπάρχει κάποιο μονοπάτι από τον vi+1 = v2 προς τον vj+1 = v4 που να ανήκει στον υπογράφημα Hi+1, j+1. Συνεπώς, μπορεί να γίνει αμοιβαία ανταλλαγή των χρωμάτων των κόμβων που περιέχονται στη συνιστώσα του Hi+1, j+1 που περιέχει τον κόμβο vi+1 = v2. Άρα, και πάλι ο κόμβος vi+1 = v2 χρωματίζεται με το χρώμα cj+1 = c4 αντί του ci+1 = c2, οπότε ο κόμβος v μπορεί να χρωματισθεί με το χρώμα ci+1 = c2. ∎

			

			 

			Σε ένα πολιτικό (ή γεωγραφικό) χάρτη που απεικονίζει ένα σύνολο κρατών, το σύνορο ενός κράτους είναι συνήθως μία κλειστή απλή καμπύλη, και δύο κράτη γειτνιάζουν (συνορεύουν), εάν μοιράζονται τουλάχιστο ένα σύνορο μη-μηδενικού μήκους. Ένας χάρτης λέμε ότι είναι χρωματισμένος, εάν σε κάθε κράτος που απεικονίζει έχει ανατεθεί ένα χρώμα, έτσι ώστε να μην υπάρχουν γειτονικά κράτη με το ίδιο χρώμα. Το πρόβλημα της εύρεσης του ελάχιστου πλήθους χρωμάτων που απαιτούνται, για να χρωματισθεί ένας χάρτης είναι ένα από τα πιο ιστορικά και φημισμένα προβλήματα στη θεωρία γραφημάτων, το οποίο απασχόλησε πολλούς θεωρητικούς επιστήμονες του 19ου αιώνα και εντεύθεν. Το πρόβλημα των τεσσάρων χρωμάτων (four coloring problem) διατυπώθηκε από τον Francis Guthrie (1831-1899) και ρωτούσε εάν κάθε χάρτης ή, ισοδύναμα, κάθε επίπεδο γράφημα είναι 4-χρωματίσιμο. Το πρόβλημα παρά τις επίμονες προσπάθειες παρέμεινε άλυτο για 125 χρόνια και έμεινε γνωστό ως η “εικασία των τεσσάρων χρωμάτων” (four color conjecture) καθώς ήταν εμπειρικά γνωστό ότι για το χρωματισμό οποιουδήποτε χάρτη αρκούν 4 χρώματα, χωρίς, όμως, να υπάρχει η σχετική απόδειξη. Η προτεινόμενη απόδειξη από τον A. Kempe το 1879 θεωρείτο σωστή για περισσότερο από μία δεκαετία, έως ότου αποδείχθηκε λανθασμένη από τον P.J. Heawood το 1890. Την ίδια χρονολογία ο Heawood, σε μία προσπάθεια απόδειξης της εικασίας των 4 χρωμάτων, απέδειξε ότι δεν υπάρχει χάρτης που να απαιτεί για το χρωματισμό του περισσότερα από 5 χρώματα. Από τότε έγιναν πολλές προσπάθειες από πολλούς επιστήμονες και τελικά, στις 21 Ιουνίου του 1976 οι K. Appel και W. Hakken από το Πανεπιστήμιο του Ιλλινόις ανακοίνωσαν ότι, με τη βοήθεια του J. Κoch, απέδειξαν την εικασία των τεσσάρων χρωμάτων, που πλέον μετετράπη σε “θεώρημα των τεσσάρων χρωμάτων” (four color theorem).
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			Σχήμα 8.5: Ένα συνεκτικό ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα G (χάρτης), και η κατασκευή 

			του γεωμετρικού δυϊκού γραφήματος G΄του G.

			 

			Κάθε χάρτης μπορεί να θεωρηθεί ως ένα συνεκτικό ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα G (επίπεδο γράφημα σχεδιασμένο σε μία δισδιάστατη επιφάνεια χωρίς τεμνόμενες ακμές) όπου κάθε κράτος του χάρτη αντιστοιχεί σε μία περιοχή του γραφήματος G και δύο κράτη συνορεύουν εάν-ν οι αντίστοιχες περιοχές έχουν μία κοινή ακμή. Εάν G είναι ένα συνεκτικό ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα (ένας χάρτης), το γεωμετρικό δυϊκό γράφημα (geometric dual) του G είναι ένα συνεκτικό ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα G΄ που κατασκευάζεται ως εξής: αναθέτουμε τον κόμβο vi του G΄ στην περιοχή fi του G (συμπεριλαμβανομένης της εξωτερικής περιοχής) και, εάν δύο περιοχές fi και fj έχουν μία κοινή ακμή α, ενώνουμε τους αντίστοιχους κόμβους vi και vj με ακμή τέμνοντας μόνο την ακμή α (βλέπε Σχήμα 8.5). Το γράφημα G΄ είναι ένα πολυγράφημα και ο βαθμός κάθε κόμβου του είναι τουλάχιστο 2.

			Επειδή το γράφημα G΄ δεν έχει βρόχους, μπορούμε να χρωματίσουμε τους κόμβους του, έτσι ώστε δύο γειτονικοί κόμβοι να μη έχουν το ίδιο χρώμα. Κάθε χρωματισμός των περιοχών του G ορίζει ένα χρωματισμό των κόμβων του G΄ αναθέτοντας σε κάθε κόμβο του G΄ το ίδιο χρώμα με αυτό της αντίστοιχης περιοχής του G. Σε αυτό το χρωματισμό των κόμβων του G΄, δύο οποιοιδήποτε γειτονικοί κόμβοι δεν έχουν το ίδιο χρώμα, διότι δύο κόμβοι είναι γειτονικοί, εάν-ν οι δύο αντίστοιχες περιοχές του G γειτνιάζουν. Έτσι, εάν οι περιοχές του G χρωματισθούν με k χρώματα, οι κόμβοι του G΄ μπορούν, επίσης, να χρωματισθούν με k χρώματα. Το αντίστροφο είναι προφανές. Επομένως, μία εναλλακτική διατύπωση του Θεωρήματος των Τεσσάρων Χρωμάτων είναι η εξής: ο χρωματικός αριθμός ενός επίπεδου γραφήματος δεν μπορεί να ξεπεράσει το 4, επειδή οποιοδήποτε επίπεδο γράφημα είναι ισομορφικό με κάποιο ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα.

			Θεώρημα 8.11 (Θεώρημα των Τεσσάρων Χρωμάτων). Κάθε επίπεδο γράφημα είναι 4-χρωματίσιμο. 

			Απόδειξη. Η απόδειξη του θεωρήματος δεν υπάρχει σε κάποιο διδακτικό σύγγραμμα. ∎

			 

			Σημειώνουμε ότι λέγοντας χρωματισμό ενός ενσωματωμένου-επιπέδου γραφήματος (ενός χάρτη) εννοούμε το χρωματισμό των περιοχών του, ενώ λέγοντας χρωματισμό ενός επιπέδου γραφήματος εννοούμε το χρωματισμό των κόμβων του (εκτός και αν ορίζεται διαφορετικά). Στη συνέχεια δίδονται ορισμένα θεωρήματα που αφορούν το χρωματισμό ειδικών μορφών χαρτών.
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			Σχήμα 8.6: Ένας 2-χρωματίσιμος χάρτης τέτοιος ώστε το επίπεδο γράφημά του είναι Eulerian.

			 

			Θεώρημα 8.12 Ένας χάρτης G (ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα) είναι 2-χρωματίσιμος, εάν-ν το επίπεδο γράφημα Gείναι Eulerian.

			Απόδειξη. Έστω ότι το γράφημα (χάρτης) G είναι 2-χρωματίσιμο. Τότε κάθε κόμβος του G περιβάλλεται από άρτιο πλήθος περιοχών. Συνεπώς κάθε κόμβος του G έχει άρτιο βαθμό και, επομένως, σύμφωνα με το Θεώρημα 6.1 το γράφημα G είναι Eulerian.

			Αντίστροφα τώρα, θα θεωρήσουμε ότι το γράφημα G είναι Eulerian και θα δείξουμε ότι είναι 2-χρωματίσιμο. Για ευκολία θα χρησιμοποιήσουμε το Eulerian γράφημα G του Σχήματος 8.6. Επιλέγουμε μία περιοχή fi του G και τη χρωματίζουμε με το χρώμα 1. Κατόπιν σχεδιάζουμε μία καμπύλη Jordan, έστω J, ξεκινώντας από ένα σημείο p της περιοχής fi και καταλήγοντας στο σημείο q μίας άλλης περιοχής fj, χωρίς η καμπύλη J να περνάει από κάποιο κόμβο του G. Εάν η καμπύλη J τέμνει άρτιο πλήθος ακμών, τότε χρωματίζουμε την περιοχή fj με το χρώμα 1, άλλως (η καμπύλη τέμνει περιττό πλήθος ακμών) χρωματίζουμε την fj με το χρώμα 2. Αυτή η μέθοδος χρωματισμού είναι σαφής και πλήρως ορισμένη. Η απόδειξη της πρότασης προκύπτει θεωρώντας μία κλειστή καμπύλη Jordan και αποδεικνύοντας ότι η καμπύλη αυτή τέμνει ένα άρτιο πλήθος ακμών του G. Η απόδειξη μπορεί να γίνει επαγωγικά με βάση το πλήθος των κόμβων που περιέχονται στο εσωτερικό αυτής της καμπύλης και λαμβάνοντας υπόψη ότι ο βαθμός κάθε κόμβου είναι άρτιος αριθμός. ∎

			 

			Κυβικοί Χάρτες (cubic maps). Ένας χάρτης ονομάζεται κυβικός (cubic), εάν το επίπεδο γράφημά του είναι 3-κανονικό, συνεκτικό, και χωρίς γέφυρες. Δεδομένου ενός οποιουδήποτε χάρτη G με ελάχιστο βαθμό τουλάχιστο 2, είναι δυνατόν να κατασκευασθεί ένας κυβικός χάρτης G΄ τέτοιος ώστε, εάν ο ένας χάρτης είναι k-χρωματίσιμος, τότε και ο άλλος είναι k-χρωματίσιμος. Η διαδικασία κατασκευής είναι απλή και έχει ως εξής:

			
					•	Εάν υπάρχει κόμβος v στο γράφημα (χάρτη) G με βαθμό r μεγαλύτερο του 3, δηλαδή d(v) = r > 3, τότε εισάγουμε r νέους κόμβους στο G, δημιουργούμε έναν άχορδο κύκλο C με αυτούς τους r νέους κόμβους, διαγράφουμε τον κόμβο v από το G και ενώνουμε τους r γείτονες του v με καθένα από τους r κόμβους του κύκλου C. 

					•	Εάν υπάρχει κόμβος u στο γράφημα (χάρτη) G με βαθμό d(u) = 2, ο οποίος ενώνει δύο κόμβους, έστω p και q, τότε εισάγουμε 4 νέους κόμβους στο G, δημιουργούμε ένα κύκλο C με τους 4 νέους κόμβους εισάγοντας μία διαγώνιο, διαγράφουμε τον κόμβο u από το G και ενώνουμε τους 2 γείτονες του u με καθένα από τους 2 κόμβους του κύκλου C που δεν συμμετέχουν στη διαγώνιο.

			

			 

			Όταν ολοκληρωθεί η διαδικασία αυτή (βλέπε Σχήμα 8.7) για κάθε κόμβο του G με βαθμό μεγαλύτερο του 3 και για κάθε κόμβο με βαθμό 2, το προκύπτον γράφημα G΄ είναι ένα κυβικό επίπεδο γράφημα χωρίς γέφυρες. Η προτεινόμενη κατασκευή οδηγεί με φυσικό τρόπο στη διατύπωση του εξής θεωρήματος.
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			Σχήμα 8.7: (α) Ένας k-χρωματίσιμος χάρτης G. (β) Ένας k-χρωματίσιμος κυβικός χάρτης G΄.

			 

			Θεώρημα 8.13 Το θεώρημα των τεσσάρων χρωμάτων είναι αληθές, εάν-ν κάθε κυβικός χάρτης είναι 4-χρωματίσιμος. Στη συνέχεια, δείχνουμε μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα που ισχύει στους κυβικούς χάρτες και είναι η εξής: 

			
					•	ένας κυβικός χάρτης G είναι 4-χρωματίσιμος (ως προς τις περιοχές) εάν-ν ο χάρτης G είναι 3-ακμικά-χρωματίσιμος.

			

			 

			Έστω G ένας κυβικός χάρτης. Υποθέτουμε ότι οι περιοχές f1, f2, …, fk του G είναι χρωματισμένες με 4 χρώματα, έστω, με τα χρώματα 1, 2, 3 και 4. Τότε μπορούμε να χρωματίσουμε τις ακμές του (τα σύνορα των περιοχών του) με 3 χρώματα, τα 1, 2 και 3. Ο χρωματισμός γίνεται ακλουθώντας κάποιους απλούς και σαφείς κανόνες. 

			Εάν υπάρχει μία ακμή (σύνορο) μεταξύ της περιοχής fi με χρώμα 1 και μίας περιοχής fj με χρώμα 2, τότε χρωματίζουμε την ακμή με χρώμα 1. Αυτή η ανάθεση χρωμάτων σε ακμές (σύνορα) μεταξύ δύο περιοχών με χρώματα 1 και 2 απεικονίζεται συμβολικά ως εξής: (1 - 2) = (2 - 1) = 1. Με ανάλογο τρόπο ορίζουμε τα χρώματα των ακμών μεταξύ δύο περιοχών με χρώματα 1 και 3, 1 και 4, …, 3 και 4. Γενικά οι έξι κανόνες που ακολουθούμε είναι οι εξής: 

			 

			
				
					
					
				
				
					
							
							Κανόνας α:

							β:

							γ:

							δ:

							ε:

							στ:

						
							
							(1 - 2) = (2 - 1) = 1

							 (1 - 3) = (3 - 1) = 2

							 (1 - 4) = (4 - 1) = 3

							 (2 - 3) = (3 - 2) = 3

							 (2 - 4) = (4 - 2) = 2

							 (3 - 4) = (4 - 3) = 1

						
					

				
			

			

			 

			Για παράδειγμα, στο Σχήμα 8.8 παρουσιάζουμε ένα 4-χρωματισμό ενός κυβικού χάρτη και τον 3-χρωματισμό των ακμών του. Στο χάρτη του σχήματος η εξωτερική περιοχή έχει χρωματισθεί με το χρώμα 1.
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			Σχήμα 8.8: Ένας 4-χρωματίσιμος χάρτης G ο οποίος είναι 3-ακμικά-χρωματίσιμος.

			 

			Αντίστροφα τώρα, υποθέτουμε ότι οι ακμές ενός κυβικού χάρτη G έχουν χρωματισθεί με τα χρώματα 1, 2 και 3. Για να υπολογίσουμε ένα 4-χρωματισμό των περιοχών του G εργαζόμαστε ως εξής: Επιλέγουμε μία τυχαία περιοχή fi και τη χρωματίζουμε με το χρώμα 4. Όταν μετακινηθούμε από την περιοχή fi σε μία γειτονική της περιοχή fj διασχίζοντας μία ακμή με χρώμα, για παράδειγμα 1, τότε αναθέτουμε στην περιοχή fj το χρώμα (4 - 1) = 3, ακολουθώντας τους προηγούμενους κανόνες (α) - (στ). Επομένως, συνεχίζοντας να χρωματίζουμε τις περιοχές με αυτόν τον κανόνα στο τέλος θα έχουμε πάρει ένα 4-χρωματισμό του χάρτη G.

			Με βάση την ιδιότητα αυτή, μπορούμε να δώσουμε τον ακόλουθο χαρακτηρισμό για τον 4-χρωματισμό των επιπέδων γραφημάτων.

			Θεώρημα 8.14 Ο χρωματικός αριθμός ενός επιπέδου γραφήματος δεν ξεπερνά το 4, δηλαδή είναι 4-χρωματίσιμο, εάν-ν ο χρωματικός δείκτης ενός κυβικού επιπέδου γραφήματος χωρίς γέφυρες είναι 3, δηλαδή είναι 3-ακμικά-χρωματικό.

			 

			8.5 Χρωματικά Πολυώνυμα

			 

			Θα μπορούσαμε να πούμε ότι η μέχρι τώρα μελέτη του προβλήματος του χρωματισμού έγινε με μία “ποιοτική” προσέγγιση θέτοντας ερωτήματα, όπως: μπορούμε να χρωματίσουμε τους κόμβους, τις ακμές, ή τις περιοχές ενός γραφήματος με k χρώματα; Θα ήταν πολύ ενδιαφέρον, τουλάχιστο από θεωρητικής πλευράς, η μελέτη του προβλήματος να γίνει με μία “ποσοτική” προσέγγιση θέτοντας ένα βασικό ερώτημα: με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούμε να χρωματίσουμε τους κόμβους ενός γραφήματος; Αναφέρουμε ότι δύο χρωματισμοί ενός γραφήματος θεωρούνται διαφορετικοί, εάν έστω και ένας κόμβος έχει διαφορετικό χρώμα στους δύο χρωματισμούς. 

			Το προηγούενο ερώτημα απαντάται άμεσα μέσω του χρωματικού πολυωνύμου (chromatic polynomial) ή χρωματικής συνάρτησης (chromatic function) του γραφήματος G, συμβολίζεται P(G, k), που δίδει το πλήθος των διαφορετικών τρόπων που μπορούν να χρωματισθούν οι κόμβοι του γραφήματος G με k χρώματα. 

			Η μικρότερη τιμή του k για την οποία το χρωματικό πολυώνυμο P(G, k) ενός γραφήματος G έχει μη-μηδενική τιμή ισούται με το χρωματικό αριθμό χ(G) του γραφήματος. Πράγματι, αυτό ισχύει διότι P(G, k) = 0 εάν-ν το γράφημα G δεν είναι k-χρωματίσιμο (k-colorable). Για παράδειγμα, εύκολα διαπιστώνουμε ότι το χρωματικό πολυώνυμο του γραφήματος K2 = P2 είναι P(P2, k) = k(k - 1) διότι ένας από τους κόμβους του P2 μπορεί να χρωματισθεί με οποιοδήποτε από τα k χρώματα ή, ισοδύναμα, μπορεί να χρωματισθεί με k διαφορετικούς τρόπους και, επομένως, ο άλλος κόμβος με k - 1 τρόπους. Επίσης, το χρωματικό πολυώνυμο του γραφήματος P3 είναι P(P3, k) = k(k - 1)2 και προκύπτει εύκολα ως εξής: ο μεσαίος κόμβος του P3 μπορεί να χρωματισθεί με k διαφορετικούς τρόπους και, επομένως, οι δύο τερματικοί κόμβοι του P3 μπορούν να χρωματισθούν με k - 1 διαφορετικούς τρόπους. Η μικρότερη (ακέραια θετική) τιμή του k για την οποία οι εκφράσεις k(k - 1) και k(k - 1)2 έχουν μη-μηδενικές τιμές είναι k = 2 και, επομένως, χ(P2) = χ(P3) = 2. 

			Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι η εικασία των τεσσάρων χρωμάτων μπορεί να εκφρασθεί ως εξής: 

			
					•	Εάν G είναι ένα απλός επίπεδο γράφημα, τότε P(G, 4) > 0.

			

			 

			Για αρκετά γραφήματα με συγκεκριμένη μορφή είναι εύκολος ο υπολογισμός του χρωματικού τους πολυωνύμου. Για παράδειγμα, μπορεί σχετικά εύκολα να αποδειχθεί ότι ισχύουν οι εξής προτάσεις:

			
					•	P(Ιn, k) = kn.

					•	P(T, k) = k(k - 1)n - 1, όπου το γράφημα T είναι ένα δένδρο.

					•	P(Kn, k) = k(k - 1)(k - 2)⋯(k – n + 1).

			

			 

			Επίσης, μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι ισχύει:

			
					•	P(G, k) = 0 εάν k < χ(G).

					•	P(G, k) > 0 εάν k ≥ χ(G).

			

			 

			Γενικά, για ένα τυχαίο γράφημα G δεν είναι εύκολη διαδικασία η εύρεση του χρωματικού πολυωνύμου του P(G, k). Ωστόσο, το επόμενο θεώρημα είναι πολύ σημαντικό, διότι δίδει ένα συστηματικό τρόπο για την εύρεση του πολυωνύμου P(G, k).

			Θεώρημα 8.15 Έστω G ένα απλό γράφημα και έστω v και u δύο μη-γειτονικοί κόμβοι του G. Ο αλγόριθμος Sequential_Coloring χρωματίζει ένα γράφημα G τάξης n και μεγέθους m σε Ο(n + m) χρόνο και χώρο. Εάν G1 = G + (v, u) και G2 = G/(v, u), τότε ισχύει:
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			Απόδειξη. Το γράφημα G1 παράγεται από το γράφημα G ενώνοντας με ακμή τους κόμβους v και u. Αντίστοιχα, το γράφημα G1 παράγεται πάλι από το γράφημα G συγχωνεύοντας την ακμή (v, u) και παίρνοντας το υποκείμενο γράφημα του δημιουργούμενου πολυγραφήματος. Σε κάθε χρωματισμό του γραφήματος G, οι κόμβοι v και u μπορεί είτε να έχουν είτε να μην έχουν το ίδιο χρώμα. (α) Οι κόμβοι v και u δεν έχουν το ίδιο χρώμα. Τότε, εάν οι δύο κόμβοι ενωθούν δεν αλλάζει το πλήθος των διαφορετικών τρόπων χρωματισμού των κόμβων v και u, όπως φαίνεται στο γράφημα G + (v, u) του Σχήματος 8.9, και το πλήθος αυτό ισούται με P(G1, k). (β) Οι κόμβοι v και u έχουν το ίδιο χρώμα. Τότε, εάν οι δύο κόμβοι συγχωνευθούν δεν αλλάζει το πλήθος των διαφορετικών τρόπων χρωματισμού των κόμβων v και u, όπως φαίνεται στο γράφημα G/(v, u) του Σχήματος 8.9, και το πλήθος αυτό ισούται με P(G2, k). ∎
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			Σχήμα 8.9: Ένα γράφημα G και τα γραφήματα G1 = G + (v, u) και G2 = G/(v, u).

			 

			Η αναδρομική σχέση (1) μπορεί να γραφεί ως εξής:
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			Αυτές οι δύο είναι πρακτικά χρήσιμες. Ωστόσο, συνιστάται να χρησιμοποιείται η σχέση (1), εάν το γράφημα είναι πυκνό (γράφημα με μεγάλο πλήθος ακμών), ενώ εάν το γράφημα είναι αραιό (γράφημα με μικρό πλήθος ακμών) είναι προτιμότερο να χρησιμοποιείται η σχέση (2).

			Στη συνέχεια, δίδονται δύο παραδείγματα εύρεσης του χρωματικού πολυωνύμου ενός γραφήματος G με τη χρήση των σχέσεων (1) και (2) παρουσιάζοντας αναλυτικά τα βήματα της ένωσης G + (v, u) και της συγχώνευσης G / (v, u) των ακμών του. 

			Στο παράδειγμα Σχήματος 8.10 χρησιμοποιούμε την πρώτη σχέση σε ένα πυκνό γράφημα G. Έτσι, ακολουθώντας το παράδειγμα μπορούμε να υπολογίσουμε το χρωματικό πολυώνυμο του G ως εξής:
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			Στο παράδειγμα Σχήματος 8.11 χρησιμοποιούμε τη σχέση (2) σε ένα δένδρο T (αραιό γράφημα). Επειδή για το ευσταθές γράφημα In τάξης n ισχύει P(In, k) = kn, ακολουθώντας το παράδειγμα μπορούμε να υπολογίσουμε το χρωματικό πολυώνυμο του G ως εξής:
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			Σχήμα 8.10: Εύρεση του χρωματικού πολυωνύμου ενός γραφήματος με χρήση της σχέσης (1).
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			Σχήμα 8.11: Εύρεση του χρωματικού πολυωνύμου ενός γραφήματος με χρήση της σχέσης (2).

			 

			Μπορεί να δειχθεί (αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη) ότι για το χρωματικό πολυώνυμο P(G, k) ενός γραφήματος G τάξης n και μεγέθους m, ισχύουν οι εξής προτάσεις:

			
					•	η απόλυτη τιμή του συντελεστή του όρου kn - 1 του χρωματικού πολυωνύμου P(G, k)  ισούται με το μέγεθος m του γραφήματος G, και

					•	τα πρόσημα των συντελεστών του P(G, k)  εναλλάσσονται.

			

			 

			Δεν είναι γνωστό κάτω από ποιά συνθήκη ένα δεδομένο πολυώνυμο μπορεί να είναι το χρωματικό πολυώνυμο ενός γραφήματος G.

			 

			8.6 Σειριακός και άλλοι Αλγόριθμοι Χρωματισμού

			 

			Στην εισαγωγή του κεφαλαίου αναφέρθηκε ότι το πρόβλημα υπολογισμού του χρωματικού αριθμού ενός γενικού γραφήματος G είναι NP-πλήρες και, επομένως, δεν υπάρχει αποτελεσματικός αλγόριθμος για το χρωματισμό του γραφήματος G (εκτός εάν P = NP). Επειδή το πρόβλημα εμφανίζεται σε πολλές πρακτικές εφαρμογές και σε διάφορες εκδοχές, αναπτύχθηκαν αρκετοί ευριστικοί αλγόριθμοι που υπολογίζουν μία τιμή για το χρωματικό αριθμό χ(G), η οποία προσεγγίζει ικανοποιητικά την βέλτιστη. Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε αρχικά το Σειριακό (Sequential) αλγόριθμο χρωματισμού και κατόπιν μερικούς αλγορίθμους που βασίζονται σε αυτόν, υπολογίζουμε την πολυπλοκότητά τους και δίνουμε μία εκτίμηση της αποτελεσματικότητά τους.

			Σειριακός αλγόριθμος (Sequential). Η πρώτη και απλούστερη προσέγγιση στο πρόβλημα του χρωματισμού ενός γραφήματος, είναι ο λεγόμενος Σειριακός (sequential) αλγόριθος που βασίζεται στην ιδέα της άπληστης (greedy) τεχνικής. Ο αλγόριθμος διαθέτει ένα σύνολο χρωμάτων C = {1, 2, …, n} (τα διαθέσιμα χρώματα είναι ακέραιοι αριθμοί από το 1 έως το n) και χρωματίζει τους κόμβους v1, v2, …, vn  ενός γραφήματος G τάξης n ως εξής: 

			
					1.	επιλέγει τους κόμβους του γραφήματος έναν-έναν με αυθαίρετη (τυχαία) σειρά, και 

					2.	χρωματίζει τον κόμβο vi εξετάζοντας αρχικά τα χρώματα των ήδη χρωματισμένων γειτόνων του και αναθέτοντας στον vi το μικρότερο διαθέσιμο χρώμα k από το σύνολο χρωμάτων C (το χρώμα k είναι διαθέσιμο για τον κόμβο vi, εάν δεν χρησιμοποιείται σε κάποιο γείτονα του).

			

			 

			Για παράδειγμα, εάν οι χρωματισμένοι γείτονες ενός κόμβου vi χρησιμοποιούν τα χρώματα 1, 2, 5, 8, τότε το μικρότερο διαθέσιμο χρώμα k είναι το χρώμα 3. 

			Ένα χαρακτηριστικό του αλγόριθμου, το οποίο, όπως θα δούμε, επηρεάζει το χρωματισμό του γραφήματος εισόδου G, είναι η σειρά επιλογής των κόμβων του G για χρωματισμό στο βήμα (1). Θα θεωρήσουμε ότι η σειρά επιλογής των κόμβων δημιουργεί μία ακολουθία κόμβων S = (v1, v2, …, vn) την οποία ονομάζουμε ακολουθία χρωματισμού. Έτσι, έχοντας την ακολουθία S μπορούμε να εκτελέσουμε το βήμα (2) παίρνοντας τους κόμβους με τη σειρά που εμφανίζονται στην S. Τον αλγόριθμο τον ονομάζουμε Sequentian_Coloring και τον παρουσιάζουμε στον Αλγόριθμο 8.1.
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			Η σειρά επιλογής των κόμβων του γραφήματος εισόδου G ή, ισοδύναμα, η ακολουθία χρωματισμού S επηρεάζει την απόδοση του αλγόριθμου Sequentian_Coloring όσον αφορά στο πλήθος των χρωμάτων που χρησιμοποιεί για το χρωματισμό του G. Πράγματι, στο Σχήμα 8.12 παρουσιάζουμε δύο χρωματισμούς του ίδιου γραφήματος με δύο διαφορετικές ακολουθίες χρωματισμού S1 και S2. Στην πρώτη εφαρμογή του αλγόριθμου με την ακολουθία S1 = (v1, v2, v5, v4 , v6, v7, v3) το γράφημα χρωματίζεται με 3 χρώματα (βέλτιστος χρωματισμός), ενώ στη δεύτερη εφαρμογή με την ακολουθία S2 = (v1, v4, v5, v2, v6, v7, v3) το γράφημα χρωματίζεται με 4 χρώματα (στο σχήμα τα χρώματα των κόμβων, οι ακέραιοι αριθμοί, εμφανίζονται δίπλα σε κάθε κόμβο). Σημειώνουμε ένα γράφημα G τάξης n έχει n! διαφορετικές ακολουθίες χρωματισμού.

			Ας μείνουμε λίγο στο πλήθος των χρωμάτων που μπορεί να χρησιμοποιήσει ο σειριακός αλγόριθμος Sequentian_Coloring για το χρωματισμό ενός γραφήματος G τάξης n. Όπως είδαμε, υπάρχουν γραφήματα και ακολουθίες χρωματισμού όπου ο αλγόριθμος δίδει βέλτιστο χρωματισμό, για παράδειγμα η εφαρμογή του στο γράφημα του Σχήματος 8.12 με ακολουθία χρωματισμού την S1. Ωστόσο, υπάρχουν περιπτώσεις όπου ο αλγόριθμος είναι “απελπιστικά” κακός, δηλαδή χρωματίζει το γράφημα με πολύ μεγαλύτερο πλήθος χρωμάτων από το βέλτιστο. Για παράδειγμα, ο αλγόριθμος μπορεί να χρωματίσει ένα 2-χρωματικό γράφημα τάξης n με O(n) χρώματα. Πράγματι, παρατηρήστε ότι ο αλγόριθμος χρωματίζει με 5 χρώματα το 2-χρωματικό διμερές γράφημα G τάξης 10 του Σχήματος 8.12 με ακολουθία χρωματισμού S = (x1, y1, x2, y2, x3, …, y5). Γενικά μπορεί να χρωματίσει ένα τέτοιο γράφημα τάξης n με n/2 χρώματα. Επίσης, το 2-χρωματικό δένδρο T του Σχήματος 8.12 ο αλγόριθμος το χρωματίζει με 4 χρώματα με ακολουθία S = (v1, v2, v3, …,v10). Για οσοδήποτε μεγάλο k > 0, υπάρχει δένδρο T και ακολουθία χρωματισμού τέτοια ώστε ο σειριακός αλγόριθμος το χρωματίζει το T με k χρώματα (δίδετε ως άσκηση).
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			Σχήμα 8.12: Παραδείγματα εφαρμογής του σειριακού αλγόριθμου χρωματισμού Sequential_Coloring (Αλγόριθμος 8.1): (α)-(β) στο ίδιο γράφημα, (γ) σε διμερές γράφημα, και (δ) σε δένδρο.

			 

			Πολυπλοκότητα Σειριακού Αλγόριθμου. Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι δύο είναι οι χρονοβόρες διαδικασίες του αλγόριθμου: (α) η εύρεση των χρωμάτων των χρωματισμένων γειτόνων του κόμβου vi και (β) ο υπολογισμός του ελάχιστου δυνατού χρώματος για χρωματισμό του vi, 1 ≤ i ≤ n. 

			Δεν είναι δύσκολο να δει κάποιος ότι οι δύο αυτές διαδικασίες μπορούν, με τη χρήση ενός Boolean πίνακα μήκους n, να εκτελεσθούν σε O(n) χρόνο για τον κόμβο vi, 1 ≤ i ≤ n. Επομένως, ο αλγόριθμος μπορεί να εκτελεσθεί με συνολική πολυπλοκότητα χρόνου O(n2), απαιτώντας O(n + m) χώρο (θεωρούμε ότι το γράφημα G δίδεται με τη λίστα γειτνίασης Adj(G) αυτού).

			Στη συνέχεια, δείχνουμε ότι οι διαδικασίες (α) και (β) μπορούν να εκτελεσθούν σε O(d(vi)) χρόνο για τον κόμβο vi, 1 ≤ i ≤ n, χρησιμοποιώντας κατάλληλες δομές και τεχνικές. 

			
					1.	Οι χρωματισμένοι γείτονες του κόμβου vi και τα χρώματά τους μπορούν να βρεθούν σε O(d(vi)) χρόνο εξετάζοντας τη λίστα γειτνίασης Adj(G) του κόμβου vi και ελέγχοντας τον πίνακα Colors (ο πίνακας Colors είναι ένας μονοδιάστατος πίνακας μήκους n τύπου ακέραιος, στον οποίο καταχωρίζονται τα χρώματα των κόμβων). Οι χρωματισμένοι γείτονες του κόμβου vi και τα χρώματά τους καταχωρίζονται σε μία συνδεδεμένη λίστα Colors_Adj(vi), η οποία δημιουργείται στον ίδιο χρόνο O(d(vi)), 1 ≤ i ≤ n.

					2.	Για τον υπολογισμό του ελάχιστου δυνατού χρώματος για χρωματισμό του κόμβου vi χρησιμοποιούμε την εξής δομή δεδομένων:
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			Διατρέχουμε τη λίστα Colors_Adj(vi) και για κάθε κόμβος της vj = u, μέσω των δεικτών του πίνακα C_Adj(vi), διαγράφουμε τους αντίστοιχους κόμβους από τη λίστα C. Τότε, ο πρώτος κόμβος της λίστας C δίδει το ελάχιστο δυνατό χρώμα για χρωματισμό του κόμβου vi. Η διαδικασία αυτή εκτελείται σε O(|Colors_Adj(vi)|) χρόνο, όπου |Colors_Adj(vi)| ≤ d(vi). Είναι φανερό ότι η δομή αυτή πρέπει να επανέλθει στην αρχική της μορφή, ώστε να χρησιμοποιηθεί για τον επόμενο κόμβο vi + 1, 1 ≤ i ≤ n. Η αναδημιουργία της δομής στην αρχική της μορφή μπορεί να γίνει σε O(d(vi)) χρόνο.

			Επομένως, ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης των διαδικασιών (1) και (2) είναι 
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    )
  

 ∑ni=1 d(vi), συνεπώς ο αλγόριθμος Sequential_Coloring μπορεί να εκτελεσθεί σε O(n + m) χρόνο.

			Θεώρημα 8.16 Ο αλγόριθμος Sequential_Coloring χρωματίζει ένα γράφημα G τάξης n και μεγέθους m σε O(n + m) χρόνο και χώρο.

			Είδαμε ότι στο Σειριακό αλγόριθμο η σειρά επιλογής των κόμβων για χρωματισμό είναι τυχαία. Πολλοί ευριστικοί αλγόριθμοι χρωματισμού βελτιώνουν το Σειριακό αλγόριθμο θέτοντας κριτήρια στην επιλογή των κόμβων, όπως για παράδειγμα: επίλεξε τον κόμβο vi με το μεγαλύτερο βαθμό d(vi) στο γράφημα ή τον κόμβο vi με το μικρότερο βαθμό d(vi) σε ένα υπογράφημα, ή ακόμα επίλεξε τον κόμβο vi που γειτνιάζει με τους περισσότερους ή λιγότερους χρωματισμένους γείτονές του, κοκ. Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τρεις αλγορίθμους που χρησιμοποιούν τέτοια κριτήρια επιλογής. 

			Αλγόριθμος Κατά-μεγαλύτερο-βαθμό-πρώτα (Largest degree first). Ο αλγόριθμος αρχικά ταξινομεί τους κόμβους του γραφήματος v1, v2, …, vn κατά φθίνουσα (μη-αύξουσα) τάξη βαθμών d(v1) ≥ d(v2) ≥ … ≥ d(vn). Κατόπιν, ακολουθείται η ιδέα της σειριακής μεθόδου για το χρωματισμό των κόμβων του γραφήματος, δηλαδή εκτελείται ο Σειριακός αλγόριθμος με ακολουθία χρωματισμού S = (v1, v2, …, vn ), όπου d(vi) ≥ d(vi+1), 1 ≤ i < n. Ο ευριστικός αυτός αλγόριθμος ονομάζεται Largest_Degree_First, περιγράφεται στον Αλγόριθμο 8.2 και είναι αρκετά αποτελεσματικός, όπως αποδεικνύεται από το εξής θεώρημα.

			Θεώρημα 8.17 (Welsh and Powell, 1967). Έστω G ένα συνεκτικό γράφημα με σύνολο κόμβων V(G) = {v1, v2, …, vn}. Εάν χ(G, S) είναι το πλήθος των χρωμάτων που απαιτεί ο αλγόριθμος Largest_Degree_First για το χρωματισμό του G με ακολουθία χρωματισμού S = (v1, v2, …, vn ), όπου d(vi) ≥ d(vi+1), 1 ≤ i < n, τότε ισχύει:
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			Απόδειξη. Αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη.
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			Αλγόριθμος Κατά-μικρότερο-βαθμό-τελευταία (Smallest degree last). Ένας ανάλογος ευριστικός αλγόριθμος είναι ο ονομαζόμενος Smaller_Degree_Last και προτάθηκε από τους Matala, Marble, και Issacson το 1972. Ο αλγόριθμος βασίζεται στην ταξινόμηση των βαθμών των κόμβων του γραφήματος, όπως και ο προηγούμενος αλγόριθμος Largest_Degree_First, αλλά δημιουργεί μία διαφορετική ακολουθία χρωματισμού S ακολουθώντας την εξής διαδικασία: 

			
					•	Αρχικά, επιλέγεται ο κόμβος v με το μικρότερο βαθμό στο γράφημα G, διαγράφεται από το G, και τίθεται ως τελευταίο στοιχείο της S, δηλαδή S(n) = v, με σκοπό να χρωματισθεί τελευταία. Κατόπιν, επιλέγεται ο κόμβος u με το μικρότερο βαθμό στο προκύπτον γράφημα G – {v}, διαγράφεται από το προκύπτον γράφημα G – {v}, και τίθεται ως προτελευταίο στοιχείο της S, δηλαδή S(n – 1) = u, κοκ. 

			

			 

			Σε περιπτώσεις ισοπαλίας, ο κόμβος επιλέγεται με τυχαίο τρόπο. Με τη διαδικασία αυτή γίνεται μία ταξινόμηση των κόμβων ως προς το βαθμό τους σε υπογραφήματα του G, που δεν είναι απαραίτητα ίδια με αυτή του προηγούμενου αλγόριθμου Largest_Degree_First. Στη συνέχεια εκτελείται ο Σειριακός αλγόριθμος για χρωματισμό του G με ακολουθία χρωματισμού την S. Αυτή η μέθοδος χρωματισμού περιγράφεται στον Αλγόριθμο 8.3.
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			Αλγόριθμος Χρωματικού-βαθμού (Color degree). Συνδυάζοντας τις ιδέες των δύο προηγούμενων αλγορίθμων προκύπτει ένας νέος συνθετότερος και πιο αποτελεσματικός αλγόριθμος που ονομάζεται Color_Degree. Ο αλγόριθμος προτάθηκε από τον Brelaz το 1979 και βασίζεται στην έννοια του χρωματικού βαθμού (color degree). O χρωματικός βαθμός ενός κόμβου v ορίζεται ως το πλήθος των διαφορετικών χρωμάτων που χρησιμοποιήθηκαν για το χρωματισμό των γειτόνων του.

			Σύμφωνα με τον αλγόριθμο αυτό η σειρά επιλογής των προς χρωματισμό κόμβων γίνεται με κριτήριο το χρωματικό βαθμό, ενώ οι περιπτώσεις ισοπαλίας λύνονται επιλέγοντας τον κόμβο με το μεγαλύτερο βαθμό στο μη-χρωματισμένο γράφημα. Σημειώνεται ότι η επιλογή του επόμενου κάθε φορά για χρωματισμό κόμβου γίνεται δυναμικά κατά την εκτέλεση του αλγόριθμου. Επομένως, στον αλγόριθμο αυτό η ακολουθία χρωματισμού S δεν μπορεί να είναι γνωστή και καθορισμένη εκ των προτέρων, όπως συμβαίνει με τους προηγούμενους αλγόριθμους που παρουσιάσαμε. Η μέθοδος του χρωματικού βαθμού περιγράφεται αναλυτικά στον Αλγόριθμο 8.4.
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			Θεώρημα 8.18 Έστω G ένα συνεκτικό διμερές γράφημα τάξης n ≥ 3. O αλγόριθμος Color_Degree χρωματίζει το γράφημα G βέλτιστα, δηλαδή χρησιμοποιώντας δύο χρώματα.
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			Σχήμα 8.13: Παραδείγματα εφαρμογής των αλγόριθμων χρωματισμού, (α) Largest_Degree_First, (β) Smallest_Degree_Last, και (γ) Color_Degree (Αλγόριθμοι 8.2, 8.3, και 8.4).

			 

			Στο Σχήμα 8.13 εξετάζονται συγκριτικά στο ίδιο γράφημα οι τρεις τελευταίοι αλγόριθμοι χρωματισμού που περιγράψαμε. Κάτω από κάθε γράφημα δίδεται η ακολουθία χρωματισμού με την οποία εκτελέσθηκε ο αλγόριθμος και δίπλα σε κάθε κόμβο το χρώμα του. Η ακολουθία S3 δεν είναι η ακολουθία χρωματισμού του αλγόριθμου Color_Degree, αλλά η σειρά επιλογής των κόμβων κατά την εκτέλεση του αλγόριθμου (θυμίζουμε ότι η σειρά επιλογής των κόμβων σε αυτόν τον αλγόριθμο δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων και δεν καθορίζεται κατά την εκτέλεση του αλγόριθμου).

			Όπως τονίσθηκε, το πρόβλημα του χρωματισμού ενός γραφήματος G είναι ένα NP-πλήρες πρόβλημα και, επομένως, ο υπολογισμός ενός βέλτιστου χρωματισμού του G, δηλαδή ο υπολογισμός του χρωματικού αριθμού χ(G) είναι ένα δυσεπίλυτο πρόβλημα (υπάρχουν μόνο προσεγγιστικοί αλγόριθμοι). Τονίζουμε, επίσης, ότι έχει αποδειχθεί ότι, εάν βρεθεί ένας προσεγγιστικός αλγόριθμος που να χρησιμοποιεί διπλάσιο αριθμό χρωμάτων από το βέλτιστο χ(G), τότε θα βρεθεί και αλγόριθμος που υπολογίζει το χρωματικό αριθμό χ(G) του γραφήματος G.
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			Ασκησεις 8

			 

			Άσκηση 1

			Υπολόγισε τον ευσταθή αριθμό α(G), τον αριθμό κλίκας ω(G), τον αριθμό επικάλυψης κλικών κ(G) και το χρωματικό αριθμό χ(G). του γραφήματος G, όπου G είναι (α) το γράφημα Petersen και (β) το γράφημα Grötzsch.

			 

			Άσκηση 2

			Παίρνοντας ένα γράφημα H ≅ C7 , κατασκεύασε ένα 4-χρωματικό, K3-ελεύθερο γράφημα διαφορετικό από το γράφημα Grötzsch.

			 

			Άσκηση 3

			Για κάθε ακέραιο n ≥ 2, βρες ένα γράφημα G για το οποίο ω(G) = n, χ(G) = 2n, και 1 + Δ(G) ≥ 3n. Αποδείξτε ότι, εάν G είναι ένα κρίσιμο n-χρωματικό γράφημα, n ≥ 2, τότε χ(G - v) = n - 1  για κάθε κόμβο v του G.

			 

			Άσκηση 4

			Αποδείξτε ότι, εάν G είναι ένα γράφημα με χ(G) = n ≥ 2, τότε το G περιέχει ένα κρίσιμο n-χρωματικό υπογράφημα.

			 

			Άσκηση 5

			Αποδείξτε την ορθότητα ή μη της πρότασης: Εάν G είναι ένα γράφημα με χ(G) = n, τότε δ(G) ≥ n - 1. Αποδείξτε ότι CNP ∈ NP, δηλαδή το πρόβλημα του χρωματικού αριθμού CNP ανήκει στην κλάση των NP προβλημάτων.

			 

			Άσκηση 6

			Έστω C6 ο άχορδος κύκλος μεγέθους 6. Δώστε μια ακολουθία χρωματισμού S1 των κόμβων του γραφήματος C6, τέτοια ώστε η εφαρμογή του σειριακού αλγορίθμου χρωματισμού Sequential_Coloring στο C6 με χρήση της S1 να δίδει 2-χρωματισμό, και μία ακολουθία χρωματισμού S2 τέτοια ώστε η εφαρμογή του αλγόριθμου να δίδει 3-χρωματισμό.

			 

			Άσκηση 7

			Δώστε μια ακολουθία S των κόμβων του γραφήματος P4, τέτοια ώστε η εφαρμογή του σειριακού αλγορίθμου χρωματισμού Sequential_Coloring στο P4 με χρήση της S να δίδει 3-χρωματισμό.

			 

			Άσκηση 8

			Είναι γνωστό ότι ένα δένδρο T είναι ένα 2-χρωματικό γράφημα. Δώστε ένα δένδρο T και μια ακολουθία S  των κόμβων του, τέτοια ώστε ο ακολουθιακός αλγόριθμος χρωματισμού Sequential_Coloring χρωματίζει το δένδρο Τ με 4 χρώματα, επιλέγοντας τους κόμβους του Τ με τη σειρά που εμφανίζονται στην ακολουθία S.

			 

			Άσκηση 9

			Δώστε ένα διμερές γράφημα τάξης n και μια ακολουθία S των κόμβων του, τέτοια ώστε η εφαρμογή του ακολουθιακού αλγορίθμου Sequential_Coloring χρωματισμού στο G με χρήση της S δίδει έναν n/2-χρωματισμό.

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9

			 

			 

			ΤΡΙΓΩΝΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή (ιδιότητες χ-τελειότητας και α-τελειότητας), Χαρακτηρισμοί και Ιδιότητες Τριγωνικών Γραφημάτων (τέλεια σχήματα απαλοιφής κόμβων, ελαχιστικοί διαχωριστές κόμβων, Ν-πλήρεις κόμβοι, Αλγοριθμική Παραγωγή Τέλειων Σχημάτων Απαλοιφής (αλγόριθμοι LexBFS και MCS, πολυπλοκότητα και υλοποίηση των αλγορίθμων LexBFS και MCS),  Αναγνώριση Τριγωνικών Γραφημάτων (αλγόριθμος ελέγχου ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής, ορθότητα και πολυπλοκότητα του αλγόριθμου), Υπολογισμός Χρωματικού Αριθμού και Μέγιστων Κλικών, Υπολογισμός των αριθμών α(G) και κ(G), Χαρακτηρισμός Τριγωνικών Γραφημάτων ως Γραφήματα Τομής, Τα Τριγωνικά Γραφήματα είναι Τέλεια (p-κρίσιμα γραφήματα, η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων, η τελειότητα των τριγωνικών γραφημάτων), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων του Κεφαλαίου 1 που αφορούν τα γραφήματα τομής και τα τέλεια γραφήματα. Αν και η προαπαιτούμενη γνώση καλύπτεται πλήρως στο Κεφάλαιο 1 του συγγράμματος, ο αναγνώστης προτρέπεται, παράλληλα με τη μελέτη του κεφαλαίου, να ανατρέξει στο κλασικό βιβλίο του Mαrτιν C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, και να μελετήσει τα εισαγωγικά κεφάλαιά του και το αντίστοιχο κεφάλαιο των τριγωνικών γραφημάτων. Η πολύ καλή γνώση δομών δεδομένων και προχωρημένων αλγοριθμικών τεχνικών είναι προαπαιτούμενη για την κατανόηση των θεμάτων του κεφαλαίου.

			 

			9.1  Εισαγωγή

			 

			Μία από τις πρώτες κλάσεις γραφημάτων η οποία αποδείχθηκε ότι τα στοιχεία της είναι τέλεια γραφήματα ήταν η κλάση των τριγωνικών γραφημάτων (triagulated graphs). Το 1958 οι Hajnal και Suranyi έδειξαν ότι τα τριγωνικά γραφήματα ικανοποιούν την α-τέλεια ιδιότητα (α-perfection), ενώ λίγο αργότερα, το 1960, ο Berge έδειξε ότι τα τριγωνικά γραφήματα ικανοποιούν, επίσης, και τη χ-τέλεια ιδιότητα (χ-perfection).

			Για λόγους πληρότητας του κεφαλαίου, θυμίσουμε ότι ένα γράφημα G ικανοποιεί την χ-τέλεια ιδιότητα, εάν
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			ενώ ικανοποιεί την α-τέλεια ιδιότητα, εάν
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			Σημειώσουμε ότι η αρχική εικασία που διατυπώθηκε από τον Berge το 1961, ότι οι δύο ιδιότητες (P1) και (P2) είναι ισοδύναμες, αποδείχθηκε ότι είναι αληθής από τον Lovasz το 1972. Η ισοδυναμία αυτή έγινε γνωστή ως Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Perfect Graph Theorem)1. Επομένως, η μελέτη των τριγωνικών γραφημάτων μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτέλεσε την αρχή της θεωρίας των τέλειων γραφημάτων.
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			Σχήμα 9.1: Τρία γραφήματα, εκ των οποίων τα G1 και G2 είναι τριγωνικά, ενώ το G3 δεν είναι τριγωνικό.

			 

			Ορισμός 9.1 Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G καλείται τριγωνικό, εάν κάθε κύκλος με μήκος μεγαλύτερο του 3 περιέχει χορδή, δηλαδή μία ακμή που ενώνει δύο μη διαδοχικούς κόμβους του κύκλου. Ισοδύναμα, το γράφημα G καλείται τριγωνικό, εάν δεν περιέχει επαγόμενο υπογράφημα ισομορφικό του Cn για n > 3.

			Στο Σχήμα 9.1 τα γραφήματα G1 και G2 είναι τριγωνικά, διότι δεν περιέχουν κάποιο επαγόμενο υπογράφημα ισομορφικό του Cn για n > 3, ενώ το γράφημα G3 του ίδιου σχήματος περιέχει ένα υπογράφημα ισομορφικό του C4 και, επομένως, δεν είναι τριγωνικό. Στην πραγματικότητα, το γράφημα G3 περιέχει 5 υπογραφήματα ισομορφικά του C4, ένα από τα οποία είναι το γράφημα G[{c, d, e, f}]. Εύκολα κάποιος μπορεί να βρει τα υπόλοιπα τέσσερα υπογραφήματα.

			Τα τριγωνικά γραφήματα έχουν την ιδιότητα της διατήρησης της κληρονομικότητας ή, ισοδύναμα, την κληρονομική ιδιότητα. Αυτό σημαίνει ότι κάθε επαγόμενο υπογράφημα ενός τριγωνικού γραφήματος είναι επίσης τριγωνικό. Στο Σχήμα 9.2 τα επαγόμενα γραφήματα G1 και G2 του τριγωνικού γραφήματος G είναι επίσης τριγωνικά. Στη διεθνή βιβλιογραφία, τα τριγωνικά γραφήματα καλούνται επίσης χορδικά γραφήματα (chordal graphs), γραφήματα μονοτονικής μετάβασης (monotonic transitive) και γραφήματα τέλειας απαλοιφής (perfect elimination graphs).
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			Σχήμα 9.2: Ένα τριγωνικό γράφημα G και δύο επαγόμενα υπογραφήματα G1 και G2 του G.

			 

			9.2  Χαρακτηρισμοί και Ιδιότητες Τριγωνικών Γραφημάτων

			 

			Ο Derac (1961) και αργότερα οι Lekkerkerker και Boland (1962) απέδειξαν ότι ένα τριγωνικό γράφημα G έχει τουλάχιστον έναν κόμβο με τη χαρακτηριστική ιδιότητα ότι όλοι οι γειτονικοί του κόμβοι αποτελούν κλίκα στο . Ένας τέτοιος κόμβος ονομάζεται Ν-πλήρης (simplicial).

			Ορισμός 9.2 Ένας κόμβος  ενός γραφήματος G καλείται Ν-πλήρης (simplicial), εάν το σύνολο των γειτονικών του κόμβων το συμβολίζουμε Adj(x), επάγει ένα πλήρες γράφημα στο G, δηλαδή, εάν το σύνολο Adj(x) είναι κλίκα.

			Στηριζόμενοι στην ιδιότητα ύπαρξης ενός Ν-πλήρους κόμβου σε ένα τριγωνικό γράφημα  αλλά και της ιδιότητας διατήρησης της κληρονομικότητας, είναι δυνατή η αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων μέσα από την ακόλουθη απλή επαναληπτική διαδικασία:

			
					1.	βρες έναν Ν-πλήρη κόμβο v ∈ V(G) και αφαίρεσέ τον από το γράφημα G, και

					2.	επανάλαβε τη διαδικασία με το εναπομένον κάθε φορά γράφημα G΄ = G - {v}, έως ότου:

			

			
					•	V(G΄) = ∅, δηλαδή δεν υπάρχουν άλλοι κόμβοι στο γράφημα G΄ (σε αυτήν την περίπτωση το γράφημα G είναι τριγωνικό), ή

					•	V(G΄) = ∅ και δεν υπάρχει στο γράφημα G΄ κάποιος Ν-πλήρης κόμβος (σε αυτήν την περίπτωση το γράφημα G δεν είναι τριγωνικό).

			

			 

			Ορισμός 9.3 Έστω G ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα και έστω σ = (v1, v2, ..., vn) μία διάταξη των κόμβων. Η διάταξη  καλείται τέλειο σχήμα απαλοιφής (perfect elimination ordering), εάν για κάθε i = 1, 2, …, n ο κόμβος vi είναι Ν-πλήρης κόμβος στο επαγόμενο υπογράφημα G[{vi, v(i + 1), ..., vn}]. Με άλλα λόγια, για κάθε i (1 ≤ i ≤ n) το σύνολο κόμβων Xi = {vj ∈ Adj(vi) | j > i} είναι κλίκα.

			Θα αναφερόμαστε στη διάταξη σ = (v1, v2, ..., vn) των κόμβων ενός γραφήματος G = (V, E) απλώς ως μία 1 - 1 αντιστοιχία από το σύνολο {1, 2, …, n} στο σύνολο V, έτσι ώστε σ(1) να είναι ο πρώτος κόμβος στη διάταξη, σ(2) να είναι ο δεύτερος κτλ. Για κάθε κόμβο v με σ-1(v) συμβολίζουμε τη θέση του κόμβου σ(v) σε αυτή τη διάταξη.

			Βασιζόμενοι στον ορισμό του τέλειου σχήματος απαλοιφής, είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι οι διατάξεις σ = (c, b, a, d, e) και σ = (a, g, b, f, c, e, d) είναι τέλεια σχήματα απαλοιφής κόμβων των γραφημάτων G1 και G2 του Σχήματος 9.1, αντίστοιχα. Αντίθετα με τα γραφήματα G1 και G2, το γράφημα G3 δεν έχει κάποιο Ν-πλήρη κόμβο και, επομένως, το G3 δεν έχει τέλειο σχήμα απαλοιφής.

			Ορισμός 9.4 Ένα υποσύνολο κόμβων S ⊆ V ενός γραφήματος G = (V, E) καλείται διαχωριστής κόμβων (vertex separator) για δύο μη γειτονικούς κόμβους a και b (ή a - b διαχωριστής), εάν οι κόμβοι a και b βρίσκονται σε διαφορετικές συνεκτικές συνιστώσες στο γράφημα G[V - S]. Εάν δεν υπάρχει γνήσιο υποσύνολο του S το οποίο να αποτελεί a - b διαχωριστή, τότε το σύνολο S καλείται ελαχιστικός διαχωριστής κόμβων (minimal vertex separator).
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			Σχήμα 9.3: Οι διαχωριστές κόμβων {b, d, f} και {d, f} του γραφήματος G3.

			 

			Στο γράφημα G3 του Σχήματος 9.3 το σύνολο {b, d, f} είναι ελαχιστικός διαχωριστής των κόμβων c και a (ή c - a διαχωριστής), ενώ το σύνολο {d, f} είναι ελαχιστικός διαχωριστής για τους κόμβους  και  (ή c - e διαχωριστής). Να σημειωθεί ότι το ίδιο σύνολο {d, f} είναι ελαχιστικός διαχωριστής και για τους κόμβους a και e (ή a - e διαχωριστής) (βλέπε Σχήμα 9.3). Παρατηρήστε ότι στο γράφημα G2 του Σχήματος 9.1 όλοι οι ελαχιστικοί διαχωριστές κόμβων έχουν δύο κόμβους που είναι γειτονικοί.

			Θεώρημα 9.1 (Dirac 1961, Fulkerson and Gross 1965). Για κάθε μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες:

			
					1.	Το γράφημα G είναι τριγωνικό γράφημα.

					2.	Το γράφημα G έχει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής. Επίσης, κάθε Ν-πλήρης κόμβος μπορεί να ξεκινήσει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής.

					3.	Κάθε ελαχιστικός διαχωριστής κόμβων επάγει ένα πλήρες υπογράφημα του γραφήματος G.

			

			 

			Απόδειξη. (3) ⇒ (2) Έστω C = (a, x, b, y1, ..., yk, a) ένας απλός κύκλος μήκους l ≥ k + 3 στο γράφημα G (k ≥ 1). Κάθε ελαχιστικός a - b διαχωριστής S πρέπει να εμπεριέχει τον κόμβο x και κάποιους από τους κόμβους yi για κάποιο i. Τότε, όμως, από (3) συνεπάγεται ότι xyi είναι χορδή στον κύκλο C, διότι xyi ∈ E και S ένα πλήρες υπογράφημα του γραφήματος G. Aρα, κάθε κύκλος μήκους l > 3 έχει χορδή και, επομένως, το G είναι τριγωνικό.

			(1) ⇒ (3) Έστω S ένας a - b διαχωριστής κόμβων του γραφήματος G. Ας συμβολίσουμε με GA και GB τις συνεκτικές συνιστώσες του G[V - S] οι οποίες περιέχουν τους κόμβους a και b αντίστοιχα. Επειδή το σύνολο S είναι ελαχιστικό, κάθε κόμβος x ∈ S είναι γείτονας ενός κόμβου στο σύνολο A και ενός κόμβου στο σύνολο B. Επομένως, για κάθε x, y ∈ S υπάρχουν μονοπάτια (x, a1, ..., ar, y) και (x, b1, ..., bk, y), τέτοια ώστε ai ∈ A, bi ∈ B και επιλεγμένα ώστε να έχουν το ελάχιστο δυνατό μήκος. Άρα, (x, a1, …, ar, y, b1, …, bk, x) είναι ένας απλός κύκλος μήκους l ≥ 4, που συνεπάγεται ότι ο κύκλος αυτός περιέχει χορδή. Όμως, για κάθε i, j ισχύει ai bj ∉ E (S είναι a - b διαχωριστής) και, επίσης, ai aj ∉ E και bi bj ∉ E (από την ελαχιστότητα των μονοπατιών). Αναγκαστικά, xy ∈ E είναι χορδή.

			Για την ολοκλήρωση της απόδειξη του θεωρήματος αποδεικνύουμε πρώτα το εξής λήμμα:

			Λήμμα 9.1 (Dirac, 1961). Κάθε τριγωνικό γράφημα G έχει έναν Ν-πλήρη κόμβο. Επιπρόσθετα, εάν το γράφημα G δεν είναι πλήρες, τότε έχει δύο μη γειτονικούς Ν-πλήρεις κόμβους.

			Απόδειξη. Εάν το γράφημα G είναι πλήρες, τότε το λήμμα είναι τετριμμένο. Θα αποδείξουμε το λήμμα για μη πλήρη γραφήματα με επαγωγή στο πλήθος των κόμβων. Το λήμμα είναι τετριμμένο για γραφήματα με έναν ή δύο κόμβους. Ας υποθέσουμε ότι η πρόταση ισχύει για γραφήματα με k - 1 κόμβους και έστω ότι το G είναι τριγωνικό γράφημα με k κόμβους. Έστω a, b μη γειτονικοί κόμβοι στο G και έστω S ένας ελαχιστικός a - b διαχωριστής. Έστω GA και GB οι δύο συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος G[V - S] που εμπεριέχουν τους κόμβους a και b, αντίστοιχα. Θα εστιάσουμε στο γράφημα G[A + S]:

			
					1.	Εάν το γράφημα G[A + S] είναι πλήρες, τότε κάθε κόμβος του είναι Ν-πλήρης στο G[A + S]. Συγκεκριμένα, κάθε κόμβος στο σύνολο Α, ο οποίος είναι Ν-πλήρης στο G[A + S]είναι επίσης Ν-πλήρης στο G (δεν υπάρχουν ακμές μεταξύ των Α και Β).

					2.	Εάν το γράφημα G[A + S] δεν είναι πλήρες, από επαγωγική υπόθεση αυτό εμπεριέχει δύο μη γειτονικούς Ν-πλήρεις κόμβους. Επειδή το S είναι πλήρες (έχει αποδειχθεί ήδη (1) ⇒ (3) στο Θεώρημα 9.1), τουλάχιστον ένας από τους Ν-πλήρεις κόμβους είναι κόμβος του Α και, όπως και προηγουμένως, αυτός ο κόμβος είναι Ν-πλήρης στο G.

			

			 

			Δείξαμε ότι το σύνολο Α περιέχει ένα Ν-πλήρη κόμβο του γραφήματος G. Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε ότι και το σύνολο Β περιέχει ένα Ν-πλήρη κόμβο του G. Αυτοί οι δύο κόμβοι δεν είναι γειτονικοί. ∎

			 

			Συνεχίζουμε τώρα την απόδειξη του Θεωρήματος 9.1 με βάση το Λήμμα 9.1.

			(1) ⇒ (2) Από το Λήμμα 9.1 το γράφημα G εμπεριέχει ένα Ν-πλήρη κόμβο x. Το γράφημα G{V - x} είναι τριγωνικό και περιέχει λιγότερους κόμβους από το G, έτσι από επαγωγή έχει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής (σi1, …, σi(n - 1)). Επειδή x είναι Ν-πλήρης κόμβος, η διάταξη (x, σi1, …, σi(n - 1)) είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής στο G.

			(2) ⇒ (1) Έστω C ένας απλός κύκλος στο γράφημα G και έστω x ο κόμβος του κύκλου C, που είναι πιο αριστερά στο τέλειο σχήμα απαλοιφής. Στο επαγόμενο γράφημα, προτού εξαλείψουμε τον κόμβο x, οι δύο γείτονές του στον κύκλο ακόμα υπάρχουν και επειδή x είναι Ν-πλήρης σε αυτό το γράφημα, αυτοί οι δύο κόμβοι δημιουργούν μία χορδή στον κύκλο. Επομένως, κάθε κύκλος στο γράφημα G περιέχει μία χορδή. ∎
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			Σχήμα 9.4: Βοηθητικό σχήμα για την απόδειξη του Θεωρήματος 9.1.

			 

			9.3  Αλγοριθμική Παραγωγή Τέλειων Σχημάτων Απαλοιφής

			 

			Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε δύο αλγορίθους παραγωγής τέλειων σχημάτων απαλοιφής κόμβων τριγωνικών γραφημάτων, γνωστούς ως LexBFS και MCS. Οι αλγόριθμοι παίρνουν ως είσοδο ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G και επιστρέφουν μία διάταξη  των κόμβων του, η οποία είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων, εάν-ν το γράφημα εισόδου  είναι τριγωνικό.

			 

			9.3.1 Αλγόριθμος LexBFS

			 

			Από το Λήμμα 9.1 έχουμε ότι η διαδικασία αναγνώρισης των Fulkerson και Gross μας παρέχει τη δυνατότητα επιλογής τουλάχιστον δύο κόμβων για κάθε θέση κατά την κατασκευή ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής ενός τριγωνικού γραφήματος. Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε τυχαία έναν κόμβο , τον οποίο θα διαγράψουμε από το γράφημα, τοποθετώντας τον στην τελευταία θέση του τέλειου σχήματος απαλοιφής. Κατά παρόμοιο τρόπο μπορούμε να επιλέξουμε κάθε άλλο κόμβο vn-1, ο οποίος να γειτνιάζει με τον κόμβο vn και να τον τοποθετήσουμε στην (n-1)-οστή θέση. Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο, μπορούμε να κατασκευάσουμε το τέλειο σχήμα απαλοιφής αντίστροφα. Αυτό ακριβώς έκαναν ο Leuker (1974) και οι Rose και Tarzan (1975) με στόχο να δώσουν ένα γραμμικό αλγόριθμο για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων. 

			Ο αλγόριθμος διατυπώθηκε από τους Rose, Tarzan, και Leuker (1976) και χρησιμοποιεί μία λεξικογραφική κατά-πλάτος αναζήτηση (lexicographic breadth-first search), στην οποία η συνήθης ουρά κόμβων αντικαταστάθηκε από μία ουρά από μη-ταξινομημένα υποσύνολα κόμβων, που ορισμένες φορές τροποποιούνται, αλλά ποτέ δεν αναδιατάσσονται. Η μέθοδος περιγράφεται στον Αλγόριθμο 9.1, ονομάζεται LexBFS (Lexicographic Breadth-First Search) και έχει ως εξής:

			Μέθοδος LexBFS: Οι κόμβοι αριθμούνται από το n έως το 1 με τη σειρά που επιλέγονται με την εντολή Επιλογή του Αλγορίθμου LexBFS. Η αρίθμηση αυτή προσδιορίζει τις θέσεις τους σε ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής σ. Για κάθε κόμβο xi (1 ≤ i ≤ n), η επιγραφή του κόμβου xi θα αποτελείται από ένα σύνολο αριθμών ταξινομημένων σε φθίνουσα τάξη. Εν συνεχεία, οι κόμβοι μπορούν να ταξινομηθούν λεξικογραφικά με βάση με τις επιγραφές τους. (Η λεξικογραφική διάταξη είναι λεκτική διάταξη, όπου, για παράδειγμα, 9761 < 985 και 643 < 6432.) Μεταξύ ίσων επιγραφών η επιλογή γίνεται τυχαία.

			Παράδειγμα Π.1 Θα εφαρμόσουμε τον Αλγόριθμο LexBFS στο γράφημα G1 (βλέπε Αλγόριθμο 9.1). Ο πρώτος κόμβος, έστω α, επιλέγεται τυχαία στη εντολή Επιλογή κατά την πρώτη επανάληψη. Η εξέλιξη της διαδικασίας απόδοσης επιγραφών και της αρίθμησης αποδίδεται στο Σχήμα 9.5. Σημειώστε ότι η τελική διάταξη σ = (c, e, d, b, a) συνιστά ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων, το οποίο δεν προέκυψε με τυχαίο τρόπο.
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			Για κάθε τιμή του i, έστω Li(x) η επιγραφή του κόμβου  κατά την εκτέλεση της εντολής Ανάθεση, δηλαδή όταν αριθμείται ο i-οστός κόμβος. Θυμηθείτε ότι ο μετρητής του βρόχου (index) μειώνεται σε κάθε επιτυχή επανάληψη. Για παράδειγμα, Ln(x) = ∅ για κάθε x και Ln-1(x) = {n}, εάν-ν x ∈ Adj(σ(n)). Οι ακόλουθες ιδιότητες είναι μείζονος σημασίας:

			
				
					
					
				
				
					
							
							(L1)

						
							
							Li(x) Lj(x) (j ≤ i)

						
					

					
							
							(L2)

						
							
							Li(x) < Li(y) ⇒ Lj(x) < Lj(y) (j < i)

						
					

					
							
							(L3)

						
							
							Εάν σ -1(α) < σ -1(b) < σ -1(c) και c ∈ Adj(a) - Adj(b), τότε υπάρχει κόμβος d ∈ Adj(b) - Adj(α) με σ -1(c) < σ -1 (d).

						
					

				
			

			

			 

			Από την ιδιότητα (L1) προκύπτει ότι η επιγραφή ενός κόμβου μπορεί να γίνει μεγαλύτερη, αλλά δεν μπορεί να γίνει μικρότερη κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου, ενώ από την ιδιότητα (L2) προκύπτει ότι, εάν κάποια στιγμή η επιγραφή ενός κόμβου είναι μεγαλύτερη της επιγραφής ενός άλλου κόμβου, τότε η διάταξη αυτών παραμένει σταθερή οποιαδήποτε στιγμή άλλοτε (χρονικά μεταγενέστερη). Τέλος, η ιδιότητα (L3) παρέχει μία συνθήκη σύμφωνα με την οποία πρέπει να υπάρχει ένας κατάλληλος κόμβος d που να έχει αριθμηθεί πριν (χρονικά νωρίτερα) από τον κόμβο  και να έχει λάβει μεγαλύτερη επιγραφή. Η λεξικογραφική κατά-πλάτος αναζήτηση μπορεί να αξιοποιηθεί για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων, όπως παρουσιάζεται στο επόμενο θεώρημα.

			Θεώρημα 9.2 Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) είναι τριγωνικό, εάν-ν η διάταξη σ που παράγεται από τον Αλγόριθμο LexBFS είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων. 

			Απόδειξη. Εάν |V| = n = 1, τότε η απόδειξη είναι προφανής. Υποθέτουμε ότι το θεώρημα είναι ορθό για κάθε γράφημα με λιγότερους από  κόμβους και έστω σ η διάταξη που παράγεται από τον Αλγόριθμο LexBFS, όταν αυτός εφαρμόζεται σε ένα τριγωνικό γράφημα G με n κόμβους. Αρκεί να δείξουμε μέ επαγωγή ότι x = σ(1) είναι ένας Ν-πλήρης κόμβος του G.

			Υποθέτουμε ότι ο κόμβος x δεν είναι Ν-πλήρης. Επιλέγουμε τους κόμβους x1, x2 ∈ Adj(x), με x1, x2 ∉ Ε(G), έτσι ώστε ο κόμβος x2 να είναι όσο το δυνατόν μεγαλύτερος (αναφορικά με τη διάταξη σ). (Θυμηθείτε ότι η σ αυξάνεται όσο προσεγγίζουμε τη ρίζα του δένδρου αναζήτησης). Θεωρήστε την ακόλουθη επαγωγική διαδικασία. Ας υποθέσουμε ότι έχουν δοθεί οι κόμβοι x1, x2, ..., xm με τις εξής ιδιότητες, για όλα τα i, j > 0.

			
					•	xxi ∈ E ⇔ i ≤ 2,

					•	xixj ∈ E ⇔ |i - j| ≤ 2,

					•	σ -1(x1) < σ -1(x2) < … < σ -1(xm), και

					•	xj είναι ο μεγαλύτερος κόμβος (αναφορικά με το σ) έτσι ώστε xj–2 xj ∈ Ε αλλά xj - 3 xj ∉ E.

			

			 

			Αρχικά, κατασκευάζεται η περίπτωση για m = 2 (για διευκόλυνση στο συμβολισμό θέτουμε x0 = x και x-1 = x1.
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			Σχήμα 9.5: Παράδειγμα εκτέλεσης του Αλγορίθμου LexBFS.
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			Πίνακας 9.1: Τα βήματα εφαρμογής του Αλγόριθμου LexBFS στο γράφημα του Σχήματος 9.5. Το τέλειο σχήμα απαλοιφής που επιστρέφει είναι η διάταξη σ =(c, e, d, b, a).

			 

			Οι κόμβοι xm-2, xm-1 και xm ικανοποιούν την υπόθεση της ιδιότητας (L3), όπως και οι κόμβοι α, b και c, αντίστοιχα. Έτσι, επιλέγουμε τον κόμβο xm+1 να είναι ο μεγαλύτερος κόμβος (αναφορικά με το σ), μεγαλύτερος από τον κόμβο xm, ο οποίος γειτνιάζει με τον xm-1 αλλά όχι με τον xm-2. Τώρα, εάν ο κόμβος xm+1 ήταν γειτονικός του xm-3, τότε η εφαρμογή της ιδιότητας (L3) στους κόμβους xm-3, xm-2 και xm+1 θα συνεπαγόταν την ύπαρξη ενός κόμβου μεγαλύτερου του xm+1 (συνεπώς μεγαλύτερου και του xm), o οποίος είναι γειτονικός του xm-2, αλλά δεν είναι γειτονικός του xm-3, αντικρούοντας τη μεγιστικότητα του xm στην (4). Ως εκ τούτου, ο κόμβος xm+1 δεν είναι γειτονικός στον xm-3. Τέλος, από τις (1) και (2) και την τριγωνική ιδιότητα (triangulated property ή chordality) προκύπτει ότι xi xm+1 ∉ E(G) για i = 0, 1, …, m-4, m.

			Προφανώς αυτή η επαγωγική διαδικασία συνεχίζεται επ’ αόριστον, αλλά το γράφημα είναι πεπερασμένο, κάτι το οποίο είναι μία αντίφαση. Έτσι, ο κόμβος x πρέπει να είναι Ν-πλήρης και το θεώρημα αποδεικνύεται μόνο προς τη μία κατεύθυνση. Το αντίστροφο απορρέει από το Θεώρημα 9.1. ∎

			 

			Πολυπλοκότητα Αλγορίθμου LexBFS. Έχοντας αποδείξει την ορθότητα του Αλγορίθμου LexBFS, ας έρθουμε να αναλύσουμε τώρα την πολυπλοκότητά του. Πρώτα περιγράφουμε μία υλοποίηση του αλγόριθμου και, εν συνεχεία, δείχνουμε ότι η εκτέλεσή του απαιτεί O(|V| + |E|) χρόνο. Η βασική ιδέα της υλοποίησης βασίζεται στο γεγονός ότι στην πραγματικότητα δεν υπολογίζουμε τις επιγραφές των κόμβων, αλλά διατηρούμε τους μη αριθμημένους κόμβους σε λεξικογραφική διάταξη.

			Δομές Δεδομένων. Χρησιμοποιούμε μία ουρά Q από σύνολα S1 = {v ∈ V | label(v) = l και σ-1(v) μη-ορισμένο} ταξινομημένα λεξικογραφικά από το μικρότερο στο μεγαλύτερο, όπου κάθε σύνολο Sl αναπαρίσταται από μία διπλά συνδεδεμένη λίστα. Αρχικά, υπάρχει μόνο ένα σύνολο, το Sϕ = V. Κάθε σύνολο Sl έχει μία δυαδική μεταβλητή (FLAG) αρχικοποιημένη σε 0. Για κάθε κόμβο , το στοιχείο του πίνακα SET[w] δείχνει στο σύνολο Slabel(w), ενώ ένας άλλος πίνακας δίδει τη θέση του  στον πίνακα SET για σκοπούς διαγραφής. Επίσης, χρησιμοποιείται μία λίστα FIX_LIST, η οποία είναι αρχικά άδεια, ενώ απλοί πίνακες αναπαριστούν τα σ και σ-1.
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			Σχήμα 9.6: Η δομή δεδομένων της υλοποίησης του Αλγόριθμου LexBFS.

			 

			Υλοποίηση Αλγόριθμου LexBFS. Με την εντολή Επιλογή του αλγόριθμου επιλέγουμε ως κόμβο v οποιονδήποτε κόμβο από το τελευταίο σύνολο της ουράς Q και διαγράφουμε τον v από το σύνολο SET(v). Εν συνεχεία, για κάθε παλαιό σύνολο Sl που περιέχει ένα μη-αριθμημένο κόμβο w ∈ Adj(v), δημιουργούμε ένα νέο σύνολο Sl,i: Διαγράφουμε από το σύνολο Sl όλους τους κόμβους w και τους τοποθετούμε στο νέο σύνολο Sl,i που εισάγεται στην ουρά των συνόλων αμέσως μετά το σύνολο Sl. Προφανώς η μέθοδος αυτή διατηρεί την λεξικογραφική διάταξη χωρίς να απαιτείται ο υπολογισμός των επιγραφών.

			Πιο συγκεκριμένα, η εντολή Ενημέρωση του Αλγόριθμου LexBFS υλοποιείται ως εξής:
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			Είναι εύκολο να πιστοποιήσουμε ότι η διαδικασία αυτή απαιτεί O(|Adj(v)|) χρόνο. Ακολούθως, ο βρόχος-για του Αλγόριθμου LexBFS που περιέχει τις διαδικασίες της Επιλογής, Ανάθεσης και Ενημέρωσης απαιτεί Ο(|V| + |E|) χρόνο. Η αρχικοποίηση της δομής δεδομένων, συμπεριλαμβανομένης και της διαδικασίας του Βήματος 1, απαιτεί O(|V|) χρόνο. Αυτό αποδεικνύει το εξής αποτέλεσμα.

			Θεώρημα 9.3 O Αλγόριθμος LexBFS μπορεί να υλοποιηθεί ώστε να εκτελεί λεξικογραφική κατά-πλάτος αναζήτηση σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) σε O(|V| + |E|) χρόνο και χώρο.

			Παράδειγμα. Έστω Qi η ουρά συνόλων από μη αριθμημένους κόμβους ακριβώς πριν από το στοιχείο σ(i) πάρει τιμή στον Αλγόριθμο LexBFS. Στο Σχήμα 9.6 δίδεται ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G και οι ουρές Q9, Q8 και Q7. Για διευκόλυνση, οι κόμβοι αναγνωρίζονται με την τελική θέση τους στη σ. Στο ίδιο σχήμα δίδεται η δομή δεδομένων για την ουρά Q7, πριν αδειάσει η FIX_LIST και με τις επιγραφές σε παρένθεση.

			Σημείωση. Ο Αλγόριθμος LexBFS παίρνει ως είσοδο ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G και επιστρέφει μία διάταξη σ των κόμβων του. Από το Θεώρημα 9.2 έχουμε ότι, εάν το γράφημα εισόδου G είναι τριγωνικό, τότε η διάταξη σ που επιστρέφει ο αλγόριθμος είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων, ενώ, εάν το γράφημα G δεν είναι τριγωνικό, τότε η διάταξη  δεν είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής. Επομένως, για να αξιοποιήσουμε τον LexBFS για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων, χρειαζόμαστε μία αποτελεσματική μέθοδο για τον έλεγχο, εάν μία δοθείσα διάταξη κόμβων  ενός μη κατευθυνόμενου γραφήματος είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων.

			Έναν τέτοιο αλγόριθμο που ελέγχει εάν μία δοθείσα διάταξη κόμβων σ είναι ή όχι τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων θα παρουσιάσουμε στην Ενότητα 9.4, αφού πρώτα δώσουμε έναν ακόμα αλγόριθμο διαπέρασης (traversal) ένος γραφήματος παρόμοιας αλγοριθμικής τεχνικής με αυτήν του Αλγορίθμου LexBFS. Ο αλγόριθμος ονομάζεται MCS και μπορεί και αυτός, όπως και ο LexBFS, να χρησιμοποιηθεί για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων. Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τον Αλγόριθμο MCS, αποδεικνύουμε την ορθότητά του και αναλύουμε την πολυπλοκότητα του χρόνου εκτέλεσής του.

			 

			9.3.2  Αλγόριθμος MCS

			 

			Σε μία μη δημοσιευμένη εργασία, o Tarjan (1976) έδειξε μία μέθοδο διαπέρασης ενός γραφήματος, όπως, για παράδειγμα, με τις κλασικές μεθόδους BFS και DFS. Η μέθοδος του Tarjan ονομάστηκε αναζήτηση μέγιστου πληθάριθμου (Maximum Cardinality Search, ή MCS) και ήταν τέτοια που θα μπορούσε να αξιοποιηθεί για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων. Πράγματι, το 1985 οι Tarjan και Γιαννακάκης διατύπωσαν ένα γραμμικό αλγόριθμο, τον ονόμασαν Maximum Cardinality Search, ή συνοπτικά MCS, για την αναγνώριση ενός τριγωνικού γραφήματος. Ο αλγόριθμος παίρνει ως είσοδο ένα γράφημα G και υπολογίζει μία διάταξη  των κόμβων του G, έτσι ώστε η διάταξη σ είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής, εάν-ν το γράφημα G είναι τριγωνικό. Θα δείξουμε αργότερα πώς να ελέγχουμε εάν μία διάταξη κόμβων είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής.

			Τον αλγόριθμο MCS τον περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 9.2. Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε την ορθότητά του και αναλύουμε την πολυπλοκότητα χρόνου εκτέλεσής του. 
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			Έχουμε δείξει ότι ένα μη-πλήρες τριγωνικό γράφημα G έχει δύο μη γειτονικούς Ν-πλήρεις κόμβους. Επίσης, έχουμε δει ότι κάθε επαγόμενο υπογράφημα του G ειναι τριγωνικό (κληρονομική ιδιότητα τριγωνικών γραφημάτων). Επομένως, μπορούμε να επιλέξουμε οποιονδήποτε κόμβο v και να τον θεωρήσουμε ως τελευταίο κόμβο σε ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής. Κατόπιν, μπορούμε να επιλέξουμε ένα κόμβο u, γειτονικό του v, και να τον τοποθετήσουμε στην n-1 θέση στο τέλειο σχήμα απαλοιφής. Εν συνεχεία, μπορούμε να συνεχίσουμε να επιλέγουμε κόμβους με τον ίδιο τρόπο και να τους τοποθετούμε στην n-2 θέση, την n-3 θέση και, τέλος, στην 1 θέση. Ο αλγόριθμος των Tarjan και Γιαννακάκης (1985) βασίζεται στην ιδέα αυτή. Ο ψευδοκώδικας του Αλγόριθμου MCS απεικονίζεται στο Αλγόριθμο 9.2 και ένα παράδειγμα εκτέλεσης με κόμβο εκκίνησης τον a στο Σχήμα 9.7.

			Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε την ορθότητα του Αλγορίθμου MCS.

			Θεώρημα 9.4 (Tarjan και Yannakakis 85). Ένα γράφημα G = (V, E) είναι τριγωνικό, εάν-ν ο αλγόριθμος MCS παράγει μία διάταξη κόμβων σ που είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής (PEO).

			Απόδειξη. (⇒) Η απόδειξη του ορθού είναι τετριμμένη.

			(⇐) Θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό με επαγωγή στον αριθμό n των κόμβων του γραφήματος G. Το θεώρημα είναι τετριμμένα ορθό για n = 1. Θεωρούμε ότι είναι ορθό για κάθε γράφημα με λιγότερους από n κόμβους. Έστω ότι G = (V, E) είναι ένα τριγωνικό γράφημα με n κόμβους και έστω σ η διάταξη κόμβων που παράγεται από τον αλγόριθμο MCS παίρνοντας ως είσοδο το G. Σύμφωνα με την υπόθεση της επαγωγής αρκεί να δείξουμε ότι ο κόμβος v = σ(1) είναι Ν-πλήρης. ∎
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			Σχήμα 9.7: Παράδειγμα εκτέλεσης του Αλγορίθμου MCS.
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			Σχήμα 9.8: Πέντε πιθανές εκτελέσεις του αλγορίθμου MCS με αρχικό κόμβο τον a (δηλαδή, σ(5) = a).

			 

			Ισχυρισμός 9.1 Το G δεν περιέχει επαγόμενη άχορδη διαδρομή δ = (u, v0, v1, …, vk, w) για k ≥ 1, τέτοια ώστε: 
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			Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι υπάρχει μία διαδρομή δ στο γράφημα G η οποία ικανοποιεί τη συνθήκη (1) του ισχυρισμού μας και είναι τέτοια ώστε η θέση σ-1(u) του κόμβου u στην σ να είναι μέγιστη (βλέπε Σχήμα 9.9, όπου οι κόμβοι της σ εμφανίζονται διατεταγμένοι από τα αριστερά προς τα δεξιά σύμφωνα με την έξοδο σ του Αλγόριθμου MCS). Ο κόμβος u αριθμείται πριν από τον κόμβο vk, παρά το γεγονός ότι o κόμβος w είναι γείτονας του vk και όχι του u. Σύμφωνα με τον κανόνα επιλογής κόμβων του Αλγόριθμου MCS, αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχει ένας κόμβος x τέτοιος ώστε o κόμβος x να είναι γείτονας του u και όχι του vk, και o κόμβος x να έχει αριθμηθεί πριν από τον κόμβο u, όπως στο Σχήμα 9.10.
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			Σχήμα 9.9: Η διαδρομή δ. Οι κόμβοι της εμφανίζονται όπως στη διάταξη σ του Αλγόριθμου MCS.
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			Σχήμα 9.10: Οι κόμβοι x και vj.
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			Σχήμα 9.11: Η διαδρομή δ΄.
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			Σχήμα 9.12: Η διαδρομή δ΄΄.

			 

			Έστω j η μέγιστη θέση (index), τέτοια ώστε ο κόμβος vj είναι γείτονας του κόμβου x. O δείκτης j είναι καλώς ορισμένος, διότι o κόμβος u = u0 είναι γείτονας του x και j < k από τον ορισμό του x. Από τη μεγιστικότητα του j προκύπτει ότι η επαγόμενη διαδρομή δ΄ = (x, vj, …, vk, w) είναι άχορδη (xw ∉ E, αλλιώς το δ΄ = (x, vj, …, vk, w, x) θα ήταν ένας άχορδος κύκλος μήκους l ≥ 4, γεγονός που παραβιάζει την τριγωνική ιδιότητα του γραφήματος G).

			Εάν σ-1(x) < σ-1(w) (βλέπε Σχήμα 9.11), τότε για κάθε j ≤ i ≤ k, σ-1(vi) < σ-1(u) < σ-1(x) και έτσι η διαδρομή δ΄ ικανοποιεί την συνθήκη (1) του ισχυρισμού και, επομένως, έρχεται σε αντίθεση με τη μεγιστικότητα του σ-1(u), επειδή σ-1(x) > σ-1(u). Άρα, σ-1(x) > σ-1(w) (βλέπε Σχήμα 9.12) και η διαδρομή δ΄΄ = (w, vk, …, vj, x) ικανοποιεί τη συνθήκη (1), διαψεύδοντας τη μεγιστικότητα του σ-1(u). Αυτό συνεπάγεται ότι δεν υπάρχει διαδρομή που να ικανοποιεί τη συνθήκη (1). ∎

			 

			Επιστρέφουμε στην απόδειξη του Θεωρήματος 9.4.

			Θέτουμε v = σ-1(1) και υποθέτουμε ότι ο κόμβος v δεν είναι Ν-πλήρης. Τότε υπάρχουν κόμβοι u, w ∈ Adj(v), τέτοιοι ώστε uw ∉ E και σ-1(u) < σ-1(w). Αυτό συνεπάγεται ότι η διαδρομή (u, v, w) ικανοποιεί τη συνθήκη (1) που είναι άτοπο. ∎

			 

			Πολυπλοκότητα Αλγορίθμου MCS. Έστω Si το σύνολο όλων των κόμβων v του γραφήματος G οι οποίοι δεν έχουν ακόμα αριθμηθεί και έχουν label(v) = i. Κάθε σύνολο Si αναπαρίσταται από μία διπλά συνδεδεμένη λίστα σε αύξουσα τάξη των i, με ένα δείκτη σε ένα μη κενό σύνολο με τη μεγαλύτερη επιγραφή. Για κάθε κόμβο θα αποθηκεύουμε την επιγραφή του, δηλαδή τον αριθμό i και ένα δείκτη στη θέση του στη λίστα Si. Όταν ο κόμβος v λάβει έναν αριθμό, δηλαδή ο κόμβος v αριθμηθεί, τότε διαγράφουμε τον κόμβο αυτόν από τη λίστα του και μετακινούμε κάθε γείτονά του σε μία λίστα μεγαλύτερης τάξης. Αυτό απαιτεί χρόνο Ο(1 + deg(v)) και, επομένως, η συνολική πολυπλοκότητα χρόνου εκτέλεσης του αλγόριθμου MCS είναι Ο(|V| + |E|).

			 

			9.4  Αναγνώριση Τριγωνικών Γραφημάτων

			 

			Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε αλγορίθμους για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων κάνοντας χρήση των Αλγορίθμων LexBFS και MCS. Συγκεκριμένα, οι αλγόριθμοι αναγνώρισης χρησιμοποιούν την έξοδο του Αλγόριθμου LexBFS ή του Αλγόριθμου MCS, που είναι μία διάταξη κόμβων σ ενός μη κατευθυνόμενου γραφήματος G και ελέγχουν εάν η διάταξη αυτή είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής. Εάν είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής, τότε το γράφημα G είναι τριγωνικό, άλλως το G δεν είναι τριγωνικό.

			Αρχικά, θα αναφερθούμε συνοπτικά στους δύο Αλγορίθμους LexBFS και MCS, θα περιγράψουμε χαρακτηριστικά των διατάξεων που παράγουν και, στη συνέχεια, θα παρουσιάζουμε δύο αλγορίθμους που ελέγχουν εάν μία διάταξη κόμβων είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής. Ο πρώτος αλγόριθμος είναι πολύ απλός και βασίζεται στην ιδιότητα ότι κάθε τριγωνικό γράφημα έχει ένα Ν-πλήρη και στην ιδιότητα της διατήρησης της κληρονομικότητας. Ο δεύτερος αλγόριθμος βασίζεται σε ιδιότητες των τέλειων σχημάτων απαλοιφής και εκτελείται σε γραμμικό χρόνο.

			 

			9.4.1  Οι Αλγόριθμοι LexBFS και MCS

			 

			Στην προηγούμενη ενότητα παρουσιάσαμε τους Αλγορίθμους LexBFS και MCS και αποδείξαμε ότι, εάν εφαρμοσθούν σε ένα τριγωνικό γράφημα G, τότε η διάταξη  που επιστρέφουν είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων. Από την άλλη πλευρά, δείξαμε ότι, εάν το γράφημα εισόδου G δεν είναι τριγωνικό, τότε η διάταξη σ δεν είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής.

			Επομένως, η έξοδος των αλγορίθμων LexBFS και MCS αποτελεί τη βασική συνιστώσα για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων. Αυτό που χρειαζόμαστε είναι μία αποτελεσματική μέθοδο ελέγχου εάν μία διάταξη σ των κόμβων ενός μη κατεθυνόμενου γραφήματος, που παράγεται από τον Αλγόριθμο LexBFS ή από τον Αλγόριθμο MCS, είναι ή όχι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων.

			Για πληρότητα, τονίζεται ότι οι δύο αλγόριθμοι LexBFS και MCS, αν και είναι παρόμοιας αλγοριθμικής προσέγγισης, δεν παράγουν πάντα την ίδια διάταξη σ. Για παράδειγμα, υπάρχουν διατάξεις που παράγονται από τον Αλγόριθμο MCS, οι οποίες δεν μπορούν να παραχθούν από τον Αλγόριθμο LexBFS και αντίστροφα, δηλαδή υπάρχουν διατάξεις που παράγονται από τον LexBFS αλλά όχι από τον MCS. Αξίζει να σημειώσουμε, επίσης, ότι υπάρχουν τέλεια σχήματα απαλοιφής κόμβων τα οποία δεν μπορούν να παραχθούν ούτε από τον Αλγόριθμο LexBFS ούτε από τον Αλγόριθμο MCS.

			Τέλος, σημειώνεται ότι και οι δύο αλγόριθμοι, LexBFS και MCS, παράγουν μία διάταξη σ σε χρόνο O(|V| + |E|). Επομένως, η ύπαρξη ενός αλγόριθμου ελέγχου εάν η διάταξη σ είναι ή όχι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής σε χρόνο O(|V| + |E|) οδηγεί στο συμπέρασμα ότι τα τριγωνικά γραφήματα μπορούν να αναγνωρίζονται σε χρόνο O(|V| + |E|) ή, ισοδύναμα, σε γραμμικό χρόνο. Ένα τέτοιο γραμμικό αλγόριθμο παρουσιάζουμε στη συνέχεια.

			 

			9.4.2 Αλγόριθμος Ελέγχου ενός Τέλειου Σχήματος Απαλοιφής

			 

			Στηριζόμενοι στην ιδιότητα ύπαρξης ενός Ν-πλήρους κόμβου ενός τριγωνικού γραφήματος (κάθε τριγωνικό γράφημα έχει τουλάχιστον δύο Ν-πλήρεις) και στην ιδιότητα διατήρησης της κληρονομικότητας των τριγωνικών γραφημάτων (κάθε επαγόμενο υπογράφημα ενός τριγωνικού γραφήματος είναι τριγωνικό), μπορούμε εύκολα να αναγνωρίσουμε ένα τριγωνικό ακολουθώντας την εξής απλή επαναληπτική διαδικασία:

			
					1.	βρες ένα Ν-πλήρη κόμβο v στο γράφημα G,

					2.	αφαίρεσε τον κόμβο v από το G και πάρε το γράφημα G΄ = G - {v},

					3.	επανάλαβε τη διαδικασία στο γράφημα G = G΄, έως ότου:

			

			δεν υπάρχει Ν-πλήρης κόμβος στο γράφημα G, οπότε το γράφημα δεν είναι τριγωνικό, ή δεν υπάρχουν άλλοι κόμβοι στο γράφημα G, οπότε το γράφημα είναι τριγωνικό.
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			Είναι προφανές ότι ο έλεγχος εάν οι γείτονες ενός κόμβου v ενός μη κατευθυνόμενου γραφήματος G είναι κλίκα ή όχι απαιτεί Ο(|deg(v)|2) χρόνο, στην περίπτωση που χρησιμοποιούμε την τετριμμένη τεχνική ελέγχου (δηλαδή για κάθε ζεύγος κόμβων x, y του συνόλου Adj(v), έλεγξε εάν xy ∈ E). Επομένως, η διαδικασία εύρεσης ενός Ν-πλήρους κόμβου απαιτεί Ο(|V|∙|E|) χρόνο. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται σε n γραφήματα, όπου n = |V| και έτσι ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης του απλού αλγορίθμου αναγνώρισης ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής απαιτεί Ο(|V|2∙|E|) χρόνο.
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			Σχήμα 9.13: Ένα τριγωνικό γράφημα και η σειρά απαλοιφής των κόμβων του.
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			Πίνακας 9.2: Αποτελέσματα εφαρμογής του Αλγόριθμου Test_PEO στο γράφημα του Σχήματος 9.13.

			 

			Αλγόριθμος Test_PEO. Μπορούμε να βελτιώσουμε την πολυπλοκότητα αναγνώρισης ενός τέλειου σχήματος απαλοιφής σ, εάν συλλέξουμε μία λίστα επιθυμητών γειτόνων Adj(v) για κάθε κόμβο v του γραφήματος G ελέγχοντας τους κόμβους αυτής της λίστας μόνο μία φορά. Σε αυτήν τη βασική ιδέα στηρίζεται ο αλγόριθμος Test_PEO που περιγράφουμε στον Αλγόριθμο 9.3.

			Παράδειγμα. Η εφαρμογή του αλγόριθμου Test_PEO στο γράφημα του Σχήματος 9.13 με τέλειο σχήμα απαλοιφής σ = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), δίδει τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται στον Πίνακα 9.2.

			Ορθότητα του Αλγόριθμου Test_PEO. Στη συνέχεια αποδεικνύουμε την ορθότητα του Αλγόριθμου Test_PEO.

			Θεώρημα 9.5 Ο αλγόριθμος Test_PEO επιστρέφει ΝΑΙ, εάν-ν η διάταξη σ είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων (PEO).

			Απόδειξη. (⇐) Υποθέτουμε ότι ο αλγόριθμος επιστρέφει ΟΧΙ στην σ-1(u) επανάληψη. Αυτό μπορεί να συμβεί μόνον εάν στο Βήμα 9 της συγκεκριμένης επανάληψης A(u) - Adj(u) ≠ ø, δηλαδή όταν υπάρχει κόμβος w ∈ A(u) και w ∉ Adj(u).

			Ο κόμβος w προστέθηκε στο σύνολο A(u) στο Βήμα 7 σε μία προηγούμενη επανάληψη του αλγόριθμου, έστω στην σ-1(v). Αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχουν κόμβοι v, u, w με σ-1(v) < σ-1(u) < σ-1(w) και

			
 
  u,w∈Adj(
   v
  ) και u,w∉E (
   
    διοτι w∉Adj(
     u
    )
  ).



			Επομένως, όταν ο αλγόριθμος επιστρέφει ΟΧΙ, τότε η διάταξη σ δεν είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων.

			(⇒) Ας υποθέσουμε ότι η διάταξη σ δεν είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής και ο αλγόριθμος Test_PEO επιστρέφει ΝΑΙ. Έστω ότι  είναι o κόμβος με τη μεγαλύτερη θέση σ -1(v) στη διάταξη σ, τέτοιος ώστε το σύνολο Xv  = {w | w ∈ Adj(v) και σ-1(v) < σ-1(w)} να μην επάγει κλίκα. Με άλλα λόγια, ο κόμβος v είναι ο πρώτος κόμβος από δεξιά προς τ΄ αριστερά στη διάταξη σ του οποίου οι δεξιοί γείτονες στην σ δεν είναι κλίκα (βλέπε Σχήμα 9.14). Έστω  είναι ο κόμβος του συνόλου Xv  που επιλέγεται στο Βήμα 6 της επανάληψης σ-1(v). Στο Βήμα 7 αυτής της επανάληψης, το σύνολο Xv - {u} προστίθεται στο A(u) και, επομένως, Xv - {u} ⊆ A(u). Επειδή ο αλγόριθμος δεν επιστρέφει ΟΧΙ στο Βήμα 9 της επανάληψης σ-1(u) (υποθέσαμε ότι ο αλγόριθμος επιστρέφει ΝΑΙ), ο όρος A(u) - Adj(u) ≠ ø του Βήματος 9 δεν ικανοποιείται, δηλαδή A(u) - Adj(u) = ∅ και, επομένως, κάθε κόμβος x ∈ Xv - {u} είναι γείτονας του κόμβου u (δηλαδή, x ∈ Adj(u)). Μάλιστα, επειδή ο κόμβος v είναι ο πρώτος κόμβος από δεξιά προς τ΄ αριστερά στην διάταξη σ του οποίου οι σ-δεξιοί γείτονές του δεν είναι κλίκα και σ-1(v) < σ-1(u) (δηλαδή ο κόμβος u είναι δεξιότερα του v στη σ), έχουμε ότι κάθε ζεύγος κόμβων x,y ∈ Xv - {u} είναι γειτονικοί κόμβοι. Επομένως, από τις δύο τελευταίες προτάσεις προκύπτει ότι το σύνολο Xv είναι κλίκα, άτοπο. ∎
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			Σχήμα 9.14: Βοηθητικά σχήματα για την απόδειξη της ορθότητας του Αλγόριθμου Test_PEO.

			 

			Πολυπλοκότητα Αλγορίθμου Test_PEO

			 

			Θεώρημα 9.6 Ο αλγόριθμος Test_PEO εκτελείται σε χρόνο Ο(|V| + |E|).

			Απόδειξη. Θα αποθηκεύσουμε τις ακολουθίες σ και σ-1 σε μονοδιάστατους πίνακες και για κάθε κόμβο v τα σύνολα Adj(v) και A(v) σε διπλά συνδεδεμένες λίστες. To Βήμα 9 της επανάληψης σ-1(v) μπορεί να υλοποιηθεί σε O(|Adj(v)| + |A(v)|) κρατώντας ένα δυαδικό (bit) πίνακα Test μήκους n και η συνθήκη Α(v) - Adj(v) = ∅ υλοποιείται ως εξής:

			
					1.	για κάθε w ∈ Adj(v), θέσε Test(w) = 1.

					2.	για κάθε w ∈ A(v), εάν το Test(w) = 0, τότε επίστρεψε ΟΧΙ.

					3.	για κάθε w ∈ Adj(v), αρχικοποίησε (clear) το bit Test(w) σε 0, δηλαδή θέσε Test(w) = 0.

					4.	επίστρεψε ΝΑΙ.

			

			 

			Η συνολική πολυπλοκότητα του Αλγόριθμου Test_PEO είναι 
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			όπου |Α(v)| είναι το μεγαλύτερο μέγεθος (πληθικός αριθμός) του συνόλου Α(v) σε κάποια επανάληψη του αλγόριθμου (στο παράδειγμα του γραφήματος του Σχήματος 9.13, βλέπε Πίνακα 9.2) έχουμε το μεγαλύτερο μέγεθος του συνόλου A(4) στην 3η επανάληψη, όπου |A(4)| = 3). Για κάθε v ∈ V οι γείτονες του κόμβου  προσθέτουν κόμβους μόνο σε μία λίστα A(u) και το πλήθος των προστιθέμενων κόμβων είναι το πολύ |Adj(v) - 1|. Επομένως, 
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			και, άρα, η συνολική πολυπλοκότητα χρόνου του Αλγόριθμου Test_PEO είναι O(|V| + |E|). ∎

			 

			Πόρισμα 9.1 Τα τριγωνικά γραφήματα αναγνωρίζονται σε γραμμικό χρόνο.

			 

			9.5  Υπολογισμός Χρωματικού Αριθμού και Μέγιστων Κλικών

			 

			Στην ενότητα αυτή θα βασισθούμε σε ιδιότητες των τριγωνικών γραφημάτων, όπως για παράδειγμα στις -τέλεια και α-τέλεια ιδιότητες και στην ιδιότητα ύπαρξης τέλειων σχημάτων απαλοιφής. Επιπρόσθετα, θα διατυπώσουμε αποτελεσματικούς αλγόριθμους για τον υπολογισμό μέγιστων κλικών και του χρωματικού αριθμού τριγωνικών γραφημάτων. Θα πρέπει να σημειώσουμε, όπως είναι γνωστό, ότι και τα δύο αυτά προβλήματα είναι NP-πλήρη σε γενικά γραφήματα.

			Έστω G = (V, E) ένα τριγωνικό γράφημα και έστω σ ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων του G. Πρώτοι οι Fulkerson and Gross (1965) παρατήρησαν ότι κάθε μεγιστική κλίκα ενός τριγωνικού γραφήματος είναι της μορφής
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			Αυτή η απλή παρατήρηση των Fulkerson and Gross είναι εύκολο να δειχθεί. Πράγματι, από τον ορισμό της διάταξης σ έχουμε ότι κάθε σύνολο {v} U Χv είναι κλίκα. Εάν w είναι ο πρώτος κόμβος στη διάταξη σ που περιέχεται σε μία μεγιστική κλίκα C, τότε C = {w} U Χw. Μία πιο αυστηρή και τυπική απόδειξη δίδεται στο εξής θεώρημα.

			Θεώρημα 9.7 (Fulkerson and Gross 1965). Έστω G = (V, E) ένα τριγωνικό γράφημα και έστω σ μία τέλεια διάταξη απαλοιφής του G. Κάθε μεγιστική κλίκα στο γράφημα G είναι της μορφής:
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			Απόδειξη. Έστω C μία τυχαία μεγιστική κλίκα στο γράφημα G και έστω u o πρώτος κόμβος στη διάταξη σ (δηλαδή ο κόμβος με την μικρότερη θέση στη διάταξη σ), ο οποίος περιέχεται στη κλίκα C. Έστω w ∈ G, με σ-1(w) > σ-1(u). Εάν w ∉ Xu U {u}, τότε wv ∉ E και, επομένως, w ∉ C, παίρνοντας C ⊆ Χu U {u}. Από την άλλη πλευρά, δεδομένου ότι το γράφημα G είναι τριγωνικό, το σύνολο Xu U {u} είναι κλίκα και, επειδή το C είναι μεγιστική, παίρνουμε ότι C = Xu U {u}. ∎

			 

			Από το Θεώρημα 9.7 έχουμε ότι κάθε μεγιστική κλίκα C ενός τριγωνικού γραφήματος χαρακτηρίζεται μοναδικά από τον πρώτο κόμβο v στο τέλειο σχήμα απαλοιφής σ που περιέχεται στην κλίκα C. Επομένως, παίρνουμε το εξής αποτέλεσμα.

			Πόρισμα 9.2 Ένα τριγωνικό γράφημα με n κόμβους έχει το πολύ  μεγιστικές κλίκες, με την ισότητα να ισχύει, εάν-ν το γράφημα δεν έχει ακμές.

			Παράδειγμα. Στο τριγωνικό γράφημα του Σχήματος 9.13 οι κόμβοι είναι αριθμημένοι σύμφωνα με την τέλεια διάταξη απαλοιφής και έχουμε ότι οι κλίκες X1 U {1} = {1, 6, 7, 8}, X2 U{2} = {2, 5, 6}, X3 U {3} = {3, 5}, X4 U {4} = {4, 8} και X5 U {5} = {5, 6, 7} είναι μεγιστικές, ενώ οι κλίκες X6 U {6} = {6, 7, 8}, X7 U {7} = {7, 8} και X8 U {8} = {8} δεν είναι μεγιστικές.

			Βασιζόμενοι στη μορφή των μεγιστικών κλικών ενός τριγωνικού γραφήματος G = (V, E), όπως αποδείξαμε στο Θεώρημα 9.7, μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε μία μέγιστη κλίκα του γραφήματος G. Αυτό μπορεί να γίνει με τον εξής απλό αλγόριθμο:

			
					•	υπολόγισε το σύνολο {v} U Xv για κάθε κόμβο v ∈ V,

					•	απομάκρυνε τις μη-μεγιστικές κλίκες, και

					•	υπολόγισε μία μέγιστη κλίκα από τις μεγιστικές.

			

			 

			Ένας αποδοτικότερος αλγόριθμος βασίζεται στον αλγόριθμο Test_PEO της Ενότητας 9.4, ο οποίος ελέγχει εάν μία διάταξη σ των κόμβων ενός γραφήματος G είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής. Στον αλγόριθμο αυτό το σύνολο {v} U Xv υπολογίζεται για κάθε κόμβο v ∈ V. Όμως, μερικά από αυτά τα σύνολα δεν είναι μεγιστικές κλίκες και, επομένως, πρέπει να διαγραφούν με έναν αποτελεσματικό τρόπο. Η μέθοδος που θα χρησιμοποιήσουμε βασίζεται στην εξής παρατήρηση: το σύνολο {u} U  Xu  δεν είναι μεγιστική κλίκα, εάν σε κάποια επανάληψη του αλγόριθμου Test_PEO το σύνολο Xu συνενώνεται στο Av στο Βήμα 7, δηλαδή εάν σε κάποια επανάληψη όλοι οι κόμβοι του συνόλου Xu καταχωρούνται στο σύνολο Av στο Βήμα 7 (πιθανώς να καταχωρούνται και άλλοι κόμβοι εκτός αυτών του συνόλου Xu). Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε την ορθότητα της παρατήρησης.
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			Σχήμα 9.15: Βοηθητικά σχήματα για την απόδειξη της ορθότητας του Αλγόριθμου Cliques_and_Chromatic.

			 

			Θεώρημα 9.8 Όταν ο αλγόριθμος Test_PEO λάβει ως είσοδο ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής σ ενός τριγωνικού γραφήματος G, τότε το σύνολο κόμβων {v} U Xv δεν είναι μεγιστική κλίκα, εάν-ν το Xv συνενώνεται στο Av.

			Απόδειξη. Υπενθυμίζουμε ότι στη σ-1(v) = i επανάληψη του αλγορίθμου Test_PEO, το σύνολο κόμβων Χv - {u} συνενώνεται στο σύνολο Α(u), εάν ο κόμβος u είναι πρώτος δεξιός γείτονας του κόμβου v στη διάταξη σ.

			(⇒) Εάν το σύνολο Χv U {v} δεν είναι μία μεγιστική κλίκα, τότε υπάρχει ένας κόμβος w αριστερά του v στην σ, δηλαδή σ-1(w) < σ-1(v), τέτοιος ώστε {v} U Xv ⊆ {w} U Xw. Ας πάρουμε τον κόμβο  να είναι ο πιο δεξιά στην σ απ’ όλους τους κόμβους w, δηλαδή, u = σ(max{σ -1(w) | σ-1(w) < σ-1(v)}). Στη σ-1(u) επανάληψη του αλγόριθμου το Xv = Xu - {v} συνενώνεται στο Av.

			(⇐) Υποθέτουμε ότι στη σ-1(u) επανάληψη του αλγόριθμου το σύνολο Xv = Xu - {v} συνενώνεται στο Av. Τότε, ισχύει Xu = Xv U {u}. Επομένως, το σύνολο Xu = Xv U {u} είναι κλίκα και, άρα, το σύνολο Xv U {v} δεν είναι μεγιστική κλίκα. ∎
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			Βασιζόμενοι στο θεώρημα αυτό και στο γεγονός ότι τα τριγωνικά γραφήματα είναι τέλεια και, επομένως, το μέγεθος της μέγιστης κλίκας ισούται με το χρωματικό αριθμό, στον Αλγόριθμο 9.4 περιγράφουμε σε ψευδοκώδικα του αλγόριθμου Cliques_and_Chromatic που υπολογίζει όλες τις μεγιστικές κλίκες ενός τριγωνικού γραφήματος G και από αυτές το χρωματικό αριθμό του G.

			Είναι εύκολο να τροποποιήσουμε τον αλγόριθμο Cliques_and_Chromatic έτσι ώστε να υπολογίζει και να τυπώνει μία μέγιστη κλίκα του γραφήματος G. Η τροποποίηση του αλγόριθμου αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

			Θεώρημα 9.9 Ο Αλγόριθμος Cliques_and_Chromatic σωστά υπολογίζει όλες τις μεγιστικές κλίκες και το χρωματικό αριθμό ενός τριγωνικού γραφήματος G = (V, E) σε Ο(|V| + |E|) χρόνο.

			 

			9.6 Υπολογισμός των αριθμών α(G) και κ(G)

			 

			Στη συνέχεια αντιμετωπίζουμε το πρόβλημα εύρεσης του ευσταθούς αριθμού α(G) ενός τριγωνικού γραφήματος G. Δεδομένου ότι το γράφημα G είναι τέλειο, το μέγεθος της κάλυψης-με-κλίκες κ(G) (clique cover) ισούται με τον ευσταθή αριθμό, δηλαδή κ(G) = α(G).

			Έστω σ ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής για το G = (V, E). Ορίζουμε μία ακολουθία κόμβων y1, y2, …, yt με τον εξής τρόπο:

			
					1.	y1 = σ(1).

					2.	yi = σ(min{σ-1(x) > σ-1(yi-1)} και x ∉ Xy1 U Xy2 U… U Xyi-1

			

			 

			ο κόμβος yi είναι ο πρώτος κόμβος στη διάταξη σ ο οποίος εμφανίζεται μετά τον κόμβο yi-1, και ο οποίος δεν βρίσκεται στο Xy1 U Xy2 U… U Xyi-1. Όλοι οι κόμβοι που έπονται του κόμβου yt βρίσκονται στο Xy1 U Xy2 U … U Xyt.

			Παράδειγμα. Στο γράφημα G του Σχήματος 9.16 έχουμε:

			y1 = 1		Xy1 = {3, 5}

			y2 = 2		Xy2 = {8} 

			y3 = 4		Xy3 = {6,7}

			 

			Εδώ, το σύνολο {y1, y2, y3} είναι ένα μέγιστο ευσταθές σύνολο και y1 U Xy1 = {1, 3, 5}, y2 U Xy2 = {2, 8} και y3 U Xy3 = {4, 6, 7} είναι μία ελάχιστη κάλυψη-με-κλίκες (minimum clique cover) του γραφήματος G.

			Θεώρημα 9.10 (Gavril, 1972). Έστω G ένα τριγωνικό γράφημα. Το σύνολο κόμβων {y1, y1, …, yt} είναι ένα ελάχιστο ευσταθές σύνολο και η συλλογή των συνόλων Υi = {yi} U Xyi, i = 1, 2, …, t αποτελεί μία ελάχιστη κάλυψη-με-κλίκες του γραφήματος G.
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			Σχήμα 9.16: Ένα τριγωνικό γράφημα και η σειρά απαλοιφής των κόμβων του.

			 

			Απόδειξη. Το σύνολο {y1, y1, …, yt} είναι ευσταθές, αφού, εάν yi yj ∈ E για i < j, τότε yi ∈ Xyi, το οποίο δεν ισχύει. Έτσι, α(G) = t. Από την άλλη πλευρά, δεδομένου ότι {Υ1, Υ2, …, Υt} είναι ένα σύνολο από κλίκες που όλες μαζί καλύπτουν το G παίρνουμε ότι κ(G) ≤ t. Δεδομένου ότι α(G) ≤ κ(G) παίρνουμε ότι α(G) = κ(G) = t και έχουμε δημιουργήσει το επιθυμητό μέγιστο ευσταθές σύνολο και την ελάχιστη επικάλυψη-με-κλίκες. Η προηγούμενη μέθοδος με μία ελάχιστη τροποποίηση του Αλγόριθμου Cliques_and_Chromatic βρίσκει ένα μέγιστο ευσταθές σύνολο και μία ελάχιστη κάλυψη-με-κλίκες σε Ο(|V| + |E|) χρόνο. ∎

			 

			9.7  Χαρακτηρισμός Τριγωνικών Γραφημάτων ως Γραφήματα Τομής

			 

			Στο Κεφάλαιο 1 είδαμε ότι κάθε γράφημα διαστημάτων (interval) είναι τριγωνικό και, επίσης, ότι τα γραφήματα διαστημάτων χαρακτηρίζονται ως γραφήματα τομής. Το ερώτημα που εύλογα τίθεται είναι εάν ισχύει ένας τέτοιος χαρακτηρισμός και για τα τριγωνικά γραφήματα. Θα δούμε ότι ένα γράφημα G είναι τριγωνικό, εάν-ν το G είναι γράφημα τομής μίας οικογένειας υποδένδρων {Τ1, Τ2, …, Τκ} ενός δένδρου Τ. Το δένδρο Τ θα το ονομάζουμε δένδρο οικοδεσπότη (host tree) (βλέπε Σχήμα 9.17).

			 

			Ορισμός 9.5 Έστω S = {Τi}i∈I είναι μία οικογένεια υποσυνόλων του συνόλου Τ. Η οικογένεια S έχει την Helly ιδιότητα, εάν-ν για κάθε J ⊆ I, εάν ∀ i, j ∈ J: Τi ∩ Τj ≠ ø τότε ∩k∈J Τk ≠ ∅ (βλέπε Σχήμα 9.18).  
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			Σχήμα 9.17: Ένα τριγωνικό γράφημα και μια οικογένεια οκτώ υποδένδρων (έγχρωμα δένδρα) ενός δένδρου οικοδεσπότη Τ (μαύρο δένδρο).
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			Σχήμα 9.18: αριστερή οικογένεια έχει την ιδιότητα  Helly ενώ η δεξια οικογένεια δεν την έχει.

			 

			Λήμμα 9.2 Υποθέτουμε ότι {Τi}i ∈ S είναι ένα σύνολο από υποδένδρα του δένδρου T και ότι υπάρχουν σημεία a, b, c στο T, τέτοια ώστε για κάθε i ∈ S, το υποδένδρο Τi  να περιέχει τουλάχιστον 2 από αυτά. Τότε ∩k∈J Τk ≠ ∅

			Απόδειξη. Έστω P1 το απλό μονοπάτι από το a στο b στο T, P2 το απλό μονοπάτι από το b στο c στο T και P3 το απλό μονοπάτι από το c στο a στο T (βλέπε Σχήμα 9.19). Επειδή το T είναι δένδρο, P1 ∩ P2 ∩ P3 ≠ ∅ (διαφορετικά το P1 - P2 - P3  περιέχει κύκλο). Κάθε Τi περιέχει τουλάχιστον ένα από τα μονοπάτια Pi, i = 1, 2, 3, ως εκ τούτου ∩k∈J Τi ⊆ P1 ∩ P2 ∩ P3 ≠ ø. ∎

			 

			Θεώρημα 9.11 Μία οικογένεια J υποδένδρων ενός δένδρου οικοδεσπότη έχει την Helly ιδιότητα.

			Απόδειξη. Θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό με επαγωγή στο k, όπου k το μέγεθος της οικογένειας J. Για k = 2 το θεώρημα είναι τετριμμένα ορθό. Υποθέτουμε την ορθότητα του θεωρήματος για |J| ≤ k. Έστω  μία οικογένεια k + 1 δένδρων: Τ1, Τ2, …, Τk+1, κάθε ζεύγος των οποίων έχει μη κενή τομή. Από την υπόθεση της επαγωγής έχουμε:

			
					•	
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					•	Επιπλέον, από υπόθεση, ισχύει ότι 
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			Εάν εφαρμόσουμε το Λήμμα 9.2 για το σύνολο υποδένδρων 
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 και τα σημεία a, b και c, τότε ισχύει 
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			Σχήμα 9.19: Τα μονοπάτια P1, P2 και P3 πρέπει να τέμνονται.

			 

			Θεώρημα 9.12 (Walter 1972, Gavril 1974, Buneman 1974). Έστω G = (V, E) είναι ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα. Οι επόμενοι ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι:

			
					•	Το γράφημα G είναι τριγωνικό.

					•	Το γράφημα G είναι γράφημα τομής μίας οικογένειας υποδένδρων ενός δένδρου.

			

			 

			Η απόδειξη του θεωρήματος δεν εμπίπτει στο διδακτικό πλαίσιο του συγκεκρημένου συγγράματος. Ο αναγνώστης μπορεί να βρει την απόδειξη του θεωρήματος στο βιβλίο «Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs» του Martin C. Golumbic (1980).

			Γραφήματα Διαδρομών. Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) ονομάζεται γράφημα διαδρομών (path graph), εάν είναι το γράφημα τομής μίας οικογένειας διαδρομών σε ένα δένδρο. Ο Renz (1970) έδειξε ότι ένα γράφημα G είναι γράφημα διαδρομών, εάν-ν το G είναι τριγωνικό και γράφημα τομής μίας οικογένειας F διαδρομών (ή, ισοδύναμα, μονοπατιών) σε ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα, τέτοιας ώστε η οικογένεια F ικανοποιεί την Helly ιδιότητα. Ο Gavril (1978) παρουσίασε έναν αποτελεσματικό αλγόριθμο αναγνώρισης γραφημάτων διαδρομών.

			 

			9.8  Τα Τριγωνικά Γραφήματα είναι Τέλεια

			 

			Στην παράγραφο αυτή δείχνουμε ιδιότητες των τριγωνικών γραφημάτων που αποδεικνύουν ότι η κλάση των τριγωνικών γραφημάτων ανήκει στην κλάση των τέλειων γραφημάτων. 

			 

			9.8.1 p-κρίσιμα Γραφήματα

			 

			Ορισμός 9.6 Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G ονομάζεται p-κρίσιμο (p-critical) εάν το γράφημα G δεν είναι τέλειο, ενώ κάθε επαγόμενο υπογράφημα του G είναι τέλειο γράφημα.

			Σημείωση. Εάν το γράφημα G είναι p-κρίσιμο, τότε για κάθε κόμβο x του γραφήματος G ισχύει:
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			Θεώρημα 9.13 Εάν ένα γράφημα G με  κόμβους είναι p-κρίσιμο, τότε:

			
					•	α(G)ω(G) = n - 1, και

					•	για όλους τους κόμβους x του G, ισχύει α(G) = κ(G - x) και ω(G) = κ(G - x).

			

			 

			Απόδειξη. Από το θεώρημα των τέλειων γραφημάτων και το γεγονός ότι το γράφημα G είναι p-κρίσιμο ισχύει α(G) ω(G) < n και α(G - x) ω(G - x) ≤ n - 1 για όλους του κόμβους x. Επειδή οι συναρτήσεις α και ω είναι μονότονες, ισχύει:
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			Επομένως, α(G)ω(G) = n - 1, α(G) = α(G - x) = κ(G - x) και ω(G) = ω(G - x) = χ(G - x). ∎

			 

			9.8.2  Η Ισχυρή Εικασία των Τέλειων Γραφημάτων

			 

			Είναι εύκολο να δειχθεί πως ένας περιττός κύκλος C2k+1 είναι ένα p-κρίσιμο γράφημα. Από το θεώρημα των τέλειων γραφημάτων έχουμε ότι το συμπλήρωμα 
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 είναι επίσης p-κρίσιμο. Τα γραφήματα C2k+1 και 
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 είναι τα μόνα γνωστά p-κρίσιμο γραφήματα (τα γραφήματα αυτά ονομάζονται περιττή οπή (odd hole) και περιττή αντιοπή (odd anti-hole), αντίστοιχα). Το 1960 ο Claude Berge είχε εικάσει πως δεν υπάρχουν άλλα p-κρίσιμο γραφήματα ή, ισοδύναμα, ότι ένα γράφημα είναι τέλειο εάν-ν δεν περιέχει περιττές οπές και περιττές αντιοπές. Αυτή η εικασία ονομάστηκε Ισχυρή Εικασία των Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Conjecture).

			Η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων μπορεί να επαναδιατυπωθεί με διάφορες ισοδύναμες προτάσεις:

			
					1.	G είναι τέλειο γράφημα, εάν-ν δεν εμπεριέχει επαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά μίας περιττής οπής ή μίας περιττής αντιοπής.

					2.	G είναι τέλειο γράφημα, εάν-ν κάθε κύκλος μήκους l ≥ 5 στο G ή στο Ḡ περιέχει χορδή.

					3.	Τα μόνα p-κρίσιμο γραφήματα είναι τα γραφήματα C2k+1 και 
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 (για k ≥ 2).

			

			 

			Το Μάιο του 2002 η ορθότητα της εικασίας του Berge αποδείχθηκε από τους Maria Chudnovsky και Paul Seymour, που βασίσθηκαν σε μία προγενέστερη εργασία τους με τους Neil Robertson και Robin Thomas. ‘Εκτοτε, παραμένει γνωστή ως Ισχυρό Θεώρημα Τέλειων Γραφημάτων (Strong Perfect Graph Theorem).

			Παρατήρηση. Έως το Μάιο του 2002, η ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων είχε αποδειχθεί ότι ίσχυε σε αρκετές κλάσεις γραφημάτων, όπως τα επίπεδα γραφήματα, τα γραφήματα κυκλικών τόξων (circular arc), γραφήματα με ω ≤ 3, γραφήματα με μέγιστο βαθμό D ≤ 6 και, επίσης, στις κλάσεις των γραφημάτων K1,3-free και K4-free (ένα γράφημα G καλείται X-free, X ⊆ V(G), εάν-ν δεν περιέχει υπογραφήματα ισομορφικά του γραφήματος που επάγεται από το σύνολο κόμβων X).

			 

			9.8.3 Η Τελειότητα των Τριγωνικών Γραφημάτων

			 

			Συχνά το πρόβλημα του χρωματισμού και το πρόβλημα εύρεσης της μέγιστης κλίκας μπορούν να απλοποιηθούν χρησιμοποιώντας την αρχή του διαχωρισμού σε τμήματα που διατύπωσε ο Berge το 1973. Η μέθοδος αυτή περιγράφεται στο επόμενο θεώρημα και στην απόδειξή του. Συγκεκριμένα, το θεώρημα εφαρμόζεται σε τριγωνικά γραφήματα.

			Θεώρημα 9.14 (Berge 1973). Έστω S ένας διαχωριστής κόμβων ενός συνδεδεμένου μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G και έστω GA1, GA2 , …, GAt  οι συνιστώσες του γραφήματος GV-S. Εάν το S είναι μία κλίκα (όχι απαραίτητα η μέγιστη), τότε
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			Απόδειξη. Προφανώς ισχύει χ(G) ≥ χ(GS+Ai) για κάθε i (επειδή το GS+Ai) είναι ένα επαγόμενο υπογράφημα του G, έτσι χ(G) ≥ k = maxi χ(GS+Ai). Από την άλλη πλευρά, το G μπορεί να χρωματισθεί χρησιμοποιώντας ακριβώς k χρώματα ως εξής:

			
					•	Πρώτα, χρωμάτισε το GS (το S είναι κλίκα, συνεπώς υπάρχει μόνο ένας τρόπος για να χρωματιστεί).

					•	Εν συνεχεία, επέκτεινε το χρωματισμό ανεξάρτητα σε κάθε τμήμα του GS+Ai. Κάθε τμήμα μπορεί να χρωματισθεί με το πολύ k χρώματα και το S να είναι πάντα χρωματισμένο χρησιμοποιώντας |S| χρώματα, έτσι ώστε να είναι δυνατό να επεκτείνουμε το χρωματισμό από το S στο GS+Ai (μετονομάζοντας τα χρώματα, εάν χρειασθεί).

					•	Τέλος, δεν θα υπάρχουν αντιφάσεις δεδομένου ότι, εάν οι κόμβοι v ∈ Ai, u ∈ Aj, i ≠ j έχουν το ίδιο χρώμα, τότε είναι μη-συνδεδεμένα (διότι το S τους διαχωρίζει).

			

			 

			Στη συνέχεια, παίρνουμε την περίπτωση της κλίκας. Ισχύει ω(G) ≥ ω(GS+Ai) για κάθε i.

			Έστω Χ η μέγιστη κλίκα του G, δηλαδή |Χ| = ω(G). Είναι αδύνατον δύο κόμβοι του Χ να βρίσκονται στο GAi και GAj, i ≠ j δεδομένου ότι αυτά είναι μη-συνδεδεμένα. Έτσι, το Χ εμπεριέχεται πλήρως σε ένα από τα δύο τμήματα, έστω στο GS+Ar. Επομένως, ω(GS+Ar) ≥ |X| = ω(G). ∎

			 

			Πόρισμα 9.3 Έστω S ένας διαχωριστής κόμβων ενός συνδεδεμένου μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G και έστω GA1, GΑ2, …, GAt οι συνιστώσες του γραφήματος GV-S. Εάν το S είναι κλίκα και κάθε υπογράφημα GS+Ai είναι τέλειο, τότε το γράφημα G είναι τέλειο.

			Απόδειξη. Η απόδειξη γίνεται με επαγωγή στο πλήθος n των κόμβων του γραφήματος. ∎

			 

			Ισχυρισμός 9.2  χ(G) = ω(G).

			Απόδειξη. H αλήθεια του ισχυρισμού είναι προφανής για n = 1. Υποθέτουμε ότι |V(G)| = n και ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής για όλα τα γραφήματα με λιγότερους από n κόμβους. Υποθέτουμε, επίσης, ότι το S είναι ένας διαχωριστής κόμβων και κλίκα στο G, και ότι κάθε GS+Ai είναι τέλειο. Επιλέγουμε ένα κόμβο v ∈ V και έστω G΄ = G - {v}. Εάν v ∈ S, ορίζουμε το σύνολο S΄ = S - {v}. Στο γράφημα G΄, το σύνολο S΄ είναι επίσης κλίκα και κάθε επαγόμενο υπογράφημα GS΄+Ai είναι τέλειο (επειδή είναι επαγόμενο υπογράφημα ενός τέλειου γραφήματος). Εάν v ∈ GAi, τότε το S είναι επίσης κλίκα και το GS+Ai{v} είναι τέλειο. Επομένως, και στις δύο περιπτώσεις, από την υπόθεση της επαγωγής, το γράφημα G΄ είναι τέλειο. Αυτό συνεπάγεται ότι για κάθε επαγόμενο υπογράφημα Η του G΄ ισχύει χ(Η) = ω(Η).

			Θα αποδείξουμε τώρα ότι ισχύει χ(G) = ω(G). Από το Θεώρημα 9.14 έχουμε ότι:
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			Επειδή κάθε επαγόμενο υπογράφημα GS+Ai είναι τέλειο, ισχύει ότι:
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			Χρησιμοποιώντας πάλι το Θεώρημα 9.14, παίρνουμε ότι:
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			Επομένως, χ(G) = ω(G). ∎

			 

			Θεώρημα 9.15 (Berge 1960, Hajnal-Suranyi 1958). Κάθε τριγωνικό γράφημα είναι τέλειο.

			Απόδειξη. Μέσω επαγωγής στο πλήθος των κόμβων του γραφήματος. Έστω G ένα τριγωνικό γράφημα. Θα υποθέσουμε ότι το γράφημα G είναι συνδεδεμένο, αλλιώς εξετάζουμε κάθε συνιστώσα του ξεχωριστά.

			Εάν το γράφημα G είναι πλήρες τότε το G είναι τέλειο. Άλλως, έστω S ένας ελάχιστος διαχωριστής κόμβων για ένα ζεύγος μη γειτονικών κόμβων a και b. Από το Θεώρημα 9.1 το σύνολο S είναι κλίκα. Κάθε ένα εκ των υπογραφημάτων GS+Ai (ορίζονται στο Θεώρημα 9.15) είναι τριγωνικό (κληρονομική ιδιότητα) και, επομένως, μέσω της επαγωγικής υπόθεσης αξιοποιώντας το Πόρισμα 9.3, το γράφημα G είναι τέλειο. ∎
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			Ασκησεις 9

			 

			Άσκηση 1

			Δείξτε ότι το γράφημα  δεν είναι τριγωνικό για n ≥ 5.

			 

			Άσκηση 2

			Χρησιμοποιώντας την τρίτη συνθήκη του Θεωρήματος 9.1, αποδείξτε ότι κάθε γράφημα διαστημάτων είναι τριγωνικό γράφημα. Ποιά είναι η ερμηνεία του διαχωριστή κόμβων σε μία αναπαράσταση διαστημάτων ενός γραφήματος;

			 

			Άσκηση 3

			Εφαρμόστε τον Αλγόριθμο LexBFS στο γράφημα G1 του Σχήματος 9.2 επιλέγοντας τυχαία τον κόμβο βαθμού 2 στο Βήμα Επιλογή κατά τη διάρκεια εκτέλεσης της πρώτης επανάληψης του αλγορίθμου. 

			
					i.	Είναι τέλειο το σχήμα που παίρνετε; 

					ii.	Βρείτε ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής στο γράφημα G το οποίο δεν παράγεται από τον Αλγόριθμο LexBFS.

			

			 

			Άσκηση 4

			Δείξτε ότι ένα k-δένδρο έχει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων και επομένως είναι τριγωνικό γράφημα. Δώστε ένα παράδειγμα ενός τριγωνικού γραφήματος που δεν είναι k-δένδρο για οποιοδήποτε k.

			Η κλάση των μη κατευθυνόμενων γραφημάτων, γνωστή ως k-δένδρο, ορίζεται αναδρομικά ως ακολούθως: Ένα k-δένδρο με k κόμβους είναι μία κλίκα k κόμβων. Δοθέντος ενός k-δένδρου Tn με  κόμβους, κατασκευάζουμε ένα k-δένδρο με n + 1 κόμβους συνδέοντας ένα νέο κόμβο xn+1 στο Tn, το οποίο τον καθιστά γείτονα σε κάθε κόμβο κάποιας k-κλίκας στο Tn και μη γείτονα στους εναπομείναντες n - k κόμβους. Σημειώνουμε πως ένα 1-δένδρο είναι ένα απλό δένδρο με την συνήθη έννοια και πως ένα k-δένδρο έχει τουλάχιστον k κόμβους.

			 

			Άσκηση 5

			Αποδείξτε τις ακόλουθες προτάσεις: Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G είναι k-δένδρο, εάν-ν

			
					1.	το γράφημα G είναι συνεκτικό,

					2.	το γράφημα G έχει μία k-κλίκα, και

					3.	κάθε ελαχιστικός διαχωριστής κόμβων S του γραφήματος G είναι k-κλίκα.

			

			 

			Άσκηση 6

			Έστω G ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα και έστω H γράφημα που κατασκευάζεται ως εξής: Οι κόμβοι του H αντιστοιχούν στις ακμές του G και δύο κόμβοι του γραφήματος H είναι γειτονικοί, εάν οι αντίστοιχες ακμές τους δημιουργούν δύο πλευρές ενός τριγώνου στο γράφημα G. Αποδείξτε πως το γράφημα G είναι ένα 2-δένδρο, εάν-ν το γράφημα H είναι ένας κάκτος τριγώνων (cactus of triangles).

			 

			Άσκηση 7

			Δείξτε πως κάθε κόμβος ενός ελαχιστικού x - y διαχωριστή S είναι γειτονικός σε κάποιον κόμβο κάθε συνεκτικής συνιστώσας του γραφήματος G - S που περιέχει τους κόμβους x και y, αντίστοιχα.

			 

			Άσκηση 8

			Έστω S ένας ελαχιστικός x - y διαχωριστής ενός συνεκτικού γραφήματος G. Δείξτε ότι κάθε μονοπάτι στο G από τον κόμβο x στο κόμβο y περιέχει έναν κόμβο του S και ότι κάθε s ∈ S είναι συνδεδεμένο σε κάποιο μονοπάτι μ από τον κόμβο x στο κόμβο y, το οποίο δεν περιέχει άλλο κόμβο του S, δηλαδή μ ∩ S = {s}.

			 

			Άσκηση 9

			Αποδείξτε τα ακόλουθα: Για κάθε ελαχιστικό διαχωριστή κόμβων S ενός τριγωνικού γραφήματος υπάρχει ένας κόμβος σε κάθε συνεκτική συνιστώσα του G[V - S], τέτοιος ώστε S ⊆ Adj(c). (Υπόδειξη: Αποδείξτε την ύπαρξη για κάθε υποσύνολο X ⊆ S κάνοντας χρήση επαγωγής.)

			 

			Άσκηση 10

			Προγραμματίστε τους Αλγορίθμους LexBFS και MCS χρησιμοποιώντας τις δομές δεδομένων, οι οποίες έχουν προταθεί και ελέγξτε μερικά γραφήματα εάν έχουν την τριγωνική ιδιότητα.

			 

			Άσκηση 11

			Δώστε έναν αλγόριθμο που από οποιαδήποτε τριγωνικό γράφημα G κατασκευάζει μία συλλογή υποδένδρων ενός δένδρου με γράφημα τομής που είναι ισομορφικό του γραφήματος G.

			 

			Άσκηση 12

			Το ακμικό γράφημα L(G) του G είναι ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα με κόμβους που αντιστοιχούν στις ακμές του G, ενώ δύο κόμβοι του L(G) ενώνονται από μία ακμή, εάν-ν οι αντίστοιχες ακμές τους είναι γειτονικές στο G. Αποδείξτε πως το γράφημα G είναι τριγωνικό, εάν-ν το γράφημα L(G) είναι τριγωνικό.

			 

			Άσκηση 13

			Έστω  ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής ενός τριγωνικού γραφήματος G. Έστω H=(V, F) ένας προσανατολισμός του G, όπου xy ∈ F, εάν-ν σ-1(x) ≤ σ-1(y). Δείξτε ότι το γράφημα H είναι άκυκλο. Έστω τ μία τοπολογική ταξινόμηση του H. Δείξτε, επίσης, ότι η διάταξη τ είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής του γραφήματος G.

			 

			Άσκηση 14

			Αποδείξτε πως η συνάρτηση ύψους h ενός άκυκλου κατευθυνόμενου γραφήματος H επιστρέφει έναν ελάχιστο χρωματισμό ενός τριγωνικού γραφήματος G. Έτσι, ένα τριγωνικό γράφημα μπορεί να χρωματισθεί βέλτιστα σε χρόνο ανάλογο με το μέγεθός του.

			 

			Άσκηση 15

			Τροποποιήστε τον Αλγόριθμο Cliques_and_Chromatic, έτσι ώστε επιπρόσθετα να τυπώνει το μέγιστο ευσταθές σύνολο καθώς επίσης και έναν αστερίσκο δίπλα σε εκείνες τις κλίκες που μαζί σχηματίζουν ένα ελάχιστο κάλυμα κλικών (minimum clique cover).

			 

			Άσκηση 16

			Έστω G ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα και έστω σ = (v1, v2, ..., vn) μία διάταξη των κόμβων του G. Έστω η εξής ιδιότητα: Εάν σ-1(u) ≤ σ-1(v) και w ∈ Adj(u) - Adj(v), τότε υπάρχει ένας κόμβος x, τέτοιος ώστε σ-1(v) ≤ σ-1(x) και x ∈ Adj(v) - Adj(u).

			Αποδείξτε ότι, εάν το γράφημα G είναι τριγωνικό και η σ ικανοποιεί την ιδιότητα αυτή, τότε η σ είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής του γραφήματος G (Tarjan 1976).

			 

			Άσκηση 17

			Αποδείξτε ότι κάθε  ακολουθία κόμβων ικανοποιεί την ιδιότητα της προηγούμενης άσκησης.

			 

			Άσκηση 18

			Δώστε μία υλοποίηση του αλγορίθμου MCS, έτσι ώστε να μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την αναγνώριση τριγωνικών γραφημάτων σε χρόνο O(n + m).

			Υπόδειξη: Προκειμένου να επιτευχθεί γραμμική πολυλποκότητα, πρέπει να ομαδοποιηθούν όλοι οι μη αριθμημένοι κόμβοι που είναι την ίδια στιγμή γειτονικοί στον ίδιο αριθμό αριθμημένων κόμβων (Tarjan 1976). 

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10

			 

			 

			ΜΕΤΑΒΑΤΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή, Γ-αλυσίδες και Συνεπαγωγικές Κλάσεις, Μοναδικά Μερικώς Διατάξιμα Γραφήματα (εξωτερικοί και εσωτερικοί παράγοντες, αποσύνθεση γραφήματος, Μ-σύνολα), G-αποσύνθεση Γραφήματος (αλγόριθμος G-αποσύνθεσης), TRO-θεώρημα και Αλγόριθμοι Αναγνώρισης (αλγόριθμος TRO, αλγόριθμος αναγνώρισης των Ghouilla-Houri, πολυπλοκότητα αλγόριθμου TRO), Προβλήματα Μεταβατικών Γραφημάτων (χρωματισμός, εύρεση μέγιστης έμβαρης κλίκας, υπολογισμός του ευσταθούς αριθμού), Τα Μεταβατικά Γραφήματα είναι Τέλεια, Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων του κεφαλαίου 1 που αφορούν τα γραφήματα τομής και τα τέλεια γραφήματα. Όπως για το κεφάλαιο 9 των τριγωνικών γραφημάτων, έτσι και εδώ, ο αναγνώστης προτρέπεται να ανατρέξει στο κλασικό βιβλίο του Mαrτιν C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, και να μελετήσει τα εισαγωγικά κεφάλαιά του και το αντίστοιχο κεφάλαιο των μεταβατικών γραφημάτων. Η πολύ καλή γνώση δομών δεδομένων και προχωρημένων αλγοριθμικών τεχνικών, κυρίως σε κατευθυνόμενα γραφήματα, είναι προαπαιτούμενη για την κατανόηση των θεμάτων του κεφαλαίου.

			 

			10.1  Εισάγωγη

			 

			Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε την κλάση των τέλειων γραφημάτων που είναι γνωστά και ως μεταβατικά (comparability) ή μεταβατικώς προσανατολιζόμενα γραφήματα (transitively orientable graphs). 

			Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) είναι μεταβατικό γράφημα, εάν υπάρχει ένας πρασανατολισμός (V, F) των ακμών του G, για τον οποίο να ισχύει: 
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			Όπου F2 = {ac | ab, bc ∈ F για κάποιο κόμβο b}. Η σχέση F καλείται μεταβατικός πρασανατολισμός (ή διευθυνσιοδότηση) του G (ή του E). Τα μεταβατικά γραφήματα είναι, επίσης, γνωστά ως μεταβατικώς προσανατολιζόμενα γραφήματα (transitively orientable graphs) και μερικώς διατάξιμα γραφήματα (partially orderable graphs).

			 

			10.2  Γ-αλυσίδες και Συνεπαγωγικές Κλάσεις

			 

			Ας δούμε τώρα, τι συμβαίνει, όταν προσπαθήσουμε να αναθέσουμε ένα μεταβατικό προσανατολισμό σε ένα 4-κύκλο (4-cycle), όπως αυτόν του Σχήματος 10.1α. Επιλέγοντας τυχαία ab ∈ F είμαστε αναγκασμένοι να κατευθύνουμε την ακμή bc προς τον κόμβο b και την ακμή ad προς τον κόμβο d (καθώς, διαφορετικά, θα παραβιαζόταν η μεταβατικότητα). Αυτή η ενέργεια, στη συνέχεια, μας αναγκάζει να κατευθύνουμε την ακμή cd προς τον κόμβο c. Εφαρμόζοντας την ίδια προσέγγιση για τις ακμές του Σχήματος 10.1β, ανακαλύπτουμε ότι προκύπτει μία παραβίαση της μεταβατικής ιδιότητας. Συγκεκριμένα, επιλέγοντας ab ∈ F καθιστά υποχρεωτική την ανάθεση των εξής κατευθύνσεων: cb, cd, cf, ef, bf και ba. Το γράφημα αυτό δεν είναι μεταβατικό γράφημα. Στη συνέχεια, ας γίνουμε πιο ακριβείς.

			 

			[image: Image395.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.1: Παραδείγματα ανάθεσης ακμών. Η αυθαίρετη επιλογή της ab ∈ F εξαναγκάζει την ανάθεση των κατευθύνσεων των υπολοίπων ακμών.

			 

			Ορίζουμε τη δυαδική σχέση Γ στις ακμές ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E) ως εξής:
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			Εάν ισχύει ab Γ α΄β΄, θα λέμε ότι η κατεύθυνση ab άμεσα εξαναγκάζει τη δημιουργία της κατεύθυνσης a΄b΄. Επειδή το E έχει τη μη-ανακλαστική ιδιότητα (irreflexive), ισχύει ότι ab Γ ab, αλλά όχι ab Γ ba. 

			Η ανακλαστική, μεταβατική κλειστότητα (transitive closure) Γ* του Γ εύκολα δείχνεται ότι είναι μία σχέση ισοδυναμίας στο E και, επομένως, διαμερίζει το E σε αυτό που αποκαλούμε συνεπαγωγικές κλάσεις (implication classes) του G. Έτσι, οι ακμές ab και cd ανήκουν στην ίδια συνεπαγωγική κλάση, εάν-ν υπάρχει ακολουθία ακμών:
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			Μία τέτοια ακολουθία καλείται Γ-αλυσίδα (Γ-chain) από το ab στο cd και λέμε ότι η κατεύθυνση ab “εξαναγκάζει” την κατεύθυνση της cd, οποτεδήποτε ισχύει ab Γ* cd.

			Εύκολα κάποιος μπορεί να επαληθεύσει τις εξής ιδιότητες:
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			οι οποίες απορρέουν άμεσα από τους ορισμούς.

			Έστω Ĵ(G) το σύνολο των συνεπαγωγικών κλάσεων του G. Ορίζουμε:
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			όπου Â = A U A-1 είναι η συμμετρική κλειστότητα (symmetric closure) του A. Τα στοιχεία του συνόλου Ĵ(G) ονομάζονται χρωματικές κλάσεις (color classes) του G για λόγους που θα αναλύσουμε αργότερα.

			 

			[image: Image489.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.2: Ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα G και ένας χρωματισμός των ακμών του σύμφωνα με τις κλάσεις του Ĵ(G).

			 

			Παράδειγμα. Το γράφημα του Σχήματος 10.2 έχει οκτώ συνεπαγωγικές κλάσεις:

			 

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Α1 = {ab}

						
							
							Α2 = {cd}

						
							
							Α3 = {ac, ad, ae}

						
							
							Α4 = {bc, bd, be}

						
					

					
							
							Α1-1 = {ab}

						
							
							Α2-1 = {dc}

						
							
							Α3-1 = {ca, ba, ea}

						
							
							Α4-1 = {cb, db, eb}

						
					

				
			

			

			 

			Έτσι έχουμε,
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			Αντίθετα, το γράφημα του Σχήματος 10.1b έχει μόνο μία συνεπαγωγική κλάση: 
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  )={ 
   ab,cb,cd,cf,ef,bf,ba,bc,dc,fc,fe,fb }



			και  A = Â.

			Θεώρημα 10.1 Έστω A μία συνεπαγωγική κλάση ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G. Εάν το γράφημα G έχει ένα μεταβατικό προσανατολισμό F, τότε είτε F ∩ Â = A ή F ∩ Â = A  και, σε οποιαδήποτε περίπτωση, Α ∩ Â = ∅  (ή, ισοδύναμα, Α ∩ A-1 = ∅).

			Απόδειξη. Ορίσαμε τη σχέση Γ ώστε να συμπεριλάβουμε την περίπτωση όπου για οποιαδήποτε μεταβατικό προσανατολισμό F του G:
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			Εφαρμόζοντας αυτή την ιδιότητα επαναληπτικά, επιτυγχάνουμε F ∩ A = ∅ ή A ⊆ F. Δεδομένου ότι: (i) A ⊆ F + F-1 και (ii) F ∩ F-1 = ∅, έχουμε τις εξής συνεπαγωγές:
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			και
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			Σε κάθε περίπτωση, ισχύει Α ∩ A-1 = ∅. ∎

			 

			Το αντίστροφο του θεωρήματος αυτού είναι επίσης ορθό. Έτσι, εάν Α ∩ Â = ∅ για κάθε συνεπαγωγική κλάση A, τότε το G έχει ένα μεταβατικό προσανατολισμό. Το αποτέλεσμα θα αποδειχθεί ως τμήμα του Θεωρήματος 10.1. Το ίδιο θεώρημα, επίσης, παρέχει την ορθότητα ενός αλγορίθμου που αναθέτει ένα μεταβατικό προσανατολισμό σε ένα μεταβατικό γράφημα.

			Σημείωση. Αρκετοί αναγνώστες μπορεί να αναρωτηθούν πότε μία αυθαίρετη ένωση συνεπαγωγικών κλάσεων F = ∩i Ai  που ικανοποιεί τις σχέσεις F ∩ F-1 = ∅ και F + F-1 = E είναι κατ’ ανάγκη ένας μεταβατικός προσανατολισμός του G. Η απάντηση είναι όχι. Ως αντιπαράδειγμα μπορείτε να αναλογισθείτε το γράφημα K3, το οποίο έχει 8 = 23  προσανατολισμούς, δύο εκ των οποίων δεν είναι μεταβατικοί (βλέπε τους 8 προσανατολισμούς του K3 στο επόμενο πλαίσιο).
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			Στη συνέχεια, παραθέτουμε δύο λήμματα που θα φανούν ιδιαίτερα χρήσιμα στο κεφάλαιο αυτό.

			 

			Έστω ότι δίδεται ab = a0 b0 Γ a1 b1 Γ ⋯ Γ ak bk = cd. Για κάθε i = 1, …, k έχουμε: ai-1 bi-1 Γ ai bi-1 Γ ai bi, καθώς η μεσαία ακμή που προστέθηκε ισοδυναμεί με μία εκ των υπολοίπων δύο. Ως εκ τούτου, ισχυριζόμαστε τα εξής:

			Λήμμα 10.1 Εάν ab Γ* cd, τότε υπάρχει μία Γ-αλυσίδα από το ab στο cd της μορφής:
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			Μία αλυσίδα τέτοιας μορφής καλείται κανονική Γ-αλυσίδα.

			 

			[image: Image1130.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.3: Γράφημα παραδείγματος.

			 

			Λήμμα 10.2 (Τριγωνικό Λήμμα). Έστω A, B και C οι συνεπαγωγικές κλάσεις ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E), με A ≠ B και A ≠ C-1, οι οποίες έχουν ακμές ab ∈ C, ac ∈ B, και bc ∈ A (βλέπε Σχήμα 10.3). Τότε:

			
					1.	Εάν b΄c΄ ∈ A, τότε ab΄ ∈ C και ac΄ ∈ B.

					2.	Εάν b΄c΄ ∈ A και a΄b΄ ∈ C, τότε ac΄ ∈ B.

					3.	Δεν υπάρχει ακμή στην A που να προσπίπτει στον κόμβο a.

			

			 

			Απόδειξη: Από το Λήμμα 10.1, υπάρχει μία κανονική Γ-αλυσίδα:

			
 
  bc=
   b
   0
  
  
   c
   0
  
   Γ
   b
   1
  
  
   c
   0
  
   Γ
   b
   1
  
  
   c
   1
  
  Γ…Γ
   b
   k
  
  
   c
   k
  
  =b'c'



			Με επαγωγή στο i έχουμε:
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			Επομένως ab΄ = abk ∈ C και ac΄ = ack ∈ B, , το οποίο και αποδεικνύει το (1). 

			Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι b΄c΄ ∈ A και a΄b΄ ∈ C. Από (i), ac΄∈ B. Έστω λοιπόν μία νέα κανονική Γ-αλυσίδα:
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			Η αλυσίδα αυτή δημιουργεί την αλυσίδα:
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			Επομένως, ac΄ Γ* a΄c΄ και a΄c΄ ∈ Β, το οποίο αποδεικνύει το (2). Τέλος, (3) αποδεικνύεται άμεσα από (1). ∎

			 

			Θεώρημα 10.2 Έστω Α μία συνεπαγωγική κλάση ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E). Ισχύει ένα ακριβώς από τα εξής:

			
					1.	Α = Â = Α-1.

					2.	Α ∩ Α-1 = ∅, Α και Â είναι μεταβατικές και είναι οι μόνοι μεταβατικοί προσανατολισμοί του Â.

			

			 

			Απόδειξη. (1) Υποθέτουμε A ∩ A-1 ≠ ∅. Έστω ab ∈ A ∩ A-1, έτσι ώστε abΓ*ba. Για κάθε cd ∈ A, cdΓ*ab και dcΓ*ba. Δεδομένου ότι η σχέση Γ* είναι μία σχέση ισοδυναμίας, έχουμε cdΓ*dc και, επομένως, A = Â.

			(2) Υποθέτουμε A ∩ A-1 = ∅ και έστω ab, bc ∈ A. Τώρα, ac ∉ E ⇒ abΓcb ⇒ cd ∈ A ⇒ bc ∈ A-1, το οποίο είναι άτοπο. Έτσι, ac ∈ E

			Έστω B η συνεπαγωγική κλάση του G η οποία περιέχει την ac και ας υποθέσουμε ότι A ≠ B. Επειδή A ≠ A-1 και ab ∈ A, από την ιδιότητα (1) του Τριγωνικού Λήμματος (Λήμμα 10.2) συνεπάγεται ότι ab ∈ B το οποίο είναι άτοπο. Άρα, ac ∈ A και η συνεπαγωγική κλάση A είναι μεταβατική. Επιπρόσθετα, το γεγονός ότι η A είναι μεταβατική συνεπάγεται ότι και η A-1 είναι μεταβατική.

			Τέλος, η A είναι συνεπαγωγική κλάση του Â και, έτσι, από το Θεώρημα 10.1 οι κλάσεις A και A-1 είναι οι μόνοι μεταβατικοί προσανατολισμοί του Â ∎

			 

			Πόρισμα 10.1 Κάθε χρωματική κλάση ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G είτε έχει ακριβώς δύο μεταβατικούς προσανατολισμούς, ο ένας αντίστροφος του άλλου, ή δεν έχει κάποιο μεταβατικό προσανατολισμό. Εάν στο γράφημα G υπάρχει χρωματική κλάση χωρίς μεταβατικό προσανατολισμό, τότε το G δεν είναι μεταβατικό γράφημα.

			 

			10.3  Μοναδικά Μερικώς Διατάξιμα Γραφήματα

			 

			Ορισμός 10.1. Δοθέντος ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος H0 τάξης n με σύνολο κόμβων V(H0) = {v1, v2, …, vn} και n ξένων μεταξύ τους γραφημάτων H1, H2, Hn συμβολίζουμε με:
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			το γράφημα σύνθεσης (composition graph), το οποίο προκύπτει από την αντικατάσταση κάθε κόμβου ui του H0 με το γράφημα Hi (1 ≤ i ≤ n) και την αντικατάσταση όλων τις ακμές ij ∈ E(H0) από τις ακμές που συνδέουν όλους τους κόμβους του Hi με τους κόμβους του Hj. Με άλλα λόγια, το γράφημα σύνθεσης H = H0 [H1, H2, …, Hn] ορίζεται ως εξής:
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			Το γράφημα H0 ονομάζεται εξωτερικός παράγοντας (outer factor) του H, ενώ τα γραφήματα H1, H2, …, Hn ονομάζονται εσωτερικοί παράγοντες (inner factor) του H.

			Παράδειγμα. Στο Σχήμα 10.4 δίνεται ένα παράδειγμα ενός (μη-κατευθυνόμενου) γραφήματος σύνθεσης, ενώ στο Σχήμα 10.5 δίδονται αντίστοιχα παραδείγματα για κατευθυνόμενα γραφήματα.

			 

			[image: Image1606.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.4: Το γράφημα σύνθεσης P3[K3, K1, C4].

			 

			[image: Image1613.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.5: Το γράφημα σύνθεσηςF1[F2, F3, F4].

			 

			Θεώρημα 10.3 Έστω n + 1 μη-κατευθυνόμενων γραφήματα G0, G1, G2, …, Gn και έστω G = G0[G1, G2, …, Gn] το γράφημα σύνθεσής τους. Τότε το γράφημα G είναι ένα μεταβατικό γράφημα, εάν-ν όλα τα γραφήματα Gi (1 ≤ i ≤ n) είναι μεταβατικά γραφήματα.

			Απόδειξη. (⇒) Προφανώς, εάν ένα από τα γραφήματα Gi (1 ≤ i ≤ n) δεν είναι μεταβατικό γράφημα, τότε το δεν μπορεί να είναι μεταβατικό γράφημα.

			(⇐) Έστω F0, F1, …, Fn οι μεταβατικές κατευθύνσεις των γραφημάτων G0, G1, …, Gn και έστω F = F0 [F1, F2, …, Fn] μία κατεύθυνση του γραφήματος G. Δοθεισών δύο ακμών a → b, b → c ∈ F, πρέπει να δείξουμε ότι a → c ∈ F. Ίσχύει ένα από τα εξής:

			
					•	Οι κόμβοι a, b, c ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ n. Δεδομένου ότι Fi είναι μία μεταβατική διεύθυνση ισχύει ότι a → c ∈ F.

					•	Οι κόμβοι a, b ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ n και c ∈ Vj, i ≠ j. Τότε, προκύπτει ότι i → j ∈ F0, αλλά τότε a → c ∈ F.

					•	Οι κόμβοι a ∈ Vi και b, c ∈ Vj, i ≠ j. Τότε i → j ∈ F0 και, ως εκ τούτου, a → c ∈ F.

					•	Οι κόμβοι a ∈ Vi, b ∈ Vj και c ∈ Vk. Tότε i → j , j → k ∈ F0 δεδομένου ότι F0 είναι μεταβατικό, προκύπτει ότι i → k ∈ F0 και, ως εκ τούτου, a → c ∈ F.

			

			 

			Έτσι, F είναι ένας μεταβατικός προσανοτολοσμός του G. ∎

			 

			Ορισμός 10.2 Ένα γράφημα G με σύνολο κόμβων V(G) = {v1, v2, …, vn} είναι αποσυνθέσιμο (decomposable), εάν μπορεί να αναπαρασταθεί ως μία μη-τετριμμένη σύνθεση από επαγόμενα υπογραφήματα του G. Οι τετριμμένες αποσυνθέσεις (decompositions) του G είναι τα γραφήματα G = K1 και G = G[{v1}, {v2}, …, {vn}]. Ένα γράφημα που έχει μόνο τετριμμένες αποσυνθέσεις αποκαλείται πρώτο (prime).

			Εαν υπάρχει μία διαμέρηση V = V1 + V2 + … + Vp, 1 < p < |V|, του συνόλου των κόμβων του γραφήματος G, τέτοια ώστε G = GR[Gv1 + Gv1 + …+ Gvp], όπου R είναι ένα σύνολο από p αντιπροσώπους των συνόλων V1, V2, …, Vp, τότε λέμε ότι η διαμέριση αυτή επάγει μία κατάλληλη αποσύνθεση του G.

			Παράδειγμα. Στο Σχήμα 10.6 παρουσιάζεται ένα παράδειγμα διαφόρων αποσυνθέσεων ενός γραφήματος.
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			Σχήμα 10.6: Η αποσύνθεση ενός γραφήματος G.

			 

			Θεώρημα 10.4 Έστω G0, G1, …,Gn είναι n ξένα μεταξύ τους μη-κατευθυνόμενα γραφήματα, και έστω G = G0[G1, …,Gn] το γράφημα σύνθεσης αυτών. Εάν Â μία χρωματική κλάση του G, τότε ισχύει ακριβώς ένα από τα εξής:

			
					•	Â ⊆ Ej		για μία τιμή του j (1 ≤ j ≤ n) 

					•	Â ∩ Ej = ∅	για όλα τα j (1 ≤ j ≤ n).

			

			 

			Απόδειξη. Οποιαδήποτε χρωματική κλάση του G είναι εξ ορισμού ένα συνδεδεμένο υπογράφημα του G. Υποθέτουμε ότι Â ∩ Εj = ∅ για έναν κόμβο 1 ≤ j ≤ n. Ελέγχοντας μία ακμή ab ∈ Â ∩ Ej και έστω cd ∈ E(G) μία ακμή, τέτοια ώστε cd Γ ab, τότε υπάρχουν τρεις πιθανότητες:

			
					•	Η ακμή cd ∈ Ek, k ≠ j. Αυτό προφανώς δεν είναι πιθανό, διότι εσωτερικές ακμές με διακριτούς εσωτερικούς παράγοντες δεν διαμοιράζονται κάποιο κόμβο.

					•	Η ακμή cd είναι εξωτερική ακμή. Ούτε αυτό είναι πιθανό, καθώς τότε το σύνολο C = {a, b} U {c, d} θα έχει τρεις κορυφές που θα επάγουν ένα τρίγωνο στο G αντικρούοντας το cd Γ ab.

			

			 

			Ως εκ τούτου, η μόνη πιθανότητα που μπορεί να ισχύει είναι cd ∈ E(G) και λόγω της συνεκτικότητας του Â προκύπτει ότι Â ∩ Εj. ∎

			 

			Ορισμός 10.3 Έστω G = (V, E) ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα. Ένα σύνολο κόμβων M ⊆ V καλείται M-σύνολο (module) εάν για όλους τους κόμβους u ∈ V \ M είτε M ∩ N(x) = ∅ ή M ⊆ N(x) Το σύνολο M είναι ένα μη-τετριμμένο M-σύνολο, εάν 1 < |V| < |V|. Το Σχήμα 10.7 περιγράφει ένα παράδειγμα ενός M-συνόλου ενός γραφήματος.
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			Σχήμα 10.7: Το Μ-σύνολο ενός γραφήματος.

			 

			Λήμμα 10.3 Ένα γράφημα G = (V, E) έχει ένα μη-τετριμένο M-σύνολο M ⊆ V εάν-ν G είναι αποσυνθέσιμο (decomposable).

			Απόδειξη (⇒) Έστω G = G0 [G1, …, Gn] μία αποσύνθεση του G, με Gi = (Vi, Ei) ένας μη-τετριμμένος εσωτερικός παράγοντας. Εάν x ∈ Gj, j ≠ i, τότε είτε Vi ⊆ N(x) (εαν ij ∈ E) ή ui ∩ N(x) = ∅ (εάν ij ∉ E0). Ως εκ τούτου, Gi είναι M-σύνολο.

			(⇐) εάν Μ είναι ένα μη-τετριμμένο M-σύνολο του G, τότε η διαμέριση V = {v1} + {v2} + … + {vk} + M επάγει μία κατάλληλη αποσύνθεση του G. ∎

			 

			Πόρισμα 10.2 Ένα σύνολο κόμβων Y ⊂ V στο γράφημα G = (V, E)  με 1 < |Y| < |V| είναι μεριστικό σύνολο, εάν-ν υπάρχει μία κατάλληλη αποσύνθεση του G = G0[G1, …,Gn], προκειμένου να υπάρχει ένας εσωτερικός παράγοντας Gi του G, 1 ≤ j ≤ n, τέτοιος ώστε Gi = Gy.

			Ορισμός 10.4 Ένα μεταβατικό γράφημα (comparability) είναι μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα (uniquely partially orderable graph ή UPO graph), εάν έχει μόνο δύο μεταβατικές κατευθύνσεις, όπου κάθε κατεύθυνση είναι η αντίθετη της άλλης.
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			Σχήμα 10.8: Ένα μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα (UPO).

			 

			Πόρισμα 10.3 Ένα γράφημα G είναι μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα (UPO), εάν-ν το G έχει μόνο μία χρωματική κλάση.

			 

			10.4  G-αποσύνθεση Γραφήματος

			 

			Στην ενότητα αυτή περιγράφουμε μία μέθοδο διαμέρισης των ακμών ενός γραφήματος, η οποία ονομάζεται G-αποσύνθεση (G-decomposition) και αποτελεί τη βασική διαδικασία για αλγορίθμους αναγνώρισης μεταβατικών γραφημάτων. 

			Ορισμός 10.5 Έστω G = (V, E)  ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα. Μία διαμέριση του συνόλου ακμών E σε k σύνολα: 
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			καλείται G-αποσύνθεση (G-decomposition), εάν το Bi είναι μία συνεπαγωγική κλάση του γραφήματος (βλέπε Σχήμα 10.9):

			
 
  G=(
   
    V,  
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      ^
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      B
      ^
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      B
      ^
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  )



			Μία ακολουθία ακμών [x1, y1, …,xk, yk] είναι ένα σχήμα αποσύνθεσης (decomposition scheme) για το G, εάν υπάρχει μία G-αποσύνθεση Ε: Â1 + Â2 +...+ Âk, τέτοια ώστε xiyi ∈ Âi, i = 1, 2, …, k.
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			Σχήμα 10.9: Μία G-αποσύνθεση ενός γραφήματος.

			 

			Τα ακόλουθα είναι παραδείγματα για το σχήμα αποσύνθεσης του Σχήματος 10.9. 

			 

			
					•	Για τις άνω G-αποσυνθέσεις B1, B2 και Β3:
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					•	Για τις κάτω G-αποσυνθέσεις C1, C2 και C3:
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			Παρατήρηση. Μία G-αποσύνθεση ενός γραφήματος δύναται να έχει αρκετά σχήματα αποσύνθεσης, ωστόσο το σχήμα αποσύνθεσης χαρακτηρίζει κατά μοναδικό τρόπο τη G-αποσύνθεση. 

			Ονομάζουμε G -decomposition τον αλγόριθμο για τον υπολογισμό ενός σχήματος και μίας G-αποσύνθεσης ενός γραφήματος και τον περιγράφουμε σε τυπική αλγοριθμική μορφή στον Αλγόριθμο 10.1.
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			Θεώρημα 10.5 (Golumbic ‘77). Έστω A μία συνεπαγόμενη κλάση ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E). Έστω D μία συνεπαγόμενη κλάση στο E - Â. Ισχύει ένα από τα εξής:

			
					1.	D είναι μία συνεπαγόμενη κλάση στο E και η A είναι μία συνεπαγώμενη κλάση στο E - 
 
  D
  ^
 
 .



					2.	D = B + C, όπου C, B είναι συνεπαγόμενες κλάσεις στο E και το G περιέχει ένα τρίγωνο με ακμές από κάθε συνεπαγόμενη κλάση A, B, και C.

			

			 

			Απόδειξη. Στο εναπομείναν γράφημα, έπειτα από την αφαίρεση του Â, πιθανό να συνενώθηκαν διάφορες συνεπαγόμενες κλάσεις. Έστω D μία συνεπαγόμενη κλάση στο E - Â. Υποθέτουμε ότι η D είναι μία ένωση διαφόρων συνεπαγόμενων κλάσεων του E, συμπεριλαμβανομένων των B και C.

			Εφόσον B, C είναι δύο διακριτές συνεπαγόμενες κλάσεις στο Ε, οι οποίες συνενώθηκαν στο E - Â, υπάρχουν ακμές ab, bc ∈ E - Â, τέτοιες ώστε 
 
  ab∈C,ac∈B,bc∈
   A
   ^
  
   ή ba∈C,ca∈B,bc∈
   A
   ^
  
  

 (βλέπε Σχήμα 10.10). Υποθέτουμε, λοιπόν, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι το ανωτέρω ισχύει, εφόσον η δεύτερη περίπτωση είναι η αντίστροφη της πρώτης.
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			Σχήμα 10.10: Ένα τρίγωνο που προκαλεί τη συγχώνευση δύο συνεπαγόμενων κλάσεων.

			 

			Εάν B = C-1, τότε ba ∈ B. Ωστόσο, είναι γνωστό ότι ac ∈ B  αλλά bc B ∉ Â. Έτσι, το B δεν είναι μεταβατικό και χρησιμοποιώντας το Θεώρημα 10.1 προκύπτει ότι C-1 = B και B = C, το οποίο είναι άτοπο. Επομένως, 
 
  B
  ^
 
 

 ∩ 
 
  C
  ^
 
 

 = ∅ και το τρίγωνο Δabc έχει τρία χρώματα. 

			Είναι πιθανό το D να είναι ένωση περισσότερων από δύο συνεπαγόμενων κλάσεων; Υποθέτουμε ότι υπάρχει ακόμη μία συνεπαγόμενη κλάση F διαφορετική των B, C στο E - Â, η οποία περιέχεται στη D. Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι υπάρχει ένα τρίγωνο τριών χρωμάτων Â, F, B (βλέπε Σχήμα 10.11). Αξιοποιώντας το λήμμα τριγώνου, προκύπτει ότι τα τρίγωνα που περιέχουν ακμές από αμφότερα τα Â, 
 
  B
  ^
 
 

 έχουν την τρίτη ακμή τους από την ίδια χρωματική κλάση. Έτσι, D = B + C.

			 

			[image: Image2757.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.11: Οι κλάσεις F και C πρέπει να είναι ίσες.

			 

			Για την άλλη περίπτωση, υποθέτουμε ότι η D είναι μία απλή συνεπαγόμενη κλάση στο E. Εάν η A δεν είναι συνεπαγόμενη κλάση στο E - 
 
  D
  ^
 
 ,

 τότε υπάρχει ένα τρίγωνο με A και D ως δύο εκ των ακμών του. Το τρίγωνο αυτό υφίσταται λόγω του ότι, όταν απομακρύνθηκε η D από το E, η συνεπαγόμενη κλάση A συγχωνεύθηκε με μία άλλη συνεπαγόμενη κλάση. Έστω A1 η συνεπαγόμενη κλάση στο E - 
 
  D
  ^
 
 ,

 η οποία περιέχει την τρίτη ακμή του τριγώνου (βλέπε Σχήμα 10.12).

			 

			[image: Image2779.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.12: Η κλάση A + Â1 είναι συνεπαγωγική στο Â - 
 
  D
  ^
 
 .



			 

			Ωστόσο, κατά την απομάκρυνση της A από το E, το τρίγωνο επιφέρει τη συγχώνευση των συνεπαγόμενων κλάσεων A1 και D σε μία ενιαία συνεπαγόμενη κλάση. Το συμβάν αυτό αντικρούει το γεγονός ότι η D είναι μία συνεπαγόμενη κλάση στο E - 
 
  D
  ^
 
 .

 Έτσι, η A είναι μία συνεπαγόμενη κλάση στο E - 
 
  D
  ^
 
 .

 ∎

			 

			Πόρισμα 10.4 Εάν η A είναι μία συνεπαγόμενη κλάση, τέτοια ώστε A = Â, τότε δεν υπάρχει τρίγωνο με τρία χρώματα, τέτοια ώστε το Â να είναι ένα από αυτά.

			Η απόδειξη του πορίσματος αυτού αφήνεται ως άσκηση. Αυτός ο ισχυρισμός υπονοεί πως για κάθε τρίγωνο που περιέχει το Â, οι άλλες δύο ακμές είναι χρωματισμένες με το ίδιο χρώμα.

			Πόρισμα 10.5 Εάν η A είναι μία συνεπαγόμενη κλάση του G = (V, E), τέτοια ώστε A = Â, τότε όλες οι υπόλοιπες συνεπαγόμενες κλάσεις του G είναι συνεπαγόμενες κλάσεις του E - Â.

			Απόδειξη. Από το Θεώρημα 10.1, εάν το E - Â περιέχει δύο συνεπαγόμενες κλάσεις από το E οι οποίες συγχωνεύθηκαν, τότε αυτές οι δύο κλάσεις μαζί με την Â επάγουν ένα τρίγωνο τριών χρωμάτων στο G, κάτι το οποίο είναι αδύνατο λόγω του Πορίσματος 10.4. ∎

			 

			10.5  TRO-θεώρημα και Αλγόριθμοι Αναγνώρισης

			 

			Στη ενότητα αυτή δίδουμε αρχικά ένα χαρακτηρισμό των μεταβατικών γραφημάτων μέσα από ένα βασικό θεώρημα, γνωστό ως TRO-θεώρημα και, στη συνέχεια, παρουσιάζουμε δύο αλγορίθμους αναγνώρισης μεταβατικών γραφημάτων.

			 

			10.5.1  TRO-θεώρημα

			 

			Θεώρημα 10.6 (Gilmore και Hoffman 1964, Ghouilla–Houri 1962)  Έστω G = (V, E) ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα με G-αποσύνθεση, 
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			Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες:

			
					1.	Το G είναι μεταβατικό γράφημα.

					2.	Για όλες τις συνεπαγόμενες κλάσεις A του E, A ∩ Â = ø.

					3.	B ∩ B-1 = ∅, 	για i = 1, …, k.

					4.	Κάθε κύκλωμα v1v2, v1v3, vqv1 στο Ε, τέτοιο ώστε vq-1 ∉ E vqv2 ∉ E και vi-1vi+1 ∉ E, i = 2, …, q - 1, έχει άρτιο μήκος. Ορίζοντας μία χορδή μικρού μήκους ή μία τριγωνική χορδή σε ένα κύκλο, η οποία να συνδέει δύο κόμβους με απόσταση 2 κατά μήκος του κύκλου, η συνθήκη (4) είναι ισοδύναμη με την απαίτηση κάθε περιττού βαθμού κύκλωμα στο G να περιέχει μία χορδή μικρού μήκους.

			

			 

			Απόδειξη: (1) ⇒ (2) Αποδεικνύεται στο Θεώρημα 10.1.

			(2) ⇒ (3) Επαγωγικά στο k. Για k = 1, η B1 είναι μία συνεπαγόμενη κλάση στο G και δίνεται ότι B ∩ B-1 = ∅. Υποθέτουμε ότι ο ισχυρισμός ισχύει για όλες τις G-αποσυνθέσεις των γραφημάτων τα οποία περιέχουν λιγότερα από k σύνολα. Συγκεκριμένα, ο ισχυρισμός ισχύει για E - 
 
  B
  ^
 
 .

 Έστω D μία συνεπαγόμενη κλάση στο E -
 
  B
  ^
 
 

 Από το Θεώρημα 10.5 δύο περιπτώσεις είναι πιθανές:

			
					•	Η κλάση D είναι μία συνεπαγόμενη κλάση του E. Τότε από την επαγωγική υπόθεση ισχύει ότι D ∩ D-1 = ∅.

					•	D = B + C, όπου B, C είναι συνεπαγόμενες κλάσεις στο E. Τότε D ∩ D-1 = (B ∩ D-1) = (B ∩ B-1) = (C ∩ C-1) = ∅ , 

			

			 

			επειδή B ∩ C = ∅, B ∩ B-1 = ∅ και C ∩ C-1 = ∅, από την επαγωγική υπόθεση.

			(3) ⇒ (1) Έστω 
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 είναι μία G-αποσύνθεση του E, τέτοια ώστε (Bi U Bi-1) = ∅. Από το Θεώρημα 10.2 προκύπτει ότι η B1 είναι μεταβατική. Σε περίπτωση που k = 1τότε είναι προφανές, ωστόσο σε αντίθετη περίπτωση υποθέτουμε την ορθότητα σε όλες τις G-αποσυνθέσεις με λιγότερα από k σύνολα. Προκύπτει ότι 
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 είναι ένας μεταβατικός προσανατολισμός (transitive orientation) του E - 
 
  B
  ^
 
 .

1 Έτσι, πρέπει να αποδείξουμε 
 
  B
  ^
 
 

1 + F  είναι ένας μεταβατικός προσανατολισμός του G. Έστω ab, bc ∈ B1 + F. Εάν και οι δύο ακμές ανήκουν στο Β1 ή στο F, τότε η ακμή ac υπάρχει και πρέπει να ανήκει στο αντίστοιχο σύνολο από το γεγονός ότι αμφότερες οι Β1 και F είναι μεταβατικές. Έτσι, υποθέτουμε ότι ab ∈ B1 και bc ∈ F. Δεδομένου ότι B ∩ B-1 = ∅, εάν ac ∉ E, τότε ab Γ cb και, ως εκ τούτου, cb ∈ B1. Έτσι bc ∈ 
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    ^
   
   
   1
  
  

0.2, αλλά bc ∈ F από την υπόθεση, κάτι το οποίο είναι αντίφαση. Έτσι, ac ∈ E.

			Υποθέτουμε ότι ac ∉ B1 + F. Τότε ca ∉ B1 + F. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν δύο ενδεχόμενα:

			
					•	Εάν ca ∈ B1, δεδομένου ότι ab ∈ B1, τότε cb ∈ B1, το οποίο είναι άτοπο.

					•	Εάν ca ∈ F, δεδομένου ότι bc ∈ F, τότε ba ∈ F, το οποίο είναι επίσης άτοπο.

			

			Έτσι, ac ∈ B1 + F. Ομοίως, εάν υποθέσουμε ότι ab ∈ F, bc ∈ B1, προκύπτει ac ∉ B1 + F. Έτσι, 
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) είναι ένας μεταβατικός προσανατολισμός του E.

			(1) ⇒ (4) Υποθέτουμε ότι το G δεν είναι μεταβατικό γράφημα. Ωστόσο, επειδή ισχύει (1) ⇒ (2), προκύπτει ότι υπάρχει v1v2 ∈ A ∩ A-1 ≠ ∅. Από το λήμμα διασφαλίζεται η ύπαρξη μίας κανονικής συνεπαγόμενης αλυσίδας και, άρα, υπάρχει μία κανονική συνεπαγόμενη αλυσίδα, τέτοια ώστε:
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			To μήκος της αλυσίδας είναι περιττό (λόγω της ιδιαίτερης δομής της) και δεν υπάρχει χορδή μικρού μήκους ανάμεσα στους κόμβους ενός κύκλου, διότι: 
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			Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα κύκλος περιττού μήκους στο γράφημα, ο οποίος δεν έχει χορδή μικρού μήκους. Τότε ισχύει ότι:
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			είναι μία κανονική συνεπαγόμενη αλυσίδα. Έτσι, v1v2 ∈ A ∩ A-1 ≠ ∅ και το G δεν είναι μεταβατικό γράφημα. ∎

			 

			10.5.2  Αλγόριθμος Αναγνώρισης TRO

			 

			Έως τώρα έχουμε δώσει χαρακτηρισμούς των μεταβατικών γραφημάτων, καθώς, επίσης, αποδείξαμε το Θεώρημα TRO που χαρακτηρίζει τα μεταβατικά γραφήματα. Επιπρόσθετα, περιγράψαμε έναν αλγόριθμο για την κατασκευή της G-αποσύνθεσης.

			Συνδυάζοντας το TRO-θεώρημα με την κατασκευή της G-αποσύνθεσης επιτυγχάνουμε τη δημιουργία ενός αλγορίθμου που αναγνωρίζει μεταβατικά γραφήματα και δημιουργεί ένα μεταβατικό προσανατολισμό (transitive orientation) στο γράφημα εάν αυτό είναι TRO. Τον αλγόριθμο αυτό, που ονομάζουμε TRO, τον περιγράφουμε τυπικά στη συνέχεια.

			 

			[image: Alg10.2.png] 

			 

			Παράδειγμα. Ας εκτελέσουμε τον αλγόριθμο αυτό (Αλγόριθμος TRO) στα γραφήματα των Σχημάτων 10.13, 10.14 και 10.15. 

			Η εκτέλεση του αλγορίθμου στο γράφημα του Σχήματος 10.13 θα είναι η ακόλουθη:

			 

			[image: Image3472.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.13: Γράφημα παραδείγματος.

			 

			Αρχικοποίηση:

			
 
  
   E
   1
  
  =E={ 
   ab,ba,ae,af,fa,ad,da,bc,cb,ce,ec,cf,fc,ea,ae } και F=∅.



			Μετά την 1η επανάληψη έχουμε: 

			
 
  
   x
   1
  
  
   y
   1
  
  =ab, 
   B
   1
  
  ={ 
   ab,ad,af,ae,cb,cf,ce,cd }, F=
   B
   1
  
  , 
   E
   2
  
  =∅.



			Επομένως, το γράφημα είναι TRO. 

			Η εκτέλεση του αλγορίθμου στο γράφημα του Σχήματος 10.14 θα είναι η ακόλουθη:

			 

			[image: Image3499.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.14: Γράφημα παραδείγματος.

			 

			Αρχικοποίηση:

			
 
  
   E
   1
  
  ={ 
   ac,ca,ae,ea,ad,da,ab,ba,cb,bc,eb,be,cd,dc,db,bd } και F=∅. .



			Μετά την 1η επανάληψη έχουμε:

			
 
  
   x
   1
  
  
   y
   1
  
  =ac, 
   B
   1
  
  ={ 
   ac, ab, ad, ae }, F={ 
   ac,ab, ad, ae }, 
   E
   2
  
  ={ 
   dc, cd, ba, ab, be, eb, de, ed }.



			Μετά τη 2η επανάληψη: 
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  =bc, 
   B
   2
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   bc, bd, ba, be }, 
   E
   2
  
  ={ 
   cd }, F={ 
   ac, ab, ad, ae, bc, bd, ba, be }, 
   E
   2
  
  ={ 
   cd }.



			Μετά την 3η επανάληψη:
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   3
  
  =dc, 
   B
   3
  
  ={ 
   dc },  
   E
   2
  
  ={ 
   cd },  F={ 
   ac, ab, ad, ae, bc, bd, ba, be,dc }, 
   E
   2
  
  =∅.



			Επομένως, το γράφημα είναι TRO.[image: 10656.png]

			Η εκτέλεση του αλγορίθμου στο γράφημα του Σχήματος 10.15 θα είναι η ακόλουθη:

			 

			[image: Image3555.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.15: Γράφημα παραδείγματος.

			 

			Αρχικοποίηση:

			
 
  
   E
   1
  
  ={ 
   ab,ba,bc,cb,cd,dc,de,ed,ea,ae }, F=∅.



			Μετά την 1η επανάληψη έχουμε:
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   y
   1
  
  =ab, 
   B
   1
  
  ={ 
   ab, ae, cb, cd, ed, ea, ba, bc, dc, de },   
   B
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  ∩
   B
   1
   
    −1
  
   =∅



			και, έτσι, το γράφημα δεν είναι TRO. 

			Οι ακμές που επιλέξαμε στο Βήμα 1 του αλγορίθμου καθορίζουν ένα μεταβατικό προσανατολισμό, που θα είναι η έξοδος του αλγορίθμου. Εάν εκτελέσουμε τον αλγόριθμο αρκετές φορές, επιλέγοντας σε κάθε εκτέλεση διαφορετικές ακμές στο Βήμα 1, τότε μπορεί να λάβουμε διαφορετικούς μεταβατικούς προσανατολισμούς, ωστόσο αποδεικνύεται πως ο αριθμός των επαναλήψεων του αλγορίθμου σε κάθε εκτέλεση θα είναι ο ίδιος. 

			Την ανάλυση της πολυπλοκότητας του Αλγόριθμου TRO θα παρουσιάσουμε σε ξεχωριστή παράγραφο (Ενότητα 10.5), όπου εκεί θα δώσουμε μία εναλλακτική έκδοση του αλγόριθμου.

			 

			10.5.3  Αλγόριθμος Αναγνώρισης Ghouilla-Houri

			 

			Ορισμός 10.6 Δοθέντος ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G = (V, E), ορίζουμε ένα γράφημα G΄ = (V΄, E) ως εξής:

			
 
  
   V
   ′
  
  ={ 
   (
    
     i,j
   ),(
    
     j,i
   )|ij∈E }.



			
 
  
   E
   ′
  
  ={ 
   (
    
     x,y
   )↔(
    
     y,z
   )|xz∉E }.



			Σημειώνεται ότι από τη σύμβασή μας ισχύει xx ∈ E και, άρα, (x, y) ↔ (y, x) ∀ xy ∈ E. Ένας προσανατολισμός του G΄ τέτοιος ώστε, εάν (x → y, y → z) να συνεπάγεται xz ∈ E, καλείται ημι-μεταβατικός προσανατολισμός (quasi-transitive orientation) του G.

			Παράδειγμα. Στο Σχήμα 10.16 παρατίθεται ένα παράδειγμα ενός γραφήματος και του παραγόμενου ημι-μεταβατικού γραφήματος (quasi-transitive graph). Στο γράφημα G΄ του σχήματος παραλείπονται κάποιες από τις ακμές της μορφής (ij, ji).

			 

			[image: Image3661.PNG] 

			 

			Σχήμα 10.16: Ένα γράφημα G και το ημι-μεταβατικό γράφημά του G΄(στο ημι-μεταβατικό γράφημα G΄ οι ακμές (x, y) ↔ (y, x) δεν είναι σχεδιασμένες).

			 

			Θεώρημα 10.7 (Ghouilla-Houri, 1962) Έστω G ένα μη κατευθυνόμενο γράφημα. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.

			
					1.	G είναι μεταβατικό γράφημα.

					2.	G έχει έναν ημι-μεταβατικό προσανατολισμό (quasi-transitive orientation).

					3.	G΄είναι διμερές (bipartite).

			

			 

			Απόδειξη. (1) ⇒ (2) Τετριμμένο, δεδομένου ότι το G έχει ένα μεταβατικό προσανατολισμό και αυτός ο προσανατολισμός είναι, επίσης, και ημι-μεταβατικός προσανατολισμός.

			(2) ⇒ (1) Έστω F ένας ημι-μεταβατικός προσανατολισμός του G και έστω C ένας κύκλος περιττού μήκους. Ο κύκλος C πρέπει να περιέχει δύο γειτονικές ακμές στην F: x → y, y → z και, εν συνεχεία, λόγω της ημι-μεταβατικής ιδιότητας xz ∈ E. Έτσι, η πρόταση (1) προκύπτει από το Θεώρημα 10.6, εφόσον βρήκαμε μία χορδή μικρού μήκους.

			(1) ⇒ (3) Θα χρησιμοποιήσουμε τον GH χαρακτηρισμό (κάθε κύκλος περιττού μήκους περιέχει μία χορδή). Οι κόμβοι ενός κύκλου στο G΄ αντιστοιχούν σε γειτονικές ακμές στο G (με ένα κοινό κόμβο) που επάγει ένα κύκλο στο G χωρίς χορδές μικρού μήκους. Ως εκ τούτου, το γράφημα G΄είναι διμερές (bipartite) ⇔ G είναι μεταβατικό γράφημα. ∎

			 

			Από το θεώρημα αυτό είναι εφικτό να ελέγξουμε εάν ένα γράφημα είναι μεταβατικό γράφημα, ως εξής: Δημιουργούμε το γράφημα G΄ και, εν συνεχεία, ελέγχουμε εάν είναι διμερές. Το μέγεθος του G΄ είναι |V΄| = 2|E| και:
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			Έτσι, η πολυπλοκότητα της κατασκευής του γραφήματος G΄ είναι O(|V|3). Ο έλεγχος εάν το γράφημα G΄ είναι διμερές μπορεί να επιτευχθεί σε χρόνο γραμμικό στην τάξη του G΄, δηλαδή σε χρόνο O(|V|3). 

			Επίσης, μπορεί να επιτευχθεί ένας μεταβατικός προσανατολισμός στο G λαμβάνοντας την κατεύθυνση των ακμών των οποίων οι κόμβοι ανήκουν στο ένα μέρος του διμερούς γραφήματος G΄. Συγκεκριμένα, το G είναι μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα (UPO) εάν-ν το G΄ είναι συνδεδεμένο και διμερές. Στη συνέχεια, θα παραθέσουμε ευφυείς αλγορίθμους για την αναγνώριση των μεταβατικών γραφημάτων.

			 

			10.6  Πολυπλοκότητα Αλγορίθμου TRO

			 

			Στη ενότητα αυτή θα δείξουμε ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου αναγνώρισης μεταβατικών γραφημάτων TRO απαιτεί O(δ|Ε|) χρόνο και Ο(V + E) χώρο, όπου δ είναι ο μέγιστος βαθμός ενός κόμβου του, δίνοντας μία εναλλακτική έκδοση του. Στην πραγματικότητα, θα εστιάσουμε την προσοχή μας και θα δώσουμε μία εναλλακτική έκδοση του αλγόριθμου G-decomposition (Ενότητα 10.4), στον οποίο στηρίζεται ο αλγόριθμος TRO. 

			Έστω G = (V, E) ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα με V = {v1, v2, …,vn}. O αλγόριθμος χρησιμοποιεί μία συνάρτηση, την CLASS(i,j), η οποία ορίζεται ως εξής: 

			
					•	CLASS(i,j) = 0, 		εάν vi,vj∉E

					•	CLASS(i,j) = k, 		εάν vi,vj έχει ανατεθεί στο Βk

					•	CLASS(i,j) = -k, 	εάν vi,vj έχει ανατεθεί στο CLASS(i,j)

					•	CLASS(i,j) = ∞, 	εάν vi,vj δεν έχει ανατεθεί ακόμα πουθενά

			

			 

			Με |CLASS(i,j)| θα συμβολίζουμε την απόλυτη τιμή της CLASS(i,j). Έστω di o βαθμός ενός κόμβου μετά την ανάθεση κατευθύνσεων στο γράφημα G.

			 

			Αλγόριθμος TRO_v.1 (G-decomposition – Alternative Version)

			 

			Είσοδος: Το γράφημα G = (V, E), με V = {v1, v2, …, vn} και τα σύνολα γειτόνων τους, τέτοια ώστε j ∈ Adj(i), εάν-ν vivj ∈ E.

			Έξοδος: Μία μεταβλητή FLAG που υποδεικνύει εάν το G είναι μεταβατικό γράφημα (η FLAG παίρνει τη τιμή 0, όταν το G είναι μεταβατικό και 1 σε κάθε άλλη περίπτωση) και, εάν ναι, μία G-αποσύνθεση του γραφήματος G που λαμβάνεται από τις τελικές τιμές της συνάρτησης CLASS.

			Μέθοδος: Ο αλγόριθμος διερευνά όλες τις ακμές (i, j) του γραφήματος. Το σύνολο των ακμών που διερευνώνται στην k-οστή επανάληψη συμβολίζεται με Bk. Στην k-οστή επανάληψη ο αλγόριθμος:

			
					1.	επιλέγει μία ακμή e που δεν έχει ανατεθεί σε κάποιο Bi, i < k ,

					2.	την εισάγει στο Bk, και 

					3.	ξεκινά τη διερεύνηση από την e προσθέτοντας στο Bk όλες τις ακμές (i, j) που σχετίζονται με Γ-σχέση με την e στο γράφημα Bk (σημειώστε ότι η ακμή (i, j) ∈ Ek, εάν-ν είτε | CLASS(i,j)| = k ή | CLASS(i,j)| = ∞ κατά τη διάρκεια της k-οστής επανάληψης).

			

			 

			Η τιμή της μεταβλητή FLAG αλλάζει τιμή από 0 σε 1 την πρώτη φορά που θα βρεθεί ένα Bk, τέτοιο ώστε Dk ∩ Dk-1 ≠ ø. Σε αυτό το σημείο γίνεται γνωστό ότι το γράφημα G δεν είναι μεταβατικό (Θεώρημα TRO). Στον Αλγόριθμο 10.3 περιγράφεται η εναλλακτική μορφή TRO_v.1 του αλγόριθμου TRO.

			 

			[image: Alg10.3.png] 

			 

			Η διαδικασία EXPLORE(i, j) περιγράφει τη λειτουργία του βήματος 6 του αλγόριθμου TRO_v.1 (Αλγόριθμος 10.3).
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			Ανάλυση Πολυπλοκότητας. Το γράφημα εισόδου G αναπαρίσταται με λίστες γειτνίασης. Τα σύνολα γειτόνων αποθηκεύονται ως συνδεδεμένες λίστες διατεταγμένες σε αύξουσα διάταξη, με κάθε στοιχείο της λίστας να αναπαριστά έναν κόμβο. Κάθε στοιχείο στη συνδεδεμένη λίστα Adj(i) περιγράφεται μέσω τεσσάρων πεδίων:

			
 
   { 
   j; CLASS(
    
     i,j
   );  pointer_to_CLASS(
    
     j,i
   );   pointer_to_next_element_on_Adj(
    i
   ) }.



			Για κάθε ακμή vivj στο G υπάρχουν δύο στοιχεία όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.17. 
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			Σχήμα 10.17: Δύο στοιχεία για κάθε ακμή.

			 

			Η συγκεκριμένη δομή δεδομένων απαιτεί O(|V| + |E|) χώρο. Ας υπολογίσουμε τη χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου: Κατά την εκτέλεση του βρόγχου “για” στη διαδικασία EXPLORE(i, j) χρησιμοποιούμε δύο δείκτες, εκ των οποίων ο ένας δείχνει στο Adj(i) και ο άλλος στο Adj(j). Οι δύο αυτοί δείκτες “σαρώνουν” παράλληλα τα δύο αυτά σύνολα, αναζητώντας τον κόμβο m, ο οποίος ικανοποιεί τη συνθήκη του βρόγχου “για” και, εν συνεχεία, η τιμή της CLASS ενημερώνεται. Ο βρόγχος θα διαρκέσει O(di + dj). Η πολυπλοκότητα του δεύτερου βρόγχου είναι η ίδια καθώς εκτελείται με ίδιο τρόπο. Ο αλγόριθμος καλεί τη διαδικασία EXPLORE δύο φορές για κάθε ακμή και, ως εκ τούτου, η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου είναι:
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			Θεώρημα 10.8  Η αναγνώριση ενός μεταβατικού γραφήματος G και η εύρεση μεταβατικών κατευθύνσεων (προσανατολισμών) των ακμών του G μπορεί να επιτευχθεί σε Ο(δ|Ε|) χρόνο και O(|V| + |E|) χώρο, όπου δ είναι ο μέγιστος βαθμός ενός κόμβου.

			Όπως ορίσαμε τη διαδικασία EXPLORE, αυτή διερευνά τις ακμές μέσω της κατά-βάθος-αναζήτησης, μπορούμε να τροποποιήσουμε τον αλγόριθμο χρησιμοποιώντας την κατά-πλάτος αναζήτηση, ώστε να αποθηκεύονται οι ακμές σε μία ουρά αντί σε στοίβα, ενώ η χρονική πολυπλοκότητα κατά την εκτέλεσή του θα παραμείνει η ίδια. 

			Υπάρχουν αρκετοί αλγόριθμοι που επιλύουν το πρόβλημα αναγνώρισης TRO. Μέχρι πρότινος, η χρονική πολυπλοκότητα του βέλτιστου γνωστού αλγορίθμου ήταν αυτή του Spinrad με χρονική πολυπλοκότητα O(n2.5). To 1994 οι McConnel και Spinrad πρότειναν αλγόριθμο που με πολυπλοκότητα χρόνου O(m + nlogn) κατασκευάζει ένα μεταβατικό προσανατολισμό F στο γράφημα G, τέτοια ώστε, εάν το G είναι μεταβατικό, τότε ο προσανατολισμός F είναι μεταβατικός (transitive orientation). Επιπρόσθετα, υπάρχει αλγόριθμος που βρίσκει εάν ο προσανατολισμός F είναι μεταβατικός με χρονική πολυπλοκότητα O(n2.371).

			 

			10.7  Προβλήματα Μεταβατικών Γραφημάτων

			 

			Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε μερικά προβλήματα βελτιστοποίησης - όπως το πρόβλημα του χρωματισμού, της εύρεσης της μέγιστης έμβαρης κλίκας, της εύρεσης του μέγιστου ευσταθούς (ή ανεξάρτητου) συνόλου και του ευσταθούς αριθμού a(G) - και δείχνουμε ότι αυτά έχουν πολυωνυμική λύση στην κλάση των μεταβατικών γραφημάτων.

			 

			10.7.1  Χρωματισμός

			 

			Σε ένα άκυκλο κατευθυνόμενο γράφημα G = (V, E) ορίζουμε μία αυστηρή μερική διάταξη > των κορυφών, έτσι ώστε x > y, εάν-ν υπάρχει μη-τετριμμένο μονοπάτι F από το x στο y. Μία συνάρτηση ύψους (height function) h δύναται να ορισθεί σε τέτοια γραφήματα ως εξής: 
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			Ένα παράδειγμα της συνάρτησης ύψους h(v) παρατίθεται στο Σχήμα 10.18. 
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			Σχήμα 10.18: Γράφημα παραδείγματος.

			 

			Η τιμής της h(v) ισούται με το πλήθος των κόμβων του μέγιστου μονοπατιού από έναν κόμβο-ρίζα του G στον v. Η h(v)  μπορεί να υπολογισθεί σε γραμμικό χρόνο αξιοποιώντας την κατά-πλάτος αναζήτηση (BFS). Επιπρόσθετα, η συνάρτηση h είναι ικανή να αποδώσει έναν κατάλληλο χρωματισμό των κόμβων του G, καθώς για κάθε v και u, εάν vu ∈ F, τότε h(v) > h(u), χωρίς, ωστόσο, αυτός να είναι ο ελάχιστος χρωματισμός. Ως εκ τούτου, για οποιοδήποτε μη-κατευθυνόμενο γράφημα G και οποιοσδήποτε προσανατολισμό F η αντίστοιχη συνάρτηση h θα αποδώσει ένα χρωματισμό που θα είναι πάντα ένας κατάλληλος χρωματισμός (proper vertex coloring) των κόμβων του G. Στο σημείο αυτό αποδεικνύουμε πως, εάν το γράφημα G είναι μεταβατικό γράφημα, τότε η συνάρτηση h θα αποδώσει ένα βέλτιστο χρωματισμό των κόμβων του G.

			Πόρισμα 10.6 Έστω G ένα μεταβατικό γράφημα τάξης n και μεγέθους m. Τα προβλήματα της εύρεσης ενός βέλτιστου χρωματισμού και μίας μέγιστης κλίκας του G, υπολογίζονται σε O(n + m) χρόνο.

			 

			10.7.2  Εύρεση Μέγιστης Έμβαρης Κλίκας

			 

			Δοθέντος ενός μη-κατευθυνόμενου κομβικά-έμβαρου γραφήματος G, όπου w(v) είναι το βάρος των κόμβων του, το πρόβλημα εύρεσης μίας μέγιστης κλίκας αναφέρεται εύρεση μίας κλίκας στο G  για την οποία το άθροισμα των βαρών των κόμβων της είναι το μέγιστο. Ο αλγόριθμος υπολογίζει για κάθε κόμβο v την τιμή W(v) που είναι το άθροισμα των βαρών κάθε κόμβου στο βαρύτερο μονοπάτι από τον κόμβο v σε ένα εκ των κόμβων-τερματισμού (sinks) του γραφήματος. Ένας δείκτης ανατίθεται στο v δείχνοντας στον απόγονό του (επόμενο κόμβο) στο βαρύτερο μονοπάτι.

			Input: Ένας μεταβατικός προσανατολισμός F ενός μεταβατικού γραφήματος G και μία συνάρτηση βάρους w ορισμένη στο V(G).

			Output: Μία κλίκα K του G της οποίας το βάρος είναι μέγιστο.

			Τον προηγούμενο αλγόριθμο ονομάζουμε Max_Weight_Clique και τον περιγράφουμε τυπικά στη συνέχεια. Ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί τη διαδικασία EXPLORE(). Η απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου  και η παρουσίαση της γραμμικής πολυπλοκότητας της υλοποίησής του, αφήνονται ως άσκηση.
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			10.7.3  Υπολογισμός του Αριθμού a(G)

			 

			Θα δείξουμε μία πολυωνυμικού χρόνου μέθοδο για την εύρεση του μέγιστου ανεξάρτητου (ή ευσταθούς) συνόλου a(G) ενός μεταβατικού γραφήματος G με ένα μεταβατικό προσανατολισμό F. Μετατρέπουμε τον προσανατολισμό F σε ένα συγκοινωνιακό δίκτυο προσθέτοντας δύο ακόμη κόμβους, s και t, καθώς, επίσης, και δύο ακόμη ακμές τις sx και yt για κάθε κόμβο-αφετερίας (source) x και κάθε κόμβο-τερματισμού (sink) y, αντίστοιχα. Εν συνεχεία, αναθέτουμε ένα κατώτερο φράγμα 1 στη ροή μέσω κάθε κόμβου. Υπολογίζουμε μία ελάχιστη ροή, πρόβλημα που λύνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Η τιμή μίας τέτοιας ροής θα ισούται με το k(G), το μέγεθος της ελάχιστης κάλυψης των κόμβων από κλίκες. Τέλος, η τιμή αυτή ισούται με a(G), δηλαδή το ανεξάρτητο σύνολο με τη μέγιστη πληθικότητα, δεδομένου ότι κάθε μεταβατικό γράφημα είναι τέλειο. 

			 

			10.8 Τα Μεταβατικά Γραφήματα είναι Τέλεια 

			 

			Κλείνουμε το κεφάλαιο δείχνοντας, μέσω της απόδειξης του επόμενου θεωρήματος, ότι τα μεταβατικά γραφήματα είναι τέλεια γραφήματα. 

			Θεώρημα 10.9 Κάθε μεταβατικό γράφημα είναι τέλειο.

			Απόδειξη. Έστω F ένας μεταβατικός προσανατολισμός ενός μεταβατικού γραφήματος G. Κάθε μονοπάτι στην F αντιστοιχεί σε μία κλίκα του G, λόγω της μεταβατικότητας, και κάθε κλίκα αντιστοιχεί σε ένα μονοπάτι, με αποτέλεσμα η συνάρτηση h να αποδίδει έναν κατάλληλο χρωματισμό των κόμβων του γραφήματος G, το οποίο χρησιμοποιεί ακριβώς ω(G) χρώματα καθιστώντας το χρωματισμό βέλτιστο, καθώς x ≥ ω. Επιπρόσθετα, λόγω της κληρονομικής ιδιότητας των μεταβατικών γραφημάτων, ισχύει ω(GΑ) = x(GA)  για κάθε επαγόμενο υπογράφημα GA του G. Επομένως, το γράφημα G είναι τέλειο γράφημα. ∎

			 

		

	
		
			Βιβλιογραφια 10

			 

			C. Berge, Graphs and Hypergraphs, North-Holland (Mathematical Library No. 6), 1976.

			C. Berge, Färbung von Graphen, deren sämtliche bzw. deren ungerade Kreise starr sind, Wiss. Z. Martin-Luther-Univ. Halle-Wittenberg Math.-Natur. Reihe 10, 114-115, 1961.

			N.L. Biggs, Algebraic Graph Theory, Cambridge Tracts in Mathematics 67, Cambridge University Press (2nd Edition), 1993.

			N.L. Biggs, Algebraic Graph Theory, Cambridge University Press, London, 1974.

			J.A. Bondy and U.S.R. Murty, Graph Theory with Applications, North-Holland, 1976.

			A. Brandstadt, V.B. Le, and J. Spinrand, Graph Classes - A Survey, SIAM Monographs in Discrete Mathematics and Applications, SIAM, Philadelphia, 1999.

			G. Chartrand and L.M. Lesniak, Graphs and Digraphs, Chapman and Hall (3rd edition), 1996.

			D.G. Corneil, S. Olariu, and L. Stewart, The ultimate interval graph recognition algorithm?, Proc. 9th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA’98), pp. 175-180, 1998.

			S. Even and G. Even, Graph Algorithms, Cambridge University Press (2nd Edition), 2012.

			M.C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Academic Press, New York, 1980. Second edition, Annals of Discrete Mathematics 57, 2004.

			J.L. Gross, Combinatorial Methods with Computer Applications, CRC Press, 2007.

			J.L. Gross and J. Yellen. Graph Theory and Its Applications, Chapman and Hall/CRC (2nd Edition), 2005.

			L. Lovász, A characterization of perfect graphs, J. Combin. Theory B 13, 95-98, 1972.

			C. Lund and M. Yannakakis, On the hardness of approximating minimization problems, Proc. 25th ACM Symposium on Theory of Computing (STOC’93), pp. 286-293, 1993.

			R.M. MacConnell and J.P. Spinrad, Modular Decomposition and Transitive Orientation, Fachbereich Mathematik, Vol. 475, 1995.

			T.A. McKeeand F.R. McMorris, Topics in Intersection Graph Theory, SIAM 1999.

			N.J. Pullman, Clique coverings of graphs IV: algorithms, SIAM J. Comput. 13, 57-75, 1984.

			N.J. Pullman, H. Shank, and W.D. Wallis, Clique coverings of graphs V: maximal-clique partitions, Bull Austral. Math. Soc. 25, 337-356, 1982.

			M. Yannakakis, Computing the minimum fill-in is NP-complete, SIAM J. Alg. Disc. Meth 2, 1981. 

			 

		

	
		
			Ασκησεις 10

			 

			Άσκηση 1

			Αποδείξτε το ακόλουθο αποτέλεσμα σε ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G. Εάν F1 και F2 είναι δύο μεταβατικοί προσανατολισμοί του G και του συμπληρωματικού του Ḡ, αντίστοιχα, τότε F1 + F2 είναι ένα μεταβατικό τουρνουά.

			 

			Άσκηση 2

			Ποια από τα επόμενα γραφήματα είναι μεταβατικά; Πόσες συνεπαγωγικές κλάσεις και πόσες χρωματικές κλάσεις έχουν καθένα από τα γραφήματα αυτά;
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			Άσκηση 3

			Έστω G ένα συνεκτικό μεταβατικό γράφημα, το συμπληρωματικό γράφημα Ḡ του οποίου είναι συνεκτικό και δεν περιέχει υπαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά του K1,3. Αποδείξτε ότι το γράφημα G είναι ένα μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα (UPO).

			 

			Άσκηση 4

			Σχεδιάστε το γράφημα σύνθεσης G = H0 [H1, H2, H3, H4] για τα εξής γραφήματα H0, H1, H2, H3, H4. 
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			Άσκηση 5

			Αποδείξτε ότι, εάν ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G δεν περιέχει υπαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά του P4, τότε το γράφημα G και το συμπληρωματικό του Ḡ είναι μεταβατικά γραφήματα.

			 

			Άσκηση 6

			Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα το οποίο δεν περιέχει επαγόμενα υπογραφήματα ισομορφικά του P4. Δείξτε ότι το γράφημα G και το συμπληρωματικό του Ḡ είναι μεταβατικά γραφήματα.

			 

			Άσκηση 7

			Σχεδιάστε και αναλύστε έναν αλγόριθμο o οποίος θα υπολογίζει ένα βέλτιστο χρωματισμό ενός μεταβατικού γραφήματος τάξης n και μεγέθους m.

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11

			 

			 

			ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΩΝ

			 

			Σύνοψη 

			Εισαγωγή, Χαρακτηρισμοί και Ιδιότητες, Τετραγωνικός Αλγόριθμος Αναγνώρισης (ορθότητα και πολυπλοκότητα αλγόριθμου), Γραμμικός Αλγόριθμος Αναγνώρισης (ορθότητα και πολυπλοκότητα αλγόριθμου), Υπολογισμός Χρωματικού Αριθμού και Μέγιστων Κλικών, Υπολογισμός των αριθμών α(G) και κ(G), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων του Κεφαλαίου 1 που αφορούν τα γραφήματα τομής και τα τέλεια γραφήματα, και πολύ καλή κατανόηση των ιδιοτήτων των τριγωνικών γραφημάτων του Κεφαλαίου 9. Η πολύ καλή γνώση δομών δεδομένων και προχωρημένων αλγοριθμικών τεχνικών είναι προαπαιτούμενη για την κατανόηση των θεμάτων του κεφαλαίου.

			 

			11.1  Εισαγωγη

			 

			Το 1957 ο G. Hajös διατύπωσε το εξής πρόβλημα:

			 

			Έστω ένα πεπερασμένο σύνολο διαστημάτων επάνω σε μία ευθεία γραμμή και έστω ένα γράφημα που κατασκευάζεται με τον εξής τρόπο: κάθε διάστημα του συνόλου αντιστοιχεί σε έναν κόμβο του γραφήματος και δύο κόμβοι συνδέονται με ακμή, εάν-ν τα αντίστοιχα διαστήματα επικαλύπτονται. Για ένα δεδομένο γράφημα G, το ερώτημα είναι κατά πόσο το G είναι ισόμορφο με ένα από τα γραφήματα που κατασκευάζονται με τον προηγούμενο τρόπο.

			 

			Ανεξάρτητα από τον Hajös, ο γνωστός μοριακός βιολόγος Seymour Benzer, το 1959 κατά τη διάρκεια της ανακάλυψης της δομής του γονιδίου, έθεσε το εξής ερώτημα:

			 

			Ήταν γνωστό ότι ένα χρωμόσωμα (chromosome) δομείται σε μία γραμμική διάταξη από κληρονομικά στοιχεία, τα γνωστά μας γονίδια (genes), τα οποία αποτελούνται από υποστοιχεία που έχουν τη δική τους εσωτερική δομή. Στο επίπεδο της έρευνας του Benzer, τέθηκε πάλι το ίδιο ερώτημα για τα γονίδια: συνδέονται τα υποστοιχεία εντός του γονιδίου με τρόπο που να δομούνται σε μία γραμμική διάταξη ανάλογη με αυτή των γονιδίων στο χρωμόσωμα;

			 

			Η προσέγγιση του ερωτήματος έγινε από την οπτική της τοπολογίας, διότι κρίθηκε ότι η απάντησή του βασίζεται στον τρόπο σύνδεσης των διαφόρων μερών της δομής του γονιδίου μεταξύ τους. Έτσι, η πειραματική μελέτη της τοπολογίας τους επικεντρώθηκε σε ποιοτικές ερωτήσεις (για παράδειγμα, δύο μέρη της δομής είναι σε επαφή ή όχι;) και όχι σε ποσοτικές (πόσο μακριά είναι αυτά μεταξύ τους;).

			Η λύση σε αυτό το πρόβλημα θα μπορούσε να βρεθεί μελετώντας εκείνα τα γραφήματα που αναπαριστούν επικαλυπτόμενα διαστήματα σε μία ευθεία γραμμή και επαληθεύοντας το κατά πόσο τα δεδομένα (χαρακτηριστικά δομής) των γονιδίων συμφωνούν ή όχι με τη γενετική υπόθεση της γραμμικής διάταξης.

			Τέτοια γραφήματα που αναπαριστούν επικαλυπτόμενα διαστήματα (intersecting intervals) σε μία ευθεία γραμμή ονομάζονται γραφήματα διαστημάτων (interval graphs). Τα γραφήματα διαστημάτων εισήχθησαν από τους G. Hajös (1957) και Seymour Benzer (1959), είναι γραφήματα τομής (intersection graphs) και ανήκουν στην κλάση των τέλειων γραφημάτων.

			Ορισμός 11.1 Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Το γράφημα G ονομάζεται γράφημα διαστημάτων, εάν μπορεί να ανατεθεί σε κάθε κόμβο του vi ∈ V(G) ένα διάστημα Ii της πραγματικής ευθείας, έτσι ώστε vivj ∈ E εάν-ν Ii ∩ Ij ≠ ∅, 1 ≤ i, j ≤ n.

			Το σύνολο Ι των διαστημάτων Iv της πραγματικής ευθείας που ορίζουν το G ονομάζεται αναπαράσταση διαστήματος (interval representation) του γραφήματος G. Δεν έχει σημασία εάν χρησιμοποιούμε ανοιχτά ή κλειστά διαστήματα – η προκύπτουσα κλάση γραφημάτων είναι η ίδια.

			Στο Σχήμα 11.1 δίνουμε την αναπαράσταση διαστήματος Ι ενός γραφήματος G και το γράφημα G. Το γράφημα G έχει τέσσερις κλίκες C1 = {v1, v2, v3}, C2 = {v2, v3, v4, v5}, C3 = {v3, v4, v5, v6}, και C4 = {v6, v7}.
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			Σχήμα 11.1: Η αναπαράσταση διαστήματος Ι ενός γραφήματος G.

			 

			Εφαρμογή Χρονοπρογραμματισμού. Έστω C = {ci} μία συλλογή μαθημάτων πληροφορικής που προφέρει ένα τμήμα ενός πανεπιστημίου και έστω Ti είναι το χρονικό διάστημα της ημέρας που διδάσκεται το μάθημα ci, 1 ≤ i ≤ n. Θέλουμε να αναθέσουμε τα μαθήματα σε αίθουσες, ώστε να μη συμπέσουν δύο μαθήματα, την ίδια ώρα στην ίδια αίθουσα.

			Το πρόβλημα μπορεί να επιλυθεί ανάγοντας τη λύση του στο πρόβλημα του χρωματισμού των κόμβων του γραφήματος G = (C, E), όπου
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			Κάθε χρώμα του G αντιστοιχεί σε διαφορετική αίθουσα. Το G είναι προφανώς ένα γράφημα διαστημάτων, καθώς αναπαρίσταται από χρονικά διαστήματα. Σημειώνουμε εδώ ότι το παράδειγμα αυτό είναι ιδιαιτέρα ενδιαφέρον, διότι υπάρχουν αποτελεσματικοί αλγόριθμοι, μάλιστα γραμμικής πολυπλοκότητας χρόνου, οι οποίοι χρωματίζουν βέλτιστα ένα γράφημα διαστημάτων. 

			Στη συνέχεια, δίδουμε χαρακτηρισμούς και αποδεικνύουμε ιδιότητες που δείχνουν τη σχέση των γραφημάτων διαστημάτων με γραφήματα άλλων κλάσεων τέλειων γραφημάτων.

			 

			11.2  Χαρακτηρισμοί και Ιδιότητες 

			 

			Πρόταση 11.1 (Hajös, 1958). Ένα γράφημα διαστημάτων G ικανοποιεί την τριγωνική ιδιότητα.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το γράφημα διαστημάτων G περιέχει έναν άχορδο κύκλο (v0, v1, v2, …, vl-1, v0) μήκους l > 3. Έστω Ιk είναι το διάστημα που αντιστοιχεί στον κόμβο vk. Για i = 1, 2, …, l-1, επιλέγουμε ένα σημείο pi ∈ Ii-1 ∩ Ij. Επειδή Ii-1 και Ii+1 δεν επικαλύπτονται, τα σημεία pi αποτελούν μία γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα ακολουθία. Επομένως, τα διαστήματα I0 και Il-1 δεν μπορούν να επικαλύπτονται, κάτι το οποίο αντιβαίνει στο ότι v0 vl-1 είναι ακμή του γραφήματος G. ∎

			 

			Πρόταση 11.2 (Ghouila - Houri, 1962). Έστω G ένα γράφημα διαστημάτων. Το συμπληρωματικό γράφημα Ḡ του γραφήματος G ικανοποιεί τη μεταβατική ιδιότητα (ή το γράφημα Ḡ είναι μεταβατικό).

			Απόδειξη. Έστω Ι = {Iv}v∈V μία αναπαράσταση διαστήματος του γραφήματος G = (V, E). Ορίζουμε έναν προσανατολισμό F του γραφήματος Ḡ  = (V, Ē) ως εξής:
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			όπου, Ix < Iy σημαίνει ότι το διάστημα Ix βρίσκεται εξ ολοκλήρου στα αριστερά του διαστήματος Iy. Προφανώς, τότε, ο προσανατολισμός F είναι μεταβατικός, επειδή Ix < Iy < Iz συνεπάγεται Ix < Iz. Επομένως, το γράφημα Ḡ είναι μεταβατικό. ∎

			 

			Θεώρημα 11.1 (Gilmore – Hoffman, 1964). Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.

			
					1.	Το G είναι γράφημα διαστημάτων.

					2.	Το G δεν περιέχει επαγόμενο C4 και το συμπληρωματικό του Ḡ είναι μεταβατικό.

					3.	Οι μεγιστικές κλίκες του G μπορούν να διαταχθούν, έτσι ώστε για κάθε κόμβο v ∈ V(G) οι κλίκες που περιέχουν τον κόμβο v να εμφανίζονται σε διαδοχικές θέσεις στη διάταξη.

			

			 

			Απόδειξη. (1) ⇒ (2) Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 11.1 (το γράφημα G είναι τριγωνικό) και την Πρόταση 11.2 (το γράφημα Ḡ είναι μεταβατικό).

			(2) ⇒ (3) Έστω ότι το γράφημα G δεν περιέχει επαγόμενο C4 και έστω F ένας μεταβατικός προσανατολισμός του Ḡ.
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			Σχήμα 11.2.

			 

			Λήμμα 11.1 Έστω C1, C2 δύο διακριτές μη-κενές μεγιστικές κλίκες του G και έστω (V, F) ένας προσανατολισμός του γραφήματος Ḡ. Τότε, ισχύουν οι εξής προτάσεις.

			
					1.	Υπάρχει κατευθυνόμενη ακμή στο F με το ένα άκρο στο C1και το άλλο στο C2.

					2.	Όλες οι κατευθυνόμενες ακμές μεταξύ C1 και C2 έχουν την ίδια κατεύθυνση. 

			

			 

			Απόδειξη Λήμματος 11.1. (1) Ισχύει τετριμμένα, καθώς διαφορετικά θα ίσχυε ότι Β = C1 U C2 είναι κλίκα στο G με |Β| > |C1| και |Β| > |C2|, κάτι το οποίο έρχεται σε αντίφαση με τον ορισμό των C1 και C2 (μεγιστικές κλίκες).

			(2) Υποθέτουμε ότι ab, dc ∈ F με a, c ∈ C1, b, d ∈ C2 (βλέπε Σχήμα 11.2). Θα καταλήξουμε σε αντίφαση. Εάν a ≡ c (ή b ≡ d), τότε θα πρέπει db ∈ F, το οποίο δεν μπορεί να ισχύει, επειδή το C2 είναι κλίκα στο G και, επομένως, db ∉ Ē. Άρα, οι 4 κόμβοι a, b, c και d είναι διαφορετικοί μεταξύ τους. Επιπρόσθετα, δεν μπορεί να ισχύει ad ∈ E και bc ∈ E, διότι τότε το G θα περιείχε επαγόμενο C4. Έτσι, χωρίς βλάβη της γενίκευσης, υποθέτουμε ότι ad ∉ E και, συνεπώς, ad ∉ Ē. Τότε διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις όσον αφορά στην κατεύθυνση της ακμής ad:

			
					1.	αd ∈ F. Τότε, από τη μεταβατικότητα της F συνεπάγεται ότι ac ∈ F. Άτοπο, διότι ac ∉ Ē.

					2.	dα ∈ F. Σε αυτή την περίπτωση συνεπάγεται ότι db ∈ F. Άτοπο, διότι db ∉ Ē.

			

			 

			Και στις δύο περιπτώσεις καταλήγουμε σε άτοπο, το οποίο αποδεικνύει το Λήμμα 11.1. ∎
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			Σχήμα 11.3.

			 

			Επιστρέφουμε τώρα στην απόδειξη του θεωρήματος. Ορίζουμε μία σχέση < επάνω στη συλλογή C των μεγιστικών κλικών του γραφήματος G ως ακολούθως: για τις μεγιστικές κλίκες C1 και C2, C1 < C2, εάν-ν υπάρχει ακμή στο F με την αρχή της στο C1 και το τέλος της στο C2. Σύμφωνα με το Λήμμα 11.1, η σχέση αυτή ορίζει ένα τουρνουά (πλήρης προσανατολισμός) στο σύνολο των μεγιστικών κλικών του γραφήματος G. Θα αποδείξουμε ότι (C, <) είναι ένα μεταβατικό τουρνουά και, επομένως, ορίζει μία πλήρη διάταξη (complete order) στο G. Υποθέτουμε ότι C1 < C2 < C3. Τότε, υπάρχουν ακμές wx ∈ F: w ∈ C1, x ∈ C2 και yz ∈ F: y ∈ C2, z ∈ C3 (βλέπε Σχήμα 11.3).

			
					•	Εάν xz ∉ E τότε xz ∈ Ē και, επομένως, wx ∈ F και xz ∈ F συνεπάγεται wz ∈ F. Άρα, C1 < C3.

					•	Εάν wy ∉ E τότε wy ∈ Ē και ανάλογα έχουμε wy ≠ ø F και C1 < C3.

					•	Υποθέτουμε τώρα ότι οι ακμές wy, yx, xz ∈ E. Το γράφημα G δεν περιέχει C4 και, επομένως, wz ∉ E. Εφόσον F είναι μεταβατικός προσανατολισμός, έχουμε wz ∈ F. Άρα, C1 < C3. 

			

			 

			Αποδείξαμε ότι (C, <) είναι ένα μεταβατικό τουρνουά, και < είναι μία πλήρης διάταξη (γραμμική) των μεγιστικών κλικών του G.

			Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι C έχει διαταχθεί γραμμικά C1, C2, …, Cm, σύμφωνα με την προηγούμενη σχέση και ότι υπάρχουν κλίκες Ci < Cj < Ck με x ∈ Ci, x ∉ Cj και x ∈ Ck. Τότε:

			11.3.

			Έχουμε καταλήξει σε αντίφαση και, ως εκ τούτου, ο αρχικός ισχυρισμός είναι αληθής.

			(3) ⇒ (2) Για κάθε κόμβο v ∈ V(G), έστω I(x) είναι το σύνολο όλων των μεγιστικών κλικών του G που περιέχουν τον κόμβο x. Τα σύνολα I(x), για κάθε x ∈ V(G), είναι στοιχεία του συνόλου (C, <). Απομένει να δειχθεί ότι xy ∈ E, εάν-ν I(x) ∩ I(y) ≠ ø. Η πρόταση προφανώς ισχύει, διότι δύο κόμβοι συνδέονται με ακμή, εάν-ν και οι δύο ανήκουν σε κάποια μεγιστική κλίκα. ∎

			 

			Πόρισμα 11.1 Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι γράφημα διαστημάτων, εάν-ν το G είναι τριγωνικό και το συμπληρωματικό του Ḡ είναι μεταβατικό γράφημα.

			Θεώρημα 11.2 (Fulkerson-Gross, 1965). Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι γράφημα διαστημάτων, εάν-ν πίνακας κλικών Μ του G έχει την ιδιότητα των διαδοχικών 1 στις στήλες του.

			Απόδειξη. Μία διάταξη των μεγιστικών κλικών του γραφήματος G αντιστοιχεί σε μία μετάθεση των γραμμών του πίνακα Μ. Η απόδειξη προκύπτει άμεσα από την πρόταση (3) του Θεωρήματος 11.1. ∎
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			Σχήμα 11.4: (α) Ένα γράφημα διαστημάτων G. (β) Ο πίνακας κλικών Μ του G.

			 

			Ορισμός 11.2 Μία ακολουθία κόμβων 〈x, z, y〉 ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος G ονομάζεται αστεροειδής τριπλέτα (asteroidal triplet), εάν το σύνολο {x, y, z} είναι ευσταθές και κάθε διαδρομή από τον πρώτο κόμβο x στον τρίτο z δεν περνάει από γείτονες του δεύτερου κόμβο y.
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			Σχήμα 11.5: Γραφήματα και αστεροειδείς τριπλέτες.

			 

			Στο Σχήμα 11.5 η τριπλέτα 〈x, z, y〉 είναι αστεροειδής και στα δύο γραφήματα G1 και G2. Πράγματι, το σύνολο {x, y, z} είναι ευσταθές και κάθε διαδρομή από τον πρώτο κόμβο x στον τρίτο y δεν περνάει από γείτονα του δεύτερου κόμβου z. Αντίθετα, η τριπλέτα 〈x, z, y〉 δεν είναι αστεροειδής και στα δύο αυτά γραφήματα. Στο γράφημα G3, η τριπλέτα 〈x, z, y〉 των κόμβων x, y, z είναι αστεροειδής, ενώ η τριπλέτα 〈x, z, y〉 των ίδιων κόμβων δεν είναι αστεροειδής.

			Στη συνέχεια, δίδουμε ένα χαρακτηρισμό των γραφημάτων διαστημάτων, που διατυπώθηκε από τους Lekkerkerker and Boland και ο οποίος δείχνει ότι σε ένα γράφημα διαστημάτων μία διακλάδωση: 

			
					1.	δεν μπορεί να επιστρέψει πίσω κάνοντας κύκλο, και 

					2.	δεν μπορεί να επεκταθεί σε περισσότερες από δύο κατευθύνσεις.

			

			 

			Ο χαρακτηρισμός (1) δείχνει ότι σε ένα γράφημα διαστημάτων G δεν υπάρχουν άχορδοι κύκλοι μήκους μεγαλύτερου του 3, ενώ ο χαρακτηρισμός (2) δείχνει ότι οποιαδήποτε τριάδα ευσταθών κόμβων του G μπορεί να διαταχθεί, έτσι ώστε κάθε διαδρομή από τον πρώτο κόμβο στον τρίτο περνάει από γείτονες του δεύτερου κόμβου. Ο χαρακτηρισμός αυτός μπορεί να διατυπωθεί ισοδύναμα ως εξής: για οποιαδήποτε τριάδα ευσταθών κόμβων x, y, z του G υπάρχει τριπλέτα 〈x΄, z΄, y΄〉 αυτών (μία μετάθεση των κόμβων x, y, z) η οποία δεν είναι αστεροειδής, που σημαίνει ότι κάθε διαδρομή από τον κόμβο x΄ στον z΄ περνάει από γείτονες του y΄.

			Ο χαρακτηρισμός (2) περιγράφει ένα γνωστό νόμο του εμπορίου: κάθε μετακίνηση προϊόντος από τον παραγωγό στον καταναλωτή πρέπει να περάσει από ένα μεσάζοντα.

			Τα γραφήματα G1 και G2 του Σχήματος 11.5 δεν είναι γραφήματα διαστημάτων, διότι ικανοποιούν το χαρακτηρισμό (1) άλλα όχι τον (2). Πράγματι, και τα δύο γραφήματα είναι τριγωνικά, αλλά και στα δύο για την τριάδα κόμβων x, y, z δεν υπάρχει διάταξή τους που να μην είναι αστεροειδής τριπλέτα. Αντίθετα, το γράφημα G3 του ίδιου σχήματος είναι γράφημα διαστημάτων, διότι ικανοποιεί το χαρακτηρισμό (1), καθώς το G3 είναι τριγωνικό, και το χαρακτηρισμό (2), καθώς για την τριάδα κόμβων x, y, z υπάρχει διάταξη 〈x, z, y〉 αυτών που δεν είναι αστεροειδής τριπλέτα.
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			Σχήμα 11.6: Παράδειγμα της απόδειξης του Θεωρήματος των Lekkerkerker and Boland.

			 

			Θεώρημα 11.3 (Lekkerkerker and Boland, 1962). Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα τάξης n. Το γράφημα G είναι γράφημα διαστημάτων, εάν-ν: (1) το G είναι τριγωνικό, και (2) το G δεν έχει αστεροειδείς τριπλέτες.

			Απόδειξη. Έστω ότι το γράφημα G είναι ένα γράφημα διαστημάτων τάξης n. Τότε από το Πόρισμα 11.1 το γράφημα G είναι τριγωνικό. Υποθέτουμε τώρα ότι το G έχει μία αστεροειδή τριπλέτα 〈x, z, y〉. Θεωρούμε μία πραγματοποίηση διαστήματος I του G και, χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι το αριστερό άκρο του διαστήματος Ix είναι μικρότερο από τα αριστερά άκρα των διαστημάτων Iy και Iz, και το δεξιό άκρο του διαστήματος Iz είναι μεγαλύτερο από τα δεξιά άκρα των διαστημάτων Ix και Iy. Τότε υπάρχει ακολουθία από κόμβους (x = v1, v2, …, vk -1, vk = z), τέτοια ώστε Ii ∩ Ii + 1 ≠ ∅, για κάθε i = 1, 2, …, k - 1. Επιπρόσθετα, Iy ∩ Ii ≠ ∅, για κάποια i ∈ {2, 3, …, k - 1}, το οποίο οδηγεί σε αντίφαση, διότι υποθέσαμε ότι 〈x, z, y〉 είναι αστεροειδής τριπλέτα (βλέπε Σχήμα 11.6). Επομένως, το γράφημα G δεν έχει αστεροειδείς τριπλέτες. Η απόδειξη της αντίστροφης κατεύθυνσης αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη. ∎

			 

			11.3  Τετραγωνικός Αλγόριθμος Αναγνώρισης

			 

			Στη συνέχεια παρουσιάζουμε έναν αλγόριθμο αναγνώρισης γραφημάτων διαστημάτων πολυπλοκότητας χρόνου Ο(n2), όπου n είναι η τάξη του γραφήματος εισόδου. 

			Ορισμός 11.3 Μία L-διάταξη (layout) ενός γραφήματος G είναι μία 1 - 1 και επί συνάρτηση L: V → {1, 2, …, n}, όπου n = |V(G)|.

			Θεώρημα 11.4 Ένα γράφημα G = (V, E) είναι γράφημα διαστημάτων εάν-ν υπάρχει μία L-διάταξη τέτοια ώστε:

			
 
  [ 
   L(
    u
   )<L(
    v
   )<L(
    w
   ), uw∈E ]⇒vw∈E.

    (1)

			(H απόδειξη του θεωρήματος αυτού αφήνεται ως άσκηση.)

			Θεώρημα 11.5 Έστω G = (V, E) ένα συν-μεταβατικό (co-comparability) γράφημα, και έστω F ένας μεταβατικός προσανατολισμός του Ḡ. Ορίζουμε d(u) τον εισερχόμενο βαθμό του u στον προσανατολισμό (V, F). Εάν υπάρχει L-διάταξη του G, τέτοια ώστε: 
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    (2)

			τότε το G είναι γράφημα διαστημάτων, εάν ικανοποιεί την συνθήκη (1).

			Απόδειξη: (⇒) Εάν ισχύει η συνθήκη (1), τότε από το Θεώρημα 11.4 έχουμε ότι το G είναι γράφημα διαστημάτων. 

			(⇐) Υποθέτοντας, εν αντιθέσει, ότι η L-διάταξη ικανοποιεί τη συνθήκη (2) αλλά όχι τη συνθήκη (1), θα αποδείξουμε ότι το γράφημα G περιέχει C4.

			
					1.	Εάν uv ∈ F, τότε από τη μεταβατικότητα του προσανατολισμού F ισχύει d(u) > d(v) και, ως εκ τούτου, L(u) < L(v).

					2.	Εάν L(u) < L(v) και uv ∉ Ε τότε uv ∈ F (αλλιώς, vu ∈ F και από (a) έχουμε ότι L(v) < L(u).)

			

			 

			Από το (i) και τη μεταβατικότητα του προσανατολισμού F προκύπτει ότι: 
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    (4)

			Τώρα, υποθέστε ότι L-διάταξη ικανοποιεί τη συνθήκη (1). Έτσι, υπάρχουν  u, v, w τέτοια ώστε:
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  (5)

			Από το (ii) προκύπτει ότι vw ∈ F και από τη συνθήκη (3) προκύπτει ότι uv ∈ E. Δεδομένου ότι L(u) < L(v) προκύπτει d(u) ≥ d(v). ισχύει vw ∈ F, uw ∉ F και, ως εκ τούτου, υπάρχει y, τέτοιο ώστε uy ∈ F, vy ∉ F. Επιπρόσθετα, yv ∉ F (αλλιώς uy, yv ∈ F ⇒ uv ∈ F, άτοπο) και έτσι vy ∈ Ε. Επομένως, έχουμε:

			
					•	Εάν yw ∈ F τότε uy, yw ∈ F ⇒ uw ∈ F, άτοπο.

					•	Εάν wy ∈ F τότε vw, wy ∈ F ⇒ vy ∈ F, άτοπο.

			

			 

			Άρα, yw ∈ Ε και επομένως οι κόμβοι u, v, w, y επάγουν ένα C4 στο γράφημα G. ∎

			Θεώρημα 11.6 Έστω G = (V, E ) ένα γράφημα με μία L-διάταξη και έστω οι συναρτήσεις l, h: V → {0, …, |V|}, τέτοιες ώστε:
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			Τότε η L-διάταξη ικανοποιεί τη συνθήκη (1), εάν-ν ∀ w ∈ V, h(w) < l(w).

			Απόδειξη (⇒) Εάν η L-διάταξη δεν ικανοποιεί τη συνθήκη (1), τότε υπάρχουν u, v, w τέτοια ώστε: L(u) < L(v) < L(w) και uw ∈ E, αλλά vw ∉ E. Έτσι, l(w) ≤ L(u) < L(v) ≤ h(w).

			(⇐) Εάν υπάρχει w ∈ V, τέτοιο ώστε l(w) ≤ h(w), τότε παίρνοντας u = L-1(l(w)), v = L-1(h(w)) μας δίνει κόμβους u, v, w, τέτοιους ώστε L(u) < L(v) < L(w) και uw ∈ E, αλλά vw ∉ E, το οποίο αντιβαίνει στη συνθήκη (1). ∎
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			Σχήμα 11.7: Παράδειγμα των συναρτήσεων l και h, όπου L(vi) = i, 1 ≤ i ≤ 5.

			 

			Ονομάζουμε IntervalRec_Square τον αλγόριθμο αναγνώρισης γραφημάτων διαστημάτων που προτάθηκε από τους Ramalingam και Rangan το 1990 και τον περιγράφουμε τυπικά στη συνέχεια.
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			Παράδειγμα. Έστω ότι ο αλγόριθμος IntervalRec_Square παίρνει για είσοδο το γράφημα του Σχήματος 11.7. Στο Βήμα 1 υπολογίζει το συμπληρωματικό γράφημα Ḡ και ένα μεταβατικό προσανατολισμό του. Στο επόμενο σχήμα δείχνουμε το Ḡ  και ένα μεταβατικό προσανατολισμό (V, F):
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			Παρατηρούμε ότι οι βαθμοί εξόδου των κόμβων του προσανατολισμού (V, F) είναι: d(v1) = 2, d(v2) = 2, d(v3) = 0, d(v4) = 0, και d(v5) = 0. Επομένως, μία L-διάταξη του G είναι η εξής: L = (v1, v2, v3, v4, v5). Από το Σχήμα 11.7 παρατηρούμε ότι για κάθε κόμβο v ∈ V ισχύει h(v) < l(v) και, επομένως, ο αλγόριθμος επιστρέφει ΝΑΙ και το γράφημα εισόδου G είναι γράφημα διαστημάτων.

			Ορθότητα Αλγόριθμου. Εάν το γράφημα G είναι γράφημα διαστημάτων, τότε το Ḡ έχει ένα μεταβατικό προσανατολισμό. Από το Θεώρημα 11.5, η L-διάταξη που υπολογίσθηκε στο βήμα 2 του αλγορίθμου ικανοποιεί τη συνθήκη (1). Από το Θεώρημα 11.5 η συνθήκη h < l ισχύει. Εάν το G δεν είναι γράφημα διαστημάτων, τότε καμία L-διάταξη δεν ικανοποιεί τη συνθήκη (1) και, επομένως, από το Θεώρημα 11.6 η συνθήκη h < l δεν ισχύει.

			Πολυπλοκότητα Αλγόριθμου. 

			
					i.	Η εύρεση ενός μεταβατικού προσανατολισμού του Ḡ απαιτεί Ο(n2) χρόνο (Spinrad, 1985) ή Ο(n + 
 
  m
  ¯
 
 

 logn) χρόνο (McConnel – Spinrad, 1994) (δεν χρειάζεται να ελέγξουμε εάν ο προσανατολισμός είναι μεταβατικός). 

					ii.	Η ταξινόμηση βάσει των βαθμών εξόδου των κόμβων του γραφήματος μπορεί να εκτελεσθεί σε Ο(
 
  m
  ¯
 
 

 + n logn) χρόνο, όπου 
 
  m
  ¯
 
 

 = |E (Ḡ)|.

					iii.	Ο υπολογισμός των l(u) για όλους τους κόμβους γίνεται σε Ο(
 
  m
  ¯
 
 

) χρόνο, ενώ ο υπολογισμός των h(u) σε Ο(m) χρόνο.

			

			 

			Επομένως, με βάση τα προηγούμενα, εύκολα μπορούμε να αποφανθούμε ότι η πολυπλοκότητα χρόνου του αλγορίθμου IntervalRec_Square είναι Ο(n2), όπου n η τάξη του γραφήματος εισόδου.

			Σχόλια. Μπορούμε να δημιουργήσουμε μία πραγματοποίηση (realization) ενός γραφήματος διαστημάτων χρησιμοποιώντας την L-διάταξη. Αυτό απορρέει από την απόδειξη του Θεωρήματος 11.4, η οποία είναι κατασκευαστική. Από την απόδειξη συνεπάγεται ότι κάθε μεταβατικός προσανατολισμός του Ḡ έχει μία L-διάταξη (μία ή περισσότερες) που ικανοποιεί τη συνθήκη (1).

			 

			11.4  Γραμμικός Αλγόριθμος Αναγνώρισης

			 

			Το 1998 οι Corneil, Olariu και Stewart παρουσίασαν ένα νέο αλγόριθμο αναγνώρισης γραφημάτων διαστημάτων. Ο αλγόριθμος αυτός είναι γραμμικού χρόνου, αλλά διαφέρει από τους προηγούμενους διότι δεν χρησιμοποιεί τις μεγιστικές κλίκες και τα PQ-δέντρα, αλλά βασίζεται σε μία τετραπλή σάρωση με χρήση του Lexicographic Breadth First Search (LBFS) αλγορίθμου, ο οποίος παρουσιάσθηκε από τους Rose, Tarjan και Lueker το 1976. Αντί, λοιπόν, να βασισθεί στην εύρεση μίας διαδοχικής διάταξης των μεγιστικών κλικών, ο αλγόριθμος αυτός βασίζεται στην ακόλουθη ιδιότητα των γραφημάτων διαστημάτων:

			Θεώρημα 11.7 Ένα γράφημα G = (V, E) είναι γράφημα διαστημάτων, εάν-ν υπάρχει μία γραμμική διάταξη ≺ στο σύνολο των κόμβων του, τέτοια ώστε για κάθε επιλογή κορυφών u, v, w με u ≺ v και v ≺ w:

			
 
  uw∈E συνεπαγεται οτι uv∈E.

  (6)

			Αποδεικνύεται ότι ο γνωστός LexBFS αλγόριθμος που χρησιμοποιείται για την αναγνώριση των τριγωνικών γραφημάτων μπορεί, μετά από κατάλληλες τροποποιήσεις και με μία τετραπλή σάρωση, να δώσει μία γραμμική διάταξη των κορυφών που ικανοποιεί τη συνθήκη (6) εάν-ν το δοθέν γράφημα είναι γράφημα διαστημάτων. Ο αλγόριθμος βασίζεται σε μία ειδική κατηγορία γραφημάτων, τα γραφήματα χωρίς αστεροειδείς τριάδες (asteroidal triple-free ή AT-free γραφήματα). Μία αστεροειδής τριάδα (asteroidal triple) είναι μία τριάδα μη γειτονικών ανά δύο κόμβων, τέτοια ώστε μεταξύ κάθε ζεύγους από αυτές να υπάρχει μία διαδρομή που να αποφεύγει τη γειτονιά του τρίτου κόμβου της τριάδας. Η σύνδεση μεταξύ των γραφημάτων διαστημάτων και των AT-free γραφημάτων φαίνεται στο εξής θεώρημα των Lekkerkerker και Boland:

			Θεώρημα 11.8 (Lekkerkerker και Boland, 1962). Ένα γράφημα είναι γράφημα διαστημάτων, εάν-ν είναι τριγωνικό και δεν περιέχει αστεροειδείς τριάδες.

			Κατά συνέπεια, ο αλγόριθμος αυτός αποτελεί τον πρώτο αλγόριθμο που εφάρμοσε τα ποικίλα αποτελέσματα των γραφημάτων χωρίς αστεροειδείς τριάδες στα γραφήματα διαστημάτων.

			Ακολούθως, παραθέτουμε κάποιους χρήσιμους ορισμούς για την παρουσίαση και την απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθμου των Corneil, Olariu και Stewart. Κάθε διαδρομή που ενώνει δύο κόμβους και θα αναφέρεται ως xy-διαδρομή. Ένας κόμβος βλέπει μία διαδρομή π, εάν είναι γειτονικός σε τουλάχιστον έναν κόμβο στο π, αλλιώς τη χάνει. Για τους κόμβους u, v ενός γραφήματος G, το σύνολο των κόμβων που βλέπουν όλες τις u,v-διαδρομές θα συμβολίζεται με D(u, v). Το ζεύγος (u, v) λέγεται ότι είναι κυρίαρχο, εάν D(u, v) = V(G). Δύο κόμβοι u, v λέμε ότι δεν σχετίζονται ως προς έναν άλλο κόμβο y, εάν u ∉ D(v, y) και v ∉ D(u, y). Ένας κόμβος y του G είναι αποδεκτός (admissible), εάν δεν υπάρχουν κόμβοι του G μη σχετιζόμενοι ως προς τον y. Επίσης, υπενθυμίζεται ότι ένας κόμβος καλείται Ν-πλήρης (simplicial), εάν οι γείτονες του είναι γειτονικοί ανά δύο. Μία ακμή uw καλείται ακμή-ομπρέλα (umbrella), εάν υπάρχει κόμβος v, τέτοιος ώστε u ≺ v ≺ w και uv ∉ Ε(G).

			Οι Rose, Tarjan και Lueker στην εργασία «Algorithmic aspects of vertex elimination on graphs» απέδειξαν ότι ένα γράφημα είναι τριγωνικό, εάν-ν η διάταξη των κόμβων του, που παράγεται από μία εφαρμογή του αλγορίθμου LexBFS (Αλγόριθμος 9.1), είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής. Επίσης, έχει αποδειχθεί ότι μία διπλή σάρωση του αλγορίθμου LexBFS μπορεί να χρησιμοποιηθεί, για να βρούμε σε γραμμικό χρόνο ένα κυρίαρχο ζεύγος κόμβων ενός συνδεδεμένου γραφήματος χωρίς αστεροειδείς τριάδες. Προκύπτει, λοιπόν, ότι μία έξυπνη τροποποίηση του αλγορίθμου LexBFS μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την αναγνώριση των γραφημάτων διαστημάτων.

			Ο γενικός αλγόριθμος LexBFS (Αλγόριθμος 9.1) επιτρέπει την αυθαίρετη επιλογή του κόμβου v στο βήμα 2 (Επιλογή) μεταξύ των κόμβων με την ίδια λεξικογραφικά μεγαλύτερη επιγραφή. Το σύνολο αυτών των κόμβων με την ίδια λεξικογραφικά μεγαλύτερη επιγραφή θα αναφέρεται ως φέτα (slice) και θα συμβολίζεται με S.

			Στη συνέχεια, περιγράφονται δύο παραλλαγές του αλγορίθμου LexBFS, στις οποίες ο κόμβος v επιλέγεται αιτιοκρατικά. Και στους δύο αυτούς αλγορίθμους η επιλογή του v εξαρτάται είτε από μία είτε από δύο διατάξεις των κόμβων του γραφήματος, οι οποίες έχουν προκύψει από προηγούμενες LBFS σαρώσεις. 

			Procedure LBFS+(G, u). Για αυτή την παραλλαγή του αλγορίθμου LexBFS απαιτείται μόνον μία προηγούμενη σάρωση. Στο βήμα 2 (Επιλογή) ως v επιλέγεται ο κόμβος στο S που εμφανίζεται δεξιότερα στη διάταξη που προκύπτει από την προηγούμενη σάρωση. 

			Procedure LBFS*(G, u). Αυτή η παραλλαγή του LexBFS απαιτεί δύο προηγούμενες LexBFS σαρώσεις. Από το σύνολο S επιλέγουμε δύο κόμβους a και b, όπου a είναι ο κόμβος στο S που εμφανίζεται δεξιότερα στη διάταξη που προκύπτει από την πρώτη σάρωση και b ο κόμβος στο S που εμφανίζεται δεξιότερα στη διάταξη της δεύτερης σάρωσης. Ως v θα επιλέξουμε είτε τον a είτε τον b. Για να κάνουμε αυτήν την επιλογή, χρησιμοποιούμε την εξής ορολογία: Λέμε ότι ένας κόμβος x στο S «βλέπει-δεξιά», εάν υπάρχει κόμβος y, τέτοιος ώστε ο y να εμφανίζεται δεξιότερα από το S και xy ∈ E. Επιπλέον, ο κόμβος x θεωρείται ότι «βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα», εάν δεν βλέπει-δεξιά, αλλά έχει ένα γείτονα στο S που βλέπει-δεξιά. 

			Ο αλγόριθμος LBFS* επιλέγει μεταξύ των a και b βασιζόμενος στον εξής πίνακα απόφασης:
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			Σχήμα 11.8: Πίνακας απόφασης του αλγορίθμου LBFS*.

			 

			Για παράδειγμα, σύμφωνα με τον πίνακα του Σχήματος 11.8, εάν ο κόμβος a βλέπει-δεξιά και ο b βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα, τότε επιλέγεται ο κόμβος b.

			Αλγόριθμος IntervalRec_Linear. Για τυχούσα LexBFS διάταξη τ και για κόμβο v, ο δείκτης δεξιότερου γείτονα iτ(v) του v στην τ ορίζεται ως η μέγιστη θέση στη διάταξη τ που κατέχει κάποιος κόμβος γείτονας του v. Δηλαδή, αρκεί να βρω τις θέσεις στη διάταξη τ όλων των κόμβων που είναι γειτονικοί στον κόμβο v και ως iτ(v) παίρνω τη μεγαλύτερη τιμή θέσης μεταξύ αυτών. Συνεπώς, iτ(v) > τ(v), μόνον εάν ο κόμβος v είναι γειτονικός σε κάποιον κόμβο που εμφανίζεται δεξιότερα από αυτόν στη διάταξη τ. Για λόγους απλότητας, τίθεται iτ(v) = τ(v), εάν ο κόμβος v δεν είναι γειτονικός σε κανέναν από τους κόμβους που εμφανίζονται μετά από αυτόν στη διάταξη τ. 

			Στη συνέχεια, θα περιγραφούν τα βήματα του αλγορίθμου αναγνώρισης των Corneil, Olariu και Stewart, τον οποίον (στο παρόν σύγγραμμα) θα ονομάσουμε IntervalRec_Linear.

			 

			Αλγόριθμος IntervalRec_Linear

			Βήμα 1. Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο LexBFS ξεκινώντας από έναν τυχαίο κόμβο x. Έστω  ο τελευταίος κόμβος που επισκεφτήκαμε και σ η διάταξη των κόμβων που προκύπτει από τον LexBFS.

			Βήμα 2. Χρησιμοποιώντας τη διάταξη σ, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο LBFS+ ξεκινώντας από τον κόμβο y. Έστω z ο τελευταίος κόμβος που επισκεφτήκαμε και σ+ η διάταξη των κόμβων που δίνει ο LBFS+.

			Βήμα 3. Για κάθε κόμβο v του δοθέντος γραφήματος G, υπολογίζουμε το δείκτη δεξιότερου γείτονά του i+(v). Επίσης, υπολογίζουμε το σύνολο Α(v) των γειτόνων του v που εμφανίζονται πριν από αυτόν στη διάταξη σ+ και είναι γειτονικοί σε κάποιον κόμβο μετά τον v στην σ+ (δηλαδή ο δείκτης δεξιότερου γείτονα αυτών των κόμβων στην σ+ είναι μεγαλύτερος από το σ+(v). Ας σημειωθεί ότι τα στοιχεία των συνόλων A είναι συνδεδεμένα, έτσι ώστε ένα συγκεκριμένο στοιχείο να μπορεί να αφαιρεθεί από όλα τα Α σύνολα σε χρόνο γραμμικό στο πλήθος εμφανίσεών του. Επιπλέον, μπορούμε να διατηρούμε τους πληθαρίθμους αυτών των συνόλων και να τους τροποποιούμε κάθε φορά που αφαιρείται κάποιο στοιχείο τους. 

			Βήμα 4. Χρησιμοποιώντας τη διάταξη σ+, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο LBFS+ ξεκινώντας από τον κόμβο z. Έστω y ο τελευταίος κόμβος που επισκεφτήκαμε και σ++ η διάταξη των κόμβων που δίνει ο LBFS+.

			Βήμα 5. Για κάθε κόμβο v του γραφήματος G, υπολογίζουμε το δείκτη δεξιότερου γείτονα i++(v) του v στη διάταξη σ++ και το σύνολο B(v) των γειτόνων του v που εμφανίζονται πριν από αυτόν στη σ++ και είναι γειτονικοί σε κάποιον κόμβο μετά τον v στη σ++. Τα στοιχεία είναι συνδεδεμένα και πάλι, ώστε να επιτρέπουν τη γρήγορη διαγραφή τους. Επίσης, και πάλι αποθηκεύονται οι πληθάριθμοι των συνόλων B.

			Βήμα 6. Χρησιμοποιώντας τις διατάξεις σ+ και σ++, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο LBFS* ξεκινώντας από τον κόμβο y (βλέπε Βήμα 4) και έστω σ* η διάταξη των κόμβων που δίνει ο LBFS*. Καθώς επισκεπτόμαστε κάθε κόμβο κατά την εκτέλεση του LBFS*, τo διαγράφουμε από τα σύνολα Α και Β και τροποποιούμε τους πληθαρίθμους τους. Το κόστος για τη πραγματοποίηση της διαγραφής του κόμβου v είναι γραμμικό στο βαθμό του v. Στη συνέχεια, περιγράφουμε πως επιλέγεται ο κατάλληλος κόμβος στο βήμα (*) του αλγορίθμου LBFS*. Υπενθυμίζεται ότι ο LBFS* απαιτεί δύο διατάξεις των κόμβων του γραφήματος, οι οποίες έχουν προκύψει από προηγούμενες LBFS+ σαρώσεις. Έστω ότι a είναι ο τελευταίος κόμβος στη διάταξη σ+ μίας φέτας S και b ο αντίστοιχος τελευταίος κόμβος από την S στη διάταξη σ++. 

			
					a.	Εάν i+(a) > σ+(a), επίλεξε τον κόμβο b.

					b.	Εάν i++(b) > σ++(b), επίλεξε τον κόμβο a.

					c.	Εάν |B(b)| = 0 ή |Α(a)| ≠ 0, επίλεξε τον κόμβο b.

					d.	Έστω y τυχαίο στοιχείο του συνόλου B(b). Εάν i+(y) = σ+(a), τότε επίλεξε τον κόμβο b, αλλιώς επίλεξε τον a.

			

			 

			Ας σημειωθεί ότι από τη στιγμή που αποθηκεύονται οι πληθάριθμοι, όλα τα προηγούμενα βήματα γίνονται σε Ο(1) χρόνο.

			Βήμα 7. Αν η διάταξη σ* δεν έχει ακμές-ομπρέλες, τότε το G είναι γράφημα διαστημάτων, διαφορετικά το G δεν είναι γράφημα διαστημάτων.

			Παράδειγμα. Στη συνέχεια παρουσιάζεται ένα παράδειγμα εφαρμογής του αλγορίθμου αυτού που έχει αντληθεί από την εργασία των Corneil, Olariu και Stewart του 1998 με τίτλο «The ultimate interval graph recognition algorithm». Έστω το γράφημα του Σχήματος 11.9. 
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			Σχήμα 11.9: Ένα γράφημα διαστημάτων τάξης.

			 

			Ο αλγόριθμος δίνει διαδοχικά τις ακόλουθες διατάξεις, εάν ξεκινήσει να επεξεργάζεται αρχικά τον κόμβο 6:
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			Η τελική διάταξη σ* δεν έχει ακμές-ομπρέλες και, άρα, το γράφημα του Σχήματος 11.9 είναι γράφημα διαστημάτων.

			Το προηγούμενο παράδειγμα βοηθά να αντιληφθούμε καλύτερα την απαίτηση και για τις 4 σαρώσεις που περιγράφηκαν. Αρχικά, παρατηρούμε ότι στην τελική διάταξη σ*, όταν θεωρούμε τη φέτα S = {6, 9}, a = 6 και b = 9. Καθώς το  βλέπει-δεξιά και το b ούτε βλέπει-δεξιά ούτε βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα, επιλέγεται το a. Εάν αντί για τον αλγόριθμο LBFS* χρησιμοποιούσαμε τον αλγόριθμο LBFS+, τότε θα επιλεγόταν το b και η ακμή (9, 10) θα ήταν ακμή-ομπρέλα επάνω από τον κόμβο 6. Επίσης, αφού ο LBFS* απαιτεί μόνο δύο προηγούμενες σαρώσεις, είναι φυσικό να αναρωτηθεί κανείς εάν ένας αλγόριθμος με συνολικά τρεις (αντί για τέσσερις) σαρώσεις θα ήταν επαρκής (π.χ. LexBFS, LBFS+, LBFS*). Το παράδειγμα, όμως, δείχνει ότι ένας τέτοιος απλούστερος αλγόριθμος θα μπορούσε να αποτύχει. Δοθείσης της ίδιας αρχικής διάταξης σ, η τρίτη σάρωση (αν και με εφαρμογή του LBFS*) θα παρήγαγε ακριβώς τη διάταξη σ++ που είδαμε προηγουμένως, με την ακμή (8, 11) να είναι ακμή-ομπρέλα επάνω από τους κόμβους 9 και 10. Οι παρατηρήσεις αυτές υπογραμμίζουν το γεγονός ότι, για να μην περιέχει ακμές-ομπρέλες η τελική LBFS* διάταξη, ο αλγόριθμος απαιτεί και τις 4 σαρώσεις που περιγράφηκαν προηγουμένως. 

			Στη συνέχεια θα παρουσιασθούν κάποιες σημαντικές ιδιότητες της τελευταίας ακολουθίας που δίνει ο αλγόριθμος. Αρχικά, κατευθείαν από την τελική ακολουθία μπορούμε να κατασκευάσουμε μία αναπαράσταση διαστημάτων για το δοθέν γράφημα G αναπαριστώντας τον κόμβο v με το διάστημα [σ*(v), i*(v)]. Για παράδειγμα, η αναπαράσταση διαστημάτων του γραφήματος G του Σχήματος 11.9 φαίνεται στο Σχήμα 11.10.
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			Σχήμα 11.10: Η αναπαράσταση διαστημάτων του γραφήματος του Σχήματος 11.9.

			 

			Επίσης, είτε από την αναπαράσταση διαστημάτων ενός γραφήματος G είτε κατευθείαν από την τελική ακολουθία, μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε μία γραμμική διάταξη των διαδοχικών μεγιστικών κλικών του G. Για να κατασκευάσουμε μία τέτοια διάταξη από την αναπαράσταση διαστημάτων, σαρώνουμε τα διαστήματα από αριστερά προς τα δεξιά σταματώντας σε κάθε άκρο. Σε κάθε άκρο διαστήματος, καθορίζουμε τα διαστήματα που περιέχουν αυτό το άκρο. Το σύνολο αυτών των διαστημάτων αποτελεί κλίκα του G, παρότι μπορεί να μην είναι μεγιστική. Για να βεβαιώσουμε ότι κρατάμε μόνο τις μεγιστικές κλίκες, η κλίκα που προέκυψε για κάποιο άκρο απορρίπτεται, εάν είναι υποσύνολο της κλίκας που προκύπτει στο αμέσως επόμενο άκρο κατά τη σάρωση. Για το γράφημα G με την αναπαράσταση διαστημάτων του Σχήματος 11.10, το σύνολο των κλικών σε γραμμική διάταξη είναι:
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			Ορθότητα Αλγόριθμου 

			Οι αλγόριθμοι LBFS+ και LBFS* επιλέγουν από μία φέτα S έναν κόμβο που είναι τελευταίος μεταξύ των κόμβων της S σε κάποια προηγούμενη LexBFS διάταξη. Το κίνητρο, για να γίνει αυτό, βασίζεται σε κάποια ενδιαφέροντα αποτελέσματα στα τριγωνικά γραφήματα και τα γραφήματα χωρίς αστεροειδείς τριάδες. 

			Λήμμα 11.2 Έστω v τυχαίος κόμβος ενός γραφήματος διαστημάτων G και έστω W το σύνολο όλων των κόμβων w με σ(w) ≤ σ(v) για κάποια αυθαίρετη LexBFS διάταξη σ. Ο κόμβος v είναι N-πλήρης στο υπογράφημα του G που επάγεται από το W.

			Το αντίστοιχο αποτέλεσμα για τα γραφήματα χωρίς αστεροειδείς τριάδες είναι:

			Λήμμα 11.3 Έστω v τυχαίος κόμβος ενός γραφήματος G χωρίς αστεροειδείς τριάδες και έστω W το σύνολο όλων των κόμβων w με σ(w) ≤ σ(v) για κάποια αυθαίρετη LexBFS διάταξη σ. Ο κόμβος v είναι αποδεκτός (admissible) στο υπογράφημα του G που επάγεται από το W.

			Συνεπώς, εάν ένα γράφημα είναι γράφημα διαστημάτων, τότε κάθε κόμβος που επιλέγεται στο βήμα (Επιλογή) από τον αλγόριθμο LBFS+ ή από τον LBFS* έχει την ιδιότητα ότι είναι και Ν-πλήρης και αποδεκτός. Τέτοιους κόμβους θα τους ονομάσουμε “καλούς” κόμβους. Το επόμενο λήμμα συσχετίζει τους καλούς κόμβους με τη διάταξη του συνόλου κόμβων που δίνει ένας LexBFS.

			Λήμμα 11.4 Ένας κόμβος w ενός γραφήματος διαστημάτων G είναι καλός, εάν-ν υπάρχει κάποια LexBFS διάταξη τ του G, τέτοια ώστε ο κόμβος w να είναι τελευταίος στη διάταξη τ. 

			Με τη σειρά της, μία LexBFS διάταξη τ θα θεωρείται καλή εάν κάθε φέτα S της τ ξεκινά και τελειώνει με κόμβους που είναι καλοί. Οι διατάξεις σ+, σ++ και σ* είναι καλές ακόμα και αν η ίδια η σ δεν είναι. 

			Ο πίνακας απόφασης του αλγορίθμου LBFS* (βλέπε Σχήμα 11.8) βασίζεται στις έννοιες του κόμβου που βλέπει-δεξιά ή που βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα. Ο λόγος για τον οποίο γίνεται αυτό παρατίθεται στο επόμενο λήμμα. 

			Λήμμα 11.5 Έστω C μία συνεκτική συνιστώσα μίας φέτας S του G σε μία καλή LexBFS τ. Εάν ένας κόμβος w ∈ C βλέπει-δεξιά, τότε ο w είτε είναι ένας καλός κόμβος της S είτε είναι γειτονικός σε έναν καλό κόμβο της S.

			Το επόμενο λήμμα δείχνει πως μία φέτα S σε κάποια LexBFS διάταξη συμπεριφέρεται καλά σε όλες τις LexBFS διατάξεις του γραφήματος.

			Λήμμα 11.6 Έστω G ένα τριγωνικό γράφημα και S μία φέτα κάποιας LexBFS διάταξης τ του G. Επιπλέον, έστω σ μία άλλη LexBFS διάταξη του συνόλου κόμβων του G. Τότε η διάταξη των κόμβων της φέτας S στη διάταξη σ αποτελεί LexBFS διάταξη του υπογραφήματος που επάγεται από τους κόμβους της S. 

			Επιστέφουμε στον αλγόριθμο και συγκεκριμένα στο 6ο βήμα του. Για να δικαιολογήσουμε το γεγονός ότι οι περιπτώσεις (a) και (b) αντιστοιχούν στην πρώτη γραμμή και στήλη του πίνακα απόφασης, παρατηρούμε: 

			Λήμμα 11.7 Έστω G ένα γράφημα διαστημάτων και S μία φέτα σε κάποια LexBFS διάταξη τ που δεν επάγει κλίκα. Ας θεωρήσουμε κάποια LexBFS διάταξη σ του G και έστω x ο τελευταίος κόμβος της S στην σ. Τότε ο κόμβος x βλέπει-δεξιά κάποιον κόμβο y σε σχέση με τη φέτα S και τη διάταξη τ, εάν-ν ο κόμβος y είναι μετά τον x στη διάταξη σ.

			Έτσι, ο κόμβος a βλέπει-δεξιά, εάν-ν i+(a) > σ+(a) (παρόμοια, ο κόμβος b βλέπει-δεξιά, εάν-ν i++(b) > σ++(b)). Οι περιπτώσεις (c) και (d) του 6ου βήματος του αλγορίθμου δικαιολογούνται από το επόμενο λήμμα.

			Λήμμα 11.8 Έστω G ένα γράφημα διαστημάτων και S μία φέτα σε κάποια LexBFS διάταξη τ που δεν επάγει κλίκα. Ας θεωρήσουμε κάποια LexBFS διάταξη σ του G και έστω x ο τελευταίος κόμβος της S στην σ, όπου ο x δεν βλέπει-δεξιά στη διάταξη τ. Τότε, ανάλογα με την τιμή της διαμέτρου diam(S) του υπογραφήματος που επάγεται από τη φέτα S, ισχύουν τα εξής:

			
					1.	diam(S) > 2: ο κόμβος x βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα, εάν-ν υπάρχει κόμβος y στην S, τέτοιος ώστε xy ∈ E(G) και iσ(y) > σ(x).

					2.	diam(S) = 2: Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.

					i.	Αν υπάρχει κόμβος y στην S, τέτοιος ώστε xy ∈ E(G) και iσ(y) > σ(x), τότε ο κόμβος x βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα στην S.

					ii.	Αν δεν υπάρχει τέτοιος κόμβος y στην S και ο x βλέπει-δεξιά-μέσω-γείτονα, τότε όλοι οι γείτονες του x που βλέπουν-δεξιά είναι γειτονικοί σε όλους τους κόμβους της .

			

			 

			Πολυπλοκότητα Αλγόριθμου. Εύκολα μπορεί να δείξει κάποιος ότι ο αλγόριθμος αναγνώρισης γραφημάτων διαστημάτων που παρουσιάσθηκε είναι γραμμικός ως προς το μέγεθος του γραφήματος εισόδου G και, επομένως, η χρονική πολυπλοκότητά του είναι O(n + m), όπου n είναι η τάξη και m το μέγεθος του γραφήματος G.
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			Ασκησεις 11

			 

			Άσκηση 1

			Δείξτε ότι ο πίνακας κλικών (clique matrix) ενός γραφήματος διαστημάτων G έχει το πολύ O(n + m) μη-μηδενικά στοιχεία. Ισχύει το ίδιο για τριγωνικά γραφήματα; 

			 

			Άσκηση 2

			Έστω Φ μία οικογένεια διαστημάτων στην ευθεία των πραγματικών αριθμών, και έστω k είναι το μεγαλύτερο δυνατό πλήθος από ανά-δύο μη-επικαλυπτόμενα (pairwise disjoint) διαστήματα στη Φ. Δείξτε ότι υπάρχουν k σημεία στην ευθεία τέτοια ώστε κάθε διάστημα της Φ περιέχει τουλάχιστον ένα από αυτά τα σημεία.

			 

			Άσκηση 3

			Δίδεται γράφημα διαστημάτων G τάξης n και το αντίστοιχο μοντέλο διαστημάτων I(G), όπου Ii  ∈ I(G) είναι το διάστημα που αντιστοιχεί στον κόμβο vi του G, i = 1, 2, …, n. Έστω Δ1 (αντίστοιχα, Δ2) η διάταξη των διαστημάτων του I(G) σε αύξουσα τάξη των αριστερών (αντίστοιχα, δεξιών) άκρων τους, και Θ1 (αντίστοιχα, Θ2) η αντίστοιχη διάταξη των κόμβων του G, δηλαδή vi ≪ vj  στην Θ1 (αντίστοιχα, Θ2) εάν-ν Ii ≪ Ij στην Δ1 (αντίστοιχα, Δ2). 

			
					•	Δείξτε ότι η Θ1 δεν είναι πάντα τέλειο σχήμα απαλοιφής του γραφήματος G. 

					•	Δείξτε ότι η Θ2 είναι τέλειο σχήμα απαλοιφής του γραφήματος G.

			

			 

			Άσκηση 4

			Προτείνετε τρόπους, πως τα γραφήματα διαστημάτων και η ιδιότητα των ακολουθιακών 1, θα μπορούσαν να εφαρμοσθούν στο εξής πρόβλημα: Κάποιες ψυχοθεραπείες πρόκειται να ελεγχθούν σε παιδιά. Αναθέστε ένα εύρος ηλικίας σε κάθε θεραπεία που να αναπαριστά τη φυσική διάταξη στη διαδικασία ανάπτυξης, κατά την οποία εφαρμόζεται η θεραπεία. Ποιες θεραπείες θα ήταν κατάλληλες για μία τέτοια μελέτη;

			 

			Άσκηση 5

			Ένα γράφημα G είναι ένα μοναδιαίο γράφημα κυκλικών ακμών (unit circular-arc graph) εάν υπάρχει μία αναπαράσταση κυκλικών ακμών του G όπου κάθε ακμή είναι μοναδιαίου μεγέθους (η διάμετρος του κύκλου είναι μεταβλητή). Αποδείξτε ότι το επόμενο γράφημα είναι ένα κατάλληλο γράφημα κυκλικών ακμών αλλά δεν είναι μοναδιαίο γράφημα κυκλικών ακμών.

			 

			[image: Image2377.PNG] 

			 

			(Στο παράδειγμά μας υποθέτουμε είτε ότι όλες οι ακμές είναι ανοικτές είτε ότι όλες οι ακμές είναι κλειστές.)

			 

			Άσκηση 6

			Έστω Μ ένας συμμετρικός πίνακας με τιμές (0, 1). Αποδείξτε είτε ότι ο πίνακας Μ έχει την ιδιότητα των ακολουθιακών 1 για γραμμές και στήλες ή ότι ο πίνακας Μ δεν έχει καμία ιδιότητα. Αποδείξτε το ίδιο αποτέλεσμα για κύκλο από 1.

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12

			 

			 

			ΜΕΤΑΘΕΤΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

			 

			Σύνοψη

			Εισαγωγή (μεταθέσεις, γραφήματα αντιστροφής), Ιδιότητες Μεταθετικών Γραφημάτων, Αναπαραστάσεις Μεταθετικών Γραφημάτων (αναπαράσταση μετάθεσης, κυκλική αναπαράσταση, αναπαράσταση πλέγματος, BST δενδρική αναπαράσταση, Ηeap–ordered δενδρική αναπαράσταση, DAG-αναπαράσταση, 2D-αναπαράσταση), Μεταθετικά Γραφήματα και Γραφήματα Τομής (διαγράμματα ταιριάσματος, F-γραφήματα, σύνθεση μεταθετικών διαγραμμάτων, γραφήματα ανοχής), Το πρόβλημα του Χρωματισμού (ταξινόμηση μεταθέσεων και χρωματισμός, αλγόριθμοι χρωματισμού), Ασκήσεις.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Πολύ καλή γνώση των εννοιών και των θεμάτων του κεφαλαίου 1 που αφορούν τα γραφήματα τομής και τα τέλεια γραφήματα, και πολύ καλή κατανόηση των ιδιοτήτων των γραφημάτων των κεφαλαίων 9 και 10 (τριγωνικών και μεταβατικών γραφημάτων, αντίστοιχα). Η πολύ καλή γνώση δομών δεδομένων και προχωρημένων αλγοριθμικών τεχνικών είναι προαπαιτούμενη για την κατανόηση των θεμάτων του κεφαλαίου.

			 

			12.1 Εισαγωγή

			 

			Στο κεφάλαιο αυτό μελετάμε μία κλάση τέλειων γραφημάτων, αυτή των μεταθετικών γραφημάτων (permutation graphs), η οποία έχει ενδιαφέρουσες ιδιότητες και ένα μεγάλο φάσμα εφαρμογών σε ποικίλους τομείς. Έστω π μία μετάθεση των φυσικών αριθμών του συνόλου Nn = {1, 2, …, n}, όπου n ≥ 1. Στη συνέχεια, θα θεωρούμε τη μετάθεση π ως μία ακολουθία (π1, π2, …,πn), οπότε, για παράδειγμα, η μετάθεση π = (5, 3, 1, 6, 4, 2) του συνόλου N5 έχει π1 = 5, π2 = 3 κ.λπ. Θα συμβολίζουμε (π-1)i ή, ισοδύναμα, (πi)-1 τη θέση του στοιχείου i στην ακολουθία (π1, π2, …, πn) και, άρα, στο παράδειγμά μας, (π5)-1 = 1, (π3)-1 =2 κ.λπ.

			Έστω π μία μετάθεση του συνόλου Nn  και έστω G[π] το μη-κατευθυνόμενο γράφημα που κατασκευάζεται από τη μετάθεση π με τον εξής τρόπο:

			
					•	το γράφημα G[π] έχει  κόμβους με επιγραφές από το 1 έως το n, δηλαδή V(G[π]) = Nn, και

					•	δύο κόμβοι του G[π] συνδέονται με ακμή, εάν ο κόμβος με τη μεγαλύτερη επιγραφή βρίσκεται αριστερά του κόμβου με τη μικρότερη επιγραφή στη μετάθεση π.

			

			 

			Στο εξής, θα ταυτίζουμε το όνομα του κόμβου με την επιγραφή του, εκτός εάν δηλώνεται διαφορετικά. Επομένως, δύο κόμβοι i, j ∈ V(G[π]) συνδέονται με ακμή, εάν το ζεύγος (i, j) είναι μία αντιστροφή (inversion) της μετάθεσης π, δηλαδή εάν i > j και πi-1 < πj-1. 

			Στο γράφημα G[π] που κατασκευάζεται από τη μετάθεση π = (5, 3, 1, 6, 4, 2), οι κόμβοι 5 και 6 συνδέονται με τον κόμβο 4, επειδή και οι δύο είναι μεγαλύτεροι του 4 και βρίσκονται αριστερά του 4 στη μετάθεση π. Για τον ίδιο λόγο, οι κόμβοι 6 και 5 συνδέονται με τον κόμβο 2. Αντίθετα, ο κόμβος 3 δεν συνδέεται με τους κόμβους 6 και 4, επειδή ο 3 είναι μικρότερος από αυτούς και βρίσκεται αριστερά τους στην π. Σημειώνουμε ότι ένα ζεύγος στοιχείων (i, j) μίας μετάθεσης π, τέτοιο ώστε i > j και πi-1 < πj-1 ονομάζεται μία αντιστροφή (inversion) της μετάθεση π.

			Ορισμός 12.1 Το γράφημα G[π] ονομάζεται γράφημα αντιστροφής (inversion graph) της μετάθεσης π (βλέπε Σχήμα 12.1). 
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			Σχήμα 12.1: Το γράφημα αντιστροφής G[π] της μετάθεσης π = (5, 3, 1, 6, 4, 2) (αριστερά) και το συμπληρωματικό του 
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 (δεξιά).

			 

			Ας ορίσουμε τώρα το γράφημα G[π] με πιο αυστηρό τρόπο. Εάν π = (π1, π2, …, πn) είναι μία μετάθεση n ακεραίων, πi ∈ Νn = {1, 2, …, n}, τότε το γράφημα αντιστροφής G[π] της μετάθεσης π ορίζεται ως εξής:
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			Ορισμός 12.2 Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα  ονομάζεται μεταθετικό εάν υπάρχει μετάθεση π, τέτοια ώστε G ≅ G[π] (δηλαδή το γράφημα G είναι ισόμορφο με το γράφημα αντιστροφής της π).

			Στη συνέχεια του κεφαλαίου, όταν αναφερόμαστε σε ένα γράφημα G, θα θεωρούμε ότι το G είναι ένα συνεκτικό μη-κατευθυνόμενο γράφημα με n κόμβους και  ακμές, άλλως θα προσδιορίζεται ο τύπος του (κατευθυνόμενο, έμβαρο κ.λπ). Επίσης, όταν αναφερόμαστε σε ένα μεταθετικό γράφημα G, θα το συμβολίζουμε συχνά με G[π], όπου  η μετάθεση για την οποία G ≅ G[π].

			 

			12.2  Ιδιότητες Μεταθετικών Γραφημάτων

			 

			Οι μεταθέσεις και τα μεταθετικά γραφήματα έχουν πολλές και ενδιαφέρουσες ιδιότητες. Ας σκεφτούμε, για παράδειγμα, τι θα συμβεί, εάν αντιστρέψουμε (reverse) τη μετάθεση π και πάρουμε την αντιστροφή της π΄. Τότε, κάθε αντιστροφή (i, j) στην μετάθεση π δεν είναι αντιστροφή στην μετάθεση π΄ και αντιστρόφως. Για παράδειγμα, στη μετάθεση π = (5, 3, 1, 6, 4, 2) το ζεύγος (3, 2) είναι αντιστροφή, ενώ στην αντιστροφή της π΄ = (2, 4, 6, 1, 3, 5) δεν είναι και το ζεύγος (6, 5) που είναι αντιστροφή στην π΄ στην π δεν είναι.

			Επομένως, από την προηγούμενη ιδιότητα εύκολα συμπεραίνουμε ότι το μεταθετικό γράφημα G[π΄] είναι το συμπληρωματικό του γραφήματος G[π]. Με άλλα λόγια, εάν π΄ είναι η μετάθεση που λαμβάνεται αντιστρέφοντας την π, τότε

			
 
  G[ 
   π' ]=
   
    G[ π ]
   ¯
  
  .



			Αυτή η ιδιότητα αποδεικνύει ότι το αντίστροφο γράφημα ενός μεταθετικού γραφήματος G είναι μεταθετικό γράφημα.

			Μία άλλη σημαντική ιδιότητα που έχουν τα μεταθετικά γραφήματα είναι αυτή της μεταβατικής κατεύθυνσης (transitive orientation property). Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να αναθέσουμε φορές (one-way) στις ακμές ενός μεταθετικού γραφήματος G[π] = (V, E), έτσι ώστε το προκύπτον κατευθυνόμενο γράφημα GF[π] = (V, F) να είναι μεταβατικό (comparability). Πράγματι, εάν σε κάθε ακμή δώσουμε κατεύθυνση από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο κόμβο της, τότε θα πάρουμε μεταβατικής κατεύθυνσης F (εάν xy ∈ F και yz ∈ F, τότε x < y < z και πx-1 > πy-1 > πz-1, που συνεπάγεται ότι yz ∈ F). Αυτό το αποτέλεσμα δείχνει μόνο τη μισή αλήθεια, ενώ στην πραγματικότητα ισχύει κάτι πιο ισχυρό, που αποδεικνύεται στο εξής θεώρημα.

			Θεώρημα 12.1 Ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G είναι μεταθετικό, εάν-ν το γράφημα G και το συμπληρωματικό του Ḡ είναι μεταβατικά γραφήματα.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι G ≅ G[π] Τότε το γράφημα G = (V, E) είναι μεταβατικό διότι το γράφημα G[π] είναι μεταβατικά κατευθυνόμενο (δηλαδή υπάρχει μία μεταβατική κατεύθυνση (V, F) των ακμών του). Όμοια, το γράφημα Ḡ είναι μεταβατικό, διότι Ḡ ≅ G[π΄], όπου π΄ είναι η αντίστροφη της μετάθεσης π.

			Αντίστροφα, έστω (V, F1) και (V, F2) είναι δύο μεταβατικές κατευθύνσεις των ακμών (transitive orientations) των γραφημάτων G = (V, E) και Ḡ = (V, Ē), αντίστοιχα. Θα δείξουμε ότι υπάρχει μία μετάθεση π, τέτοια ώστε G ≅ G[π].

			Ισχυρισμός 12.1 Οι κατευθύνσεις ακμών (V, F1 + F2) και (V, F1-1 + F2) του πλήρους γραφήματος Kn = (V, E + Ē) είναι άκυκλες.

			Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι η κατεύθυνση (V, F1 + F2) δεν είναι άκυκλη και έστω C = (v0, v1, v2, …, vl, v0) είναι ένας κατευθυνόμενος κύκλος με το ελάχιστο δυνατό μήκος l. Εάν l > 3, τότε το μήκος του κύκλου C μπορεί να μειωθεί προσθέτοντας την ακμή v0v2 ή την ακμή v2v0 (μία από τις δύο ακμές υπάρχει στην κατεύθυνση (V, F1 + F2), διότι είναι κατεύθυνση ακμών του γραφήματος Kn). Αυτό έρχεται σε αντίθεση με την επιλογή του C (κύκλος με το ελάχιστο δυνατό μήκος) και, επομένως, l = 3. Τότε τουλάχιστον δύο από τις τρεις ακμές του κύκλου C θα ανήκουν στο Fi (i = 1, 2), που συνεπάγεται ότι η κατεύθυνση Fi δεν είναι μεταβατική, κάτι το οποίο είναι άτοπο. Επομένως, (V, F1 + F2) είναι μία άκυκλη κατεύθυνση του Kn. Όμοια, αποδεικνύουμε ότι (V, F1-1 + F2) είναι μία άκυκλη κατεύθυνση του γραφήματος Kn. ∎

			 

			Πρόταση 12.1 Μία άκυκλη κατεύθυνση ακμών (acyclic orientation) ενός πλήρους γραφήματος Kn είναι μεταβατική (transitive) και καθορίζει μία μοναδική γραμμική διάταξη των κόμβων του γραφήματος.

			Απόδειξη. Έστω (V, F) μία άκυκλη κατεύθυνση ακμών του γραφήματος Κn = (V, E). Εάν η ακμή xy ∈ F και η ακμή yz ∈ F, τότε και η ακμή xz ανήκει στo F. Επειδή (V, F) είναι μία άκυκλη κατεύθυνση και Κn = (V, E) πλήρες γράφημα, υπάρχει ένας και μόνον ένας κόμβος, έστω v1, με βαθμό εισόδου indeg(v1) = 0 και, επομένως, outdeg(v1) = n - 1. Θέτουμε τον κόμβο v1 πρώτο κόμβο σε μία διάταξη κόμβων σ = (v1) και διαγράφουμε αυτόν από το γράφημα Kn παίρνοντας έτσι το πλήρες γράφημα Κn-1. Στο προκύπτον γράφημα Κn-1 υπάρχει ένας και μόνον ένας κόμβος, έστω v2, με βαθμό εισόδου indeg(v2) = 0 και outdeg(v2) = n - 2. Όμοια, θέτουμε τον κόμβο v2 δεύτερο κόμβο στη διάταξη σ = (v1, v2) και διαγράφουμε αυτόν από το γράφημα Κn-1, παίρνοντας έτσι το πλήρες γράφημα Κn-2. Συνεχίζοντας τη διαδικασία μπορούμε να κατασκευάσουμε μία γραμμική διάταξη σ = (v1, v2, …, vn) των κόμβων του γραφήματος Kn . Είναι προφανές, από την κατασκευή της διάταξης σ = (v1, v2, …, vn), ότι ο κόμβος vi έχει indeg(vi) = i - 1 στο γράφημα Kn, 1 ≤ i ≤ n, και, επομένως, η διάταξης σ είναι μοναδική. ∎

			 

			Στη συνέχεια, ολοκληρώνουμε την απόδειξη του θεωρήματος κατασκευάζοντας μία μετάθεση π, τέτοια ώστε G ≅ G[π]. Θεωρούμε την ακόλουθη διαδικασία:

			Έστω (V, F1) και (V, F2) οι δύο μεταβατικές κατευθύνσεις των ακμών των γραφημάτων G = (V, E) και Ḡ = (V, Ē), αντίστοιχα, και έστω σ = (v1, v2, …, vn) η διάταξη των κόμβων του G που λαμβάνεται από την άκυκλη κατεύθυνση (V, F1 + F2) και σ΄ = (v1΄, v2΄, …, vn΄) η διάταξη των κόμβων του G που προκύπτει από την άκυκλη κατεύθυνση είναι (V, F1-1 + F2).

			
					1.	Ανάθεσε επιγραφές L() στους κόμβους του γραφήματος G = (V, E) σύμφωνα με τη σειρά τους στη διάταξη σ της κατεύθυνσης (V, F1 + F2) ως εξής: ο i-στος κόμβος x της διάταξης σ με indeg(x) = i - 1 παίρνει επιγραφή L(x) = i.

					2.	Ανάθεσε επιγραφές L΄() στους κόμβους του G σύμφωνα με τη σειρά τους στη διάταξη σ΄ της κατεύθυνσης (V, F1-1 + F2) ως εξής: ο i-στος κόμβος x της διάταξης σ΄ με indeg(x) = i - 1 παίρνει επιγραφή L΄(x) = i.

					3.	Κατασκεύασε τη μετάθεση π ως εξής: εάν L(x) = i τότε θέσε πi-1 ← L΄(x) για κάθε κόμβο x του γραφήματος G.

			

			 

			Η συσχέτιση περιγράφεται στο επόμενο διάγραμμα μετακίνησης (commuting diagram).
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			Παρατηρούμε ότι για ένα ζεύγος κόμβων x, y του γραφήματος G = (V, E) ισχύει:

			
 
  xy ∈E ⇔(
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     y
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			διότι οι ακμές του E έχουν αντίθετες κατευθύνσεις στο Βήμα 1 και Βήμα 2 της προηγούμενης διαδικασίας κατασκευής της μετάθεσης π. Επομένως, από τη σχέση (1) προκύπτει ότι η π είναι η επιθυμητή μετάθεση και L είναι ο επιθυμητός ισομορφισμός. ∎

			 

			Το αποτέλεσμα του Θεωρήματος 12.1 οδηγεί άμεσα σε έναν αλγόριθμο αναγνώρισης μεταθετικών γραφημάτων. Πράγματι, εάν σε ένα γράφημα G και στο συμπληρωματικό του Ḡ μπορέσουμε να αναθέσουμε κατάλληλες κατευθύνσεις στις ακμές τους, έτσι ώστε να μην παραβιάζεται η μεταβατική ιδιότητα, τότε το γράφημα G είναι μεταθετικό. Για να βρούμε μία κατάλληλη μετάθεση, αρκεί να ακολουθήσουμε τα τρία βήματα της διαδικασίας του Θεωρήματος 12.1. Ο αλγόριθμος απαιτεί O(n3) χρόνο και O(n2) χώρο για γράφημα εισόδου τάξης n ≥ 4.
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			Σχήμα 12.2: Κατασκευή της μετάθεσης π = (5,3,1,6,4,2) από τις μεταβατικές κατευθύνσεις F1 και F2.

			 

			Στο Σχήμα 12.2 δείχνουμε την κατασκευή της μετάθεσης π = (5, 3, 1, 6, 4, 2) για το (αριστερό) γράφημα G του Σχήματος 12.1. Η κατασκευή της γίνεται μέσω των μεταβατικών κατευθύνσεων F1 και F2 του γραφήματος G και του συμπληρωματικού του, αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι  δίδει π6-1 = 4, ο κόμβος b δίδει π2-1 = 6, ο κόμβος c δίδει π3-1 = 2 και, τέλος, ο κόμβος f δίδει π4-1 = 6.

			Παρατήρηση. Υπάρχει 1-1 αντιστοιχία μεταξύ των φθινουσών ακολουθιών (decreasing subsequences) μίας μετάθεσης π και των κλικών (cliques) του γραφήματος G[π], καθώς, επίσης, μεταξύ των αυξουσών ακολουθιών (increasing subsequences) μίας μετάθεσης π και των ευσταθών συνόλων (stable sets) του γραφήματος G[π].

			 

			12.3 Αναπαραστάσεις Μεταθετικών Γραφημάτων 

			 

			Τα μεταθετικά γραφήματα, μέσω των μεταθέσεων, μπορούν να αναπαρασταθούν με ποικίλους τρόπους, γεγονός που καθιστά τη μελέτη τους ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα, τόσο από θεωρητικής όσο και από πρακτικής πλευράς. Συγκεκριμένα, τα μεταθετικά γραφήματα αναπαριστώνται ως εξής:

			
					I.		Αναπαράσταση μετάθεσης

					II.		Κυκλική αναπαράσταση

					III.		Αναπαράσταση πλέγματος 

					IV.		BST δενδρική αναπαράσταση

					V.		Ηeap–ordered δενδρική αναπαράσταση

					VI.		DAG-αναπαράσταση

					VII.		2D-αναπαράσταση

			

			 

			(I) Αναπαράσταση μετάθεσης (ή π-αναπαράσταση). Ένα μεταθετικό γράφημα G τάξης n συχνά αναπαρίσταται με τη μετάθεση π = (π1, π2, ..., πn), την οποία βλέπουμε ως μία ακολουθία n στοιχείων. Ο τρόπος αυτός αναπαράστασης είναι πολύ οικονομικός από άποψη χώρου, καθώς απαιτεί χώρο ίσο ακριβώς με τον αριθμό των κόμβων του γραφήματος. Όμως, δεν δίνει αμέσως την πληροφορία ποιοί κόμβοι συνδέονται με ποιούς. Συγκεκριμένα με τον τρόπο αυτόν οι κόμβοι διατάσσονται ο ένας δίπλα στον άλλον δημιουργώντας μία μετάθεση, έτσι ώστε κάθε κόμβος i να συνδέεται με έναν κόμβο j, εάν i > j και πi-1 < πj-1, 1 ≤ i ≤ n.

			(IΙ) Κυκλική αναπαράσταση. Η κυκλική αναπαράσταση (cyclic representation) αναπαριστά ένα μεταθετικό γράφημα G τάξης n με k κύκλους, 1 ≤ k ≤ n. Ένας κύκλος μίας μετάθεσης π = (π1, π2, ..., πn) είναι μία ακολουθία c = (πi1, πi2, ..., πip ) στοιχείων της π, τέτοια ώστε: 
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			Για παράδειγμα, η μετάθεση π = (9, 14, 4, 1, 12, 2, 10, 13, 5, 6, 11, 3, 8, 15, 7) έχει 4 κύκλους: 

			
					•	c1 = (9, 1, 4, 3, 12, 5),

					•	c2 = (14, 2, 6, 10, 7, 15),

					•	c3 = (13, 8), και

					•	c4 = (11).

			

			 

			Σημειώνεται ότι η αναπαράσταση αυτή δεν είναι μοναδική για μία μετάθεση π καθώς περισσότερες από μία κυκλικές αναπαραστάσεις μπορούν να αναπαριστούν το ίδιο μεταθετικό γράφημα - μετάθεση. 

			 

			[image: sxhma12.3.png] 

			 

			Σχήμα 12.3: Παράδειγμα κυκλικής αναπαράστασης της μετάθεσης π = (9, 14, 4, 1, 12, 2, 10, 13, 5, 6, 11, 3, 8, 15, 7). Κάθε μία από τις τέσσερις μεταθέσεις που είναι σχεδιασμένες με χρωματιστές γραμμές, αντιστοιχεί σε έναν από τους τέσσερις κύκλους c1, c2, c3 και c4.

			 

			(IIΙ) Αναπαράσταση πλέγματος. Στην αναπαράσταση πλέγματος γίνεται χρήση ενός τετραγωνικού πλέγματος n × n, όπου n ο αριθμός των στοιχείων της μετάθεσης ή, ισοδύναμα, το πλήθος των κόμβων του μεταθετικού γραφήματος, το οποίο αρχικά είναι κενό.  Η ανάθεση τιμής σε κελί του πλέγματος γίνεται ανάλογα με τη θέση του εκάστοτε στοιχείου στη μετάθεση π και συγκεκριμένα: εάν το στοιχείο πi βρίσκεται στη θέση i της μετάθεσης π, τότε το στοιχείο αυτό εισέρχεται στο πλέγμα στη θέση (i, πi), δηλαδή στην i στήλη και πi γραμμή.
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			Σχήμα 12.4: Αναπαράσταση πλέγματος της μετάθεσης π = (9, 14, 4, 1, 12, 2, 10, 13, 5, 6, 11, 3, 8, 15, 7). Ουσιαστικά η αναπαράσταση αυτή είναι ένας αραιός πίνακας όπου κάθε στήλη έχει ακριβώς ένα στοιχείο.

			 

			(ΙV) BST δενδρική αναπαράσταση. Με βάση την αναπαράσταση πλέγματος, ένα μεταθετικό γράφημα δύναται να αναπαρασταθεί με ένα δυαδικό δένδρο αναζήτησης (binary search tree ή BST) με την ακόλουθη διαδικασία:

			
					•	Αρχικά, στρέφουμε το πλέγμα κατά 90ο δεξιόστροφα.

					•	Κατόπιν κάνουμε flip, έτσι ώστε τα αριστερά κελιά του πλέγματος να έρθουν από την δεξιά πλευρά και τα δεξιά κελιά από την αριστερή.

					•	Στη συνέχεια, ξεκινώντας από επάνω προς τα κάτω στο πλέγμα παίρνουμε το (μοναδικό) στοιχείο x της γραμμής και δημιουργούμε έναν κόμβο του δένδρου. Αριστερό παιδί του κόμβου x είναι το στοιχείο που συναντάται πρώτο και βρίσκεται σε αριστερότερη στήλη από αυτή του x, ενώ δεξιό παιδί του κόμβου  είναι το στοιχείο που συναντάται πρώτο και βρίσκεται σε δεξιότερη στήλη από αυτή του στοιχείου .
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			Σχήμα 12.5: (α) Το πλέγμα του Σχήματος 12.4 στραμμένο κατάλληλα. (β) Αναπαράσταση του γραφήματος G[π] με δυαδικό δένδρο αναζήτησης, όπου π = (9, 14, 4, 1, 12, 2, 10, 13, 5, 6, 11, 3, 8, 15, 7).

			 

			(V) Ηeap–ordered δενδρική αναπαράσταση. Όσον αφορά στην αναπαράσταση με σωρό (heap), η διαδικασία κατασκευής είναι η ίδια με αυτή της αναπαράστασης του δυαδικού δένδρου αναζήτησης. Η διαφορά είναι ότι τώρα το πλέγμα λαμβάνεται ως έχει, δηλαδή δεν χρειάζεται να περιστραφεί κατά 90ο ο πίνακας της αναπαράστασης πλέγματος, ούτε να γίνει flip μετά την περιστροφή. 
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			Σχήμα 12.6: (α) Το πλέγμα του Σχήματος 12.4. (β) Αναπαράσταση του γραφήματος G[π] με σωρό, όπου π = (9, 14, 4, 1, 12, 2, 10, 13, 5, 6, 11, 3, 8, 15, 7).

			 

			(VI) DAG-αναπαράσταση. Στην αναπαράσταση αυτή το μεταθετικό γράφημα G[π] αναπαρίσταται μέσω ενός κατευθυνόμενου άκυκλου γραφήματος (directed acyclic graph ή DAG). 

			Πριν ορίσουμε το γράφημα DAG–αναπαράστασης, ας ορίσουμε την κυριαρχία (domination) και την άμεση κυριαρχία (direct domination) ή Α-κυριαρχία (d-domination) στα στοιχεία της μετάθεσης π. Έστω δύο στοιχεία i και j της μετάθεσης π.

			Θα λέμε ότι το στοιχείο i κυριαρχεί στο στοιχείο j, θα συμβολίζουμε i dom j, εάν-ν το στοιχείο i είναι μεγαλύτερο του j και βρίσκεται στα αριστερά του j στη μετάθεση π, δηλαδή:
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			Το στοιχείο i κυριαρχεί άμεσα στο στοιχείο j. Θα συμβολίζουμε i d_dom j, εάν-ν το στοιχείο i κυριαρχεί στο j και δεν υπάρχει στοιχείο k, τέτοιο ώστε το i να κυριαρχεί στο k και το k να κυριαρχεί στο j στη μετάθεση π, δηλαδή

			
 
  i  d_dom  j ⇔i  dom  j και ¬∃  k:  i dom k  και  k dom j.



			Το γράφημα της DAG–αναπαράστασης συμβολίζεται D[π] και κατασκευάζεται από τη μετάθεση π = (π1, π2, ..., πn) ως εξής: 

			
					•	V(D[π]) = {1, 2, …, n} U {s, t} , όπου s και t είναι δύο βοηθητικοί κόμβοι, και

					•	(i, j) ∈ E(D[π]) ⇔ i  d-dom  j, 

			

			(s, p) ∈ E(D[π]) για κάθε κόμβο p με indeg(p) = 0, και 

			(q, t) ∈ E(D[π]) για κάθε κόμβο q με outdeg(q) = 0.

			 

			Στο Σχήμα 12.7 δείχνουμε την DAG–αναπαράσταση του γραφήματος G[π], όπου π = (6, 3, 2, 9, 8, 1, 11, 5, 4, 10, 7). Σε αυτό το παράδειγμα, p ∈ {6, 9, 11} και q ∈ {1, 4, 7}.
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			Σχήμα 12.7: Η DAG-αναπαράσταση του γραφήματος G[π], όπου π = (6, 3, 2, 9, 8, 1, 11, 5, 4, 10, 7).

			 

			(VIΙ) 2D–αναπαράσταση. Η 2D–αναπαράσταση ενός μεταθετικού γραφήματος G[π] μοιάζει με αυτήν της αναπαράστασης πλέγματος. Η βασική ιδέα της αναπαράστασης στηρίζεται στην αντιστοίχιση των n κόμβων 1, 2, …, n του γραφήματος G[π] ή, ισοδύναμα, των  στοιχείων της μετάθεσης π = (π1, π2, ..., πn) σε n σημεία p1, p2, ..., pn στο επίπεδο. Συγκεκριμένα, εάν π = (π1, π2, …, πn) με πi ∈ Νn ={1, 2, …, n}, τότε:
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			Σχήμα 12.8: Η σχέση των σημείων της 2D-αναπαράστασης και των ακμών του γραφήματος G[π], όπου π = (6, 3, 2, 9, 8, 1, 11, 5, 4, 10, 7).

			 

			Στο μεταθετικό γράφημα G[π] ισχύει ότι το ζεύγος κόμβων (i, j) ∈ E(G[π]), εάν-ν (i - j) (πi-1 – πj-1) < 0. Στην 2D–αναπαράσταση, εάν p είναι το σημείο που αντιστοιχεί στον κόμβο i, τότε το σημείο x που αντιστοιχεί στον κόμβο j θα βρίσκεται στο κάτω-αριστερό ή στο άνω-δεξιό τεταρτημόριο του p (βλέπε Σχήμα 12.8). Στο Σχήμα 12.9 δείχνουμε την 2D–αναπαράσταση του γραφήματος G[π], όπου π = (6, 3, 2, 9, 8, 1, 11, 5, 4, 10, 7).
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			Σχήμα 12.9: Η 2D-αναπαράσταση του μεταθετικού γραφήματος G[π] τάξης 11, όπου π = (6, 3, 2, 9, 8, 1, 11, 5, 4, 10, 7).

			 

			12.4  Μεταθετικά Γραφήματα και Γραφήματα Τομής 

			 

			Τα μεταθετικά γραφήματα μπορεί να θεωρηθούν ως μία κλάση γραφημάτων τομής. Πράγματι, εάν π = (π1, π2, ..., πn) είναι μία μετάθεση μήκους n, θα δείξουμε ότι το μεταθετικό γράφημα G[π] είναι γράφημα τομής μίας οικογένειας n ευθύγραμμων τμημάτων (straight line-segments). 

			 

			12.4.1  Διαγράμματα Ταιριάσματος

			 

			Διάγραμμα ταιριάσματος (matching diagram). Έστω L1 και L2 δύο παράλληλες γραμμές. Ένα διάγραμμα ταιριάσματος αποτελείται από n σημεία x1, x2, …, xn επάνω σε κάθε μία από δύο παράλληλες γραμμές L1 και L2, και από n ευθύγραμμα τμήματα S1, S2, …, Sn, τα οποία ταιριάζουν τα n σημεία.

			Έστω π = (π1, π2, ..., πn) μία μετάθεση του συνόλου Νn = {1, 2, …, n}. Θεωρούμε την εξής κατασκευή: 

			
					•	Πάρτε δύο οριζόντιες παράλληλες γραμμές L1 και L2.

					•	Τοποθετήστε από αριστερά προς τα δεξιά στην L1 τους αριθμούς 1, 2, …, n και στην L2 τα στοιχεία π1, π2, ..., πn της μετάθεσης π. 

					•	Πάρτε n ευθύγραμμα τμήματα και ενώστε τους ίδιους αριθμούς των δύο ευθειών L1 και L2. 

			

			 

			Οι οριζόντιες παράλληλες γραμμές L1 και L2 μπορεί να είναι κάθετες και τότε η τοποθέτηση των αριθμών στις δύο ευθείες γίνεται από επάνω προς τα κάτω (βλέπε Σχήμα 12.10). Στη συνέχεια, θα αναφερόμαστε σε ένα διαγράμμα ταιριάσματος και ως μεταθετικό διάγραμμα (permutation diagram).
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			Σχήμα 12.10: Ένα διάγραμμα ταιριάσματος (οριζόντια και κάθετη αναπαράσταση) και το αντίστοιχο μεταθετικό γράφημα G[π], όπου π = (4, 2, 6, 1, 3, 5).

			 

			Επομένως, τα γραφήματα τομής που παράγονται από τα διαγράμματα ταιριάσματος (ή μεταθετικά διαγράμματα) είναι ακριβώς τα μεταθετικά γραφήματα.

			 

			12.4.2  F-γραφήματα

			 

			Στη συνέχεια επεκτείνουμε την έννοια του διαγράμματος ταιριάσματος στα F-διαγράμματα ταιριάσματος που ορίζουν την κλάση των γραφημάτων τομής, τα οποία ονομάζονται F-μεταθετικά γραφήματα ή F-γραφήματα (F-graphs).

			F-διάγραμμα (F-diagram). Έστω L1 και L2 δύο παράλληλες γραμμές. Ένα F-διάγραμμα αποτελείται από n σημεία x1, x2, …, xn επάνω σε κάθε μία από δύο παράλληλες γραμμές L1 και L2 και από  συνεχείς συναρτήσεις καμπυλών (continuous function curves) F1, F2, …, Fn με άκρα τα  σημεία.

			Ορισμός 12.3 Το γράφημα τομής που προκύπτει από τμήματα συναρτήσεων (function segments) ονομάζεται γράφημα συναρτήσεων ή F-γράφημα.
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			Σχήμα 12.11: (α)-(β) Ένα F-διάγραμμα ταιριάσματος και το αντίστοιχο F-γράφημα. (γ) Ένα διάγραμμα που δεν είναι F-διάγραμμα ταιριάσματος.

			 

			Στο Σχήμα 12.11α δείχνουμε ένα F-διάγραμμα ταιριάσματος 6 συνεχών συναρτήσεων καμπυλών και στο Σχήμα 12.11β το αντίστοιχο F-γράφημα. Σημειώνουμε την απαίτηση ότι κάθε συνεχής καμπύλη πρέπει να είναι συνάρτηση. Στο Σχήμα 12.11γ δείχνουμε ένα διάγραμμα που δεν είναι διάγραμμα συναρτήσεων, καθώς το σημείο  έχει δύο τιμές.

			Σύνθεση μεταθετικών διαγραμμάτων (composition of matching or permutation diagrams). Είναι εύκολο να σκεφτούμε ότι τα F-γραφήματα θα μπορούσαν να κατασκευασθούν από ένα σύνολο μερικών διατάξεων (partial orders), κάθε μία από αυτές είναι μία μετάθεση των στοιχείων του συνόλου Nn, n > 1 (βλέπε Σχήμα 12.12).
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			Σχήμα 12.12: Μία σύνθεση μεταθετικών διαγραμμάτων και το αντίστοιχο F-γράφημα.

			 

			Θεώρημα 12.2 (Golumbic, Rotem, Urrutia, 1982). Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα. Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.

			
					1.	G είναι ένα F-γράφημα.

					2.	G είναι ένα γράφημα τομής μίας σύνθεσης μεταθετικών διαγραμμάτων.

					3.	Ḡ είναι μεταβατικό γράφημα.

			

			 

			Απόδειξη. Η απόδειξη του θεωρήματος ξεφεύγει από τους σκοπούς αυτού του συγγράμματος.

			 

			12.4.3  Γραφήματα Ανοχής

			 

			Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε την κλάση των γραφημάτων ανοχής (tolerance graphs) που αποτελούν μία γενίκευση των γραφημάτων διαστημάτων. Αυτά χρησιμοποιούνται συνήθως σε γενικότερα προβλήματα χρονοδρομολόγησης, όπου επιτρέπεται ταυτόχρονη εκτέλεση διαδικασιών.

			Ορισμός 12.4 Έστω I = {I1, I2, …, In} μία συλλογή ευθύγραμμων διαστημάτων και έστω Τ = {t1, t2, …, tn} ένα σύνολο αριθμών. Το γράφημα τομής G που ορίζεται ως εξής:

			
					•	V(G) = {v1, v2, …, vn} με vi ↔ Ii, και

					•	vivj ∈ E(G) εάν-ν | Ii ∩ Ij | ≥ min(ti, tj), 1 ≤ i ≤ n,

			

			 

			ονομάζεται γράφημα ανοχής του ζεύγους (I, T).
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			Σχήμα 12.13: Ένα γράφημα ανοχής. Οι αριθμοί στο τέλος των διαστημάτων αντιστοιχούν στα βάρη τους.

			 

			Στο Σχήμα 12.13 δείχνουμε ένα γράφημα ανοχής G τάξης 5 με σύνολο κόμβων V(G) = {v1, v2, …, v5}, που προκύπτει από μία συλλογή 5 ευθύγραμμων διαστημάτων I = {I1, I2, …, I5} με βάρη Τ = {2, 1, 0, 0.5, 1.5}, αντίστοιχα, και ισχύει (v1, v2, v3, v4, v5) ↔ (I1, I2, I3, I4, I5). Παρατηρούμε ότι, v1v2 ∈ E(G), διότι |I1 ∩ I2| = 3 ≥ min(2,1), επίσης v2v4 ∈ E(G), διότι |I2 ∩ I4| = 1 ≥ min(1, 0.5), ενώ v1v5 ∉ E(G), διότι |I1 ∩ I5| = 1 < min(2, 1.5).

			Το επόμενο θεώρημα δίδει τη σχέση των γραφημάτων ανοχής και των μεταθετικών γραφημάτων. Πριν, διατυπώνουμε ένα λήμμα που βοηθά στην απόδειξη του θεωρήματος (οι αποδείξεις του λήμματος και του θεωρήματος δεν δίδονται, διότι ξεφεύγουν από τους σκοπούς αυτού του συγγράμματος).

			Θυμίζουμε ότι ένα μη-κατευθυνόμενο γράφημα G τάξης n είναι γράφημα περιεχομένων διαστημάτων (interval containment graph), εάν υπάρχει ένα σύνολο διαστημάτων {Iv}v∈V(G) , τέτοια ώστε vu ∈ E(G), εάν-ν Iv ⊆ Iu ή Iu ⊆ Iv. 

			Λήμμα 12.1 Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο τάξης n. Το γράφημα G είναι μεταθετικό γράφημα, εάν-ν το G είναι γράφημα περιεχομένων διαστημάτων.

			Θεώρημα 12.3 Έστω G ένα μη-κατευθυνόμενο τάξης n. Το γράφημα e είναι γράφημα ανοχής με ti = |Ii|, 1 ≤ i ≤ n, εάν-ν το G είναι μεταθετικό γράφημα.

			 

			12.5  Το Πρόβλημα του Χρωματισμού

			 

			Στην ενότητα αυτή δείχνουμε ότι το πρόβλημα του χρωματισμού έχει πολυωνυμική λύση στην κλάση των μεταθετικών γραφημάτων.

			 

			12.5.1  Ταξινόμηση Μεταθέσεων και Χρωματισμός

			 

			Εξετάζουμε το πρόβλημα της ταξινόμησης των στοιχείων μίας μετάθεσης π του συνόλου Νn χρησιμοποιώντας μία ακολουθία από k ουρές προτεραιότητας Q = (Q1, Q2, …, Qk), 1 ≤ k ≤ n. Θυμίζουμε ότι μία ουρά (queue) είναι μία γραμμική δομή δεδομένων στην οποία οι εισαγωγές γίνονται στο ένα άκρο (FIRST) και οι διαγραφές στο άλλο άκρο (LAST) της ουράς. Θα συμβολίζουμε με FIRST(Qi) και LAST(Qi) το πρώτο και το τελευταίο στοιχείο, αντίστοιχα, της ουράς Qi της ακολουθίας Q.

			Για την ταξινόμηση των στοιχείων της μετάθεσης π = (π1, π2, ..., πn) ακολουθούμε την εξής απλή διαδικασία: Παίρνουμε ένα-ένα τα στοιχεία της π (από αριστερά προς τα δεξιά) και τα εισάγουμε αρχικά στις ουρές της Q ακλουθώντας τον εξής κανόνα:

			
					•	Εισάγαγε το στοιχείο πi στην πρώτη ουρά Qm της Q (από αριστερά προς τα δεξιά) για την οποία ισχύει LAST(Qm) < πi ή FIRST(Qm) = ø (κενή ουρά).

			

			 

			Στη συνέχεια, εξάγουμε ένα-ένα τα στοιχεία της π από τις ουρές της Q διαγράφοντας κάθε φορά το στοιχείο με την ελάχιστη τιμή (min στοιχείο της Q). 

			Θα ονομάζουμε Q-ταξινόμηση την προηγούμενη διαδικασία ταξινόμησης των στοιχείων μίας μετάθεσης π του συνόλου . Στο παράδειγμα που ακολουθεί, εισάγουμε τα στοιχεία της μετάθεσης π = (8, 3, 2, 7, 1, 9, 6, 5, 4) στην Q και δείχνουμε την κατάσταση των ουρών της μετά την εισαγωγή των στοιχείων π2 = 3, π4 = 7, π5 = 1, π6 = 9, π8 = 5 και του τελευταίου στοιχείου π9 = 4 της π. Είναι προφανές από τον κανόνα εισαγωγής των στοιχείων της π στις ουρές της Q ότι τα στοιχεία κάθε ουράς Qi είναι ταξινομημένα σε αύξουσα τάξη.
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Πριν προχωρήσουμε, ας δούμε τι είναι αυτό που αναγκάζει δύο στοιχεία πi και πj να εισαχθούν σε διαφορετικές ουρές. Η απάντηση βρίσκεται στη θέση που έχουν τα στοιχεία στην π και στην τιμή τους. Πράγματι, εάν πi είναι αριστερά του πj στην π και , τότε πi και πj εισάγονται σε διαφορετικές ουρές. Επομένως, εάν δύο κόμβοι πi και πj γειτνιάζουν στο γράφημα G[π], τότε αυτοί εισάγονται σε διαφορετικές ουρές κατά τη διαδικασία ταξινόμησης της μετάθεσης π.

			Πρόταση 12.2 Έστω π = (π1, π2, ..., πn) μία μετάθεση του Νn. Υπάρχει 1-1 αντιστοιχία μεταξύ ενός βέλτιστου k-χρωματισμού του γραφήματος G[π] και του πλήθους k των ουρών που απαιτούνται για την Q-ταξινόμηση της μετάθεσης π.

			Απόδειξη. Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο Q-ταξινόμησης στη μετάθεση π και αναθέτουμε στο στοιχείο πi το χρώμα m, όταν αυτό εισέρχεται στην ουρά Qm της Q. Επειδή δύο κόμβοι πi και πj που γειτνιάζουν στο γράφημα G[π] εισάγονται σε διαφορετικές ουρές, παίρνουν διαφορετικό χρώμα.

			Αντίστροφα, έστω ότι δίδεται ενός βέλτιστος k-χρωματισμός του γραφήματος G[π] που χρησιμοποιεί τα χρώματα 1, 2, …, k. Εισάγουμε τα στοιχεία π1, π2, ..., πn (με αυτή τη σειρά) στις ουρές της Q ακoλουθώντας την εξής στρατηγική: εάν το χρώμα του στοιχείου πi είναι c, τότε εισάγουμε αυτό στην ουρά Qc της Q. Υποθέτουμε ότι η στρατηγική απέτυχε, δηλαδή υπάρχει μία ουρά, έστω η Qm, που έχει δύο στοιχεία, έστω πi και πj, σε αντίστροφη σειρά (πi εισήχθηκε πριν το πj και πi > πj). Όμως, τα στοιχεία πi και πj εισέρχονται στην Qm με τη σειρά που έχουν στη μετάθεση π. Επειδή, πi είναι αριστερότερα του πj στην π (αφού εισήχθη πριν το πj στην Qm) και πi > πj, αυτό σημαίνει ότι πi και πj γειτνιάζουν στο γράφημα G[π] και έχουν πάρει το ίδιο χρώμα m, κάτι το οποίο είναι άτοπο. ∎

			 

			Λήμμα 12.2 Έστω π μία μετάθεση του Νn. Οι επόμενοι αριθμοί είναι ίσοι:

			
					1.	Ο χρωματικός αριθμός χ(G[π]) του γραφήματος G[π].

					2.	Το ελάχιστο πλήθος ουρών k(Q) που απαιτούνται για την Q-ταξινόμηση της π.

					3.	Το μήκος l(πdmax) της μέγιστης φθίνουσας υπακολουθίας πdmax της μετάθεσης π.

			

			 

			Απόδειξη. Η ισοδυναμία μεταξύ των (1) και (2) προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 12.2 και, επομένως, χ(G[π]) = k(Q). Η ισοδυναμία μεταξύ των (1) και (3) ισχύει, διότι μία μέγιστη φθίνουσα υπακολουθία της μετάθεσης π αντιστοιχεί σε μία μέγιστη κλίκα του γραφήματος G[π]. Επομένως, επειδή G[π] είναι μεταθετικό γράφημα και τα μεταθετικά γραφήματα είναι τέλεια, το μέγεθός της ισούται με το χρωματικό αριθμό χ(G[π]) του G[π], και, άρα, χ(G[π]) = l(πdmax). ∎

			 

			Η ισοδυναμία των προτάσεων (1) και (2) του Λήμματος 12.2 προτείνει μία μέθοδο αναγωγής της λύσης του ενός προβλήματος στη λύση του άλλου. Επίσης, η ισοδυναμία των προτάσεων (1) και (3) προτείνει ένα διαφορετικό αλγόριθμο χρωματισμού μεταθετικών γραφημάτων.

			 

			12.5.2. Αλγόριθμοι Χρωματισμού

			 

			H στρατηγική της Q-ταξινόμησης των στοιχείων μίας μετάθεσης π τοποθετεί το κάθε στοιχείο στην πρώτη ουρά Qm της Q, από δεξιά προς τα αριστερά, για την οποία ισχύει LAST(Qm) > πi ή FIRST(Qm) = ø (η ουρά Qm είναι κενή). 

			Ο αλγόριθμος Q-Coloring, τον οποίο περιγράφουμε τυπικά στη συνέχεια, ενσωματώνει τη στρατηγική της Q-ταξινόμησης και υπολογίζει έναν ελάχιστο χρωματισμό των κόμβων του γραφήματος G[π].
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			Για την αποτελεσματική εκτέλεση του Βήματος 3 εφαρμόζουμε δυαδική αναζήτηση και έτσι μπορούμε να βρούμε την ουρά Qm της ακολουθίας Q σε Ο(logn) χρόνο. Μπορούμε να εφαρμόσουμε δυαδική αναζήτηση, διότι από τον κανόνα εισαγωγής των στοιχείων της π στις ουρές της Q ισχύει LAST(Q1) > LAST(Q2) > ⋯ > LAST(Qk). Επομένως, η συνολική πολυπλοκότητα χρόνου εκτέλεσης του αλγόριθμου Q-Coloring είναι Ο(n logn), όπου n το μήκος της μετάθεσης εισόδου π.

			Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε την ορθότητα του αλγόριθμου Q-Coloring. Πριν, ορίζουμε μία συνάρτηση προκατόχου  στα LAST στοιχεία των ουρών Q1, Q2, …, Qk της Q, ως εξής:

			εάν 
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			Στο παράδειγμα της μετάθεσης π = (8, 3, 2, 7, 1, 9, 6, 5, 4) στην 4η επανάληψη το στοιχείο π4 = 7 εισάγεται στην Q2 και παίρνει χρώμα Color(π4) = 2. Τότε πp(4) = 8, διότι έως την 4η επανάληψη έχουν εισαχθεί στην Q τα στοιχεία 8, 3, 2, 7 και LAST(Q1) = 8. Επιπλέον, στην 7η επανάληψη εισάγεται το στοιχείο π7 = 6 στην Q3 και Color(π7) = 3 και, επομένως, πp(7) = 8, διότι έως την 4η επανάληψη έχουν εισαχθεί στην Q τα στοιχεία 8, 3, 2, 7, 1, 9, 6 και LAST(Q2) = 7. 
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			Εύκολα μπορεί να δει κάποιος ότι για τη μετάθεση του παραδείγματος ισχύει: πp(3) =8, πp(2) =3, πp(7) =8, πp(1) =2, πp(6) = 7, πp(5) = 6 και πp(4) = 5. Σημειώνεται ότι δεν ορίζεται η συνάρτηση προκατόχου p για τα στοιχεία 8 και 9 της Q1. Προφανώς ισχύει p(i) = π-1(LAST(Qm-1)) και, επομένως, για την ίδια μετάθεση, p(3) = 1, p(2) = 2, p(7) = 1, p(1) = 3, p(6) = 4, p(5) = 7, και p(4) = 8.

			Το επόμενο αποτέλεσμα αποδεικνύει την ορθότητα του αλγόριθμου Q-Coloring.

			Θεώρημα 12.4 Έστω π = (π1, π2, ..., πn) μία μετάθεση του Νn. Ο χρωματισμός του γραφήματος G[π] που υπολογίζεται από τον Αλγόριθμο Q-Coloring είναι ένας ελάχιστος χρωματισμός.

			Απόδειξη. Προφανώς, ο Αλγόριθμος Q-Coloring υπολογίζει ένα σωστό χ-χρωματισμό του γραφήματος G[π]. Θα δείξουμε ότι χ = χ(G[π]). Προς τούτο, είναι αρκετό (ικανό) να δείξουμε ότι η μετάθεση π έχει μία φθίνουσα υπακολουθία πdmax μήκους l(πdmax) = χ.

			Στην i-οστη επανάληψη του Βήματος 2 του αλγόριθμου, το στοιχείο πi εισάγεται στην Qm και παίρνει χρώμα Color(πi) = m. Εάν m ≥ 2, τότε από τη συνάρτηση προκατόχου p παίρνουμε πp(i) = LAST(Qm-1). Προφανώς, πp(i) > πi και p(i) < i, διότι το πi αναγκάστηκε να εισαχθεί στην Qm, επειδή το πp(i) είχε ήδη εισαχθεί στην Qm-1. Τότε, η ακολουθία:
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			είναι μία φθίνουσα υπακολουθία μήκους l(πdmax) = χ. ∎

			 

			Στο παράδειγμα μας, η μετάθεση π = (8, 3, 2, 7, 1, 9, 6, 5, 4) έχει μία φθίνουσα υπακολουθία πdmax = (πi1, πi2, πi3, πi4, πi5) μήκους l(πdmax) = 5, με τελευταίο στοιχείο της το πi5 = 4 της ουράς Q5 και, επομένως, Color(4) = 5. 

			
					•	Τότε, το προτελευταίο στοιχείο της πdmax είναι το πi4 = πp(i5) = 5 της ουράς Q4, διότι στην 9η επανάληψη του Βήματος 2 του αλγόριθμου που εισάγεται το πi5 = 4 στην Q5 ισχύει LAST(Q4) = 5. 

					•	Όμοια, το τρίτο από το τέλος στοιχείο της  είναι το πi3 = πp(i4) = 6 της ουράς Q3, διότι στην 8η επανάληψη που εισάγεται το πi4 = 5 στην Q4 ισχύει LAST(Q3) = 6.

					•	Το δεύτερο στοιχείο της πdmax είναι το πi2 = πp(i3) = 7 της ουράς Q2, διότι στην 7η επανάληψη που εισάγεται το πi3 = 6 στην Q3 ισχύει LAST(Q2) = 7.

					•	Τέλος, το πρώτο στοιχείο είναι το πi1 = πp(i2) = 8 της ουράς Q1, διότι στην 4η επανάληψη που εισάγεται το πi2 = 7 στην Q2 ισχύει LAST(Q1) = 8.

			

			 

			Πράγματι, η πdmax = (8, 7, 6, 5, 4) είναι μία φθίνουσα υπακολουθία της μετάθεσης π μήκους l(πdmax) = 5.

			 

			Παρατήρηση. Για τον υπολογισμό μίας ελάχιστης επικάλυψης κλικών (minimum clique cover) αρκεί να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο Q-Coloring στην αντίστροφη μετάθεση π΄ της π.
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			Ασκησεις 12

			 

			Άσκηση 1

			Για ποιές μεταθέσεις π του συνόλου Nn το γράφημα G[π] είναι:

			
					a.	πλήρες γράφημα τάξης n,

					b.	ευσταθές γράφημα τάξης n, και

					c.	μη συνεκτικό γράφημα αποτελούμενο από δύο πλήρη υπογραφήματα τάξης k και n - k, αντίστοιχα.

			

			 

			Άσκηση 2

			Ένα μεταθετικό γράφημα G ονομάζεται μοναδικά αναπαραστήσιμo (uniquely representable), εάν υπάρχει μία και μόνο μία μετάθεση π, τέτοια ώστε G[π] ≅ G. Χαρακτήρισε τα μοναδικά αναπαραστήσιμα μεταθετικά γραφήματα.

			 

			Άσκηση 3

			Έστω μια μετάθεση του συνόλου Nn = {1, 2 ..., n}. Έστω Rmini το πλήθος των στοιχείων της μετάθεσης που είναι δεξιά και μικρότερα του στοιχείου i στην μετάθεση π και έστω Lmaxi το πλήθος των στοιχείων της μετάθεσης που είναι αριστερά και μεγαλύτερα του στοιχείου i. Αποδείξτε ότι ισχύει
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			Άσκηση 4

			Σχεδιάστε και αναλύστε έναν αλγόριθμο o οποίος θα υπολογίζει ένα βέλτιστο χρωματισμό ενός μεταθετικού γραφήματος n-κόμβων και m-ακμών.

			 

			Άσκηση 5

			Έστω G ένα μεταθετικό γράφημα με σύνολο κόμβων Nn = {1, 2,  ..., n} και έστω π = (π1, π2, ..., πn) μια μετάθεση του συνόλου Nn τέτοια ώστε G[π] ≅ G. Δείξτε ότι η διάταξη π των κόμβων του μεταθετικού γραφήματος G δεν είναι πάντα τέλειο σχήμα απαλοιφής.

			 

			Άσκηση 6

			Δίδονται οι ακόλουθες τέσσερις (4) κλάσεις γραφημάτων:

			(α)	Τριγωνικά

			(β)	Διαστημάτων 

			(γ)	Μεταβατικά 

			(δ)	Μεταθετικά 

			 

			Για κάθε ζεύγος κλάσεων δώστε ένα παράδειγμα γραφήματος (εάν υπάρχει) το οποίο να ανήκει στην πρώτη κλάση και όχι στη δεύτερη και ένα παράδειγμα γραφήματος (εάν υπάρχει) που να ανήκει στην δεύτερη κλάση και όχι στην πρώτη. 

			 

			 

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13

			 

			 

			ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

			 

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουμε ένα μεγάλο εύρος εφαρμογών και δείχνουμε τη μοντελοποίησή τους σε κατάλληλες κατηγορίες γραφημάτων, όπως εφαρμογές Τριγωνικών Γραφημάτων (απαλοιφή Gauss), εφαρμογές Γραφημάτων Διαστημάτων (χημικά μείγματα, το πρόβλημα του Benzer, χρονολογική σειρά αρχαιολογικών στοιχείων, σειριακή αποθήκευση διακριτών στοιχείων, χρονοπρογραμματισμός, επίσκεψη κυλικείου), εφαρμογές Μεταθετικών Γραφημάτων (έλεγχος εναέριας κυκλοφορίας, μετατόπιση διαστημάτων). Επίσης, στην τελευταία ενότητα του κεφαλαίου, παρουσιάζουμε προβλήματα και ζητείται η υλοποίησή τους σε γλώσσα προγραμματισμού (Φαρμακευτική Εταιρεία, Εταιρεία Δημοσκόπησης, Εταιρεία Ασφαλούς Πλοήγησης, Εταιρεία Κοινωνικής Δικτύωσης, Κατασκευαστική Εταιρεία Οδικών Δικτύων).

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Εις βάθος γνώση των χαρακτηριστικών και των ιδιοτήτων των γραφημάτων του συγγράμματος, κυρίως δε των γραφημάτων των Κεφαλαίων 9, 10, 11 και 12. Άριστη γνώση δομών δεδομένων και προχωρημένων αλγοριθμικών τεχνικών. Πολύ καλή γνώση προγραμματισμού.

			 

			13.1  Εφαρμογές Τριγωνικών Γραφημάτων

			 

			Εφαρμογή Ε.1 (Απαλοιφή Gauss)

			Έστω Μ ένας n × n αντιστρέψιμος πίνακας με στοιχεία mij σε κάποιο πεδίο τιμών (όπως π.χ. στο πεδίο των πραγματικών αριθμών). Μετατρέπουμε τον πίνακα Μ στο μοναδιαίο πίνακα I κάνοντας τις ακόλουθες πράξεις:

			
					•	επιλέγουμε κάθε φορά ένα μη-μηδενικό στοιχείο  για οδηγό (pivot), και

					•	ενημερώνουμε τον πίνακα κάνοντας πράξεις στις γραμμές και στήλες, έτσι ώστε το mij να γίνει 1 και όλα τα άλλα στοιχεία της i γραμμής και j στήλης να γίνουν 0.

			

			 

			Η τεχνική αυτή είναι γνωστή ως απαλοιφή Gauss (Gaussian Elimination) και απαντάται στα περισσότερα βιβλία Γραμμικής Άλγεβρας.

			Όταν εφαρμόζουμε την τεχνική αυτή σε έναν αραιό πίνακα, η αυθαίρετη επιλογή των οδηγών στοιχείων μπορεί να οδηγήσει στη μετατροπή κάποιων μηδενικών στοιχείων σε μη-μηδενικά. Είναι εύλογο να αναρωτηθεί ο αναγνώστης εάν μπορούμε να βρούμε μία ακολουθία οδηγών στοιχείων, η οποία δεν προκαλεί αυτή την αλλαγή που αναφέραμε, δηλαδή τη μετατροπή μηδενικών στοιχείων σε μη-μηδενικά. Η μετατροπή αυτή είναι γνωστή ως συμπλήρωση (fill-in).

			Ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής (perfect elimination scheme) για τον πίνακα Μ είναι μία ακολουθία οδηγών σημείων, η οποία μετατρέπει τον πίνακα Μ στον αντίστοιχο ταυτοτικό πίνακα I, χωρίς να αλλάζει μηδενικά στοιχεία αυτού σε μη-μηδενικά (έστω και προσωρινά). Ωστόσο, τέτοιες ακολουθίες δεν υπάρχουν για οποιοδήποτε πίνακα. Εάν ο πίνακας Μ έχει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής και, ταυτόχρονα, ο πίνακας Μ είναι αραιός (sparse), τότε η αραιότητα (sparseness) μπορεί να διατηρηθεί κατά τη διάρκεια της μετατροπής. Η ιδιότητα αυτή είναι ιδιαίτερα σημαντική για τις αποθηκευτικές ανάγκες του πίνακα Μ, καθώς ένας αραιός πίνακας αναπαρίσταται αποδοτικότερα σε έναν υπολογιστή απλώς τοποθετώντας σε μία λίστα τις μη-μηδενικές τιμές του.
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			Σχήμα 13.1: Δύο μετατροπές ενός Πίνακα.

			 

			Στο Σχήμα 13.1 δίδονται δύο μετατροπές του ιδίου πίνακα, όπου στην πρώτη (κακή επιλογή) εισάγονται νέα μη-μηδενικά στοιχεία, ενώ στη δεύτερη (καλή επιλογή) δεν εισάγονται. Το ερώτημα που τίθεται εδώ είναι τι προκαλεί αυτή τη συμπλήρωση με μη-μηδενικά στοιχεία. Είναι προφανές ότι η επιλογή ενός μη-μηδενικού στοιχείου m_ij για οδηγό στοιχείο, θα προκαλέσει μετατροπή μηδενικών στοιχείων σε μη-μηδενικά, εάν ισχύει msj ≠ 0 και mit ≠ 0, αλλά mst = 0, για κάποιο s, t  (βλέπε Σχήμα 13.2). 

			Ο πίνακας του Σχήματος 13.3, ενώ είναι αντιστρέψιμος, δεν έχει τέλειο σχήμα απαλοιφής. Οποιοδήποτε στοιχείο κι εάν επιλεχθεί ως πρώτο οδηγό στοιχείο θα προκαλέσει συμπλήρωση μη-μηδενικών τιμών. Ένας τριδιαγώνιος πίνακας, όπως αυτός που απεικονίζεται στο Σχήμα 13.4, έχει ένα πλήθος από τέλεια σχήματα απαλοιφής, ένα εκ των οποίων είναι και αυτό που λαμβάνεται από την κύρια διαγώνιο διατεταγμένη από επάνω προς τα κάτω.
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			Σχήμα 13.2: Επιλέγοντας για οδηγό το στοιχείο της θέσης (i,j) οδηγεί σε συμπλήρωση των στοιχείων (s,t). Επομένως, η επιλογή δεν είναι αποδεκτή. Οι αστερίσκοι αντιστοιχούν σε μη-μηδενικά στοιχεία.
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			Σχήμα 13.3: Ένας πίνακας χωρίς τέλειο σχήμα απαλοιφής (perfect elimination scheme).
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			Σχήμα 13.4: Ένας τριδιαγώνιος πίνακας. Οι αστερίσκοι σηματοδοτούν τα μη-μηδενικά στοιχεία.

			 

			Στη συνέχεια θεωρούμε ως δεδομένο ότι ο πίνακας Μ είναι αντιστρέψιμος και ότι οποιαδήποτε γραμμοπράξη δεν προκαλεί την εμφάνιση νέων μηδενικών στοιχείων. Ας δούμε τώρα το πρόβλημα γραφοθεωρητικά.

			Το γράφημα G(Μ) του πίνακα Μ έχει κόμβους v1, v2, …, vn, με vivj να είναι ακμή εάν-ν i ≠ j και mij ≠ 0. Το διμερές γράφημα Β(Μ) του πίνακα Μ έχει κόμβους x1, x2, …, xn και y1, y2, …, yn που αντιστοιχούν στις γραμμές και στις στήλες του πίνακα, όπου το xi είναι γειτονικό του yj, εάν-ν mij ≠ 0. Ονομάζουμε τα στοιχεία xi και yj συνεργάτες (partners), καθώς η συσχέτισή τους με τον κόμβο vi του G(Μ) είναι προφανής.

			Εάν Μ είναι ένας συμμετρικός πίνακας, τότε το γράφημα G(Μ) είναι ένα μη-κατευθυνόμενο. Στην περίπτωση αυτή ένα μη-μηδενικό στοιχείο της διαγωνίου mii είναι αποδεκτό ως οδηγό στοιχείο, εάν-ν ο κόμβος vi που αντιστοιχεί σε αυτό είναι ένας Ν-πλήρης (simplicial) κόμβος του G(Μ). Αυτό ισχύει γιατί παίρνοντας ως οδηγό το  είναι ισοδύναμο με το να μετατρέψω τους γειτονικούς κόμβους του  σε ένα πλήρες υπογράφημα προσθέτοντας ακμές που δεν υπάρχουν και διαγράφοντας τον vi. Έτσι, το τέλειο σχήμα απαλοιφής για τον πίνακα Μ, υπό την προϋπόθεση ότι όλοι οι οδηγοί που επιλέγονται από την κύρια διαγώνιο είναι διάφοροι του μηδενός, αντιστοιχεί σε ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής του γραφήματος G(Μ).Οι Rose (1970) και Golumbic (1978) με τις έρευνές τους συνέβαλλαν στην απόδειξη του εξής θεωρήματος:

			Θεώρημα 13.1 Έστω Μ ένας συμμετρικός πίνακας με μη μηδενικά στοιχεία στη διαγώνιό του. Οι επόμενοι ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι:

			
					1.	Ο πίνακας Μ έχει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής.

					2.	Ο πίνακας Μ έχει ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής υπό την προϋπόθεση ότι όλοι οι οδηγοί που επιλέγονται από την κύρια διαγώνιο είναι διάφοροι του μηδενός.

					3.	Το γράφημα G(Μ) είναι τριγωνικό γράφημα.

			

			 

			Θα δώσουμε ένα παράδειγμα συσχέτισης της απαλοιφής Gauss με τα τριγωνικά γραφήματα, παίρνοντας το γράφημα G(Μ) του πίνακα Μ του Σχήματος 13.5. Το γράφημα G(Μ) είναι τριγωνικό και έστω σ = (c, d, e, b, a) ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής, το οποίο παίρνεται εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο LexBFS. Στο ίδιο σχήμα παρατηρούμε ότι η ακολουθία των στοιχείων της διαγωνίου (a33, a44, a55, a22, a11) του πίνακα Μ αντιστοιχεί στα στοιχεία του τέλειου σχήματος απαλοιφής (c, d, e, b, a). Εάν τώρα εφαρμόσουμε απαλοιφή Gauss παίρνοντας ως οδηγούς τα στοιχεία, όπως αυτά εμφανίζονται στο τέλειο σχήμα απαλοιφής, θα παρατηρήσουμε ότι δεν αλλάζει κάποιο μηδενικό στοιχείο σε μηδενικό στοιχείο. 
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			Σχήμα 13.5: Το γράφημα G(Μ) του πίνακα Μ. Το γράφημα G(Μ) είναι τριγωνικό και σ = (c, d, e, b, a) είναι ένα τέλειο σχήμα απαλοιφής κόμβων αυτού.

			 

			Το ότι τα στοιχεία είναι μηδενικά σημαίνει ότι οι αντίστοιχοι κόμβοι στο γράφημα G(Μ) δεν ενώνονται με ακμή. Για παράδειγμα, ο κόμβος a δεν ενώνεται με τον c και με τον d, άρα τα στοιχεία a13 και a14 έχουν μηδενική τιμή. Οι κόμβοι με τους οποίους ενώνεται ο κόμβος a έχουν τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα διάφορα του μηδενός. Για να δείξουμε κατανοητά το παράδειγμα, θέτουμε κάποιες τυχαίες τιμές στα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα Μ. Έτσι προκύπτει ο επόμενος 5 × 5 πίνακας:
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			Αρχικά, θέτουμε ως οδηγό το στοιχείο a33, που αντιστοιχεί στον κόμβο c και είναι ο πρώτος κόμβος στο τέλειο σχήμα απαλοιφής (ο οδηγός φαίνεται στο σχήμα με έντονο μαύρο). Θα πρέπει να κάνουμε όλα τα στοιχεία της τρίτης γραμμής και της τρίτης στήλης ίσα με το μηδέν και a33 = 1 (βλέπε Σχήμα 13.6).
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			Σχήμα 13.6

			 

			Για να δείξουμε ότι, εάν δεν εφαρμόσουμε τη διαδικασία αυτή κατά την απαλοιφή Gauss, πιθανώς να δημιουργηθούν συμπληρώσεις (fill-in), ας ξεκινήσουμε την απαλοιφή του πίνακα Μ όχι από το στοιχείο e αλλά από κάποιο άλλο τυχαίο στοιχείο. Έστω ότι ξεκινάμε από το στοιχείο. 
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			Σχήμα 13.7

			 

			Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι οποιαδήποτε γραμμοπράξη κάνουμε, για να μηδενίσουμε την 5η γραμμή και την 5η στήλη, προκαλεί την εμφάνιση νέων μηδενικών στοιχείων (fill-in) (βλέπε πίνακα Σχήματος 13.7).

			 

			13.2  Εφαρμογές Γραφημάτων Διαστημάτων

			 

			Τα γραφήματα διαστημάτων είναι μεταξύ των πιο χρήσιμων μαθηματικών δομών που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τη μοντελοποίηση προβλημάτων του πραγματικού κόσμου. Η γραμμή επάνω στην οποία εκτείνονται τα διαστήματα μπορεί να αναπαραστήσει οποιαδήποτε οντότητα θεωρείται μονοδιάστατη. Η γραμμικότητα μπορεί να προκύψει από φυσικούς περιορισμούς, όπως παραμορφώσεις σε μικροοργανισμούς, παγίδες ταχύτητας σε μία εθνική οδό ή αρχεία σε σειριακή αποθήκευση σε έναν υπολογιστή. Στη συνέχεια, θα αναφέρουμε κάποια αρκετά ενδιαφέροντα παραδείγματα εφαρμογών των γραφημάτων διαστημάτων.

			 

			Εφαρμογή Ε.2 (Χημικά Μείγματα)

			Έστω ότι c1, c2, …, cn είναι  χημικά μείγματα που θα πρέπει να καταψυχθούν σε στενά ελεγχόμενες συνθήκες. Αν το μείγμα c1 πρέπει να διατηρηθεί σε μία σταθερή θερμοκρασία ανάμεσα στους t1 και t΄i βαθμούς, τότε γεννάται το ερώτημα: πόσοι καταψύκτες απαιτούνται, για να αποθηκεύσουμε όλα τα μείγματα;

			Έστω G το γράφημα διαστημάτων με κόμβους c1, c2, …, cn. Τότε δύο κόμβοι θα συνδέονται με ακμή εάν επικαλύπτονται τα διαστήματα θερμοκρασίας των αντίστοιχων μειγμάτων. Γνωρίζουμε πως εάν {Ci1, Ci2, …, Cik} είναι μία κλίκα του G, τότε τα διαστήματα {[tij, t΄ij ] | j = 1, 2, …, k} θα έχουν ένα κοινό σημείο τομής, έστω t. Ένα σύνολο καταψυκτών σε θερμοκρασία t θα είναι κατάλληλο για να τα αποθηκεύσει όλα αυτά. Συνεπώς, η λύση στο πρόβλημα της ελαχιστοποίησης θα μπορέσει να βρεθεί υπολογίζοντας μία ελάχιστη επικάλυψη-με-κλίκες (clique cover) του γραφήματος G.

			 

			Εφαρμογή Ε.3 (Το Πρόβλημα του Benzer)

			Το πρόβλημα του Benzer ρωτά αν τα υποστοιχεία μέσα σε ένα γονίδιο συνδέονται σε μία γραμμική διάταξη. Για να μπορέσουμε να απαντήσουμε σε αυτό το ερώτημα, συγκεντρώσαμε δεδομένα σε διάφορες μεταλλάξεις του γονιδίου. Για συγκεκριμένους μικροοργανισμούς, μία μεταλλαγμένη μορφή θα μπορούσε να υποτεθεί πως θα προέκυπτε από την τυπική (standard) μορφή με την αλλαγή κάποιου συνδεδεμένου τμήματος της εσωτερικής δομής. Μέσω πειραμάτων θα μπορούσε να καθορισθεί αν τα ελαττωματικά σημεία δύο μεταλλαγμένων γονιδίων επικαλύπτονται. Θα προσπαθήσουμε να δείξουμε ότι τα ελαττωματικά σημεία είναι γραμμικά.

			Από μία μεγάλη συλλογή από μεταλλαγμένα γονίδια παίρνουμε τα ζεύγη των επικαλυπτόμενων δεδομένων των ελαττωμάτων τους και θεωρούμε το γράφημα τομής του G. Γεννάται το ερώτημα: είναι τα δεδομένα τομής συμβατά με την υπόθεση της γραμμικότητας των υποστοιχείων στο γονίδιο; Ισοδύναμα, είναι το G ένα γράφημα διαστημάτων; Μία θετική απάντηση δεν επιβεβαιώνει τη γραμμικότητα. Εν τούτοις, αν τα δεδομένα είναι σωστά, μία αρνητική απάντηση αναιρεί την υπόθεση. Ο Benzer έκανε πειράματα επάνω στον ιό Phage T4. Τα ευρήματα του ήταν συνεπή με τη γραμμικότητα. 

			Το φαινόμενο της επικάλυψης στη Βιολογία έχει έρθει πρόσφατα πάλι στην επιφάνεια. Εξετάζονται κάποιες από αυτές τις επεκτάσεις: τα τελευταία χρόνια, στη μοριακή βιολογία τα γονίδια έχουν απεικονισθεί ως μη-επικαλυπτόμενες ακολουθίες DNA (εντός του χρωμοσώματος). Λεπτομερείς έρευνες κάποιων βακτηρίων και προερχόμενων από ιό γονιδίων ισχυροποίησαν αυτή την άποψη. Επιπρόσθετα, στην υπόθεση των μη-επικαλυπτόμενων γονιδίων βασίζονται πολλές γενετικές θεωρίες. Ωστόσο, πρόσφατα στοιχεία δείχνουν ότι τα γονίδια που προέρχονται από ιό και πιθανότατα και τα βακτηριακά γονίδια μπορεί να επικαλύπτονται. Δεν υπάρχει κάποια από τις έρευνες με τα βακτήρια που παρέχει αναμφισβήτητα στοιχεία ότι τα γονίδια επικαλύπτονται, αλλά όλα υπονοούν πως το φαινόμενο αυτό συμβαίνει. Αν τα επικαλυπτόμενα γονίδια υπάρχουν τελικά, οι τρέχουσες αντιλήψεις του οργανισμού των γονιδίων και ο έλεγχος της γονιδιακής έκφρασης μαζί με τις αντιλήψεις του περιεχομένου πληροφορίας των μορίων DNA και την επιρροή των μεταλλαγών στο DNA μπορεί να χρειασθεί να αναθεωρηθούν ουσιαστικά.

			 

			Εφαρμογή Ε.4 (Χρονολόγηση Αρχαιοτήτων)

			Στην αρχαιολογία, πολλές φορές προσπαθούμε να τοποθετήσουμε ένα σύνολο στοιχείων στη σωστή χρονολογική τους σειρά. Στην αλλαγή του αιώνα, ο Flinders Petrie, ένας πολύ γνωστός αρχαιολόγος, διατύπωσε το πρόβλημα αυτό ονομάζοντας το “sequence dating”, ενώ μελετούσε 800 τύπους από πήλινα σκεύη που βρήκε σε 900 Αιγυπτιακούς τάφους. Αυτό το πρόβλημα έχει αρκετά κοινά με τα γραφήματα διαστημάτων και την ιδιότητα των διαδοχικών άσσων. Έστω Α το σύνολο των τεχνουργημάτων που έχουν ανακαλυφθεί σε διάφορους τάφους. Σε κάθε τεχνούργημα θα πρέπει να αντιστοιχήσουμε ένα χρονικό διάστημα (άγνωστο σε εμάς) κατά τη διάρκεια του οποίου ήταν σε χρήση. Σε κάθε τάφο αντιστοιχεί ένα σημείο στο χρόνο (επίσης άγνωστο) όταν τα περιεχόμενα του ενταφιάσθηκαν. Το πρόβλημα μας είναι ανακαλύψουμε αυτές τις συσχετίσεις.

			
					1.	Έστω ο πίνακας πρόσπτωσης M του οποίου οι γραμμές αναπαριστούν τους τάφους και οι στήλες τα τεχνουργήματα που είτε ανήκουν είτε δεν ανήκουν σε ένα δοθέντα τάφο. Υποθέτοντας ότι ένας τάφος περιέχει κάθε μέλος του Α σε χρήση τη στιγμή της ταφής, ο πίνακας Μ θα έχει την ιδιότητα των διαδοχικών άσσων για τις στήλες. Κάθε μετάθεση των γραμμών που δίνει τους διαδοχικούς άσσους αντιστοιχεί σε μία αποδεκτή χρονολογική σειρά των τάφων και ορίζει μία πιθανή ανάθεση διαστημάτων για το Α. Από τη στιγμή που μπορεί να υπάρχουν αρκετά από αυτά, άλλες μέθοδοι μπορεί να χρειασθεί να χρησιμοποιηθούν, για να περιορίσουν επιπλέον τις πιθανότητες. 

					2.	Έστω το γράφημα G του οποίου οι κόμβοι αναπαριστούν τα τεχνουργήματα, με δύο κόμβους να συνδέονται με μία ακμή, αν τα αντίστοιχα τεχνουργήματα βρίσκονται σε κάποιον κοινό τάφο. Υποθέτοντας ότι κάθε ζεύγος τεχνουργημάτων με επικαλυπτόμενα διαστήματα μπορεί να βρεθούν μαζί σε κάποιον τάφο, έχουμε το  ως ένα γράφημα διαστημάτων και κάθε ανάθεση διαστημάτων για το G θα είναι ένα υποψήφιο διάστημα για το Α. 

			

			 

			Εφαρμογή Ε.5 (Διαδοχική Αποθήκευση και Ανάκτηση)

			Έστω Χ ένα σύνολο από διακριτά στοιχεία δεδομένων (εγγραφές) και έστω Α μία συλλογή από υποσύνολα του Χ που καλούνται αναζητήσεις. Μπορεί το Χ να τοποθετηθεί σε μία γραμμική σειριακή αποθήκευση με τέτοιο τρόπο, ώστε τα μέλη κάθε Ι ∈ Α να αποθηκεύονται σε διαδοχικές τοποθεσίες; Όταν αυτός ο τρόπος αποθήκευσης είναι πιθανός, μπορούμε να αποκτήσουμε πρόσβαση στις εγγραφές που είναι σχετικές με κάθε αναζήτηση με δύο παραμέτρους, έναν αρχικό δείκτη και ένα μήκος (ιδιότητα διαδοχικής ανάκτησης - consecutive retrieval). Είναι καθαρά μία αναδιατύπωση της ιδιότητας της συνεχόμενης διάταξης (consecutive arrangement). Έτσι, το ερώτημα μπορεί να απαντηθεί αποτελεσματικά με χρήση των PQ-δένδρων.

			 

			Εφαρμογή Ε.6 (Χρονοπρογραμματισμός - Scheduling). 

			Αυτό είναι ένα σύνηθες πρόβλημα στην πληροφορική, στο οποίο δίνεται ένας αριθμός εργασιών με διαφορετικούς χρόνους έναρξης και επεξεργασίας και ενδιαφερόμαστε για την εύρεση της σειράς αυτών των εργασιών που έχουν ορισμένες ιδιότητες. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε μία συλλογή C = {cij} μαθημάτων που προσφέρει ένα πανεπιστήμιο. Έστω Ti το χρονικό διάστημα που λαμβάνει χώρα ένα μάθημα. Θέλουμε να αναθέσουμε τα μαθήματα στις αίθουσες έτσι ώστε να μη γίνονται δύο μαθήματα την ίδια ώρα στην ίδια αίθουσα. Πρόκειται, δηλαδή, για ένα πρόβλημα χρωματισμού των κόμβων ενός γραφήματος G = (C, E), όπου cicj ∈ E εάν-ν Ti ∩ Tj ≠ ∅, δηλαδή, αν δύο μαθήματα γίνονται στην ίδια αίθουσα (αντίστοιχα δύο κόμβοι έχουν το ίδιο χρώμα στο γράφημα), τότε αυτά θα πρέπει να γίνονται σε διαφορετικά (μη-επικαλύπτοντα) χρονικά διαστήματα (αντίστοιχα οι δύο κόμβοι δεν θα πρέπει να είναι γειτονικές).

			 

			Εφαρμογή Ε.7 (Χώρος Συνάντησης)

			Στο Τυπικό Ινστιτούτο των Μαθηματικών Επιστημών (TIMS) κάθε νέος καθηγητής επισκέπτεται το χώρο συνάντησης (coffee lounge) μία φορά κατά τη διάρκεια της πρώτης μέρας του εξαμήνου και συναντά καθέναν που βρίσκεται εκεί. Πως μπορούμε να αναθέσουμε τους νέους καθηγητές στα μικρά ξέχωρα δωμάτια του κυλικείου έτσι ώστε να μη συναντά κάποιος ένα νέο πρόσωπο κατά τη διάρκεια όλου του υπολοίπου εξαμήνου; Αυτό είναι ξεκάθαρα ένα πρόβλημα χρωματισμού ενός γραφήματος διαστημάτων, όπου οι κόμβοι του γραφήματος είναι οι καθηγητές και δύο κόμβοι συνδέονται με ακμή, όταν τα αντίστοιχα διαστήματα επικαλύπτονται, δηλαδή όταν δύο καθηγητές είναι σε γειτονικά δωμάτια του χώρου συνάντησης, όπου ο ένας μπορεί να δει τον άλλο. 

			 

			13.3  Εφαρμογές Μεταθετικών Γραφημάτων

			 

			Τα προηγούμενα διαγράμματα ταιριάσματος και ο χαρακτηρισμός των μεταθετικών γραφημάτων ως γραφήματα τομής μας διευκολύνει στη μοντελοποίηση και μελέτη ενός μεγάλου πλήθους εφαρμογών. Παρουσιάζουμε, στη συνέχεια, δύο εφαρμογές όπου δείχνουμε ότι η αποτελεσματική επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης σε μεταθετικά γραφήματα δίδουν βέλτιστες λύσεις στις εφαρμογές μας.

			 

			Εφαρμογή Ε.8 (Έλεγχος Εναέριας Κυκλοφορίας – Airtraffic Control). 

			Έστω ότι έχουμε δύο συλλογές πόλεων, τη συλλογή Χ με πόλεις της Αμερικής και τη συλλογή Υ με πόλεις της Ευρώπης, και έστω ότι βρίσκονται αντίστοιχα σε δύο παράλληλες γραμμές. Υποθέτουμε ότι έχουν προγραμματισθεί την ίδια ημέρα και την ίδια ώρα διάφορες αεροπορικές πτήσεις μεταξύ πόλεων της συλλογής Χ και πόλεων της συλλογής Υ, οι οποίες ακολουθούν συγκεκριμένες αεροδιαδρομές (βλέπε Σχήμα 13.7).

			Πρόβλημα. Ένας ελεγκτής εναέριας κυκλοφορίας θα ήθελε, προς αποφυγή κάποιας εναέριας σύγκρουσης, να αναθέσει το ύψος κάθε πτήσης, έτσι ώστε πτήσεις που διασταυρώνονται να πετούν σε διαφορετικά ύψη. 

			Εάν θεωρήσουμε ότι οι αεροδιαδρομές των πτήσεων μεταξύ των πόλεων Χ και Υ είναι ευθείες γραμμές ή συνεχείς καμπύλες, τότε μπορούμε να μοντελοποιήσουμε το πρόβλημα ως ένα διμερές γράφημα ενσωματωμένο στο επίπεδο: 

			
					•	οι κόμβοι του γραφήματος αντιστοιχούν στις πόλεις των συλλογών Χ και Υ, ενώ 

					•	οι ακμές στις αεροδιαδρομές των πτήσεων.  

			

			 

			Στο Σχήμα 13.8α δίδεται ένα διμερές γράφημα Β που απεικονίζει με ευθείες γραμμές τις αεροδιαδρομές πτήσεων μεταξύ 8 πόλεων (3 από τη συλλογή Χ και 5 από την Υ), ενώ στο Σχήμα 13.8β δίδεται ένα αντίστοιχο διμερές γράφημα F που απεικονίζει με συνεχείς καμπύλες τις αεροδιαδρομές πτήσεων μεταξύ των ίδιων πόλεων.

			 

			[image: 13176.png] 

			 

			Σχήμα 13.8: (α) Ένα διμερές γράφημα Β που απεικονίζει με ευθείες γραμμές τις αεροδιαδρομές πτήσεων μεταξύ 3 και 5 πόλεων. (β) Ένα διμερές γράφημα F που απεικονίζει με συνεχείς καμπύλες τις αεροδιαδρομές πτήσεων μεταξύ των ίδιων πόλεων.

			 

			Είναι εύκολο να παρατηρήσει κάποιος ότι από το διμερές γράφημα Β μπορούμε εύκολα να πάρουμε το διάγραμμα ταιριάσματος της μετάθεσης π = (5, 1, 3, 6, 2, 4) και, στη συνέχεια, το μεταθετικό γράφημα G[π] (Σχήμα 13.9). Επίσης, εύκολα παρατηρεί κάποιος ότι μπορούμε να πάρουμε το γράφημα G[π] άμεσα από το διμερές γράφημα Β, χωρίς να κατασκευάσουμε το διάγραμμα ταιριάσματος της μετάθεσης π, αρκεί να κατασκευάσουμε το γράφημα τομής των ακμών του διμερούς γραφήματος Β (δηλαδή το γράφημα τομής των αεροδιαδρομών των πτήσεων), που είναι ακριβώς το μεταθετικό γράφημα G[π]. Είναι προφανές ότι, εάν πάρουμε το γράφημα τομής των ακμών του διμερούς γραφήματος F, τότε προκύπτει ένα F-γράφημα.

			 

			[image: 13168.png] 

			 

			Σχήμα 13.9: (α) Το διάγραμμα ταιριάσματος της μετάθεσης π = (5, 1, 3, 6, 2, 4) που παράγεται από το διμερές γράφημα Β του Σχήματος 12.8(α). (β) Το μεταθετικό γράφημα G[π]. 

			 

			Στην εφαρμογή μας, ο ελεγκτής εναέριας κυκλοφορίας θα αποφύγει οπουδήποτε εναέρια σύγκρουση, αρκεί να αναθέσει διαφορετικά ύψη μόνο στις πτήσεις που διασταυρώνονται (ένας έξυπνος ελεγκτής, με γραφο-θεωρητικές γνώσεις, αμέσως θα αναγνώριζε ότι το πρόβλημά του ανάγεται σε πρόβλημα χρωματισμού). Πράγματι, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι κάθε ύψος είναι ένα χρώμα και να λύσουμε το πρόβλημα του χρωματισμού στο μεταθετικό γράφημα G[π] (ή στο F-γράφημα).

			Στο παράδειγμα του Σχήματος 13.8α που έχουμε 8 πτήσεις, ο ελεγκτής μπορεί να λύσει βέλτιστα το πρόβλημά του χρησιμοποιώντας μόνο 3 διαφορετικά ύψη από το σύνολο των διαφορετικών υψών που διαθέτει. Εάν, για παράδειγμα, επιλέξει τα 3 διαφορετικά ύψη να είναι 30.000, 32.000 και 34.000 πόδια, τότε μία βέλτιστη λύση θα ήταν η εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							(1) Τορόντο – Μαδρίτη: 30.000 ft

						
							
							(4) Νέα Υόρκη – Ρώμη: 30.000 ft

						
					

					
							
							(2) Τορόντο – Αθήνα: 30.000 ft

						
							
							(5) Σικάγο – Λονδίνο: 33.000 ft

						
					

					
							
							(3) Νέα Υόρκη – Μαδρίτη: 32.000 ft

						
							
							(6) Σικάγο – Βιέννη: 32.000 ft

						
					

				
			

			

			διότι V(G[π]) = {1, 2, 4} + {3, 6} + {5} είναι ένας βέλτιστος χρωματισμός του μεταθετικού γραφήματος G[π].

			 

			Εφαρμογή Ε.9 (Μετατόπιση Διαστημάτων – Shifted Intervals)

			Έστω I = {I1, I2, …, In} μία συλλογή n ευθύγραμμων διαστημάτων, όπου Ii = (xi, yi) και |Ii| = yi - xi είναι το μήκος του διαστήματος Ii, 1 ≤ i ≤ n. Υποθέτουμε ότι τα διαστήματα που μπορεί να επικαλύπτονται, είναι διατεταγμένα έτσι ώστε x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn. Έστω wi είναι το κόστος μετατόπισης του διαστήματος Ii (υποθέτουμε ότι το κόστος μετακίνησης είναι σταθερό και ανεξάρτητο της απόστασης μετακίνησης). 

			Πρόβλημα. Θέλουμε να βρούμε μία μετατόπιση των διαστημάτων ελάχιστου κόστους τέτοια ώστε: (i) η διάταξη των διαστημάτων να διατηρηθεί, δηλαδή x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn, και (ii) τα διαστήματα να μην επικαλύπτονται.

			Μία λύση στο πρόβλημα αυτό θα ήταν η ακόλουθη. Θεωρούμε το γράφημα τομής G που ορίζεται με τον εξής τρόπο:
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			Είναι εύκολο να παρατηρήσει κάποιος ότι δύο διαστήματα Ii, Ij σχετίζονται στο γράφημα G, δηλαδή vivj ∈ E(G), εάν-ν τα διαστήματα μεταξύ των Ii και Ij μπορούν να μετακινηθούν, έτσι ώστε όλα τα j – i + 1 διαστήματα (συμπεριλαμβανομένων των Ii και Ij) να μην επικαλύπτονται.

			Επομένως, η λύση θα ήταν να βρούμε μία κλίκα στο γράφημα G με μέγιστο βάρος και να μετατοπίσουμε όλα τα διαστήματα εκτός από τα διαστήματα που αντιστοιχούν στους κόμβους της κλίκας. Με άλλα λόγια, η λύση του προβλήματός μας ανάγεται στον υπολογισμό μίας μέγιστης έμβαρης κλίκας (maximum weighted clique) στο γράφημα G. Το γράφημα G μεταβατικό και μεταθετικό γράφημα (δίδεται ως άσκηση).

			 

			13.4  Προβλήματα Υλοποίησης – Αλγόριθμοι

			 

			Πρόβλημα Π.1 (Φαρμακευτική Εταιρεία)

			Μία φαρμακευτική εταιρεία, με εμπορική ονομασία ΜS-Pharmacy, παράγει και διακινεί n φαρμακευτικά σκευάσματα F1, F2, …, Fn (n ≥ 1), τα οποία διατηρεί σε χώρους ψύξης (ψυγεία). Κάθε φαρμακευτικό σκεύασμα Fi έχει ένα εύρος θερμοκρασίας [si, ti] στο οποίο διατηρείται (1 ≤ i ≤ n).

			
					1.	Σχεδιάστε και αναλύστε έναν αλγόριθμο που θα υπολογίζει το μέγιστο πλήθος φαρμάκων (Fmax), από τα F1, F2, …, Fn (n ≥ 1), τα οποία μπορούν να αποθηκευθούν σε ένα χώρο ψύξης (ψυγείο), θεωρητικά απεριόριστης χωρητικότητας, και την ελάχιστη θερμοκρασία (Cmin) που πρέπει να έχει ο χώρος για την ασφαλή διατήρησή τους.

					2.	Έστω ότι η ΜS-Pharmacy παράγει σήμερα ένα νέο φαρμακευτικό σκεύασμα Fn+1 με εύρος θερμοκρασίας διατήρησης [sn+1, tn+1]. 

			

			Δοθέντων των φαρμακευτικών σκευασμάτων F1, F2, …, Fn (n ≥ 1), των αντίστοιχων θερμοκρασιών διατήρησής τους και του νέου σκευάσματος Fn+1, η εταιρεία ΜSF ενδιαφέρεται να μπορεί να βρίσκει γρήγορα το νέο μέγιστο πλήθος φαρμάκων (Fmax_new) από τα n + 1 σκευάσματα F1, F2, …, Fn, Fn+1 (n ≥ 1), που μπορούν να αποθηκευθούν σε ένα χώρο ψύξης (ψυγείο) και τη νέα θερμοκρασία (Cmin_new) ασφαλούς διατήρησής τους.

			Σχεδιάστε και υλοποιήστε αλγόριθμο για την επεξεργασία των πληροφοριών των φαρμακευτικών σκευασμάτων F1, F2, …, Fn (n ≥ 1) και την αποθήκευσή τους σε κατάλληλες δομές δεδομένων και αλγόριθμο πολυπλοκότητας χρόνου O(n) για τον υπολογισμό των νέων τιμών των Fmax_new και Cmin_new.

			 

			Παράδειγμα. Έστω ότι η εταιρεία ΜS-Pharmacy παράγει 7 φαρμακευτικά σκευάσματα F1, F2, …, F7 με τις ακόλουθες θερμοκρασίες διατήρησης (για απλότητα θεωρούμε μη-αρνητικές και ακέραιες τιμές):

			[4, 15], [3, 8], [0, 12], [5, 20], [1, 13], [11, 16], [2, 14]

			Τότε, το μέγιστο πλήθος φαρμάκων που μπορούν να αποθηκευθούν σε ένα χώρο ψύξης είναι Fmax = 6 με μία θερμοκρασία ασφαλούς διατήρησής τους Cmin = 5. Έστω ότι η εταιρεία παράγει ένα νέο φαρμακευτικό σκεύασμα F8 με εύρος θερμοκρασίας διατήρησής [6, 9]. Τότε, Fmax_new = 7 με μία θερμοκρασία ασφαλούς διατήρησής τους Cmin_new = 6. 

			 

			Πρόβλημα Π.2 (Εταιρεία Δημοσκόπησης)

			H εταιρεία ΜS-Poll, με κύρια δραστηριότητα σε υπηρεσίες «δημοσκόπησης», πήρε με εντολή της Google, ένα έργο με παραδοτέο ένα σύστημα εντοπισμού των α-δημοφιλών (α-popular) ενημερωτικών ιστοχώρων σε παγκόσμιο επίπεδο.

			Σύμφωνα με την εντολή της Google, ένας ιστοχώρος ενημέρωσης, για παράδειγμα ο ιστοχώρος i.gr, θα είναι α-δημοφιλής εάν σε ένα σύνολο n > 1 ερωτηθέντων χρηστών του διαδικτύου ο ιστοχώρος i.gr αποτελεί την πρώτη επιλογή ενημέρωσης τουλάχιστον  χρηστών, 0 < α ≤ 1.

			Σχεδιάστε και υλοποιήστε έναν O(n log n) αλγόριθμο, για να ενσωματωθεί στο σύστημα της εταιρίας ΜS-Poll, ο οποίος:

			
					1.	θα κωδικοποιεί και θα αποθηκεύει σε κατάλληλες δομές δεδομένων τα αποτελέσματα δημοσκόπησης ενός δείγματος n > 1 ερωτηθέντων χρηστών του διαδικτύου, οι οποίοι υπέδειξαν έναν ιστοχώρο ενημέρωσης ως την πρώτη επιλογή τους, και

					2.	θα υπολογίζει και θα εμφανίζει όλους τους α-δημοφιλείς ιστοχώρους ενημέρωσης.

			

			 

			Για ευκολία στον έλεγχο του υλοποιημένου αλγόριθμού σας, παρατηρήστε ότι σε ένα σύνολο n > 1 ιστοχώρων ενημέρωσης υπάρχουν το πολύ  ιστοχώροι 0.5-δημοφιλείς, το πολύ 4 ιστοχώροι 0.25-δημοφιλείς, ενώ υπάρχει το πολύ  ιστοχώρος κ-δημοφιλής, με 0.5 < κ ≤ 1.

			 

			Πρόβλημα Π.3 (Εταιρεία Ασφαλούς Πλοήγησης)

			H εταιρεία ΜS-Control, με κύρια δραστηριότητα σε υπηρεσίες «παγκόσμίας ασφαλούς πλοήγησης», διαθέτει ένα ισχυρό δορυφορικό σύστημα που σε σταθερό χρόνο μπορεί να εντοπίσει όλα τα πλοία:
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			τα οποία πλέουν σε οποιαδήποτε θάλασσα του κόσμου και να υπολογίσει τις συντεταγμένες 
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			της θέσης τους, 1 ≤ i ≤ n. Η εταιρεία ΜS-Control θέλει να δημιουργήσει σύστημα που να εντοπίζει γρήγορα 2 πλοία (Sp, Sq) τα οποία απέχουν μεταξύ τους τη μικρότερη απόσταση
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			να στέλνει SOS για αποφυγή πιθανής σύγκρουσης, όπου  έχει καθοριστεί διεθνώς να είναι 2 ν.μ. (1 ν.μ. = 1852 μέτρα).

			
					1.	Σχεδιάστε και υλοποιήστε έναν O(n log n) αλγόριθμο, για να ενσωματωθεί στο σύστημα της εταιρείας, ο οποίος θα εντοπίζει 2 πλοία Sp και Sq που έχουν την ελάχιστη απόσταση d(Sp, Sq), μεταξύ όλων των ζευγών πλοίων (Si, Sj) από το σύνολο των n πλοίων S1, S2, …, Sn (n ≥ 1), δηλαδή 2 πλοία που ικανοποιούν την σχέση (1) και, στη συνέχεια,

					2.	θα ελέγχει τη σχέση d(Sp, Sq) < dmin, όπου dmin = 2 ν.μ., και θα αποφασίζει εάν θα στέλνει SOS στα πλοία Sp και Sq  για αποφυγή πιθανής σύγκρουσής τους. 

			

			 

			Πρόβλημα Π.4 (Εταιρεία Κοινωνικής Δικτύωσης)

			H εταιρεία MS-Social, με κύρια δραστηριότητα σε υπηρεσίες «κοινωνικής δικτύωσης», διαθέτει το λογισμικό κοινωνικής δικτύωσης Net-book, στο οποίο έχουν εγγραφεί n χρήστες (users), X1, X2, …, Xn (n ≥ 1), οι οποίοι συνδέονται μεταξύ τους με άμεση ή έμμεση σχέση γνωριμίας και την οποία σχέση έχουν γνωστοποιήσει στο Net-book. 

			O χρήστης Xi συνδέεται με άμεση σχέση γνωριμίας με το χρήστη Xj, εάν ο Xi γνωρίζει τον Xj (αυτό δεν σημαίνει ότι κατ’ ανάγκη και ο  γνωρίζει τον Xj), 1 ≤ i, j ≤ n. Ο χρήστης Xi συνδέεται με έμμεση σχέση γνωριμίας με το χρήστη Xj εάν ο Xi γνωρίζει τον Xj μέσω κάποιου άλλου χρήστη Xk ή γενικά μέσω κάποιας ακολουθίας χρηστών Xk1, Xk2, …, Xkp, όπου ο χρήστης Xk1 γνωρίζει άμεσα τον Xk2, ο Xk2 γνωρίζει άμεσα τον Xk3 και, τέλος, ο χρήστης Xk(p-1) γνωρίζει άμεσα τον Xkp, όπου kp ≥ 1. Είναι προφανές ότι στο κοινωνικό δίκτυο Net-book μπορεί να υπάρχουν χρήστες που δεν γνωρίζουν ούτε άμεσα ούτε έμμεσα κάποιους άλλους χρήστες του δικτύου.

			Η εταιρεία MS-Social θέλει αρχικά να δημιουργήσει και να προσφέρει μία νέα υπηρεσία στο σύστημα Net-book όπου ένας χρήστης θα μπορεί να βλέπει την «ισχυρή ομάδα γνωριμίας» του. 

			Ισχυρή Ομάδα Γνωριμίας: Μία ομάδα χρηστών S αποτελεί «ισχυρή ομάδα γνωριμίας», εάν για κάθε ζεύγος χρηστών Xi και Xj της ομάδας S ο χρήστης Xi γνωρίζει άμεσα ή έμμεσα το χρήστη Xj και ο χρήστης Xj γνωρίζει άμεσα ή έμμεσα το χρήστη Xi, 1 ≤ i, j ≤ |S|.

			Επίσης, η εταιρεία MS-Social θέλει για δική της χρήση να γνωρίζει όλες της ισχυρές ομάδες γνωριμίας S1, S2, …, Sk (1 ≤ k ≤ n) του Net-book δικτύου της. Επιπρόσθετα, πάλι για δική της χρήση, η εταιρεία θέλει να γνωρίζει τις High-ισχυρές (H-ισχυρές) και Low-ισχυρές (L-ισχυρές) ομάδες γνωριμίας του δικτύου Net-book.

			Η-ισχυρή και L-ισχυρή Ομάδα Γνωριμίας: Μία ισχυρή ομάδα γνωριμίας Si ονομάζεται High, ή Η-ισχυρή, εάν δεν υπάρχει κάποιος χρήστης εκτός της ομάδας Si που να έχει άμεση ή έμμεση σχέση γνωριμίας με κάποιο μέλος της Si. Η Si ονομάζεται Low, ή L-ισχυρή, εάν δεν υπάρχει κάποιο μέλος της ομάδας Si που να έχει άμεση ή έμμεση σχέση γνωριμίας με κάποιο χρήστη του δικτύου εκτός της Si, 1 ≤ i ≤ k.

			Η εταιρεία MS-Social σάς προσλαμβάνει και ζητά από εσάς να υλοποιήσετε τους προηγούμενους στόχους της. Προς τούτο, παίρνετε τις εξής εντολές:

			
					1.	Σχεδιάστε και υλοποιήστε έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας χρόνου O(n + m), ο οποίος θα υπολογίζει όλες τις ισχυρές ομάδες γνωριμίας S1, S2, …, Sk (1 ≤ k ≤ n) του δικτύου Net-book και θα κρατάει σε κατάλληλες δομές δεδομένων πληροφορίες, τέτοιες ώστε το σύστημα:

			

			
					•	να μπορεί να απαντάει σε σταθερό χρόνο στο χρήστη Xi (1 ≤ i ≤ n) σε ποια από τις k ισχυρές ομάδες γνωριμίας ανήκει (εμφανίζοντας τον αύξοντα αριθμό της ομάδας αυτής), και

					•	να εμφανίζει στην οθόνη τα μέλη της ισχυρής ομάδα γνωριμίας του χρήστη Xi (1 ≤ i ≤ n), σε χρόνο γραμμικό ως προς το πλήθος των μελών της ομάδας.

			

			Στην πολυπλοκότητα O(n + m) του αλγορίθμού σας, n είναι το πλήθος των χρηστών του δικτύου Net-book και m είναι το πλήθος των άμεσων σχέσεων γνωριμίας μεταξύ των χρηστών του.

			
					2.	Σχεδιάστε και υλοποιήστε έναν O(n + m) αλγόριθμο ο οποίος θα υπολογίζει όλες τις Η-ισχυρές και L-ισχυρές ομάδες γνωριμίας του δικτύου Net-book και για κάθε τέτοια ομάδα θα εμφανίζει τα μέλη της.

			

			 

			Πρόβλημα Π.5  (Κατασκευαστική Εταιρεία Οδικών Δικτύων)

			H εταιρεία MS-Construction, με κύρια δραστηριότητα την κατασκευή «οδικών δικτύων», ανέλαβε την ανακατασκευή του οδικού δικτύου ενός γεωγραφικού διαμερίσματος Δ ενός κράτους Κ, το οποίο καταστράφηκε ολοσχερώς από ένα φυσικό γεγονός (π.χ., ισχυρό σεισμό). Το γεωγραφικό διαμέρισμα Δ έχει n πόλεις, έστω Π1, Π2, …, Πn (n ≥ 1), οι οποίες συνδέονται μεταξύ του άμεσα ή έμμεσα με οδούς διπλής κατεύθυνσης. 

			Η πόλη Πi συνδέεται άμεσα με την πόλη Πj, εάν υπάρχει οδός από την Πi  στην Πj, χωρίς να περνάει από κάποια άλλη πόλη, ενώ η πόλη Πi συνδέεται έμμεσα με την πόλη Πj, εάν η Πi συνδέεται με την Πj μέσω κάποιας άλλης πόλης Πk ή γενικά μέσω κάποιας ακολουθίας πόλεων Πk1, Πk2, …, Πkp, όπου η πόλη Πi συνδέεται άμεσα με την Πk1, η Πk1 συνδέεται άμεσα με την Πk2 κοκ, και, τέλος, η πόλη Πkp συνδέεται άμεσα με την Πj, όπου kp ≥ 1. 

			Η εταιρεία MS-Construction όρισε την αμοιβή της για την ανακατασκευή του οδικού δικτύου ανά χιλιόμετρο, συγκεκριμένα 20.000 ευρώ για κάθε χιλιόμετρο. Το κράτος Κ θέλει, λόγω οικονομικών προβλημάτων, να αποκαταστήσει άμεσα μέρος του οδικού δικτύου του γεωγραφικού διαμερίσματος Δ, με τις εξής τρεις προϋποθέσεις:

			
					A.	Να υπάρχει οδική επικοινωνία μεταξύ όλων των πόλεων, δηλαδή για κάθε ζεύγος πόλεων Πi και  του διαμερίσματος  να υπάρχει μεταξύ τους άμεση ή έμμεση σύνδεση.

					B.	Το συνολικό κόστος που θα πληρώσει το κράτος στην κατασκευαστική εταιρεία MS-Construction να είναι το ελάχιστο δυνατό.

					C.	Η χιλιομετρική απόσταση της διαδρομής μεταξύ των δύο πόλεων Χ και Υ, λόγω συγκέντρωσης σε αυτές πολλών κοινωνικών υπηρεσιών, θα πρέπει να είναι ελάχιστη.

			

			 

			Τα δεδομένα του υπό ανακατασκευή οδικού δικτύου του γεωγραφικού διαμερίσματος Δ είναι: 

			
					•	το πλήθος n των πόλεων Π1, Π2, …, Πn αυτού (n ≥ 1), 

					•	η ύπαρξη ή μη άμεσης σύνδεσης μεταξύ δύο πόλεων Πi και Πj, για κάθε i, j ∈ [1, n], 

					•	η χιλιομετρική απόσταση KMij μεταξύ των πόλεων Πi και Πj (εάν υπάρχει άμεση σύνδεση), 1 ≤ i, j ≤ n, και 

					•	οι δύο πόλεις Χ και Υ του γεωγραφικού διαμερίσματος Δ, για τις οποίες το κράτος ενδιαφέρεται για γρήγορη οδική επικοινωνία.

			

			 

			Η εταιρεία MS-Construction σάς προσλαμβάνει και ζητά από εσάς να της δώσετε μία λύση που ικανοποιεί τις τρεις απαιτήσεις του κράτους. Προς τούτο, παίρνετε τις εξής εντολές:

			
					1.	Σχεδιάστε και υλοποιήστε έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας Ο(n2), ο οποίος θα υπολογίζει ένα μέρος (υποσύνολο) του οδικού δικτύου του γεωγραφικού διαμερίσματος Δ που ικανοποιεί τις απαιτήσεις (Α) και (Β) του κράτους.

					2.	Σχεδιάστε και υλοποιήστε έναν αλγόριθμο πολυπλοκότητας Ο(n2), ο οποίος θα υπολογίζει ένα μέρος (υποσύνολο) του οδικού δικτύου του γεωγραφικού διαμερίσματος Δ που ικανοποιεί, εκτός από τις απαιτήσεις (Α) και (Β) του κράτους, και την απαίτηση (C).

			

			 

			Σημείωση: Η χιλιομετρική απόσταση KMij μεταξύ δύο πόλεων Πi και Πj είναι ακέραιος αριθμός και δεν υπερβαίνει τα 50 χιλιόμετρα, 1 ≤ i, j ≤ n.
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			ΛΕΞΙΚΟ ΑΓΓΛΟΕΛΛΗΝΙΚΩΝ ΟΡΩΝ

			 

			Α

			
				
					
					
				
				
					
							
							access 

						
							
							πρόσβαση 

						
					

					
							
							acyclic (graph)

						
							
							άκυκλο (γράφημα)

						
					

					
							
							acyclic orientation 

						
							
							άκυκλη κατεύθυνση 

						
					

					
							
							adjacency set 

						
							
							σύνολο γειτνίασης 

						
					

					
							
							adjacent vertex 

						
							
							κόμβος γειτνίασης 

						
					

					
							
							algorithm 

						
							
							αλγόριθμος 

						
					

					
							
							ancestor 

						
							
							πρόγονος ή προκάτοχος

						
					

					
							
							arc

						
							
							τόξο

						
					

					
							
							array

						
							
							πίνακας ή παράταξη 

						
					

					
							
							average-case analysis 

						
							
							ανάλυση μέσης-περίπτωσης 

						
					

				
			

			

			 

			B

			
				
					
					
				
				
					
							
							back-edge

						
							
							οπισθο-ακμή ή ανιούσα-ακμή

						
					

					
							
							bipartite graph

						
							
							διμερές γράφημα

						
					

					
							
							bounded 

						
							
							φραγμένος

						
					

					
							
							breadth-first search

						
							
							κατά-πλάτος ή οριζόντια διερεύνηση

						
					

				
			

			

			 

			C

			
				
					
					
				
				
					
							
							cactus of triangles 

						
							
							κάκτος τριγώνων 

						
					

					
							
							center 

						
							
							κέντρο 

						
					

					
							
							chain 

						
							
							αλυσίδα 

						
					

					
							
							child

						
							
							παιδί

						
					

					
							
							chordal graph

						
							
							τριγωνικό ή χορδικό γράφημα

						
					

					
							
							chordless cycle 

						
							
							άχορδος κύκλος 

						
					

					
							
							chromatic class

						
							
							χρωματική κλάση 

						
					

					
							
							chromatic number 

						
							
							χρωματικός αριθμός 

						
					

					
							
							chromatic number problem

						
							
							πρόβλημα χρωματικού αριθμού

						
					

					
							
							circular-arc graph 

						
							
							γράφημα κυκλικών-τόξων 

						
					

					
							
							clique cover 

						
							
							επικάλυψη κλικών 

						
					

					
							
							clique cover number 

						
							
							αριθμός επικάλυψης κλικών 

						
					

					
							
							clique number 

						
							
							αριθμός κλίκας

						
					

					
							
							cofactor 

						
							
							συμπαράγοντας

						
					

					
							
							color class

						
							
							χρωματική κλάση

						
					

					
							
							color degree 

						
							
							χρωματικός βαθμός 

						
					

					
							
							colorable (uniquely)

						
							
							χρωματίσιμος  (μοναδικά)

						
					

					
							
							coloring (proper)

						
							
							χρωματισμός (κατάλληλος)

						
					

					
							
							coloring (vertex, edge, map)

						
							
							χρωματισμός (κόμβων, ακμών, χαρτών)

						
					

					
							
							combinatorial object 

						
							
							συνδυαστικό αντικείμενο 

						
					

					
							
							comparability graph

						
							
							μεταβατικό γράφημα

						
					

					
							
							complement 

						
							
							συμπληρωματικό γράφημα ή συμπλήρωμα

						
					

					
							
							complete

						
							
							πλήρες

						
					

					
							
							complete bipartite graph

						
							
							πλήρες διμερές γράφημα

						
					

					
							
							composition 

						
							
							σύνθεση 

						
					

					
							
							composition graph 

						
							
							γράφημα σύνθεσης

						
					

					
							
							computability 

						
							
							υπολογισιμότητα 

						
					

					
							
							computation 

						
							
							υπολογισμός

						
					

					
							
							computational complexity 

						
							
							υπολογιστική πολυπλοκότητα 

						
					

					
							
							concatenation 

						
							
							συνένωση 

						
					

					
							
							connected component

						
							
							συνεκτική συνιστώσα 

						
					

					
							
							connected graph

						
							
							συνεκτικό γράφημα

						
					

					
							
							connectivity 

						
							
							συνεκτικότητα 

						
					

					
							
							construction problem

						
							
							πρόβλημα κατασκευής

						
					

					
							
							continuous function curve 

						
							
							συνεχής συνάρτηση καμπυλών 

						
					

					
							
							cross-edge

						
							
							διασχίζουσα-ακμή ή εγκάρσια-ακμή

						
					

					
							
							cubic map

						
							
							κυβικός χάρτης

						
					

					
							
							cycle 

						
							
							κύκλος

						
					

					
							
							cyclic interchange 

						
							
							κυκλική ανταλλαγή

						
					

				
			

			

			 

			D

			
				
					
					
				
				
					
							
							decision problem 

						
							
							πρόβλημα απόφασης 

						
					

					
							
							decomposition (G-decomposition)

						
							
							αποσύνθεση (G-αποσύνθεση) 

						
					

					
							
							decomposition scheme 

						
							
							σχήμα αποσύνθεσης 

						
					

					
							
							degree

						
							
							βαθμός

						
					

					
							
							depth-first search

						
							
							κατά-βάθος ή καθοδική διερεύνηση

						
					

					
							
							descendant 

						
							
							απόγονος ή διάδοχος

						
					

					
							
							deterministic 

						
							
							αιτιοκρατικός

						
					

					
							
							diameter 

						
							
							διάμετρος 

						
					

					
							
							difference 

						
							
							διαφορά

						
					

					
							
							dimension

						
							
							διάσταση

						
					

					
							
							directed acyclic graph

						
							
							κατευθυνόμενο άκυκλο γράφημα

						
					

					
							
							directed graph 

						
							
							κατευθυνόμενo γράφημα

						
					

					
							
							distance

						
							
							απόσταση

						
					

					
							
							distance preserving property

						
							
							ιδιότητα διατήρησης απόστασης

						
					

					
							
							domination (direct)

						
							
							κυριαρχία (άμεση)

						
					

					
							
							dual graph 

						
							
							δυϊκό γράφημα 

						
					

					
							
							dynamic 

						
							
							δυναμικός, δυναμική 

						
					

				
			

			

			 

			E

			
				
					
					
				
				
					
							
							eccentricity 

						
							
							εκκεντρικότητα 

						
					

					
							
							edge

						
							
							ακμή

						
					

					
							
							elementary

						
							
							στοιχειώδης

						
					

					
							
							elimination

						
							
							απαλοιφή

						
					

					
							
							enumeration problem

						
							
							πρόβλημα απαρίθμησης

						
					

					
							
							examine

						
							
							εξετάζω

						
					

					
							
							existence problem

						
							
							πρόβλημα ύπαρξης

						
					

					
							
							exponential 

						
							
							εκθετικός 

						
					

					
							
							Euler (eulerian) graph

						
							
							γράφημα Euler

						
					

					
							
							exterior face 

						
							
							εξωτερική όψη(ή περιοχή)

						
					

					
							
							extremal 

						
							
							ακραίο 

						
					

				
			

			

			 

			F

			
				
					
					
				
				
					
							
							face 

						
							
							όψη ή περιοχή

						
					

					
							
							factor (outer, inner)

						
							
							παράγοντας (εξωτερικός, εσωτερικός)

						
					

					
							
							family

						
							
							οικογένεια

						
					

					
							
							fill-in 

						
							
							συμπλήρωση (ή γέμισμα)

						
					

					
							
							formal language

						
							
							τυπική γλώσσα

						
					

					
							
							forward-edge

						
							
							εμπρόσθια-ακμή ή κατιούσα-ακμή

						
					

					
							
							four-color problem

						
							
							πρόβλημα των τεσσάρων χρωμάτων

						
					

					
							
							function graph 

						
							
							γράφημα συναρτήσεων ή F-γράφημα 

						
					

					
							
							function segment 

						
							
							τμήμα συναρτήσεων

						
					

				
			

			

			 

			G

			
				
					
					
				
				
					
							
							Gaussian elimination 

						
							
							απαλοιφή Gauss 

						
					

					
							
							geometric dual graph

						
							
							γεωμετρικό δυϊκό γράφημα

						
					

				
			

			

			 

			H

			
				
					
					
				
				
					
							
							halting problem 

						
							
							πρόβλημα τερματισμού 

						
					

					
							
							Hamilton (hamiltonian) graph

						
							
							γράφημα Hamilton

						
					

					
							
							head 

						
							
							κεφαλή

						
					

					
							
							height 

						
							
							ύψος 

						
					

					
							
							hereditary property 

						
							
							κληρονομική ιδιότητα 

						
					

				
			

			

			 

			I

			
				
					
					
				
				
					
							
							implementation 

						
							
							υλοποίηση 

						
					

					
							
							implication class

						
							
							συνεπαγωγική κλάση

						
					

					
							
							incident edge

						
							
							προσπίπτουσα ακμή

						
					

					
							
							in-degree 

						
							
							βαθμός-εισόδου 

						
					

					
							
							independent (or stable) set

						
							
							ανεξάρτητο (ή ευσταθές) σύνολο

						
					

					
							
							index 

						
							
							θέση

						
					

					
							
							induced subgraph 

						
							
							επαγόμενο υπογράφημα

						
					

					
							
							inefficient algorithm 

						
							
							μη-αποτελεσματικός αλγόριθμος 

						
					

					
							
							instance 

						
							
							στιγμιότυπο 

						
					

					
							
							intersection 

						
							
							τομή 

						
					

					
							
							intersection graph 

						
							
							γράφημα τομής 

						
					

					
							
							interval

						
							
							διάστημα

						
					

					
							
							interval containment graph 

						
							
							γράφημα περιεχομένων διαστημάτων 

						
					

					
							
							interval graph 

						
							
							γράφημα διαστημάτων 

						
					

					
							
							interval representation 

						
							
							αναπαράσταση διαστήματος 

						
					

					
							
							intractable 

						
							
							δυσχείριστο ή δυσεπίλυτο 

						
					

					
							
							inversion graph 

						
							
							γράφημα αντιστροφής 

						
					

					
							
							isolated 

						
							
							μονήρης 

						
					

					
							
							isomorphism

						
							
							ισομορφισμός

						
					

				
			

			

			 

			L

			
				
					
					
				
				
					
							
							labeled graph

						
							
							επιγραφημένο γράφημα 

						
					

					
							
							largest degree first 

						
							
							κατά-μεγαλύτερο-βαθμό-πρώτα 

						
					

					
							
							leaf 

						
							
							φύλλο ή τερματικός κόμβος

						
					

					
							
							length 

						
							
							μήκος

						
					

					
							
							lexicographic breadth-first search

						
							
							λεξικογραφική κατά-πλάτος αναζήτηση

						
					

					
							
							line

						
							
							γραμμή

						
					

					
							
							line graph

						
							
							γραμμικό γράφημα 

						
					

					
							
							linear (algorithm)

						
							
							γραμμικός (αλγόριθμος)

						
					

					
							
							linear ordering 

						
							
							γραμμική διάταξη 

						
					

					
							
							linked list

						
							
							συνδεδεμένη λίστα

						
					

					
							
							loop 

						
							
							βρόχος 

						
					

					
							
							lower bound

						
							
							κάτω φράγμα

						
					

				
			

			

			 

			M

			
				
					
					
				
				
					
							
							mapping reduction 

						
							
							αναγωγή απεικόνισης 

						
					

					
							
							matching 

						
							
							ταίριασμα

						
					

					
							
							matrix 

						
							
							πίνακας

						
					

					
							
							matrix multiplication 

						
							
							πολλαπλασιασμός πινάκων 

						
					

					
							
							matrix-tree theorem

						
							
							θεώρημα πίνακα-δένδρου

						
					

					
							
							maximal clique (set)

						
							
							μεγιστική ή μεγιστοτική κλίκα (σύνολο)

						
					

					
							
							maximum cardinality search 

						
							
							αναζήτηση μέγιστου πληθάριθμου 

						
					

					
							
							maximum clique (set)

						
							
							μέγιστη κλίκα (σύνολο)

						
					

					
							
							median 

						
							
							μέσο 

						
					

					
							
							minimal connector problem 

						
							
							πρόβλημα ελάχιστης σύνδεσης 

						
					

					
							
							minimum spanning tree

						
							
							ελάχιστο γενετικό δένδρο

						
					

					
							
							minor 

						
							
							ελάσσων

						
					

					
							
							multigraph 

						
							
							πολυγράφημα 

						
					

					
							
							multiplicity (maximum)

						
							
							πολλαπλότητα (μέγιστη) 

						
					

				
			

			

			 

			N

			
				
					
					
				
				
					
							
							nearest common ancestor 

						
							
							ελάχιστος κοινός πρόγονος ή προκάτοχος

						
					

					
							
							NP-complete problem

						
							
							NP-πλήρες πρόβλημα

						
					

					
							
							NP-completeness

						
							
							NP-πληρότητα

						
					

					
							
							NP-hard

						
							
							NP-δύσκολο 

						
					

				
			

			

			 

			O

			
				
					
					
				
				
					
							
							optimal 

						
							
							βέλτιστος

						
					

					
							
							optimization problems

						
							
							προβλήματα βελτιστοποίησης

						
					

					
							
							order 

						
							
							τάξη 

						
					

					
							
							orientation 

						
							
							προσανατολισμός 

						
					

					
							
							out-degree 

						
							
							βαθμός-εξόδου 

						
					

					
							
							outerplanar 

						
							
							εξωεπίπεδο 

						
					

				
			

			

			 

			P

			
				
					
					
				
				
					
							
							parallel edges 

						
							
							παράλληλες ακμές 

						
					

					
							
							parent 

						
							
							πατέρας

						
					

					
							
							parity (same or opposite)

						
							
							ισοτιμία (ίδια ή αντίθετη)

						
					

					
							
							partial order

						
							
							μερική διάταξη

						
					

					
							
							partially orderable graph

						
							
							μερικώς διατάξιμο γράφημα 

						
					

					
							
							partition 

						
							
							διαμέριση

						
					

					
							
							path 

						
							
							διαδρομή ή μονοπάτι 

						
					

					
							
							p-critical graph

						
							
							p-κρίσιμο γράφημα

						
					

					
							
							permutation

						
							
							μετάθεση

						
					

					
							
							permutation diagram 

						
							
							μεταθετικό διάγραμμα 

						
					

					
							
							permutation graph

						
							
							μεταθετικό γράφημα

						
					

					
							
							perfect elimination ordering 

						
							
							τέλειο σχήμα απαλοιφής 

						
					

					
							
							perfect graph theorem

						
							
							θεώρημα τέλειων γραφημάτων

						
					

					
							
							α-, χ-perfection 

						
							
							α-, χ-τελειότητα 

						
					

					
							
							pictorial representation

						
							
							εικονογραφημένη αναπαράσταση

						
					

					
							
							planar graph

						
							
							επίπεδο γράφημα

						
					

					
							
							plane graph 

						
							
							ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα 

						
					

					
							
							pointer

						
							
							δείκτης

						
					

					
							
							polynomial 

						
							
							πολυωνυμικός

						
					

					
							
							polynomial reduction 

						
							
							πολυωνυμική αναγωγή 

						
					

					
							
							polynomially transformable 

						
							
							πολυωνυμικά αναγώγιμο 

						
					

					
							
							property

						
							
							ιδιότητα

						
					

					
							
							pseudograph 

						
							
							ψευδογράφημα

						
					

				
			

			

			 

			Q

			
				
					
					
				
				
					
							
							quasi-transitive orientation 

						
							
							ημι-μεταβατικός προσανατολισμός 

						
					

					
							
							queue

						
							
							ουρά

						
					

				
			

			

			 

			R

			
				
					
					
				
				
					
							
							radius 

						
							
							ακτίνα 

						
					

					
							
							random-access machine, RAM 

						
							
							μηχανή τυχαίας-προσπέλασης 

						
					

					
							
							redefining 

						
							
							επανακαθορισμός 

						
					

					
							
							regular graph

						
							
							κανονικό γράφημα

						
					

					
							
							repository 

						
							
							αποθετήριο 

						
					

					
							
							reversal (or transpose) graph

						
							
							αντίστροφο γράφημα

						
					

					
							
							root 

						
							
							ρίζα

						
					

					
							
							rooted tree

						
							
							ένρυζο δένδρο

						
					

				
			

			

			 

			S

			
				
					
					
				
				
					
							
							searching 

						
							
							διερεύνηση

						
					

					
							
							separator (minimal vertex separator) 

						
							
							διαχωριστής (ελαχιστικός διαχωριστής κόμβων)

						
					

					
							
							sequential (algorithm)

						
							
							σειριακός ή ακολουθιακός (αλγόριθμος)

						
					

					
							
							similarity 

						
							
							ομοιότητα

						
					

					
							
							simple graph

						
							
							απλό γράφημα

						
					

					
							
							simplicial 

						
							
							Ν-πλήρης 

						
					

					
							
							sink vertex

						
							
							τερματικός κόμβος

						
					

					
							
							size 

						
							
							μέγεθος 

						
					

					
							
							smallest degree last 

						
							
							κατά-μικρότερο-βαθμό-τελευταία 

						
					

					
							
							sorting

						
							
							ταξινόμηση

						
					

					
							
							source vertex

						
							
							πηγαίος κόμβος

						
					

					
							
							spanned subgraph 

						
							
							παραγόμενο υπογράφημα

						
					

					
							
							spanning tree/forest

						
							
							γενετικό δένδρο/δάσος

						
					

					
							
							split graph (double)

						
							
							διασπάσιμο γράφημα (διπλά)

						
					

					
							
							stable number 

						
							
							ευσταθής αριθμός

						
					

					
							
							stable (or independent) set

						
							
							ευσταθές (ή ανεξάρτητο) σύνολο

						
					

					
							
							stack 

						
							
							στοίβα 

						
					

					
							
							static representation 

						
							
							στατική απεικόνιση ή αναπαράσταση 

						
					

					
							
							straight line-segment

						
							
							ευθύγραμμο τμήμα 

						
					

					
							
							strong perfect graph conjecture

						
							
							ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων

						
					

					
							
							strong perfect graph theorem

						
							
							ισχυρό θεώρημα τέλειων γραφημάτων

						
					

					
							
							strongly connected 

						
							
							ισχυρά συνεκτικό 

						
					

					
							
							sublist 

						
							
							υπολίστα 

						
					

					
							
							subgraph 

						
							
							υπογράφημα 

						
					

					
							
							subroutine 

						
							
							υποπρόγραμμα 

						
					

					
							
							superexponential 

						
							
							υπερεκθετικός 

						
					

					
							
							symmetric difference

						
							
							συμμετρική διαφορά

						
					

				
			

			

			 

			T

			
				
					
					
				
				
					
							
							tolerance graph

						
							
							γράφημα ανοχής

						
					

					
							
							topological sorting 

						
							
							τοπολογική ταξινόμηση 

						
					

					
							
							tournament 

						
							
							τουρνουά 

						
					

					
							
							traceable 

						
							
							ανιχνεύσιμος

						
					

					
							
							tractable 

						
							
							ευχείριστο 

						
					

					
							
							trail 

						
							
							ίχνος

						
					

					
							
							transitive orientation

						
							
							μεταβατικός προσανατολισμός

						
					

					
							
							transitive tournament 

						
							
							μεταβατικό τουρνουά 

						
					

					
							
							transitively orientable graph

						
							
							μεταβατικώς προσανατολιζόμενο γράφημα 

						
					

					
							
							transpose (or reversal) graph

						
							
							αντίστροφο γράφημα

						
					

					
							
							travelling salesman problem

						
							
							πρόβλημα πλανόδιου πωλητή

						
					

					
							
							tree

						
							
							δένδρο

						
					

					
							
							tree-edge

						
							
							δενδρική-ακμή

						
					

					
							
							tree transformation 

						
							
							δενδρικός μετασχηματισμός 

						
					

					
							
							triangulated graph

						
							
							τριγωνικό ή χορδικό γράφημα 

						
					

					
							
							triangulated property

						
							
							τριγωνική ιδιότητα

						
					

					
							
							trivial

						
							
							τετριμμένο

						
					

				
			

			

			 

			U

			
				
					
					
				
				
					
							
							underlying graph

						
							
							υποκείμενο γράφημα

						
					

					
							
							undirected graph

						
							
							μη-κατευθυνόμενο γράφημα

						
					

					
							
							union 

						
							
							ένωση 

						
					

					
							
							uniquely partially orderable graph

						
							
							μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα 

						
					

					
							
							upper bound 

						
							
							άνω φράγμα 

						
					

				
			

			

			 

			V

			
				
					
					
				
				
					
							
							vector 

						
							
							διάνυσμα

						
					

					
							
							vertex

						
							
							κόμβος

						
					

					
							
							visit

						
							
							επισκέπτομαι

						
					

				
			

			

			 

			W

			
				
					
					
				
				
					
							
							walk (closed)

						
							
							περίπατος (κλειστός)

						
					

					
							
							weighted graph

						
							
							έμβαρο γράφημα

						
					

					
							
							wheel graph

						
							
							τροχοειδές γράφημα

						
					

					
							
							worst-case analysis

						
							
							ανάλυση χειρίστης-περίπτωσης

						
					

				
			

			

			 

			 

			 

			 

		

	
		
			ΛΕΞΙΚΟ ΕΛΛΗΝΟΑΓΓΛΙΚΩΝ ΟΡΩΝ

			 

			Α

			
				
					
					
				
				
					
							
							αιτιοκρατικός 

						
							
							deterministic

						
					

					
							
							ακμή 

						
							
							edge

						
					

					
							
							ακραίο 

						
							
							extremal

						
					

					
							
							ακτίνα 

						
							
							radius

						
					

					
							
							άκυκλη κατεύθυνση 

						
							
							acyclic orientation

						
					

					
							
							άκυκλο (γράφημα) 

						
							
							acyclic (graph)

						
					

					
							
							αλγόριθμος 

						
							
							algorithm 

						
					

					
							
							αλυσίδα 

						
							
							chain 

						
					

					
							
							αναγωγή απεικόνισης 

						
							
							mapping reduction

						
					

					
							
							αναζήτηση μέγιστου πληθάριθμου 

						
							
							maximum cardinality search

						
					

					
							
							ανάλυση μέσης-περίπτωσης 

						
							
							average-case analysis

						
					

					
							
							ανάλυση χειρίστης-περίπτωσης 

						
							
							worst-case analysis

						
					

					
							
							αναπαράσταση διαστήματος 

						
							
							interval representation

						
					

					
							
							ανεξάρτητο (ή ευσταθές) σύνολο 

						
							
							independent (or stable) set

						
					

					
							
							ανιχνεύσιμος 

						
							
							traceable

						
					

					
							
							αντίστροφο γράφημα 

						
							
							reversal (or transpose) graph

						
					

					
							
							αντίστροφο γράφημα 

						
							
							transpose (or reversal) graph

						
					

					
							
							άνω φράγμα 

						
							
							upper bound

						
					

					
							
							απαλοιφή 

						
							
							elimination

						
					

					
							
							απαλοιφή Gauss 

						
							
							Gaussian elimination

						
					

					
							
							απλό γράφημα 

						
							
							simple graph

						
					

					
							
							απόγονος ή διάδοχος 

						
							
							descendant

						
					

					
							
							αποθετήριο 

						
							
							repository

						
					

					
							
							απόσταση 

						
							
							distance

						
					

					
							
							αποσύνθεση (G-αποσύνθεση) 

						
							
							decomposition (G-decomposition)

						
					

					
							
							αριθμός επικάλυψης κλικών 

						
							
							clique cover number

						
					

					
							
							αριθμός κλίκας 

						
							
							clique number

						
					

					
							
							άχορδος κύκλος 

						
							
							chordless cycle

						
					

				
			

			

			 

			B

			
				
					
					
				
				
					
							
							βαθμός 

						
							
							degree 

						
					

					
							
							βαθμός-εισόδου 

						
							
							in-degree

						
					

					
							
							βαθμός-εξόδου 

						
							
							out-degree

						
					

					
							
							βέλτιστος 

						
							
							optimal

						
					

					
							
							βρόχος  

						
							
							loop

						
					

				
			

			

			 

			Γ

			
				
					
					
				
				
					
							
							γενετικό δένδρο/δάσος 

						
							
							spanning tree/forest

						
					

					
							
							γεωμετρικό δυϊκό γράφημα 

						
							
							geometric dual graph

						
					

					
							
							γραμμή  

						
							
							line

						
					

					
							
							γραμμική διάταξη 

						
							
							linear ordering

						
					

					
							
							γραμμικό γράφημα 

						
							
							line graph

						
					

					
							
							γραμμικός (αλγόριθμος) 

						
							
							linear (algorithm)

						
					

					
							
							γράφημα Euler 

						
							
							Euler (eulerian) graph

						
					

					
							
							γράφημα Hamilton 

						
							
							Hamilton (hamiltonian) graph

						
					

					
							
							γράφημα ανοχής 

						
							
							tolerance graph

						
					

					
							
							γράφημα αντιστροφής 

						
							
							inversion graph

						
					

					
							
							γράφημα διαστημάτων 

						
							
							interval graph

						
					

					
							
							γράφημα κυκλικών-τόξων 

						
							
							circular-arc graph

						
					

					
							
							γράφημα περιεχομένων διαστημάτων 

						
							
							interval containment graph

						
					

					
							
							γράφημα συναρτήσεων ή F-γράφημα 

						
							
							function graph

						
					

					
							
							γράφημα σύνθεσης 

						
							
							composition graph

						
					

					
							
							γράφημα τομής

						
							
							intersection graph

						
					

				
			

			

			 

			Δ

			
				
					
					
				
				
					
							
							δείκτης 

						
							
							pointer

						
					

					
							
							δενδρική-ακμή 

						
							
							tree-edge

						
					

					
							
							δενδρικός μετασχηματισμός 

						
							
							tree transformation

						
					

					
							
							δένδρο 

						
							
							tree

						
					

					
							
							διαδρομή ή μονοπάτι  

						
							
							path

						
					

					
							
							διαμέριση 

						
							
							partition

						
					

					
							
							διάμετρος 

						
							
							diameter

						
					

					
							
							διάνυσμα 

						
							
							vector

						
					

					
							
							διασπάσιμο γράφημα (διπλά) 

						
							
							split graph (double)

						
					

					
							
							διάσταση 

						
							
							dimension

						
					

					
							
							διάστημα 

						
							
							interval

						
					

					
							
							διασχίζουσα-ακμή ή εγκάρσια-ακμή 

						
							
							cross-edge

						
					

					
							
							διαφορά 

						
							
							difference

						
					

					
							
							διαχωριστής (ελαχιστικός διαχωριστής κόμβων) 

						
							
							separator (minimal vertex separator)

						
					

					
							
							διερεύνηση 

						
							
							searching

						
					

					
							
							διμερές γράφημα 

						
							
							bipartite graph

						
					

					
							
							δυϊκό γράφημα 

						
							
							dual graph

						
					

					
							
							δυναμικός, δυναμική 

						
							
							dynamic

						
					

					
							
							δύσκολο, NP-δύσκολο 

						
							
							NP-hard

						
					

					
							
							δυσχείριστο ή δυσεπίλυτο 

						
							
							intractable  

						
					

				
			

			

			 

			Ε

			
				
					
					
				
				
					
							
							εικονογραφημένη αναπαράσταση 

						
							
							pictorial representation

						
					

					
							
							εκθετικός 

						
							
							exponential

						
					

					
							
							εκκεντρικότητα 

						
							
							eccentricity

						
					

					
							
							ελάσσων 

						
							
							minor

						
					

					
							
							ελάχιστο γενετικό δένδρο 

						
							
							minimum spanning tree

						
					

					
							
							ελάχιστος κοινός πρόγονος ή προκάτοχος 

						
							
							nearest common ancestor

						
					

					
							
							έμβαρο γράφημα 

						
							
							weighted graph

						
					

					
							
							εμπρόσθια-ακμή ή κατιούσα-ακμή 

						
							
							forward-edge

						
					

					
							
							ένρυζο δένδρο 

						
							
							rooted tree

						
					

					
							
							ενσωματωμένο-επίπεδο γράφημα 

						
							
							plane graph

						
					

					
							
							ένωση 

						
							
							union

						
					

					
							
							εξετάζω 

						
							
							examine

						
					

					
							
							εξωεπίπεδο 

						
							
							outerplanar

						
					

					
							
							εξωτερική όψη (ή περιοχή) 

						
							
							exterior face

						
					

					
							
							επαγόμενο υπογράφημα 

						
							
							induced subgraph

						
					

					
							
							επανακαθορισμός 

						
							
							redefining

						
					

					
							
							επιγραφημένο γράφημα 

						
							
							labeled graph

						
					

					
							
							επικάλυψη κλικών 

						
							
							clique cover

						
					

					
							
							επίπεδο γράφημα 

						
							
							planar graph

						
					

					
							
							επισκέπτομαι 

						
							
							visit

						
					

					
							
							ευθύγραμμο τμήμα 

						
							
							straight line-segment

						
					

					
							
							ευσταθές (ή ανεξάρτητο) σύνολο 

						
							
							stable (or independent) set

						
					

					
							
							ευσταθής αριθμός 

						
							
							stable number

						
					

					
							
							ευχείριστο

						
							
							tractable

						
					

				
			

			

			 

			Η

			
				
					
					
				
				
					
							
							ημι-μεταβατικός προσανατολισμός

						
							
							quasi-transitive orientation

						
					

				
			

			

			 

			Θ

			
				
					
					
				
				
					
							
							θέση 

						
							
							index

						
					

					
							
							θεώρημα πίνακα-δένδρου 

						
							
							matrix-tree theorem

						
					

					
							
							θεώρημα τέλειων γραφημάτων 

						
							
							perfect graph theorem

						
					

				
			

			

			 

			Ι

			
				
					
					
				
				
					
							
							ιδιότητα 

						
							
							property

						
					

					
							
							ιδιότητα διατήρησης απόστασης 

						
							
							distance preserving property 

						
					

					
							
							ισομορφισμός 

						
							
							isomorphism

						
					

					
							
							ισοτιμία (ίδια ή αντίθετη) 

						
							
							parity (same or opposite)

						
					

					
							
							ισχυρά συνεκτικό 

						
							
							strongly connected

						
					

					
							
							ισχυρή εικασία των τέλειων γραφημάτων 

						
							
							strong perfect graph conjecture

						
					

					
							
							ισχυρό θεώρημα τέλειων γραφημάτων 

						
							
							strong perfect graph theorem

						
					

					
							
							ίχνος 

						
							
							trail

						
					

				
			

			

			 

			Κ

			
				
					
					
				
				
					
							
							κάκτος τριγώνων 

						
							
							cactus of triangles

						
					

					
							
							κανονικό γράφημα 

						
							
							regular graph

						
					

					
							
							κατά-βάθος ή καθοδική διερεύνηση 

						
							
							depth-first search

						
					

					
							
							κατά-μεγαλύτερο-βαθμό-πρώτα 

						
							
							largest degree first

						
					

					
							
							κατά-μικρότερο-βαθμό-τελευταία 

						
							
							smallest degree last

						
					

					
							
							κατά-πλάτος ή οριζόντια διερεύνηση 

						
							
							breadth-first search

						
					

					
							
							κατευθυνόμενo γράφημα 

						
							
							directed graph

						
					

					
							
							κατευθυνόμενο άκυκλο γράφημα 

						
							
							directed acyclic graph

						
					

					
							
							κάτω φράγμα 

						
							
							lower bound

						
					

					
							
							κέντρο 

						
							
							center

						
					

					
							
							κεφαλή 

						
							
							head

						
					

					
							
							κληρονομική ιδιότητα 

						
							
							hereditary property

						
					

					
							
							κόμβος 

						
							
							vertex

						
					

					
							
							κόμβος γειτονικός 

						
							
							adjacent vertex

						
					

					
							
							κρίσιμο, p-κρίσιμο γράφημα 

						
							
							p-critical graph

						
					

					
							
							κυβικός χάρτης 

						
							
							cubic map

						
					

					
							
							κυκλική ανταλλαγή 

						
							
							cyclic interchange

						
					

					
							
							κύκλος 

						
							
							cycle

						
					

					
							
							κυριαρχία (άμεση)  

						
							
							domination (direct)

						
					

				
			

			

			 

			Λ

			
				
					
					
				
				
					
							
							λεξικογραφική κατά-πλάτος αναζήτηση

						
							
							lexicographic breadth-first search

						
					

				
			

			

			 

			Μ

			
				
					
					
				
				
					
							
							μέγεθος 

						
							
							size

						
					

					
							
							μέγιστη κλίκα (σύνολο) 

						
							
							maximum clique (set)

						
					

					
							
							μεγιστική ή μεγιστοτική κλίκα (σύνολο) 

						
							
							maximal clique (set)

						
					

					
							
							μερική διάταξη 

						
							
							partial order

						
					

					
							
							μερικώς διατάξιμο γράφημα 

						
							
							partially orderable graph

						
					

					
							
							μέσο 

						
							
							median

						
					

					
							
							μεταβατικό γράφημα 

						
							
							comparability graph

						
					

					
							
							μεταβατικό τουρνουά 

						
							
							transitive tournament

						
					

					
							
							μεταβατικός προσανατολισμός 

						
							
							transitive orientation

						
					

					
							
							μεταβατικώς προσανατολιζόμενο γράφημα  

						
							
							transitively orientable graph

						
					

					
							
							μετάθεση 

						
							
							permutation

						
					

					
							
							μεταθετικό γράφημα

						
							
							permutation graph

						
					

					
							
							μεταθετικό διάγραμμα 

						
							
							permutation diagram

						
					

					
							
							μη-αποτελεσματικός αλγόριθμος  

						
							
							inefficient algorithm

						
					

					
							
							μη-κατευθυνόμενο γράφημα 

						
							
							undirected graph

						
					

					
							
							μήκος  

						
							
							length

						
					

					
							
							μηχανή τυχαίας-προσπέλασης 

						
							
							random-access machine, RAM

						
					

					
							
							μοναδικά μερικώς διατάξιμο γράφημα 

						
							
							uniquely partially orderable graph

						
					

					
							
							μονήρης 

						
							
							isolated   

						
					

				
			

			

			 

			Ν

			
				
					
					
				
				
					
							
							Ν-πλήρης

						
							
							simplicial

						
					

				
			

			

			 

			Ο

			
				
					
					
				
				
					
							
							οικογένεια 

						
							
							family

						
					

					
							
							ομοιότητα 

						
							
							similarity

						
					

					
							
							οπισθο-ακμή ή ανιούσα-ακμή 

						
							
							back-edge

						
					

					
							
							ουρά 

						
							
							queue

						
					

					
							
							όψη ή περιοχή 

						
							
							face

						
					

				
			

			

			 

			Π

			
				
					
					
				
				
					
							
							παιδί

						
							
							child

						
					

					
							
							παραγόμενο υπογράφημα 

						
							
							spanned subgraph

						
					

					
							
							παράγοντας (εξωτερικός, εσωτερικός) 

						
							
							factor (outer, inner)

						
					

					
							
							παράλληλες ακμές 

						
							
							parallel edges

						
					

					
							
							πατέρας 

						
							
							parent

						
					

					
							
							περίπατος (κλειστός) 

						
							
							walk (closed)

						
					

					
							
							πηγαίος κόμβος 

						
							
							source vertex

						
					

					
							
							πίνακας 

						
							
							matrix

						
					

					
							
							πίνακας ή παράταξη 

						
							
							array

						
					

					
							
							πλήρες 

						
							
							complete

						
					

					
							
							πλήρες διμερές γράφημα complete 

						
							
							bipartite graph

						
					

					
							
							πλήρες, NP-πλήρες πρόβλημα 

						
							
							NP-complete problem

						
					

					
							
							πληρότητα, NP-πληρότητα 

						
							
							NP-completeness

						
					

					
							
							πολλαπλασιασμός πινάκων 

						
							
							matrix multiplication

						
					

					
							
							πολλαπλότητα (μέγιστη) 

						
							
							multiplicity (maximum)

						
					

					
							
							πολυγράφημα  

						
							
							multigraph

						
					

					
							
							πολυωνυμικά αναγώγιμο 

						
							
							polynomially transformable

						
					

					
							
							πολυωνυμική αναγωγή  

						
							
							polynomial reduction

						
					

					
							
							πολυωνυμικός 

						
							
							polynomial

						
					

					
							
							πρόβλημα απαρίθμησης 

						
							
							enumeration problem

						
					

					
							
							πρόβλημα απόφασης 

						
							
							decision problem

						
					

					
							
							πρόβλημα ελάχιστης σύνδεσης 

						
							
							minimal connector problem

						
					

					
							
							πρόβλημα κατασκευής 

						
							
							construction problem

						
					

					
							
							πρόβλημα πλανόδιου πωλητή problem

						
							
							travelling salesman

						
					

					
							
							πρόβλημα τερματισμού 

						
							
							halting problem

						
					

					
							
							πρόβλημα των τεσσάρων χρωμάτων 

						
							
							four-color problem

						
					

					
							
							πρόβλημα ύπαρξης 

						
							
							existence problem

						
					

					
							
							πρόβλημα χρωματικού αριθμού 

						
							
							chromatic number problem

						
					

					
							
							προβλήματα βελτιστοποίησης 

						
							
							optimization problems

						
					

					
							
							πρόγονος ή προκάτοχος 

						
							
							ancestor

						
					

					
							
							προσανατολισμός 

						
							
							orientation

						
					

					
							
							πρόσβαση 

						
							
							access

						
					

					
							
							προσπίπτουσα ακμή

						
							
							incident edge

						
					

				
			

			

			 

			Ρ

			
				
					
					
				
				
					
							
							ρίζα

						
							
							root 

						
					

				
			

			

			 

			Σ

			
				
					
					
				
				
					
							
							σειριακός ή ακολουθιακός (αλγόριθμος) 

						
							
							sequential (algorithm)

						
					

					
							
							στατική απεικόνιση ή αναπαράσταση 

						
							
							static representation

						
					

					
							
							στιγμιότυπο  

						
							
							instance

						
					

					
							
							στοίβα 

						
							
							stack

						
					

					
							
							στοιχειώδης 

						
							
							elementary

						
					

					
							
							συμμετρική διαφορά 

						
							
							symmetric difference

						
					

					
							
							συμπαράγοντας 

						
							
							cofactor

						
					

					
							
							συμπληρωματικό γράφημα ή συμπλήρωμα 

						
							
							complement

						
					

					
							
							συμπλήρωση (ή γέμισμα) 

						
							
							fill-in

						
					

					
							
							συνδεδεμένη λίστα 

						
							
							linked list

						
					

					
							
							συνδυαστικό αντικείμενο 

						
							
							combinatorial object

						
					

					
							
							συνεκτική συνιστώσα 

						
							
							connected component

						
					

					
							
							συνεκτικό γράφημα 

						
							
							connected graph

						
					

					
							
							συνεκτικότητα 

						
							
							connectivity

						
					

					
							
							συνένωση 

						
							
							concatenation

						
					

					
							
							συνεπαγωγική κλάση 

						
							
							implication class

						
					

					
							
							συνεχής συνάρτηση καμπυλών 

						
							
							continuous function curve

						
					

					
							
							σύνθεση 

						
							
							composition

						
					

					
							
							σύνολο γειτνίασης 

						
							
							adjacency set

						
					

					
							
							σχήμα αποσύνθεσης 

						
							
							decomposition scheme
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							ταίριασμα 

						
							
							matching

						
					

					
							
							τάξη  

						
							
							order

						
					

					
							
							ταξινόμηση 

						
							
							sorting

						
					

					
							
							τέλειο σχήμα απαλοιφής 

						
							
							perfect elimination ordering

						
					

					
							
							τελειότητα, α-, χ-τελειότητα  

						
							
							α-, χ-perfection

						
					

					
							
							τερματικός κόμβος 

						
							
							sink vertex

						
					

					
							
							τετριμμένο 

						
							
							trivial

						
					

					
							
							τμήμα συναρτήσεων 

						
							
							function segment

						
					

					
							
							τομή  

						
							
							intersection

						
					

					
							
							τόξο 

						
							
							arc

						
					

					
							
							τοπολογική ταξινόμηση 

						
							
							topological sorting

						
					

					
							
							τουρνουά 

						
							
							tournament

						
					

					
							
							τριγωνική ιδιότητα 

						
							
							triangulated property

						
					

					
							
							τριγωνικό ή χορδικό γράφημα  

						
							
							triangulated graph

						
					

					
							
							τριγωνικό ή χορδικό γράφημα 

						
							
							chordal graph

						
					

					
							
							τροχοειδές γράφημα 
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							τυπική γλώσσα 

						
							
							formal language
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							implementation
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							subgraph
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							υπολογισιμότητα 
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							υπολογιστική πολυπλοκότητα 

						
							
							computational complexity
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							subroutine 
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Alyopibuog 8.1: Sequential Coloring

1. dnmodpynoce v axorovbia ypoponicpod S = (v, vy, ..., Vn) He U300 Tpomo;
2. ywi« 1éogn enavarofe

emike&e Tov KOUPO V; amd TV S Kot YPOUATIGE TOV [1E TO EAGYIOTO SLVATO PO Od TO
Ghvolro ypoudtov C.
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Alyopibuog 3.3: MST_Prim

1.  Enikeée évav toyoio kopfo v tov ypuenuatog G kol €16ayaye avtdv Ge £vo GHVOAO
S vk

2. Emnike&e myv axpn e = (X,y) pe 10 [KpOTEPO PAPOG 0O TO GHVOAO TOV UKDV TOV EYOVV
&va Gkpo x € S kot to Ghho dxpo y EV(G) —SxarBéce T « T Uf{e} xS « S U {y}

Eav to T &yet Myodtepeg amd n — 1 axpég, miyaive oto fripa 2;

4. Emiotpeye 10 eAdy1oT0 YeVETIKO dévdpo T.
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Alyopiburog 9.2: MCS

Input: Eva ypdonua G pe n kOUPovg vy, Uy, ..., Up KO M OKUES.

Output: Mia d1610én 0 tov kopPav tov G.

1.

Avabeoe emypugéc label(v) = 0 oe kGBe xépuPo v oL ypognuatog £86dov G Kat
KOAPAKTIPIOE 0pyIKkd KGBe KOPPO Tov wg ITPAZINO.
Twi « néogl pe puo —1 extéhece
Emdoyn: enidele évav IPAZINO k6pufo v L T1 HeyOADTEPT EMYPUPT|.
AvaBeon: o (i) « v:
Ewpépoon: yopaktipioe tov k6ppo v og KOKINNO kat mpocbece 1 oy
emypaen kGBe MPASINOY wopfov w mov eivonr yeitovag tov v, Snhadn
label(w) « label(w) + 1,y xd0e w € Adj(v)

TELOG-YLOL
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Alyopibupog 10.2: TRO

Input: ‘Eva pn-katevBovopevo ypaenua G = (V, E).
Output: ‘Evag petafatikds mposoavatoopds F tov akudy tov G 1 wijvopo 611 1o G dev eivar
petafatikd ypaenua.

1. Apywonoince i « 1,E; « E, F « 0;
Enikege pia oyoio axpn x;y; € Ej:
Apibunoe v cuvenoyopevn khaon B; Tov E; mov mepiéyel ) X;V;:

e4v B; N B! = 0 t61e npdobece m) B; oty F

Grhag, teppationds (To G dev eivar TRO);

Eiy1 < Ej— By

SN N

Ed&v E; 1 = 0 t61¢ emictpeye ™y F kot 1eppaTIoE;

Alhog Béoe § « i + 1 xon mjyowve oto Bijpa 1.
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Alyopibpog 6.4: HC_1

1. Emike&e éva omotodfimote kOpPo Uy 0L G Kot GyNudTIce Tov 1-kdKho Cq:

2. ©¢oe p = 1: {apyomoinon g TUPUUETPOL p GTIV OTOI0 KUTUYOPOVILE TO UIKOG TOL
KoKhoL}

3. Edv p <n, tote Ppeg pia axpn vpu, ehdyictov Pdpoug tétotn Gote o évag képPog g
v, €Cp xar o dhhog Uy € Cp, ko miyowve oto Bruo 4. Alkog, emictpeye Tov
Hamultonian xbxio Cps

4. Ewfjyaye tov x6ppo v, axpipodg mpwv and tov kouPo u, otov kokAo €, Kal mhpe Tov
KoKAo Cpr1:

5. @écep =p + 1xmmyorve oto Byua 3.
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Alyopibuog 7.1: stNumber

1. onueiwoe Tovg k6pPovg s, t kot v axp (S, t):
2. ®bnoe ot otoifa X tov k6pPo t kol KATOmY ToV KOUPO S KOl UpyIKOTOGE TOV HETPTI
i o Ty 0;

3. evéoo 1) otoifa X dev eivar Kevi], emavaioPe
on®@Onoe évav k6uPo amd T oToifa kot E6Te OTL AVTOG Eival U KGAEGE TN
cuvapmon PathFinder(v) kot éote P = (v, ;) (v, V3) ... (Vg_q, V%) TO
[LOVOTLGTL TTOV OVTI) EMGTPEPEL;
eav P # &, tote 10 j = k — 1 ¢og 1 dOnoe tov képPo v; o otoifa T
Grhog apibunon(v) =i+ 1.
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Alyopibuog 4.5: Dinic

1. Ottovpe og apyua por [ = 0 kot vroewduevo diktvo Gy = G;
2. 660 vdpyet povordtt omd Tov 5 6Tov ¢ 610 Gy, emavdiafe
L = diktvo emmédov tov Gyr;
vrohoyilovpe pia por} ppayng fi oo L;
avédvovyie T pon 610 G 6étovtog f = f + f1:
vrohoyiCovpie To véo vroAemdpevo diktvo Gr:

3. emictpaye ) pon f.
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Alyopibpog 11.1: IntervalRec_Square

Input: ‘Eva pn katevbovopevo ypaonua G = (V, E) t6éng n kot peyébovg m.

Output: NAL edv 1o G givon ypaonua dwotnudtov, dilog OXI.

1.
2.

Yrokéyioe éva petaPaticéd mpocavatohiopéd (V, F) tov ypagiuatog G;

YroAoywoe pio L-61dtaén tov G cdpgmva e pio pbivovoa didtaln tov Pabudv e£ddon
(out-degree) tov k6pPmv Tov Tpocavatoiopod (V, F):

T k6GBe k6pPo u € V, vrordyioe Tig nocomteg L(u) xon h(u):

Edv y1a kdbe kopPo v € Vioyver h(v) < 1(v), to1e emiotpeye NAI (to G eivon ypaonua
dwotudtmv), GAleg eniotpeye OXI.






OEBPS/image/Image429_fmt.png
‘@ ‘o) ') (o
G1 Gy Ga Gy





OEBPS/image/7829.png





OEBPS/image/Image716_fmt.png





OEBPS/image/eikona4.8_fmt.png





OEBPS/image/Alg6.1_fmt.png
Alyopibuog 6.1: Euler_CIRCUIT_C

Input: ‘Eva Euler ypdonpa G ta&ng n kot peyédoug m.

Output: ‘Eva Euler koxhopa € tov ypagipatog G.

1.

IIape évav omovdnmote k6pPo v €V (G) kot EeKvdVTog 0md 0TOV KATACKEDUGE EVOL
KoxAo C:

Eav o kokhog C mepiéyet OAeg TG akpiég Tov G, emioTpeye Tov KoKAo C Kol TEPUATIOE: EGV
oy, emikele éva képPo W kowd oTov kVKAo C Kot 6To Yphenua G, mov dnovpyeito
amd o ypaenuo G daypagovtag 6reg TIg AKUES TOL KbkAo C:

Zekiva omd Tov k6pBo W kot kotackedace éva kokho C' 6to ypdonua G';

Tovdvaoe Tig akpég tov kokkov C kot €' kol dnuovpynce éva kdxhopo oto G.
Ovopace 10 véo kKikAmva C, Kot Tyowve 6to Bijpa 2.
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Alyopibuog 4.2: Strong_Cut

1.

Emukéyovpe évav avbaipeto koufo s € V wg apetnpia kot vroroyilovpe to d&vopo
xoplapyiag D tov ypagrjpatog porg Gs = (V, E, 5):

Bpickovie 10 Guvoro A Tov KOpPOV X # S5 Tov dev givor pOALL 6T0 D
YrokoyiCovjte To avdoTtpogo ypdpnua GX;

YrohoyiCovyte to évdpo kuprapyiog DR tov avasTpoeov ypaeiiatoe porg
GE = (V,ER,s);

Bpickovpie o covoro AR tav képfev x # s mov dev eivar pvrra oto DX;

Eléyyovpe edv o k6ppog s givar woyvpr dpbBpwon vroroyilovag edv to G — s givor
10) VPG GUVEKTIKO;

Edv o koppog s givar ioyvp1} apbpwot), T0Te EMGTPEPOVIE TOVS KOWBOVS TOL GVVOAOL
AU AR U {5}, S1000petid emaTpépovyie Tovg KopBove Tov Guvérov A U AR
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Alyopibuog 9.3: Test_ PEO

Input: Mio 81dtaén o tov képPov evog ypapipatog G.
Output: Mia 161081 0 v kOpPov tov ypaenuatog G.

1. 7y k@B kopPo v tov V(G) 6éce A(v) « @

2. yuwi < 1éwgn —1 extéleoce

3. v < o (i)

4. X, « {x EAdj(v) |0 —1(v) < 0 —1(x)};

5. eav Adj(v) # 0 tote

6. ueo(min{o ) |x € X))

7. A() < A(w) || Xy — {u}, dnradn cvvéveoe to X, — {u} oto A(u);
8. TENOG-EGLV

9. eav A(v) — Adj(v) # @ 161 emictpeye OXIL:
10. 1éhoc-yia

11. emiotpeye NAIL
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Alyopibuog 4.1: Connected_Components

1. Extehovpe xotd-padog diepevvnon, emhéyoviag avbaipeta Tig apetnpies, Kot
vroAoyilovpe T oepd peTadtdTadng TOV KOUPOV:

2. YrnohoyiCovpie to avdotpogo ypdenua GX;
Extelovpe katd-fabog Siepedvnot), emhéyovtog Tig agetnpie kotd @Bivovsa oelpd
netadidtadng tov Kopupov:

4. Emotpéovpie Toug KOUPoG Tov KGbe dEvOpov Tov dGcovg g Katd-Pdbog Siepedvnong
g pia EeY®PIoTI} GLVEKTIKT) GLVIGTAOGH.
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Alyopibuog 2.2: Depth_first_search

dfs(v)

1. 6¢oe visit(v) « lxad[v] «t <t +1;

2. ywkéBe kopPo w € Adj(v) tétoro dote visit(w) = 0 emavirofe
3. mpdcbece myv axpn (v, w) oto dévdpo T xat béce p(w) « v;

4 dfsw):

Télo¢ — df s

apxn

5. opywomoinon: T « @; t « 0;

6. ywxoéuPo v € V(G) Béoe visit(v) « 0;

7. epdcov vrapyel kopPog v € V(G): visit(v) = 0 enavarafe

8. emike&e Toyaia Evav kopPo s (képPog exkiviong):

9. dafs(s):

Télo¢ — alybdpibpov.
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Awdwkasia EXPLORE(v)

1. EavAdj(v) = @ tote

2 W) =w);

3 POINTER(v) « A;

4 Emniotpeye;

5. Ghhag

6. Edv x dev et diepeovnBel
7 EXPLORE(x):

8 TELOG-EGV

9. 1éhog-gqv

10. eméhele y € Adj(v) tétolo wote W(y) = max{W (x) | x € Adj(v)};
11. W) «w@) +W();

12. POINTER(v) « y;

13. eméotpeye;
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1. ©frovpe og apyik por| f = 0:

2. 660 vIapyEL LOVOTATL 07 TOV S GToV t 670 L, emavarafe
Bpickovpe éva povondrtt P amd S tov 6tov t 6to L;
oav&avovpe TN por) 6To P, péypt vo kopecbel KGmolo ok Tov;
ofivovpe kGBe kopeopévn ki Tov P;

3. emictpeye ) pon f.
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Alyopibuog 3.1: Compute_Center

1.

YnoAoyoe tovg Pubpovg deg(v;) ddmv tov kéuPov v; € V(T) tov dévdpov T kot Béce
Color(v;)) « A, 1<i<n:

Eiwsdyaye toug k6pPoug u pe Pabpéd deg(u) = 1 oty ovpd Q xar Bice Color(u) « M xon

S(u) « 1:

Egocov Q # @ emavdihrofe

3.1 dwypaye tov x6pBo u omd v ovpd @ kar Bice deg(w) < deg(w) — 1 yo xébe
Yeitova W tov u, tétotov wote Color(w) = A4;

32  eav deg(w) = 1, ewdyaye tov kOuBo w ot ovpd Q kot Béce Color(w) « M xau
Sw) «S(u) +1;

Yrokéyioe T max T tov wvoka S ko 8éce Center « {v} ywa kdbe képuPo v TOL

dévdpov T, tétorov dote S(v) = max;

Eniotpeye 10 chvoro Center.
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Alyopibuog 6.5: HC_2

1. YmoAéyioe éva ehdyioto okeretikd 8évdpo T tov ypagpnuatog G:

2. Eogdppooe DFS &iédevon oto 6évdpo T, Eexwvdvtag omd éva toyaio kouPo, kot
VIOAGYIGE TOVG YPpOVOLS TPpOTNG emiokeyng d[. ] tov képPmv tov T:

3. Ildpe tov xépPovg tov T oe avéovsa TGEN, €0T® Vi, Vi, ..., Vin, OCOUO®VE LE TOLG
xpdvovg mpimg emiokeyng d[. ] mg DFS, dnhadi d[vi] < d[vip] < -+ < d[vi]:

4. Emiotpeye tov Hamiltonian koxho C = (v, Vjz, ..., Vin, Vi1)-
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Alyopibuog 8.4: Color_Degree

1. enikege tov kOpPo, £0TO V1, HE TO pEYOAOTEPO Pabud Ypdenua 166300 G, Yp®UATIGE TOV e
10 yphua 1, ko 6éoe A < {v} ko B « V(G) — {v, }:

2. eoécov B # @ emavarafe

2.1. emikeEe évav k6pPfo v; amd 10 GVvoho B tmV pm-ypopaticpiveov koufov e to
peyaivtepo Pabuod xpduatog, 6mov o TEpinTmon 1onuiiog emidese aLTOV e TO
neyaivtepo Pabuo d(v;) oto ypaenua G:

2.2, ypoudtics Tov kOpuPo v; pe to eldyoto duvatd ypdpe amd o chvoro ypoudtov C
Ko Béoe B < B — {v;}.
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PathFinder(v)

(1) &bv vmapyet véa aviovoa axun (v, W) pe tov w mpdyovo tov kopfov v (Exipa 7.37a),
1t onueinoe my (v, w);
€moTPo1) Hovomotiov P = (v, w):
(2) Swgopetikd,
£0v vrapyel véa devopikn axp (v, w) émov v = p(w) (Eyfipa 7.37B), tote
onueiooe myv (v, w) kat apykonoince P = (v, w):
£VOO® 0 KOUPOG W eV Eival CNUEIOEVOG, ETOVAAAPE
fpe (véa) axgai (W, ) pie S(x) = L(w) 1 L(x) = L(W):
onueiooe Tov képPo w kot v axpn (W, x):
EMEKTEVE TO [LOVOTATL TPOGHETOVTAG GTO TEAOG TOV TNV aKur (W, X):
w o« Xx;
(3) Swgopetikd,
£4v vrapyel véa aviovoa axu (v, W) pe tov v mpdyovo tov w (Eyfua 7.37y), tote
onueiooe myv (v, w) kat apykonoince P = (v, w);
£VOO® 0 KOUPOG W eV Eival CNUEIOEVOG, ETOVAAAPE
fipe (véa) axgai (w, ) e ¥ = p(w):
onpeinoe Tov képuPo w kar v akun (W, x);
EMEKTEVE TO [LOVOTATL TPOGHETOVTAG GTO TEAOG TOV TNV aKur (W, X):
w o« Xx;

(4) Swoopetikd, P = .
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Alyopibuog 10.4: Max_Weight_Clique

Input: Eva ypdonua G = (V,E).
Output: Mia kAika peyiotov Bapovg K tov ypagnuatog G.

—_

Yo kGOe v € V extédhece
£Gv 10 v dev £yet diepevvnBel ToTE
EXPLORE(®v);
TEAOG-EGV
TELOG-EGV
enidete y € V tétolo wote W(y) = max{W (v)|v € V};
K<y
y « POINTER(Y);
£QOcoV y # A ektélece
K« Ku{y};
y « POINTER(Y);
. Téhog- epdoOV

280 e g

[u——
—_ O

—
(]
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Alyopibuog 9.4: Cliques_and_Chromatic

Input: Mia 8161aén 0 Tov kOpPov evog TprymviKoy ypaenuatog G.
Output: Tig péyroteg KAikeg Kol T0 YpOUOTIKO opBud Tov ypoenotog G.

1. x «1;

2. Ay, « 0ywwkdbe kopPov € V(G):

3. ywi « 1éwgn — 1 extéheoe

4. v « o(i):

5. X, < {x € AWl (W) < ') &
6. eqv Adj(v) = @ tonwoe v khika {v};
7. gqv X, = @ myyove o) ypopu 14;
8. u « o (minfo~'(x) | x € X,});

o A, - max{A, X, | -1}

10. gav A, < | X, |1ote

11. Tonwoe my kAika {v} U X,;

12. x < max{x,1+|X, |}

13. TENOG-EGV
14. 1éhocya
15. tonosce To ypopatikd op1Bud y tov ypopipatog G.
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Alyopibuog 4.3: Ford_Fulkerson

1. Ottovpe og apyu pon [« 0 kot vrokemépevo diktvo Gy « G

2. 660 vrapyset povordtt P and tov s otov t oTo Gf, emaviiafe
5= min{cf(u, v) | (u,v) € P}; /] eMdypot YOPNTIKOTTA oKig Tov P
oav&avovpe T por) f katd § povades katd punKog tov P;
vrohoyiCovpie To véo voAemdpevo dikTvo Gy

3. emictpeye ) pon f.
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KoéuBoiTou duikoU ypagnpaTog o1 0TToieg avTIGTOIXOUV OTIG
EEWTEPIKEG OWEIG TWV GUVEKTIKWV CUVICTWOGV.
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Alyopibuog 10.1: G_decomposition

Input: Eva ypdonua G = (V,E).
Output: Mia G-amoctvdeon By + -+ + By tov G oe k cbvora axpdv.
Otoe Ey « E, i < 1;
Enikege toyaia pio axun e; = x;y; € Ej:
Apibunoe ™ covenaymywl} kKAGon B;tov E;1) omoio TEPEYEL TV AKUT X; Vi
Otoe Ejpq < Ej— B, &
Eav Ej =0 totek « i;
GAhog avénoe to 7 katd 1:

> B

oA

IInyowve oto Bijuo 2;

Emnictpeye ) G-omocvvleon).
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Alyopibuog 6.3: CHINESE_POSTMAN

Input: Eva ypdonua G, ta&ng n kot peyédoog m, kot o kOUPog agetnpiog w.
Output: ‘Eva nepinato Euler (Eulerian walk) tov ypagnuatog G.

1.
2.

YnoAoyoe 1o Pabuod deg(v) xabe képuPov v € V(G):

Eav deg(v) = 2k yw x6Be xépPo v € V(G), t6te 10 G €ivon ypaenua Euler, Béoe
H = G ko miyouve oto Brjpa 6;

Ynoroyoe 10 6ovoro Voqq(G) tov kopPav tov G pe meprrtd Pabud kot pio Sipekn
Swpgpion T = {(x; y;) | 1 <1<k} o0 Voqq(G) tétowa dote u(G) = d(m);

Tho kdBe Cevyos wépPov (x; y;) ™¢ m vroloyiCovpe ™y eidyioty Swdpopny 4; =
(x,21,23, -, Zp, ¥;,) netald tov kopPovy; ko y;, p > 0.

Koartaokevaoe 1o moivypaenue Euler H omd 10 G ovtikabiotdvrag v kdbe axun g
dwdpoig 4; 1 <1<k, pe éva (evyog mapdAinhov akpdy;

Ynohdyoe éva koxiopa Euler oto ypaenuo H kot amd ovtd éva mepimato Euler pe
OPYIKOS Kot TEMKO KOLPO ToV KOLPO a@eTnplog Kot TPOOpPIGHoD W;

Enictpeye 1o mepinato Euler.
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apiéunon(s) =1
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Alyopibuog 5.4: Tree_Center

1. T'«T; {toT' Bacivor telixd 1o kévipo tov 6évipov T}

2. Oco 1o T' et tovrdyotov 3 kopPovg (dnradny dev eivar 1o Ky 1 1o K>) emavarafe
SiGypaye amd to T’ 6hovg Tovg kopPoug fabpod 1;

3. Totehwo T’ eivar o kévTpo ToL doBEvTog dévdpov T.
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Alyopibpog 12.1: Q_Coloring

Input: Mio petdbeon m = (1y, o, ..., T,) TOV Nn:
Output: "Evag ypopaTiopog Tov k6ppav tov G ] kot 0 xpopotikés apbpds x(G[r]);
5. @éock «0:

6. yw kdBe otoyeio i (i = 1,2,...,n) G T, EKTELEGE

7. Bpeg v mpdT™ 00pa Q,,, TG aKOLOLOIOG Q. TETOW DOTE:
LAST(Q,) < m; Y FIRST(Q) = &5

8. Color(m;) «m;

9. Insert(Q,,) «m;:

10. k «max(k,m);

11. térogc-1a

12. 5G] «k;
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l(u) = min L(u)
v € N[u]

([ min L(w)
v ¢ N[u] if {fu| L(v) <L(w),v € N(w)} #0

hw) = { LW <L)

\ 0 SLPOPETIKA.
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Alyopibuog 3.2: MST_Kruskal

1.

To&wounoe Tig oxpég Tov ypaenuatog G oe avéovoo (un-pbivovsa) TGN m¢ TPog Ta
Bapn tovg, ot w(ep) < w(ep) < -+ < w(ep). ko dnpodpynce éva dévdpo T. tétot0
wote T NE(G) = 0;

EnikeEe v mpdtn axp eq, ewodyayé myv oto 8évdpo T « {eq} ko Béoe i « 2;

Enikete v axpn e; kot ewodyayé myv oto T « T U {e;}, edv dev dnpuovpyet kdxko 6To
Sévdpo T

Eav to T &yer Myotepeg amd n — 1 axpée, Béoe i « i + 1 xon mijyorve oo Prjpa 3:

Eniotpeye 10 gAdyioto yevetiko dévopo T.
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Alyopibuog 8.3: Smallest_Degree_Last

1. dnmodpynce v axorovbia ypopaticpod S = (v, Uy, ..., V), £161 OGTE: V), elvar 0 KOpPog
ue 1o pukpotepo Pabud d(v,) oto ypaenua £66dov G, V,_; 0 KOUPOG HE TO KPOTEPO
Pobuod d(v,_;) oto ypaenua G — {v,,}, kot thog vy 0 k6uPog pe o pkpdtepo Podbuéd d(vy)
610 Ypaenpa G — {v3, V3, ..., Un}-

2. ywi« 1éogn enavarofe

emike&e Tov KOUPO V; amd TV S Kol YPOUATIGE TOV [1E TO EAGYIOTO SLVATO PO Od TO
GOvolro ypoudtov C.
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Alyopibuog 5.1: Distances_Moore

1. {apyixomoinon twv emrypagdv TV KSUPwY T0V YpoPHUATOC)
l(u) < 0;
Tho kGBe kopPo w # u emavarofe
l(W) < 00;
2. Q « {u}: {n ovpa Q mepiéyer Tovs KSUPoLS e EMIYPaPR TEMEPATUEVNS TIUAG,
TOVC YEITOVEC TV 0T0iWY TPOKEITaL VO eTiokePBodue}
‘Oco 1 ovpd Q dev eivon kevn kon [(v) = oo emavdiafe
ddypaye évav k6pPo x amd v ovpd Q:
T k6B yeitova y tov x pe emypogn L(y) = o enavariafe
() « x: {p(y): o xéuos-arépa tov y oto Gévipo avaliinons
KOTG TAGTOS TOD YpagiuaToc}
L) < 1)+ 1;
e1odyaye Tov k6pPo y oty ovpd Q:
3. Edv l(v) =
TtE dev LIdpyel dadpopu 0md TOV U GTOV U GTO YPAQTLO
GAhg {Bpec pio ovvtoudTepy dradpour) amé tov u otov v}
k «l();
Uy < V;
Twi=kk-—1,..,1 enavirafPe
Uiy < p(u):
£LQAVIoE TN dadpoun Ug, Uy, ..., Uk TOL VAL {0 GUVTOUOTEPT OO TOV U GTOV V;
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Alyépibrog 2.3: Breadth_first_search

bfs(v)

1. dlvl] «te«t+1;

2. ywxdBe kopPo w € Adj(v) tétolo dote visit(v) = 0 enavirafPe

3. mpdchece v oxpn (v, w) oto dévdpo T kot Béce p(w) « v;

4. 6tce visit(w) « 1xa Q « Q || [w]; {emokéyov kar pdcbese Tov w oy Q}
Tédog — df s

apym

5. apyconoinon: T « @; t « 0;

6. Y k6ppo v € V(G) 6éoe visit(v) « 0;

7. emide&e Toyoio Evav kopfBo exkiviong s; Béce visit(s) « 1 ko Q « [s];
8. epocov Q # [] emaviiofe

9. v Q);Q<Q2.];

10.  bfs(v);
Tél0¢ — atydpifuov.
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Alyopibuog 2.4: TopSort_dfs

dfs(v)

1. Otce d[v] « t « t+ 1 ko visit(v) « 1;

2. ywkéBe képPo w € Adj(v), tétorov dote visit(w) = 0, eravirofe
3 dfs(w):

4. Oéoe flv] «t' « ' +1;

Tédog — dfs

apxn

5. apywomoinon: t « t' « 0;

6. ywxéupo v € V(G) Béoe visit(v) « 0;

7. epdcov vrapyel kouPog v € V(G): visit(v) = 0, enavirafe
8. emike&e Toyaia Evav kopPo s (képPog exkiviong):

9. dfs(s):

10. TS = (v, vz, v0) « (f Tl fH 0= 1), f7HAD;
TéA0¢ —alydpiBuov
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Awgdwkaoia EXPLORE(], j)

1. ywkaBe m € Adj(i): m € Adj(j)n |CLASS(j,m)| < k extédece
2. eav CLASS(j, m) eivar ampocdiopiot) tote

3. CLASS(j,m) «— k; CLASS(m, i) — —k;

4. EXPLORE(, m):

5. Grhaq

6. eév CLASS(i,m) = —k t61e

7. CLASS(i,m) «— k; FLAG «— 1;

8. EXPLORE( m):

9. TENOG-EGV

10. TELOG-EGV

11. téhog-gav

12. ywo k6B m € Adj(i): m & Adj(j)n |CLASS(j,m)| < k extédece
13. eav CLASS(j, m) eivar ampocdiopiot) tote

14. CLASS(j,m) «— k; CLASS(m, i) — —k;

15. EXPLORE(, m):

16. &g

17. g6v CLASS(i,m) = —k tote

18. CLASS(i,m) <« k; FLAG «— 1;

19. EXPLORE(i, m):

20. TENOG-EGV

21. TELOG-EGV
22. téhog-eav
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Alyopibuog 6.2: Euler_CIRCUIT_Fleury

Input: ‘Eva ypdoenua Euler G t6&ng n kot peyéBoog m.
Output: "Evo koxhopa Euler C tov ypogijpatog G.
1. Oéfoe, apykd, i < 0;
Eekiva omd Tov k6pPo vo kot Opioe 1o iyvog Tp = (Vg):
2. Eoto T; = (vg, ey, V1, €3, Va, ..., €, V;) TO {yvog netald tov kOuPov v kot v; oty i-
oot enavainyn. Erikeée pio axpn €;,1 am6 1o chvoro E; = E - {ey, e, ..., €;} MO0
EVMVEL TOVG KOUPOVG V; Ko Vi4.1. Edv dev vmdpyer kapio téTota axp, TéA0G;
3. Eév n ok ej41 givol yépupa 6to yphenua G’ mov dnuovpyeitot and 1o G
duaypdpovtog Tig akpég tov E;, 101e e16dyaye avt 6T0 i)vog
Tis1 = (Vo,€1,V1,€2,V3, .., €, Vi, €141, Vig1). HOVO GV Sev vapyel GAMN emioyn (eGv
vrdpyet, enihede pm-yEupa);
4. Oéoel « i + 1 ko myyove 6to Brjpa 2.
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yw i« 1 éocn pe Pua 1 extélece
1 x(i) * y(i);

zZez+ 8

z=x'y =L XY,

TENOG





OEBPS/image/Image958_fmt.png





OEBPS/image/Image8804_fmt.png
Xy - {u} c A(u)

Xy - {u}
v

Au)





OEBPS/image/3224.png





OEBPS/image/eikona4.11_fmt.png
1/1 0/1

0/2 1/1






OEBPS/image/8552.png





OEBPS/image/2164.png
T
43Q_UGBO_U
w T Y o
080400
“voocoo
mnHo o oo
™
Nooocooo
{

Il

-
—
430_JGBO_J
OSOJHG
Voo~
™~ oo T o
NV ow
(\\

I

<

[12 3 =2 0 5 41 48 -1 3007 -9 -7 12 6 1 13 -9 ]






OEBPS/image/Image598_fmt.png
Gy Gy





OEBPS/image/1154.png





OEBPS/image/Image1128_fmt.png
apiéunon(s) =1
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Alyopibuog 4.4: Edmonds_Karp

1. ©érovpe og opyu pory f = 0 kot vrokewmodpevo dikrvo Gy = G
2. 660 vrdpyet povomdtl and Tov s 6Tov ¢ 6o Gf, enavaiafe
P = cvvtopoétepo povondtt améd tov s 6Tov t 670 Gy
5= min{cf(u, v):(u,v)€ P}, /] ehdioT YOPNTIKOTNTA oKpnG Tov P;
avéavovpe ) por f kotd § povadeg Katd ijkog Tov P;
vrohoyiCovpe to véo vokermdpEvo SikTvo Gr;

3. emictpaye ™ poi f.
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Alyopibuog 8.2: Largest_Degree_First

1. dnmodpynoe v  oxorovBic  ypopeticpod S = (vy,Vy,..,v,) ETGL  doTE:
d(vy) = d(vy) = - =2 d(vy,). 6mov d(v;) eivar o Bubuog tov k6pfov V; 6TO YA
£16600v G, 1 < i <n;

2. ywi« 1éogn enavarofe

emikee tov KOUPO V; amd TNV akorovbia S Kol YPOUATICE TOV HE TO EAGYIGTO dLvATO
ApdLO 0md TO GHVOAO ypoudTev C.
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Qo=1{1,2,3.4,5,6,7,8,9}

Qs=1{1.2} < {3.4.5.6.7.8,9}

Qy={1} < {2} < {3,4.5} <{6.7}
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Alyopibuog 5.2: Distances_from_vertex

1. l(u) « 0; {apyixomoinon twv exrypagdy Twv KéuPwv TV ypagiuatoch
To k6Be k6pPo w # u emavarofe

(W) & oo;
2. Q < {u}: {n ovpd Q mepityer Tovg KOUPOLS UE EXTYPOPI] TEREPATUEVNS TIAS,
TOVG YEITOVES TV OTOIWY TPOKELTaL Vo smiokepBodue}
Oco 1 ovpd Q dev eivar kevi) emavarafe
ddypaye évav k6pPo x amd v ovpd Q:
T k6B yeitova y tov x pe emypogn L(y) = o enavariafe
L) < 1)+ 1;
e1odyaye Tov k6pPo y oty ovpd Q:
3. T k@Be kopPo x pe emypoeiy 1(x) # o enavaroPe
guedvice to Cevyn v, [(v):
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Alyopibuog 5.3: Distances_Dijkstra

1. {apyixomoinon emypapdv ko mponyoduevav kéuPwv p( ) twv kéuPwv tov G}
L(vo) « 0; p(vo) « —;
Tho kGBe képPo w # vg emovaiafe
l(w) <0 p(w) < =
2. uy < vy
A < {vok
Twi=12..,|V(G)| - 1eraviroPe
T k60 yeitova v tov u; pe v € V(G) — A enavahafe
Eav [(v) > l(uy) + w(uy, v) {Bpébnke ovvroudtepy diadpoun yia tov v

HEG® TOV Ui}
e L) e 1) + wuyv);  {empépooy cpagiic v}
p(v) < w;: {mponyoiuevoc kéupog o u;}
Bpeg koppo vj € V(G) — A pe emypagn l(vj) =min{l(v) |v € V(G):
Uiy1 < V)3

A<AU{uj g}
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Alyopibpog 9.1: LexBFS

Input: Eva ypdonua G pe n kOpPovg vy, vy, ..., Uy, KO M OKUEC.
Output: Mia 816taén 0 tov koppov tov ypaenuatog G.

1. Avdbeoe emypugés label(v) « ¢ oe kGbe kOUPO v TOL Ypagniatog G Kal XAPUKTIPIGE
apykd kGe kopPo tov mg MH-APIOMHMENO.

2. Twi<néogl pePipa —1 extélece
Emioyn: enidele éva MH-APIOMHMENO wk6pfo v pe ) peyakdtepn emypa@r.
AvaBeon: o (i) « v; Zyoho: Edd avaribetar o apBudg i oto koépfo v.
Evquépaon: yopoxtipios tov koo v @wg APIOMHMENO kot npdcbece o i 6To
Téhog TG emypagg kGO6e MH-APIOMHMENOY kopfov w mov givat
yeitovag tov v, dniadn label(w) « label(w) || i.
TELOG-YLOL
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Alyopibpog 10.3: TRO_v. 1

1. opywomnoinon: k «— 0; FLAG < 0;
2. yw kaBe axp v;v; € E extédece

3. eav CLASS(j,m) = « 1ot
(1 axun (j, m) dev éyet oxdpo avatedel o kGmolo Ghvoro)
4. k—k+1;
5. CLASS(i,j) — k; CLASS(j,i) — —k;
6. EXPLORE(i, j):
7. TELOG-EGV
8. téhog-yi.
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